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1. Bevezetés

A szélséértékek mindig is kiulonos figyelmet kaptak az emberi gondolkoddsban. Le-
gyen sz6 a leggyorsabb futasokrél, a legnagyobb foldrengésekrdl vagy a legmagasabb ho-
mérsékletekrdl. A széls6ségek nemcsak kivancsisagot keltenek, hanem komoly gyakorlati
jelentGséggel is birnak. A széls6érték-elmélet egy olyan matematikai eszkoztarat kinal,
amely lehetové teszi, hogy megértsiik, modellezziik és elérejelezziik az extrém események
viselkedését, legyenek azok természetes vagy emberi eredetiiek. Ezen elmélet alapjait Emil
Julius Gumbel [1] 1958-ban, Maurice Fréchet 1927-ben és Waloddi Weibull 1939-ben irt
publicisztikdik fektették le. Stuart Coles [6] miive alapveté elméleti keretet biztosit az
extrém értékek elméletének megértéséhez, tovabba részletesen osszefoglalja a 20. szazad
legjelentosebb eredményeit és attoréseit ezen a tudomanyteriileten.

A futészamok elemzése kiilonosen izgalmas teriiletet kinal a szélséérték-elmélet alkal-
mazasara. A modern technolégia révén ma mar hatalmas mennyiségii adat all rendel-
kezésiinkre az egyéni sportteljesitményekrol, példaul a maratoni futdsok idejérdl vagy a
sprinterek maximaélis sebességérol. Ezek az adatok nemcsak az emberi teljesitoképesség
hatarainak feltérképezésében segitenek, hanem arra is valaszt adhatnak, hogy mennyire
valészini egy 1j vildgesics megsziiletése, vagy milyen koriilmények kozott érhetiink el
eddig elképzelhetetlen eredményeket.

Az extrém értékek vizsgalata lehetdséget nyijt a szélséséges eseményeket befolyasold
tényezOk azonositasara és modellezésére, kiilonos tekintettel az idébeni valtozasokra. En-
nek keretében vizsgalhaté példaul, hogyan valtoznak a szélsOséges teljesitmények az ido
mulasaval, illetve milyen trendek és szezonalis hatasok érvényesiilnek az adott folyama-
tokban. Az idébeli dinamikak modellezése kiemelt jelentéséggel bir a sporttudomanyban,
hiszen hozzdjarulhat a teljesitményvaltozasok pontosabb megértéséhez, valamint a sport-
stratégiak és edzésprogramok hatékonyabb kialakitasahoz.

Ez a tanulmany a szélséérték-elmélet alapjaira épitve vizsgalja a futészamok extrém
eredményeit. Célunk nemcsak az eddigi adatok elemzése, hanem annak megértése is, hogy
miként hasznéalhatjuk fel a szélsoérték-elméletet a jovobeli teljesitmények modellezésére
és eldrejelzésére. Az eredmények nemcsak a sporttudomanyt gazdagithatjak, hanem szé-
lesebb korti betekintést is nyijthatnak abba, hogyan kezelhetjiik az extrém eseményeket
mas teriileteken is.

Munkam Mohd Bakri Adam 2016-ban megjelent Modelling record times in sport with
extreme value methods [14] cikkére épitkezik az ott bemutatott mddszerek részletesebb
Célunk, hogy az ott szerepld elemzéseket par év tavlatabol megvizsgaljuk az 1500 és 800
méteres férfi sikfutasok adatain, amiknek az éves szinten els6é 5 legjobb eredményeit az
{1}. és {2}. dbrdkon lathatok.
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A dolgozat kezdeti részében atfogd matematikai bevezetést nytjtunk, amelyben rész-
letesen definialjuk azokat az alapfogalmakat és elméleti konstrukcidkat, amelyek elenged-
hetetlenek a dolgozat tovabbi részeinek megértéséhez. Kiemelten foglalkozunk az extrém
érték elméletével minimum adatok tekintetében, tovabba bemutatunk kiilonféle regula-
rizaciés technikakat a becslések simitasanak elGsegitése érdekében. A (3). fejezetben a
rekordfolyamatokat vizsgaljuk, kiilonos hangsilyt helyezve a rekordértékek idébeli fejls-
désének modellezésére. A (4). fejezetben nemparaméteres statisztikai modelleket ismer-
tetlink, valamint bemutatjuk ezek alkalmazasat az el6zetesen targyalt adathalmazokon.
Ezt kovetden részletesen targyaljuk az altalanos Poisson-folyamatot, amelyhez a becslési
pontossag novelése érdekében toleranciasavokat definidlunk, majd a folyamat trendjének
megbizhatd becslésére toreksziink tovabbi adatfelhasznalas segitségével. A dolgozat utolsd
fejezetében a kétvaltozos szélsoérték modellezésre fokuszalunk, ahol egymastol fiiggetlen

mintahalmazok segitségével végziink elemzéseket.



2. Matematikai bevezeto

Ebben a fejezetben Osszefoglaljuk a téma megértéséhez sziikséges definiciokat, fogal-
makat és tételeket. Ezeket az alapokat a dolgozatban nem bizonyitjuk, de szamos dolgo-
zat, illetve matematikai bevezeto tanulmanyban fellelhetd, ahol részletesebben végigveszik
ezen fogalmakat.

A statisztika teriiletére lépve az egyik els6é alapfogalom, amellyel taldlkozunk, a likeli-
hood fliggvény, valamint az ehhez kapcsolodé maximum likelihood becslés. Ezen fogalmak

a dolgozat soran tobbszor el6 fognak kertilni, igy indokolt, hogy definidljuk.

Definicié 2.1 (Likelihood-figgvény). Ha az (Y,...,Y,) figgetlen minta diszkrét (a lehet-

séges értékeinek a szama véges vagy megszamldlhatoan sok), akkor a likelihood figgvénye:

Log(ki,... k) = [[Pio(Y; = k;) (k1,...,k, € H),
j=1
ahol H a diszkrét valdszindségi vdltozok értékkészlete. Ha az (Y,...,Y,) figgetlen minta

abszolit folytonos, és'Y; striségfigguénye (a Py valdszindség mellett) f;g, akkor a minta

likelihood-fiigguénye:
Ln,’ﬂ(tla"wtn) - Hf],ﬁ(tj) (tlavtn€R>
j=1

A Kklasszikus likelihood-elemzés feltevése, hogy a minta fiiggetlen és azonos eloszlasu.
Ugyanakkor a valés adatok megfigyelése kozott lehetnek idébeli trendek, autokorreléci-
ok vagy valtozo eloszlasu folyamatok, igy a klasszikus iid feltételezés nem teljesiil. Ilyen

esetekben sziikségessé valhat nemparaméteres trendkovetés.

Definici6 2.2 (Mazimum likelihood becslés). A 9 mazimum likelihood-becslése (ML-becslése)
az X1, ..., X, mintdbol 15, ha 9 mazimalizdlja a ¥ — Ly, 9(X1, ..., X,) figgvényt, ahol L, »

a minta likelihood-fligguénye. Azaz, ha
L o(X1,...,X0) > Loo(X1,. .., Xp) minden ¥ € O-ra.

Definicié 2.3 (Sztochasztikus rendezés). X sztochasztikusan kisebb, mint Y, X <Y, ha
Fy(a) < Fx(a), minden a € R.

A sztochasztikus rendezéssel a 6. fejezetben taldlkozunk tjra. Ennek a definicionak
koszonhetoen tudjuk vizsgalni a kétvaltozos szélsé érték modelleket.
A rekordfolyamatok vizsgalata soran gyakran eléfordul, hogy nem minden extrém érték

figyelhetd meg teljes mértékben. Ilyen esetekben cenzoralt adatokrdl beszéliink, amelyek
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elemzéséhez specidlis statisztikai médszerekre van sziikség. Az egyik legismertebb ilyen

eszkoz a Kaplan-Meier becslés.

Definicié 2.4 (Kaplan—Meier becslés). Legyen Sy tulélésfigguény, t; az idépont, ahol leg-
aldbb eqy esemény bekovetkezett, d; az események szdama a t; idopontban, és n; a tulélt

egyedek szama a t; idopontban. A Kaplan-Meier becsléssel Sy-t tudjuk becsiilni.

Y

it <t U

2.1. Extrém érték elmélet

Az extrém érték elmélethez kapcsol6do legjelentésebb attorések a 20. szazad kozepére
tehetéek, amikor is Emil Julius Gumbel 1958-ban publikalta Statistics of Extremes [1]
cimi konyvét, melynek f6 alapja Fischer, Gnedenko és Tippett extrém érték témakor-
ben végzett publikacioik. Mivel ebben az idoszakban a kutatasok célja nem kifejezetten
a sporteredmények voltak, hanem altalanos extrém érték elemzési kérdések, igy a vizs-
gélatok els6sorban maximaélis értékekre koncentraltak. Ugyanakkor érdemes megjegyezni,
hogy szdmos sportdgban épp a maximaélis eredményt eléré versenyzo lesz a gyéztes (pél-
daul atlétikai dobdszamok). Ugyanakkor lehetséges minimum adatok elemzése, maximum
adatokra vonatkozo modszerek alkalmazasaval, hiszen egy X, X5 ... valoszintiségi valto-

z6k sorozatara az alabbi egyenldség teljestil:
min(Xy,..., X,) = —max(—Xi,...,—X,),

igy az eldjel valtassal megengedhetd lesz, hogy maximélis adatokat elemezziink a megadott
modszerek alkalmazasaval.

Legyenek Xy, X, ... fiiggetlen, azonos eloszlasi valoszintiségi valtozok, F, eloszlas-
figgvénnyel. Legyen {m,} az x;-n vett minimumok sorozata (m, = min(Xy,...,X,)).

Ha létezik {a,} > 0, {b,} konstans sorozat gy, hogy
my — bn
Pr ( < 1:) — H(x), ahogy n — oo,
Qp

ahol H(x) nem elfajulé eloszlas, akkor H(x) az alabbi eloszldsok egyikének affin transz-

formaltjaba fog esni:
o 1l-es tipust (vagy Gumbel-eloszlés):

H(z) = 1 — exp(—exp())
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o 2-es tipusu (vagy negativ Fréchet-eloszlés):

Ho(2) — 1 —exp(—(—x)™%), z<0

1, x>0
 3-as tipusu (vagy Weibull-eloszlas):

I —exp(—x), > 0
Ho(2) = (—z%), =«

0, <0

Az eloszlasokban szereplé a paraméterre feltételezziik, hogy a > 0, amely a modell értel-
mezhetdségéhez sziikséges. Az alabbi harom eloszlast extrém érték eloszlasoknak nevezziik
minimum értékekre. Az 1-es tipusu eloszlast Emil Julius Gumbel-r6l nevezték el, aki a mar
emlitett konyvében foglalkozott vele, mig a 2-es tipusu eloszlast Maurice Fréchet 1927-
ben, a 3-as tipusu eloszlast pedig Waloddi Weibull publikalta 1939-ben, akikrél késobb az
eloszlasok az elnevezésiiket kaptak.

Az altalanositott extrém érték eloszlas minimum adatokra GEV,,;, egyesiti a harom
kiilonboz6 eloszlast és affin transzformaltjaikat egy 3-paraméteres eloszlascsalad formaja-

ban.

Definici6 2.5. Altaldnos extrém érték eloszlds eloszldsfigguénye minimum adatokra. (GE Vi)

H@ﬂ:l-wxp{—[1—g(x;*? 4“} (1)

+

ahol p € (—o00,00) helyparaméter, o € (0,00) skalaparaméter, és £ € (—oo,00) alakpara-

méter.

Az alakparaméter £ meghatarozza az X valtozo lehetséges értékhelyét a GEV ;, el-

oszlasfiiggvény alapjan a kovetkezok szerint:
£>0ra, —co<X<pu+7
¢ < 0-ra, u+%§X<oo
§=0ra, —o0o<X <00

GEV i, strtiségfiiggvénye:

h(z):1[1—§<x_“>

o o

e lee(5)

—1/6}
. .



0.4

Paraméterek
— £=-030=2,pu=0

Sdriseg

= §=0,0=1p=0
tE=1,0=1,pu=0

0.0

-5.0 -2.5 0.0 2.5 5.0
X

3. dbra. Kiilonbo6z6 paraméterekkel generalt extrém érték eloszlas maximum adatokra a harom
kiilénb6z6 tipustu eloszlasra.

Tegyiik fel, hogy az {X;} , megfigyelési sorozat egy iddsort alkot, amelyet egymast
kovetd egyenlo hossztisagi blokkokra osztunk. Legyen m egy pozitiv egész szam, amely
a blokkok hosszat jeloli, azaz minden blokk m darab X; értéket tartalmaz. Ekkor a tel-
jes sorozat m = |N/m| darab blokkbdl &ll, és ezekhez a blokkokhoz rendeljiik hozza a

minimalis értékeket:
Zi = min(XG-1ymt1,-- -, Xim), aholi:1<i<n.

Ezek a blokkok a gyakorlatban az éves szinten legjobb sporteredményeket is jelenthetik,
amikor minden év m darab megfigyelést tartalmaz. A Z; minimalis értékeket tartalmazo
sorozat {Z1,...,Z,} feltételezhetben fiiggetlen, azonos eloszldsi mintat képez, amelyre
alkalmazhatéo a GEV,,;, modell. A paraméteres maximum likelihood becsléshez a log-

likelihood-fliggvény a kovetkez6 formaban irhato fel:

n

W(z:p,0,8) = —nlogo—(1+1/€)§:log {1_§(zi_ﬂ>}+_z {1_§<Zi;u>}—l/§

i—1 o i—1 +

A log-likelihood fiiggvény & = 0 esetében tigy kaphat6 meg, ha l(z : u, 0, £) hatérértékét
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vessziik & — 0 mellett. Ekkor azt kapjuk, hogy:

l(z:u,a)z—nloga—Z( M)—Zexp( M)
i=1 g i=1 g

Coles 2001-es An introduction to statistical modeling of extreme values [6] cimii kony-
vében részletesebben is targyalja az extrém érték elemzés elméleti alapjait és gyakorlati
alkalmazdasait. Az 6 munkaja széles korben elfogadott referenciaként, ezért hivatkozasa

indokolt a téma mélyebb megértéséhez.

2.1.1. Illeszkedésvizsgalat

Egyszerti eszkozokkel mint a Q-Q), illetve a P-P plotok kénnyen felmérhetjiik, hogy a
GEV i, eloszlas mennyire illeszkedik az éves minimum adatokra. A P-P plot a kovetke-

zoképpen készithetd. z tapasztalati eloszlasfiiggvénye a kovetkezo:

ahol z(1) < z) < - -+ < z(,) a sorba rendezett mintank. H megfelel6 modell alapt becslései

7 oz — [ “i .
H(z4) =1—exp —ll—f( 5 )] , i=1,...,n, (2)
+

ahol a é , [1, és 0 a becsiilt paraméterek.

Ekkor a P-P plot a kovetkezo lesz:

F[(Z(i)) Vs H/(Z(i)) 1=1,...,n

A modell akkor illeszkedik jol, ha a graf kozel van az y = z egyeneshez. A hatranya
az, hogy a faroknal nem ad elég informaciot az illeszkedésrdl, mert mindkét koordinata
konvergal a széleken, ezért kicsi a szérasa ezeknek a pontoknak. Ezzel ellentétben a Q-Q

plot jobban szemlélteti a farok illeszkedését.

VAR _
[H (n+1)’z(i)}’ 1=1,...n,

ahol H'(-4) a (2). egyenletbdl:

() o 2P )] )

Indokolt, hogy a megfeleld eloszlas kivalasztésa tobb kiillonbozd objektiv modszerbol szar-

mazo6 informéciok alapjan torténjen. A P-P és Q-Q plotok csak szemléletes képet mu-
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tatnak az elemzésiinkrél, de objektiv dontések meghozatala nem alapozhatd rajuk. Az
Anderson-Darling tesztstatisztika alkalmas lehet arra, hogy az empirikus eloszlasfiiggvény

és a feltételes eloszlasfiiggvény kozti kiillonbséget vizsgaljuk.

Definicié 2.6. Anderson-Darling teszt

s [ [Fa) = F@)P
A= /_oo F(z)-{1— F(2)}

dF(x),

ahol F(-) az eloszldsfigguény és F,(-) az empirikus eloszldsfigguény.

Az Anderson-Darling teszt sulyfliggvénye olyan médon van megvalasztva, hogy na-
gyobb érzékenységet biztositson az empirikus eloszlasfiiggvény és a feltételezett eloszlas-
figgvény kozotti eltérésekre, kilonosen a faroknal. A gyakorlatban az alabbi egyenletet

hasznaljuk a tesztstatisztika kiszamitasahoz:

1 &, .
A2 = -—n—— 2(22 — 1)[log F(x;) + log{l — F(zp+1-:)}]
i=1
Az AD-teszt egy olyan tesztstatisztika, amely egyenl6 sulyt rendel az eloszlas mindkét
végéhez. Extrém érték elméletben viszont gyakran elég az eloszlas felso egyik végére 6ssz-
pontositanunk, igy egy modositott Anderson-Darling teszthez kell folyamodnunk, ami

kiemeli a farok fels6 vagy alsé részének az eltéréseit.

Definicié 2.7. Mddositott Anderson-Darling teszt
Alsé farok:

Z—2§:F(xi)—zn:{2—2i_1

i=1 i=1

AU? =

}log{l — F(a),

felsé farok:
ALi:—?HE)F(mi)—}j !

i=1 i=1

log{F(x;)}.

Eszrevehetjiik, hogy a két tesztstatisztika stlyfiiggvénye megegyezik az AD teszt stly-

fiiggvényével, igy a két statisztika Osszege egyenlo lesz az A tesztstatisztikaval:
AL = AUS + AL,

A tesztstatisztikak kiszamitdsa dnmagaban nem elegendd a modell illeszkedésének értéke-
léséhez. A szamitott értékeket valamilyen médon Ossze kell vetniink a nullhipotézis alatti
eloszlasukkal. Ezt a problémat a p-érték segitségével kezeljiikk. Ez a p-érték azt a leg-
kisebb szignifikanciaszintet adja meg, amelynél a nullhipotézis még éppen elutasithato.
Minél kisebb a p-érték, annal kevéshé valészinii, hogy a megfigyelt adatok illeszkednek

a feltételezett eloszlashoz. Az Assessment of modified Anderson—Darling test statistics
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for the generalized extreme value and generalized logistic distributions [13] cikk részle-
tes utmutatast kozol a GEV eloszlashoz tartozd szimulalt kritikus értékekrol kiilonbozé

mintanagysag és szignifikanciaszint mellett.

2.2. Simitasi modszerek

Ebben a részben alapveto simitasi modszereket definidlunk, amik kiilonosen a 4. feje-

zetben keriilnek kihasznélasra.

2.2.1. Ko6bos spline

A ko6bos spline részletesebb leirdsarol és a kovetkeztetések levonasarol lasd Greem és
Silverman Nonparametric regression and generalized linear models: a roughness penalty
approach [3] cimil cikkét.

Legyenek t1,...,t, valés szdmok egy [a,b] intervallumon, ahol @ = ¢ty < t; < -+ <
t, < tpe1 = b, ahol t; pontokat csomdknak hivjuk. A g : [a,b] — R fliggvényt kobos

spline-nak hivjuk, ha a kovetkezo feltételek teljesiilnek:
1. g fuggvény harmadfoku polinom minden [t;,¢;11],4 = 0, ..., n intervallumon.

2. a g(t) fuggvény, valamint els6 és masodik derivaltja folytonos az [a, b] intervallumon.
Ez azt jelenti, hogy minden belsé csomépontban (t1,...,t,) a g, ¢ és g” értékei

jobbrdl és balrél megegyeznek.

Tovabba, ha a spline kielégiti az aldbbi természetes hatarfeltételeket: ¢”(a) = ¢”(b) = 0,
akkor spline-t természetes kobos spline-nak nevezziik. Ezek a feltételek biztositjak, hogy
a spline linedris viselkedést mutasson az [a,t;] és [t,, b] sz€é1s6 intervallumon. Az extrém
érték modellezés soran a GEV ,,;,,-eloszlas helyparaméterét id6fliggé modon modellezziik,

ez lehetové teszi az évek szerinti simitott trendbecslést.

2.2.2. Regularizalt log-likelihood

Tegytik fel, hogy Z1,..., Z, figgetlen valoszintiségi valtozok, amelyek idében sorban
kovetkeznek be, azaz minden Z; esemény a t; idopontban kovetkezik be, ahol t; <t <
- < t,. Legyen F(-,0) egy ismert paraméteres csalad (példaul normalis, Poisson, expo-
nencialis), amelynek paramétereit két részre bonthatoak: egy idében véaltoz6 g(t) és egy
id6ében allandé (v). Ekkor Z; ~ F(g;, 1), ahol g(t;) = g; egy id6ben valtoz6 paramétert
reprezentdl. A ¢(t) fiiggvény szerepe az, hogy id6fliggd mdédon vezérlje az F' eloszlas egyes

paramétereit. A regularizalt log-likelihood fiiggvény a kovetkez6 modon definialjuk:

lzg0) ) [ T (o)t )
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Kobos spline

1.0

0.5

-05 0.0

-1.0

4. dbra. Az abran egy természetes kobos spline illesztés ldthatd, amelyet 100 darab [0,10]
intervallumon egyenletesen elosztott pontra szinusz alapt, normadlis eloszlasu zajjal generalt
adatokra alkalmaztunk. Az illesztéshez 10 csomépontot hasznaltunk, az értékek pedig a becsiilt
spline gérbe mentén keriiltek meghatarozasra.

ahol \ egy simitdsi paraméter g = (g1,...,9,)" simitési fiiggvénnyel és z = (21,...,2,)
adattal. Kicsi A érték esetén a becslés kizarolag a log-likelihood fiiggvénytdl fiigeg, mig nagy
A értéknél egy linearis becslést kapunk g-re, igy ez erds biintetéssel jar. Minimalizalasa
a regularizalt log-likelihood fiiggvénynek egy természetes kobos spline figgvényt kapunk,
amikor minimalizaljuk a g-t, akkor folytonos lesz a masodik derivaltban. A regularizalt log-
likelihood fiiggvény maximalizalasa megegyezik azzal, mintha maximalizdlnank egy véges-
dimenzids rendszert, ami kapcsolédik g;-hez, ami a kobos spline simitasa, ami kivaltja a g

gorbét. Maximalizéldsa a (3). egyenletnek g és 1 szerint hasonld, mint a maximalizéldsa

1
l(Z7 g, ¢) - iAgTKgJ

g és ¢ figyelembe vételével, ahol g = (g1, ..., g,)T. Az utébbi egyenlet maximalizéldsa, egy

egyszerl Fisher-scoring algoritmussal érheto el, amit a kovetkezo alfejezetben targyalunk.

2.2.3. Fisher scoring

Miel6tt ratérnénk a Fisher scoring modszer ismertetésére, eloszor egy olyan alapvetd

definiciét adunk meg, amelyet kés6bb az algoritmus kidolgozasanal fogunk alkalmazni.

13



Definicié 2.8 (Fisher-informdcié). Eqy mintaelem Fisher-informdcidja:

L(0) = Ey ((aaﬁlogfﬁ(Xl))z) ;

ahol fy a likelihood fiigguény.

A Fisher-scoring médszer (eredetileg Newton-Raphson) egy dltalanos médszer, ame-
lyet Nelder és Wedderburn 1972-ben javasolt a paraméterbecslések numerikus kiértékelé-
sére. (A téméval b6vebben az alabbi cikk foglalkozik: [3]). Legyen Q egy n x (n — 2)-es

fels6 haromszog matrix, és R (n —2) x (n — 2)-es szimmetrikus haromszégmatrix. Legyen
K =QRQ". (4)

Az altalanos Fisher-scoring algoritmust regularizalt log-likelihood fliggvényhez az alab-

bi algoritmus irja le:
1. Kiszamitjuk a K matrixot a (4). egyenletben.
2. Kivalasztjuk a A értéket, ahol A > 0.
3. Létrehozzuk a kévetkezSket: g = (g1,...,9n)" és 9 = (Y1, ..., %)Y, ahol n,b € N
4. Kiszdmitjuk gg;-t

ol

gy =8+ [I(g) + A\K]™" afg(Z;g,w) — \Kg|,
ahol
1(91) 0 0
0 1(92) 0

0 0 0 I
Iy a varhaté informdcios matrix a g simitasi figgvényhez, amit a g és ¢ értékekbdl
szamoljuk ki.

5. Kiszamitjuk vg-t a gg; és ¥ segitségével:

)

U = ¢+ 1(¥) %'%gﬁj’

ahol I(1) a varhat6 informdaci6 az idééllandé paraméterre, amit a 4 s U segitse-

gével szamoljuk ki.
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6. Ismételjiik meg a 4. és 5. lépést a g = gy; s P = 1y értékekkel frissitve, és folytas-
suk az iteraciot mindaddig, amig a paraméterek valtozasa egy elére meghatarozott

tiiréshataron (pl. €) beliilre nem esik, azaz amig teljesiil példdul [|gy — g < € és

[g — ¥l <e.

2.2.4. Akaike informacios kritérium

Munkank soran a korrigalt Akaike informaciés kritériumot (AICc) valasztottuk a simi-
tasi paraméter kivalasztasahoz. Err6l részletesebben a (4). fejezetben beszélink. Elészor
értsitk meg, hogy mire hasznalhaté az Akaike informécids kritérium (AIC), amibél késébb
az AlCc-t felhasznéljuk. Az adatokra vonatkozd modellek alapjan az AIC megbecsiili az
egyes modellek mindségét a tobbi modellhez képest. Az AIC megbecsiili egy adott modell
altal elvesztett informacié relativ mennyiségét, azaz minél kevesebb informaciot veszit a
modell, annél jobb az adott modell, mikozben figyelembe veszi a modell illeszkedésének
pontossagat és a modell egyszertiségét is, ezzel a tilillesztés és alul illesztés kockazatat
kezeli. Hirotugu Akaikerol nevezték el aki 1973-ban Information theory and an extension
of the mazimum likelihood principle [5] cimli munkajdban kezdett el elészor foglalkozni

ennek megalkotasaval.

Definicié 2.9. Akaike informdcios kritérium
Tegyiik fel, hogy van valamilyen statisztikai modelliink az adatainkra. Legyen k a becstilt
paramétereink szama a modellben. Legyen L a likelihood fiigguény maximadlis értéke. Ekkor
az AIC értéke:
AIC =2k — 21n(L)

Ha kevés mintank van az AIC olyan modellt valaszthat, amelyikben til sok paraméter
van, azaz tulilleszt, igy ennek megoldasara tovabb fejlesztették az AIC-t, ami korrelal a

kisebb mintaszdmmal.
Definicié 2.10. Korrigalt Akaike informdcios kritérium

2k2 + 2k
AlCe = AIC+ 2 E20
n—k—1
ahol n a mintdnk mérete, mig k a paraméterek szima.

A simitési paraméter )\, kivalasztasa az alapjan torténik, hogy az AICc értéke melyik
paraméter esetében a legkisebb. Ez a kivalasztott paraméter lesz a legjobb valaszthato

nem-parametrikus modelleknél.
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3. Rekordok

Sporteredményekben a rekordok létfontossagii események a fejlodés jellemzésében,
azonban ezek a legszélsdségesebb eredmények is el6fordulasuk idején, igy természetes
Osszefliggés van a szélséérték-elmélet és a rekordok elmélete kozott. A modern atlétikaban
szamos tényezo szerepet jatszhat egy 1j rekord bedllitasa kozben. Ebben a fejezetben a
rekordteljesitményeket matematikai szemszogbdl vizsgaljuk meg. Kiindulopontként Glick
Breaking Records and Breaking Boards [2] cimii cikkét valasztottuk, amely alapvetd be-
tekintést nyujt a cstcsteljesitmények statisztikai elemzésébe, és megalapozza a tovabbi
vizsgalodasainkat.

Legyen 7, Zs, ..., Z, az éves minimumok sorozata, ahol Z; az éves minimum a ¢. év-
ben, majd legyen Y; = min(Zy, Zs,...,Z;), t > l-re, igy {Y;} az éves rekord folyamat.
Ezen rekordok nem azonos eloszlastiak, mert egyre jobban tomoértilnek az elméleti mini-
mumbhoz, ahogy noé t, igy Y; egyre kisebb értékek koriil dsszpontosul, fejlodés latszik az id6
elérehaladtéval. Tegytik fel, hogy {Z,} fuggetlenek gy, hogy Z; ~ GEV i (u(t),0,€) és a
p(t),t =1,...,n;0, és £ paraméterek hatarozzék meg az éves folyamat eloszlasat. Tegytik
fel, hogy van adatunk {Y;}-re, de nincs {Z;}-re. Ha Y; < Y;_1, azaz 4j rekord tortént,
akkor Y; = Z; egy GEV i (1(), 0, €) valtozobdl szdrmazo megfigyelés. Ha Y, =Y, 1, azaz
nem tortént 4j rekord, akkor Z; > Y;, igy Z; egy GEVM(u(t), 0,€) valtozd cenzoralva
Yi-nél. Az y = (y1,...,yn) rekordsorozat log-likelihood fiiggvénye ebbél kovetkezGen:

n n 1
y; p,0,8) = —ZItloga—Z]t (1 + 5) log ¥,
=1 =1

LY S (- e

t=1 t=1

(5)

o
tortént, ha nem, akkor I, = 0.

— u(t
ahol ¥, = [1 —£ (MN = (u(1),...,u(n)) és I; = 1, ha t-ik idében rekord
+

Ha p(t) paraméteresen megadhaté, akkor a maximum likelihood becsléseket a (5).
egyenlet kozvetlen maximalizalasaval kaphatjuk. Viszont, ha a u(t) nemparaméteres fligg-
vényként van megadva, akkor egy regularizalt log-likelihood fiiggvénnyel adhaté meg a

GEV,,.in, eloszlas, ami az alabbi:

A
Z(Y;/IMU? 5) - §H’TKIU> (6)

ahol K egy szimmetrikus n x n-es matrix, n—2 ranggal, amely csak (1,2, ..., n)-t6l és A-t6l
fiigg. A egy simitasi paraméter, amit az Akaike informacios kritérium alapjan valasztunk

ki. A masodik tagja a regularizalt log-likelihood-nak biintetést szab ki a nagy variabilitast
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mutato p értékekre. (6) egyenlethez maximalizaljuk, hogy megkapjuk a legjobb becsiilt
értékeket a fi, 6 és é a Fisher-féle scoring modszer segitségével. Annak érdekében, hogy
meghatérozzuk a {Y;} folyamat varhat6 rekordértékét, feltételezziik, hogy a {Z;} soro-
zat fliggetlen és azonos eloszlasu (IID) valdszintiségi valtozokbél all. Jeloljiuk H(y)-val a
GEVmin eloszlasfiiggvényt. Ebben az esetben P(Y; > y), azaz annak val6szintisége, hogy

Y; meghalad egy adott y értéket, a kdvetkezoképpen adhatéd meg:

Pr(Yy >vy) = Pr(Zy > y)Pr(Zy > y) ... Pr(Z; > vy)

=1-H(y)
~1/¢
N

—ow{-i[1-¢(5) -
:exp{_[l_g(y;ﬁ)k }

ahol uy = pu— Z(t§ —1) és o7 = ot {gy YV; ~ GEVM(pu}, 07, €), és a varhaté értéke Yi-nek,

*

E(Y;) =u + Ug[ I'(1 — &)]. Nem stacionérius esetben, mivel Pr(Y; > y) komplex, Az

{Y;} eloszlésat a {Z;}-bdl szimulaciéval vezetjiik le.

A modell illeszkedését Y, és becsiilt varhaté értékének £ (Y,,) 6sszehasonlitasaval tud-
juk értékelni. Ezt az Osszehasonlitdst bonyolitja {Y;} id6fiiggése. Ehelyett inkabb kiak-
nazzuk azt a tulajdonsidgot amelyet, ha 7, ~ GEVM(u(t), 0,§), akkor Z;, = u(t) + Ei,
ahol u(t) a trend Z;-ben és E; ~ (GEVM)(0,0,¢). Akkor {E:} = {Z; — j(t)} becsiilt
sorozata t = 1,...,n-re IID. {E;} varhaté értékét hasznéljuk, hogy elkészitsiik a P-P és
Q-Q diagramokat a rekord elorehaladasi adatainak illeszkedésének értékelésére, ahogy ezt

a kovetkezo részben bemutatjuk.

A kezdeti 1épés az F; érték meghatarozasa. Ha Y; rekord, akkor Z;, =Y}, azt kapjuk,
hogy E; = Y; — u(t). Kiillénben, ha Y; nem rekord, akkor Z;, > Y}, igy E; > Y; — u(t). Ezért
az { F;} adatai cenzoréltak, ha nem dél meg rekord. Hogy E eloszlasat becsiiljiik szamol-
nunk kell a cenzoraldssal, a standard megkozelitéssel, ami a Kaplan-Meier becslés (2.4).
Legyen ey < --- < e(n) a megfiyelt rekordok maradékai és d; az { £y} > e(;) szam. Tovab-
bé legyen S(y) =P(Y > y) =1— H(y) az Y talélésfiiggvénye. Ekkor S(y) Kaplan-Meier

becslése a H kM (2) = [liey<s (1 — d) . Az eloszlasfiiggvény modell alapi becslése E-re

ﬁ(z)—l—exp{— [1—5(;) N |

Kaplan-Meier becslés 6sszehasonlitasaval kapott P-P és Q-Q diagrammok megszerkeszt-

~1/¢

} . A modell alapt tulélési valoszinliség és az empirikus

hetoek. Legyen e(;) a j-edik legnagyobb az ey, ..., e,-nek (azaz megfigyelt és cenzordlt
értékek egyiitt), akkor a P-P diagram tgy késziil, hogy &brazoljuk H((e?))-t szemben

H xu(ed)-al,i=1,...,nre. Esa Q-Q diagramot, hogy hasznéljuk az exponencidlis kvan-

17



tilis diagramot {e;}-re. A médszer lényege, hogy a transzformalt empirikus kvanilisokat,

azaz —log[l — H(e!)]-t hasonlitjuk ossze a Kaplan-Meier-féle becslésbél szarmazé kvan-
tilisek transzformalt értékeivel, — log[l — H rum(efy)l-t, i =1,...,nre. A transzformacios

exponencialis kvantilis skala az alsé farkot a felsé farokka valtoztatja.

104 -

|dé (masodperc)
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M
'
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5. abra. Férfi 800 méteres sikfutds futdéidejének fejlédése
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6. dbra. Férfi 1500 méteres sikfutas futdidejének fejlodése.

4. Nem paraméteres trend

4.1. Nem paraméteres trend az atlagban

A paraméteres megkozelitési modellek gyakran konvergencia problémakhoz vagy gyen-
ge illeszkedéshez vezetnek, ezért vizsgaljuk a nem-parametrikus megkozelitést ebben a
fejezetben. A célunk simitasi technikak kialakitdsa a regularizalt likelihood becslés maxi-
malizalasaval. Mivel a kiilonb6z6 mddszerek nagyon részletes levezetéseket igényelnének,
igy csak egy részletesebb attekintést mutatunk be réluk a fejezetben. Ezekrdl a médszerek-
rél részletes lefrdsokat Smooth Ezxtremal Models in Finance and Insurance 9], Penalized
likelihood inference in extreme value analyses [7], és Generalized Additive Modelling of
Sample Extremes [10] cim{ kényvekben talalhatéak. A kezdé érték beallitdsa utan kivé-
lasztjuk a simitasi paramétert a korrigalt Akaike informaciés kritérium segitségével. A
tovabbiakban megvizsgaljuk a GEV ,,;, modell egy olyan bévitését, hogy a helyparamé-

terre gy tekintiink, mint egy nem-paraméteres modszerrel simitando fiiggvény.
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4.1.1. Regulariziciés mdodszerek a simasag érdekében

Legyen A > 0 simitasi paraméter és Y valoszintiségi valtozé. Definicié szerint a regu-

larizalt négyzetosszeg:

n

S(0) = 3l - o) + YA

A regularizalt integrélfiiggvény értéke novekszik, ha a g simitasa csokken. A értékét no-
velve a simabb gorbét kapunk, de ha A — 0, akkor érdesebb korbe keletkezik, ehhez
minimalizalni kell g-ben.

Legyen ¢; = g¢(t;) a kivalasztott simitasi fiiggvények minden értéke a csomdkban és
a mésodik derivalt v; = g"(¢;) a ta,...,t, 1 pontokban, és ¢" (ty) = ¢ (tn41) = 0. Ekkor
létezik olyan n x (n — 2)-es és (n — 2) X (n — 2)-es Q és R matrix ami csak t1,...,¢,-t6l
fiigg ugy, hogy

Q"g = Ry,

ahol R egy pozitiv definit, invertalhaté matrix. A @ = [¢;;] matrix egy n x (n — 2)-es felsé

haromszog matrix lesz:

h% 0 ’
—(h+a) & 0
SR O B S
ol 0 E -G
B (hnl_g + hn1_2> hnl_z
: : : : ﬁl_g, N (hnl_z T hnl—l)
0 0 o ]

ahol h; = t;41 —t; és ¢;; = 0, ahol |j —i| > 2. A () matrix oszlopai j = 2-t6l indulnak. [16]

R = [ri;] egy (n —2) x (n — 2)-es szimmetrikus haromszogméatrix:

[2(hy + hy) ha 0 ... ... 0
) ha 2(hy +hs) hy 0 :
R=—
G 0 0
hn72
0 oo By 2(hna 4 o))

ahol |ry;| > 32, [ri;| minden i-re és 7;; = 0 minden |j — 7| > 2-re. 7y elemek itt viszont

nem csak j = 2-t6l kezd6dnek a métrixban, de i = 2-t6l is. [16]
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Definidlunk egy K matrixot a kovetkezok szerint:
K =QR'Q" (7)

ahol K egy szimmetrikus n X n-es matrix lesz n — 2-es ranggal. K-val képesek vagyunk
egy gyors algoritmust adni a kobos spline illesztésre, ami az aldbbi tétel felhasznalasaval

lehetséges:

Tétel 4.1. Ha g = (g1,...,9,)" vektor tgy, hogy g; = g, és i = g2 (t;), akkor és csak

akkor hataroz meg eqy g természetes kobos spline-t, ha a
Q"g =Ry

feltétel teljesiil. Ekkor a kévetkezd reqularizacios kifejezést alkalmazzuk a becsilt fligguény
simasaganak elosegitésére:

/ab g (0]2 dt = g"Kg.

A téméhoz kapcsoloddan érdemes kiemelni Fan és Gijbels Local Polynomial Modelling
and Its Applications [15] cim{ miivét, amely atfogé modon targyalja a lokalis polinomidlis
modellezés elméleti és gyakorlati aspektusait. Tovabba, Fahrmeir és Tutz Multivariate
Statistical Modelling Based on Generalized Linear Models [4] cimi munkaja részletesen
bemutatja a generalizalt linearis modellekre épilé tobbvaltozos statisztikai modellezési

modszereket, amelyek szintén szoros kapcsolatban allnak a dolgozattal.

4.1.2. Simitas normalis eloszlasra

A kovetkezo alfejezetben bemutatunk egy példat a simitasi mdédszerre normaélis el-
oszlas esetén, ezt a megkozelitést ugyanakkor a késébbiekben nem alkalmazzuk, csupan
szemléltetd céllal szerepel. Ha az Y; valdszintiségi valtozok egymaéstol fiiggetlentil norma-
lis eloszldsiak, Y; ~ N(g;,0?), ahol g; nem-parametrikus forma és o idében konstans
paraméter, akkor a regularizalt log-likelihood fiiggvény a kévetkezo:

A b

Ig,0) = "log fly;; 9(t;), 0] — 5 [gP)2dt, A > 0.
j=1 @

Ha g(t) természetes kobos spline, az integrél kifejezhetd g7 K g-val.
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A varhat6 informacié értéke a simitasi fiiggvényekre a kovetkezok szerint alakul:

ol 1
99 — i — g(t:)]
F__ 1
ag;  o*
o2l 1
I(g:)) =FE <_82> ~ o2

mig a varhaté informacié értéke az idében konstans paraméterre:

81__@ 1

— i R . 2
do o o3 z‘:l[‘% 9(t:)

i _n_ 3 /n lyi — g(t:)]?

002 o2 ot Jim
9%l 2n

A Fischer scoring algoritmus normalis eloszlasra az aldbbi médon néz ki:

o2

1. Kiszamitjuk a K matrixot a 7 egyenletben.
2. Kivélasztjuk a A értéket, ahol A > 0.
3. Létrehozzuk a kovetkezOket: g = (g1,...,gn)" és 0 = 0y

4. Kiszdmitjuk gg;-t
T
gm=g+U@w+Mﬂ1[—AK4,

g
ahol
1 0
,| 0 1
I(g)=o0
0O 0 0 1)
és
Uy — 5
Y2 — g2
a_ .
dg
Yn—1 — Gn—-1
Yn — Gn

5. Kiszamitjuk og-t a gg; és o segitségével:

ol
oy =0+ 1) | = T



6. Ismételjitk meg a 4. és 5. 1épést g = g; ¢s 0 = oy helyettesitéssel, és dlljunk meg,

ha ezek az értékek mar konvergalnak egy korlathoz.

Ennek az algoritmusnak egy altalanositott valtozata a (2.2.3). alfejezetben talalhato.

4.2. Kezdopontok és simitasi paraméter kivalasztasa

Legyen {Z;} fliggetlen éves minimumok sorozata és tegytk fel, hogy extrém érték
eloszlast kovet minimumokra. Valasszuk p; atlagbeli trendet g; simitott fiiggvényre, ahol
t=1,...,n. Ekkor a 2. fejezetben latott GEV ,in (g, 0, £)-t kapjuk. llletve Z;-re a kovetkezd

a varhatd érték és a variancia:

E<zt>=gt+§u—r<1—fn

2

Var(Z) = G {T (129 - [P (1 =)}

A kezdéértékek bedllitasaban fog segiteni a normalis eloszlas felhasznélasa, ahol a

normalis eloszlashoz hasznalunk egy hely- és egy skdlaparamétert.

4.2.1. Kezdopontok kivalasztasa

Tegyiik fel, hogy az adataink normadlis eloszlast kovetnek. Y; ~ N(my, u3), ahol a
helyparaméter nem parametrikus, m; = m(t), ahol m(:) egy simitasi fiiggvény, és oy

konstans. Ekkor Y; stirtiségfiiggvénye a kovetkezo:

1 i —m;)°
f(yz;mZaO-JQV) = ———=¢6Xp [_M] ’ ON > 07

P
2103 2oy

és a regularizalt log-likelihood:

b

n >\n 9
In, (m,on) = " log f(y;;my, on) — ?/ [m@)(t)} dt, Ay, >0.

j=1 o

Fisher-scoring moédszert alkalmazva a normalis eloszlason, meg tudjuk becsiilni §;-
t és o-t my és on kezdeti értékébdl kiindulva. Ha Z; ~ GEV,;., akkor momentumok

ssszehasonlitasdhoz egy médszer az, ha vesszitk E(Z;) = my-t és Var(Z;) = o2 -et, fgy:

A

Mt kezdeti = mt - O-é\/ [1 - (1 - é)}

és

Okezdeti — N N




Ha fixaljuk é = fkezdeti-t, akkor megkapjuk Gkesdeti €S fit kezdeti €rtékeket.

4.2.2. Fisher Scoring mdédositasa

1.

Kiszamitjuk a 7 egyenletben leirt K matrixot.

. Kivalasztunk egy kezdéértéket a simitdsi paraméternek A, és ) értéket, ahol A\j > 0

s 0< Q<1

. Megbecstljiik 1y és 6 értékeket a N(my, on) normélis eloszlasbol

. Bevezetjik p;, 0 és & értékeket my-t és -t hasznalva, hogy megkapjuk &iezdeti = €

kezdeti értéket,

g
Mt kezdeti = Gt kezdeti = 1T — el [1 - F(l - 5]

£

Okezdeti = J Son
T -20) - [P - ¢F

és

. Kiszamitjuk gg-t:

02 )
- EFl——— K — =\ K

. Kiszamitjuk 0g-t felhasznalva g = gg-t, ahol 0 = (g)

921 \17' /ol
b = 0+ 9 [E (_WT)] (ae) |

Teszteljiink, hogy konvergél-e és legyen 0 = 0y és g = gy;, majd térjin vissza az 5.,

6. és 7. 1épésre. Ha a valtozas kisebb egy elére megadott kiiszobnél, akkor megallunk.

2 az elfogadasi skalazasa a 6. 1épés masodik felének. A becsiilt modell illeszkedésének

vizsgalatara a P-P és Q-Q plotokat tudjuk hasznalni.

4.2.3. Simitasi paraméter kivalasztasa

A simitasi paraméter A\ kivalasztasa tobbféle modon torténhet. Ilyen médszerek le-
hetnek a Cross-validation (CV) vagy az Altaldnositott Cross-validation (GCV). Mivel a

simitasi paraméter kivalasztasa ezekben az esetekben nagy szamitasi kapacitast igényel-

nek extrém értékekre, igy alternativ modszerek lehetnek a Mallows’ C), kritérium vagy az

Akaike informdacios kritérium (AIC).
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4.3. Alkalmazas

A fejezet tovabbi részében a mar bemutatott adathalmazon fogjuk tesztelni a nem

paraméteres modelleket. Bemutatjuk, hogy a regularizalt log-likelihood maddszer képes

egy alternativat képezni a paraméteres megkozelitésnek. Ebben a dolgozatban csak a

helyparaméterre fogjuk alkalmazni ezt a mddszert, de a tobbi extrém érték paraméterre

is ki lehet terjeszteni a megvaldsitasat.

4.3.1. Férfi 800 méteres sikfutas

A {7}. 4bran lathaté a becsilt p; a simitdsi paraméterrel. A becsiilt u; paraméter

koveti a trendet és teljesen egybeesik a varhaté értékkel. A {8} dbran lathatjuk, hogy

jol illeszkedik a GEV,,;, eloszlasra. A {9} abran a varhaté értéket hasonlitjuk ossze a g,

becsléssel. Az ehhez tartozé AICc kritérium értéket a {10} dbran lathato.

Futéidé (masodperc)

101

1970 1980 1990

2000 2010 2020

Ev

7. dbra. A férfi 800 méteres sikfutds adatpontjai (fekete pont), a us-t becsld regularizalt log-
likelihood fiiggvény (kék vonal), és F(Z;)-t (szaggatott piros vonal) mutatja az abra az elfogadéasi
tartomany és egy 10 éves visszatérési szint mellett.
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8. dbra. A férfi 800 méteres sikfutdshoz tartozé diagnosztikai abrak
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9. dbra. A pontozott vonal az E(Z;) = §; + 6 [1 —I(1- é)} /€ vérhaté értéket reprezentdlja,
mig a piros vonal a §; becslést.
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10. Abra. A férfi 800 méteres sikfutashoz tartozé AICc kritérium a A,-vel szemben.
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4.3.2. Férfi 1500 méteres sikfutas

A {11}. 4brén lathat6 a becsiilt u; az dtmeneti varidcioval. A becsiilt p; paraméter
viszonylag jol koveti a trendet, de a varhato érték alatt mozog az elfogadasi tartomanyon
belill. A {12} abran lathatjuk, hogy elfogadhatéan jél illeszkedik a GEV,,;, eloszlasra.
A {13} dbran a varhaté értéket hasonlitjuk 6ssze a g, becsléssel. Az ehhez tartozé AICc

kritérium értéket a {14} dbran lathato.
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11. dbra. A férfi 1500 méteres sikfutés adatpontjai (fekete pont), a p-t becslé regularizélt log-
likelihood fiiggvény (kék vonal), és E(Z;)-t (szaggatott piros vonal) mutatja az dbra az elfogadasi
tartomany és egy 10 éves visszatérési szint mellett.
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12. dbra. A férfi 1500 méteres sikfutashoz tartozd diagnosztikai abrak
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13. abra. A pontozott vonal az E(Z;) = g, + & {1 -I(1- 5)} /€ varhaté értéket reprezentalja,
mig a piros vonal a §; becslést.
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14. Abra. A férfi 1500 méteres sikfutdshoz tartozé AICc kritérium a Ag-vel szemben.
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5. Pontfolyamatok

Az eredeti pontfolyamatok alatt a Poisson-folyamatot és a felijitési folyamatot értjiik.
Ezek olyan modszerek, amelyek segitségével véletlenszeri pontokat rendelhetiink kiilon-
boz6 tartomanyokhoz, példaul egy szakaszhoz a valds szamegyenesen, vagy téglalapokhoz
egy d-dimenziés Euklideszi térben, amelyet R?-vel jeloliink.

Egy pontfolyamat akkor van teljesen meghatarozva, ha ismert, hogy mekkora a valo-
szinlisége annak, hogy egy adott, véges szamu, egyméast nem metszo intervallumban hany
pont talalhato. Masképp fogalmazva: a folyamat akkor van teljesen definialva, ha ismerjiik

a pontok szdmanak kozos valoszinliségi eloszlasat ezekre a diszjunkt tartomanyokra.

5.1. Stacionarius Poisson folyamat

Vegytink egy staciondrius folyamatot {X;}. Hatarozzunk meg A = [0, 1] x (—o0, ) ré-
gi6it valamilyen kis r értékre, akkor P,-t a kovetkez6képpen definidlhatjuk: P, = {[i/(n+
1), (X; —bn)/as] :i=1,...,n}, ahol {a, > 0} konstansok sorozata és {b,} olyan, hogy:

in(Xy,...,X,) — by, n—o0
pp | Xn) Zbe loe gy e [CA()]

Qn

ahol A(z) =[1 —&(x — ) /a]jrl/s valamilyen i, 0 > 0 és {-re, illetve H, nem-elfajulé ha-
tareloszlas. Ekkor H, eloszlasa GEV i, (1, 0, €), aminek bizonyitasat Leadbetter, Malcolm
R., Georg Lindgren, és Holger Rootzén Extremes and related properties of random sequen-
ces and processes [12] cimii konyvében részletesen kifejtették. Legyen P a P, hatarértéke,
ahogy n — oco. Legyen xp = min{z : Fx(x) > 0}, ahol Fx az {X,} eloszlasfiiggvénye, és
by = lim, oo(xp — by)/an. A C[0,1] X (—00, by)-re legyen N, (A) azon P, pontok szama,
amelyek A-ba esnek és legyen N(A) jelolje a P pontok szamat A-ban. P nem-homogén

Poisson-folyamat, a kovetkezd intenzitassal:

= i (5

—1-1/¢

o

+
Most, ha A = [tg, t1] X (—o0,7), 0 <ty < t; < 1-el és r < b-el, N, (A) limitalé hatarelosz-

lasa Poisson(A(A)), ahol A(A) = (t1 — to) [1 —¢ <T ; :“) :/5

. Most a nem-stacionarius
esetet vessziik figyelembe, p(t) helyparaméterrel. Ennek a nem homogén Poisson folya-

1 r— u(t) —1e
matnak az intezitds mértéke ekkor, A(t,r) = — [1 —¢£ ()] , ahol az idot
o o
Jr
[0, 1]-re skaldzzuk minden ¢-re p(t)-ben.
Tegyiik fel, hogy to és t,,+1 id6k kozott m egymést koveto tényleges rekord sorozata-

nak ideje és értéke (t1,71), ..., (tm,Tm), ahol r; a t; idépontban kapott rekordérték, ahol
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ry > -0 > Ty, > Ty Feltehetd, hogy az aktualis rekord tg-ban ry. Ennek a tényleges
rekordsorozatnak a valészintiségét szakaszokban vezetjiik le. A Poisson-folyamatot hasz-

nélva annak a valdsziniisége, hogy a (to, t1) idSintervallumban nem lesz 1j rekord:

exp {— /tt /Tfnf)\(t,r)drdt} — exp {—/tt [1 _¢ (TO_UMN_M dt}.

+

Annak a valdsziniisége, hogy 1 rekord van az (r;—dr, r;) intervallumban, a (¢;, t;i+dt, t;+0)

id6intervallumban,

ti+ot  pri — —1-1/¢
~ A(t;, r;)0rdt exp {—/ / 1 ll —¢ (ru(t))] drdt}
t; r;—or O g

+
kis 6r > 0 és ot > O-ra.
A val6sziniisége, hogy nincs rekord a (¢; + dt, ¢;) id6ésorban
tiv1 ri ] r— ,U(t) —1-1/¢
exp —/ / —|1=-¢&(—= drdt ;.
titot J—co O o N

Igy, az egyiittes val6szintisége r; rekordnak ¢; idében és, hogy nincs rekord a t;,1-ig aré-

At i) exp {— /tt+ /oo i ll —¢ (71’“”)] o drdt} |

nyosan

+

A rekord elorehaladasdnak valdszintisége to- t6l t,,,1-ig aranyos ezzel a kifejezéssel:

lﬁl A(ti, m)] exp {— io /t;m [1 —¢ (”’ —Uﬂ(t)ﬂ o dt} . (8)

+
Mivel p(t) lassan valtozik azt varjuk, hogy a 8 egyenlet integralja t-vel is siman valto-
zik, ezért a numerikus egyszertsitéshez kozelitjiik az integralok 6sszegét a log-likelihood
figgvényben. Az integral kozelitésének pontos értékéhez megtorjik a t; és t;41 kozotti idot

tjy1 = tj41 = t; + 0k;-val, ahol k; a particiok szdma ¢;-t6l t,,1-ig 0 egyenld tavolsagra, és
Sji = tj + (tj+1 — t](l — 1)/]{?],2 = ]_, cey k?j + 1 azt adja, hOgy:

SR

i=0 j=1 o n

Mint az 3 szakaszban, a p(t) nem paraméteres kovetkeztetései biintetett likelihood

kinyerheto, a 5 egyenletben azonos biintetési kifejezéssel.
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5.2. Tolerancia savok felépitése

Annak érdekében, hogy 1j modszereket dolgozzunk ki annak diagnosztizalasara, hogy
a modell elfogadhaté-e vagy sem a tényleges adatokra, két szemponttal kell foglalkoznunk.
Az id6, amikor a rekord bekoévetkezett, ez t, és az 1j rekord értékével, ami r, amely megad-
ja, hogy rekord el6fordult a ¢t idépillanatban. Elsé megkozelitésiink az, hogy a tolerancia-
intervallumokat generalunk a rekord elérehaladasara, azzal a feltétellel, hogy az illesztett
modell helyes. Az ilyen tolerancia-intervallumok felépitése sordn az illesztett modellt hasz-
naljuk a rekord progresszios adatainak replikdciéjanak szimulalasara. Az eredményként
létrejott pontonkénti tolerancia-intervallumok egy olyan értéktartoméanyt biztositanak,
amelyet a rekord-progresszié értékeinek teriileteként lehet hasznélni annak megitélésére,
hogy az illeszkedett modell elfogadhato-e a megfigyelt rekord-progresszios adatokhoz vi-
szonyitva. A megfigyelt rekord-progresszios adatoknak a tertileten beliil kell lenniiik annak
jelzésére, hogy a modell jo.

Az elébb emlitett megkozelités kulcsfontossagn eleme az, hogy képesek legyiink szimu-
lalni egy rekord-progressziot az illeszkedett modellre. Hatékonysagi okokbdl csak rekord
idoket és értékeket szeretnénk szimulalni. A rekord-progresszio eléallitasahoz két szakasza
van egy adott rekord idépontnak ¢; és egy adott rekord értéknek r;. Az els6 szakaszban a
kovetkez6 rekord idépontot ¢41(t41 > t;) kell elédllitani, a masodik szakaszban pedig a
kovetkezé rekord értéket rjiq(rj41 < r;j). Tovabba sziikség van egy inicializdciés szakaszra
(to,r0) megadasara és egy médra a szimuldcié befejezésére. Az aldbbiakban részletesen
ismertetjik ezeket a szakaszokat. Megkozelitésiink alapja mind a harom esetben a hatar-

értékkel rendelkez6 nem-homogén Poisson-folyamat (P) hasznalata.

El6szor is, allapitsuk meg a kovetkezo rekord varakozasi ido eloszlasat azzal a feltétellel,
hogy az r; értékii rekord a t; idépontban kovetkezett be. Jeloljiik ezt a varakozasi id6 va-
16szintiségi valtozéjat W q-ként. Ekkor a Pr(W;4; > w) = Pr(P pontok nélkiilA;-ben),
ahol A; = [t;,t; + w]z(—inf, r;).

titw prj
Pr(P pontok nélkiilA;-ben) = exp{—A(A4;)} = exp [—/ / )\(s,r)drds.}
t; — inf

Tjt1, a (j + 1) rekord érték idejének szimuldldsahoz a W;.; varakozési id6 taléls-
U ~ U(0,1) realizicidja, akkor az u = Pr(W;;; > w) egy w realizaciét ad a varakozasi
id6 eloszlasbol. A kévetkezd rekord idépontja ezutan ;11 = t; + w, ez pedig egy Tjiq
realizacidja. Ezért megoldjuk ¢;41-et u = exp {— Jj“ fﬁjmf)\(s,r)drds}—ra azt kapjuk,
hogy:
ti+1 rj kj+1 g _1/5
—logu = / / A(s,r)drds = > A1 — = [r; — p(s;)] : (10)
t; —inf i=1 g

+
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A masodik szakaszban sziikségiink van a V; érték csokkenésének eloszlasdanak megha-
tarozasara, miutan a (j + 1)-ik rekord értéke a ;1 idépontban kovetkezik be. Az eléz6
rekord érték, az r; most a kiiszobérték az tjabb adatok szaméara, hogy azok a kovetkezd
4j rekord értéket alkossak: r;1; = r; —v, ahol v > 0. A rekord szint csokkenésének valészi-
niisége nagyobb, mint v az idépontban ;1 pedig Pr(V;11 < v|Tj11 =tj41) = Pr(Rj4 <
r; — v|Rjs1 < 1, Tjp1 = tj41), ahol Rjyq az 0j rekord el6rehaladas a t;,; idépontban.
Habar,

-1/¢
v
Pr(Riy1 <rj|Rjyi <rj,Tjia=ti)=91—-¢ , 11

(Rios < ricllyon <73 Tyon = ) = {1 =€ |l
az Altalanositott Pareto eloszlds, GPD(6,&), & = 0 — &(r; — p(tiy1)) paraméterrel. Egy
4j rekord értéket szimulalunk a csokkend valészintiségi valtozobol, mely legyen V;. Az r;
hasznaljuk. Egy U ~ U(0, 1) val6sitas hasznalata utan az uw = Pr(V; < v) egy megval6su-
last ad, ami 0j rekord érték eloszlast ad egy 1j rekord el6fordulasi idejében. A kovetkezo
rekord értéket ezutan generaljuk mint 7, = r; — v.

A tolerancia savok konstrukcidjanak algoritmusa a kévetkez6képpen néz ki:
1. Kezdetben: 0 = 6yec, £ = érec és pu=p={f,..., [0}
2. Viélasszuk ki az rg < (< 1) és to(< tq).

3. Els6 1épés: Szimulaljuk t; 1-et a (10). egyenlet segitségével, hasznélva t; és r; érté-
keket.

4. Mésodik lépés: Szimuldljuk r;,q-et a (11). egyenlet segitségével, hasznalva r;-t és

th—et.

5. Ha tj11 < T, ismételjik meg a 3. és 4. lépéseket, ahol T" a maximalis érdeklédési

idépont. Alljunk meg, ha tip1 >T.

Az algoritmust k-szor megismételjiikk annak érdekében, hogy k realizaciét kapjunk az
illeszkedett modell rekord-progresziés folyamatarol. A pontonkénti kvantiliseket hasznal-
tuk a megfigyelt rekord-progreszio lehetséges rekordértékének felso és alsé hataraként. Ha
a valos rekord-progreszié viszonylagosan jol illeszkedik a pontonkénti elfogadasi hatarok-
hoz, az azt jelzi, hogy a paraméterek becstilt értékei megfeleléek a kivalasztott modellhez,
és a modell ésszerii leirasa az adatoknak.

Mivel mar tudjuk, hogy Z; ~ GEV in (14, 0, §), akkor Z; = u;+ E;, ahol u; a Z; trendje,

és E; ~ GEV,in (0, 0). Ezutan az { E;} sorozat, i = 1,...,n fiiggetlen és azonos eloszlasy,
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mivel kulénvalasztottuk a trendet az adatokbol. Az E;-t hasznéljuk a P-P és Q-Q abrak
készitéséhez a rekord-progreszids adatok jo illeszkedésének értékeléséhez.

Az elsé 1épés az E; értékének megszerzése. Ha Y, egy rekord, akkor y; < y;_1, ahol Z; =
Y;, ekkor F; = Y; — p;. Ellenkezd esetben, ha Y; nem rekord, akkor y; = y;_1, mivel Z; >
Y;_1. Ekkor E; > y;_1 — ptj_1. Az Ej-re vonatkozé adatokat ezért cenzurazzuk, amikor
nincs rekord megszakitva. Az E eloszlas becsléséhez figyelembe kell venniink a cenzirazast,
a szokasos megkozelités a Kaplan-Meier becslés. Kezdetben abrazoljuk a Kaplan-Meier
becslést, KM; = T1; (1 - ;L) hogy becsiiljitk az E empirikus tiléléfiiggvényét, ahol d;

a j idépontig bekévetkezd rekordok szama, és ¢; a j-t6l hatralévé események szama. Az

E; modellezett tuléléfiggvény becsiilt értéke a S(z) = exp {— {1 3 (;)El/é} -1

H (z). Az Osszehasonlitas a modell alap t1lél6 valésziniiség és az empirikus Kaplan Meier
becslésbdl készitett abraval a P-P és Q-Q 4brak készitéséhez szitkséges. Amikor K M;-t
dbrézoljuk a S(e})-hez, ahol e} az ey, ..., e, értékek j-edik legnagyobb értéke, vagy ezek
dtalakitdsai adnak P-P és Q-Q dbrakat. A P-P dbrat H. = 1 — S(e}) versus 1 — KM; =
K M; néven &llitjak el6 az ¢ = 1,...,n esetén. Ha a minimalis adatokat vizsgdljuk, az
alsé farok jo illeszkedésének helyesbitése sziikséges a grafikon jobb oldalan. A Q-Q abra

A

az {e;} exponencidlis kvantilis 4brajat hasznalja, és a kovetkezéképpen néz ki: — log[S(ef)
versus — log[KM;| i = 1,...,n esetén.

Osszefoglalva, hogy athidaljuk a nem-fiiggetlen és azonosan eloszlé (non-iid) nehézsé-
geket, kiillonvalasztjuk a trendet az adatokbdl, hogy az azonosan és fiiggetlentil eloszl6 (iid)
maradékadatokat kapjuk. Ezutan a P-P és Q-Q dbrakat az igy kapott maradékadatokbol

készitjiik el.

5.3. Trend Becslése Tovabbi Adatok Alapjan

Mivel a rekord adatok nem szolgaltatnak elegend6 informaciot, a rekord-progreszid
teljes elkiilonitéséhez egy trendtol, sziikségiink van egy masik, kiillonb6z6 adathalmazra,
amely hasonl6 tipusi folyamatbdl szarmazik, és képes tovabbi informaciékat nyudjtani a
jobb elkiilonitéshez. Ez a tovabbi adatforras képesnek kell lennie arra, hogy reprezen-
talja az egész adathalmazt, beleértve a rekord adatokat is.[16] megmutatta az extrém
értéki adatok elemzésének nehézségeit a parametrikus modszerekhez viszonyitva a nem-
parametrikus modszerekhez képest. A nem-parametrikus megkozelités lehetové teszi, hogy
az adatok magukért beszéljenek kevesebb feltételezés alapjan. A bonyolult trendek ke-
zelése a nem-parametrikus megkozelités segitségével hatékonyabb, mint a parametrikus
megkozelités. Feltételezziik, hogy Z1, Zs,... az extrém tovabbi adatok, amelyek infor-
maciot nyujthatnak a modelltrendrdl a rekord-progreszios adatokban. Ebben az eset-

ben az éves minima tipust adatokat fogjuk haszndlni. Adams [16] kimutatta, hogy a
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nem-parametrikus megkozelités alkalmazésa elényos a p(t) becslésére. Amikor a nem-
parametrikus megkozelitést alkalmazzak az elemzésben, a p(t) értékeket a 9 egyenletben
a g; sima fuggvényre cserélik az idében t = 1,..., m idopillanatokra. A log-likelihood

figgvény g,-vel:

k

l(r; g6,0,€) = +§:10g)‘(t"’r") - ggé {1 ot (” ; gi)

i=1 j=1

—-1/¢

+

Annak érdekében, hogy pontos integral becslést kapjunk, felosztjuk az idot t; és t; 1kozott
egy kis egyenl6 tévolsagra, d-ra az [sg, s1] particioktdl [sy, 1, sk,] particidkig. A médositott
log-likelihood:

m m k; ri — gs. _1/5
l(r;9i,0,8) = +Zlog)\(ti,ri) — ZZ& [1 ¢ <’)
i=1 i=0 j=1 o +
,ahol az so-tdl sy, -ig terjedd tavolsag az 7« = 1, ..., n idépontokndl a ¢; és t;;1 kozotti tavol-
sdgot jelenti, az so és si, kozotti tdvolsdgok pedig felosztva lettek [sg, s1], ..., [Ski—1, Sk;]-
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6. Kétvaltozos szélsoérték modell

Ebben a fejezetben a kétvaltozos extrém érték modellek és a hozzajuk kapcsolddd
statisztikai eljarasokat jarjuk korbe, ahol az adataink sorrendi 6sszefiiggéseknek vannak
kitéve. Mivel a dolgozat soran kiilonboz6 versenyszamok eredményeit vizsgaltuk, igy fel-
tehetjik, hogy X sztochasztikusan kisebb, mint Y. (2.3)

A kezdeti pontunk meghatarozasahoz a fliggetlen kétvaltozos normaélis eloszlast hasz-
naljuk, és a két megfelel6 simitasi paraméter meghatarozasdhoz az AICq kritérium lesz
segitségilinkre. A sztochasztikus rendezéssel kapcsolatos részletesebb tanulmanyt Disper-
sive ordering among linear combinations of uniform random wvariables [8] és Basics of
applied stochastic processes [11] irdsokban taldlhatéak. Tovabbéa ebben a fejezetben fel-
tessziik, hogy Z, és Z, egymastol fiiggetlen. Az egymaéstol fliggd esetek vizsgalata ebben

a dolgozatban nem keriil kidolgozasra.

6.1. Rendezett szélso értékek

Tegyiik fel, hogy Z, és Z, két fiiggetlen minimum blokk, amelyek GEV,,;, eloszlast
kovetnek.
Zw ~ GEme (ﬂ'ara Og, gw) és Zy ~ GEVmin(,uyv Oy, gy)a

és x,, y, kvantilis fiiggvények.

Tétel 6.1. Legyen Z, ~ GEVin(pe, 04,8) €s Zy ~ GEViin(iy, 04, &), Tp = po +
ng {1 — (- logp)_g’:] s yp = [y + Zy [1 — (= logp)_gy} megfeleld kvantilisekkel, ahol p €
[Oz, 1]. Tovabbd legyen &, = & = £y< 0. Ha Z, és Z, sztochasztikusan rendezett, ahol
Zy < Zy, akkor a GEV,,, paramétereire az alabbi feltételek teljestilnek:

Oy — Oy

§

Oy < Oy €8 iy + < fhy-

Bizonyitds. Legyen k, = 2 {1 — (- logp)_ﬂ, akkor z, = p, + 0.k, és yp, = py, + ok, és
megkoveteljik, hogy z, < y, fentalljon minden p € [0, 1]-re. Ekkor, ha p — 0 = kg = o0
ésp=1=k = 1 Ha S(k,) =y, — x,, akkor S(k,) = p, + oyk, — ppy — 0ukyp. ky = M-re,
ahol M — oo ¢

Sy = by — oy + 0y M — 0, M ~ M(o, — 0,), ahogy M — oco.

1
S(M) > 0O-ra van sziikségiink, ahogy M — oo, ekkor megkapjuk, hogy o, < 0,. k1 = ¢

1 Oy Oz
(g) e -

esetén:
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Oy — Og

1
S f) > (-ra van sziikség, ami esetén azt kapjuk, hogy f, — i, + >0.S5(k,) =0

linedris k,-ben, igy a széls6értékek a k, tartomanyaban a k, végpontjain fordul el6. W

Kovetkezmény 6.2. Legyen Z, ~ GEV,in (e, 04, &x) €8 Zy ~ GEViyin(fy, 0y, &) esetén
teljesiil a &, = &, = £ egyenlbség Z, > Z,-re, akkor ha sign(§) = sign(o, — o(y)), akkor

Op — 0y,
oy > g + 00z, 0y, &), ahol n(oy, 0y, &) = : Y és n(o,0,0) = 0.

Bizonyitas. Legyen & < 0 és 0, < o,. Ekkor sign(¢) = —1 és sign(o, — 0,) = —1,
ahol Uzggy = 1n(oy, 0y,€). Ekkor Z, > Zx teljesill, ha sign(¢) = sign(o, — g,) és
fy > iz + (02, 0y, §). n

Altaldnossdgban az adatok egyesitése megdupldzza a becsiilt paraméterek szamat, de a
sztohasztikus rendezésnek koszonhetéen ezeknek a paramétereknek a szaméat tudjuk korla-
tozni vagy csokkenteni. A kezdeti 1épése az adatok modellezésének a marginalis eloszldsok
haszndlata kiilén. A 6.1 tétel alapjan bebizonyitottuk, hogy Z, < Z,, akkor teljesiil, ha

& =&y <0, igy a kétvaltozds extrém érték eloszlas fiiggetlen esetben a kévetkezd:
H(%ca Zyy Hay Hyy Oy Oy €x7 Sy) = H(Zx§ Hzy Oz, g)H(Zy; Hoyy Oy f)

A (2.3)definiciéban targyalt sztochasztikus rendezés alapjait szolgaltatja, hogy var-
hatéan ugyan abban a versenyszamban a férfi eredmények jobbak lesznek a noi eredmé-
nyekkel szemben, tovabba a hosszabb tavu versenyek tobb id6t vesznek igénybe, mint a
rovidebb tavok, igy a Z, < Z, megvaldsul.

Eloszor kirajzoljuk a tapasztalati eloszlasfiiggvényt mindegyik véaltozora, és megnéz-
ziik, hogy rendezettek-e. (... dbra) Mésodik 1épésként a becsiilt &, és &, paraméterek sign
fliggvényét vizsgaljuk meg, ahol negativ érték vérhaté mindkét esetben. A 6.1 tételbdl igy
Z, < Z, teljesil, igy a H(z,,2,) modellt kétvaltozds fiiggvény segitségével illesztettiik,

ahol az altaldnos likelihood fiiggvény a kovetkezo:
L(Zﬂva Zy; :uwu Mya UI7 Uya g) = L(ZCM :uwa UI? g)L(Zya Ny7 va 5)

A modell illeszkedésének vizsgalatat pedig a P-P és Q-Q plotokkal tudjuk ellendrizni.

6.2. Kétvaltozds extrém érték simitas

Tegyiik fel, hogy {Z,} és {Z,} fiiggetlen, éves minimumok sorozatok és GEV,,;, elosz-

last kovetnek. Ekkor (Z,, Z,), fiiggetlen kétvaltozds extrém érték eloszlast kovet minimum
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adatokra, g, és g, simitasi fiiggvénnyel a helyparaméterre, a kovetkezo eloszlassal:

H(zp, 2,) = (1 — exp {— [1 - & (ng—mgz) ;1/&})
(e e (520

ahol 1 —&,(2, — g5) /0, > 0és 1 =&, (2, —gy) /0y, > 0, tovabba 0,0, > 0 és —00 < £, &, <

oo. Legyen ez az eloszlascsalad BEV (92, 92, 02, 0y, €, &)

Zy és Z, egylttes stirliségfliggvénye a kovetkezo:

7171/61

11 T — Gs
f(xnyUmaayafwafyagwagy) = 0_77 [1 —& ( )

» Oy Oy

+

B ~1-1/¢,
e ()
v /1y

A regularizalt log-likelihood fiiggvény pedig:

n

li(o—za 617 gxz) + Z li(aya £y7 gy:i)

1 i=1

M=

Z(Ug;, f:m Oy, €y> Gz, gy) =

<.
Il

1 1

- 5)\ngng$ - 5)\ygyTKygya
Ti — Gu:i
li<0—x>€x>gx:i) = - log Oz — (1 + 1/650) 10g {1 - 6:0 <O_g>
T +
Ti — Gu:i A

- (— ,

[ 5 ( Oy ) +

lLi(oy, &y, 9y:i) = —logo, — (1 +1/¢,) log [1 — ¢, (yi ;gy:i)]
T

—1/&y
Yi — Gy:i
e (5]
v +

Végiil a Fischer-scoring-ot alakitsuk at BEV,,;, eloszlasra, ahol a helyparaméter nem

paraméteres a trendben.

1. Szamitsuk ki K, és K, matrixokat (7). egyenlet alapjan.
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2. Kivélasztunk kezd6értékeket a simitdsi paramétereknek A, , A, és Q értéket, ahol
AgarAg, > 060 <Q < 1

3. Megbecsiiljik 1y, My €S Ga.n, Gy v €rtékeket a N (my.p, My, 0pn, 0y n) kétvaltozods

normalis eloszlasbdl

4. Bevezetjuk py., 02, &x, fhyst, 0y, €8 &, értékeket Mg -et, &, n-t,1My-et és 0y n-t hasz-

nalva, hogy megkapjuk &;.ezdeti = &z, €5 Eyikendeti = &y, kezdeti értékeket,

g N
Mzt kezdeti = it kezdeti — Mgt — . [1 - F(l - fz] )

T

ag N
Myt kezdeti = Gy;t kezdeti — MMyt — L= [1 - F(l - gy] s

Sy

2 52
xgm;N

Og;kezdeti = J N —2¢) -1 - §x)]2,

2.2
y9y;:N

Oy:kezdeti — $ F(l _ 25@/) — [F(l - 53;)]2

5. Kiszadmitjuk gu.q5-t és gyt

01 ol
pow =3+ [B (<) + 0] (75—t
9l Lol
sos =+ [ (g ) 2] (35
6. Kiszamitjuk 0g-t felhasznalva g, = ga.u5-t €s gy = gy05-t,

Qﬁj :0+QA71 <8l>,

00
ahol
I 9%l 9%l 0%l \]
£(~5) (o) *(-atam)
0?1 9%l
A= |FE _8{’8% E(—&‘%> 0 ,
2 2
o o g
0&0o, 805 |

és 0 vagy [€,04,0,]", vagy &4, &y, 0u, 0], vagy [o], vagy [&,, 0., 0]

7. Teszteljiink, hogy konvergal-e és legyen 6 = 0y és g = g4, majd térjiin vissza az 5.,

6. és 7. lépésre. Ha a valtozas kisebb egy elére megadott kiiszobnél, akkor megallunk.
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7. Osszefoglalas

A dolgozat soran bemutattuk, hogyan alkalmazhat6 az extrém érték elmélet a sport-
eredmények, kiillonosen a futdszamok legjobb éves teljesitményeinek modellezésére. Az
extrém érték elemzés révén lehetoség nyilt a rekordok eléforduldasanak matematikai le-
irasara, valamint azok idobeli alakulasdnak vizsgalatara. A felhasznalt GEV,,;, és regu-
larizalt log-likelihood modellekkel tudtuk kezelni a szélséértékek sajatos viselkedését és
alapot biztositottak a trendek becsléséhez. A dolgozat egyik {6 pontja a nem-paraméteres
simitasi technikdk voltak, melyek lehetové tették a helyparaméter idébeli valtozasainak
kovetését. Az igy kapott trendfiiggvények segitségével a sportteljesitmények értelmezhe-
tobbé valtak. Az alkalmazott modszerek a 800 és 1500 méteres férfi sikfutas adatsorain
végzett elemzések demonstraltak ezek gyakorlati hasznossagat. A dolgozat eredményei to-
vabbi kutatasokban folytatodhatnak, akar a kétvaltozos extrém érték modellek helyett
tobbdimenzids esetek vizsgalata, vagy nem fiiggetlen versenyszamok vizsgalata. Illetve a
jovoben érdemes lehet mas sportagakra, illetve a noi versenyszamokra is kiterjeszteni az

itt bemutatott modszereket és elemzéseket.
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Alulirott Csafordi Jozsef nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése soran az alabb felsorolt
feladatok elvégzésére a megadott Ml alapu eszkozoket alkalmaztam:

Feladat Felhaszndlt eszkoz Felhaszndlds helye ~ Megjegyzés
Abra készités Gemini 2.5 Pro 4. fejezet Kodban szereplo sk javiésa
Adatfeldolgozas GPT-4o 1. és 2. fejezet

Nyelvhelyesség ellencrzése| Writefull Teljes dolgozat

A felsoroltakon tul mas Ml alapu eszkozt nem hasznaltam.
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