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1. Bevezetés

A péaros munkék iitemezése feladatot Shapiro vezette be 1980-ban [13]| egy gya-
korlati probléma altal. Egy radarkovetési rendszert modellezett, amely meghatéarozott
periédusonként impulzusokat bocséat ki, majd azok visszaver§dését fogadja. Az adas
és a vétel nem torténhet ugyanazon idében. Ezenkiviil minden impulzusra adott, hogy
pontosan mennyi idé mulva érkezik a visszavert jel. Ez a probléma a koévetkezdkép-
pen modellezhets: iitemezziink két részbsl allo6 munkakat, amelyek feladatrészeinek
feldolgozésa kozott rogzitett idének kell eltelnie, olyan gépeken, amelyek egyszerre egy
munkan tudnak dolgozni.

A problémat elsGsorban a legkésébbi befejezési id6 minimalizalasénak szempont-
jabol vizsgaltdk. Ennek a feladatnak szamos gyakorlati alkalmazasa van: a mér em-
litett radarkovetési rendszereken tul alkalmazzak példaul torpedok teljesitményének
javitasara [14], vegyipari termelésnél [1| vagy betegek kemoterapias kezelésekhez valo
beosztasara [11].

A probléma ezen célfiiggvény melletti komplexitasat atfogoéan elszor Orman és
Potts vizsgalta 1997-ben [12], akik meghataroztak szamos varians komplexitasat. Ezen
eredmények sorat az elmult évtizedekben masok is bovitették [5],[8]. Bar a feladat sza-
mos variansa N P-nehéz még egészen specialis esetekben is, tobb valtozatra is sikeriilt
hatékony approximécios algoritmusokat kidolgozni [1], [2].

Az elmult években a kutatasok fokusza mas célfiiggvények vizsgélatéara is kiterjedt.
Ezek koziil az egyik a befejezési id6k Gsszegének minimalizalasa. A feladat komplexita-
sarol atfogo képet adott Chen és Zhang 2021-es cikkiikben [6]. Ezen eredmények sorat
tovabb bovitette Fischer és Gyorgyi 2023-ban [8], akik tobb varidnsra adtak approxi-
macios algoritmust is.

A szakdolgozat soran paros munkék egygépes iitemezését vizsgaljuk, nagyrészt a be-
fejezési id6k 6sszegének minimalizalasara koncentralva, ezen beliil is kiilonos tekintettel
a 1|Coup — Task(a; = a,b; =b)| > C; és a 1|Coup — Task(l; =1)| Y C; variansra.

Az els6 fejezetben definialjuk a feladatot, bevezetjiik a szakdolgozat soran hasznalt
jeloléseket, definiciokat.

A maésodik fejezet a problémakor komplexitasat jarja koriil a legkésébbi befejezési
id6 minimalizélasa, illetve a befejezési id6k dsszegének minimalizalasa mellett. Belatjuk

a 1|/Coup — Task(a; = a,b; = b)|>_C; és a 1|Coup — Task(l; = 1)| Y C; feladatok



N P-nehézségét Chen és Zhang munkajara tamaszkodva [6].

A harmadik fejezetben egészértékii programozési modelleket ismertetiink, amiket a
késébbiek sorédn felhasznalunk a mar emlitett varidansok elemzésére.

A negyedik és 6t0dik fejezet soran vizsgaljuk a matematikai programozasi modellek
hatékonysagat, approximéacios algoritmusok gyakorlatban vald teljesitményét, illetve

lehetséges javitasait.



2. A feladat definiallasa

Egygépes litemezési problémékban adottak munkak, amelyeket egy gépen akarunk
titemezni kiilonbo6z6 feltételek mellett valamilyen célfiiggvényt optimalizalva. A feladat
tehat meghatarozni egy iitemezést, ami megadja az 6sszes munkéra, hogy mikor kell
elkezdeni a feldolgozasat. A gép egyszerre egy munkan tud dolgozni.

Altalanosan iitemezési problémak leirasara az o3|y jelolést hasznaljuk, ahol a je-
16li a gépek szamat, illetve tipusét, [ jeloli a munkékra vonatkozd korlatokat, v pedig
a célfiiggvényt. Ennek megfelelGen egygépes feladatok leirasara az 1|[|y jelolés hasz-
nalatos.

A szakdolgozat soran a kovetkezs jeloléseket hasznaljuk:

e 1 - a munkik szdma

J ={Jj1,J2,---,Jn} - a munkak halmaza

e p; - a j munka feldolgozési ideje

S; - a j munka feldolgozasa kezdetének ideje egy adott iitemezésben

C; - a j munka feldolgozasa befejezésének ideje egy adott iitemezésben

o-az S1,5...,5, altal meghatarozott litemezés

Chae - €gy adott iitemezésben utoljara feldolgozott munka befejezési ideje - az

litemezés befejezési ideje.

Ha egy iitemezés optimélis adott célfiiggvény szerint, az iitemezést leird értékeket
a jobb felsé indexben opt-tal jeléljiik: S7° t o oo,

Egy titemezés soran - a [0, Cyq,] intervallumon beliil - azokat az idSintervallumokat,
amikor a gép nem dolgozik, holtid6knek nevezziik.

A szakdolgozat soran kétfajta célfiiggvénnyel talalkozunk, ezek a Cop és a > Cj.
Ha a célfiiggvény az el6bbi, akkor a legkés6bbi befejezési id6 minimalizalasarol, mig ha

Az iitemezési feladatok egy specilis tipusa a paros munkak titemezése. Ebben a
feladatban két feladatrészbsl allo munkakat akarunk {itemezni tgy, hogy minden fel-
adatrészparra adott, hogy a feldolgozésaik kozott pontosan mennyi idének kell eltelnie.

A feladattipushoz kapcsolodo jelolések:



e a; - a j munka elsének feldolgozandé feladatrésze. Hasznaljuk ennek feldolgozasi
idejére is.

e b, - a j munka mésodiknak feldolgozandé feladatrésze. Hasznaljuk ennek feldol-
gozasi idejére is.

e [; - a j munka véarakozési ideje - ennyi idének kell eltelnie a két feladatrész fel-

dolgozasa kozott

Az egygépes paros munkéak iitemezése feladatot altalanosan az 1|Coup — Task|y
harmassal jeloljiik. Amennyiben a feladatot az a;, [; és b; paraméterek valamilyen

megkdtése mellett vizsgaljuk, ezt a Coup — T'ask utan zardjelben jeloljiik.

2.1. Példa. Nézziink egy o megengedett iitemezést a kovetkezd értékek mellett és

szamoljuk ki a Ci,qy és ) C; célfiiggvényértékeket.

Jla; | | b
1 3 6 2
2 4 7 3
3 4 5) 2

1. tablazat. Példa feladat paraméterei

Utemezziik sorban a munkékat, el6szor az 1-t, 2-t, majd a 3-t, a lehetd leghamarabb.
Tehat legyen S; = 0. as < Iy és by < [y, igy as litemezhetd az els6 munka varakozasi
idejében. Az is igaz, hogy l; + by < as + ly, ezért ao-t iitemezhetjiikk rogtén az a,
feldolgozasa utdn: S, = a; = 3. a1 + 1, + by = 11, igy a by feldolgozasa 11-kor ér véget.
A by feldolgozéasa Sy + as + o = 14 -kor kezdddik. Mivel as > 3, igy nem iitemezhets a
by és by feldolgozasa kozotti holtidében. Ugyanigy nem iitemezhets as és by kozott sem.

Tehat leghamarabb a b, feldolgozéasa utan iitemezhets, igy S3 = Ss +asz + 1o + by = 17.

h

c—-——----

1. abra. Egy megengedett iitemezés.



Neézziik, hogyan alakulnak a célfiiggvényértékek ezen litemezés mellett:

C’maI:C’3253+a3+l3+b3:28
EC]':Cl+02+03:Sl—FSQ—i‘Sg—i‘Z?:l(aj—f—lj—Fbj):56

Tehat egy megengedett iitemezés a harom munkéara: o = (51, 5, 53) = (0,3,17),

ami mellett a legkés6bbi befejezési id6 28, mig a befejezési idSk Gsszege 56.

Vezessiink be néhany definiciot, amit a tovabbiakban hasznélni fogunk.

A munka hossza az az idG, ami a feldolgozasanak kezdetétdl a befejezéséig sziikséges.
Egy j munka hossza tehat a; 4 1; + b;.

Két munkat szigortian egymas utan iitemezettnek hivunk, ha a hamarabb iitemezett
munka befejezése utan kezdddik a késébb iitemezett munka feldolgozasa.

Azt mondjuk, két munka egymasba fonédik, ha nem szigorian egymas utan vannak
iitemezve.

Két munka kozvetleniil egymas utan iitemezett, ha feldolgozasaik kezdetének idejei
kozott nem kezdddik meg j munka feldolgozasa.

Egy iitemezésen beliil blokkot alkotnak azok a (ji, ja, ..., ji) kozvetleniil egymas
utan titemezett munkak, amelyekre igaz, hogy V(jn, jnt1), b € {1,...,k — 1} parra
igaz, hogy a j,.; munka feldolgozasa hamarabb elkezdédik, mint hogy a j;, munka

feldolgozésa befejez6dott volna.



3. A feladat komplexitasa

Ez a fejezet a feladat kiilonboz6 variansainak komplexitasat mutatja be. ElGszor
osszefoglaljuk a 1|Coup — Task|C),q. feladat komplexitasarol szolo legfontosabb ered-
ményeket. Ezt kévetSen attériink a 1|Coup — Task| ) C; feladatra, ahol a komp-
lexitési eredmények Osszefoglalasa mellett a dolgozat 5. és 6. fejezetében targyalt
1|Coup — Task(a; = a,b; = b)| > C; és 1|Coup — Task(l; = 1)| > C; feladatok N P-

nehézségére adunk bizonyitast.

3.1. A legkés6bbi befejezési id6 minimalizalasa

Orman és Potts 1997-ben belattak, hogy az 1|Coup — Task(a; = l; = b;)|Cinaa,
1|Coup —Task(l; = 1,b; = b)|Cpas s 1|Coup — Task(a; = b; = p)|Cpas feladatok NP
nehezek. A 1|Coup — Task(a; = bj = p)|Cias feladat N P-nehézségébdl kivetkezik az
altalanosabb 1|Coup — Task(a; = a,b; = b)|Cpaes feladat N P-nehézsége. Az 1|Coup —
Task(l; = 1,b; = b)|Cyay feladat N P-nehézségébdl pedig a lenti allitas segitségével
kovetkezik az 1|Coup — Task(a; = a,l; = 1)|Ciq, feladat N P-nehézsége.

3.1. Allitas. Az 1|Coup — Task|Cy,q, feladat minden példanyanak tetszéleges iite-
mezésébdl, ahol a paraméterek a;, [;, b;, polinomidében elallithato egy megengedett
litemezés a feladat azon példanyara, ahol minden j-re felcseréljiik az a; és b; értékeket,

ugy, hogy a célfiiggvény értéke mindkét esetben ugyanaz.

Bizonyitds. Vegyiink egy megengedett iitemezést a 1|Coup — T'ask(a;,l;,b;)|Cpas fel-
adatra C),,, legnagyobb befejezési idével. Ekkor az az iitemezés, ahol az j munka
kezdési ideje Cyap — Cj, megengedett a 1|Coup — Task(b;,l;, a;)|Cpas feladatra és a
legnagyobb befejezési id6 szintén C,q,. O

2004-ben Yu [16] belatta, hogy a 1|Coup — T'ask(a; = b; = p)|Cpas feladat a p =1
esetben is NV P-nehéz. Condotta és Shakhlevich [5] 2012-ben megmutatték, hogy azzal a
tovabbi szigoritassal is N P-nehéz marad a feladat, ha kikotjiik, milyen sorrendben kell
a munkak feldolgozasat elkezdeni - ezt a varianst a 1|Coup—Task(a; = b; = 1, 7,)|Crnas
hérmassal jeloljiik.

2023-ban Fischer és Gyorgyi [8] ujabb esetre bizonyitotta az N P-nehézséget: az
1|Coup — Task(a; = bj,l; = 1)|Cya feladatra.



Orman és Potts [12] 1997-es cikkiikben adtak polinomialis algoritmust az 1|Coup —
Task(a; = lj = p)|Cpmaz ¢s 1|Coup — Task(a; = b; = p,l; = 1)|Cines feladatokra,
amibdl kovetkezik, hogy a kevésbé altalanos, illetve a 3.3. Allitds miatt ekvivalens
feladattipusok is P-ben vannak.

Azokat a feladatokat, ahol a; = a, [; = [ és b; = b identikus feladatnak hivjuk. A
1|Coup — Task(a; = a,b; = b,l; = 1)|Cpq. feladat bonyolultsaga nyitott. Rogzitett
(a,l,b) értékek mellett létezik O(logn) algoritmus [3].

Az egyes feladattipusok komplexitési viszonyéat bonyolultsigi grafokon abrézolhat-
juk. A bonyolultsagi graf egy iranyitott graf, melynek cstiicsai megfelelnek az egyes
problématipusoknak. Minden él egy kevésbé altalanos feladattipust jelols csticsbol mu-
tat egy altalanosabb feladatot jelols cstcs felé. Az eredményeket a 2. abran foglaltuk

ossze.

a],l b;

_b

2. édbra. Bonyolultsagi graf a C,., célfiiggvény esetén. A szaggatott vonal feletti
variansok N P-nehezek, az alatta lév6k polinom idében megoldhatéak. Az a; = a,
l[; =1, b; = b varians bonyolultsaga nyitott.



3.2. A befejezési id6k 0sszegének minimalizalasa

A problématipusok komplexités szerinti osztalyozasaval a ) | C; célfiiggvény mellett
el6szor Chen és Zhang [6] foglalkozott 2021-ben. Belattdk az 1|Coup — Task(a; =
b; = p)|>.Cj, 1|Coup — Task(l; = 1,b; = b)|>C;, 1|Coup — Task(a; = a,l; =
D> C; és 1|Coup — Task(a; = 1; = b;)| > C; feladatok N P-nehézségét. 2023-ban
Fischer és Gyorgyi [8| bizonyitottak az 1|Coup — T'ask(a; = bj,l; =1)| > C}, illetve az
1|Coup — Task(a; = 1,b; = 1,m,)| > C; feladatok N P-nehézségét.

Az 1|Coup — Task(a; = l; = p)|>C;, 1|Coup — Task(b; = I, = p)|>_Cj,
1|Coup — Task(a; = b; = p,l; = 1)| > C; feladatokra Chen és Zhang adott polino-
mialis algoritmust [6].

Az identikus feladat bonyolultsaga a ) C; célfliggvény szerint is nyitott.

Ezek alapjan az 1|Coup —Task| ) C; bonyolultsagi grafja megegyezik az 1|Coup —
Task|Cha. feladat bonyolultsagi grafjaval, ami a 2. dbran lathato.

Az 1|Coup — Task(a; = a,b; = b)|>_C; feladat N P-nehézsége kivetkezik az
1|Coup—Task(a; = b; = p)| > C; feladat N P-nehézségébdl, mig a 1|Coup—Task(l; =
)| > C; feladat N P-nehézsége az 1|Coup—Task(a; = a,l; = ) feladat N P-nehézségébdl.
A szakdolgozat késébbi fejezeteiben kiemelt szerepet kapnak ezek a problémék, igy las-
suk most az N P-nehézséget bizonyitd két tétel bizonyitasat.

Mindkét bizonyitas azon alapul, hogy az N P-teljes 3-partici6 problémat vissza-
vezetjiik az adott probléma eldontési verzidjara. Egy iitemezési probléma eldontési
verzidjanak hivjuk azt a feladatot, ahol a kérdés nem az optimumra irdnyul, hanem

hogy létezik-e adott célfiiggvényértéki litemezés.

3.2. Definicié. 3-particiés probléma

3m
> €

Input: § ={ey,ea,...,e3m} CZ, T:i:;n ,Vie{1,2,...3m} : %<ei<%.

Kérdés: Particiondlhaté-e az S halmaz 51,8, ..., S,, diszjunkt halmazokra tgy, hogy

Vi e {1,2,...m}-re S;-ben az elemek 6sszege T'.
3.3. Tétel. [9] A 3-particics probléma NP-teljes.

A tétel bizonyitasdhoz elGszor lassunk egy lemmét. Vezessiik be a kovetkezs jelo-
leseket: jelolje B a j-ik blokkban 1év6 feladatok szamat, Bé a blokk hosszat és B} a
blokkban 1évé feladatok befejezési ideje és a blokk kezdete kozotti eltelt idk Gsszegét.
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3.4. Lemma. Minden optimalis litemezés barmely két B;, B; blokkjara igaz, hogy ha

n
7

> BJ

B; hamarabb van iitemezve, mint B;, akkor Bl Bl

Bizonyitds. Tegyiik 0], hogy egy optimalis iitemezésben léteznek B; és B; blokkok,

hogy B; hamarabb van iitemezve, mint B; és Bl Bl
. By B} .
blokk B; és By, amik koziil By van hamarabb iitemezve és B—g > Bl Cseréljiik fel

ezt a két blokkot, és nézziik, hogyan valtozik a célfiiggvény. A befqezem id6k a tobbi
blokkban nem valtoznak, igy elég ezt a két blokkot vizsgalnunk. Legyen {Bj ..., By_1}
a By el6tt iitemezett blokkok halmaza. Az eredeti litemezésben ebben a B és Bjs
blokkokban a befejezési id6k Osszege:

=1

> BL(Bj + B}) + By + BLB}, + B
k=1

A csere utan:
i'—1
> B(Bj + B}) + BY + B},B}} + B
k=1
5y N AN BY + BLB, + BY > BY + B, Bl + BY
BlA/ Bll ,[:/ ,L'/ jl j/ ,L‘l jl 7;/ j/ .
J

Ez ellentmond az eredeti {itemezés optimalitasanak. O
3.5. Megjegyzés. A bizonyitasbol az is kovetkezik, hogy két B; és B; blokk felcseré-
; J

lésével az ilitemezés optimalis marad, ha —- Bl =5
J

3.6. Tétel. [6] Az 1|Coup — Task(a; = b; = p)| > C; NP-nehéz.

Bizonyitdas. Belatjuk, hogy a 3-particiés probléma polinomidlisan visszavezethets a
1|Coup — Task(a; = b; = p)| >_ C; eldontési verziodjara.

Legyen S = {ey,eq,...,e3m} CZ, T = %ei a 3-particioés probléma egy példanya.

Legyen w = 40m(2m + 1)T'. Definidljuk az titemezési feladat egy példanyat:
n=w-+6m

(Ij:bj:2T lj:ej ]:1,,3m

aj:b]:2T l]:13T j:3m+1,,4m

a; =b; =2T [; =2T -1 j=4m+1,...,6m+ w.

11



w(w+1)

Legyen y = w + m(29T — 2)w + (67 — 1) Belatjuk, hogy akkor és csakis

akkor létezik a 3-particiés problémanak megoldésa, ha létezik olyan iitemezés, ahol
> Ci<y.
= : Tegytik fel, hogy a particiés probléménak létezik megoldasa. Jelolje {S;}",

a megfelel particionalést: Z ej =T,Vi=1,...,m. Az els6 4m munkat litemez-
e;ES;
ziitk m blokkba: minden j € {3m + 1,...,4m} munka varakozasi idejében titemez-

ziik kozvetleniil egymas utan azokat a munkakat, melyek varakozasi ideje az S; =
{€i,, €i,, €, } particioban van, ahol i = j — 3m. Ez a harom munka hossza Gsszesen
AT +e;, +4T +e;, +4T +e;, = 13T, igy titemezhetSek a 7 munka varakozési idejében.
Tehat egy blokk a kidvetkezSképpen fog kinézni, ahol a 7 munka varakozési idejében a

Ji, J2, j3 munkakat litemezziik:

3. abra. A négy munka altal alkotott blokk, ahol a holtid6 6sszege T'.

A maradék w + 2m munkat litemezziik az m-ik blokk utan egyenként tugy, hogy a
gép a munkak varakozasi idején kiviil folyamatosan dolgozzon. A j =3m +1,...,4m
munkak hossza 17T. Szigorian egymas utan vannak iitemezve, igy a befejezési id6k

szdmtani sorozatot alkotnak.

4am
1
Z C; = 17T%.
j=3m+1
Minden 57 = 3m + 1,...,4m munka varakozasi idejében iitemeztiink 3 darab j &
{1,...,3m} munkat, igy az els6 3m munka befejezési idejeinek Osszegét feliilrsl be-
csiilhetjiik:
im
1
S <3 {17T%} .
j=1
A maradék 2m-+w munkat vizsgaljuk két részben. El6szor nézzik a j = 4m+1,...,6m

munkak befejezési idejeinek Osszegét. Mindegyik megmunkalasi ideje Osszesen 67 — 1
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és az els6 17mT-kor kezddédik, igy:

6m
> Cy=34mT + (6T — 1)m(2m + 1).
Im+1

Az utolsé w munka feldolgozasa a 17mT + 2m(67 — 1) = m(297 — 2) id6pontban tud

elkezdddni, és hosszuk szintén 67" — 1, tehét:

6m—+w

1
3" O = wm(29T —2) + (6T — 1)%.
6m—+41

Osszegezziik most a kapott befejezési iddket:

> Cj < 34Tm(m + 1) + 34m>T + (67 — 1)m(2m + 1) + m(29T — 2)w + (6T — 1)“(“’;1) =
= 34Tm(2m + 1) + (6T — 1)m(2m + 1) +m (29T — 2)w + (6T — 1)“"(“’;1) -
=m(2m + 1)(40T — 1) + m(29T — 2)w + (6T — 1)‘*’(“’2“) —
ot m(29T — 2w+ (67 — DY o 1)

2
=y—m(2m+1).

Ezzel belattuk, hogy ha a particiés probléménak létezik megoldasa, akkor a célfiiggvényérték
kisebb, mint .

<= : Most tegyiik fel, hogy a 3-particiés probléméanak nincs megoldasa. Belatjuk, hogy
ekkor > C; > y.

A j=3m+1,...,4m munkak kivételével a tobbi munka varakozasi ideje tul révid ahhoz,
hogy az alatt egy méasik munka feladatrészén dolgozzon a gép. Ez azt jelenti, hogy ezek a
munkak vagy kiilonallo blokkot alkotnak, vagy egy j € {3m + 1...,4m} munka varakozési
idejében vannak titemezve. Ezek varakozasi ideje 13T, igy legfeljebb 2 darab 27T —1 varakozasi
idejd munka litemezhet§ egy alatt. Tehat van legalabb w munka, amelyek varakozasi ideje
2T —1 és kiilonallo blokkot alkotnak. Vegyilink egy optimélis iitemezést. Ekkor az 5.3.Lemma,
illetve a 5.4.Megjegyzés alapjan feltehetjiik, hogy legalabb w darab 27" — 1 varakozasi ideji
munka koézvetleniil egymas utan van iitemezve. Jelolje ezt az w egymés utén litemezett munkat
B.

B 1

1. eset: Minden B-n kiviili B; blokkra —& > ———. Ekkor tehat B az iitemezés végén
B; (67 —1)
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all. Nézziik leghamarabb mikor kezd6dhet meg B feldolgozasa.

3m im 6m

D a4+ D (a4b)+ > (a;+l+bj) = 13mT+4mT+2m(6T—1) = 29mT—2m.
j=1 j=3m+1 j=dm+1

Mivel a 3-particiés feladatnak nincs megoldéasa, ezért a j = 3m—+1. .., 4m munkéik kozott kell,

hogy legyen olyan, aminek a varakozasi idejében nem dolgozik folyamatosan a gép. Emiatt a

B feldolgozasa leghamarabb m(297 — 2) 4+ 1 id6pontban tud elkezdSdni, amibdl kovetkezik,

hogy:
6m+w
1
S G zwmeT -1+ T -2 S sy
j=6m-+1
2 t: Létezik legalabb 1 B; blokk ire 21 < ! Készitlink (]
. €set: etezl egala € olyan i ) amire — e - €sz1tunk e U,
g gy oly i ) Bg (6T — 1) gy u)

(nem megengedett) litemezést, amire a célgiiggvény értéke kisebb, mint az eredeti optimalis
iitemezésé, és belatjuk, hogy még ez is nagyobb, mint y. Nézziik a B utan iitemezett blokkokat,
legyen az els6 ezek koziil By. FEzekben a blokkokban kell, hogy legyen legalabb egy olyan

munka, aminek a varakozasi ideje 137. Jelolje n; a By blokkban 1évS j € {1,...,3m} munkak

szamat, illetve legyen A\ ezen munkak hosszanak Osszege. Jelolje o a j € {3m + 1,...,4m}
munkak szamat, n3 a j € {4m + 1,...,6m} munkak szamat. A blokkban lévé azon holtidsk

Osszege, ami nem egy j € {1,...,3m} N{4dm + 1,...,6m} munka varakozasi ideje, legyen L.

Tehat a blokk hossza felirhatd, mint Ay + 17247 + n3(67 — 1) + L. Ez alapjan:

By _ N+ n2 + 103 < 1
Bl M +4Tn+ (6T —1L)ps+ L~ (67 —1)

A j€{1,...,3m} munkak hossza kisebb, mint 67 — 1, ezért:

my 1
N (6T - 1)

Aje{4m+1,...,6m} munkik hossza pontosan 67 — 1:

73 1

ns(6T —1) (6T —1)

Az el6z6 harom Osszefiiggés alapjan:

72 1
<
AT+ L~ (6T — 1)

— L>n(2T —1) > 0.

Legyen 6 = L —n2(2T — 1) > 0. A By, par feladatrészét, beleértve az utolsot, titemezziik
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13T

Ay by
13T -6
“ % I ! b

4. dbra. Egy B-t kovets blokk lehetséges atalakitasa.

hamarabbra tgy, hogy a blokkban 1év6 azon holtid6k Gsszege, ami nem egy j € {1,...,3m} N
{4m + 1,...,6m} munka varakozasi ideje, d-val csokkenjen. Ezzel bar az iitemezés nem lesz
megengedett, a célfiiggvény csokken.

Hajtsuk végre ezt az atalakitést a megfelels értékek mellett az 6sszes B-t kdvetd blokkon.
Egy lehetséges atalakitas a kovetkezdképpen nézhet ki:

Az atalakitdsok utdn minden B-t kovets B; blokkban a ﬁ érték eléri a 1

—-t.
Bl (6T —1)

Utemezziik ezeket a blokkokat B elé, a lemma miatt ezzel a célfiiggvény tovabb csokkenhet,
de biztosan nem né. A holtidéket minden blokkban tugy csckkentettiik, hogy értékiik pozitiv
maradjon. Ez azt jelenti, hogy az 1j ttemezésiinkben B leghamarabb m(297 — 2) + 1-kor
tud elkezd6dni. Jelolje az j befejezési idsket C7, Vj € {1,...,6m+w}. Az 1j litemezést tgy
hoztuk létre, hogy van olyan befejezési idG, ami csokkent, és semelyik sem novekedett. Ezek

értelmében:

Y>> > [m(29T—2)+1]w+(6T—1)“’(“2+1)=y.

Ezzel ezt az iranyt is belattuk. O
3.7. Tétel. [6] Az 1|Coup — Task(a; = a,l; =1)| Y. C; NP-nehéz.

Bizonyitds. Belatjuk, hogy a 3-particiés probléma polinomialisan visszavezethets a
1|Coup — Task(l; = 1,b; = b)| > C; eldontési verziojara.

Legyen § = {ej,e,...,e3,} C Z, T = % a 3-particios probléma egy példanya.
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Legyen mine; = a. Legyen A = 12m?2T és w = 9m?A. Definidljuk az iitemezési feladat

egy példanyat:

n=>om+w

a; = a l]:T bj:ej 221,,3’)’)’1

aj:a ZJ:T b]:A :3m—|—1,,5m—|—w
Jelolje a j = 3m + 1,...,5m 4+ w munkdk hosszat a = a + T + A. Legyen y =

(m+w)(m+w+1)

2
3-particios probléméanak pontosan akkor létezik megoldasa, ha létezik iitemezés, amire

Z Cj <.
= : Tegylik fel, hogy ha a particiés problémanak létezik megoldasa. Beléatjuk, hogy

3m(2T +a)+ (3m —1+w)m(2T + A+a) + «. Belatjuk, hogy a

ekkor létezik {itemezés, amire ) C; < y. Jeldlje {S;}7L, a megfelel6 particionélést:

Z e; =T,Vj =1,...,m. Minden e; elemnek megfeleltetheté az a ¢ munka, ahol
6»;633'
b; = e;, ezen kiviil minden §; particiénak feleltessiik meg a 3m + j munkat. Utemezziik

a munkakat a particiok szerint blokkokba: a particionak megfelel6 munka varakozasi
idejében iitemezziik a particié elemeinek megfelel6 munkik masodik feladatrészét.
Legyen S; = {e,, ey, €.} egy particio, ekkor az elemeknek megfelels munkék =z, y,

z, a particionak megfelel6 munka j.

az=a l,=T b,=e¢e,
ay=a l,=T b,=c¢e,
a,=a lL,=T b,=c¢,
a;=a ;=T bj=A

Mivel b,, b, és b, értékek megfelelnek a S; particié elemeinek: b, + b, + b, = T
Ahhoz, hogy ezek a feladatrészek titemezhetGek legyenek a j munka varakozasi idejében,
azt kell még meggondolni, hogy az els6 feladatrészeik feldolgozasa nem fogja metszeni
egymast, illetve a;-t sem. Utemezziik sorban az [; vérakozasi idében a b,, b, és b,

feladatrészeket, nézziik ekkor hova litemezSdnek a feladatok elss feladatrészei.

Say =Co; —lp —a, =Cy; =T —a

T J

Cop = Cay —lo=Co, =T

Say, =Co; —lp =0+ by, =Coy =T —a+ b,

Y J

Chp = Coy —lp+b, = Cy =T +b,

x
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Sy = Coy — by —ay+ b, +b, = Co =T —a+1b, +b,
Coo = Coy =L+ by +b. = Cy, =T +b, +b,.

Az a értékét az e;-k minimumaként hataroztuk meg, igy az (S,, C,) q € {a,,ay,a.}
intervallumok nem fogjak metszeni egymast. Ugyanezért az a; iitemezését sem metsz-
hetik, mivel T'— b, — b; > a = a;.

Tehat az Sj-nek megfelel6 blokk az 5. abrén lathaté médon alakul.

. - - - -

5. dbra. Az S; particionak megfelel6 blokk.

Egy ilyen blokk hossza a + 2T + A, igy a j = 3m + 1,...,4m munkak befejezési

idejeinek Osszege:

4m

im
1
Yo=Y j(a+2T+A):(a+2T+A)% (1)
j=3m+1 j=3m+1

Egy blokk kezdetétdl a particié elemeinek megfelel6 munkak befejezéséig a + 27" id6

telik el, ezért:

3m m

3 -1
Y Ci<d jla+2T +A)— A< 3m(a+2T) + (a+2T+A)% (2)
j=1 j=1
Az m blokk utén iitemezziik egyenként a maradék m + w munkat. Az m blokk

feldolgozéasa m(a + 2T + A) ideig tart, igy az utols6 m + w munka befejezési idejének

Osszege:
St (m+w)(m+w+1)
Y Cj=m(a+2T+A)+jo = (m+w)m(a+2T+A)+a 5 (3)
j=4m+1
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Smtw
(1),(2),8) = > Ci<y.
—: Megmutatju]k:,lhogy ha a 3-particiés probléméanak nem létezik megoldasa, akkor
Z;’Z;; 1 Cj > y. Nem egy munkabol &ll6 blokk kétféle modon éllhat els: vagy csak
S elemeinek megfelel6 munkat tartalmaz, vagy legfeljebb hérom elemnek megfelelé

munkat és egy j munkat, amire b; = A. Az S elemeinek megfelel6 munkédk mindegyik

hossza kisebb, mint 27", igy egy B, blokkra, ami k£ darab, kizarolag elemeknek megfelels

B k 1
munkakbol all: gz > ST o7 Egy B, blokkra, ami kiilonb6z6 varakozasi idejd
B 2
munkakat tartalmaz: FZ > m A Br egy darab ] € {3m + 1; ey om + W}
Br 1
munkat tartalmazo blokkokra — = —.
Bl «

T

1 - 2 - 1
2T =~ a+2T+A " o’
azok a j munkak lesznek utoljara iitemezve, melyekre b; = A és nem alkotnak més mun-

igy a 5.3. Lemma értelmében egy optimalis iitemezésben

kaval blokkot. Barmely j € {3m +1,...,5m + w} munka tud blokkot alkotni barmely
két elemnek megfelel6 munkaval. Ugyanakkor optimalis iitemezésben nem létezhet ket-
t6 olyan blokk, ami egy elemnek megfeleld, és egy olyan j munkabol all, amire b; = A,
hiszen ekkor a 5.3. Lemma miatt lenne két ilyen blokk egymés utan iitemezve, amelyek
koziil, ha a kés6bb iitemezett blokkbol kivennénk az elemnek megfelel munkat és a
hamarabb titemezett blokkban {itemeznénk, a célfiiggvény csokkenne. Ez azt jelenti,
hogy egy optimélis iitemezés végén legalabb w darab egy j € {3m +1,...,5m + w}
munkabol all6 blokk fog allni.

Ha egy blokkba beépitiink egy j € {1,...,3m} munkat, az a blokk hosszét legalabb

bj-vel noveli. Masrészt a j > 3m munkék koziil egy blokkban csak egy lehet, ezért az
3m

els6 5m munka nem fejez6dhet be hamarabb, mint 2ma + Z bj =m(2a+T).
i=1
Viszont ahhoz, hogy a célfiiggvény kisebb legyen, mint y, az utolsé m + w munka
itemezése nem kezdddhet késébb, mint m(2« + T'), maskiilénben:

Sm—+w
Z C; >w+wm2a+T)+

j=5m+1

aw(w+ 1)
2

:9m2A+a(m+w)(7721+w+1) _am(m2+1) Fwom(a+T) >
(m+w)(m+w+1)

2

> 3m(2T+a)+(3m—1)m(a+2T+A)+« +wm(a+T) =

)
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Tehat az elsé bm munka feldolgozasanak m(2a + T')-ig be kell fejez6dnie. Ez azt
jelenti, hogy minden j = {1,...,3m} munka olyan blokkban van iitemezve, ami tar-
talmaz j > 3m + 1 munkat. Ha a 3-particiés probléméanak nincs megoldasa, akkor kell

lennie legalabb m + 1 darab nem egy munkabdl allé6 blokknak. Emiatt:

3Im m
1
ch2A+32(j—1)14:A+3AM

, : 2
7j=1 7j=1
Tehat az 6sszes munka befejezési idejének Osszege:
Sm—4w Sm—4w
Se->ar Y o 3 6
7=1 j=3m+1 j=bm+1
m(m —1) 2m(2m + 1) ww+1)
> A+3A +a 5 +m(2a—|—T)TZ
—1 3 1 1 1
. A+3Am(m2 )+am( 77;+ )+am(m2+ )+wm(a+2T+A)+wma+a% _
-1 3 1
:A+3Am(m2 )+am(rg+ )—m(3m—1)(a—|—2T+A)—3m(2T+a)—|—y:
3 1
:A—f—(T—i-a)w —mBm+2)2T +a) +vy
> .
Ezzel ezt az irdnyt is belattuk. O
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4. Matematikai programozasi modellek

Ahogy az el6zGekben lattuk, a vizsgalt litemezési problémék szamos esetben NP-
nehéznek bizonyulnak. A matematikai programozési modellek lehet&séget biztositanak
a problémak strukturalt megfogalmazasara és kezelésére. A kiovetkezGkben a legkésgbbi
befejezési id6 minimalizalasara megfogalmazott egészértékd programokat ismertetiink,
majd ezeket atalakitjuk tgy, hogy a befejezési idGk Osszegének minimalizalasat model-
lezzék.

A modellek leirasa soréan legyen M egy fels6becslés C,op-ra: M = Zn:(aj +1; +
b;). Ennyi a legkésébbi befejezési id6 akkor, ha a munkdkat szigortian Jeé;lymébs utan

iitemezziik Ggy, hogy a gép csak a varakozasi id6kben nem dolgozik. Tehét ennyi id6

alatt biztosan minden munka litemezhetd.

4.1. Idéindexelt modell

Az egygépes paros munkak litemezésére az els§ matematikai programot 2004-ben
publikaltak |7]. Az idgsikot diszkretizaljuk egységnyi id6pontokra. Az idépontok hal-
mazat jelolje 7 = {1,...,M}. Minden (j,t), 7 € J, t € T parra bevezetiink egy
x4 bindris valtozot, aminek az értéke pontosan akkor 1, ha a j munka t-kor kezddédik.
Jelolje 7; azt a legutols6 iddpillanatot, amikor a 7 munka még elkezd6dhet: 7, = M —
(aj+1j+b;)+1,Vj € J. Minden (j,t) parra legyen & = {t—a;+1,t—a; +2...,t}NT,
G =A{t—(aj+1+b;) +1,t—(a;j+1;+bj)+2...,t—(a;+1;)}NT. Egy t id6pontban az
a; feladatrész feldolgozasa folyik, ha S; € f;, illetve a b; feladatrész feldolgozasa folyik,
ha §; € C]t-. Ezek ismeretében lassuk az egészértékd programot a 1|Coup — Task|Cpaz

feladatra:

min Ch,qz
feltéve, hogy:
Cmax 2 Z(t + 7 + l] + b] - 1)xj,t vj € j (1)
t=1
> wjp=1 vied (2)
t=1
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szj,q+zzxj7qg1 Vie T (3)

=1 qee! =1 qect
q<T; q<7;
zj, € {0,1} VieJ,VteT (4)

Az (1) feltétel biztositja, hogy Chue > Cj, Vi € J. A (2) feltétel ahhoz kell,
hogy minden munka feldolgozasa pontosan egyszer kezdsdjon el, mig a (3) feltétel
meggatolja, hogy egyszerre tobb munka feldolgozasa folyjon a gépen.

A célfiggvény modositasaval, illetve az elsd feltétel elhagyasaval kapunk modellt a
teljes befejezési id6 minimalizélasa feladatra. A j feladat befejezési ideje szamolhato,

7

mint Z xj(t+a;+1;+b; — 1), igy a modositott modell a kévetkezSképpen irhato fel:
t=1

minZZxN(t—i- a; + lj + bj - 1)

j=1 t=1
feltéve, hogy:
> a=1 Vied (5)
til n
D22 wat ) DL was<l vteT (6)
i=1 qee! i=1 qect
1<q<T; 1<q<T;
z;, €{0,1} VieJ,vteT (7)

A gyakorlatban gyakran el6fordul, hogy nem all rendelkezésre tetszélegesen sok idé.
Ekkor az M-t lecserélve az iitemezésre fenntartott idére kereshetiink megengedett meg-
oldasokat. Ugyanakkor, ha M nem egy megfelels felsGbecslés C,,., nincs ré garancia,
hogy létezik megengedett megoldés.

Az id6indexelt modell hatranya, hogy a valtozok szama n munka esetén nM, ami

M >> n esetén nagyon lecsokkentheti az effektivitast.

4.2. Sherali és Smith modellje

A valtozok gyors novekedését Sherali és Smith[15] egy @j modellel probaltak megol-

dani. Barmely 7 és 7 munka egyméshoz képest legfeljebb 5 féle képen lehet {itemezve:
1. eset: A ¢ munka szigorian j el6tt van litemezve:

2. eset: A j munka szigorian i el6tt van iitemezve:
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3. eset: A két munka feldolgozasa egymasba fonoédik. Az ¢ munka feldolgozasa

hamarabb kezdédik, és hamarabb is fejez6dik be, mint a j munkaé.

4. eset: A két munka feldolgozasa egymasba fonddik. Az j munka feldolgozasa

hamarabb kezd&dik, és hamarabb is fejez6dik be, mint az ¢ munkaé.

5. eset: A két munka feldolgozasa egymasba fonddik. Az ¢ munka feldolgozéasa

hamarabb kezd&dik, és késébb fejezddik be, mint a 7 munka feldolgozasa vagy a

j munka feldolgozasa kezdédik hamarabb, és fejezédik be késébb. Ehhez teljesiilni

kell, hogy l; > a; + l; + b; vagy l; > a; + [; + b;, igy egyszerre biztosan csak az

egyik eset fordulhat eld.

Minden ¢ és j munkahoz, ahol i < j bevezetiink 6t darab y; ;, binaris valtozot,

E=1,...,5. Az y,;j, = 1, ha az 7 és j munkak relativ pozicidja a k-ik esetnek felel

meg. Jelolje [; j, a leghamarabbi, 7, ;. a legkésébbi relativ idépontot, amikor a j munka

feldolgozasa el tud kezd&dni az ¢ munka feldolgozasanak kezdetéhez képest, ha az i és

J munkak relativ pozicidja k. Tehat, ha az ¢ és j munkak relativ pozicidja k, akkor

Lijew < S;j— 8 < rijr Ezt a legfeljebb 5@ darab feladattol fliggd konstansot a

feladat eltfeldolgozéasanal kiszémoljuk.

4.1. Példa. Szamoljuk az r; ;4 és [; ;5 értékeket a kovetkezd paraméterek mellett:

1121
i1 51

2. tablazat. A feladat paraméterei

Szamoljuk el6szor r; j4-et. Ekkor az S; — S; < 0, tehat az r; j4-re egyszertibb gy

tekinteni, hogy S; — S; > —r; ;4. Lassuk, hogy lehet ez a kiilonbség a legkisebb:

6. abra. S; —S; minimalizalasa k& = 4 mellett

A b, feldolgozasa leghamarabb az S;+a;+1;+b; id6pontban kezdédhet. Az i munka

feldolgozésa a b; feladrész feldolgozésanak kezdeténél a; + l;-vel kezd6dik hamarabb,

22



igy:
SZ—SJZaj+l]+bj—(al+lz):7—3:4

Azt kaptuk tehat, hogy r; ;4 = —4.

Nézziik most, hogyan szamolhato [; ;5. Mivel a; + [; + b; = 4 > 1}, ezért az az eset
allhat fenn, ahol a j munka feldolgozasa kezd6dik hamarabb és fejezddik be késébb.
Tehat az el6z6ekhez hasonléan S; < 5;, igy Ggy érdemes az [; ;5 értékre tekinteni, hogy

S; — 8 < —l; ;5. Lassuk, hogy lehet ez a kiilonbség a legkisebb:

7. abra. S; — S; maximalizalasa k£ = 5 mellett

Az a; munka feldolgozasa legkésébb a b; munka feldolgozasdnak kezdete el6tt az ¢
munka hosszéval kezd6dhet, a b; munka feldolgozasanak kezdete pedig S; + a; + 1 + 7,
tehat:

SZ'—S]'§Gj+lj—(ai+li+bi):6—4:2.

Ezzel az [; j 5 értékét is meghataroztuk.

Az egészértéki program az 1|Cuop — Task|Ca, feladatra az l; j 5 és r; ; értékek

ismeretében:

min Caq
feltéve, hogy:
Cma:c 2 S] + (CL]' + l] + b]) Vj S j (1)
5
> ik =1 Vi, j)i<j, ijed (2
k=1
5
S;—5i 2 Zli,j,kyi,j,k V(i,j):i<j, ,j€T (3)

k=1
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5
Sj— 8 < Zri,j,kyi,j,k V(,j)i<j, ,j€T (4)
k=1
S >0 vied (5)
yi,j,k€{0>1} V(Z,j,k’)Z<j, i,jEj,k€{17...,5} (6)
Az (1)-es feltétel biztositja, hogy Cpaz > max Cj. A (2)-es feltétel értelmében
jE
barmely két munka relativ pozicidja pontosan egyféle lehet. A (3)-as és (4)-es feltételek
biztositjak, hogy a gép egyszerre egy munkan dolgozzon. Az (5)-6s feltétel biztositja,
hogy a munkak feldolgozasanak kezdeti id6pontjai nem negativak.
Az 1|Coup — Task| ) C; feladat megoldasahoz az (1)-es feltételhez nincs sziikség,
ezen feliil elegendd a célfiiggvényt modositani a kdvetkezére: min Z(Sj +a;+1;+0,)).
JEN
A (3)-as és (4)-es feltételnél adott ¢ és j munka mellett elegends az 6t koziil a

lehetséges relativ pozicidknak megfelels £k értékeket figyelembe venni.

4.3. Linearis rendezési modell

Az el6z6 modellhez némiképp hasonlé Békésiék 2014-es modellje [4], ami a feladatré-
szek egymashoz vald viszonyat veszi alapul. Ez két feladatrész esetében két fajta lehet
annak fliggvényében, melyik feldolgozasa kezdédik hamarabb. Egy iitemezés megad
egy linearis rendezést a feladatrészeken, a megengedett rendezések kozott keressiik az
optimalisat. Legyen F = {1,...,2n} a feladatrészek halmaza: a j-ik feladathoz tar-
tozzanak a 25 — 1 és 2j feladatrészek, ahol az elébbi felel meg a;-nek, utobbi bj-nek.
Minden ¢,5 € F feladatrész parhoz bevezetiink egy z;; binaris valtozot, aminek ér-
téke pontosan akkor 1, ha az i-ik feladatrész feldolgozasa megeldzi a j-ik feladatrész
feldolgozasat. A j € F feladatrész feldolgozasi idejét jeldlje p,;. Ekkor az egészértéki

program:

min C)uz
feltéve, hogy:
Cmax Z SQ]' + bj vj € ‘7 (1)
Toj_125 = 1 vieJd (2)
T+ x =1 V(i,5):i<yj, i,5€F (3)
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Tij+Tjp+ xTp; <2 Vi, 5, k)i #j#k#1i, 1i,,j,keF (4)
Soj = Saj_1+a; + 1 vieJ (5)
Sj = Si+pi— M1 — ;) V(i,j)i#j, i,j€F (6)
S; >0 VieF (7)
z;; €4{0,1} V(i,j):i#7, i,5€F (8)

Az (1) feltétel biztositja, hogy a C,,. nagyobb barmely feladatrész befejezési idejé-
nél. A (2) feltétel értelmében az ugyanazon munkéahoz tartozo feladatrészek a megfelels
sorrendben keriilnek feldolgozasra - el8szor a;, majd b;. A (3)-as és (4)-es feltételek
biztositjak a linearis rendezést a feladatrészeken, el6bbi az antiszimmetridhoz, utébbi a
tranzitivitashoz sziikséges. Minden j € J munka feladatrészeinek feldolgozasa kozott
pontosan [; idének kell eltelnie, ez kovetkezik az (5)-0s feltételbsl. Ha az i-ik feladat-
rész a j-ik elstt keriil titemezésre, tehat x; ; = 1, akkor a j-ik feladatrész leghamarabb
az i-ik feladatrész befejezése utan kezdédhet: ezt biztositja a (6)-6s, 'big M’ korlat.

A munkak befejezési idejeinek 6sszege Z(SQJ' + o), 1gy a célfiiggvény modositasa-
val erre, illetve az (1) feltétel elhagyasaval jaefnodell hasznalhato a 1|Coup—Task| ) C;

feladatra.

4.2. Megjegyzés. A C),,, minimalizaldsa ekvivalens a holtid6k minimalizalaséaval.
Ezt a megkozelitést hasznéalja Békésiék masodik modellje [4], ez viszont a ) C; cél-

fiiggvényre nem alkalmazhato.

Lassuk, hogyan alakul az egyes modelleknél a valtozok illetve feltételek szama az

id6sik nagysaganak és a munkak szamanak fiiggvényében:

Modell Valtozok szama | Feltételek szama
Time-index modell O(Mn) O(n+ M)
Sherali és Smith modellje O(n?) O(n?)
Linearis rendezési modell O(n?) O(nf)

3. tablazat. A valtozok és feltételek novekedési iiteme az egyes modelleknél
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5. 1|Coup — Task(a; = a,b; =b)| > C;

A kovetkezSkben ratériink a 1|Coup — Task(a; = a,b; = b)| > C; feladat vizsgé-
latara. Els6ként attekintjiik, hogyan teljesitenek az el6z6 fejezetben ismertetett ma-
tematikai programozasi modellek. Ezt kovetGen bemutatunk egy kozelité algoritmust,
majd kiilénb6z6 modszerekkel javitjuk annak teljesitményét.

Az elemzésekhez sziikséges programkodokat Python nyelven készitettem el, ezek

eredményei keriilnek ismertetésre.

5.1. Egészértéki programozasi modellek

Elgszor megvizsgaljuk, hogyan egyszertisodnek az eléfeldolgozas soran kiszamolando
értékek a vizsgalt feladat esetében.
Az idgindexelt modell elsfeldolgozas részeként sziikséges kiszdmolni a 7, f; és C]t

értékeket:
T, =M—(a+1;+b)
g={t—a+1lt—a+2,t}NT
G={t—(a+l+b)+1,t—(a+l;+D)+2,t}NT.
Sherali és Smith modellénél az 6t eset koziil barmelyik el6fordulhat, hiszen [; tet-

sz6legesen nagy lehet. Nézziik, hogyan alakulnak az r; j és [; ;i értékek:

k Feltételek li jk Tijk
1 - a+1l+b M —(a+1;+0)
2 - a+li+b—M —(a—i—lj—i-b)

a+l; >l +b: a
a+lj<lz+blz—lj+b

a+l; >li+b:—a

a+li<l]‘+bl—<l]’+b—li)
5 l12a+l]+b a ll—lj—b
ljZCL"i‘li‘Fb —(lj—b—li) —a

4. tablazat. A Sherali és Smith modell paraméterei a; = a, b; = b esetén.

A linearis rendezési modellnél nincs sziikség eléfeldolgozasra.
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Lassuk, hogyan teljesitenek az egyes modellek. Azt mértem, atlagosan hany ma-

sodperc alatt oldja meg az adott modell az iitemezési feladatot n fliggvényében. Az a

és b értékeket minden bemenet soran 1 és 10 kozott, mig az [; értékeket 10 és 50 kozott

generaltam. Minden n esetén huisz futtatas eredményét atlagoltam.

n |Iddindexelt modell (s)|Sherali és Smith modellje (s) |Linearis rendezési modell (s)
3 0.175762 0.092697 0.106644

4 0.215539 0.287981 0.391705

) 1.414203 1.785091 2.886351

6 4.970265 14.276776 10.626103

7 7.402631 92.310744 73.964368

8 20.54552 - -

9 48.789491 - -

10 297.800672 - -

5. tablazat. Az egészértékd modellek teljesitménye a 1|Coup — Task(a; = a,b; =

b)| > C; varians mellett.

Minden modellt addig teszteltem, amig el nem értem egy olyan példanyt, amelyen a

fent ismertetett véletlenszert paraméterek mellett mar nem futott le sikeresen a kobdom.

Latszik, hogy kevés munkabol allo feladatok esetében az idGindexelt modell teljesit

a legjobban. Ez azonban nem jelenti azt, hogy a masik két modell haszontalan len-

ne, hiszen ahogy az el6z6 fejezetben lattuk, ha noveljiikk az idGsik nagysagat, ennél a

modellnél né a valtozok szdma a leggyorsabban.

5.2. Kozelité algoritmus

Ahhoz, hogy t6bb munkabol allo feladatokat is kezelni tudjunk, a tovabbiakban egy

kozelité algoritmussal dolgozunk. Bar ez a megkozelités nem garantalja az optimélis

megoldas megtalalasat, lehetévé teszi a nagyobb méretd, sok munkabol allo feladatok

kezelését.
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Fischer és Gyorgyi 2023-ban publikaltak [8] a probléméara egy approximécios al-
goritmust. Az algoritmus elGszor a varakozasi idSk szerint nem csokkend sorrendbe
rendezi a munkakat, majd ebben a sorrendben mohon iitemezi ket. Belattak, hogy az
algoritmus altalanos esetben legalabb 3-kozelits, tehat legfeljebb haromszor nagyobb

célfiiggvény értéket biztosit, mint az optimum, mig a > b esetben legaldabb 2-kozelits.

Algoritmus 1: Kozelit6 alg. - 1|Coup — Task(a; = a,b; =b)| > C;
Input :a,b, l;,7=1...n

Output: 5, j=1...n
1 Rendezziik a munkakat [; szerint nem csokkend sorrendbe;
2 51 :=0;
3 for j=2...ndo

4 L iitemezziik a j munkat a leheté leghamarabb

5 return S;, j=1...n

A kozelit6 algoritmus altal adott iitemezés megad egy fels6becslést az idGsik nagy-
sdgara. Ez felhasznalhaté az idSindexelt modell effektivitasanak novelésére, ha M-et
csokkentjik a kapott fels6becslésre. Az approximéciés algoritmus tesztelésére ezt a
modszert alkalmaztam.

El6szor nézziik, hogyan teljesit az algoritmus, ha az [; értékeket sztik tartomany-
bol generaljuk. Tiz munkabol allo feladatokon vizsgaltam, hanyszorosa az algoritmus
altal adott eredmény az optimumnak. Az a és b értékeket minden esetben 1 és 10
kozott generaltam véletlenszerden. Az [; értékeket az {i,i+1,...,7+ 9} halmazokbol
generaltam ¢ € {10,20...,80} mellett. Mind a hat esetben tiz futtatast végeztem.

Jelolje az algoritmus altal adott eredményt ZC;ZQ . A kovetkezo abran lathatjuk
az ZC;ZQ />.CF " aranyok atlagat az egyes esetekben, illetve hogy a tiz futtatasbol,

hényszor volt egyenls a két érték.
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8. abra. A kozelit6 algoritmus teljesitménye, ha az [; értékeket szik intervallumbol
generaljuk.

Ahogy latszik, az algoritmus egyre jobban teljesit, ahogy a varakozasi idéket novel-
jik. Ez nem meglepd, hiszen az [; értékek novekedésével az algoritmus egyre nagyobb
blokkot tud létrehozni. Ha minl; > na és a > b akkor minden munka elsé feladatré-
sze holtid6 és méasodik feladatjrész feldolgozéasa nélkiil kdveti egymast az iitemezésben,
ahogy a lenti dbrén latszik.

15 20 25 30 35

0 5 10

9. abra. A kozelité algoritmus altal kapott iitemezés, ha minl; > na és a > b
J

Most belatjuk, hogy ez az litemezés optimalis.

5.1. Allitas. Ha van olyan megengedett iitemezés, ahol az els6 feladatrészek iiteme-
zése holtidd, illetve méasodik feladatrész feldolgozasa nélkiil koveti egymést, akkor az

optimalis a 1|Coup — Task(a; = a,b; = b)| > C; feladatra.

Bizonyitds. Tegytik fel, hogy létezik ilyen megengedett iitemezés. Nézziik, valtozik-e a

célfiiggvény, ha a j-iknek iitemezett munkat atiitemezziik a j’-edik helyre, megtartva,
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hogy az els6 feladatrészek litemezése holtidd nélkiil koveti egymast (el6fordulhat, hogy
az litemezés ezutan nem megengedett). Ha j > j/, akkor ennek a munkéanak a befejezési
ideje j' — j-vel csokken, viszont ugyanennyi munka befejezési ideje eggyel nd, tehat a
célfiiggvény nem valtozik. Ugyanigy, ha j < j', akkor az adott munka befejezési ideje
j'—j-vel né, viszont ugyanennyi méasik munka befejezése eggyel csokken. Tehat minden
olyan iitemezés esetében, ahol az elsG feladatrészek litemezése holtidd, illetve masodik
feladatrész feldolgozasa nélkiil koveti egymaést, a célfiiggvény egyenls, mivel barmelyik
két sorrend atrendezhets egymasba munkéak egyesével vald athelyezésével.

Az optimalitas bizonyitasdhoz azt kell még meggondolni, hogy nem adhat kisebb
célfiiggvény értéket olyan ilitemezés, ahol a munkidk nem az allitdsban leirtak szerint
vannak iitemezve. Vegyiink egy ilyen iitemezést. Minden munkat, ha sziikséges, iite-
mezziink annyival hamarabb, hogy pontosan a kozvetleniil el6tte iitemezett munka
elsé részének befejezése utan kezdédjon a feldolgozasa. Ezzel a célfiiggvény csokken.
Elsfordulhat, hogy ez az litemezés nem megengedett, ekkor munkak athelyezésével al-
litsunk el6 egy megengedett litemezést - feltettiik, hogy létezik ilyen. Ezzel taldltunk

az eredetinél kisebb célfiiggvényértéket szolgaltato iitemezést. O]

Ha a < b, akkor sajnos akkor sem kapunk feltétleniil optimalis megoldést az algo-

ritmus altal, ha min > nb. Léassunk erre egy példat.
J

5.2. Példa. Utemezziink harom munkat a kovetkezd értékek mellett a kozelits algo-

ritmussal, majd lassuk az optimalis megoldast.

a:2, b=9 11:27 l2:41 l3:46

T u u i ™ T u -
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65

10. abra. A kozelits algoritmus altal kapott {litemezés

ﬂ !
0 5

10 15 20 25 30 35 40 a5 50 55 60

11. dbra. Az optimalis {itemezés

Az algoritmus &ltal kapott litemezés célfiiggvényértéke: (a+1 +0)+ (2a+ 1o+ b) +
(2a + Iy + 2b) = 155. Ezzel szemben az optimalis célfiiggvényérték: (a +ls +b) + (2a +
lh+b)+ (3a+ I3+ b) = 153.
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Léssuk, hogyan teljesit az algoritmus, ha az [; értékeket tdgabb halmazbol gene-
raljuk. Itt kilenc esetet vizsgaltam a munkak szdma szerint: n = 3...,11. Az a és
b értékeket itt is 1 és 10 kozott generdltam, az [; értékeket pedig 10 és 50 kozott.
Mind kilenc esetben tiz futtatast végeztem. Az atlagolt eredmények a kovetkezs abran

lathatoak:
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12. abra. A kozelits algoritmus teljesitménye, ha az [; értékeket a {10, ...,50} halmaz-
bol generaljuk.

Azt tapasztaljuk, hogy a munkak szaméanak novekedésével az algoritmus gyengiils
tendenciat mutat.

A kovetkezdkben a kozelit algoritmus javitasaval foglalkozunk.

5.3. Lokalis keresés és tabu keresés

Lokalis keresésnek hivjuk azt a modszert, ami egy kezdeti megoldasbol kiindulva
iterativan javitja azt meghatarozott operatorok révén addig, amig el nem ér egy lokalis
optimumot.

A kozelit6 algoritmus csupan mohé médon iitemezi a munkékat egy adott sorrend-
ben, igy egyszertien alkalmazhat6 ra a lokalis keresés modszere: modositsuk a munkak
sorrendjét, majd értékeljiik ki az adott sorrendet mohoén iitemezve a munkikat az 1j
sorrend szerint. Ha taldlunk javulést, frissitsiik a sorrendet.

Vezessiink be két operéatort: az egyik legyen az athelyezés, a mésik a csere operator.

Az athelyezés operator sorban veszi az 0sszes munkat, athelyezi azt minden lehet-

séges helyre a sorrendben, majd mohoén iitemezi a munkakat az 1j sorrend szerint. Ha
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talal olyan iitemezést, aminek a célfiiggvényértéke jobb, mint az eredeti sorrend sze-
rint litemezve a munkédkat, akkor visszaadja ezek koziil a legjobb célfiiggvényértéket

biztosité sorrendet.

Algoritmus 2: Athelyezés operator
Input :a,b,1;,7=1,...,n, sorrend
Output: legjobb megoldés, legjobb sorrend
1 for (i,7),i#j, 4,5=1,...,ndo
helyezziik at az i-ik munkat a j-ik helyre;
iitemzziik a munkakat az 1j sorrend szerint;
if javulds then
L frissitsiik a legjobb sorrendet;

oA WN

6 return legjobb megoldas, legjobb sorrend

A csere operator sorban minden lehetséges modon felcseréli két munka helyét a
sorrendben, majd mohoén {itemezi a munkakat az 4j sorrend szerint. Ezutdn ugyantgy,
mint az athelyezés operator, ha talal olyan litemezést, aminek a célfiiggvényértéke jobb,
mint az eredeti sorrend szerint {itemezve a munkéakat, akkor visszaadja ezek koziil a

legjobb célfiiggvényértéket biztositoé sorrendet.

Algoritmus 3: Csere operator
Input :a,b,1;,j=1,...,n, sorrend
Output: legjobb megoldés, legjobb sorrend
1 for (i,7),i#j, 4,5=1,...,ndo
Cseréljiik fel az ¢ és 7 munkak sorrendben elfoglalt helyét;
iitemzziik a munkakat az 1j sorrend szerint;
if javulds then
L frissitsiik a legjobb sorrendet;

[S. SN M

6 return legjobb megoldas, legjobb sorrend

Nézziink egy-egy példat a két operator miikodésére.

5.3. Példa. Lokalis keresés az athelyezés operatorral

15 20

0 5 10
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25 30 35

10 15 20 25 30

0 5

13. abra. Az athelyezés operator egy lépése
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Az els6nek iitemezett munkat atraktuk az utolsoé helyre, majd ebben a sorrendben

mohon ujratitemeztiik a munkakat.

5.4. Példa. Lokalis keresés a csere operatorral

j _ - - . = -
15 20 35
30 35

0 5 10 25 30

20 25
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14. abra. A csere operator egy lépése

A masodiknak (rézsaszin) és negyediknek (vilagoszold) iitemezett munkak sorrend-

jét felcseréltiik, majd az Gj sorrend szerint mohon iitemeztiik a munkékat.

A lokélis keresés effektivitasat noveli, ha valtakozva alkalmazzuk az operatorokat.
Javitsunk az egyik operatorral, amig van javité lépés, majd valtsunk a méasik opera-

torra. Ezt a folyamatot ismételjiik, mig egy lokélis optimumba jutunk.

Algoritmus 4: Lokalis keresés operatorok valtakoz6 alkalmazéséaval
Input :a,b,l;,7=1...n
Output: 5, j=1...n

1 while az titemezés javithats do

2 while a csere operdtorral javithato az titemezés do

3 L alkalmazzuk a csere operatort;

4 while az eltolds operdtorral javithato az tiitemezés do
5 L alkalmazzuk az eltolas operatort;

6 return legjobb megoldds

A programozasi eredmények ismertetése el6tt vezessiink be még egy modszert a
kozelitd algoritmus lehetséges javitasara.

Az el6bb latott lokalis keresés egy hibaja, hogy ha lokélis minimumba keriil, az
algoritmus régton ledll. Ezt a problémat kezelhetjiik a tabu kereséssel.

A tabu keresés soran megengediink olyan 1épéseket, ami nem javitja a legjobb meg-
oldasunkat, abban az esetben, ha egy lokalis minimumba vagyunk. Hogy elkertiljiik
annak a lehet&ségét, hogy a kovetkezd par 1épés soran visszakeriiljiink ugyanabba az
allapotba, fenntartunk egy tabu listat - ebben taroljuk az utolsonak megtett lépéseket,
amiket nem engediink meg. Ennek nagysagat el6re inicializaljuk, és ha megtelt, a legré-

gebben berakott 1épést toroljik. ElGfordulhat, hogy egy tiltott 1épés egy 11j megoldasba
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visz, aminek célfiiggvényértéke jobb, mint az addig talalt legjobb megoldasunk (tehat
nem csak az aktualis megoldasunknal jobb, hanem a tabu keresés soran talalt eddigi
legjobb): ebben az esetben megengedjiik a tiltott 1épést - ezt aspirdns kritériummak
nevezziik.

A tabu keresés implementalédsanal ugyanigy a csere és az athelyezés mitveleteket

alkalmaztam 1j megoldés keresésére.

Algoritmus 5: Javitis tabu kereséssel

Imput :a,b l;, 7 =1...n, tabu_meret, maz_iter
Output: 5;, j=1...,n

1 inicializaljuk az aktualis sorrendet és koltséget;

2 legjobb megoldéds < aktualis megoldas;

3 tabu lista < flires;

4 for 1 to max_iter do

5 szomszédlista + iires;

6 for (i,7),i#j, i,7=1,...,ndo

7 cseréljiik fel az i és 7 munkik sorrendben elfoglalt helyét;
8 iitemzziitk a munkakat az j sorrend szerint;

9 if a lépés nem szerepel a tabu listdban then

10 L vegyiik fel a szomszédlistaba;

11 else if az ij megoldds jobb, mint a legjobb megoldds then
12 L vegyiik fel a szomszédlistaba;

13 helyezziik at az i-ik munkat a j-ik helyre;

14 iitemzziik a munkakat az ij sorrend szerint;

15 if a lépés nem szerepel a tabu listdban then

16 L Vegyiik fel a szomszédlistaba;

17 else if az uj megoldds jobb, mint a legjobb megoldas then
18 L Vegyiik fel a szomszédlistaba;

19 if a szomszédlista nem idires then

20 valasszuk ki a legjobb lépést;

21 frissitsiik az aktualis megoldast és sorrendet;

22 if az 1ij megoldds jobb, mint a legjobb megoldds then

23 L frissitsiik a legjobb megoldést;

24 adjuk hozza a valasztott lépést a tabu listahoz;

25 if a tabu lista hossza meghaladjo tabu_méret-t then

26 |_ tavolitsuk el a legrégebbi elemet;
27 else
28 alkalmazzunk egy véletlenszerii cserét vagy athelyezést Gj megoldas

elgallitasahoz;

29 adjuk hozza az 1j lépést a tabu listahoz;
30 if a tabu lista hossza meghaladja tabu méret értékél then
31 L Téavolitsuk el a legrégebbi lépést a tabu listabol;

32 return legjobbh megoldds
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Neézziik hogyan teljesit a lokalis keresés operatorok véaltakozo6 alkalmazasaval, illetve
a tabu keresés algoritmus. ElGszor hasonlitsuk 6ssze a teljesitményiiket az optimum-
mal az n = 3,...,10 esetekben. Az a és b értékeket itt is 1 és 10 kozott, mig az [;
értékeket 10 és 50 kozott generaltam. Minden n esetében tiz inputon teszteltem. Jelol-
je a lokalis keresés altal kapott célfiiggvényértéket C’;Ok, a tabu keresés altal kapott
célfiiggvényértéket pedig Y- C1o.
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[ ]
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[}
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Munkék szama

o> Clek/ SO ey Clabu /ST O - - - Atlag 1 (= 1.009) - - - Atlag 2 (= 1.004)

15. abra. A lokalis keresés és tabu keresés teljesitménye az optimumhoz képest.

Mindkét algoritmus kozel optimaélis eredményeket szolgaltatott, viszont ebbdl messze-
mend kovetkeztetéseket nem lehet levonni, hiszen kevés munkabol allo feladatokon a
kozelit6 algoritmus is nagyon jol teljesitett.

Nézziik most, hogyan teljesitenck a javitd algoritmusok a kozelité algoritmushoz
képest. Itt is az a és b értékeket 1 és 10 kozott, az [; értékeket 10 és 50 kozott generaltam.
A tabu lista mérete 10, mig az iteraciok szama 100 volt a tabu keresésnél. Husz
darab 6tven munkabol all6 inputon futtattam mindharom algoritmust. A lokalis keresés
atlagosan 12, 18%-kot, mig a tabu keresés 12, 71%-ot javitott a kozelitd algoritmus altal

adott célfiiggvényértéken.
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6. 1|Coup — Task(l; =1)|>_C;

Ebben a fejezetben a 1|Coup—Task(l; = 1)| > C; feladat vizsgalataval foglalkozunk

az el6z6 fejezet felépitéséhez hasonloan.

6.1. Egészértéki programozasi modellek

Tekintsiik at, hogyan teljesitenek a mar ismertetett matematikai programozasi mo-
dellek. Ehhez elgszor vizsgaljuk, hogyan alakulnak az el6feldolgozéasok soran kiszémo-
lando értékek.

Az id6indexelt modell hasznalatahoz a 7, 5;1 és Cjt- paramétereket sziikséges megha-

tarozni:

Tj:M—(aj+l+bj)
G={t—(ay+1+0b)+ 1Lt —(a;+1+b;)+2,¢tNT.

Sherali és Smith modellénél az 6t eset koziil csak az elsé négy fordulhat els, mivel

minden munka varakozasi ideje egyenls. Nézziik, hogyan alakulnak az r; ;5 és [;

értékek:
k| Feltételek li jx Tijk
1 - a; +1+b; M — (a; + 1+ b))
2 — a+1+b—M —(a; + 1+ b;)
3 1>0, 1>q G2 bt a a4 +1—a

CLj<biI al-+bi—aj

a; ij L —ay

4 lZCLi,Zij —(aj—i—l—ai)
ai<bj:—(aj+bj—a,~)

6. tablazat. A Sherali és Smith modell paraméterei [; = [ esetén.

[tt is azt mértem, atlagosan hany masodperc alatt oldja meg az adott modell az iite-
mezési feladatot a munkak szaménak fiiggvényében. Minden [ € 10,20, . . ., 50 értékhez
ot a; és b; értéket generdltam 1 és 10 kozott. Osszesen tehat minden n-re 25 futtatast

végeztem, majd ezek eredményét atlagoltam. A teszteléseket most is addig végeztem,
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amig el nem értem egy olyan példanyt, amin az adott modell minden rendelkezésre allo

memoriat felhasznélt, és a futtatasi kornyezet 6sszeomlott.

n |Idéindexelt modell (s)|Sherali és Smith modellje (s) | Linearis rendezési modell (s)
3 0.134708 0.043588 0.094660

4 0.301731 0.257005 0.439868

) 0.540930 0.946389 1.814009

6 1.192092 7.191716 6.916243

7 3.215810 38.529877 42.574422

8 9.684820 227.18492 -

9 13.061183 - -

10 22.456726 - -

11 55.687853 - -

7. tablazat. Az egészértékid modellek teljesitménye a 1|Coup — Task(l; = 1) > C;
varians mellett.

Hasonloan a 1|Coup — Task(a; = a,b; = b)|>_ C; feladat esetében kapott ered-
ményekhez, itt is azt tapasztaltam, hogy az idGindexelt modell a leghatékonyabb. A
fentebb véazolt véletlenszertien generalt paraméterek mellett, ezzel a modellel legfeljebb
11 munkabol &all6 feladatokat sikeriilt megoldanom. Ezzel szemben a linearis rendezési
modellel csupan 7 munkabol all6 bemenetekre futott le a programom. Ez nem zarja
ki, hogy egyes konkrét bemenetek esetén nagyobb munkakbol allo feladatokat is meg
tudnak oldani a modellek, csupén az altalam generdlt bemenetek kozott mindig volt

olyan, amit mar nem tudott kezelni.

6.2. Kozelit6 algoritmus

A kovetkezs részben ratériink egy kozelit algoritmus vizsgalatara, amivel lehetévé
valik t6bb munkakbol allo feladatok kezelése.

A 1|Coup — Task(l; = 1)| > C; variansra szintén Fischer és Gyorgyi adtak koze-
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1it6 algoritmust 2023-as publikaci6jukban [8]. Belattak, hogy az algoritmus &altalanos
esetben 3-kozelits, mig az a; = b; megszoritas mellett 1.5-kozelits.

Az algoritmus elGszor rendezi a munkakat a; 4 b; szerint nem csokkend sorrendbe,
majd ebben a sorrendben iitemezi azokat. Ha a soron kévetkezs j munka iitemezhetd
kozvetleniil a;_; feldolgozasa utan holtid6 nélkiil, a C,, , id6pontban, akkor ide iite-
mezi. Ha ez nem megengedett, akkor megprobalja gy titemezni b;,;-t, hogy a bjiq
feladatrész feldolgozasa kozvetleniil b;_; feldolgozasa utan kezd6djon holtidé nélkii, te-
hat a C;_; id6pontban. Ha ez sem lehetséges, akkor a j munkat a b;_; feldolgozasa

utén iitemezi holtidé nélkiil, ekkor S; = C;_;.

Algoritmus 5: Kozelit6 algoritmus - 1|Coup — Task(l; =1)| Y C;
Input : (a;,b;) j=1...n1
Output: (s;)}_, j=1...n

1 Rendezziik a munkakat a; + b; szerint nem csokkend sorrendbe;

2 s1:=0;

3 for j=2...ndo

4 if a; ttemezhetd holtidd nélkil kozvetlendil a;—, utdn anélkil, hogy a

feldolgozdsa egqybeesne eqy mdr titemezett feladatrész feldolgozdsdval then

5 Utemezziik a;-t kozvetleniil a;_; utan;

6 Sj = 8j_1t+aj_1

7 else

8 if b; ditemezhetd holtidd nélkil kézvetleniil bj_y utdn anélkil, hogy az a;
feldolgozisa egybeesne egy madr titemezett feladatrész feldolgozdsdval
then

9 Utemezziik b;-t kdzvetleniil b, _; utén;

10 Sj = Sj—1 + aj—1 + bjfl —aj

11 else

12 Utemezziik a;-t kdzvetleniil b; _; utén;

13 | sji=8j1tai1+ bj—1+1;

Lassiik el6szor, hogyan teljesit az algoritmus az optimumhoz képest. Ahogy mar
lattuk, az idGindexelt modell effektivitasa névelhets, ha az M értéket egy megfelels
Cnae fels6becslésre cseréljiik. A kozelits algoritmus altal adott ilitemezés révén meg-
hatarozhatunk egy ilyen fels6becslést. Ezt a modszert hasznalva 12 munkabol allo
feladatokon teszteltem a kozelit$ algoritmust.

Minden [ € {10, 20, ...,50} érték esetében tiz futtatast végeztem, az a és b értékeket
1 és 10 kozott generaltam. Az atlagolt eredmények a kovetkezd abran lathatoak, ahol

a kozelits algoritmus altal szolgaltatott célfiiggvényértéket > C;‘lg jeloli.
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16. abra. A kozelit algoritmus teljesitménye az optimumhoz képest.

6.3. Lokalis keresés és tabu kersés

Az algoritmus altal szolgaltatott eredmény itt is javithato az elézé fejezetben is-
mertetett lokalis keresés és tabu keresés modszerekkel. A lokalis keresés operatorait
modositjuk ugy, hogy kiértékels algoritmusként az 1|Coup — Task(l; = )| Y C; vari-
ansra bevezetett kozelit§ algoritmust hasznéljak. Ugyanigy modositsuk a tabu keresés
iitemez6 algoritmusét is.

Lassuk, mennyit javitanak az el6zbleg bevezetett kozelité algoritmuson a lokalis
keresés operatorok véltakozo alkalmazasaval és tabu keresés modszerek. Itt is minden
[ € {10,20,...,50} érték esetében tiz futtatast végeztem 50 munkabol allo feladatokra.
Az a és b értékeket 1 és 10 kozott generaltam. A tabu lista mérete 10, mig az iteraciok
szama 100 volt a tabu keresésnél. Az atlagolt eredmények a lenti abran lathatok.
Jelolje a lokalis keresés altal kapott célfiiggvényértéket ZC’;O'“, a tabu keresés altal
kapott célfiiggvényértéket pedig Y Clob.

A lokalis keresés atlagosan 12,33%-ot, mig a tabu keresés 13,93%-ot javitott a

kozelit6 algoritmus altal adott eredményen.
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17. abra. A lokalis keresés és tabu keresés javitdsa a kozelits algoritmushoz képest.
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7. @sszegzés

A dolgozat els6 felében ismertettiik a paros munkak iitemezése feladat altalanos
jellemzGit, attekintettiik a hozza kapcsolodo legfontosabb bonyolultsagi eredményeket,
majd bemutattunk matematikai programozasi modelleket. Ezeket atiiltettiik a legké-
s6bbi befejezési id6 minimalizalasa célfiiggvényrdl a befejezési id6k 0sszegének minima-
lizalasara.

A dolgozat masodik felében a hangsilyt a gyakorlati megoldasi lehetGségekre he-
lyeztiik. Két specialis esetet vizsgaltunk: a 1|Coup — Task(a; = a,b; = b)|>_C;
és a 1|Coup — Task(l; = 1)| Y C; problématipusokat. Mindkét esethez ismertettiink
egy-egy approximacios algoritmust. Bar a korlatozott szamitasi kapacitds miatt csak
kevés munkabol allo feladatokon volt lehetGségiink az optimummal Osszehasonlitani
ezek hatékonysagat, ezeken a bemeneteken azt tapasztaltuk, hogy az algoritmusok a
gyakorlatban jelent&sen jobban teljesitenek, mint amit az elméleti eredmények sugall-
nak.

A kozelits algoritmusokat a lokalis keresés, illetve tabu keresés modszerekkel javi-
tottuk, hogy sok munkabol allé feladatokat is minél jobban tudjunk kezelni. A két
modszer javitédsai kozott nem tapasztaltunk lényeges kiilonbséget, azonban a tabu ke-
resés paramétereinek valtoztatasaval lehet, hogy jobb eredmények is elérhetk lennének

— ezzel a dolgozat keretében nem foglalkoztunk.

Hivatkozasok

[1] Ageev, A. A., Baburin, A. E. (2007). Approximation algorithms for UET schedul-
ing problems with exact delays. Operations Research Letters, 35(4), 533-540.

[2] Ageev, A. A., Kononov, A. V.(2006). Approximation algorithms for scheduling
problems with exact delays. In Approximation and online algorithms, volume 4368

of Lecture Notes in Computer Science (pp. 1-14.).

[3] Baptiste, P. (2010). A note on scheduling identical coupled tasks in logarithmic
time. Discrete Applied Mathematics 158(5), 583-587.

41



[4] Békesi, J., Galambos, G., Jung, M. N.; Oswald, M., and Reinelt, G. (2014). A

branch-and-bound algorithm for the coupled task problem. Mathematical Methods
of Operations Research 80(1), 47-81.

[5] Condotta, A., Shakhlevich, N. V. (2012). Scheduling coupled operation jobs with

exact time-lags. Discrete Applied Mathematics, 160, 2370-2388.

[6] Chen, B., Zhang, X. (2021). Scheduling coupled tasks with exact delays for mini-

mum total job completion time. Journal of Scheduling, 24(2), 209-221.

[7] Elshafei, M., Sherali, H. D., and Smith, J. C. (2004). Radar pulse interleaving for

8]

9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

multitarget tracking. Naval Research Logistics (NRL) 51(1), 72-94.

Fischer, D., Gyorgyi, P. (2023). Approximation algorithms for coupled task sche-
duling minimizing the sumofcompletiontimes. Annals of Operations Research

(2023) 328:1387-1408.

Garey, M. R., Johnson, D. S. (1979). Computers and Intractability: A Guide to
the Theory of NP-Completeness.

Hwang, F. J., Lin, B. M. T. (2011). Coupled-task scheduling on a single machine
subject to a fixed-job-sequence. Computers Industrial Engineering, 60(4), 690-698.

Khatami, M., Salehipour, A., Cheng, T. C. E. (2020). Coupled task scheduling
with exact delays: Literature review and models. European Journal of Operational

Research, 282(1), 19-39.

Orman, A. J., Potts, C. N. (1997). On the complexity of coupled-task scheduling.
Discrete Applied Mathematics., 72(1-2):141-154.

Shapiro, R. D. (1980). Scheduling coupled tasks. Naval Research Logistics Quar-
terly 27(3), 489-498.

Simonin, G., Giroudeau, R., Konig, J. (2011). Complexity and approximation
for scheduling problem for a torpedo. Computers Industrial Engineering, 61(2),
352-356.

Sherali, H. D., Smith, J. C. (2005). Interleaving two-phased jobs on a single ma-
chine. Discrete Optimization 2 348-361.

42



[16] Yu, W., Hoogeveen, H., Lenstra, J. K. (2004). Minimizing makespan in a two-
machine flow shop with delays and unit-time operations is NP-hard. Journal of

Scheduling, 7, 333-348.

43



Nyilatkozat

Alulirott Marké Anna Erzsébet nyilatkozom, hogy a szakdolgozat elkészitése soran
a kovetkezs feladatok elvégzésére alkalmaztam a GPT-40 eszkozt: 5. fejezet abrak
generélasa (29., 35. o.).
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