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Eziton is szeretnék készinetet mondani témavezetdmnek, Kiss Gyorgynek, akinek az ordin
sokat tanultam a véges geometriakrol, melynek nyomdn megszildrdult bennem a gondolat, hogy szi-
vesen foglalkoznék a témakorrel mélyebben is. Koszénom a tartalmas konzultdciokat, ahol értékes
megjegyzéseivel, észrevételeivel €s javaslataival segitette helyes irdanyba terelni a gondolataimat.
Kiilon hdlds vagyok azért is, hogy mindig mindent alaposan dtnézett mdr a dolgozat korai vdzla-
tatban is.

Koszonom az oktatoimnak, akik dtadott tuddsukkal, egy-eqy témakor szépségére ramutatva,
formdltdk a matematika iranti lelkesedésemet, tobbnyire pozitiv iranyba mozditva azt. Kdszénettel
tartozom Szdényi Tamdsnak, aki a kodelméleti eldaddsai mellett, készségesen segitett a blokkold
halmazokkal kapcsolatos kérdéseim megudlaszoldsdban is.

Meleg szivvel gondolok a csalddomra, a bardtaimra, és a Bolyai Kollégium kézdsségére, akik
tdmogatdsukkal és a mindennapjaim szebbé tételével segitették a tanulmdnyaim elvégzését, igy
e dolgozat létrejottét is. Kilon szeretném kiemelni régi bardtomat, Anndt, akinek tdmogatdsa
ennyi €v utdn is toretlen, tovdabbd a szobatdrsaimat, akik hdsiesen tolerdltdk a gyakran vdltozo
bioritmusomat.

Végezetiil, egy kedves bardtom nyomdsdra, kénytelen vagyok megosztani a vizsgaiddszakaim
mélypontjinak eqyik melléktermékét.

- Melyik a legerdsebb mdtriz?
4

- Az egységmdtriz, mert az helyben hagyja az dsszes tobbit.



Attekintés

A dolgozat témaja, a véges terekben vizsgalt altalanositott ivek elmélete, a véges geo-
metria egyik kiemelten aktiv kutatési teriilete. Az iveket elGszor véges sikokon definialtak,
mint olyan ponthalmazok, melyek elemei k6z6tt nincs harom kollinearis. A diplomamunka
soran ennek a fogalomnak egy szokéasos altalanositasat jartuk korbe.

Az n-dimenzios véges térbeli (k,r)-iv olyan ponthalmaz, amely barmely hipersikot
legfeljebb r pontban metsz. Ezek a strukturadk nemcsak tisztdn geometriai szempontbol
érdekesek, hanem szoros kapcsolatot mutatnak kodelméleti fogalmakkal, kiilondsen » = n
esetben, ahol az ivek azonosithatok a maximéalis minimalis tavolsagu (MDS) kodokkal. A
diplomamunka & célja a (k,r)-ivek szerkezeti tulajdonsagainak, teljességi feltételeinek és
méretbeli korlatainak vizsgalata volt.

A dolgozat felépitése a kovetkezd:

Az 1. fejezetben bevezetem a véges tereket, a kapcsolédo fogalmakat, valamint ezek
legfontosabb tulajdonsagait. Ezt kovetGen ismertetem a sikbeli ivek fogalmat, majd be-
mutatok két lehetséges altalanositast, koztiik a dolgozat {6 témajat képezé PG(n, q)-beli
(k,r)-iveket. A fejezet a blokkol6 halmazok targyalasaval zarul, kiilon figyelmet forditva
a sikbeli ivekkel valé kapcsolatukra. A fejezetben, és igy a dolgozat soran is, elsGsorban

A 2. fejezetben bemutatom a sikbeli (k,r)-ivekre vonatkozo klasszikus eredményeket,
majd Barlotti tételének altalanositésa révén felss korlatot adok a PG(n, ¢)-beli (k, r)-ivek
méretére. Végil ismertetem a kodelméleti szempontboél kiemelten fontos PG(n, q)-beli
(k,n)-ivekre vonatkozo eredményeket, kiilon figyelmet szentelve Segre nevezetes sejtésé-
nek, amely szerint n < g — 2 esetén k < ¢ + 1.

Miutan a PG(n,q)-beli (k,n)-iveket, kiilonosen n = 3 esetén mar alaposan tanul-
ményoztak, a diplomamunka soran a PG(3, q)-beli (k,4)-ivek vizsgalatara tértiink ki. A
3. fejezetben az ezekre az ivekre vonatkozd megfigyeléseket mutatom be. A fejezet el-
s6 részében a sikok és az ivek lehetséges metszeteit vizsgalom, és bemutatok egy késébb
hasznosnak bizonyulé Osszefiiggést: az iv mérete és a 4 pontban metsz§ sikok szama egyér-
telmten meghatéarozza az i € {0, 1,2, 3} pontban metsz6 sikok szaméat. Torekedtiink arra,

hogy minél tobbféle modszert, lehetséges kapcsolodo fogalmat és azokra vonatkozd ered-
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ményt felhasznéljunk, a fejezet kovetkezs részében az ezek segitségével kapott korlatokat
targyalom.

A diplomamunka soran cél volt, hogy az elméleti korlatok felallitasa mellett, konkrét
nagyméreti (k,4)-ivekbdl is kovetkeztetéseket vonjunk le. Python kod segitségével kis
primrendd terekben kerestiink ilyen iveket, a 3. fejezet mésodik felében ezt mutatom be.
Végiil nem sikeriilt azon tulmutaté hipotézist felallitani, hogy valoszintileg sokkal kisebb
fels6 korlat is teljesiil annal, ami a dolgozatban szerepel, azonban felfigyeltiink a ¢ = 5
rendd (12, 5)-ivek szabalyossagara, ennek a strukturajat részben kilon vizsgalom.

A dolgozat zarasaként, a 4. fejezetben bevezetem az algebrai kodelmélet legfontosabb
fogalmait, valamint bemutatom a linearis kodok szoros kapcsolatat az altalanositott ivek-
kel. Végiil Ball és Hirschfeld 2005-6s cikkének (|4]) mintajara néhany eredményt is mutatok

a 3. fejezetben leirtak felhasznalasaként.
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1. fejezet

Szikséges el6ismeretek

Eloljaroban tekintsiik at roviden a sziikséges alapfogalmakat és azok néhany egyszert
tulajdonsagat. Ezek nagy része elhangzott az egyetemi tanulmanyaim soran BSc-s vagy
MSc-s 6rakon is, és megtalalhatd Kiss Gyorgy és Szényi Tamés Véges geometriak cimi
konyvében ([12]).

1.1. Affin és projektiv véges terek

1.1.1. Definicié. Legyenek P és £ diszjunkt halmazok, és nevezziik az elemeiket rendre
pontoknak, illetve egyeneseknek. Tovabba legyen az I C P x & illeszkedésnek nevezett
relacio. Ekkor a IT = (P, £, I) harmast projektiv siknak nevezzik, ha teljesiti a kovetkezd

axiomakat:

1. Barmely két kiilonboz6 pont egyértelmitien meghatéroz egy egyenest, vagyis
VP, P, € P-hez dle € £, hogy P, L e és Py I e.

2. Barmely két kiillonb6z6 egyenes pontosan egy pontban metszi egymast, vagyis
Vei #£ ey € E-hez Al P € P, hogy ey I P és ey 1 P.

3. Minden egyenesen legaldbb 3 pont van, vagyis £ barmely eleme legalabb két kiilon-

bozs P-beli elemmel 4all reléaciéban.

4. Minden ponton at legalabb 3 egyenes halad at, vagyis P barmely eleme legaldbb

harom kilonbozs E-beli elemmel 4ll relacidéban.

1.1.2. Tétel. Ha a Il projektiv siknak van olyan egyenese, amelyre pontosan q + 1 pont
wlleszkedik, akkor minden egyenesén q+ 1 pont van, minden pontjira q+ 1 egyenes illesz-

kedik, és a sik dsszesen q* + q + 1 pontot és ugyanennyi eqyenest tartalmaz.



Ha egy (P, &, I) projektiv sik egyik egyenesét és a rajta 1évs dsszes pontot elhagyjuk,
a kovetkez6 fogalom axiomait teljesits struktirahoz jutunk:

1.1.3. Definicié. Az A = (P, &', I') harmast, ahol P’ (pontok) és &' (egyenesek) disz-
junkt halmazok, az I' C P’ x & illeszkedési relacio, affin siknak nevezzik, ha teljesiti a

kovetkezd axidmakat:

1. Barmely két kiilonbo6z6 pont egyértelmitien meghatéroz egy egyenest, vagyis
VP, P, € P'-hez dle € £', hogy PiI'e és Pyl e.

2. Barmely egyeneshez egy rajta nem 1évé ponton at pontosan egy pdrhuzamos egyenes
van, vagyis ha P € P’ és e; € £ nem &llnak relacioban, akkor Jley € €', hogy Pl'es,
de BP' € P’, hogy esI'P'I'e;.

3. Minden egyenesen legalabb 2 pont van, vagyis £ barmely eleme legalabb két kiilon-

boz8 P’-beli elemmel all relacidoban.

4. Minden ponton &t legalabb 3 egyenes halad at, vagyis P’ barmely eleme legalabb
harom kiilonb6z6 £'-beli elemmel &ll relacioban.

Az eljarés visszafelé is miikodik, affin stkbol is tudunk projektiv sikot konstrualni egy
egyenes hozzdadasaval, amelynek a pontjai a parhuzamossiggal definialt osztalyoknak
felelek meg.

1.1.4. Tétel. Ha az A affin siknak van olyan egyenese, amelyre pontosan q pont illesz-
kedik, akkor minden egyenesén q pont van, minden pontjdra q + 1 egyenes illeszkedik, és
a sik dsszesen ¢ pontot és ¢* + q egyenest tartalmaz.

A 1.1.2. illetve a 1.1.4. tételekben szerepls g értéket a Il projektiv, illetve az A affin
sik rendjének nevezzik.

1.1.5. Definicié. Az S véges halmaz néhany kitiintetett részhalmazahoz rendeljiink hozzéa
egy —1 < d < n egész szamot. Ekkor az S egy n-dimenzids projektiv tér, a kitlintetett

részhalmazai pedig a d-dimenzios alterei, ha teljesitik a kovetkezd axiomékat:
1. V —1 < d < n-re 1étezik legalabb egy d-dimenzioés altér, valamint

e 3! (—1)-dimenzios altér, az 0,
e ! n-dimenzios altér, az S,

e a 0-dimenzids alterek pontosan az egyelemi részhalmazai S-nek;

2. ha A C B, ahol dimA =r, dimB = s, akkor r < s, valamint r = s esetén A = B,



3. alterek metszete altér,

4. ha ANB = C, ahol dimA = r, dimB = s, dimC = m, és az A-t és B-t is tartalmazo

Osszes altér metszete t-dimenzios, akkor r + s =m + ¢,
5. az 1-dimenzits alterek mindegyike ¢ + 1 > 3 elembdl all.

A 0-, 1-, 2- és az (n — 1)-dimenzios altereket rendre pontoknak, egyeneseknek, sikoknak és

hipersikoknak nevezziik.

1.1.6. Definicié. Az S projektiv tér dudlis terének nevezziik azt az S* projektiv teret,
melynek k-dimenzios alterei megfelelnek az S (n — k — 1)-dimenzios altereinek, valamint

az illeszkedés a kovetkezd:
Sy C S; az §"-ben <= S D Sy az S-ben.

1.1.7. Tétel (Dualitasi elv). Ha egy T tétel alterekrdl és illeszkedésrdl szol, akkor a dudlis

tétel 1s teljesiil.

A projektiv tér 4. axidmajabol azonnal kovetkezik, hogy Vn-re barmely egyenes és
azt nem tartalmazo hipersik metszete egy pont, barmely két kiilonbo6z6 hipersik metszete
egy (n — 2)-dimenzids altér, valamint két kiilonb6z6 pont egyértelmiien meghataroz egy
egyenest.

Vegyiik az F,, ¢ elemi véges test feletti (n + 1)-dimenzios V11 vektorteret. Legyen
S a V,41 1-dimenzios altereinek halmaza, a kitlintetett részhalmazok pedig V,,,; alterei
és az . A V11 egy (k+ 1)-dimenzids alterének megfelel S-beli részhalmazhoz rendeljiik
hozza a k dimenzidértéket, az ()-hoz pedig a (—1)-et.

Meggondolhato, hogy ez projektiv teret definial, ezt n-dimenzios Galois-térnek, a q-t
a projektiv tér rendjének nevezziik, és PG(n,q)-val jeloljiik. Belathato, hogy pontosan
akkor létezik ¢ elemii véges test, ha ¢ = p" valamely p prim és r pozitiv egész szémra,
valamint az is, hogy minden legalabb 3-dimenziés véges projektiv tér izomorf valamely
PG(n,q) térrel, tehat testtel koordinatazhato. Ehhez definidljuk a F7+'\ {0} elemein a

kovetkezd ~ ekvivalenciarelaciot:
(Vo U1, vey Uy) ~ (W, Wy, ..., wy), ha X € F,\ {0}, hogy w; = Av; Vi € {0,1,...,n}.

Ekkor az ekvivalenciaosztélyok természetes modon megfeleltetheték a V11 1-dimenzids
altereinek. A dolgozat sordn a PG(n,q) kévetkezd homogén koordindtdzdsdat fogom hasz-
nalni: a pontok az Fy*'\ {0} ekvivalenciaosztalyainak azon [v] = (vg,v1, ..., v,) Tepre-
zentansai lesznek, melyekre vy € {0,1}. A tovabbiakban a (vy : vy : ... : v,) jeldlést

hasznaljuk, és a vy = 0 esetben idedlis pontokrol beszéliink.



1.1.8. Megjegyzés. Ugyantugy, ahogy sikban, a PG(n, q) projektiv térbél valamely hipersik
és a rajta lévs pontok illetve alterek elhagyasaval elsallithatjuk az AG(n, q) affin teret. A
koordinatézas konnyen kezelhetGségének érdekében az ideélis hipersikot és annak pontjait,
tehat a [v] = (0: vy : ... : v,) koordinataju pontokat és az [1:0: ... : 0] sikot hagyjuk el.

Természetesen az affin tereket is lehet axiomatikusan definialni, de itt most az egysze-

riiség kedvéért ezzel a szarmaztatassal definidljuk.

Egy ponthalmaz dltal generdlt altérben azok a pontok helyezkednek el, melyek reprezen-
talo vektorai elgéallithatok a generalé ponthalmaz vektorainak linearis kombinaciojaként.
Vagyis a PG(n, q) térben barmely 2 < k < n db ponthoz létezik legalabb egy olyan (k—1)-
dimenzids altér, amely mind a k pontot tartalmazza. Amennyiben pontosan egy ilyen altér
van, nem létezik mindegyiket tartalmazo (k — 2)-dimenzids altér, és a pontokat dltaldnos
helyzetieknek hivjuk. Tovabba tehat a pq, pa2, ..., Pk reprezentalévektori pontok ponto-
san akkor helyezkednek el egy (k — 2) > [-dimenzios altérben, ha barmely (I + 2) elem
Pis, Piss - Piy,, Iészhalmaza linearisan Osszefiiggs, vagyis I(Ai, Ao, ..., Aij2) € Fé“ \ {0},
hogy 2?;21 A;jpi; = 0. Ebbdl kovetkezik, hogy barmely [-dimenzios alteret meghatérozza
[ + 1 altalanos helyzett pontja.

1.1.9. Allitas. A PG(n,q)-beli pdronként kiilonboz6 P, = (pyo : pi1 : - : pin)y Py =
(P20 iP21: - Do)y Po= (Do i Pn1 : -+t Pun) pontok pontosan akkor helyezkednek el

eqy hipersikon, ha linedrisan fliggetlenek, azaz

Pio P11 - Din

P20 P21 ' Pon
. .| =0

Pno Pn1 *°° Pnn

Tehat homogén koordinatakat rendelhetiink a hipersikokhoz is. A p1, p2, ..., Pn vekto-
ru altalanos helyzetii pontokhoz rendeljiik hozza azt a h € IE‘ZJrl normalt vektort, amelyre
>t hi(pj); = 0. Ennek az egyenletrendszernek skalérszoros erejéig pontosan egy meg-
oldasa lesz, hiszen n fiiggetlen egyenlet és n + 1 ismeretlen van. Konnyen ellenérizhetd,

hogy pontosan azon v koordinatavektort pontokat tartalmazza a generalt hipersik, ame-

lyek szintén teljesitik a Y . | hyv; = 0 egyenldséget. A hipersikokra a [hg : hy ... : hy]
jelolést hasznaljuk, és a [1:0: ... : 0]-hoz tartozot idedlis hipersiknak nevezzik.

Az egyenesekhez is hozzarendelhetSk tugynevezett Plicker-koordindtdk, mégpedig a
P=(po:p1:-:pn) #Q =1 (q : q : - : q) pontokat 0sszekots egyeneshez a
lij = pig;—pjqi (i < j), (";rl) hosszisagu vektor. Meggondolhaté, hogy nem szamit, hogyan
valasztjuk ki a két pontot, valamint ezek homogén koordinatak is, tehat egy Pliicker-

koordinatavektor és annak nem nulla skalaris tébbszorose ugyanazt az egyenest hatérozza
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meg. Azonban nem minden (";1) hosszisagu vektor rendelhetd egyeneshez PG(n, q)-ban,

n = 3-dimenzidban példaul a kévetkezSket mondhatjuk.

1.1.10. Allitas. A 0 # (Uij)o<i<j<3 vektor a PG(3,q) egy egyenesének Plicker-koordindta

vektora pontosan akkor, ha
Corlaz + Loalzy + Lozl = 0.

1.1.11. Lemma. A PG(B,Q) tér 0 7£ (= (gij)0§i<j§3 és 0 7£ V= (ggj)0§i<j§3 egyenesei—

nek pontosan akkor van kozos pontja, ha

lorls + Loaliyy + Losliy + Loy lag + Coolsr + Lozliz = 0.
1.1.12. Allitas. A PG(n,q) projektiv térben
n+1}q;

1. a k-dimenzids alterek szama [}

2. adott d-dimenzios altéren keresztili k-dimenzios alterek szama [Z:Z]q,

ahol et A
Hi:O (" —q")

10" —a)

8, =

1.1.13. Definicié. Két ponthalmaz a PG(n, q)-ban projektiven ekvivalens, ha V,,1-ben

linearis transzformécioval egymasba vihetsk.

1.1.14. Definici6é. Legyen .
Qx) = aymi,
i,j=0

kvadratikus alak. A PG(n, q) térben azon pontok halmazat, melyek koordinatéi kielégitik
a Q(x) = 0 egyenletet, a ()-hoz tartoz6 méasodrendii varietdsnak nevezziik. Sikban a
mdasodrendd gorbe, térben a mdsodrendi felilet, magasabb dimenziéban a mdsodrendid
hiperfeliilet kifejezéseket hasznaljuk.

Egy varietas szinguldris, ha a koordinata-rendszer valtoztatasaval elérhetd, hogy a
hozza tartozo alak eggyel kevesebb valtozot tartalmazzon. Ha ez nem teheté meg, akkor

a varietds nemszinguldris.

Belathato, hogy ha ¢ paratlan, egy méasodrendi varietas pontosan akkor szingularis,

ha a varietashoz tartozoé alak matrixa szinguléris.



1.1.15. Tétel. Nemszinguldris mdsodrendt varietdshoz tartozo kvadratikus alak a PG(n, q)

térben paratlan q esetén az aldbbi kanonikus alak egyikére hozhato:

1. Ha n pdros, akkor Q,(x) = Y. 1" x? (parabolikus kvddrika, ha n > 2, és kupszelet

=0 1

n = 2-re).

2. Ha n pdratlan, akkor Q,(x) = > x? (hiperbolikus kvddrika), vagy

i

Qn(x) = 2?2—01 2?2 + ax? (elliptikus kvddrika), ahol o régzitett nemnégyzet elem.

)

A kovetkezd tétel paros ¢ esetén is igaz:

1.1.16. Tétel. Nemszinguldris mdsodrendi varietdshoz tartozo kvadratikus alak a PG(n, q)

térben az aldbbi kanonikus alak egyikére hozhato:

1. Ha n pdros, akkor Q,(x) = 22 +z1x0+4 - - +x_17, (parabolikus kvddrika, han > 2,

és kupszelet n = 2-re).

2. Ha n pdaratlan, akkor Q,(x) = xory + 2223 + + -+ + 212, (hiperbolikus kvddrika),
vagy Qn(x) = f(xo, x1)+xoxs+- - -+xy 12, (elliptikus kvddrika), ahol f irreducibilis

homogén mdsodfoki polinom.

1.1.17. Tétel. A PG(n,q) térben

. z g Id "
1. parabolikus kvddrikdn —qqfll,
n+1 n—1
gz 1)@ % —1)
q—1 ’

2. elliptikus kvadrikan (

n+1 n—1
gz —1)(¢ = +1)
q—1

3. hiperbolikus kvadrikan ( pont van.

Végezetiil vezessiink be egy az affin sikkal szoros kapcsolatban &llo strukturat.

1.1.18. Definicié. Legyenek P és K diszjunkt halmazok, melyek elemeit rendre pontok-
nak, illetve koroknek nevezziik. Legyen tovabbéd az I C P x K illeszkedésnek nevezett
relacio.

Az M = (P, K, I) harmast Mobius-siknak nevezzik, ha kielégiti a kovetkezs axioméa-
kat:

1. P barmely harom kiilonb6z6 eleméhez pontosan egy olyan eleme van K-nak, amely

mindharommal relacioban 4ll.

2. Minden (P, Py, k) C (P x P x K) olyan harmashoz, melyre P, 1 kY P, 3 k' € K,
melyre Py L K' 1 Py és |[K' Nk| = 1.



3. P-nek létezik négy kiilonb6z§ eleme, melyekhez nincs olyan IC-beli elem, amely mind-

egyikkel relacioban all.

1.1.19. Tétel. Ha egy véges Mobius-siknak van olyan kére, melyre q + 1 pont illeszkedik,
akkor a stkon dsszesen ¢> +1 pont és q(q® + 1) kér van, valamint minden kéron g+ 1 pont

helyezkedik el és minden pontjira q(q+ 1) kor illeszkedik.
Ezt a g értéket a Mobius-sik rendjének nevezziik.

1.1.20. Definicié. Legyen P az M = (P, K, I) Mébius-sik egy rogzitett pontja, Kp C K
pedig a sik P-n atmend koreinek halmaza. Ekkor az Mp = (P \ {P},Kp, ) harmast a

Mobius-sik P-szerinti derivdlt sikjanak nevezziik.

Az axiémék ellendrzésével konnyen adodik, hogy:

1.1.21. Lemma. A fent definialt Mp = (P \ {P},Kp,I) affin sik, amelynek rendje

megegyezik a Mobius-sik rendjével.

1.2. Ivek véges sikon, magasabb dimenziés altalanositas

1.2.1. Definici6. Az affin vagy projektiv sik azon k& méretii ponthalmazait, melyeknek
nincs 3 kollineéris pontja, k-iweknek nevezziikk. Amennyiben tartalmazésra nézve maxima-

lis, az v teljes.

1.2.2. Tétel (Bose). g-adrendi projektiv sik barmely k-ivére

+ 1, ha q pdratlan,
I < q qp

q+2, haq pdaros
1.2.3. Allitas. A PG(2,q)-beli
K={1:t:t):teFJu{(0:0:1)}

ponthalmaz (q + 1)-tvet alkot.
Ha q pdros, a KU{(0:1:0)} ponthalmaz egy (q + 2)-iv.

Bizonyitas. Vilagos, hogy |[K| = |F,| + 1. Még azt kell belatni, hogy K semelyik harom

pontja nem kollinearis. Ehhez hasznéljuk az 1.1.9. allitast.

1. A harom pont egyike az idealis {(0:0: 1)} pont. Ekkor

1t ¢
1 t2 t% = t2 - tl 7é 0, hiszen tl; t2 € Fq kiilonbozsk.
0 0 1



2. A harom pont egyike sem az idealis pont. Ekkor meggondolhato, hogy

1t t
1ty t2 | =(t1 —ta)(ta —t3)(ts — t1) # 0, hiszen ¢y, t2, t3 € F, kiilonbozok.
1ty t3

Péros ¢ esetén ezen felill még a (0 : 1 : 0)-t tartamaz6 pontharmasok kollinearitasat

kell ellendrizniink.

1. A masik két pont egyike az idealis {(0: 0: 1)} pont. Ekkor

1t &3
0 1 0|=1#0.
00 1

2. A masik két pont egyike sem az idealis pont. Ekkor

1t &3
1ty 83 |=1t—1t3=(t1 —t2)* #0, hiszen ¢ = 2" és t;,t, € F, kiilonbozok.
01 0

]

Tehéat Bose tétele testtel koordinatazhato sikon éles. Beldthato, hogy péaros ¢ esetén
nem csak az allitasban szerepld KC, de barmely (g + 1)-iv kiegészithets (g + 2)-ivvé, vagyis
a (q + 1)-ivek nem lehetnek teljesek.

1.2.4. Tétel (Segre). Pdratlan rendi PG(2,q) sik esetén minden (q + 1)-iv mdsodrendd

gorbe.
Az iv fogalma tébbféleképpen kiterjeszthetd, lassunk ra két példat:

1.2.5. Definicié. A PG(n,q) és AG(n,q) véges terekben azon ponthalmazokat, melyek-
nek nincs harom kollinearis pontja, stivegnek nevezziik. Egy siiveg teljes, ha nem része

nagyobb siivegnek.

1.2.6. Allitas. PG(3,2)-ben a mazimdlis méretd teljes stivegek pontosan a 8 ponti be-
dgyazott AG(3,2) affin terek (a projektiv térbeli sikok komplementerei).

1.2.7. Allitas. A PG(3,q) térben q > 2 esetén a legnagyobb teljes siiveg mérete ¢*> + 1.

Tovabba ezeket a tér minden sikja metszi és a siiveg bdrmely pontjan pontosan eqy érintdsik
halad at.

A tér elliptikus mdsodrendii feliiletei ¢*> + 1 ponti stivegek.
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1.2.8. Megjegyzés. Vegyiik a siiveg egy P pontjan keresztiili érintésikjat és rajta egy egye-
nest. Ekkor ezen az egy pontban metsz6 egyenesen atmend tovabbi ¢ sik mindegyikén a
siivegnek legfeljebb ¢ pontja lehet P-n kiviil, hiszen barmely siknak P-n keresztiil tovabbi
q egyenese van, amelyeken legfeljebb egy-egy tovabbi pontja lehet a siivegnek. Tehat ¢ +1

ponti siiveg esetén a pontjain keresztiil a nem érintésikok ¢ + 1 pontban metszenek.

1.2.9. Tétel (Barlotti, Panella). A PG(3,q) pdratlan rendd térben pontosan a tér ellip-

tikus mdsodrendi feliiletei a ¢* + 1 ponti stivegek.

1.2.10. Allitas. PG(3,q) tér ¢*> + 1 méretd siivegei Mobius-sikot definidlnak, ahol a sik

pontjai a stveg pontjainak, korei a stiveq nem egypontu sikmetszeteinek felelnek meg.

Bizonyitas. A Mobius-sik definiciéjaban szerepls axidmaéakat ellenérizziik.

Definiciobol adododan a siiveg barmely harom pontja altaldnos helyzeti, egyértelmien
meghataroz egy (nem egypontban metsz6) sikot, igy az 1. axiéma teljestil.

Az 1.2.8. alapjan a siiveg P;, P, pontjaihoz és a II (¢ + 1) pontban metsz6 sikhoz,
melyre P, € II, P, ¢ II, egyértelmten létezik P, P, € II' sik, melyre IT N IT-n nincs
tovabbi pontja a siivegnek. Hiszen barmely két sik metszete egyenes, a Pj-en keresztiil
pontosan egy olyan egyenes van, amelyen a siivegnek nincs tovabbi pontja, és barmely
pont és rajta nem athalaté egyenes egyértelmien meghataroz egy sikot. Igy teljesiil a 2.
axioma is.

A 3. axidma teljesiilése g > 2 esetén nyilvanvalo. m
Ebbdl és az 1.2.7.-bdl persze adodik a kovetkezs allitas.

1.2.11. Allitas. PG(3,q) tér barmely elliptikus kvddrikdja Mébius-sikot definidl, ahol a
stk pontjai a kvddrika pontjainak, a sik kérer pedig a kvddrika nem egyponti sikmetszetei-

nek felelnek meg.

Bar ez a fogalom is hasznos lesz szamunkra, a dolgozatban elsGsorban az iv kovetkezs

altalanositasaval fogunk foglalkozni:

1.2.12. Definicié. A PG(n,q) és AG(n,q) véges terekben r > n esetén (k,r)-iveknek
nevezziik azokat az 2 ponthalmazokat, melyekre teljesiil, hogy Q] = k és semelyik r + 1

pontja nem esik egy hipersikra.

A szakirodalomban t6bb helyen a (k, r)-ivek definicidja azt is megkoveteli, hogy létez-
zen olyan II hipersik, melyre |2 N II| = r. Ez nyilvan csak annyit valtoztat a fogalmon,
hogy emiatt a (k,r —1)-ivek halmazéat nem tekintjiik részhalmazanak a (k, r)-ivekének. Itt
ezt most nem tessziik fel, viszont vegyiik észre, hogy a kovetkezd fogalombol kévetkezik

ez a tulajdonsag is (forditva viszont nem).



1.2.13. Definicié. Egy (k,r)-iv teljes, ha nincs olyan (k + 1,7)-iv, amely tartalmazza.
Jelolje m,.(n, q) azt a legnagyobb k értéket, amelyre létezik (k,r)-iv PG(n, q)-ban.

Ez az érték nyilvanvaloan létezik és véges, hiszen PG(n, q)-nak véges sok pontja van,

illetve ekkor az ivrél azt is tudjuk, hogy teljes.

1.2.14. Definicié. Nevezzik az Q) iv s-szeldinek a PG(n,q) azon II altereit, melyekre

QN TI| = s. Az s = 0 esetben hasznaljuk az elkerild altér kifejezést.

Természetesen (k,r)-ivben a hipersikok, igy minden altér is legfeljebb r-szels. A to-
vabbiakban, amennyiben nem jel6ljiik kiilon az altér dimenzidjat, s-szelé alatt hipersikot
értiink.

Most lassunk egy nevezetes példat PG(n, q)-beli (k,r)-ivekre.

1.2.15. Definici6. PG(n, q)-ban a kivetkezs ponthalmazt momentumgéorbének nevezziik:
Co={(1:t:*:..:t"):teFJU{(0:0:...: 1)}

Ez pont a 1.2.3. allitasban bemutatott (¢ + 1)-iv magasabb dimenziés altalanositasa.
A sikbeli valtozathoz hasonléan belathato, hogy amennyiben ¢ > n, a PG(n,q) barmely

hipersikja legfeljebb n pontjat tartalmazza a C,, momentumgorbének.

1.2.16. Allitas. PG(n,q)-ban a C, momentumgorbe pontjai (q + 1,n)-ivet alkotnak.

1.3. Blokkol6é halmazok

Vegyiik észre, hogy egy PG(n,q)-beli teljes (k,r)-iv r-szel¢ hipersikjai lefedik a tér
Osszes pontjat. Hiszen ha lenne olyan pont, amin keresztiil nincs r-szeld, azt hozzavéve
tovabbra sem sériilne az a feltétel, hogy barmely hipersikon legfeljebb r pontja van az
ivnek, ez viszont ellentmondana a teljességnek.

Tekintsiik az ivet a duélis téren. Ekkor olyan hipersikhalmazt kapunk, amelyre teljesiil,
hogy a dualis tér barmely pontjan legfeljebb r halad at koziiliik. Tovabba az el6z6 megfi-
gyelés alapjan, az iv r-szel6i a dudlis térben olyan ponthalmazt alkotnak, amely minden
hipersikot metsz. Természetes tehat, hogy az altalanos ivek vizsgalatakor koriiljarjuk az

alabbi fogalmat is.

1.3.1. Definici6. Az n-dimenziés projektiv vagy affin tér valamely B ponthalmazat
b-blokkolé halmaznak nevezzik, ha B-nek minden (n — b)-dimenzios altere legalabb egy
pontjat tartalmazza. Az 1-blokkol6 halmazt szokas simén blokkold halmaznak nevezni.

A B minimadlis b-blokkolé halmaz, ha tartalmazasra nézve az.

10



Példaul, ha a PG(2, q) sikon vessziik egy egyenesnek a ¢+1 pontjat, az egy B minimalis
1-blokkol6 halmazt alkot. Valoban, mivel barmely két kiillonb6z6 egyenesnek pontosan egy
metszéspontja van, igy minden egyenesen lesz B-beli pont, és ha B-nek elhagynank egy
pontjat, az azon dtmend, B-t4l kiilonb6z egyenesek nem metszenék az 1j halmazt.

Belathato, hogy PG(2,g)-ben nincs ennél kisebb B blokkol6é halmaz. Ehhez azt kell
észrevenni, hogy egy nem B-beli ponton atmend minden egyenest legalabb egy pontban
kell metszenie B-nek. Az is meggondolhato, hogy PG(2,q) barmely ¢ + 1 pontu blokkold
halmaza egyenes.

A sikbeli eredmény magasabb dimenzios altalanositasa is teljesiil.

1.3.2. Allitas. PG(n,q) egy b-dimenzids altere a legkisebb méretd minimdlis b-blokkolo

halmaz.

1.3.3. Definici6. A B b-blokkol6 halmaz trividlis, ha tartalmazza egy b-dimenziés altér

minden pontjat.

A projektiv tér definiciojabol adédoan, a PG(n, q) hipersikjai adott PG(n — 1, q)-val
izomorf hipersikot (n — 2)-dimenzids altérben, vagyis PG(n — 1, q)-beli hipersikban metsz.
Tehat ha egy hipersikon vessziik annak egy 1-blokkolé halmazat, az a teljes térben is

1-blokkol6 halmaz lesz. Ennél még tobbet is tudunk mondani.

1.3.4. Allitas. A PG(n,q) egy alterének b-blokkold halmaza szintén b-blokkold halmaz a

teljes n-dimenzios térben.

Az allitas megforditasa nem igaz minden esetben, azonban ha vesziink egy b-blokkolo
halmazt, annak egy hipersikkal vett metszete (b— 1)-blokkol6 halmazt alkot a hipersikon.

1.3.5. Definici6é. A B blokkol6 halmaz d-dimenziés, ha B pontjai d-dimenzios alteret

generalnak. A d = 2 esetben a sikbeli blokkol6 halmaz elnevezést hasznaljuk.

1.3.6. Definici6é. A B d-dimenzids valodi blokkol6 halmaz, ha d-dimenzi6s és nem tar-
talmaz (d — 1)-dimenzios blokkol6é halmazt.

A d-dimenzios valodi blokkol6 halmazok meéretének minimuméat f;(g)-val jeloljik.
Hasznéljuk tovabba az r.(q) = fa(q) — (¢ + 1) jelolést.

PG(2,q)-ban méar lattunk egy g + 1 méretd trivialis blokkol6 halmazt. Kézenfekvs
kérdés, hogy a nemtrividlis blokkol6 halmazok mérete mennyivel tér el ettdl.

1.3.7. Tétel (Bruen, Pelikan). PG(2, q)-beli nemtrividalis blokkolo halmaz mérete

fa(q) > q+ /g + 1, vagy mdsképp, r2(q) > /4,

egyenldség esetén a blokkold halmaz eqy \/q-rendi, tigynevezett Baer-részsik.
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Primrendi sik esetén ennél még tobbet is tudunk mondani.

1.3.8. Tétel (Blokhuis). A primrendi PG(2,q) sik nemtrividlis blokkolo halmazainak
méretére fa(q) > % teljestil (tehdt ro(q) > @)

Bruen és Pelikan tétele altalanos esetben is javithato.

1.3.9. Tétel (Blokhuis). Legyen p prim, ¢ = p*"**, h > 1. Ekkor a PG(2,q) sikon

f2(q) = g+ /pq+ 1, vagy mdsképp, r2(q) > \/pq.

Tekintsiik 4t, mit mondhatunk magasabb dimenziéban. Ezek nagyrészt a sikbeli alli-
tasok altalanositasaként jelennek meg, emiatt a sikbeli blokkold halmazok mérete szoros

kapcsolatban all veliik.

1.3.10. Tétel (Heim). Nem-trividlis PG(n, q)-beli blokkold halmaz mérete legalabb f>(q),

eqyenldség esetén a blokkolo halmaz sikbeli.
1.3.11. Tétel (Heim). ¢ > 3 esetén foi1(q) > fe(q), ha fe(q) < 2q, és f3(q) > fa(q) + 2.

1.3.12. Tétel (Heim). Legyen B nem-trividlis b-blokkold halmaz PG(n,q)-ban, n > b
és ¢ > 2. Ekkor |B] > ["1'] + " 'ra(q). Egyenldség esetén B egy VB* kiip, ahol V egy
(b — 2)-dimenzids altér, B* pedig eqy q + 1 + ro(q) ponti sikbeli blokkolé halmaz.

1.3.13. Tétel (Huber). Ha B nem-trividlis b-blokkold halmaz PG(n,q)-ban ¢ > 5, b >
s — 1 és nem tartalmaz s-dimenzids alteret, akkor |B| > [lerl]q + VA Y.
Egyenldség pontosan akkor van, ha B idgynevezett Baer-kip, amelynek csicsa egy (s — 2)-

dimenzids altér, alapja pedig eqy 2(b — s + 1)-dimenzids altér Baer-résztere.

Térjink vissza a (k,r)-ivekre, pontosabban azok dudlisara. Az iv r-szelSinek duéalisa
megfigyeléseink szerint blokkolé halmazt alkotnak, igy az r-szel6k szaméara als6 korlatot
tudunk adni. Es mivel az r-szel6k szama és a (k, r)-iv mérete Osszefiigg, ezzel az iv méretére

vonatkozo6 kovetkeztetést is tudunk levonni. Lassunk erre egy sikbeli példéat.

1.3.14. Allitas. A pdratlan primrendid PG(2,q) sik legkisebb teljes (k,2)-ivének mérete

k> +/3q.

Bizonyitas. A teljes iv 2-szel§ egyenesei (g) pontu blokkol6 halmazt alkotnak a dualis
sikon. Ez rdadésul nemtrivialis, hiszen ha az lenne, akkor az eredeti sikon lenne olyan
pont, amin atmend minden egyenes 2-szel, igy legalabb 1 + (¢ + 1) pontja lenne, ami

Bose (1.2.2.) tétele alapjan nem lehetséges. Ekkor hasznalhatjuk a 1.3.8. tételt, amivel

(-
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1.3.15. Allitas. A PG(2,q) sik legkisebb teljes (k,2)-ivének mérete ¢ = p*"*', h > 1

esetén
k> \/2pM 1 (ph + 1),
q=p*, h>1 esetén pedig
k> \/2ph(ph +1).

Ezek az el6z6hoz hasonldan, a 1.3.9. és 1.3.7. eredményeket felhasznalva lathatok be.

Magasabb dimenziéban késébb fogunk latni hasonlé korlatot.

1.3.16. Definici6. A projektiv vagy affin n-dimenzios tér valamely B ponthalmazat ¢-
szeresen b-blokkold halmaznak nevezziik, ha B-nek minden (n — b)-dimenzios altere leg-
alabb t pontjat tartalmazza.

A B minimadlis t-szeresen b-blokkolé halmaz, ha tartalmazasra nézve az.

A definiciokbol azonnal 1athato, hogy r +t = ["Jfl]q esetben a (k,r)-iv és a t-szeresen
blokkolé halmaz fogalmak egymas komplementerei, s6t minimélis t-szeresen blokkol6 hal-

maz komplementere teljes (k,r)-iv.

1.3.17. Megjegyzés. Az n = 2 esetben a t-szeresen blokkolé halmazokat t-szeresen lefogo

halmazoknak is nevezzik.

A t-szeresen blokkol6 ponthalmazok mérete lényegesen eltérhet azonos dimenzioju affin
és projektiv terekben. Ezt most csak sikbeli példakon érzékeltetjiik, mivel a késébbiekben
csak ezeket fogjuk hasznalni.

A projektiv stkon mar koriiljartuk az 1-szeresen lefogd halmazok méretét, lassuk en-
nek affin verziojat. Az elsg észrevétel, hogy a projektiv sikkal ellentétben AG(2,q)-ben
egy egyenes pontjai nem alkotnak lefogd ponthalmazt, hiszen a vele parhuzamos egyenesek
egyikével sincs kozos pontja. A megfigyelésbdl adodik az otlet, hogy ennek "kijavitédsara"
az egyenes pontjai mellé, valasszunk minden vele parhuzamos egyenesen egy-egy pontot.
Vil4dgos, hogy ennek a ponthalmaznak mar minden affin sikbeli egyenessel lesz k6zos pont-
ja. S6t, meglepd modon az igy kapott 2¢ — 1 pontu lefogd ponthalmaznal nem is tudunk

kisebbet megadni.

1.3.18. Tétel (Jamison, Brouwer, Schrijver). A B 1-szeresen lefogd ponthalmaz méretére
AG(2,q)-ban |B| > 2q — 1 teljestil.

Térjiink at a t > 1, t-szeresen lefog6 ponthalmazok méretére. Ha a sikon valasztunk
egy pontot, amelyet nem tartalmaz a B lefogd ponthalmazunk, akkor a rajta atmend egye-
nesek mindegyikének B-t legalabb ¢ pontban kell metszenie. Ebbsl megkaptuk a kdvetkezs

eredményt.
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1.3.19. Allitas. Minden t-szeresen lefogé ponthalmaznak PG(2,q)-ban legaldbb t(q + 1)
pontja, mig AG(2,q)-ban legaldbb tq pontja van.

A t-szeresen lefogd ponthalmazok miniméis mérete ennél valamivel nagyobb, nézziink

erre néhany eredményt.

1.3.20. Tétel (Blokhuis, Ball). A B t-szeresen lefogo ponthalmaz mérete AG(2,q)-ban,
ahol ¢ = p" valamely p primre, és (t,q) = p°®, |B| > (t + 1)q — p°®.

Felhasznélva, hogy az affin és projektiv sikot egy egyenes hozza- vagy elvételével al-
kothatunk egymasbol:

1.3.21. Kovetkezmény. Legyen q = p" valamely p primre, és (t —1,q) = p°*V. Ha a
PG(2,q) projektiv sik valamely B t-szeresen lefogd ponthalmaza tartalmaz teljes egyenest,
akkor |B] > tq —p ™V +q+1> (t+1)g—t+2.

1.3.22. Tétel (Ball). Ha q pdratlan prim, B t-szeresen lefogo ponthalmaz PG(2,q)-ban,
akkor |B| > max{tq + 2, tq + t}.
Ha tovdbbd t < %, akkor |B| > tq+ 1t + q;r—l > tq + 2t.

1.3.23. Megjegyzés. Ball tétele t = % esetben éles. Ekkor ugyanis egy kipszelet valamint

az un. kiils6 pontjai egyiittesen t-szeresen lefogd ponthalmazt alkotnak.
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2. fejezet

Altalanositott ivek mérete

2.1. Projektiv sikon

Tekintsiik at, mit tudunk a PG(2,q)-beli (k,r)-ivek méretére vonatkozoan. Ekkor,
mivel minden egyenesen (hipersikon) pontosan ¢+ 1 pont helyezkedik el, valamint barmely
két kiilonb6z6 pontnak van kozos egyenese, r > g 4+ 1 esetben a teljes projektiv sik, mig
r = 1 esetben egyetlen pont lenne a legnagyobb méreti (k,r)-iv. Ezen trivialis esetek
kizarasa érdekében a tovabbiakban feltessziik, hogy 1 <r < ¢+ 1.

Az iv egy pontjan dtmend egyeneseken elhelyezkedd pontok szédmanak vizsgalataval

egyszertien megkaphato a kovetkezé korlat:

2.1.1. Tétel (Barlotti). m,.(2,q) <1+ (qg+1)(r—1) = (r—1)q+r, és eqyenldség esetén

r osztoja q-nak.

Az allitas mésodik feléhez azt kell észrevenni, hogy egyenléség esetén minden egyenes
pontosan r vagy 0 pontban metszi az ivet. Ezutan mér csak egy nem ivbeli ponton atmend
egyeneseken 1évS pontokat kell dsszeszamolni (amik persze lefedik a teljes sikot). Erre a

2.2. részben egy altalanosabb esetre vonatkozo bizonyitast is mutatunk.

2.1.2. Tétel (Ball, Blokhuis, Mazzocca, [3|). Pdratlan rendi PG(2,q) sikban 1 < r < q

esetén nincsenek ((r — 1)q + r,r)-vek.

2.1.3. Tétel (Denniston). Pdros q-ra minden r|q-ra létezik ((r — 1)q+ r,r)-iv PG(2,q)-
ban, sét AG(2,q)-ban.

2.1.4. Tétel. Ha r|q ésr < %, akkor PG(2,q) bdarmely (k,r)-wére k < (r — 1)q + %

teljestil.

Osszességében a legjobb, amit 4ltalanosan mondhatunk a PG/(2, ¢)-beli (k,r)-ivek mé-

retére vonatkozoan:

15



2.1.5. Tétel. Ha g =p", és p° = (r,q), akkor

L (r—1)q+ L’”QT‘lj, ha nincs elkerild eqyenes ([4]),

(r—1)q + p°, ha van elkerild eqyenes ([1]).

2.1.6. Tétel (Weiner, [16]). Egy PG(2,q)-beli (k,p°)-ivre, ahol ¢ = p", p > 2 és p° <
%\/ﬁ, teljestil, hogy

1
k< (pe—l)q+pe—;l\/§-

2.2. Magasabb dimenziéban

A tovabbiakban tegyiik fel, hogy n > 3, valamint, hogy n < r < Z;:Ol q'. Mivel
barmely hipersikon pontosan Z?:_()l q" pont helyezkedik el, illetve barmely legfeljebb n
kiilénb6z6 ponthoz van olyan hipersik, amely tartalmazza Sket, r > Z;:ol q" esetben a
legnagyobb iv a teljes PG(n,q), mig r < n — 1 esetben r pont lenne a legnagyobb méretii
(k,r)-iv.

Ekkor a 2.1.1. tétel altalanosithaté magasabb dimenzidéban is. A gondolatmenet egy az
egyben atvihetd annyi kiilonbséggel, hogy az egyenesek helyett az iv olyan hipersikokkal
vett metszetének méretét vizsgaljuk, amelyek metszete egy (n — 2)-dimenzios altér, és

amik igy a metszeten kiviil a tér minden pontjat pontosan egyszer fedik.

2.2.1. Allitas. PG(n,q)-ban m.(n,q) < (r —n + 1)q +r. Egyenldség esetén barmely n

pont legaldbb (n — 1)-dimenzids alteret feszit.

Bizonyitas. Legyen Q2 egy PG(n,q)-beli teljes (k,r)-iv. Legyen tovabba II,,_5 a tér olyan
(n — 2)-dimenzios altere, amelyen a legtobb 2-beli pont van, és d := |I1,,_» N Q|. Ekkor az
ezen atmend hipersikok mindegyikén legfeljebb (r — d) tovabbi pontja lehet {2-nak.
Tovabbé vegylik észre, hogy d > n — 1, hiszen az v teljessége miatt van olyan hipersik,
amely r-szel6 (r > n), és ezen a hipersikon n — 1 pontjat kivalasztva az ivnek, azok egy
legfeljebb (n — 2)-dimenzios alteret feszitenek.
Ezzel, és az adott altéren d&tmend adott dimenzios alterek szaméara vonatkozo (2) azo-

nossagot felhasznélva megkapjuk a kivant fels§ korlatot. O]

2.2.2. Megjegyzés. Ha d = |II,,_o N Q] > n — 1 teljestil egy teljes ivre, akkor az iv mérete
k<(¢q+1)(r—d)+d=(r—d)g+r. Nyilvan d < r. Ebbdl kivetkezik az is, hogy ha egy
PG (n,q)-beli (k,r)-ivre teljestil, hogy k > (r — d)q + r, akkor barmely (n — 2)-dimenzios
hipersikra |II,,_o N Q| < d.
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Az egyenlGség esetét most csak g prim esetén vizsgaljuk. Bar a késGbbiekben enélkiil
is ki fog deriilni, hogy egyenl@ség alig par esetben éallhat fenn, azért lassuk be a kdvetkezd

segédallitast:

2.2.3. Allitas. Legyen q prim, valamint r > ki > kg > -+ > ky, > 0 a hipersikok és az @
metszetének lehetséges méretei. Ekkor, ha m.(n,q) = (r—n+1)q+r teljesil, az (r — k),
(r—ki), (ki —kn) (Vi € {1,...,m — 1}) mindegyike q-val oszthatd, valamint n — 2 > ky,
gy q < r és ha az [r —n + 2,r| intervallumban nincs q-val oszthaté szdm, az ivnek csak
r-szeldi lehetnek.

Bizonyitas. Az el6z6 bizonyités alapjan egyenléség esetén az (n — 2)-dimenzids altérben
elhelyezkedd ivpontok szaméanak maximuma d = n— 1, valamint ha egy (n — 2)-dimenzios
altér (n — 1)-szel6, az azon atmend ¢ + 1 hipersik mindegyike r-szelg lesz.

Ugyanakkor emiatt, ha egy hipersik legfeljebb (r — 1)-szeld, akkor annak barmely
(n—2)-dimenzios altere legfeljebb (n—2)-szel. Tehat ekkor a hipersik is legfeljebb (n—2)-
szelGje lehet az ivnek, hiszen n — 1 pont &ltal kifeszitett altér legfeljebb (n — 2)-dimenzios.

Jelolje ky az iv mésodik legnagyobb, (n — 2)-dimenzids H21_2 altérrel vett metszetének
méretét. Vegyiik észre, hogy ezt az alteret tartalmazza egy hipersik, amin pontosan ez a k;
darab ivpont van. Hiszen II" ,-n keresztiil kell lennie 7-nél kevesebb ivpontot tartalmazo
hipersiknak (kiilonben legalabb rq — gk +r > rq — q(n — 1) + r méretd lenne az iv),
valamint ezeken nem lehetnek tovabbi pontok, mivel ekkor a hipersikon k1 < k < n — 2
pont lenne, ami ellentmond k; definici6janak. Ebbdl az is latszik, hogy barmely HflLQ—n
keresztiili hipersik ki- vagy r-szel6.

Jelolje s, < g a Hf’f_Q—t tartalmazo r-szeld hipersikok szamat (s, > 1, kiilonben csak k;
pontja lehetne az ivnek). Ekkor az iv pontjainak szama (r —n+1)g+7r = ki + (r — k1) s,
vagyis (r —n-+1)qg = (s, — 1)(r — ky), tehat (s, — 1) < ¢, és r —n+1 > 1 miatt g|r — k.

A tovabbiakat rekurzioval tudjuk belatni. Tegyiik fel, hogy V i < [-re belattuk, hogy
q|r — k;. Vegyiink egy kj-szeld Hfj_l hipersikot, amire k_; > k;, és B : ki_q > ki > Ky,
hogy van az ivet k; pontban metszé hipersik. Ekkor van olyan (n — 2)-dimenzios HZZ_Q
altere a hipersiknak, ami tartalmazza a metszéspontokat. Ezen keresztiil az r-szeld, illetve
ki-szels (k; > k;) hipersikok szama rendre s,., s;, a tobbi (> 1) hipersikon pedig pontosan
k; ivpont van. Tehét

-1

(r—n+1l)qg+r=k+(r—k)s + Z(/{?Z — ky)s;,

i=1

amibdl
lf

q(r—m+1) = (sT—1+Zsi> (r—k;)—ZSi(r—ki),

=1
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-1
és mivel | s, — 1+ Z si | < q, kovetkezik, hogy q|(r — k).

i=1
Ha a hipersikok és az iv metszetének méretének minimuma k,, > 0, akkor persze
atirhato q|(r — kp,) — (r — ki) = k; — ky, Vi € {1,...,m — 1} alakra. O

Tehét ha van az ivet elkeriils hipersik, akkor 7 is, valamint barmely hipersik ivvel vett
metszetének mérete is oszthato g-val.

Vegyiik észre, hogy a bizonyitas soran erésen kihasznaltuk, hogy az (n — 2)-dimenzios
altereken 16v6 pontok vagy maximaélis d = n — 1 szamuak, vagy tartalmazza Gket (n — 3)-
dimenzios altér. Igy d > n—1 esetben az m,.(n, q) = (r —d)g+r egyenlSség nem kezelhetd

ilyen egyszertien.

2.2.4. Megjegyzés. qlk; — ki1 > 0 Vi-b6l persze az is adodik, hogy n—2 > (m—1)q, és igy
az n = 2 esetben 1 > m, tehat ¢|r, amit az 2.1.1. sikokra vonatkozé allitassal Gsszevetve
megkapjuk, hogy primrendi sikon egyenlség esetén r = q. Ez azt jelenti, hogy az iv
komplementere egy ¢*> + ¢+ 1 — ((¢ — 1)¢ + ¢) = ¢ + 1 méretd blokkol6 halmaz, amely
1.3.2. alapjan egy egyenes. Tehat az iv pont a PG(2, q)-ba beagyazott affin sik.

2.2.5. Megjegyzés. n = 3 esetén 1 > ki, 1 > (m — 1)q, tehat vagy minden hipersik r és
1 pontban metszi az ivet, vagy r és 0 pontban, vagyis ¢|r — 1 vagy g¢|r. Tehat projektiv

3-dimenzios térben (k,r)-ivre ¢ > r 4+ 1 prim esetén k < (r — 2)q + r.

2.2.6. Allitas. Ha a PG (n,q)-beli (k,r)-ivnek eqy P pontjdra teljesiil, hogy a rajta dtmend
hipersikokon bdrmely m < n pont dltalanos helyzetd, akkor az ivet ebbdl a P pontjdibol
levetitve egy, a pontot nem tartalmazo hipersikjara, eqy PG(n—1,q)-beli (k—1,r—1)-ivet
kapunk.

Ha a P ponton dtmend hipersikok r-, s;-szeldk voltak, akkor a vetiilet szeldi (r — 1)-,

(s; — 1)-szeldk lesznek.

Bizonyitas. Mivel n-dimenziés projektiv térben két pont egyértelmiien meghataroz egy
egyenest, és barmely egyenes és azt nem tartalmazo hipersik metszete egy pont, a vetités
injektiv az fvre nézve. Igy a vetités utan k — 1 kiilonb6z6 pontunk lesz. Tovabba mivel
minden egyenesen legfeljebb 2 pontja van az ivnek, a vetités bijektiv is az ivre nézve.

A vetités utan, a hipersik egy adott [-dimenzios H; alterén pont a PG(n, q)-beli, (H;, P)
generalt (I + 1)-dimenzios altéren elhelyezkeds, nem P ivpontjai lesznek, speciélisan a
PG(n —1,q) tér (n — 2)-dimenzi6s hipersikjain az kapott ivnek legfeljebb r — 1 pontja

van. O

2.2.7. Megjegyzés. Ha a 2.2.1. allitdasban d = n—1, akkor barmely m < n pont is altaldnos

helyzeti, hiszen tegyiik fel, hogy van olyan m < n pont amelyek altal generélt altér
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legfeljebb m — 2-dimenzids. Ekkor hozzavéve tovabbi n — m — 2 pontjat az ivnek, azok

egy legfeljebb (n — 2)-dimenzios alteret generalnanak, amiben igy legalabb n pont lenne.

2.2.8. Kovetkezmény. Ha PG(n,q)-ban van olyan (m.(n,q),r)-iv, amelynek létezik P
pontja, amin dtmend hipersikok barmely (n—2) dimenzids altere legfeljebb (n—1) pontban
metszi az wet, akkor m,(n,q) < m,_1(n—1,9)+ 1, han > 3.

Egyenldség akkor dllhat fenn, ha ebbdl a P pontbol vetitve eqy azt mem tartalmazo

hipersikra, (m,_1(n —1,q) — 1,7 — 1)-tvet kapnunk.

2.2.9. Megjegyzés. A vetités utani (k — 1,r — 1)-ivnek legfeljebb (n — 2) pontja lesz egy
(n — 3)-dimenzios alterén, hiszen tegyiik fel, hogy lesz olyan (n — 3)-dimenzios altér, amin
van n — 1 pont. Ezek a pontok ekkor eredetileg egy (n — 2)-dimenzios alteret feszitettek,
hiszen PG(n, q) minden P-atmend alterén, legfeljebb (n— 1) pont altalanos helyzett volt.
Viszont a vetités miatt a PG(n — 1,q) tér ezen (n — 3)-dimenzios alterének Gsképe egy

P-n keresztiili (n — 2)-dimenzios altér, amin igy P-vel egytitt legalabb n pont lenne.

2.2.10. Kovetkezmény. Ha PG(n,q)-ban van olyan (m,(n,q),r)-iv, amelynek létezik
pontja, amin dtmend hipersikok bdarmely (n—2)-dimenzids altere legfeljebb (n—1) pontban

metszi az wet,akkor m,.(n,q) < My_nis(s,q) +n—s, Vn > s> 2.

Speciélisan m,.(n,q) < m,_,.2(2,q9) + n — 2, tehat felhasznalva a 2.1.1., 2.1.2., 2.2.3.
allitasokat, valamint hogy n < r, az alabbit kapjuk:

2.2.11. Kovetkezmény. Ha n > 3, a PG(n,q)-beli mazimdlis (k,r)-ivek méretére
m’r(”aQ) < (T_n+1>Q+T

teljesiil, eqyenldség esetén pedig (r —n + 2)|q.
Amennyiben q prim, akkor egyenldség esetén r —n + 2 = q, tovdbbd ha ¢ > n — 2 is
teljesiil, az tnek csak r-, (n — 2)-, és 0-szeldi lehetnek.

Ha q pdratlan és v —n + 2 < q teljesil, akkor nem dllhat fenn egyenldség.

2.2.12. Allitas. Ha a PG(n,q)-beli teljes (k,r)-tvre k > (r —n)q +r, akkor

2 ha q pdros,
kor<{? v

¢* —q, ha q pdratlan.

Bizonyitas. A 2.2.2. megjegyzés alapjan a k > (r — n)q + r esetben barmely (n — 2)-
dimenzids altéren legfeljebb n—1 pont van. A teljesség miatt vehetjiik az iv egy r-szelGjét,

ami igy egy PG(n—1, q)-beli (r,n — 1)-ivben fogja metszeni az ivet. Ekkor az ivnek 2.2.7.
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alapjan barmely ((n — 1) — 2)-dimenzios alterén legfeljebb (n — 1) — 1 pontja van. Tehat
alkalmazhatjuk a 2.2.10. kévetkezményt, amibdl

r<mp_1(n—1,q9) <ms(2,q) +n—3.

Alkalmazva Bose tételét (1.2.2.), ¢ paritasatol fiiggden az r—n+1 < gilletve az r—n+2 < ¢
egyenlStlenséget kapjuk, amivel a 2.2.11. allitasbol kovetkezik a kivant egyenlGtlenség. [

2.2.13. Megjegyzés. Tehat ha ((r — n)q + r)-nél nagyobb méretii ivet szeretnénk talalni,
r—n+1 < q is feltehetd.

2.2.14. Megjegyzés. A 2.2.7. megjegyzés alapjan, minden PG (n,q)-beli (k,r)-iv, melyre
k > (r —n)q + r, része egy stivegnek. Hiszen ha lenne harom kollinearis pontja, akkor
ezekhez (n—3) pontot hozzavéve, azok egy legfeljebb (n—2)-dimenzios alteret feszitenének,

tehat d > n, vagyis k < (r — n)q + r teljestilne.

2.3. A PG(n,q)-beli (k,n)-ivek

A PG(n,q)-beli (k,n)-ivek szoros kapcsolatban allnak bizonyos kodelméletben fontos
objektumokkal, igy ezeket mar széles korben tanulmanyoztak. Lassunk néhany eredményt
ezekrol az ivekrdl.

El6szor is, vegyiik észre, hogy a 2.2.11. allitasbol kovetkezGen
mn(n,q) < q+n,

egyenlGség esetén q péros.

Ennél azonban jelentGsen erésebb felsé korlatok is teljestilnek.
2.3.1. Tétel (Ball, De Beule). A PG(n,q)-beli (k,n)-ivek méretére teljesiil, hogy
o haqg=17p" ésn<2p—3, akkor k <q-+1,

e ha q pdratlan és n < }L\/@—i— %, akkor k < q+ 1.

2.3.2. Allitas. A PG(3,q) (k,3)-ivei ¢ > 2 esetén legfeljebb q + 1 pontiak.

Eszrevehetjiik, hogy az allitas paratlan ¢-ra azonnal kovetkezik az el6z6 tételbél, hiszen
ekkor p > 3, vagyisn =3 < 2p — 3.
2.3.3. Megjegyzés. Az 1.1.9. felhasznalasaval belathato, hogy PG(3,2)-ben az 6t alappont,
tehata (0:0:0:1),(0:0:1:0),(0:1:0:0),(1:0:0:0),(1:1:1:1),egy (5,3)-ivet
alkot, hiszen barmely négy vektorbol alkotott matrix determinansa 1 lesz. Ennél nagyobb
méretiit nem is tudunk megadni, hiszen ez pont eléri a g + n fels6 korlatot (ebben az

esetben ¢ =2, n = 3).
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Az 1.2.16. allitasban méar lattuk, hogy a PG(n,q) térben a C,, momentumgorbe pont-
jai (¢ + 1,n)-ivet alkotnak, vagyis az el6z6 allitas éles korlatot ad. Nevezetes, Segre-t6l

szarmazo sejtés, hogy ha n < ¢ — 2, akkor ¢+ 1-nél nagyobb méretii (k, n)-ivek nincsenek.

2.3.4. Tétel (Segre). PG(3,q)-ban pdratlan q > 7 esetén barmely (q + 1,3)-iv projektiv

ekvivalens a momentumgorbével.

PG(3,q)-ben q = 2" esetén nem igaz, hogy a (¢+1, n)-fvek mind ekvivalensek lennének
a momentumgorbével. Ezeket az iveket Casse és Glynn karakterizaltak 1982-ben (]9]),

valamint megmutattak a kovetkezét is:

2.3.5. Tétel (Casse, Glynn, [8]). Ha ¢ > 8 pdros, akkor PG(4,q)-ban barmely (k,4)-iv

meérete k < q+ 1, és eqyenldség esetén az v projektiv ekvivalens a momentumgorbével.

2.3.6. Tétel (Storme, J.Thas, [14]). Legyenn >4, ¢ > (2n—1)? pdros. Ekkor a PG(n, q)
térben a legnagyobb (k,n)-ture k < (q+1) teljesil. Tovdbbd, ha ¢ > (2n—1)?, akkor minden
(q + 1,n)-v projektiv ekvivalens C,-nel.

2.3.7. Tétel (J.Thas). Legyen n > 2, ¢ > n+3, és tegyiik fel, hogy PG(n,q)-ban minden
(¢+1,n)-tv projektiv ekvivalens C,-nel. Ekkor PG(q—1—mn,q)-ban is minden (q+1,n)-iv
projektiv ekvivalens Cy—1_,-nel.

Specidlisan, PG(q — 2,q)-ban léteznek (q + 2,q — 2)-ivek.
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3. fejezet

Teljes (k,4)-ivek PG(3, q)-ban

Lattuk, hogy a PG(n,q)-beli (k,n)-iveket, kifejezetten n = 3 esetén, mar mélyreha-
toan tanulmanyoztak, igy kézenfekvs kovetkezs 1épésként, a diplomamunka sorén féleg a
PG(3, q)-beli (k, 4)-ivekre koncentraltunk. Egyrészt probaltunk minél nagyobb ilyen ive-
ket talalni kis ¢ prim értékekre, masrészt igyekeztiink ezek segitségével megsejteni méret-
re vontakozo6 altalanosabb korlatokat, valamint olyan altalanos ¢-ra megadhaté szabalyos
struktarat talalni, amely (k,4)-ivet alkot.

Mindenekel6tt tegyiink egy hasznos megfigyelést, idézziik fel a 2.2.2. megjegyzést a
PG(3, q)-beli (k, 4)-ivekre vonatkoztatva.

3.0.1. Allitas. A PG(3,q)-ban, ha egy (k,4)-ivnek van hdarom kollinedris pontja, akkor
E<q+4.

Bizonyitas. Legyen () egy (k,4)-iv, amelynek Py, P, P3 egymastol kiilonb6z6 pontjai az
e egyenesre illeszkednek. Ekkor valamennyi e-t tartalmazo sikon legfeljebb egy tovabbi
pontja lehet (2-nak. Tudjuk, hogy barmely egyenesen keresztiil pontosan ¢ + 1 kiilonb6z6
sik megy at, ezzel megkaptuk, hogy 2] <3+ ¢+ 1. O

Ha az ivnek nincs hdrom kollinearis pontja, akkor hasznalhatjuk a 2.2.1. allitas ered-

ményét. Lassunk most erre egy masik tanulsdgos bizonyitést is.

3.0.2. Allitas. PG(3,q) térben a (k,4)-wek mazimdlis méretére teljesiil, hogy

Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy ha egy (nem teljes) (k, 4)-iv legalabb 3-szel§ sikjai lefedik
a PG(3, q) tér 6sszes egyenesét, akkor barmely két pont hozzavételével keletkezik olyan sik,
amelyen legalabb 5 pont van. Valoban, tegytiik fel, hogy a P;, P, pont hozzavételével még
nincs legaldbb 5 pontos sik. Ez azt jelentené, hogy az altaluk meghatarozott egyenesen

keresztiil minden sikon legfeljebb 2 pont lehetett, ami ellentmond a lefedettségnek.
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Tegyiik fel, hogy a (k,4)-ivnek van olyan i-szel6 egyenese, amely nincs lefedve 3- vagy
4-szel6vel (i < 2). Ekkor a rajta atmend sikok mindegyikén legfeljebb 2 —i pontja lehet az
ivnek, vagyis k < (¢ +1)(2 — i) < 2q + 2. Az el6z8 észrevételt felhasznélva ekkor viszont
megkaptuk, hogy ha k = 2¢ + 3, akkor legfeljebb egy pont veheté méar csak az ivhez,
amibdl megkaptuk az allitast. O

Bar a szakdolgozati munka soran ezzel nem foglalkoztunk, ebbdl az is latszik, hogy
az egyeneseket lefogd sikhalmazokra vonatkozd eredmények felhasznaldsaval is lehetne
kovetkeztetéseket levonni PG(3, ¢)-beli altalanositott ivek méretével kapcsolatban.

Az utobbi tétel jol mutatja, hogy a (k,4)-ivek maximalis méretének vizsgalata soran
azzal az esetettel érdemes foglalkozni, amikor az ivnek barmely harom pontja altaldnos

helyzeti.

3.1. SzelGsikok szama

El6szor néhany kombinatorikai megfigyelést tesziink abban az esetben, amikor a PG(3, q)-
beli € teljes (k,4)-ivnek nincs harom kollineéris pontja.

Jeloljiik S;-vel a PG(3, q) sikjainak azon halmazat, melyek pontosan ¢ pontban metszik
a Q) fvet (i-szel6k), tovabba egy adott A C ) részhalmazra S;-val azokat az i-szel§ sfkokat,
melyek tartalmaznak minden A-belit.

Vilagos, hogy ha P, () € () kiilonb6z6 pontok, akkor

[Sol + [S1] + [Sa| + |Ss| + [Sal = ¢° +¢* + g +1, (3.1)
ST+ 1851+ ISTI 1871 = ¢ +a+ 1, (32

P, P, P,
S 1S+ 1S =g+ 1. (33)

Valamint ha vesziink egy e egyenest, akkor az v rajta lévé 2 N e pontjain kiviili
(k—|Q2Nel) pontja az e-n atmend szelkon helyezkedik el, mindegyik pontosan az egyiken,
tovabbé az i-szel6kon pontosan i — |2 N e| pont van. Tehat

4
E—|Qnel= > (i—|Qnel)-[Sf|. (3.4)
i=|QNe|+1

Vizsgéaljuk meg, mi torténik, ha adott P € Q ponton atmend sikokat a rajta dtmend
2-szel6 egyenesek segitségével szamoljuk meg. Ekkor minden sikot pontosan annyiszor

szamoltunk, ahdny P-n keresztiili 2-szel6 egyenes van rajta:

STsiPU =St Y0 s =288 Y 1SS =1s7. (35)

QeP QeO\P Qe\P
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Hasonl6an, amennyiben a tér sikjait az egyes pontokon atmené sikok segitségével sza-

moljuk meg, a kovetkezs Osszefiiggéseket kapjuk:

D ISTI =418, Y 1881 = 3I8sl, D IS5 = 2ISal, Y IS = |Sil- (3.6)

PeQ PeQ) PeQ PeQ

Ezeket felhasznalva megkaphatjuk a kovetkezd allitést:

3.1.1. Allitas. A PG(3,q)-beli Q (k,4)-tvek adott P pontjin dtmend i-szeldsikjainak

szdama meghatdrozhato a ponton dtmend 4-szeldk szdmdbol, a kovetkezd dsszefiliggésekkel:
o 1571= (%) = 31871,
o [5]=(k—1)(qg+3—k)+3[S{],
o ISfl=+q+1=(k=1+1)+ (") — S]]

Bizonyitas. A 3-szel6kre vonatkozo Osszefiiggéshez azt kell meggondolni, hogy ha a P
ponthoz vélasztunk két kiilonb6z6 pontot, akkor azok egy 3- vagy 4-szel6t fognak meg-
hatarozni. Ily m6édon minden P-n keresztiili 3-szel6t pontosan egyszer, a 4-szel6ket pedig
pontosan (3) = 3-szor kapjuk meg.

A (3.5) egyenleteket Gsszeadva és a (3.3) azonossagot felhasznélva, majd behelyette-
sitve az |SY| = (k 1) — 3|ST| egyenléséget kapjuk, hogy

k—1
(k= Dfa+ ) =3is?]+ 2571 +157] =2(" 5 1) <31t 41871

Ezt atrendezve, megkapjuk a 2-szelGkre vonatkozo Osszefiiggést.

Ezutan a (3.2) egyenletet, valamint az el6bbi azonossagot felhasznéalva kapjuk, hogy
2 P k-1 P k-1 P P
1=+ - 20 st (1) < sist e st

ami atrendezve pont az 1-szel6kre vonatkozo egyenlGség. O

3.1.2. Allitas. A PG(3,q)-beli Q (k,4)-ivek szeldsikjainak szama egyértelmiien meghatd-

rozhato a 4-szeldk szamdbol, pontosabban, a kovetkezd dsszefiiggések teljesiilnek:
o S5 = (§) —4[Sul,
o |So| = (5)(q+3—k)+6|S4l,
o [Si|=k(@P+q+1—(k=D(g+1)+(*}") — 48],
o Sol=+@+q+1-k(@+q+1)+ () q+1)— () +1S4].
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Bizonyitas. Ha vessziik az Osszes lehetséges pontharmast 2-bol és a rajuk illeszkedd si-
kokat, akkor megkapjuk az 6sszes 3-és 4-szel6 sikot, az el6bbieket egy, az utébbiak mind-

egyikét pontosan négy harmas esetén, tehat

k
1S5] + 4[Sy| = (3)

Felhasznélva az el6z6, 3.1.1. allitast egyenleteit, azokat VP € ()-ra 6sszegezve, majd a

(3.6) azonossagokat behelyettesitve megkapjuk a 2- és 1-szel6kre vonatkozo egyenléségeket

S 15l =k (o 1= =D+ (1)) - s

PecQ PeQ

|51|:k<q2+q+1—(k—1)(q+1)+ (kgl)) —48y).

18.

Valamint

2|S,| = Z ISP = k(k —1)(g+ 1) —2k<kgl) +3Z |ST,

PcQ PeQ

tehat

. k(k—12)(q+1) _k<k:;1

) s
Ezutén a fenticket és a (3.1)-et felhasznalva, megkapjuk az elkeriils sikok allitasban

szerepld szamat. O

3.1.3. Allitas. Legyen P € Q, és a A ¢ Q olyan pont, amely nincs rajta az v pontjai

dltal meghatdrozott egyenesek egyikén sem. Ekkor
o [STA+ 21854 + 3187 =k -1,
o S5+ 3183 + 6157 = (5).

Bizonyitas. A PA egy 1-szel6 egyenesen atmend szelGsikok segitségével a pontokat meg-
szamolva, a (3.4) azonossag alapjan megkapjuk az allitas elsé felét.

Ha a A pont mellé valasztunk két tetszéleges ivbeli pontot, azzal meghataroztunk egy
legalabb 2-szel6 sikot A-n keresztiil. Ekkor minden i-szel6t (i > 2) pontosan (;) pontpar
esetén szamoltunk, igy kapjuk a méasodik azonossagot.

Az allitas masodik fele az els6bdl is megkaphaté, hiszen ha VP € Q-ra felirjuk, majd
a k egyenletet Osszegezziik, az i-szel6k (i > 2) mindegyikét pontosan i-szer kapjuk meg.
Tehat a

28| +3-2-182| +4-3-|82| = k(k—1)

egyenlethez jutunk. O
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3.1.4. Allitas. Legyen az Q egy PG(3,q)-beli (k,4)-i, ahol k > q+ 5. Ekkor

(k—1Dk—-q—3)
3

k(k—1)(k—q—3)

< |S8P.
T <|Si|

< |S4| €sVP € Q-ra

Specidlisan |S§| > 2(q +4) és |Sy| > (q+5)éQ+4)'

Bizonyitas. A 3.0.1. allitas alapjan az ivnek nincs harom kollinearis pontja, tehét tet-
szoleges @ € Q\ P pontra k — 2 = |S49| 4+ 2|859 < ¢+ 1+ |SF9|. Ezt megfelelsen

atrendezve, majd Osszegezve a P-t6l kiilonb6z6 ivpontokra, a (3.5) alapjan kapjuk, hogy

P,
k(k—q=3)< > 18" =3|S]|,
Qen\P
majd a (3.6)-tal, hogy

k(k—q—3)<3> |S7]=12[S,|.
pPeQ

3.2. Ivek meérete

ElGszor vizsgaljuk meg a ¢ = 2 esetet. Ekkor a 2.2.1. allitasbol kovetkezik, hogy k£ < 8,
és egyenlGség esetén az ivnek nincs 3 kollinearis pontja, vagyis stiveg. Ekkor viszont az
1.2.6. allitast felhasznalva azt kapjuk, hogy a (8,4)-ivek PG(3,2)-ben pontosan a projektiv
térbe bedgyazott AG(3,2) maximalis siivegek, hiszen AG(3,2) minden sikjan pontosan 4
pont van.

A tovabbiakban csak ¢ > 3 esettel foglalkozunk. A 2.2.3. és 2.2.11. allitasok specialis
eseteként megkaphatjuk az alabbiakat.

3.2.1. Allitas. Ha q # 3, akkor m4(3,q) < 2q + 3.
Ha q = 3, akkor m4(3,q) < 2q + 4, egyenldség esetén az ivnek csak 4- és 1-szeldi

vannak.

3.2.2. Megjegyzés. Feltéve, hogy nincs harom kollinearis pontja az ivnek, az allitds masodik
fele a 3.1.1. felhasznélasaval is azonnal kovetkezik. Eszerint az {v barmely P pontjara
0 < I|SP|+|SF| = (k- 1)@, vagyis k < 2q + 4 teljesiil, és a k = 2g + 4 esetben
nincsenek 3- és 2-szelGk.

Vegyiik észre, hogy ¢ = 3-ra fennall az allitasbeli egyenléség, s6t az (my(3,3),4)-ivek
pont a PG(3,3) tér elliptikus kvadrikai. Hiszen ha my(3,3) > g+ 4 = 7, akkor a 2.2.14.
megjegyzés alapjan az iv része egy siivegnek, igy legfeljebb ¢?> + 1 = 10 pontja lehet.
Mivel az 1.2.8. szerint, ¢> + 1 pontt siivegnek barmely sik legfeljebb ¢ + 1 = 4 pontjat
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tartalmazza, (10,4)-iv is. Az 1.2.9. alapjan ¢ = 3-ra a maximalis stivegek pont az elliptikus
kvadrikak, és ezzel az 1.2.10. alapjan azt is megkaptuk, hogy PG(3,¢)-ban a maximaélis
méreti (k,4)-ivek pontjai Mobius-sikot alkotnak.

A fejezet elején megallapitottuk, hogy azt az esetet érdemes vizsgalni, amikor az ivnek

nincs harom kollinearis pontja. Ez valojaban a 2.2.8. specialis esete.

3.2.3. Allitas. PG(3,q)-ban, ha egy (k,4)-tvnek nincs hdarom kollinedris pontja, akkor

Tovabba, vegyiik észre, hogy teljesiilnek a 2.2.6. allitas feltételei is. Eszerint, ha a
PG(3, q)-beli (k,4)-ivnek nincs harom kollinearis pontja, akkor az ivet egy P pontjabol
levetitve valamelyik, a pontot nem tartalmazé sikra, egy PG(2,q)-beli (k — 1,3)-ivet
kapunk.

Tekintsiik at, milyen kévetkeztetésekre juthatunk ezekbdl, és a 2.1. részben bemutatott

sikbeli ivekre vonatkozo eredményekbdl.

3.2.4. Kovetkezmény. (2.1.4) Ha 3|q és 12 < q, akkor PG(3,q) barmely (k,4)-ivére
k < 2q+ 3 teljesiil.

Vegyiik észre, hogy a 3.2.1. allitasnal ez nem mond jobbat.

3.2.5. Kovetkezmény. (2.1.6) Egy PG(3,q)-beli (k,3)-ivre, ahol ¢ = 3", 36 < ¢:

1
3.2.6. Kovetkezmény. (2.1.5) PG(3,q) barmely (k,4)-ivére

2q + L%J + 1, ha van olyan pontja az ivnek, amelynek nincs 1-szeld sikja

k<

2¢+s+1, ha van olyan pontja az ivnek, amelynek van 1-szeld sikja,
ahol s = (3,q), tehdt 1 és 3 értéket vehet fel.
Ezekbdl és a 3.2.1. allitasbol a kovetkezs korlatokhoz jutunk:

3.2.7. Kovetkezmény. PG(3,q) barmely (k,4)-ivére, ahol ¢ > 3 és n, = L%J +1,

(
2¢g+1, haq>8 és van olyan pontja az tvnek, amelynek nincs 1-szeld sikja

2q9+2, ha3fq>8 és az iv minden pontjinak van 1-szeld sikja

29+ 3, ha3|qg > 8 és az W minden pontjanak van 1-szeld sikja

k<42¢+n, ha3dfq<8 ésvan olyan pontja az tnek, amelynek nincs 1-szeld sikja
2g+2, ha3fq <8 éswvan olyan pontja az tvnek, amelynek van 1-szeld sikja

2q+3, haq=3 és van olyan pontja az ivnek, amelynek nincs 1-szeld sikja

(2¢ +4, ha q = 3 és az v minden pontjdnak van 1-szeld sikja.
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Ezek a korlatok g € {3,5} esetén élesek, PG(3,3)-ban mar lattuk, hogy létezik (10, 4)-
iv, illetve PG(3,5)-ban a (12,4)-ivre késébb latunk példat.

A 3.1. rész alapjan néhany tovabbi, ennél jobb felsg korlatot tudunk mondani.
3.2.8. Allitas. Ha az Q (k,4)-tvnek 3P € Q pontja, amelyre |ST| =0, akkor ¢ < 3.

Bizonyitas. Hasznéljuk a 3.1.1. allitast. Eszerint |S'| = 0 esetben

k-1
ISf|=q2+q+1—<k—1)(q+1)+( 5 )

tehat
ISP = (") -3 (> +q+1—(k—1)(g+ 1)+ (") = =3¢*+3q(k—2) — (k—2)(k—4).

Mivel a 3-szel6k szdma nemnegativ, 0 < —3¢* + 3q(k — 2) — (k — 2)(k — 4), ami a

kovetkezd alakra hozhato:
9(2¢ +2 — k)*> + 3(k — 6)* < 16.

Figyelembe véve, hogy ¢ és k nemnegativ egész szamok, azt kapjuk, hogy k € {4,5,6, 7,8},
tovabbé a [2¢+2 — k| = 0, vagy a |2¢+2 — k| = 1 egyenlGségnek teljesiilnie kell. Az elgbbi
esetben g € {1, 2,3}, az utobbi esetben pedig ¢ € {1,2,3} értékek teljesitik a feltételeket.

]

3.2.9. Allitas. Ha 3/q > 4, akkor k < 2q + 2.

Bizonyitas. Az el6z6 allitas szerint ¢ > 4 esetén az iv barmely P pontjara teljestil,
hogy |ST| > 1, vagyis az ivet egy pontjabol levetitve a projektiv sikra, azon lesz elkeriils
egyenes. Ekkor a kapott (k — 1, 3)-iv komplementere a PG(2, q) sikon egy olyan B,

(¢ +1) — 3 = (¢ — 2)-szeresen blokkol6 halmaz lesz, amely tartalmaz egyenest.

Igy az 1.3.21. allitas alapjan
Bl 2 (¢ —2)g—p"+q+1
teljesiil, ahol p® = (¢, ¢ — 3). Vilagos, hogy 3 fq > 4 esetén p® = 1, tehat megkaptuk, hogy
k—1=¢"+q+1—|B|<2¢+1.
0

3.2.10. Megjeqyzés. Az el6z6 szamolas ¢ = 3", h > 2 esetben k < 2q + 3-at ad, hiszen
ekkor p® = (¢,q — 3) = 3.
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3.2.11. Kovetkezmény. PG(3,q) barmely (k,4)-ivére, ahol ¢ > 3

(2q+2, ha 3fq > 4,

b < 2q+4—i\/§, ha 3" = q > 36,
10, ha q = 3,
L 29 + 3, ha q € {9,27},

tovdbbd a q = 3, k = 10 esetben az v minden pontjinak van 1-szeld sikja.

3.2.12. Megjeqyzés. A 3" = q > 36 feltétel valojaban azt jelenti, hogy g = 3" és h > 4,
tehat 2 + 4 — %\/ﬁ < 2¢+4 - %, vagyis mivel az ivek mérete egész szam, k < 2q + 1
teljesiil.

Ezzel a 2.2.10. allitas speciélis eseteként kapunk egy magasabb dimenziobeli korlatot
is. Az allitas az s = 3,7 = n + 1 értékekkel a m, 1 1(n,q) < my(3,q) + n — 3 Osszefliggést
adja, amelyre alkalmazhatjuk a 3.2.11. kdvetkezményt.

3.2.13. Kovetkezmény. A PG(n,q)-beli (k,n + 1)-ivek esetében tejesiil, hogy

'2q+n—1, ha 3)q > 4,

L < 2¢+n+1—-13/q ha3"=q>36,
n+7, ha q = 3.
(2 +n, ha q € {9,27},

A 2.2.11. ennél valamivel gyengébbet mond, mégpedig, hogy m,1(n,q) <2g+n+1

és egyenldség esetén 3|q.
3.2.14. Allitas. PG(3,q)-ban q > 2 esetén my(3,q) > ms(3,q) +1=q+2

Bizonyitas. A (k,3)-ivhez hozzavéve egy pontot minden sikon legfeljebb 4 pontja lesz
az ivnek, igy (k + 1, 4)-ivet kapunk.

Lattuk, hogy a C3 momentumgorbe (g + 1, 3)-ivet alkot PG(3, ¢)-ban, igy ehhez még
egy pontot hozzavéve (q + 2, 4)-ivet kapunk. O

Ahogy azt az 1.3. részben mar megallapitottuk, a PG(3,q)-beli Q2 (k,4)-ivhez tarto-
z6 S, halmaz a duélis térben blokkolé halmazt hatéaroz meg. Vegyiik észre, hogy ¢ > 3
esetben ez nem lehet trividlis. Ellenkez§ esetben a duélis téren a blokkolé halmaz tartal-
mazna egyenest, igy az eredeti PG(3, ¢)-ban lenne olyan egyenes amelyen at minden sik
4-szel6. Ekkor viszont 24 2(q+ 1), 14+ 3(q+ 1), vagy 4(q + 1) pontja lenne az ivnek attol
fiiggben, hogy az egyenes 2,1 vagy 0 pontban metszi. Ez viszont ellentmond az fentebbi
megallapitdsoknak.
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Tehat alkalmazhatjuk az 1.3.12. tételt, amely alapjan
|Saf = [{], +72(q) = g+ 1+ 72(q),
vagyis felhasznélva, amit r4(¢)-r6l tudunk, megkapjuk, hogy
+1 )
q+1+ %=, , ha g prim,

IS4 > < g+ 14+ /pg, ,haq=7p**' h>1,pprim, (3.7)
q¢+1+./q ,hag=p* h>1, pprim

3.2.15. Allitas. PG(3,q)-ban a legkisebb méreti teljes (k,4)-iv mérete, melynek nincs

hdarom kollinedris pontja,

/36(q+ 1), , ha q prim,

k> q /24phti(ph + 1), , ha q=p*"*', h > 1, p prim,

&24ph (ph + 1), . ha qg=p*, h>1, p prim.

Bizonyitas. Hasznaljuk, hogy

k
() =1l + dlsil = aisi|

majd alkalmazzuk a (3.7) egyenl6tlenségeket, illetve felhasznaljuk, hogy % > (g) O

Tovabba, mivel az S, dualisa altal definialt blokkolohalmaz nem tartalmaz sikot sem

(hiszen egyenest sem), g > 5-re alkalmazhatjuk az 1.3.13. tételt is. Eszerint

Sl = [, +Va(l+q) = (¢ + D(Va+ 1), (3.8)

amivel lényegesen jobb also korlatot tudunk mondani.

3.2.16. Allitas. PG(3,q)-ban a legkisebb méreti teljes (k,4)-iv mérete, melynek nincs

hdarom kollinedris pontja,

k> {240+ (/G +1).

Bizonyitas. Az el6z6 allitashoz hasonloan, ezuttal a (3.8) egyenl6tlenség felhasznalasé-

val, azt kapjuk, hogy

k
<3) = |Ss| + 4|S4| > 4|S4| > 4(¢+ 1)(Va + 1),

amibdl kovetkezik az allitas. O]
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3.3. (k,4)-ivek keresése

Lattuk, hogy PG(3, q)-ban a (k,4)-ivek ¢ > 4 esetén legfeljebb 2¢+2 ponttiak lehetnek.
Ennél jobb felss korlatot altalanos esetben nem sikeriilt talalni, viszont kivancsiak voltunk,
vajon mennyire éles, ezért megprobaltunk minél nagyobb méretd iveket talalni. Ehhez
Python programkodot irtam, ami a megfelel6 projektiv tér pontjainak generalédsa utan,
specialis ponthalmazok segitségével, random pontok mohén hozzéavételével keresett {veket.

A Kkeresés soran a két f6 irany meglévé specialis ponthalmazok kiegészitése, valamint
mas specialis halmazokbol pontok kivélasztasa volt.

Elevenitsiik fel a 2.2.14. megjegyzést. Eszerint PG(3, ¢)-ban minden k > ¢ + 4 méreti
(k,4)-iv része egy siivegnek, igy ha legalabb ekkorat szeretnénk talalni, az elemeit érde-
mes egy maximalis méretd siiveg, példaul elliptikus kvadrika pontjai koziil kivalasztani.
Fontos azonban, hogy nem minden siiveg egészitheté ki maximalis mérettivé, léteznek a
maximalisnal kisebb méretii teljes siivegek is, azaz vannak olyan ivek, amiket igy nem
talalhatunk meg. Viszont most a cél nem a maximalis, hanem egy minél nagyobb méreti
(k,4)-iv megtalalasa volt, igy elsd iranyként elliptikus kvadrika pontjaibél indultunk ki.
Ez f6leg nagyobb g értékekre bizonyult hasznosnak, mivel igy a ¢® +¢? +q-+1 pont helyett
csak ¢® + 1 pontot kellett figyelembe venni, ami mar g = 7-nél jelentSsen csokkentette a

futasidast.

3.3.1. Allitas. Ha a PG(3,q)-beli (k,4)-iv része eqy K elliptikus kvddrikdnak, akkor
k<2g+1+p,
ahol ¢ = p" és p*® = (4,q).

Bizonyitas. Az 1.2.10. és 1.2.11. allitasokban lattuk, hogy a ¢* + 1 méret siivegek, igy
KC pontjai is, Mobius-sikot definidlnak, ahol a sik koreinek a C nem egypontu sikmetszetei
(tehat amin a siivegnek pontosan ¢ + 1 pontja helyezkedik el) felelnek meg.

Ekkor a Mobius-sikon a (k,4)-ivnek megfelel pontokra teljesiil, hogy a sik barmely
korén legfeljebb 4 helyezkedik el koziiliik. Tehat minden (k,4)-ivet megkaphatunk tugy,
hogy a Mobius-siknak elhagyjuk néhany pontjat, mindegyik korérsl legalabb g +1 — 4 =
q — 3-at. Ez egy (¢ — 3)-szorosan lefog6 B ponthalmazt jelent.

Emlékezziink vissza, hogy derivélasi eljarassal (1.1.21.), a Mobius-sikbol affin sikot
nyerhetiink. Ehhez valasszuk a siknak egy P ¢ B pontjat. Vegyiik észre, hogy ekkor a B
ponthalmaz képe az affin sikon is (¢—3)-szorosan lefogé, hiszen az affin stk minden egyenese
egy P-n keresztiili kornek felelt meg a Mobius-sikon, és ezek mindegyikén legalabb ¢ — 3

pontja van B-nek.
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Felhasznalva az affin t-szeresen lefogd ponthalmazokra vonatkozé 1.3.20. eredményt,
azt kapjuk, hogy
1B| > (q — 2)q — ™,
tehat a Mobius-sikon legalabb ennyi pontot kell elhagynunk, hogy a megfeleltetett pontok

a kvadrikan (k, 4)-ivet alkossanak. Azaz
E<q®+1-((g—2)q—p)=2¢+1+p.
[l

3.3.2. Megjegyzés. Vegyik észre, hogy egy, az AG(2,q) affin sikon talalt (¢ — 3)-szorosan
lefog6 ponthalmaz nem feltétleniil alkot a Mobius-sikon is (¢ — 3)-szorosan lefog6 pont-
halmazt. Hiszen csak a derivilas P centrumaéra illeszkeds korok jelennek meg az affin
sikon, csak ezekrdl tudjuk biztosan, hogy a visszaemelés utéan (¢ — 3)-szorosan le lesznek
fogva. Es eléfordulhat, hogy barmely visszaemelésnél a tobbi kor valamelyikére (¢g—3)-nal

kevesebb pontja keriil az affin lefog6 ponthalmaz képének.

A masik f6 irany a momentumgdrbe kiegészitése volt, ennek pontjaihoz préobaltunk
pontokat gy hozzavenni, hogy azokkal ne keletkezzen 5-szel¢ sik. Mint azt korabban
lattuk, PG(3,q)-ban ¢ > 2 esetén a C3; momentumgdrbe maximélis méretd (k, 3)-ivet
hatéroz meg, paratlan g > 7 esetén pedig minden maximéalis méretd (k,3)-iv projektiv
ekvivalens Cs-mal.

Ha egy (k,4)-ivbdl egyesével elvessziik a pontokat, akkor elébb-utobb egy (£, 3)-ivhez
jutunk. Igy ha visszafelé nézziik a folyamatot, akkor érdemes egy minél nagyobb (k’,3)-
ivet felvenni kezdésként, remélve, hogy elég nagy (k, 4)-ivbél tudunk gy elvenni pontokat,
hogy végiil ehhez a ponthalmazhoz jussunk. Persze éltalaban nem teljesiil, hogy (k,4)-
ivnek el lehet tavolitani k— (¢+1) pontjat agy, hogy a megmaradtak C3 momentumgorbét
alkossanak. Viszont a keresést nagyban gyorsitotta, s6t a ¢ € {5,13, 17} esetekben talalt
legalabb akkora mérettit, mint mas modszerekkel.

Erzékelhetd, hogy a fentebbi moédszerekkel viszonylag specialis tipust (k, 4)-iveket tu-
dunk csak talélni, igy, bar sokkal idGigényesebb volt, ezek felhasznalésa nélkiil is csinaltam
par futtatast. Ezeknél az alkalmaknél is figyelembe vettem, hogy az iv mérete 3 fq > 4
esetén legfeljebb 2¢+2 lehet (tehat amint talalt ekkorat, megszakitottam a programot), il-
letve mivel ¢ 4+ 4 méretiinél nagyobbat szerettiink volna talalni, azt is kihasznaltam, hogy
minden pont hozzavételekor az eddigiek, és az altala meghatarozott egyenesek pontjai
kiszorhatok a potencialisan még hozzavehetd pontok halmazabol.

A futtatésok soran talalt legnagyobb PG(3, q)-beli (k,4)-ivek méretét az alabbi tabla-
zat mutatja, a talalt ivek pontjainak koordinatai pedig a A. fiiggelékben taldlhato. Meg-
figyelhets, hogy ahogy q értéke né, egyre jobban eltér a talalt legnagyobb méret a 2q + 2
hatartol.
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q || 2q+2 || Kvadrikan | C3-mal | Specialis halmaz nélkiil
5 12 10 12 12
16 13 13 14
11 24 15 16 18
13 28 16 18 17
17 36 19 21 20

3.4. Teljes (12,4)-ivek PG(3,5)-ben

A 3.2.9. allitas alapjan tudjuk, hogy m4(3,5) < 12, és ahogy az a fentebbi tablazatban
lathato, talaltunk is ekkora iveket. A kapott ivek vizsgalata soran feltiint, hogy mind-
egyikre teljesiil, hogy az iv minden egyes pontjan pontosan 16 darab 4-szel6 sik halad at.
Ebbdl arra kovetkeztettiink, hogy valészintileg valamilyen szabalyos strukturat alkotnak.
Megprobaltuk meghatérozni ezt a strukturat. Ehhez vizsgaltuk, hogy egy pontjabol egy
sikra vetitve hogy helyezkednek el egymashoz képest a pontok.

Elészor is, vegyiik észre, hogy a P € Q pontbol az II sikra vetitve minden S/ -beli
sik képe egy olyan egyenes lesz, amelyre pontosan ¢ darab (2-beli pont képe illeszkedik.
Jeloljiik &_q-gyel az (i — 1)-szel§ egyeneseket, vagyis S’ képhalmazat.

Ekkor a talalt iv esetén, mivel |£;_1| = |SF|, |€3] = [SF| = 16, a 3.1. rész alapjan
kiszamolhato, hogy |&| = |ST| = 4, |&1| = |SY| = 4, |&| = |ST| = 7. Ezek alapjan a
kovetkez6t mondhatjuk:

3.4.1. Allitas. A pontok vetiileteit Qq,Qs, Qsz, Qu, P, ..., Pr-tel jelolve teljesiil, hogy
EF | =1, €T =5 és &1 = 2,|657| = 4.

Bizonyitas. Mivel PG(2,5)-ben az egy ponton atmend 6 egyenes lefedi a teljes sikot
(tehat mind a 11 vetitett ivpontot is), ha vessziik a @) képpontot, akkor a
3
> (i = DIER| = [E57] + 21€F| = 10, valamint az [E7] + |E5| + €] = 6
i=1
egyenlGségek segitségével konnyen kiszamolhato, hogy kétféle tipust pontja van az iviink-
nek, amelyre [EQ] = 1,|E9| = 5, illetve amelyre |E| = 2, |E2] = 4.
Mivel Z IEQ| = |&| = 4, az el6bbibél pontosan négy, tehat az utobbibol hét van. [
Q
3.4.2. Allitas. A Q1, Q2, Q3, Qu pontok dltaldnos helyzetiek.

Bizonyitas. Indirekten tegyiik fel, hogy a @)1, @2, Q3 pontok kollinearisak. Vegyiik észre,
hogy ekkor

4
e
i=1

4 3
_ Z|5§21 . 2|5§Q11Q27Q3}| _ Z|g3{@i7Q4}| —4.5-92.1—-3=15.

i=1 i=1
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Ekkor, mivel @);-kon keresztiil nincs 2-szel6, a P P,P3, P1Q1, P1Q)>, PiQ)3 egyenesek
paronként kiilonbo6z6 3-szel6k. Ugyanakkor PyQ)4 is 3-szelS, tehat ez egybeesik valame-
lyik kordbban felsorolt egyenessel. Feltehetjiik, hogy a P;, @1, Q4 pontok a kollinearisak.
Ugyanezt végiggondolhatjuk a P, P; pontokon &thaladd egyenesek esetében is, igy meg-
kapjuk, hogy a P, (2, Q4 és a P3, (3, ()4 pontok is kollinearisak. Vegyiik észre, hogy ezzel
meghatéaroztuk az Osszes P, Q;,Q; (j # 1) kollinearis pontharmast. Ugyanakkor az is vi-
lagos lett, hogy a Py, Ps, Ps, Py altalanos helyzeti pontok altal meghatarozott hat egyenes
koziil kettd a (Q4-ben metszi egymaést, tehat

7 7
U U ™ <a

i=4 i£j=4

Azonban a Py, Ps, Ps, P; pontokon athaladé 3-szelGket szamolva ellentmondasra jutunk:

7 4 3 7
4:Z|g§i :ZZZW{P“PJ’QZH+QZZ|5{P“P}|
=4

=1 j=1 i=4 =4 j>i

7 6 7
Z‘5§Pi7pj7Ql}|+QZZ|5§Pi,Pj}| <2.342.4=14.

1i=4 i=4 j>i

Moo

6=y

I=1 I#j

Ekkor, az el6z6 allitas alapjan

4 4 3 4 4
Ue 1= 1e1- 30 3 1% =5 (5) ~
=1 =1

i=1 j=i+1

ami azt jelenti, hogy pontosan két olyan egyenes van a sikon, amelyen a P-tipusti pontok

szama harom.

3.4.3. Allitas. Ez a két egyenes 6t képpontot fed le, tehdt P-tipusi pontban metszik

eqymast.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a két egyenes a Py, P, P3 és Py, Ps, Py pontokat tartalmaz-
za. Ekkor mind a négy, P; ponton athaladé 3-szel6n van @Q-tipustt pont. Tehat azoknak
a 3-szel6knek a szama, amik a P; és a QQ-tipusu pontok koziil legalabb kettén atmennek,
(;l) + 4 = 10. Ugyanakkor, azoknak a 3-szel6knek a szama, amik a P, ..., P pontok ko-
zil tartalmaznak legalabb kettst, 3 - 3 + 2 = 8. Ezzel minden 3-szel6t pontosan egyszer

megszamoltunk, amivel ellentmondasra jutottunk, hiszen |E3| # 10 + 8. O

Az altalanossag megsértése nélkiil feltehetjiik, hogy a P, ponton atmend egyenesek
rendre a {Q1, @2}, {Qs, Qs}, { P, Ps}, { Py, Ps}, Ps, Py pontokon mennek é&t.
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3.4.4. Kovetkezmény. A Fs, P pontok 3-szeldin pontosan eqy Q-tipusi pont van. A
Py, P3, Py, Ps pontok 3-szeldi koziil, eqy a fentebb meghatdrozott Py-en dthaladd, a tébbi

hdrom kézdtt pedig pontosan eqy olyan van, amely két Q-tipusin halad dt.

Legyen & = {e1,e2,e3,e4}. Vegyilk az eg,eq € & kiilonboz6 egyeneseket, valamint
legyen A = e; N ey. Ekkor az A ponton keresztiili maradék négy egyenes megy at a 11
vetiiletponton, mindegyik legfeljebb harmon. Ez csak tgy lehet, ha |&5'| = 2, |&5Y] = 1,
|E4Y] = 3, vagyis az elkeriil§ egyenesek altalanos helyzetiiek.

Legyenek az elkeriils egyenesek metszéspontjai altal meghatarozott pontok az A;, As,

By, By, C, Cs, ahol az azonos betiivel jelolteknek nincs kozos 0-szelGjiik.

3.4.5. Allitas. A, Ay, BiB,y, C1Cy "dtlos" eqyenesek kozil pontosan kettd 3-szeld, a har-
madik pedig 2-szeld.

Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy a A, As, By, By, C,Cy pontok barmely nem atlos 3-
szelGje az 6t nem tartalmazo atlos egyeneseket vetiiletpontokban metszi, hiszen az elkeriilé
egyenesek harom kiilonb6z6 pontban metszik a nem atlos és a nem 0-szelSket.

Tegyiik fel, hogy mindegyik 3-szels. Ekkor ezeken mar ki van jeldlve két-két pont, ami
rajta van 0-szel6n, tehat nem lehet vetiiletpont. Ekkor az atlos egyenesek altal megha-
tarozott metszéspontok koziil legalabb kettd vetiiletpont (kiilonben lenne olyan, amin a
két metszéspont se, tehat Osszesen négy pontja nem vetiiletpont, igy legfeljebb 2-szel6
lehetne). Feltehetjiik, hogy Ay Ay N C1Cy = A3, ByBy N C1Cy = Bj vetiiletpontok. Le-
gyen a C7C5y harmadik vetiiletpontja C3, a harmadik nem vetiiletpontja pedig D. Mivel
Ay, Ay, By, By pontok nem atlos 3-szelGi vetiiletpontban metszik C'Cs-t és az azonos be-
tljeliek kiilonbozében, ezért ezek 2-szel6i mind a D ponton haladnak at.

Tehat arra jutottunk, hogy |EP| = 4, |EP| = 1, ezek dsszesen 2-4+3 = 11 vetiiletpontot
fednek le, vagyis || = 1. Ez viszont nem lehetséges, hiszen dsszesen négy 0-szels van, és
egyik sem megy a4t D-n a definicioja miatt. Tehat az atlos egyenesek kozott van 2-szeld.

Tegyiik fel, hogy az Ay As egy 2-szelS. Ekkor az A;-en atmend harom 3-szel§ mindegyike
a B1By és (105 egyeneseket vetiiletpontokban metszik, hiszen mindegyiket 3 kiilénbo6z6
pontban metszik a 0-szel6k, igy B By, C1C egyeneseken van legalabb 3 vetiiletpont. Ezzel
belattuk az allitast. O

Konstrualjuk meg a vetiiletet a fentebbi jeloléseket hasznélva. Feltehetjiik, hogy
C;=0:0:1),Co=(0:1:0),A4;,=(1:0:0), Ao=(1:1:1). Ebbsl B; = (1:1:0),
By = (1:0: 1), valamint az A;, Ay pontok 3-szel6in 16v6 vetiiletpontok egyértelmiek,
ezek koordinatai: (0 : 1 :2), (0:1:3), (0:1:4),(1:2:3),(1:2:4),(1:3:2),
(1:3:4),(1:4:2),(1:4:3). Ugyanakkor igy megkaptuk az ezen az egyeneseken

1év6 nem vetiiletpontokat is, amik a 0-szel6k pontjaival egyiitt a kévetkezdk: (0 : 0 : 1),
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(0:1:0),(0:1:1),(1:0:0),(1:0:1),(1:0:2),(1:0:3),(1:0:4),(1:1:0),
(1:1:1),(1:1:2),(1:1:3),(1:1:4),(1:2:0),(1:2:1),(1:3:0),(1:3:1),
(1:4:0), (1:4:1). Vegyiik észre, hogy az [1 : 1 :2],[1:2:1],[1:2:3],[1:3:2]
egyenesek minden pontjarol tudjuk, vetiiletpont-e, vagy sem, s6t mindegyik 1-szels. Végiil
vegyiik észre, hogy a [0 : 1 : 4] egyenesnek a (0:1:1),(1:0:0),(1:1:1),(1:3:3)
pontjairél tudjuk, hogy nem vetiiletpont, tehat az (1 :2:2), (1: 4 : 4) pontjai biztosan
vetiiletpontok, hiszen ez az egyenes nem lehet sem 1-, sem 0-szeld, mert azokat mar mind
ismerjiik.

Tehat a (12,4)-iv barmely pontjabol, egy azt elkeriil§ sikra vetitve a Q1 = (0: 1 : 2)
Qa=(0:1:3),Q3=(1:2:4),Q;,=(1:4:2),P=0:1:4),b,=(1:2:3)
Psb=(01:3:2,P=(1:3:4),P=(01:4:3,FPR=(1:2:2),P=(1:4
ponthalmazzal projektiv ekvivalens halmazt kapunk.
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4. fejezet

Linearis kédok és a véges projektiv tér

kapcsolata

Végiil lassunk egy alkalmazast, miért is érdemes az altaldnositott ivek méretével és
strukturajaval foglalkozni, kiilon figyelmet forditva a PG(3, ¢)-beli (k,4)-ivek esetére.
A kodelméleti fogalmak bevezetésénél itt eltériink a szokasos jelolésektdl, mivel azok

egy részét mar hasznaltuk az elz6ekben.

4.1. Linearis kédok

Az algebrai kodelmélet egyik koézponti probléméja, hogy hogyan lehet megbizhatéan
tovabbitani egy iizenetet olyan csatornén keresztiil, amely zajos, tehat el6fordulhat, hogy
az lzenet torzul, mire célba ér, példaul rovidiilhet, hozzdaddédhatnak plusz karakterek,
vagy a meglévék megvaltozhatnak. Mi most azzal az esettel foglalkozunk, amikor csak az
utobbi torténhet meg. Ennek kezelésére az iizenetet tgynevezett redundans formaban ko-
doljuk, vagyis kiegészitjiik tgy, hogy az {izenet fogaddja visszanyerhesse az esetleg sériilten
érkezett lizenetbdl is a sziikséges informaciokat.

Erre egy gyakori példa a szamitogépeknél hasznalt 0 — 1 binaris kodok esetében az
un. paritdasellendrzd bit, amely az iizenet végére illeszt egy 0 vagy 1 értékid bitet, aszerint,
hogy az eredeti ilizenetben péros, vagy paratlan darab 1-es szerepelt.

Az tizenet feladoja tehat egy m hosszusagu tizenetbdl kiindulva képez egy m < n
hossztisagtit w iizenetet, amely az eredetinek egy valamilyen redundans kodolasa. Ez az
lizenet a zajos csatornan atérve, torzitott w' = w + e tizenetként érkezik meg. A kiilds
és a fogado fél elGzetesen megegyeznek abban, milyen kddolast hasznélnak, igy a fogado
ismeri az 6sszes hibatlan tizenetet. A dekddolds soran megkeresi azt a w” kodolt iizenetet,

amelybdl a legkevesebb modositassal kaphato w’, hiszen ez lesz a legvaldszintibb eredeti
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lizenet. Ezt minimdlis tdvolsdg szerinti dekddoldsnak nevezziik. Ha tobb ilyen w” kodszo
is van, a dekddolast eredménytelennek tekintjiik.
Vegyiik az [y, g elemt véges test feletti k-dimenzios ]F’; vektorteret, majd tekintsiik az

lizeneteket a vektortér egy-egy elemének.

4.1.1. Definici6. Az IF’; vektortér egy C' részhalmazat kddnak, a részhalmazban elhelyez-
ked§ vektorokat kddszavaknak, az k-t pedig a kod hosszdnak nevezziik.

Amennyiben a kivalasztott részhalmaz egy altere F';—nak, C linedris kod. Ekkor az
altér dimenziojat a kod dimenzidjdnak nevezziik.

Egy C kod nem-degenerdlt, ha 3 i, amelyre V v € C esetén v; = 0.

4.1.2. Definici6. Két kod ekvivalens, ha koordinatak permutéciojaval megkaphato egyik
a masikbol. Linearis kodok esetén, egy koordinata nemnulla testelemmel valo végigszor-

zasa is ekvivalens kodot ad.

A tovabbiakban csak linearis kodokkal foglalkozunk.
A C linearis kod az F’; egy m-dimenzios altere, igy hozzarendelheték valamilyen

Vi, Vo, ..., V,, bazisvektorok.

4.1.3. Definicié. A C linearis kod vy, vo, ..., v, bazisvektoraibol, mint sorvektorokbol

alkotott m x k méretdd G matrixot a C' kod generdtormatrizanak nevezziik.
Ekkor a kod kodszavainak halmaza C' = {v : Ja € F}", melyre v = aG}.

4.1.4. Definicié. Legyen v,w € F’; a vektortér két kiilonbozs eleme. A két vektor

Hamming-tdvolsdagdn az eltéré koordinataik szamat értjik:
dg(v,w) = |{i:v; # w;}|.
4.1.5. Allitas. A Hamming-tdvolsdg metrika az IF’; térben.

Az (IF’;, dp) metrikus teret Hamming-térnek nevezzik. Definialhatjuk a v k6dszo6 koriili

t sugara Hamming-gombot:
Bi(v) = {w € C, melyre dy(v,w) < t}.

4.1.6. Definicio. A C kod minimdlis tavolsiga az a d érték, amelyre igaz, hogy barmely

két kodszo legalabb d koordinatajaban kiilonbozik egyméstol, vagyis
d=min{dy(v,w):v,w e C,v # w}.
4.1.7. Definicié. Egy v € F’q“ vektor sulya a nemnulla koordindtainak szama, tehéat
w(v) =dg(v,0) = |{i:v; # 0}
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4.1.8. Allitas. Linedris kédok esetén a minimdlis tdvolsdg a kédszavak minimdlis sulydval
eqyezik meg:
d =min{w(v): v e C}.

4.1.9. Definici6é. Ha a C' lineéris kod az ]F’; egy m-dimenzios altere, és d a minimélis

tavolsaga, akkor [k, m,d|, kddnak nevezziik.

Av = (v,...,v5) és w = (wy,...,wy) vektorok skalaris szorzata legyen a szokésos

k
<V7 W> = Z V;W;.
=1

4.1.10. Definicio. A C+ = {x € F} : (x,w) = 0 Vw € C} halmazt a C kod dudlisdnak,

a dudlis kod H generatormatrixat pedig a C' kod ellendrzd mdtrizanak nevezziik.

modon

Koénnyen ellendrizhets, hogy egy [k, m, d|, kod duélisa [k, k — m, d'], kod, alkalmas d’
értékkel.

Vilagos, hogy a H sorai ortogonélisak a kodszavakra, vagyis a C' kéd megadhato a
kovetkezSképpen is: C' = {v € F : vH" = 0}.

Fontos észrevétel, hogy tetszSleges C' linearis kod esetén a H ellen6rzé méatrixbol ki

tudjuk olvasni C' minimélis tavolsagat.

4.1.11. Allitas. A C kdd minimdlis tdvolsdga pontosan akkor d, ha ellendrzd mdtrizdnak

barmely (d — 1) oszlopa fiiggetlen, de van d olyan oszlop, amelyek linedrisan dsszefiiggdk.

Ez amiatt teljesiil, mert egy kod d silyt vektora éppen d oszlopra ad meg linearis

Osszefiiggést.

4.1.12. Tétel (Griesmer korlat). Bdrmely [k, m,d], kddra teljesil, hogy
m—1
d
k> —1.
4.1.13. Tétel (Singleton-korlat). Ha C' egy [k, m,d], kod, akkor d < k —m + 1.

Ez alapjan lathato, hogy adott hosszisagu kod esetén minél tobb kodszot szeretnénk,
a minimalis tavolsdg annal kisebb kell, hogy legyen.

Ha a tételben egyenl@ség teljesiil, a C-t MDS kodnak nevezziik. Azonban nem minden
k, m, q értékre létezik [k, m,k —m + 1], kod, ezt késébb latni fogjuk.

MDS sejtés (Segre). Ha m < q, akkor a [k,m,k —m + 1|, MDS kédoknak a hossza
legfeljebb ¢+ 1, azm = 3 ésm = q— 1 kivételes esetektdl eltekintve, amikor ¢ = 2" esetén
q+ 2 lehet.
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A sejtést altalanos esetben még nem igazoltak, azonban néhany plusz feltétel mellett

méar belattédk, hogy teljesiil. Ezek koziil néhany:

4.1.14. Tétel. Ha az aldbbiak valamelyike fenndll, akkor a [k, m,k —m + 1], MDS kdd
hosszdra k < g+ 1 teljestil.

e m < \/Ta, ha q pdratlan; m < \/q, ha q pdros, [Segre, 1967]
e m < ./pq, ahol ¢ = p*'*1, [Voloch, 1991]
o m < ‘/76, ahol ¢ = p*", p > 5 prim, [Hirschfeld—Korchmdros, 1996/
e m < q, ahol q # 2 prim, [Ball, 2010]
e m < 2,/q, ahol ¢ =p*, p prim. [Ball-De Beule, 2011]

A minimalis tavolsag szerinti dekodolas soran, a kapott w’ iizenet alapjan a fogado
azt a w” kodszot valasztja a C' halmazbol, amelyre dy(w’, w”) a lehetd legkisebb, tehat a
d érték, vagyis a kod minimalis tavolsaga a kod hibajavitd képességét jellemzi. Minél t6bb
helyen kiilonboznek egymastol a kodszavak, annél tobb helyen kell a kodnak megvaltoznia,
hogy a vevs ne tudja biztosan felismerni az eredeti tizenetet. Ez jol mutatja az MDS koédok

hasznosségét.

4.1.15. Definicié. Egy C kod t-hibadetektdlo, haVw € C'ésVe € IF’;, ahol 0 < w(e) < t,
teljesiil, hogy w+e ¢ C. Azaz ha a kapott w’ lizenet legfeljebb ¢ helyen tér el az eredetitdl,

akkor nem lehet kodszo.
4.1.16. Allitas. A C [k, m,d], kdd t-hibadetektdld pontosan akkor, ha d >t + 1.

4.1.17. Definici6. A C kod t-hibajavito, ha a minimalis tavolsag szerinti dekddolés bér-
mely kodszoban elsfordulo, legfeljebb ¢t hiba esetén sikeres, az eredeti w iizenet vissza-

nyerhetd.

4.1.18. Allitas. Egy d minimdlis tdavolsdgi C kod legfeljebb | 2| hibdt tud kijavitani.
Pontosan akkor t-hibajavito, ha d > 2t + 1.

A t-hibajavit6é tulajdonsigot gy is megfogalmazhatjuk, hogy a kodszavak koré irt ¢
sugaru gombok diszjunktak.

4.1.19. Tétel (Hamming-korlat). Ha a C' (nem feltétlenl linedris) kod t-hibajavitd, akkor

t

D WIEErE

1=0

Ha C egy [k, m,d], kod, akkor persze |C| = ¢™.
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4.1.20. Definici6é. Egy kod perfekt, ha az el6bbi tételben egyenlGség teljesiil, vagyis
barmely kodszo koré irt ¢ sugart Hamming-gémb nem tartalmaz més kodszot, illetve az

Osszes gomb egylittesen lefedi az F’; teret.
Tekintsiik a lehetd legegyszertibb példat perfekt kddokra.

4.1.21. Definicié. A [k, 1,k], ismétlés-kod az az egydimenzids linearis kod, amit az

(1,1,...,1) vektor generél.

Az ismétlés-kod ng hibat képes javitani, és paratlan k esetén perfekt. Az ismétlés-
kodokat, és az egy kodszobol allo kodokat trividlis kodoknak nevezzik.

Most tekintsiink egy nemtrivialis példat is perfekt kodokra.

4.1.22. Definici6. Legyen k = q:__ll. A [k, k—m,d], Hamming-kéd olyan kod, amelynek
ellenérzd matrixdnak oszlopai az Fi* tér azon nemnulla vektorai, amelyek nem skalarszo-

rosai egymasnak.

Tehat az ellendrzé matrixanak oszlopai megfeleltetheték a PG(m — 1,q) projektiv tér
pontjainak.

A legegyszeriibb példa a ¢ = 2, m = 3. Ekkor a [7,4,d], Hamming-kod ellenérzd

matrixa:
0001111
H=]101100 11
1 01 0101

A 4.1.11. allitas segitségével megfigyelhets, hogy a Hamming-kédok 3 minimalis st-
lynak (d=3), igy 1-hibajavitok, tovabba ellendrizhets, hogy perfekt kodok.

4.1.23. Allitas. Nem létezik nemtrividlis, bindris, 2-hibajavité perfekt kdd.

A linearis perfekt kodok teljes osztalyozasa ismert, az alabbiakban felsoroljuk az Gsszes
tovabbi ilyen kodot.

Az Ty test felett az 22 — 1 polinom harom irreducibilis tényezé szorzatara bonthato:
2 — 1= (x = D)p(x)q(x),
ahol
plr) =2+’ +2"+ 2%+ o+ 1, gla) ="+ + a2 2t 2+ L

4.1.24. Definici6. A fenti 11 foka polinomok barmelyikének legfeljebb 22 foku t6bbszo-
rosei egy [23,12, 7]s kodot alkotnak, a bindris Golay-kédot, amit Gaz-mal jeloliink.
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Legyen S5 az az 5 x 5-0s matrix, amelynek i, j elemét a Legendre-szimbolummal defi-

nialjuk: ) .
o 1 -1 -1 1
, 1 0 1 -1 -1
t—=]
(55)”—< E ), azaz S=1]-1 1 0 1 -1
-1 -1 1 0 1
1 -1 -1 1 0

Erre teljesiil, hogy S3S¢ = 515 — Js, ahol J, az n X n-es csupa l-es matrix.

1 ... 1
Ss '

4.1.25. Definicié. A Gy generatormatrixa [11, 6, 5], linearis kodot ternér Golay-kodnak

Legyen

Gu=| Is

nevezziik és Gyp-gyel jeloljiik.
A Gz és Gy kddokrol belathatod, hogy rendre 3- és 2-hibajavité perfekt kodok.

4.1.26. Tétel (Tietdvainen, van Lint). Nem trividlis linedris perfekt kod, amely legaldbb
két hibat javit csak a bindris vagy ternér Golay-kod lehet.

A 4.1.19. korlat gombos atfogalmazasabol jol latszik, hogy a perfekt kodok a lehe-
t6 legjobb kodok, azonban sajnos ezekbdl kevés van, f6leg, ha az is igény, hogy legaldbb
2-hibajavito is legyen, ezért érdemes més szempontok alapjan "jo"-nak itélt kodokat hasz-

nalni, példaul a méar emlitett maximalis értékd minimalis silyt MDS koédokat.

4.2. Linearis kédok és az Altalanositott ivek kapcsolata

Vegyiik az F,, ¢ elemt véges test feletti k-dimenzios F ’; vektorteret. Legyenek a C' line-
aris, nem-degeneralt [k,n + 1,d], kod bazisvektorai, tehat a kod G generatormatrixdnak
soral Vi, Vo, ..., Vuyi].
Legyenek az u; (i € {1,2,...,k}) vektorok a G métrix (n + 1)-dimenzi6s oszlopvek-

torai, tehat:
(W); = (vj)i-
Ekkor, mivel Va € F}*" vektorra aG = Z;‘;l a;v; € C silya legalabb d, azaz leg-
feljebb (k — d) koordinataja nulla, Vi € {1,2,...,k}-ra az alabbi egyenletnek legfeljebb

(k — d) megoldasa lehet:
n+1

Z aj(v;)i = 0.
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Tehat a Z;jll a;(u;); = 0 egyenletnek legfeljebb (k — d) megoldasa lesz.

Az 1.1. részben latottak alapjan az u; vektorokat tekinthetjiik, mint a PG(n,q) pro-
n+1 .
j=1 a;%; = 0 egyenleteket pedig

mint a hipersikjait. Ekkor a fenti észrevételek alapjan az ui,u.,...,u, vektorok altal

jektiv tér egy-egy pontjat, és Va € Fit! vektorra a

meghatéarozott pontok koziil barmely hipersikon legfeljebb (k — d) helyezkedik el, vagyis
egy (k, k — d)-ivet definidlnak a PG(n,q) térben.

4.2.1. Allitas. Egy PG(n,q)-beli (k,r)-tv ekvivalens egy linedris [k,n+ 1,k —r], kdddal,
amely generdtormdtrizdnak barmely két w; # u; (i # j) oszlopa linedrisan figgetlen, vagyis

(0;) # (Um).

Tehat, ha van egy nagy meéreti teljes (k,r)-iviink PG(n,q)-ban, akkor egyuttal van
egy n hosszti kodunk, amiben sok, pontosabban ¢* darab koédszé van, és a minimélis
tavolsaga k — r. Az allitasbol adodoan az altalanositott ivekre kapott eredmények kod-
elméleti eredményeket adnak, és ugyanigy, ha van egy kodelméleti eredményiink, az az

ivekre leforditva is teljesiilni fog.

4.2.2. Megjegyzés. Az MDS-kodok pont a PG(n, q)-beli (k, n)-iveknek felelnek meg, hiszen
ezek az ivek a [k,n + 1,k — n],-kodokkal ekvivalensek, amik igy m =n+1,d =k —n
értékeket behelyettesitve, egyenlGséggel teljesitik a Singleton-korlatot.

A megfeleltetésbdl latszik, hogy adott ¢, k és m értékekre pontosan akkor létezik

[k,m,k —m+ 1], MDS kéd, ha n = m — 1-re PG(n, q)-ban létezik (k,n)-iv.

Vegyiik észre, hogy a 4.1.14. eredmények alapjan a kovetkezs korlatot kapjuk (k,n)-

ivek méretére vonatkozoan.

4.2.3. Allitas. Ha az aldbbiak valamelyike fenndll, akkor a PG(n,q) térben a (k,n)-tvek
méretére k < q + 1 teljestil.

o n< \/Té — 1, ha q pdratlan; n < \/q — 1, ha q pdros,

o n < ./pq— 1, ahol ¢ = p*"*1,

o n<\/7§—1, ahol g = p*", p > 5 prim,
e n<q—1, ahol q # 2 prim,

e n<2,/q—1, ahol q = p?, p prim.

Jegyezziik meg, hogy az MDS sejtést (4.1.) Segre eredetileg ivekre fogalmazta meg,

ezt mar kimondtuk a 2.3. részben is.
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A 4.2.1. megfeleltetéssel, és a Griesmer korlat (4.1.12.) felhasznalasaval megkaphato,
hogy a PG(n,q)-beli (k,r) ivekre teljesiil, hogy

Feltéve, hogy (r —n)q+r < k, a 2.2.12. allitas szerint k — r < ¢? is teljesiil, igy

L—r
k:>l<;—r—|—|r “—i—n—l
q

amibdl kovetkezik, hogy
E<(r—m+1)q+r,
amit a 2.2.1. allitasban is lattunk mar.
Veégiil a (|4]) cikk mintajara, most tekintsiink egy PG(3, q)-beli (k, 4)-ivek méretébd]

kovetkezd kodelméleti allitast.

4.2.4. Allitas. Ha 3fq > 4 vagy 3" = q¢> 36, k —d =n+ 1, akkor a [k,n + 1,d], kddra
q < d esetén teljesiil, hogy

e -

Bizonyitas. Legyen r = n+1. Ekkor a PG(n, q)-beli (k, r)-ivekre a 2.2.12. allitas alapjan
k—r < ¢ teljesiil, mivel ¢ < d, és igy (r —n)q+r < k.
A 3.2.13. kévetkezmény alapjan, a PG(n, q)-beli (k,r)-ivekre, ahol 3" = ¢ > 36 vagy
3fq > 4 teljesiil, az iv mérete
k<2q+n-1.

Ez az r —n+1 =2, r = k — d behelyettesitésekkel és némi atrendezéssel a kdvetkezd
alakra hozhato:
d+n—1)(¢—1) < (k=d)(¢g—1).

Ha ezt (q — 1)-gyel végigosztjuk, atrendezziik, és hasznaljuk, hogy d = k —r < ¢*:

d
d+q_1+§ { w d+q_1+n <k,

valamint észrevessziik, hogy egész szamok kozotti egyenlGtlenséget vizsgalunk,megkapjuk,
hogy barmely [k,n + 1,d|, kodra, ahol d = k — (n + 1) és a generatormatrixaban nincs

két azonos oszlop, teljesiil a (4.1) azonossag.
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Ha a [k,n + 1,d], kod minimalis tavolsaga d = k — (n + 1), és a generatormatrixaban
van két azonos oszlop, akkor feltehetjiik, hogy az elsé két oszlopvektor az (1,0,...,0)T.
Ekkor az els6 sort és ezt a két oszlopot térdlve, egy [k — 2,n,d], kod generdtormatrixat

kapjuk, ami igy teljesiti a Griesmer korlatbol adodo egyenlStlenséget:
n—1
d
k—22> —1.

Erre hasznalva, hogy k —r < ¢> < ¢" (n > 2), illetve hogy [‘é—‘ +1> {qf‘ll-‘, ismét a
(4.1) azonossaghoz jutunk. ]

4.2.5. Megjegyzés. A PG(n,q)-beli (k,n + 1)-tveknek megfelel [k, n + 1,d], kodok (E52)-
hibajavitok, és (k — n)-hibadetektalok.

4.2.6. Megjegyzés. Ha a [k,n + 1,d], kodra d = k —n — 1 helyett d = k — n teljesiilne,
MDS kod lenne, tehat a PG(n,q)-beli (k,n + 1)-ivekbdl, tehéat specidlisan a PG(3, q)-
beli (k,4)-ivekbdl kapott lineéaris kodok csak eggyel térnek el ezektsl a maximalis értékii

minimalis sullyal rendelkezd kodoktol.
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A. fuggelék

PG(3, q)-ban talalt (k,4)-ivek

A.1. tablazat: (k,4)-iwek PG(3,q) térbeli elliptikus kvddrikan

q | k A (k,4)-iv pontjai
5 10 || (4: 1: 0: 3), (1: 3: 0: 0), (O: 1: 1: 3), (1: 1: 1: 4), (0: 1: 4: 3),
(1: 1: 0: 2), (1: 0: 4: 2), (0: 1: 4: 2), (1: 4: 1: 4), (0: 1: 2: 0)
7 13| (1: 6: 3: 6), (1: 1: 3: 6), (1: 4: 6: 6), (1: 0: 6: 2), (0: 0: 1: 3),
(0: 0: 1: 4), (0: 1: 0: 3), (0: 1: 0: 4), (1: 0: 0: 3), (1: 1: 0: 20,
(1: 2: 2: 2), (1: 4: 1: 6), (1: 5: 5: 2)
11 | 15 || (1: 8: 4: 6), (1: 7: 5: 9), (1: 0: 0: 3), (1: 1: 5: 1), (0: 0: 1: 3),
(0: 0: 1: 8), (0: 1: 0: 3), (0: 1: 0: 8), (1: 0: 0: 8), (1: 1: 1: &),
(1: 2: 2: 9), (1: 2: 9: 9), (1: 3: 1: 0), (1: 3: 10: 0), (1: 8: 2: 1)
13| 16 || (1: 10: 6: 5), (1: 4: 11: 6), (1: 10: 12: 2), (1: 2: 9: 6),
(1: 4: 2: 6), (1: 10: 12: 11), (1: 3: 3: 12), (1: 1: 3: 11),
(1: 10: 7: 8), (1: :1: 1), (1: 3: 6: 5), (0: 1: 8: 0),
(1: 0: 8: 0), (1: 6: 3:5), (1: 0: 6: 2), (1: 1: 11: 1D
17 (19| (1: 7: 1: 0), (1: 3: 16: 3), (1: 3: 6: 13), (1: 7: 15: 2),
(0: 1: 2: 1), (0: 1: 2: 16), (0: 1: 3: 6), (0: 1: 3: 11),
(1: 0: 2: 1), (1: 0: 2: 16), (1: 0: 3: 11), (1: 0: 4: 0),
(1: 1: 1: 2), (1: 1: 2: 5), (1: 1: 14: 3), (1: 1: 16: 2),
(1: 2: 10: 2), (1: 3: 15: 9), (1: 8: 7: 13)

48




A.2. tablazat: (k,4)-iwvek PG(3,q) térbeli Cs kiegészitésével

ql| k A (k,4)-iv pontjai

5 12 1] (0: 0: 0: 1), (1: 0: 0: 0), (1: 1: 1: 1), (1: 2: 4: 3), (1: 3: 4: 2),
(1: 4: 1: 4), (0: 1: 2: 1), (1: 3: 3: 0), (1: 1: 3: 2), (0: 1: 4: 4),
(1: 4: 0: 0), (0: 1: 0: 2)

7 13 ] (0: 0: 0: 1), (1: 0: 0: 0), (1: 1: 1: 1), (1: 2: 4: 1), (1: 2: 6),
(1: 4: 2: 1), (1: 5: 4: 6), (1: 6: 1: 6), (1: 3: 5: 2), (1: 5: 6),
(0: 1: 3: 3), (1: 0: 6: 5), (1: 2: 0: 0)

11 || 16 || (0: 0: 0: 1), (1: 0: 0: 0), (1: 1: 1: 1), (1: 2: 4: 8), (1: 9: 5),
(1: 4: 5: 9), (1: 5: 3: 4), (1: 6: 3: 7), (1: 7: 5: 2), (1: 8: 9: 6),
(1: 9: 4: 3), (1: 10: 1: 10), (1: 9: 9: 0), (1: 1: 5: 4),
(1: 9: 3: 9), (0: 1: 9: 2)

13 (| 18 || (0: 0: 0: 1), (1: 0: 0: 0), (1: 1: 1: 1), (1: 2: 4: 8), (1: 3: 9: 1),
(1: 4: 3: 12), (1: 5: 12: 8), (1: 6: 10: 8), (1: 7: 10: 5),
(1: 8: 12: 5), (1: 9: 3: 1), (1: 10: 9: 12), (1: 11: 4: 5),
(1: 12: 1: 12), (1: 5: 1: 7), (1: 1: 10: 6), (1: 0: 12: 8),
(1: 2: 9: 4)

17 | 21 || (0: 0: 0: 1), (1: 0: 0: 0), (1: 1: 1: 1), (1: 2: 4: 8),
(1: 3: 9: 10), (1: 4: 16: 13), (1: 5: 8: 6), (1: 6: 2: 12),
(1: 7: 15: 3), (1: 8: 13: 2), (1: 9: 13: 15), (1: 10: 15: 14),
(1: 11: 2: 5), (1: 12: 8: 11), (1: 13: 16: 4), (1: 14: 9: 7),
(1: 15: 4: 9), (1: 16: 1: 16), (1: 12: 10: 2), (0: 1: 9: 15),
(1: 14: 11: 2)
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A.3. tablazat: (k,4)-ivek PG(3,q) térben, specidlis ponthalmaz nélkiil

ql| k A (k,4)-iv pontjai
5 12} (1: 1: 0: 3), (1: 3: 0: 0), (0: 1: 1: 3), (1: 1: 1: 4), (0: 1: 4: 3),
(1: 1: 0: 2), (1: 0: 4: 2), (0: 1: 4: 2), (1: 4: 1: 4), (0: 1: 2: 0),
(1: 1: 2: 3), (1: 0: 0: 4)
7 11141 (0: 1: 1: 3), (0: 1: 4: 3), (1: 0: 0: 0), (1: 0: 1: 0), (1: 0: 2: B),
(1: 0: 3: 5), (1: 1: 2: 6), (1: 2: 1: 5), (1: 2: 2: 1), (1: 2: 2: 3),
(1: 2: 4: 2), (1: 4: 0: 2), (1: 4: 0: 6), (1: 4: 6: 4)
11 || 18 || (1: 5: 5: 6), (1: 1: 10: 8), (1: 7: 6: 10), (1: 5: 1: 7),
(1: 6: 10: 2), (1: 4: 6: 9), (1: 10: 8: 6), (1: 7: 5: 1),
(1: 10: 3: 6), (1: 8: 4:8), (1: 1: 3: 1), (1: 3: 6: 7),
(1: 3: 4: 6), (1: 1: 10: 3), (1: 2: 7: 2), (1: 8: 3: 7),
(1: 5: 10: 7), (1: 5: 6: 5)
13 (| 17 || (1: 12: 9: 1), (1: 7: 12: 0), (1: 1: 9: 0), (1: 5: 7: 4),
(1: 5: 6: 7)), (1: 1: 12: 2), (1: 0: 1: 4), (1: 9: 3: 4),
(1: 2: 7: 4), (1: 12: 8: 11), (0: 1: 5: 7), (1: 1: 7: 5),
(1: 9: 9: 10), (1: 4: 10: 7), (1: 1: 5: 0), (1: 8: 1: 11),
(1: 8: 9: 2)
17 | 20 || (1: 6: 16: 8), (1: 11: 10: 16), (1: 8: 5: 11), (1: 14: 0: 2),
(1: 10: 1: 14), (1: 14: 13: 4), (1: 9: 10: 14), (1: 1: 16: 1),
(0: 1: 16: 1), (1: 3: 6: 6), (1: 7: 3: 7)), (0: 1: 6: 6),
(1: 15: 5: 7)), (1: 0: 9: 6), (1: 13: 0: 5), (1: 10: 0: 1),
(1: 1: 7: 13), (1: 10: 12: 5), (1: 5: 4: 3), (1: 14: 11: 1)
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