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Absztrakt

A szamitas fogalma egyiitt fejlédik a kornyezetiink leirasara alkalmazott modellekkel: szamos
példat lattunk, amikor megfigyeléseink pontosabb leirasara 1j objektumok fogalmait absztrahél-
tuk (szamfogalom, algebrai strukturak fejlsdése stb.), mely objektumok aztan lehet6vé tették
ezek kozotti 4j miveletek, morfizmusok, 0j szamitasi moédok reprezentalasat, igy kitagitva az
addigi szamitasfogalmat. J6 okunk van azt feltételezni, hogy ez a folyamat még ma sem ért
véget, és az elkovetkezs iddk felfedezései nem sziinnek meg alakitani mindazt, amit a szami-
tasrol, és igy a megvalosithato szamitogépekrsl gondolunk. Az minden esetre biztos, hogy a
automatizalt szamitasra képes rendszereket) tovabbra sem ismerjiik.

Amikor valamilyen szamitogéppel akarunk megoldani egy feladatot, tulajdonképpen azt
vizsgaljuk, hogy a szamitogép altal reprezentélni képes objektumok és morfizmusok ismereté-
ben el6 tudjuk-e allitani azt a bemenetet és kimenetet reprezentalni képes objektumok kozotti
leképezést, ami megfelel6 bemenethez a megfelel eredményt rendelni. Ennek vizsgalatahoz
természetes matematikai nyelv a kategoriaelmélet: a megoldani kivant feladatot egy halmazok
kozotti leképezésként foghatjuk fel, az aktualisan elGallithato szamitogép-fajtaknak pedig meg-
feleltethetiink egy kategoriat rogzitett objektumokkal és morfizmusokkal. Munkamban azt a
kérdést jarom végig, hogy ebben a szemléletben hogyan vizsgalhatoak a szamitasi feladatok

algebrai és topologiai eszkozokkel, mire érdemes figyelni a szamitasi kapacitas fejlesztéséért.



A dolgozat tartalmanak rovid osszefoglalasa

Jelen dolgozat harom fejezetbdl all, célja a szamitési feladat fogalméanak alkalmazott szamitasi
kerettsl valo fliggGségének vizsgalata és leirasa.

Az els6 fejezetben az olvasd bevezeté gondolatokat talal, melyek motivalni hivatottak a
kés6bbi fejezetek definicioit és azokat a matematikai objektumokat, amelyek ezaltal a vizsgélat
targyai lesznek.

A masodik fejezetben elkezdjiik felépiteni azt a keretrendszert, amely alkalmas szamitasi
feladatok vizsgalatara kiillonb6z6 szamitasi rendszerek mellett is, igy lehetdséget ad kiillonb6zd
szamitasi rendszerek teljesitGképességének Osszehasonlitasara mar elméleti tuton. Ehhez el6bb
bevezetiink néhany kategoriaelméleti alapfogalmat, majd definidljuk a fizikailag reprezentél-
haté szamitasi rendszerek szempontjabol fontosabb kategoridkat. Bevezetjiik a szamitési fel-
adat fogalmét, illetve annak reprezentalhatosagat adott kategoriaban. Rdmutatunk arra, hogy
léteznek olyan specialis kategoriak, melyeket kifejezetten érdemes lehet vizsgéalni a szamités-
tudomanyi fejlesztések szemszogébdl, hiszen ezek varhatéan egyszerre biztositanak robosztus
keretrendszereket és viszonylag értelmezheté megoldasokat. Példaként megmutatjuk, hogy a
kvantummechanikai modellek és az egyszerd neuralis halok specidlis esetei ezeknek a szamita-
si szempontbdl izgalmasnak tiing kategoériaknak, és hogy ebben a szemléletben szamos kozos
tulajdonsaga felfedezhets a két modellcsaladnak, amelyek révén mélyebb megértést kaphatunk
mindkettd belsé miikodésérsl és lehetséges altalanositasairol. Meg tudjuk mutatni emellett,
hogy a Turing-gép modellje is természetesen beilleszthetd e jelzett, specialis kategoriak keretei
kozé; ennek legépelése csak id6 kérdése.

A harmadik fejezetben el6bb azt vizsgéljuk, hogy rogzitett szamitési kereten beliil milyen
tulajdonsagokat allapithatunk meg adott szamitasi feladat megoldasarol. Kideriil, hogy a sza-
mitési feladathoz hozzarendelhets egy kategoriafiiggé kommutativ diagram, amely tartalmaz
minden informéciot a feladat minden lehetséges megoldéaséarol. Roviden érintjiik az approximéal-
hatosag kérdését, majd azt vizsgéaljuk, mit mondhatunk akkor, ha tudjuk, hogy adott szamitasi
rendszerben megoldhato egy szamitasi feladat. Kideriil, hogy egy megoldas létezése gyakran
végtelen sok megoldés 1étezését implikélja, és e megoldasok ekvivalencia-fogalmanak vizsgalata
soran természetesen felbukkannak az egzakt sorokat altalanositdé objektumok. Miutan néhéany
rovid megéllapitast tesziink a k-egzakt sorokrol, annak a kérdésére tériink, hogy miként lehet
nemnyilvanvalé6 médon mar meglévé megoldésokbdl 11j megoldasokat késziteni adott szamitési
feladat( részfeladatai)ra. Bemutatunk néhany pozitiv tételt a szamitasi szempontbol talan leg-
fontosabb kategoridk esetében. Vizsgéljuk, hogy miként lehet optimélis megoldasokat keresni,
és érintjiik az invarians és ekvivarians megoldasok kérdését. A fejezet zarasaként osszefoglalunk
néhany gondolatot arrél, miként lehet e keretrendszert hasznalva megitélni, hogy érdemes-e
adott szamitasi rendszert 4j tipust szamitogépekkel kiegésziteni.

Végiil, koszonetet mondunk mindazoknak, akik e kutatést lehetévé tették, tamogattak és

gondolataikkal segitették a téma mélyebb megismerésében a szerzét.



1. fejezet
Bevezetés: a szamitas és a szamitogép

Torténelmi okokbol a szamitas fogalmat a szamitogépekkel valdo munkavégzéstol tettiik fliggdve,
noha egyfajta szamitasfogalomnak mindig is léteznie kellett. Ha azt szeretnénk tanulmanyoz-
ni, hogy a valésdgban milyen folyamatok, milyen szamitasok valésithatéak meg, ahhoz nem
elég ismerni, hogy az adott szamitast az aktudlis szamitoégépfogalomnak megfelel§ szamitasi
rendszeren beliil reprezentélni lehet-e. Ugyanakkor, praktikusan nem &all médunkban olyan sza-
mitasokat automatizaltan elvégezni, melyeket szamitogépekkel nem tudunk realizalni. Dolgo-
zatomban e két, latszolag ellentmondasos koriilmény dsszebékitésére torekszem. Megmutatom,
hogyan lehet a kategoriaelmélet nyelvét felhasznélni arra, hogy adott szamitasi feladatot kiilon-
b6z6 szamitési rendszereken beliil modellezhessiink, ezaltal fiigg6vé tehessiik adott szamitasi
feladat vizsgalatat az aktuélisan elfogadott vagy megvalosithato szamitégépek fogalméatol. A
szamitogép fogalmat itt egy olyan kategoriaval helyettesitem, amelynek az objektumairol és
morfizmusairél feltessziik, hogy azokat a vizsgalt szamitogép fizikailag realizélni tudja. Miutan
fiigg6vé teszem adott feladat leirasat attol a kategoriatol, melyben reprezentélni szeretnénk azt,
ezt a fliggdséget felhasznalom arra, hogy elméletben jellemezni tudjam adott szamitési felada-
tok megoldasat lehetévé tevs szamitogép-rendszerek szamitasi képességét, és vizsgalni tudjam
ezen tulajdonsagokat a szamitogépnek megfeleltetett kategoria fiiggvényében. Igy matematika-
ilag jol kezelhets keretbe foglalhato, mit jelent, ha egy feladatot vagy feladatcsoportot adott
szamitogépek rendszerében akarunk megoldani. Tobbek kozott egzaktul targyalhatova valik
az egyes szamitogép-tipusok hasznalatai kozotti kiilonbségek, lehetGség nyilik adott feladatok
approximalhatosaganak, egzakt megoldhatosdganak, illetve az Gsszes lehetséges nemekvivalens
megoldas tulajdonsagainak vizsgalatara az alkalmazott szamitogép-tipusok fiiggvényében. Tar-
gyalhatova valik, hogy mit jelent, amikor egy mér 1étezd szamitdogépes rendszert béviteni szeret-
nénk mas tipusa (pl. klasszikus-kvantumos hibrid) szamitogépek hasznalatéaval: mar az elmélet
szintjén, a tényleges megvalositashoz sziikséges, gyakran hatalmas anyagi befektetés megtétele
nélkiil is megallapithatova valik, hogy mar meglévd rendszereket érdemes-e 1j tipusi szamito-
gépekkel kiegésziteni, és ha igen, varhatéan miben nyilvanul majd meg és milyen mértékd lesz
az igy nyert hatékonysagnovekedés. A kérdést meg is lehet forditani: ha adott egy méar létezd
szamitogép-rendszer, amelyen beliil nem vagy csak kis hatékonysaggal tudjuk megoldani fel-

adatok egy csoportjat, akkor milyen, a szamitogép-rendszernek megfelel6 kategériabol hianyzo
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objektumokat és/vagy morfizmusokat realizalni képes 0j szamitogépeket kell tervezniink ahhoz,
hogy a kibdévitett rendszerben méar hatékonyan meg tudjuk oldani e feladatokat.

Ahogy a fejezet cime is jelzi, a kovetkez§ szakaszok arra szolgalnak, hogy az olvasot tobbé-
kevésbé természetesen elvezessék e fogalmak Osszekapcsolasaig, el6készitve a késébbi matema-
tikai formalizaci6 mogotti intuiciot. Mondanom sem kell, hogy nem célom (és nem is lehet
célom) atfogod képet adni a szamitastudomany és a lazabb értelemben vett szamitasfogalom
kialakulasarol, eddigi fejlédésérdl és azokrol az utakrol, melyekrsl okkal gondolhatjuk, hogy a
szamitastudomany végig fog haladni a tovabbiakban. Ha az olvasé tudomanyos izlésébdl faka-
doan siirgetettséget érezne e gondolatok precizebb, matematikaibb megfogalmazasara, azokat a
kovetkezs fejezetekben taldlja meg. Nekem mindazonaltal meggy6z6désem, hogy minden, adott
fogalom matematikai modellezésének céljaval késziilt keretrendszerhez szervesen hozzatartozik
az a motivacio, mely végiil az alapul szolgalé definicidkat adta, igy semmiképp sem szeret-
tem volna a matematikai keretrendszer felépitésével kezdeni a dolgozatot. Bizom benne, hogy
azon olvasok, akik atragjak magukat a kovetkezd szakaszokon, taldlnak benniik 4j vagy hasznos

gondolatokat, melyek hozzatehetnek a mar kialakult szemléletiikh6z a témaban.

1.1. A szamitas fogalmarol

Napjainkra a szamitas és a szamitogép fogalma szorosan Osszekapcsoldodott: olyannyira, hogy a
szamitas fogalmanak hivatalos angol deﬁnici()jaﬂ szerint a szamitas a szamitogépek vizsgalatat
vagy a velilk valé munkavégzés folyamatat jeloli. Minden bizonnyal a legtébben valoban erre
gondolunk, amikor a szamitas szo6t hasznaljuk. Ez a definicié azonban, ha eleget toprengiink
rajta, egyre kevéshé tiinik helytallonak. Egyrészt az, hogy mit tekintiink szamitégépnek - és
igy milyen tevékenységet jelolhet ezek vizsgalata és a veliik valo munkavégzés - az idGk soran
folyamatosan alakul. Példanak okaul az abakuszt joggal tekinthették szamitogépnek a sumérok
i.e. 2500 kornyékén, igy szamukra a szamitas fogalma a (nem is olyan nagy) szamok 6sszeadésat
és kivonasat, illetve e mtveletek hatékony elvégzésének tanulmanyozésat jelentette volna, ha
elfogadjak a szamitas emlitett definiciojat. Masrészt, joggal gondolhatjuk, hogy egyfajta szami-
tasfogalomnak (a mindenkori értelemben vett) szamitogépeket megelézéen is 1éteznie kellett, és
a két fogalom ennyire szoros 6sszekapcsolodasa kevéssé torvényszerd, sokkal inkabb tarsadalmi
és torténelmi folyamatok artefaktuma.

De a szamitogép fogalmanak kialakulasa sem mindig a praktikusan megvalosithatd szerke-
zetekbdl indul ki. Végss soron, a szamitoégép nem mas, mint egy fizikailag lehatarolt rendszer,
amely képes olyan fizikai dllapotok realizalasara, melyeket valamilyen matematikai objektumok-
kal tudunk azonositani, illetve amelyben olyan fizikai folyamatok zajlanak le (elvaras szerint
kontrolldlhatoan), melyeket e matematikai objektumok kozotti leképezések megvalositasainak
tekinthetiink. Igy az, hogy mit gondolunk a vilagunkban megjelenheté matematikai objektumok
és ezek kozotti leképezések (morfizmusok) természetérdl, aktivan alakitja azt, hogy milyen sza-

mitogépeket gondolunk megvalosithatonak, igy tehat azt is, hogy milyen szamitasfogalommal

'Lasd: [Meaning of computing according to the Cambridge Dictionary.


https://dictionary.cambridge.org/dictionary/english/computing
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rendelkeziink. A pitagoraneusok hiteEl szerint példaul a vildgban mindennek racionélis szamok
feleltethetGek meg, igy szamukra i.e. 500 kdrnyékén a szamitas fogalma minden bizonnyal kime-
riilt volna a racionalis szamokkal valo mitveletvégzéssel. Mi tobb, az 6 szempontukbdl a vilagrol
valo gondolkodashoz sem lehetett sziikség ennél tobbre, igy, ha nekik kellett volna szamitogépet
tervezniiik, annak lehetséges funkcioi a tortekkel valo alapvets miiveletek realizédlasaban alltak
volna, ami nem sokkal tért volna el a hagyomanyos abakusztol.

Noha egy érvelésben idgszamitasunk el6tti id6k megallapitasaira hivatkozni gyakran nem
célravezetd, hiszen e megéllapitasok olyan tarsadalmi és tudoményos vildgképeken nyugszanak,
melyek egy részét mar elvetettiik, a sumérok és a pitagoraneusok példaja mégis elgondolkodta-
t0. Ramutat, hogy mint megannyi esetben, ha egy kérdés gyokeréig akarunk asni, egyre kevésbé
hanyagolhatjuk el a kérdés kapcsolatat a vilagrol alkotott képiink maradékatol. A szamités
fogalma a vilaghol absztrahalt fogalmak és azok kozotti kapcsolatokat megragado lehetséges
miiveletek vizsgalatabol nétte ki magét, ugyanakkor a szédmitési modszerekkel végzett megalla-
pitésok visszahatottak a vilagképiinkre és fogalomrendszeriinkre. Emiatt a szamitas torténetét
nem lehet elvalasztani az egyéb vilagképek fejlédéstorténetétsl, vagy ha mégis, azt csak ideig-
oraig tehetjiik meg, az ebbdl fakado hianyossagérzet folyamatos fokozddasa mellett.

E gondolatok utan akarva-akaratlanul is felmeriil a kérdés: miben vagyunk masok, mint a
sumérok vagy a pitagoraneusok? Masképp fogalmazva, biztosak lehetiink abban, hogy a jelen-
legi szamitogépfogalmunk (és igy szamitasfogalmunk) relevans lesz akar néhany évtized vagy
-szdzad milva? A valasz minden bizonnyal inkdbb negativ, mintsem pozitiv. Az igazsag az,
hogy még mindig csak keveset tudunk a minket koriilvevé vilagrol és azokrol a modszerekrdl,
melyekkel igen fondorlatosan szamitasra tudjuk fogni annak részeit. Minden jel szerint tévol
vagyunk még a tudomanyfejlédés végétsl, az tjabb felfedezésektsl pedig joggal varhatjuk tjabb
és tjabb modszerek felbukkanasat, melyekkel bizonyos matematikai objektumokat vagy leképe-
zéseket az eddigieknél hatékonyabb modon realizalhatunk. Igy a legvalészintibb forgatokonyv
szerint a kellGen tévoli jov6 szamitogépére ugyanigy nehéz lenne raismernie a mai szakember-
nek, mint a suméroknak vagy pitagoraneusoknak a mai szamitogépekre. Egy kutatd szamara e
gondolatok bortsan hathatnak: valészint, hogy a legtobb szamitogép-fejlesztés, amit a kovetke-
76 évtizedekben megtesziink, nagyobb torténelmi skalakon nemcsak, hogy relevancidjat veszti,
de feledésbe is meriil, teret engedve az tjnak, amit a szamunkra még elérhetetleniil tavol allo
felfedezésekre épitenek majd utédaink.

A helyzetet latszolag rontja, hogy praktikusan képtelenek vagyunk a szamitas fogalmét
teljesen elvalasztani a szamitogép fogalmatol, ehhez ugyanis az kellene, hogy ismerjiik a fizika-
ilag realizdlhato objektumok és morfizmusok Osszességét, amitél (talan reményteleniil) messze
allunk. Mindazonaltal, nem lehet, és nem is érdemes eldobni azt a tudast, amit a szamitas-
r6l adott szamitogépes keretrendszeren beliil szerezni tudunk. Az idealis az volna, ha olyan

kereteken beliil tudniank a szamitogépes rendszereket és az ezekben realizalhato szamitésokat

2A hit sz6 hasznalata itt indokoltnak ttinik, 1évén, hogy allitasaikat esztétikai megfontolasokra alapoztak, és
filozofidjuk koré egyfajta vallasi csoport szervezédott. E csoport tagjai tobbek kézott lemondtak a babfogyasz-
tasrol, nem sétalhattak orszagaton, és nem is érinthettek fehér kakast. Izgalmas részletekért lasd: [, 1.2.2.
Misztika és matematika: Pilithagorasz cimi fejezete.
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targyalni, melyek kell6en rugalmasak ahhoz, hogy a szamitogépfogalom valtoztatasa mellett
is alkalmazhatoak legyenek. Igy tulajdonképpen csak arra van lehetSségiink, hogy gyengitsiik
a szamitas eleve nehezen koriilirhaté fogalmat, és helyette az adott keretrendszeren belil meg-
valosithato szdmitds fogalmat vizsgaljuk, amit viszont méar jol lehet modellezni matematikai

modszerekkel.

1.2. A szamitogép fogalmarol

Amikor szamitogépekrsl beszéliink, leginkabb az elmult nagyjabol 70 év szamitési termékeire
gondolunk, és meglepd moédon nem is vétiink nagyot. Néhany elszigetelt géptdl eltekintve azt
mondhatjuk, hogy tényleges szamitogépekkel a 19. szédzad els¢ évtizedeiben taldlkozott az em-
beriség, és a fejlesztéseket jorészt az eurdpai tudosok tették meg. Noha kifinomult mechanikus
szerkezeteket (pl. rugos orat) mar a 15. szazadban hasznaltak Eurdépaban, az elss, szamitasokat
automatizalo rendszerekre varni kellett az ipari forradalom lezajlasaig, részben az azokhoz sziik-
séges alkatrészek elgallitasi nehézségei, részben pedig taldn a meggy&zddés hidnya miatt, hogy
ilyen gép készithet§. Ekkoriban a szamitdgépekkel kapcsolatos leginkabb meghatarozé kérdés
annak az eldontése volt, hogy létezhet-e egyaltalan ilyen gép.

Az 1930-as évekre optimista szemlélet uralkodott e kérdéssel kapcsolatban. Egyrészt, egyre
tobb analog szamitogépmodell latott napvilagot, masrészt az elektrodinamika alapegyenleteinek
felirasa utan nem kellett sokat varni a digitalis szamitogépek koncepcidjanak kialakulasara sem.
Lényeges torténelmi koriilmény a két vilaghabor is, melyek jelentGs szerepet jatszottak a tu-
domény és szamitastechnika ugréasszert fejlédéséhez sziikséges koriilmények kialakitdsaban, igy
az anyagi raforditas és a kutatocsoportok munkainak osszefogasa hosszu évekig kiemelt cél volt.
Az 1940-es évekre ehhez az optimizmushoz egyfajta kényszer is kapcsolodott, hiszen miikods
szamitogép épitése nem csak tudomanyos cél, de szdmos nemzet 6nallé nemzeti érdeke is lett.
Egyre nyilvanvalobba valt, hogy lehet Osszetett feladatok vizsgalatara is alkalmas szamitogépet
késziteni, az érdekl6dés igy a létezés kérdésétsl a kivitelezés kérdése felé mozdult el.

Napjainkra mar-méar mindenki szdmara egyértelmi, hogy lehetséges rendkiviil bonyolult
szamitasok elvégzéséhez sziikséges strukturdkat reprezentalni képes szamitogépeket késziteni,
olyannyira, hogy talan tul optimistak is vagyunk, ha sajat, modern szamitogépeink képességeirsl
esik sz0.

Tény, hogy szamitogépeink az élet szinte minden teriiletén alkalmazasra talaltak, ami so-
ha nem latott tarsadalmi fejlédést eredményezett. Ugyanakkor, a puszta hit abban, hogy ezek
a keretrendszerek minden (szadmunkra relevansnak tiing) szamitési feladatot képesek ellatni,
kellemetlen helyzetbe sodorhat abban a pillanatban, hogy olyan fizikailag realizalhatd, szami-
tasvégzésre alkalmazhato rendszereket talalunk, melyek nem illenek e keretekbe, és még csak
az sem vilagos, miként illeszthetGek bele. Jelenleg, gy tiinik, pontosan ez a helyzet: megbukni
latszik az a klasszikus meggy&z&dés, miszerint az el6z6 évszazad szamitogépfogalma kimerits-
en lefirnd a lehetséges szamitasi rendszereket. FErre csak néhény példat jelentenek a kvantum-

szamitogépek (lasd példaul: [2], [3]), a gravitacios szamitogépek (lasd példaul: 4], [B], [6]), a
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zajos szamitogépek (lasd példaul: [7]), illetve a biologiai és neuromorf gépek (lasd példaul: [§]).

Igy napjainkra a relevans és izgalmas kérdés inkabb a kovetkezd: ahelyett, hogy azt kérdez-
nénk, milyen szamitégépeket tudunk kivitelezni, vizsgaljuk annak a kérdését, hogy mi minden
létezhet, ami szamitasra foghaté. Sajnos a fizikailag realizalhaté objektumok és morfizmusok
kategoridjat nem ismerjiik, s6t, az elmult évszazadok tudomanyos fejlédését latva, jo okunk van
azt gondolni, hogy tudésbeli hiaAnyossagunk nem csekély. Mindezek ellenére nem varhatunk élbe
tett kézzel, ameddig a természettudosok felfedezik és aprolékosan leirjék a vilag utolsé darabka-
it is, hogy csak ezutan kezdjik el targyalni a lehets legaltalanosabb szamitastudoméanyt. Abbol
kell kiindulnunk, amit altalanosan igaznak gondolunk a szamitogépekrsl: olyan, fizikailag jol
lehatarolhato rendszerek, melyek fizikai allapotai reprezentalni tudnak valamilyen matematikai
objektumokat, és amely rendszereken beliil természetesen létrejohetnek olyan allapotok kozotti
modosulésok, melyek e matematikai objektumok kozotti leképezéseket valositanak meg. Minden
ilyen rendszerben (mérnoki kihivasoktol eltekintve, elviekben) fizikailag megvalosithatunk min-
den olyan feladatot, melynek bemenete és kimenete reprezentilhato egy-egy, a rendszer altal
létrehozni képes objektummal, és a feladat megfeleltethets az ezek kozotti lehetséges leképezés-
lancok kompozicidjanak. Ez a szemlélet segit olyan szamitogépfogalmat formalizalni, amelynek
id6tallasaban joggal reménykedhetiink, és amelyhez természetesen illik a kategoriaelmélet.

Ha a fejl6dé szamitastudomanyt akarjuk modellezni, az el6z6 mondatnél egy kicsivel t&b-
bet is meg tudunk allapitani: a szamitastechnika fejlesztései soran nem kell eldobnunk a mar
meglévs gépeket, ugyanakkor készithetiink tjakat, melyekkel tjabb objektumok és/vagy mor-
fizmusok realizalhatoak természetes modon. A szamitastechnikai fejlesztések elsédleges célja
tehat az, hogy a lehetd legtobb objektumot és ezek kozotti leképezést fizikailag reprezentalni
tudjuk, el tudjuk végeztetni a természettel. Ezzel az elképzeléssel szinkronban &ll az a tény,
hogy az utobbi évtizedek szamitastechnikai fejlesztéseiben a fokusz az altalanos, mindenre al-
kalmas szamitogép elGallitasarol a specialis funkciokat ellatd szamitogépek hibrid rendszereinek

elgallitasa felé latszik eltolodni.

1.3. Miért kategoriak? Gondolatok a fogalmak alakulasarol.

A fogalmak 6nmagukban azonban csak marginalis haszonnal birnak, ha célunknak azon dolgok
kozotti kapcesolatok megértését tiiztiik ki, melyeket e fogalmakkal leirhatova tettiink. Amennyi-
ben hisziink abban, hogy a meglévd, a vizsgalt rendszerek részeit csak részlegesen megnevezni
képes fogalomrendszeriink ismerete relevans informéacioval szolgaltathat a vizsgalt rendszerrdl,
ami jollehet, meggy6z&dés kérdése, de empirikusan indokolhato, elsdlegesen a fogalmak rend-
szereinek megértését kell megvalositanunk. Ehhez pedig léteznie kell valamilyen mdveleteknek,
melyekkel egyrészt a meglévs fogalmainkbol ujakat készithetiink (ha tugy tekintjiik, hogy min-
den ismert fogalommal egyiitt minden abbdl formalisan szarmaztathato is ismert, erre nem kell
kiilon kitérni), masrészt, ami fontosabb, e fogalmainkat valamilyen szabaly szerint 6ssze tudjuk
kapcsolni, egymasba tudjuk alakitani.

Noha nincs kanonikus modja annak, hogy az alapoktoél teljesebb fogalomrendszereket épit-
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siink fel, és ezt a folyamatot leginkdbb csak torténelmi szemléletben tudjuk targyalni, altalano-
san igaznak tiinik, hogy csak a legritkibb esetekben bukkannak fel olyan 1j fogalomcsoportok,
melyeket ne tudnank valamilyen, mar meglévs keretrendszer fogalmaival Gsszefiiggésbe hozni.
Tipikusan azok a fogalmak, melyekkel valamilyen tudoményos felfedezés, mér létezé rendszerek
mélyebb megértése vagy a véletlen folytan gazdagitjuk az aktualisan meglévs vizsgalodasi rend-
szereinket, szervesen kapcsolodnak a mar meglévs fogalmainkhoz, igy 6nmagaban nem csak az
1j fogalmak megértése és integralasa jelent fejlédést egy tudomanyteriilet szaméra, de az is,
hogy e fogalmakkal gazdagitva a mar meglévs vizsgalodasi rendszereinket, 0 tipust mdveletek
is megjelennek a mar meglév6khoz képest, melyekkel e fogalmak kozott kapcsolatokat tudunk
teremteni. Az 4j fogalmak a mar meglévéekkel koleson tudnak hatni, igy az 4j fogalomcsopor-
tokhoz természetesen tartoznak olyan transzformaéacio-fogalmak, melyek valamilyen mduveletet
reprezentalnak e fogalmak kozotti. Az pedig, hogy mikor ugrik jelentéset egy tudoményteriilet
leir6- és megértSképessége, érzékenyen fiigg attol, hogy milyen fogalmakat tekintiink leirhato-
nak, és ezek kozott milyen atalakitasokat tekintiink megengedhetének.

Minden bizonnyal ennek a felismerése: hogy a fogalmakkal végezhets miveletek lehetnek
annyira fontosak, hogy énmagukban 4j fogalmak bevezetését indokoljak, vezetett a természetes
szam fogalmanak nem kevés altalanositasaig.

A szamitas fogalma is tobbé-kevésbé ennek a gondolatnak megfelelen alakult: a szam, és
igy az aktualisan szamként kezelt objektumokkal végezheté miiveletek béviilése révén tudott
kialakulni a szamitasrol alkotott egyre altalanosabb fogalom, majd megjelenhettek a szam ob-
jektumanak és a szadmok kozotti miiveletek reprezentéciojaira képes automatizalt gépek.

Az eddig leirtak sokkalta altalanosabbak annél, minthogy barmilyen, altaldnosan hasznos és
nemnyilvanval6 kdvetkeztetés levonéasara szolgalo formaélis keretrendszert hozza tudjak rendelni;
e dolgozatnak nem is ez a célja. Ugyanakkor, fontosnak talaltam ramutatni arra, hogy a szami-
tasrol kialakitott képet folyamatosan béviils és fejléds fogalomrendszeret alakitjak és alakulnak
altala. Ezen valtozasok mindegyike nehezen megjosolhato, 6sszességében pedig nem alaptalan
azt feltételezni, hogy idével egyre lényegesebb eltérések lesznek akozott, amit mi szamitasnak

gondolunk, és akozott, amit a késébbiek annak fognak nevezni.



2. fejezet

Szamitogépek és kategoridk: a szamitasi
feladat

Az el6z6 fejezet {6 célja az volt, hogy ramutasson: a vilagrol alkotott modelleink fejlgdésének
héla folyamatosan valtozik azon fogalmak (objektumok) kore, melyeket az aktualis tudomanyos
vizsgalodasi rendszereinkkel le tudunk frni. A természetben ezen objektumok egy részét reali-
zalni tudjuk, igy létre tudunk hozni olyan rendszereket is, amelyek ilyen objektumok kozotti
leképezéseket (morfizmusokat) valositanak meg. Az ilyen rendszereket aztan fel lehet hasznalni
szamitdst feladatok automatizalt elvégeztetésére, igy tekinthetjiik Sket szamitogépeknek. Ilyen
szemléletben a szamitdgép matematikailag tekinthets azon objektumok és morfizmusok 6sszes-
ségének, melyeket reprezentalni képes. A szamitasi feladat fogalma ebben a szemléletben a
kovetkezd: adott egy leképezés két objektum kozott, és el szeretnénk azt allitani egy adott
szamitogépes rendszer keretein beliil.

Ebben a fejezetben a célom az lesz, hogy bemutassam, ahogy a kategoriaelmélet segitségével

lehetséges olyan, természetes keretrendszerek létrehozasa, melyek:

1. kell6 rugalmassaggal rendelkeznek ahhoz, hogy a folyamatosan valtozo szamités- és sza-

mitogépfogalmat reprezentélni lehessen veliik;

2. lehetGséget biztositanak az aktualisnak tekintett szamitas- és szamitogépfogalmaktol vald
fiiggés reprezentalasara és figyelembevételére, amikor szamitasi feladatok tulajdonsagait
vizsgaljuk (kozelithetség, elgallithatosag, utobbi esetben valamilyen bonyolultsagi tulaj-
donséagok, stb.);

3. révén vizsgalni lehet a fenti tulajdonsagok varhato valtozasat a szamitogép-fogalom alta-

lanositasaval osszefliggésben (pl. 4 szamitogépek elkészitése);

4. matematikailag precizek, és a biztositott robosztussaghoz képest viszonylag kényelmesen
kezelhetGek.

Kategoriaelméletrsl valtozo mélységii anyagokat az érdekl6dé olvaso a kovetkezSkben talal-
hat: [9], [I0], [11], illeve az nLab megfelel oldalan.


https://ncatlab.org/nlab/show/category+theory
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2.1. Kategoériaelméleti alapfogalmak

1. Definicié. [Matematikai univerzum)|

Univerzum alatt olyan U halmazt értiink, melyre teljesiilnek az alabbi tulajdonsagok:
1. Ha Ae Be U, akkor A € U;
2. Ha A, B e U, akkor {A, B} € U;
3. Ha A e U, akkor P(A) € U;
4. we U;
5. Minden A € U esetén, minden f : A — U fliggvényre imf € U.

A tovébbiakban feltessziik a Grothendieck-féle univerzum-axiéomét, mely szerint minden

halmaz része egy univerzumnak.

2. Definicié. |U-kis halmazok és matematikai objektumok]
Legyen U egy rogzitett univerzum. Az A halmazt U-kis halmaznak nevezziik, ha A € U teljesiil.

Adott X matematikai objektumot U-kisnek neveziink, ha halmazként az.

3. Definicio. [(U-legitim) Kategorial
Legyen U egy rogzitett univerzum. Adott Cy U-legitim kategoria alatt a kovetkezsk Osszességét

értjiik:
1. Az objektumok OB(Cy) < U halmaza (ha OB(Cy) € U teljesiil, U-kis kategoriarol beszé-
link);
2. A morfizmusok U 3 HOM¢, (A, B) U-kis halmaza minden (A, B) objektumparhoz;

3. Minden A, B, C' objektumhérmas mellett egy o4 g : HOMe, (B, C) x HOMe, (A, B) —
HOMe, (A, C) kompozicio, mely minden HOMe (A, B) 3 f, g € HOMe,(B,C) leké-

pezésparhoz a gf := goa pc f leképezést rendeli,
amelyek kielégitik a kévetkezd axidmakat:

4. Minden A, B objektum mellett, minden f € HOMe,(A, B) morfizmusnak létezik egy
egyértelmi forrasobjektuma, nevezetesen dom(f) := A, és egy egyértelmi célobjektuma,

nevezetesen targ(f) := B;

5. Minden A, B objektum mellett léteznek az idy € HOMe (A, A) és idg € HOMe, (B, B)
identitasmorfizmusok, tgy, hogy minden f € HOMe, (A, B) leképezésre fidsy = idpf = f

teljestil;
6. A kompozicios miivelet asszociativ.

A tovabbiakban nem fogjuk kiemelni, hogy konkrétan milyen univerzummal dolgozunk, azt

a jelolésekben sem tiintetjiik majd kiilon fel.
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Megjegyzés. Noha a legtobb, gyakorlatban is hasznalt kategoéria objektumai osztalyt alkotnak,
hasznélni fogjuk az A € OB(C), s6t, az A € C jelolést, mely azt jelenti, hogy A egy objektum a

C kategoriaban.

Megjegyzés. Mivel barmely € kategoéridban adott g morfizmus egyértelmiien meghatarozza an-
nak dom(g) forras- és targ(g) célobjektumaét, ezért a tovabiakban az egyszertiség kedvéért alkal-

mazni fogjuk a g € HOMe jelolést, ami alatt azt értjiikk majd, hogy g € HOMe(dom(g), targ(g)).

4. Definicié. [(Teljes) Részkategorial
Legyen 8, C két kategoria. Azt mondjuk, hogy 8 részkategoriaja a C-nek, jellésben & < €, ha

a kovetkezdsk teljesiilnek:
1. Ha A€ 8, akkor A € C;

2. Minden A, B € 8 mellett HOMg(A, B) € HOMe(A, B) (ha itt egyenldség all, teljes

részkategoriarol beszéliink);

3. Minden A, B, C € § objektumhéarmas mellett barmely HOMs(A, B) 5 f, g € HOM;s(B, C)
leképezéspéarra gf € HOMg(A,C) és gf € HOMe(A, C) megegyezik;

4. Minden A € § esetén idy € HOMg(A, A) és idy € HOMe(A, A) megegyezik.

5. Definicio. [Kategoria és részkategoria kiilonbsége|
Legyen § < €. Ekkor:

1. OB(C—8) := 0B(C) — OB(8) a C kategoria azon objektumait jeldli, melyek nem objek-

tumai az & kategorianak;

2. HOMe_g a C kategoria azon morfizmusait jel6li, melyek nem morfizmusai az 8 kategori-

anak.

6. Definicié. [Monomorfizmus, epimorfizmus, izomorfizmus|
Legyen C egy kategoria, A, B € € két objektum és f € HOMe(A, B) egy morfizmus. Azt

mondjuk, hogy az f morfizmus:

e monomorfizmus, amennyiben minden g, h € HOMe(B, A) morfizmusra HOMe(B, B) 3
fg = fhe HOMe(B, B) esetében g = h teljesiil;

e epimorfizmus, , amennyiben minden g, h € HOMe(B, A) morfizmusra HOMe(A, A) 3
gf = hf e HOMe(A, A) esetében g = h teljesiil;

e izomorfizmus, amennyiben van olyan g € HOMe(B, A), hogy gf = id4 és fg = idp

teljestl.

Megjegyzés. Minden izomorfizmus egyszerre mono- és epimorfizmus, de ennek az ellenkez&je

nem igaz.
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7. Definicio. |[Néhany kategoria, amit a dolgozat tovabbi részében hasznalni fogok]|
Az alabbi kategoridknak és azok részkategoridinak ismeretére sziikség lesz a dolgozat tovabbi

tartalmanak kényelmes feldolgozasa érdekében:

1. SET, SET*: a (pontozott) halmazok és ezek kozotti (pontozott) leképezések kategoriaja;

2. SetMaps: a halmazok kozotti leképezések, mint objektumok, és ezek kozotti leképezések

kategoriaja;

3. K-mod, K-Mod, R-mod, R-Mod: a (végesen) generalt K-vektorterek és R-modulusok

kategoriai a megfelel§ vektortér- és modulus-homomorfizmusokkal, ahol K test és R gytirt;

4. Top, Top*: a (pontozott) topologikus terek és ezek kozotti (pontozott) folytonos leképe-

zések kategoriaja.

5. Mnf, Mnf* SMnf, SMnf*: a (pontozott) topolégiai sokasagok és (pontozott) sima

sokasagok kategoridja, a megfelels (pontozott) leképezésekkel.

6. Hlb, Hlb*: a (pontozott) Hilbert-terek és ezek kozotti skalarszorzattarto leképezések
kategoriaja.

majd. A kétféle jelolés alkalmazéasa mogott tipografiai megfontolasok allnak.

Ahhoz, hogy azt mondhassuk, egy szamitoégéphez rendelt kategoriaban egy leképezést sze-
retnénk reprezentalni, elGszor is sziikség van egy azonositasra a kérdéses leképezés forras- és
célobjektumai, illetve a szamitogéphez rendelt kategoéria objektumai kozott. Ha a leképezést
tartalmazo kategorianak (tipikusan SET) részkategoridja a szamitogéphez rendelt kategoria,
akkor ez a megfeleltetés természetes. Ugyanakkor, nem sziikséges (és gyakran nem is teljesiil),
hogy egy szamitdégéphez rendelt kategoria tényleges részkategoridja legyen annak a kategoria-
nak, amelyben egy vizsgalt leképezést a priori meg tudunk adni. Kilénbozs (rész)kategoriak

kozotti azonositasra a funktor fogalma ad lehet&séget:

8. Definicié. |[Kovarians funktorok|
Legyen C,D két kategoria. Az F : € — D leképezést kovarians funktornak nevezziik, amennyi-

ben a kiévetkezsk teljesiilnek:
1. minden A € € objektum F(A) képe D-beli objektum;
2. minden A, B € C, f € HOM¢(A, B) esetében F(f) e HOMqp(F(A), F(B));

3. minden A, B,C € C, f e HOMe(A, B), g€ HOMe(B,C) esetében F(gf) = F(g9)F(f) €
HOMop (A, C);

4. minden A € C esetében F(id4) = idpa) € HOMop(F(A), F(A)).

9. Definicid. [Kontravarians funktorok|
Legyen C,D két kategoria. Az F : € — D leképezést kontravaridans funktornak nevezziik,

amennyiben a kovetkezdk teljesiilnek:
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1. minden A € € objektum F'(A) képe D-beli objektum;
2. minden A, B € C, f € HOMe(A, B) esetében F(f) e HOMqp(F(B), F(A));

3. minden A, B,C € C, f e HOMe(A, B), g€ HOMe(B,C) esetében F(gf) = F(f)F(g) €
HOMo(C, A);

4. minden A € C esetében F(id4) = idpa) € HOMop(F(A), F(A)).

10. Definici6. [Hi funktor|
Legyen C,D két kategoria. Az F' : € — D kovaridas funktort hiinek nevezziik, amennyiben
minden A, B € € objektumparra a HOMe(A, B) és HOMq(F(A), F(B)) halmazok kozotti
f— F(f) leképezés injektiv.

Megjegyzés. Az, hogy egy S kategoria egy C kategoria részkategoriaja, azzal ekvivalens, hogy az

I : 8 — € beéagyazo leképezés hi kovarians funktor.

11. Definici6. |[Konkrét kategorial
A C kategoriat konkrétnak nevezziik, ha létezik F': € — SET kovarias hid funktor.

12. Definicié. [Funktorok kézotti természetes transzformaciok és természetes izomorfizmusok|
Legyen C,D két kategoria, F,G : € — D két kovarians funktor. Azt mondjuk, hogy az n
leképezés egy természetes transzformacié az F' és G funktorok kozott, ha minden A, B € €
objektumra és f € HOMe(A, B) morfizmusra definialt egy n4 € HOMp(F(A), G(A)), illetve
ng € HOMqp(F(B),G(B)) tgy, hogy G(f) ona = F(f) o np teljesiil. Ha minden ilyen n4 €
HOMp(F(A),G(A)) izomorfizmus, akkor 7-t természetes izomorfizmusnak nevezzik az F' és
G funktorok kozott.

A gyakorlati elérehaladés szempontjabol fontos lenne, hogy olyan kategoriakkal tudjunk
dolgozni, melyekrdl rendelkeziink valamilyen absztrakt algebrai ismerettel. Emiatt a tovabbi
vizsgalodasok szempontjabol kiemelt szerepet kapnak majd a kijelolt strukturaja algebrai ob-
jektumok és ezek kozotti strukturadrzé morfizmusok (pl. csoportok, gytrik, modulusok) kate-
goriai. Természetesen, ezek a kategoridk onmagukban nem lennének alkalmasak feladatok széles
spektrumanak lefrasara, ahhoz tilsagosan is specialisak. Ha olyan szamitogépeket terveznénk,
melyek ezen kategoridkat valamelyikét tudnak reprezentalni, nem kapnank hatékony szamitasi
kereteket. Relevancidjuk sokkal inkabb abban &ll, hogy kiindul6pontként kivaldéan alkalmazha-
toak: ahogy a késébbi példakban latjuk majd, megtehetjiik, hogy gazdagitjuk e kategoridkat
valamilyen mas kategoria (tipikusan SET) objektumaival és morfizmusaival. E morfizmusok-
kal varhat6an mar sokkal altalanosabb leképezéseket is reprezentalni lehet, névelve a szamitési
altalanossagot. Mégis, ha csak kevés morfizmust emeliink be a kiindulasi kategériankba, el-
méleti szempontbol még vizsgalhato lesz, milyen tulajdonsagokkal rendelkeznek az tGjdonsiilt,
komponalt morfizmusok, melyeket igy méar reprezentalni tudunk majd.

Ez persze elméletileg szép és hihets, de honnan tudjuk, hogy praktikusan is lehet haszna?
Elvégre, megtorténhet, hogy rengeteg 1j objektumot és morfizmust kell hozzaadnunk a kategori-

ankhoz ahhoz, hogy napjaink relevans szamitasi feladatainak elvégzésére alkalmas rendszereket
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kapjunk. Létezhet-e egyéltalan olyan eset, amikor véges sok j objektum és morfizmus beeme-
lése tényleg segit novelni egy ilyen kategoria altal reprezentalt szamitasi rendszer képességeit?

A valasz az, hogy létezik. Mi tobb, ismeriink példat arra, amikor nem kell 0j objektumokat
hozzaadni a kategoriankhoz, és egyetlen (!) j morfizmussal hatalmasat ugrik a szamitési kapa-
citésﬂ A példa maga az R — mod gazdagitasa mondjuk a ReLU € HOMgeq leképezéssel, amit
torténeti okokbol neuralis halonak?] neveziink. Miel6tt azonban ttlsagosan is eléreszaladnank,

kovetkezzenek a sziikséges definiciok.

13. Definici6. [Adott aritast mitivelet egy halmazon)]

Legyen X egy halmaz. Ekkor adott n € N mellett az f : X" — X leképezést n-aritast mive-
letnek nevezziik. Ha I tetsz6leges halmaz, [-aritast miiveletnek adott f : X! — X leképezést
értjiik. Az X halmaz elemei kolcsonosen egyértelmiien megfeleltethetéek az @ — X leképezé-

seknek, melyeket 0-aritédsi miveleteknek neveziink. Egy leképezés aritasat n(f)-el jeloljik.

14. Definici6. [Algebrai strukturak|
Algebrai struktura alatt azt az (£2,nq) part értjik, ahol Q € OB(SET) és Vs €  : ng(s) €
OB(SET) teljesiil. Az Q 3 s elemek miiveleteket jelolnek, melyek aritasait ng(s) adja. Jelolésben

gyakran csak Q-ként hivatkozunk a tipusra, és az aritas-fiiggvénybdl elhagyjuk az indexet.

15. Definici6. [Szegényebb részstruktiral
Legyen (€2, nq) és (€2, ng) két algebrai struktira. Azt mondjuk, hogy az (', ng/) szegényebb

részstruktiraja az (€2, ng) strukttranak, ha Q' < Q és nglo = no teljesiiﬂ. Jelolésben Y < Q.

16. Definicio. [Q2-algebral
Legyen ) egy algebrai struktira. Q-algebran egy olyan (A, (sa)seq) part értiink, ahol A egy

halmaz és Vs e Q : 54 : A™®) — A rogzitett aritast miveletek.

17. Definicio. [Q-algebra részalgebrajal
Legyen ) egy algebrai strukttra, (A, (s4)seq) egy Q-algebra. Ennek részalgebrajan egy olyan

(B, (sB)seq) part értiink, ahol B € A és az sp miiveletek az s, miiveletek megszoritésai Vs € 2.

18. Definicio. [Q2-algebra-homomorfizmusok]
Legyen €2 egy algebrai tipus, A és B két (2-algebra. Egy A és B kozotti 2-algebra-homomorfizmus

alatt olyan f: A — B leképezést értiink, melyre Vs € Q miveletre, tetszoleges A™) 3 (ai)ien(s)
mellett f (54 ((a:)ien(s))) = 55 (( f(ai))ien(s)> teljesiil.

Megjegyzés. Minden Q-algebra-homomorfizmus egyben ¢Y-algebra-homomorfizmus is tetszdle-

ges €)' < ) esetén.

LA hatalmasat jelzé itt azt jelenti, hogy tetszéleges, véges halmazok kozotti leképezés végtelen sokféleképp
egzaktul megoldhatéva valik a kategoriaban.

2A neuralis halo fogalma ennél a specialis kategoria-gazdagitasnal altalanosabb, ugyanis mas SE€T-beli mor-
fizmusok beemelését is megengedi. Viszont, a gyakorlatban csak véges sok (s6t, egészen kevés) j morfizmust
emeliink be, ami a dolgozatban targyalt modszerek és lehet&ségek egy nagyon speciélis esetének tekinthetd.

3Ebben az esetben az egyenléség alatt a megfelel§ aritasok ekvivalencidjat értjiik.



FEJEZET 2. SZAMITOGEPEK ES KATEGORIAK: A SZAMITASI FELADAT 15

19. Definicio. [Az Q-Alg kategorial
Az Q-Alg kategoéria alatt azt a kategoriat értjiik, amelynek az objektumai Q2-algebrak, morfiz-

musai (2-algebra-homomorfizmusok.

20. Definicio. [Felejts funktorok|
Legyen (¥, ng) < (Q,nq) két algebrai struktura. Az F : Q-Alg — V'-Alg felejté funktor
alatt azt a kovarians funktort értjiik, amely minden (A, (sa)seq) € OB(£2-Alg) algebrahoz

hozzérendeli az (A, (s4)seqr) algebrat, a morfizmusokat pedig S8€T-be kiildi, majd vissahtuzza
'-Alg-ba.

Azt, hogy az id6ben valtozo szamitogépfogalomnak hogyan feleltetheté meg kategoriak ka-
tegoriainak lanca, a[2.I}es abra szemlélteti.

Szamitogépfogalom Szamitogépfogalom Szamitogépfogalom
a to pillanatban a t pillanatban a t, pillanatban
0« ” Cto b Fiota > Ct1 —Fpy— o = Fy o, — Ctn A

2.1. dbra. Az id6ben fejl6dé szamitastudoméany algebrai megfelelGje:
kategoridk kategoridinak lanca

2.2. Kategoériaelmélet a szamitastudomanyban

A dolgozatomnak énmagaban nem az a sajatossaga, hogy a kategoriaelmélet nyelvét hasz-
nalva vizsgal szamitastudomannyal kapcsolatos kérdéseket. Mint a legtobb kell6en absztrakt
matematikai részteriiletet, gy a kategoriaelméletet is mar szdmos modon Osszekototték a sza-
mitastudomany kérdéseivel az elmilt évtizedek soran.

Mivel a kategoriaelméletet sokan a halmazelmélet altalanositasanak tekintik, igy elég gyako-
ri, hogy azt csak mar meglévd, jol ismert és értett eljarasok, modellek és leirasok altalanosabb
megfogalmazasara hasznaljak, amikor adott feladatok szamitogépes rendszereken torténd meg-
valositasanak vizsgalataval egyiitt bukkan fel (1asd tobbek kozott [12] és [13] szemléletét). Alta-
laban az elsGdleges kiindulési pont vagy egy specifikus, mar meglévs keretrendszer felvaltasa egy
annak a lefrasara szolgalo nyelvvel (pl. klasszikus vagy kvantumos algoritmusok kidolgozésa)
az elméleti vizsgalodéasok céljaval, vagy pedig egy elméletileg kidolgozott, jo tulajdonsagok-
kal rendelkez6 nyelv fizikai reprezentalasi modjanak a kérdése (pl. els6 modern szamitogépek
megépitése). A gond ezzel az, hogy mindkét esetben a kategoriaelmélet olyan szellemiségii hasz-
nalata, mint amit a dolgozatomban ki szeretnék domboritani, indokolatlannak tinik: az els¢

esetben felesleges olyan altaldnositast bevezetni, amely a kiszemelt szamitogépes rendszer altal
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meg nem valdsithatd operaciokat is reprezentéalni tud, a masodik esetben pedig mér egy meg-
lévé kategoriabol indulunk ki, amelyet nem érdemes bévebb kontextusba helyezni, ha a fizikai
megvalositasa lehet cél.

Esetemben a f6 fokusz els6dlegesen nem konkrét szamitasi rendszerek, és nem is konkrét
szamitasi nyelvek leirdsén lesz, hanem azon, hogy valamilyen szdmitéasi rendszerrel megoldani
kivant feladatokrol a lehets legtobb informéaciot tudjuk szerezni. Az eléz6 bekezdés példéinal
maradva, egyrészt ha rogzitiink egy szamitogépfajtat, akkor egy feladatrol olyasmiket tudunk
eldénteni, hogy megoldhato-e (esetleg approximalhato) az adott szamitogép segitségével, és ha
létezik megoldasa, az rogzitett ercforrasok mellett elGallithato-e vagy sem. Ezek az informé-
ciok, noha nagy relevancidjuak, csak parcidlisan jellemzik magat a feladatot, amit vizsgalni
szeretnénk. Végss soron a cél mégis csak az, hogy megoldjunk bizonyos feladatokat, mert meg
szeretnénk vagy meg kell oldanunk ket sajat magunk, kornyezetiink vagy a tédgabb értelem-
ben vett tarsadalom boldogulasa érdekében. Fix szamitogépfajta mellett konnyen kaphatunk
a megoldhatosag kérdésére nemleges valaszt, ami ugyanakkor sokkal inkabb a rogzitett sza-
mitogépfajtarol tett megallapitds, mintsem magarol a feladatrol, és nem jelenti azt, hogy a
feladat sziikségszertien egyaltalan nem is lehet megoldhato. Meglehet (gyakran legalabbis eb-
ben reménykediink), hogy ugyanaz a feladat mas tipust szamitogéppel konnyen és gyorsan
elvégezhets. Masrészt, ha adott nyelvet rogzitiink, amelyet vizsgalni szeretnénk, ugyanebben a
helyzetben vagyunk: attol fiiggGen, milyen nyelvet vizsgalunk, mas és més megallapitasokat te-
hetiink egy feladat megoldhatdsagaval, nehézségével stb. kapcsolatban. Egy rogzitett feladatrol
akkor tudhatunk meg a lehetd legtobbet, ha a lehets legtobb szamitasi rendszert rogzitve vizs-
galjuk a tulajdonsagait. Igy talalhatunk toérténetileg nehéz feladatokat (amiket pl. abakusszal
nem lehetett gyorsan megoldani), ténylegesen nehéz feladatokat (amiknek a megoldasat sem-
milyen jelenlegi szamitogép nem képes reprezentélni), s6t, ad absurdum lehetetlen feladatokat
is (amelyeket fizikai rendszerekben képtelenség reprezentalni). A feladat maga azonban sok-
kal tobb informaciét hordoz, mint azoknak a tulajdonsagoknak az Osszessége, amelyeket adott
keretrendszeren beliil elkészitett reprezentaciojarol meg tudunk allapitani. E kereten beliil a
szamitogéprendszereket reprezentalni képes kategoria fogalméhoz kotni adott feladatot nem
puszta formalis jaték, nem egy nyelvvdltds, ami a halmazelméletnél nagyobb szabadsagot biz-
tosit. Ez egy természetes, és, ha a vizsgaldodas mogotti filozofiat szeretnénk kovetni, kényszert
modja is annak, hogy figyelembe lehessen venni adott feladat kiilonbségét annak valamilyen

Dolgozatom tjdonséga, a késGbbi eredményeken és felbukkand j matematikai objektumo-
kon tul, ebben a szemléletben all: egy feladathoz rengeteg reprezentans rendelheté hozza a
lehetséges, szamitogéprendszereket reprezentald kategoriaktol fliggden, és ezen reprezentansok
tulajdonsagai mind felfednek valamilyen informaciot a vizsgélt feladattal kapcsolatban. Termé-
szetesen, ez a szemlélet tobb mellékterméket is szolgaltat, példaul rogton a kévetkezd harom

lehetGséget:

1. Adott szamitési rendszer elemzése: rogzitett kategoéria mellett valtoztatjuk a feladatokat,

és vizsgaljuk azok tulajdonsagait. Ez egy praktikus hozzaallas: abbol indul ki, hogy van
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néhéany jol ismert architekturank, amit hasznélni tudunk, és megprobaljuk leirni, hogy egy
ilyen architekttira hogyan tud kezelni bizonyos feladatokat. Ez a gyakoribb szamitogép-
tudomanyi hozzaéllas konnyen reprezentalhaté a dolgozatban felvazolt keretek kozott,
amennyiben nem konkrét feladat van elGtérben, amelyet egy valamilyen architektuaraval
akarunk megoldani, hanem egy architektura, amellyel valamilyen feladatokat szeretnénk

megoldani (lehetdleg az Osszeset, amit meg lehet).

2. Adott feladat elemzése: tulajdonképpen fogalmunk sincs arrél, 6nmagaban mennyire ne-
héz egy feladat. Azt, hogy egy kérdésre konnyt vagy nehéz valaszt taldlni, attol fliggden
allapitjuk meg, hogy visszavezethet6-e olyan tapasztalasokra és megallapitasokra, me-
lyeket méar megtettiink, ismeriink. Egyes feladatokat pl. biologiai rendszerek rendkiviil
hatékonyan meg tudnak oldani, mig klasszikus szamitégépek kevésbé. Egy igazan nehéz
feladat varhatoan kiilonbozé kategoriakbol vizsgalva is nehezen megoldhato lesz, mig més
feladatokrol kidertilhet, hogy csak rossz nyelven fogalmaztuk meg Gket, és ezért tiintek
ideig-6raig megvalosithatatlannak. Megtehetjiik, hogy rogzitiink egy feladatot, valtoztat-
juk a kategoriakat, amelyekben vizsgaljuk azt, és vizsgéaljuk, varhatéan mennyire lesz
nehéz megoldani ezt a feladatot. Tovabbra is tény marad, hogy egy adott feladathoz a
(feladat, kategdria) par hozzarendelése nem szolgéaltat egyértelmi informaciot a feladatrol,
de sok ilyen parral mar tébbet meg tudunk érteni azon feladat természetérdl, amelyeket

vizsgalni szeretnénk.

3. A fenti kettd egyszerre: Osszehasonlithato, hogy adott feladatcsoportokra milyen vélto-
zast kapunk, ha valtoztatjuk (legfontosabb: bévitjiik) a mar meglévs kategoriankat, és
ez a valtozas jelentds lesz-e (pl. dtugranak nehezen szamithato feladatok a konnyen meg-
oldhatoak kozé). Vizsgalhatjuk azt is, hogy ha valamilyen jelentds teljesitményvaltozast
tapasztalunk, az miben all, a nagyobb kategoéria milyen algebrai tulajdonsagainak koszon-
het6? Ha ezt megértjiik, algebrailag vizsgalhatova valik annak a kérdése, hogy érdemes-e
1j tipusu szamitogéparchitektirdkra kolteni, illetve, ha ilyet szeretnénk, milyen 4j tu-
lajdonsagokra kell figyelniink (az olyan trivialitasokon til, hogy mar meglévs szamitast

tudjanak gyorsabban elvégezni, vagy tudjanak nagyobb objektumokat reprezentalni).

2.3. A szamitasi feladat formalizalasa

Kényelmetlen koriilmény, hogy nem ismerjiik a fizikailag realizalhaté objektumok és morfiz-
musok kategoriajat, igy nem tudjuk, pontosan milyen szamitasi feladatokat tudunk fizikailag
megoldani. Mégis, jo lenne, ha képesek lennénk mondani valamit az olyan szamitogépes rend-
szerekrél, amelyek adott esetben csak évtizedek vagy szazadok miulvan valésulnak meg, talan
jelenlegi rendszereink fejlesztése vagy kiterjesztése révén. Ebben a szakaszban nekilatok annak
a keretrendszernek a felépitéséhez, amely alkalmas ennek a vagynak a megvalositasara.

Az elsé és legfontosabb fogalom, amit bevezetiink, a szamitasi feladat lesz: ez tulajdonképpen

egy ismertnek feltételezett leképezés, amit késébb el6 szeretnénk allitani egy szamitasi rend-
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szert reprezentald kategoériaban. Mivel minden leképezéshez hozzatartozik annak értelmezési

tartoménya is, fel fogom tiintetni a kategoériat, amely morfizmusanak tekintjiik ezt a leképezést:

21. Definicio. [Szamitési feladat]
Legyen C egy kategoria, A, B € OB(C) és f € HOMe(A, B). Szamitési feladat alatt az (f,C)
part értjiikEl

22. Definici6. [Szamitési feladat részfeladatal
Legyen (f,C) egy szamitési feladat és legyen g € HOMe olyan, hogy dom(g) részobjektu-
ma dom(f)-nek és flaom() = ¢g- Ekkor a (g, C) szamitasi feladatot az (f,C) szamitési feladat

részfeladatanak nevezziik.

23. Definicié. [Részben rendezett halmazokhoz rendelt kategoriak|
Legyen (X, <) egy részben rendezett halmaz. Ekkor az ehhez rendelheté X poset-kategoria a

kovetkezs:
1. OB(X) = X,

{13}, ha A< B
&, kiilonben

2. YA, B e OB(X) : HOMx(A, B) =

3. VA< B<CeOB(X):1Bou} =4

Megjegyzés. Tetszbleges n € N természetes szamot megfeletethetiink az 0 < 1 < -+ < n részben
rendezett N(n) halmaznak, melybdl képezhetjiik az n kategoriat. Ezt aes abra szemlélteti.

1 2 n—3 n—2 —1
ln—2 ln—1 "

2.2. abra. Az n kategoria szemléltetése

24. Definicio. |Leképezési lanc egy kategoridban)|

Legyen C egy kategoria, n € N. Az O : n — € kovarians fuktort C-beli leképezési lancnak
nevezziik. Jelolésben az O; := O(i), i € {0,...,n} és f; := O(i,,) i € {0,...,n — 1}-t is
alkalmazzuk a kés6bbiekben. Ez tulajdonképpen morfizmusokkal 6sszekétott objektumok lancat
jeloli, melyet a[2.3las abra szemléltet.

OO fO \ 01 fl \ 02 f2 ... fn—3 \ On—2 fn—2 On—l fn—l On

2.3. dbra. Egy n — C leképezési lanc szemléltetése

4Precizebben az (f, A, B, C) jeldlést kellene hasznalnunk. Mivel azonban (1) minden morfizmus egyértelmten
jellemzi annak forras- és célobjektumat, igy nem sziikséges azokat feltiintetni, illetve (2) adott két feladatot nem
érdemes feltétleniil kiilonbozonek tekinteni, ha a forras- és/vagy célobjektuma ugyan nem azonos, de izomorf,
tehat nem is praktikus a forras- és célobjektumhoz mar jelolés szintjén is ragaszkodni, helyesebbnek talaltam
csak a leképezést és a kategorait feltiintetni.
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25. Definicio. |Leképezési diagramok|
Legyen C egy kategoria és D egy U-kis kategoria. Ekkor a D : D — € funktort leképezési

diagramnak nevezziik.

Megjegyzés. Egy leképezési diagram tulajdonképpen egy multigraf, amelynek minden csiicsa

egy adott C kategoria objektuma, élei pedig HOMe-beli morfizmusok.

26. Definicio. [Szamitési feladat hii funktor szerinti véges realizacioja adott kategoridban]|
Legyen (f,C) egy szamitasi feladat, D egy tetszdleges kategoria és F' : D — € egy kovarians
hi funktorEl Azt mondjuk, hogy az (f,C) feladat a D kategoridban végesen realizalhato vagy
megoldhato F' szerint, ha létezik olyan n € N szam és O :n— D leképezési lanc D-ben, melyre
F(Oy) = dom(f) és F(O,,) = targ(f) teljestl, illetve F(f,_10---ofy) = f. Azt mondjuk, hogy az
O funktor D-ben realizalja vagy megoldja az (f, C) feladatot F' szerint. Az olyan Oy, € OB(D),
illetve Ooyt € OB(D) objektumokat, melyekre F(Oy,) = dom(f), F(Oouw) = targ(f) teljesiil,
az (f,C) szamitasi feladathoz tartozo be-, illetve kimeneti objektumoknak nevezziik, melyek
Osszességére hasznaljuk az Op,(f), Oout(f) € OB(D) jeloléseket is.

Amikor egy feladat megoldasarol beszéliink, azt klasszikusan tgy szoktunk megadni, mint
elvart (bemenet, kimenet) parok halmaza, vagyis azt egy neki megfelels, halmazok kozotti f
leképezés grafjaként definialjuk. Emiatt a tényleges szamitési feladat alatt természetes lenne
az (f,SET) peldat érteni, ezzel dolgozni a tovabbiakban. Olyan szamitogépet viszont nehéz
épiteni, amely minden lehetséges halmazt reprezentalni tudna; praktikusan csak specialisabb
kategoridk megvalositasara van modunk (egyelére legaléabbis).

Az absztrakt matematikan beliil a kategoériaelmélet egyik legnagyobb haszna az, hogy lehe-
téséget ad Osszetett objektumok struktarajarol valo informacioszerzéshez. Altalaban a kovet-
kez6 eljarast alkalmazzuk: adott egy viszonylag 1j, teljes egészében még nem megismert mate-
matikai objektum-fogalom, melyrdl altalanos megallapitasokat szeretnénk tenni, meg akarjuk
ismerni a bevezethets ekvivalencia-fogalmait, osztalyozni akarjuk a lehetséges reprezentans-
objektumokat, és igy tovabb. Ekkor ahelyett, hogy az objektumainkat teljes egészében vizsgal-
nank, megprobalhatunk részinformaciokat kinyerni roluk, mint amikor fényképet készitiink egy
targyrol. Egy lehetséges megoldas erre az, ha a vizsgalni kivant objektumok és azok strukti-
radrzé morfizmusainak kategoriajabol egyszeriibb (jobban ismert) kategoriakba képeziink vala-
milyen funktorialis moédon, és az igy nyert informéciéval méar ebben a szamunkra egyszertibben
kezelhetd kategoriaban dolgozunkﬂ Megvan ugyanakkor az ara egy ilyen eljarasnak: egyrészt,
mikozben az Osszetett struktiraju objektumokat egyszertibb struktiurajuak vizsgalatara cserél-
jiik, az eredetileg nagyon specialis morfizmusok helyett potencidlisan kisebb strukturat meg-

6rizni hivatott morfizmusokkal talaljuk szembe magunkatﬂ. Ez a kett&sség egy nagyon fontos

5Egy ilyen hi funktor létezése latszolag erds megkttés, ami miatt a definicié raadasul fiiggeni is fog a megadott
azonositastol. A leggyakrabban azonban C := S8ET mellett fogunk dolgozni, és D = Q-Alg rogzitett algebrai
jeloli majd, F' pedig a felejts funktor.

6Ezt a megkozelitést fizikusok is hosszi ideje hasznaljak, amikor el6bb szamokat rendelnek a fizikai rendsze-
rekhez, majd linearis leképezéseket, tenzorokat, operatorokat, mezsket stb.

"Teljestil tehat a nehézségmegmaradds elve, azaz egyszertibb objektumokért cserébe sokfélébb, Gsszetettebb



FEJEZET 2. SZAMITOGEPEK ES KATEGORIAK: A SZAMITASI FELADAT 20

észrevétel! Masrészt, egy ilyen megfeleltetés altalaban messze nem egyértelmi az eredeti és a
hozzarendelt, egyszertibb objektumok kozott: emiatt a legtobb tudomanyteriileten messze nem
trividlis eldonteni, hogy milyen invaridnsait kell keresni egy objektumnak ahhoz, hogy azok mar
egyértelmien jellemezzék az eredeti objektumot (vagy annak éppen vizsgalt tulajdonséagait).

Esetiinkben a fenti elgondolas megforditottja lesz a cél: els§ 1épésben az egyszertibb ma-
tematikai strukturat hordozo objektumokhoz (halmazok) keresiink olyan osszetettebb struktu-
rakkal rendelkezd objektumokat (pl. vektorterek), melyek morfizmusairél azok struktirajabol
nemegyértelmien) sszetettebb algebrai objektumok kategoridjaba, cserébe utobbi kategoria
morfizmusai specidlisabb tulajdonsagokkal birnak. Mi pedig igazabol az egyszeriibb katego-
ria bizonyos Osszetettebb morfizmusait szeretnénk az Ssszetettebb objektumok kategoridjanak
egyszeriibb/specidlisabb morfizmusaival reprezentalni, amennyire lehetséges. Ez duplan meg-
éri: egyrészt, noha matematikailag az egyszertibb strukturaju, igy altalanosabb objektumokat
konnyebb reprezentélni, fizikailag gyakran a specialisabb objektumokat van lehetGség chipre
nyomtatni, valamilyen rendszerrel stabilan megvalésitani; igy ezzel a modszerrel fizikailag na-
gyobb eséllyel megvalosithatd szamitogép-modellhez rendelheté kategoriat lehet keresni. Méas-
részt, azaltal, hogy az objektumaink specialisabb struktiraval rendelkeznek, a kategoéria mor-
fizmusairol tobbet tudunk mondani altaldanossdgban véve, igy kénnyebben tervezhetd és meg-
érthetd modszereket lehet késziteni egy ilyen kategoridn beliil.

Ugyanakkor, a vizsgalodast egy ilyen, specialisabb kategoriara lesztikiteni hiba lenne, hiszen
végss soron (f,SET) szamitési feladatokat akarunk megoldani. Egy halmazok kézotti leképezés
pedig tipikusan nem fog eléallni, mint (tetszélegesen) sok specialisabb objektum struktiratrzs
morfizmusainak kompozicidja, hacsak az eredeti legképezés valamilyen csoda folytdn meg nem
6rzi az adott struktirat - akkor viszont a feladatunk trivialis lenne. Ezek az (f,SET) szamitési
feladatok a halmazok kategoéridjaban mind egyetlen lépésben megoldhatoak; azért, hogy egyes
morfizmusokat vagy nem fogunk tudni reprezentalni, vagy pedig tipikusan csak egynél tobb
lépésben fogjuk tudni azt megtenni, a specidlisabb kategoria hasznélata lesz a felelGs.

Ezért azutan, hogy elsé lépésben kiszemeliink egy specidlisabb kategoriat, melyet mar egé-
szen jol ismeriink ahhoz, hogy annak a morfizmusair6l altaldnosan érvényes és hasznos meg-
allapitasokat tudjunk tenni (pl. approximécios tételek), méasodik lépésben elrontjuk ezt a szép
struktirat: az eredeti, strukturadrzé leképezések mellé beemeliink olyan leképezéseket, melyek
az algebrai strukturarol megfeledkezve csak az alaphalmazok kozott 1étesitenek kapcsolatotﬂ.
Igy két tipust: struktiradrzs és tipikusan nem (vagy csak részben) struktiradrzé morfizmusa-

ink is szerepelnek majd a gazdagitott kategériébarﬂ. Ez azért hasznos, mert ilyen leképezések

morfizmusokat kapunk. Természetesen, azért éri meg mégis ezzel a modszerrel dolgozni, mert az egyszertibb
objektumok kategoriajat olyankorra mar jobban ismerjiik, mint az Gsszetett objektumokét, igy nem okoz kiilo-
nosebb gondot, ha a jol ismert kategdria morfizmusaival kell dolgoznunk, még ha ezek talan Gsszetettebbek is,
mint az eredeti kategoriabeli morfizmusaink.

8 A kategéria gazdagitdsa soran az Gj morfizmusok beemelése a lényeges.

9Ahhoz, hogy ennek értelme legyen, sziikségiink van egy egyértelmii azonositasra a kijelslt C kategéria ob-
jektumai és morfizmusai, illetve a SET objektumai és morfizmusai kzott, amit egy hd funktorral meg tudunk
oldani. Esetiinkben azonban, ha € a valamilyen algebrai struktiraval ellatott objektumok és ezek kozotti struk-
taradrzé leképezések kategoriaja, a felejté-funktor biztositja ezt a természetes megfeleltetést.
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kompozicidja méar tipikusan nem lesz struktiraorzé, tehat potencidlisan sokkal tobb szamité-
si feladatot realizalni tudunk majd a gazdagitott kategoriaban az eredeti kategoridhoz képest.
Ugyanakkor, egyéb haszna is van annak, hogy specialisabb kategoriabol indulunk ki: a létrehoz-
hato legéltalanosabb leképezéslanc felfoghaté olyan morfizmusok egymésutani alkalmazasanak,
ahol nincs két egymast kovets azonos tipusu (pl. strukturadrzé és nem strukttiradrzs) morfiz-
musunk, egy ilyen leképezéslanc tulajdonsagait pedig gyakran konnyebb megérteni, mint egy

altalanos nem struktiradrzé morfizmust. Kovetkezzen a gazdagitéﬂ fogalma:

27. Definici6. [Részkategoria gazdagitasa kategoriaban]

Legyen 8§ < C. Az S kategoria C-beli gazdagitasan egy 8’ < C kategoériat értiink, melyre 8§ < §'.

28. Definicié. [Kategoria morfizmuscsaladdal valo gazdagitasa hi funktor altal]

Legyen 8, C két kategoria, F' : 8§ — € hi funktor, az F(OB(S8)) < OB(€) objektumai kozotti
morfizmusok egy csaladja G := {g; € HOMe_ps) : dom(g;), targ(g;) € F(OB(8)), i € I}, ahol
I indexhalmaz. Az 8 kategoria G morfizmuscsaladdal valo F' altali gazdagitasa alatt egy olyan
S < 8 :=8(C, F,G) kategoriat értiink, amelyre:

1. OB(8) = OB(8')(C, F,G);
2. Vfe HOMg_s:3g€ G: F(dom(f)) = dom(g), F(targ(f)) = targ(g), F(f) = g.

Megjegyzés. Szemléletesen tehat, adott kategoriat ugy bovitiink egy kategdria morfizmusaival,
hogy azt el6bb egy hii funktor révén bedgyazzuk a nagyobb kategoridba, majd onnan dtvessziik
az egyes morfizmusokat, felhasznalva a két kategoria objektumai kézotti azonositast. Az el6zd
definici6 2. pontjara azért van sziikség, mert ez az azonositéas altalaban nem egyértelmi, példaul

adott halmaz felett tobb, kiilonb6z6 csoportstruktira is megadhaté lehet.

29. Definicié. |[Kategoria morfizmuscsaladdal valo teljes gazdagitasa hi funktor altal]
Legyen 8, C két kategoria, F' : § — € hi funktor, az F(OB(S)) < OB(C) objektumai koézotti
morfizmusok egy csaladja G := {g; € HOMe_ps) : dom(g;), targ(g;) € F(OB(8)), i € I}, ahol
I indexhalmaz. Az 8§ kategoria G morfizmuscsaladdal valo F' altali teljes gazdagitasa alatt azt
az 8 = 8§ := 8(C, F, @) kategoriat értjiik, melyre minden olyan O € OB(8) objektumra, melyre
valamely g € G mellett F'(O) = targ(g), egyben létezik is az az f € HOMj_¢ leképezés, melyre
F(dom(f)) = dom(g), F(targ(f)) = tara(), F(f) = g-

2

Ugyanakkor, néha van lehet§ség természetes azonositasra, példaul ha egy (2-Alg kategoriat egy
szegényebb ' < Q algebrai struktirahoz tartozo V'-Alg kategoria morfizmusaival bévitiink a
felejté funktor révén. Azt is megtehetjiik, hogy egy kategoriat tobbszor is gazdagitunk, ekkor
kiilonb6z6 tipustt morfizmusokkal dolgozhatunk majd adott objektumok koézott. Ezek koziil a
dolgozatom szempontjabol legfontosabb eset, amikor adott strukturaju algebréklzl ar <. <
0% < Q' < QY lancaibol képzett kategoridkon keresztiil bévitjiik.

0 A gazdagitas szot altalaban mas kontextusban is hasznaljak a kategoriaelméletben; ekkor a morfizmusok hal-
mazat egy adott kategoria objektumaival helyettesitjiik ahhoz, hogy extra struktiraval rendelkezd, altalanosabb
kategoriafogalmat nyerjiink.

HTtt alkalmazom az J-Alg = SET azonositast.
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Qm-Alg o QF-Alg e Ql-Alg 0-Alg
F(O§) < En 0Y
Fg*(fo) ,ﬂ
Fg(07) < Fi ol vl —— O
| |
Fi"(f1) fi
| |
F'(03) = F"(0)) < Fi" oy« 1l 09
| |
Fy" (f2) f2
l |
| |
F(f3) I3
| l
Fr(0) = Fp(OR) «—— - —F— Of R o
| |
Fo"(f1) f,
| |
B (fu-2) s
. |
F(On_y) + 36 Op_y < Fj— Op4
| |
flm(/fnfl) '/‘,,,]
| |
FM(0,) = F"(0}) < Fyr O « 1 — O°
| |
/ /)“(\f”’> fn
| |
F(Opsn) — -+ g Onit

2.4. abra. Q™ < - < 02 < Q! < O%-gazdagitott Q°-Alg kategoridban valo
megoldasreprezentalés szemléltetése.
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Ekkor a beemelt morfizmusok mind megériznek valamilyen egyszertibb struktirat, igy 0ssze-
sen m + 1 kiilonb6z6 morfizmus-tipusbol alkotott leképezési lancokkal probalhatunk szamitasi
feladatokat megoldani. Egy ilyen bdvitett kategoriaban végesen realizalt (f, Q™-Alg) szamitési
feladatot szemléltet a[2.4les abra. A tobblépéses gazdagitas definicioja egyértelmd, ugyanakkor,

mivel tekinthets egyetlen (2~ Alg kategoridhoz tartozo bévitésnek, ezért kiilon nem targyaljuk.

2.4. Specialis esetek, példak

A modszer, amit szamitasi feladatok reprezentaciojara bevezettiink az el6z6 szakaszban, talan
tul specialisnak ttinhet. Mi tobb, els6 ranézésre talan azzal kapcsolatban is kétségeink meriil-
hetnek fel, hogy ilyen specialis keretrendszereken beliil megvaldsithaté moédon lehetne robosztus
keretrendszereket reprezentalni és targyalni.

A valdsidgban azonban ezek a konstrukciok nem csak matematikai szempontbol tiinnek ter-
mészetesnek. Ennek alatamasztésaul szerepeljen itt két példa olyan keretrendszerekre, melyek
robosztusséga vitan feliil all, és amelyek természetesen beilleszthetGek az eddig targyalt keretek

kozé.

2.4.1. A kvantummechanika keretrendszere - szemantikus modellek

A kvantummechanika keretrendszerét sokféleképp fel lehet épiteni, melyek mindegyike mas-
mas szemléletet helyez elGtérbe. A most kovetkezs felépités elénye, hogy értelmezhets keretet
ad a megjelené mennyiségeknek, és nem igényel tobb évnyi fizikusi elGismeretet a megértéshez.
Emellett a targyalas kell6en altalanos és természetes ahhoz, hogy mas keretrendszerekkel is
osszekothetd legyen, és érthetGen ravilagitson, miért vdrhato, hogy egy ilyen elveken nyugvo
modell robosztus legyen. E felépitéssel méashol még nem taldlkoztam, azutan készitettem el,
hogy a klasszikus fizika filozofiai elvekbdl valo levezetésén gondolkodva sikeriilt absztrahélnom
a mindkét (klasszikus és kvantumos) keretrendszerben megjelend, hasonlo fogalmi rendszereket.
A kvantummechanika alapproblémaja a kévetkez6: adott egy zart rendszer, amirdél tudjuk,
hogy legfeljebb megszamlalhato sok allapotban lehet. Le szeretnénk irni ezt a rendszert.
Vezessiik be a mérhets allapotok A < N halmazat, és rogzitsiink hozzé egy 0 : A — 5
bijekciot. Az egyszertiség kedvéért S lehet megkiilonboztets szovegek halmaza, példaul megfelels
lehet a o(3) = "A hidrogén-atom 3. gerjesztett allapotban van.". A lényeges, hogy van egy
ilyen rogzitett o leképezésiink. Ezutan tekinthetiink tgy az A halmazra, mint szimboélumok
halmazara, melyen bevezethetiink egy trivialis fiiggetlenségfogalmat egy (e, ) : A x A — {0, 1}

trividlis skalarszorzattal a kovetkezSképp:

1, haa =b,
Va,be A: (a,b) :=

0, kiilonben.

Ezutan adott K test mellett (ez esetiinkben C, de R is lehetne a konstrukcioban, csak akkor

a Hamilton-operatorral trivialis idéfejlsdést kapnank) bevezethetjiik az A fliggetlen szimbolu-
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mok formaélis linearkombinaci6it, mégpedig az e szimbélumok, mint fiiggetlen generatorok altal
szabadon generalt K-modulusként: H := K(A). Erre a K-modulusra (szeszkvi)linearisan kiter-
jeszthetjiik a skalarszorzatot, kapva egy (e, o) : H x H — K leképezést, amivel tovabbra is lehet
fiiggetlenséget definialni két H-beli elem kdzott.

Amit eddig leirtam, nem specifikus a kvantummechanikara, pusztan indokolja, hogy tetszd-
leges zart fizikai rendszerhez hozza lehet rendelni ilyen médon egy szemantikaval rendelkezd
modellt, ahol a rendszernek egy H = (C(A), (o, 0)) alaki C-Hilbert-teret lehet megfeleltetni.

Ez motivalja az alabbi definiciot:

30. Definicié. [Zart, szemantikaval rendelkezd K-modell]
A (o,H) part zart, szemantikaval rendelkez6 modellnek nevezziik, ha o € HOMsge teljesiil,

illetve H = (K{dom(c)), (e,e)) € Hlb és (e, ®)|dom(s)xdom(s) trividlis skalarszorzat.

Innentdl kezdve, ha a rendszer zéart, akkor nem lehetnek olyan kolcsonhatasok, melyek mi-
att a kiindulaskor meghatarozott lehetséges mérési eredmények A halmazat béviteni kellene.
Igy a fizikai rendszerem tovabbi leirasahoz elegendd ismernem az annak megfeleltethets zart,
szemantikéval rendelkez6 modellt, illetve az abban megjelend Hilbert-tér auto- és endomorfiz-
musait. Ezeknek feleltetjiik meg magukat a fizikailag mérheté mennyiségeket. Emellett, mivel
a formaélis szimbolumok részhalmazai a természetes szamok halmazanak, bevezethetiink kézot-
tiik egy rendezést, amivel e generatorok lancot alkotnak. Ezutan a legkisebb generator, illetve
az adott generdtorbol a legkisebb, néla nagyobb generatorba vivs leképezésekkel egyértelmien
jellemezhetévé valik tetszéleges generator, vagyis a Hilbert-tér elemei is egy az egyben meg-
feleltethetGek a tér specialis endomorfizmusainak. A kvantummechanika esetében létezik egy
kitiintetett automorfizmus is, mely tulajdonképpen a ¢ : A — H tiszta allapotok determinisz-
tikus id6fejlédésébdl nyerhets ki, ezek direkt Osszegeként hat a H Hilbert-tér elemein.

Ebbdl a szemszogbdl a kvantummechanika mérésfogalma egy kicsit eréltetett. A rendszer
H 3 9(0) kezdeti allapota fejlédik az idSben az iddfejlesztés (Uy)ie(o,0) operatorfélcsoport-
janak generatorat megadé H Hamilton-operatornak megfeleléen adott T ideig, amikoris a
Y(t) = Ur(y(0)) allapotba keriil. Ekkor, megnyitjuk a rendszert, és lemérjiik, milyen alla-
potban van: ez egyike lesz a « : A — H allapotoknak, hiszen igy definidltuk az A halmazt.
Jeloljiik a mérés eredményét a € im(c)-val. E mérés soran két leképezés valosul meg: egy
nemlinearis morfizmus (amely nem része a Hlb kategorianak), amivel a rendszer kurrens al-
lapotabol egy valoszintiségi eloszlast képziink, és egy nemdeterminisztikus kivalasztas, amely
ennek a valoszintségi eloszlasnak megfelelGen kivalasztja az a mérési eredménytEl Ha ismer-
jiik, milyen allapotbdl indult a rendszer, és ismerjiik a bels§ dinamikajat, a 7" id6pillanatban
a (Y(T),a) € H®H informéacio all rendelkezésre a rendszerrsl, ami mar nincs benne abban a
zart, szemantikus modellben, amivel a zart rendszert leirtuk. A mérésrél azonban feltessziik,
hogy pillanatszertien torténik, és nem hordoz magaban lényeges kolcsonhatasokat, vagyis ha

kés6bb ismét eltavolodunk a rendszertdl, az ismét zartnak tekinthet6 majd, és ugyanazzal a

12Ebben a szemléletben a kvantummechanika nemdeterminisztikus volta tulajdonképpen abban all, hogy egy
zéart rendszeren beliil nem allapithaté meg egy tetszéleges kiilsé beavatkozas hatasa a rendszerre. Ameddig nincs
ilyen beavatkozas, a rendszer allapotai id6ben determinisztikusan fejlédnek.
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zart, szemantikus modellel lehet leirni, amivel a mérés el6tt is. Igy a késébbiekben csak annyi
valtozas torténik, hogy a ¢ (T') allapotot felvaltja az a allapot, és ez fejlddik tovabb: dsszeomlik
a hullamfiigguény. Ebben az értelmezésben a méréshez sziikséges kolcsonhatas minden hatésa

a rendszer allapotanak meghatarozotta valasaban van. Ezt szemlélteti a [2.5}6s abra.

H Ur s H H }H@AMH@% 2 . H Us . H
w w w w w w
P(0) ——— (T) ——— W(T),a) ——— (¥(T),a) : > a > Ud(a)

2.5. abra. A mérés koncepcidja a kvantummechanikiban.

Tehéat, hogy a rendszert azonos Hilbert-teren beliil tudjuk modellezni azutéan is, hogy mérést
végeztiink rajta, kényszerten el kell jutnunk a hullamfiiggvény O6sszeomlasénak gondolatahoz.
Egy ilyen rendszernek pedig nincs memoridja, a mérés el6tti allapotokhoz nem férhetiink hozza,
az abban tarolt informaciét nem tudjuk felhasznalni. Ez a kvantumszamitéas egyik legnagyobb
nehézsége, de nem sziikségszertien kikiiszobolhetetlen. Pusztan formalisan, minden mérés utan
ujabb Hilbert-teret kellene bevezetniink, és annak az allapotaival, illetve idéfejlédésével felval-
tani az el6z6 szemantikus rendszert, amit véges sok mérés esetén még meg tudnank tenni: az n.
mérés utan C(A™) megfelel. Ebben a szemszogben egy operélo, szamitast végzs kvantumszé-
mitogépnek, amellyel miiveleteket végeztetiink és amelybdl kiolvassuk a szamitasok eredménye-
it, nem egy H € Hlb objektum a megfelel§ modellezési keret, hanem egy § < Hlb részkategoria,
ahol az egyes mérések kozotti id6 soran az idéfejlédések adott objektumok automorfizmusai,

a fizikai mennyiségek ezen objektumok endomorfizmusai, és a mérések kiillonbozd objektumok

c s

31. Definicioé. [Nyilt, szemantikaval rendelkezs modell]

Nyilt, szemantikéval rendelkezé modellnek nevezziik a (€, S, H) harmast, ha S : n —SetMaps
kontravarians funktor, H : n — HIb kovarians funktor, minden ¢ € OB(n) = {0,...,n} ese-
tében (S(i), H(n — 1)) zart, szemantikaval rendelkezé modell, ¢s H(n) < € < Hlb ugy, hogy
H(OB(n)) = OB(C) teljestl.

Megjegyzés. A nyilt, szemantikaval rendelkezd modell tehat egymasba agyazhato Hilbert-terek,
mint objektumok ko6zotti morfizmusokat tartalmazo részkategoriaja Hlb-nek, amely objektu-
mok mindegyikéhez tartozik egy S(n) halmazleképezés: ez értelmezi a megfelels Hilbert-terek

generétorait, és ezen értelmezések egymas kibGvitései, ahogy bévitjiik az adott Hilbert-tereket.

E bekezdés tartalma erésen hipotetikus, de az eddig kidolgozott formalizmus lehetG&séget
ad a targyalasara. Ez a szemlélet azért lehet hasznos, mert segithet olyan kvantummechanikai
modelleket kidolgozni, melyekben mér memoridval tudjuk ellatni a kvantumos, mért rendsze-
reketE[ Ha sikeriil megérteni, konkrétan milyen informacié6 maradhat meg adott kélesonhatas

utan egy kvantumos allapotbol, ha nem ennyire idealizalt kolcsonhatasokkal modellezziik a

13p¢ldaul, ha két azonos, mondjuk A és B rendszerben azonos idében azonos kezddéallapotban kezdek el
allapotokat fejleszteni, majd az egyik, mondjuk A rendszerben lemérem az allapotot egy adott ¢ idében, majd
engedem, hogy tovabb fejlédjon a rendszer, a masik, B rendszerben még marad hozzéaférésem a 1(t) allapothoz
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mérés folyamatat, talan lehet esély arra, hogy a napjainkban csak rovid ideig fenntarthato

osszefonodas is hasznos lehessen nagyobb 1éptéki feladatok megoldasaban.

2.4.2. K-Mod gazdagitasa SET-el: az egyszerii neuralis halok

Ismeriink példat, amikor adott kategoriat elegends egyetlen morfizmussal gazdagitani, hogy 1é-
nyegesen megugorjon az igy nyert kategoria szamitoképessége. llyet legegyszertibb esetben akkor
kapunk, amikor az R—vektorterekfﬂ kategoriajanak képezziik a teljes gazdagitottjat a halmazok
kategoriajabol atvett HOMser(R,R) 3 ReLU := idg - © morfizmussal, ahol ©(z) a Heaviside-
fiiggvény. Az egyszertiség kedvéért ezt a leképezést a késébbiekben p-val jeloljiik majd. Jeloljik
a teljes gazdagitas eredményeképp kapott kategoriat R-vekt’-vel. Ebben tetszoleges (f, SET)
szamitasi feladat végtelen sokféleképp egzaktul megoldhatova valik mar csak a legegyszertibb
nemtrivialis objektum hasznélatéval is, amennyiben dom(f) véges.

Egy tipikus R-vekt’-beli morfizmust a [2.6fos dbra prezental: itt affin leképezések és az
egyes komponensekre valo kanonikus projekcidkra alkalmazott p leképezések eredményeinek ka-
nonikus beagyazasaibol kapott leképezések valtjak egymast. A p leképezés egyik legfontosabb
tulajdonsaga, hogy a halmaz egy részén identitasként viselkedik, tehat megfelel6 bemenet mel-
lett egy ilyen leképezés egyszertien affin transzforméciot ir le. Ha a p leképezés helyett mas

nemlinedris leképezésekkel (is) gazdagitottuk volna a kiindulasi kategoridnkat, masféle neuralis

c— R — fy— R —m - R —p— R —L1—> Rk — fr o0 RMW+2 —5 ...

halét kaptunk volna.

\7T2 L2
R—p—R
7Tnk+1 [’nkJrl
R—p—R

2.6. abra. Tipikus morfizmus R-vekt’-ben

M. egjegyzés. Amikor egy feladatot Véges sok példa révén definialunk, akkor egy részfeladatanak

P

tul meg tudjuk oldani ebben a kategéridban, amiért végss soron a kategoriavaltas a felelds.

annak késébbi ¢(t') allapotai révén. Mas lehetéség, hogy véges szabadsagi foka rendszerben, ha megfelelek
(azaz racionalisak) a sajatfrekvencia-aranyok, fel tudok hasznalni egy idébeli periodicitast arra, hogy a mérést
kdvetGen is el6 tudjam allitani a mérés pillanataban fennallo allapotat a rendszernek, igy példaul a B rendszerben
elére meghatarozhato id6 milva ismét elgall a ¢ (t) allapot, amit az A rendszerben a mérés miatt elveszitettem.
Igy nem teljesen kizart, hogy kolesonhatasba tudjuk hozni egy adott rendszer mérés elstti allapotat mérés utani
allapotaval, aminek a leirasara ugyanakkor a dolgozatomban bemutatott keretrendszer kell§ alapot adna.

14 Az R-vekt kategéria egy speciélis esete az Q-Alg kategéridknak.
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Annak a megértése és absztrahaldsa, hogy konkrétan milyen algebrai tulajdonsagok valtoz-
nak meg az R-vekt-bsl R-vekt’-be vald attérés soran, és ezeket az algebrai tulajdonsagokat
tetsz6leges més kategoridknal hogyan lehetne azonositani, hatalmas jelentGségti lenne annak
eldontésében, hogy jelen szamitasi rendszereinket milyen irdnyba érdemes fejleszteni, és e fej-

lesztésektdl milyen tényleges szamitési teljesitmény-robbanést varhatunk.

2.4.3. Lokalis k-homomorf gépek

Ha 6sszehasonlitjuk az el6z6 két példat, szamos hasonlosagot talalhatunk kozottiik. A kvantum-
mechanika és az egyszerd neuralis halok esetében is egyszert €2 struktiraju - Alg kategoridkbol
indulunk ki, melyek objektumai viszonylag laza struktiraval rendelkeznek, igy még egészen sok-
féle morfizmussal rendelkezik a kategoria. Zart kvantumos rendszer és egyszert neuralis halo
is linearis terekben reprezentalja azt az informéciot, amelyet aztan ezek kozotti morfizmusok
révén képez tovabb.

A kvantumos analdgia folytatasahoz sziikség lenne a mérés fogalmanak megfelelGjére egy-
szerd neuralis halok esetén. Ahogy lattuk, kvantummechanikailag sem lenne helyes eltekinteni
attol, hogy a mérést megvalosito leképezés természetében nagyon mas, mint a tobbi, a zart
rendszerhez kapcsolt leképezés, és csak nemtermészetes azonositasokon keresztiil tekinthetd egy
nemdeterminisztikus projekcionak a Hilbert-téren beliil, rdadéasul azzal az arral, hogy a méréssel
jaro kolesonhatast a rendszerrel elhanyagolhatonak tekintjiik, amelynek a rendszer allapotanak
Osszeomlasan tul semmilyen minGségi kovetkezménye nincs, vagyis a késGbbi rendszer belsd
dinamikéaja azonos marad a mérés el6tti rendszer dinamikajaval. Természetesen lehet&ség van
ilyen leképezés megvalositasara egyszert neuralis halok esetében is: szoveggeneralés esetén pél-
daul a mérés soran felléps nemlinearis valoszintiségi eloszlés-generalas elvégezhets akar egy
m; (softmax(zq,...,x,)) = wﬁr—(fﬂm leképezésse, majd ezzel a valoszintségi eloszlassal
valaszthatunk egy 1j karakterlancot a szotarunkbol, amelyet hozzacsatolunk a mar meglévé
bemenetiinkh6z, mint mérési eredményt, végiil a ketts allapot Gsszességével folytatjuk a szo-
veggeneralast azonos elven. Ez strukturdjaban szintén nagyon hasonlé a nyilt, szemantikaval
rendelkez6 modellekhez.

Természetesen, akadnak kiilonbségek is a két modell k6zott. A kvantummechanika esetében
elég végig egyetlen hatalmas lineéris térrel dolgozni, és minden transzforméaciot felfoghatunk
e tér auto- vagy endomorfizmusanak, melyek mindegyikét fizikai mennyiségnek tekinthetjiink.
Az egyszerd neuralis halok esetében gyakran nincs lehetdség akkora dimenzids térrel dolgozni,
amelyben kényelmesen reprezentélni tudnank a kiilonbozé informaciok fiiggetlenségét a térhez
tartozo klasszikus skalérszorzattaﬂ és 1gy nincs lehetdség arra sem, hogy egy linearis tér egyet-
len endomorfizmusaval végezziik el a kvantummechanikéval analog szamitasokat. Ebben segit
a kategoriagazdagités: mivel a p leképezés a tér egy részét annak kijelolt nullelemébe képezi,

més részén pedig identitédsként hat, igy eredményképp egy alacsonyabb dimenzids tér konvex

2
5Hasonléan a 1) — Swjlib\? leképezéshez a kvantummechanikdbol, ahol M az a sokasig, amelyen az elmélet
M

értelmezve van.
16Tudjuk, hogy R-vekt< Hlb, igy az analogia a két modszer kozott még szorosabb.
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régiokra valo felosztésat kapjuk, melyeken beliil azonos linearis gépként viselkedik a katego-
ria egy altalanos véges morfizmuslanca: egyszerre kodolhatunk el rengeteg kiilonb6z6 linearis
affin leképezéseknek neveziink) elvégzs rendszert kapunk tehat. Végiil pedig egy feladat meg-
oldasanak nehézsége abban all, hogy adott morfizmushoz megtaléljuk azt a bedgyazast egy
ilyen alacsony dimenzi6s térbe, mely a megfelel6 bemenetek csoportjahoz a megfelel§ linearis
gépet rendeli. Igy tulajdonképpen be lehetne agyazni a teljes megoldast az egyes konvex régio-
kat reprezentald linearis terek direkt 0sszegébdl képzett Hilbert-térbe, amelyen beliil ezutén az
egyszeri neuralis halok funkcionalisan nem kiilénboznek e Hilbert-tér valamely, e direkt 6ssze-
geken értelmezett endomorfizmusai direkt Gsszegeinek kompoziciditol. Mivel egy Hilbert-tér
tipikus morfizmusa nem bomlik fel alterek direkt Osszegein vett komponensekre (s6t, ez a felté-
telezés kolesonhatasok elhanyagolasat jelenti a leggyakrabban), igy egy egyszert neuralis halo
kevésbé robosztus modellt ad, mint egy &altalanos zart szemantikus rendszer. Természetesen,
ez nem jelenti azt, hogy egy egyszeri neurélis halé ne lehetne kellGen robosztus adott feladat
megoldasakor. Végss soron a modelleket tényleges rendszerek leirdsara szeretnénk alkalmaz-
ni, melyeknek van jellemzé bels6 struktiraja: kvantumos rendszer esetében példédul magasabb
gerjesztések, vagy nyelvben a fogalmak el6fordulasi gyakorisagai olyan szempontok, melyeket
figyelembe véve a tényleges rendszer kifogéstalan leirasahoz sziikségesnél alacsonyabb dimenzios
szemantikus rendszerrel vagy egyszeri neuralis haloval is alkothatunk nagyon jé kozelité model-
leket. Az, hogy legalabb milyen dimenziés objektumokat kell alkalmaznia egy ilyen modellnek,
nem a modell tulajdonséga, hanem a leirni kivant rendszeré. Igy az, hogy adott, egyszertsitett
modell latszolag kezelhetGen leir egy Osszetett rendszert, nem pusztan a modellt dicséri, de a
kérdéses rendszerrdl (jelen példak esetén egy energetikailag gerjeszthetd rendszerekrsl vagy a

nyelvrdl) is informaciokat szolgaltat.

32. Definicié. [Lokalis homomorf D-gép, térfelosztés, munka- és bizonytalanséagi tér]

Legyen D tetszbleges, C pedig egy mérhetd topoligikus kategériaﬂ, F : D — € kovarians hi
funktor. Az f € HOMe morfizmust lokalis homomorf D-gépnek nevezziik, ha létezik dom(f)-
beli nyiltaknak olyan U = {U; € Taom(s) : @ € I} rendszere, melyre Vi € I: f|y, € HOM p(ny, és
p (dom(f) —(JU) = 0, ahol p a dom( f) téren értelmezett mérték. A legsztikebb ilyen U =: U(f)
nyilt rendszert az f lokalisan homomorf gép térfelosztasanak, M := [ JU(f)-et f munkaterének,
a dom(f) — M(f) := B(f) részobjektumot pedig f bizonytalansagi terének mondjuk.

Megjegyzés. Lokalis homomorf gép tehat majdnem minden pont kornyezetében egy homomorfiz-
musként miikodik, ezeket a pontokat egyméstol pedig nullmértékd halmazok valasztjak el. Emel-
lett egy f € HOMe lokalis homomorf D-gép természetes moédon definial egy ~ ekvivalencia-

relaciot annak M(f) munkaterén, amit az azonos térfelosztashoz tartozas jelol.

33. Definici6. [Ekvivalencia-topologia lokalis homomorf D-gép munkaterén]

Legyen f € HOMe lokilis homomorf D-gép. Ekkor a P (M(f)) 2 74, mint U(f) bazis altal

1TMérhets topologikus kategoria alatt olyan kategériat értiink, mely minden objektuma topologikus- és mér-
téktér is egyben.
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c s

pontot f-ekvivalensnek mondunk, jelolésben x ~; y, ha 3U, , e U(f) : xz,y € U.

Megjegyzés. A fenti 7; topologia altalaban ritka, az (M(f), 7¢) topologikus tér varhatéan még-

csak Ty sem lesz. Az (M(f),77) / ~ faktortér azonban mér altalaban szép tulajdonsagu.

Az egyik fontos specialis eset, ha gazdagitott moduluskategoriakon belil dolgozunk, és a

homomorfizmusok legfeljebb k-rendii R-multilineéris kifejezések R-linearkombinacioi:

34. Definicié. |Lokalis k-homomorf R-Mod’-gép]

Legyen R-Mod < C egy mérthets topoligikus kategoria. Az f € HOMe morfizmust loké-
lis k-homomorf R-Mod’-gépnek nevezziik, ha lokalis homomorf R-Mod’-gép és minden nem
a 8ET-gazdagitasbol szarmaz6é morfizmusa legfeljebb k-rendd R-multilinearis kifejezések R-

linedrkombinécioja.

Megjegyzés. A lokalis k-homomorf R-Mod’-gép fogalma éaltalanositja az egyszert neurélis halo
fogalmat. Az egyszertd neuralis ReLU-halok nemtrividlis példat adnak lokalis 1-homomorf R-

Mod’-gépekre.

A fenti két példa egyrészt arra jo, hogy lathatova valjon, miért remélhetiink ugy a kvan-
tummechanika, mint az egyszert neuralis halok mogott allo modellcsaladtol robosztussagot.
A két modell: kvantummechanika és neuralis halok ismerete, mint oly’ sokszor a szamitas- és
természettudomanyok kolcsonhatéasa soran, mindkét teriiletet fejleszti azaltal, hogy lehetGséget
és alkalmat ad Otletek atemelésére egyikbdl a masikba. Masrészt, ezek a modellek igen spe-
cialis példai annak a keretrendszernek, melyet e fejezetben felépitettiink, és amelyekrdl ezért
joggal gondolhatjuk, hogy érdemes Gket altalanosabb algebrai modszerekkel is vizsgalni, hiszen

e szemlélet vezetett el e keretek megfogalmazasahoz is.



3. fejezet

Szamitasi feladatok leképezési diagramjai

Amikor egy rogzitett kategoridban akarunk realizélni egy szémitasi feladatot, az elsGdleges

kérdések, melyek felmeriilnek, a kovetkezdsk:
1. Létezik-e véges realizacidja, megolddsa a kiszemelt szamitasi feladatnak a kategoriankban?
2. Ha nincs ilyen megoldas, milyen kozelité megoldasokat lehet tervezni?
3. Ha van ilyen megoldas, akkor:

(a) A kategoria milyen objektumaival lehet 6t kodolni?

(b) Mennyi (inekvivalens) megoldas létezik? Egyéltalan mit értiink azalatt, hogy két

megoldas ekvivalens?

(¢) Milyen tulajdonsagokkal rendelkeznek a megoldasok? Melyek a legjobb megoldéasok?
Létezik-e hatékony megoldas? Tudunk valamit mondani a feladat Gsszes lehetséges
megoldasarol?

(d) Vannak-e végességi feltételeink? Mikor lesz véges sok inekvivalens megoldésunkﬂ?

(e) Ha ismerjiik véges sok megoldasat a feladatnak, fel tudjuk-e hasznélni ezt arra, hogy

1j megoldasokat keressiink?

Ebben a fejezetben ilyen és ehhez hasonlé kérdéseket jarunk végig.

3.1. A 6 objektumok: kommutativ diagramok

Amikor egy (f,C) szamitési feladatot realizalni akarunk egy D kategoridban F' kovarians hi
funktor szerint, ha létezik megoldas, az egy leképezési lanc lesz a D kategoériaban, melyre az

egyetlen megszoritas a kiindulo- és végobjektumok (részleges) régzitettségeﬂ

'Ha a trivialis ekvivalenciafogalommal dolgozunk, akkor egy megoldas létezésébdl tipikusan végtelen sok
tovabbi megoldéas is kovetkezik, igy a végességi feltételek kérdésére a valasz fligg nemcsak a szamitasi feladattol
és a kategoriatol, amelyben reprezentalni szeretnénk azt, de attol is, hogy milyen ekvivalenciafogalmat vezettiink
be.

2Mivel egy F' : D — € hii funktor t6bb O € OB(D) objektumot is képezhet ugyanabba az O’ € € objektumba,
igy egy (f,C) szamitési feladat minden D-beli F' szerinti megoldashoz tartozo lanc egy lehetséges (f,C)-hez
tartozo bemeneti, illetve kimeneti objektumot kot 6ssze a gyakran sok lehet&ség koziil.

30
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Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy rogzitettiink egy (f, C)-hez tartozé Oy, € O (f)
be- és Oout € Oou(f) kimeneti objektumot, és vizsgaljuk csak azokat a megoldasokat, me-
lyek Oj,-bél indulnak és O,y -ba futnak be. Ha létezik tobb ilyen megoldas is, azokat egyet-
len diagramon feltiintethetjiik, vagyis az Osszes lehetséges megoldéas elkodolhaté valamilyen

(D040t = 801,000t = D) 0,000 (/). 0omc0m () 1EKEPEZEsT diagramokkal, melyek kommutativak:

35. Definicioé. [Szamitési feladat hi funktor szerinti 6sszes megoldasa adott kategoriaban]

Legyen €, D két kategoria, F' : D — € kovarians hii funktor. Az (f, C) szamitasi feladat F' szerin-
ti osszes D-beli megoldasan egy olyan Dp(f) := (Do, .0us : SO, .0m — ®)Oin60in( ). OunteOons(£)
halmazt értiink, ahol 8o, 0,.. U-kis kategoéria, és minden Do, 0., megoldasi diagram maxi-
malis, vagyis annak tetszéleges lanca D-ben F' szerint realizalja az (f,C) szamitési feladatot
¢és nincs olyan Oi,-b6l Ogy-ba mend F' szerinti D-beli realizacioja (f, C)-nek, amit Do, o,

lancként nem tartalmazna.

Megjegyzés. Tehat egy szamitasi feladathoz adott kategoriaban hozza tudunk rendelni tipikusan
rengeteg diszjunkt grafot. Ez a hozzarendelés minden informaciot tartalmaz, amit a kategoria

szolgaltatni képes, igy e graf tulajdonsagainak a vizsgalata a legtobb, amit tehetiink.

A kovetkezd természetes kérdés, hogy mi torténik olyan szamitési feladatok megoldésaival,

amelyeket komponélva 1j szamitasi feladathoz lehet jutni:

36. Definici6o. [Komponalhato szamitasi feladat|
Legyen C rogzitett kategoria. Az (f, C) szamitasi feladatot a (g, C) szamitési feladattal kom-
ponéalhatonak nevezziik, ha targ(f) = dom(g) teljesiil, és ezek kompozicidja alatt a (gf,C)

szamitasi feladatot értjiik.

37. Definicié. [Komponalhato szamitasi feladatok megoldasainak kompozicidjal

Legyen C,D két kategoria, F' : D — € kovarians hi funktor, (f,C), (¢, C) komponélhato sza-
mitési feladatpar, O € 0w (f), OY) € Ouu(f), 0% = OY) € Ou(g), ogut € Ogut(g). Legyen
OY) :nl) - D, 0 : n¥ — D az egyes szamitasi feladatok F szerinti D-beli realizacioja,
melyek kezdd-, illetve végobjektumai az el6z6 mondatban megadottak. Ekkor e megoldéasok
alatt a két lanc kompoziciojaul kapott O » OU) : n@) — D lancot ertjul' L A megoldéasok
komponélasanak miivelete kiterjed az Osszes megoldas komponélasara, melyet ugyanugy x-al

jelsliink.

38. Allitas. [Komponalhato szamitési feladatok megoldasail
Legyen €, D két kategoria, F': D — € kovarians hii funktor. Barmely (f, C), (g, €) komponal-
hato szamitasi feladat minden D-beli F szerinti Osszes megoldasara létezik a (g f, €) komponéalt

feladatnak olyan D-beli F szerinti 6sszes megoldasa, hogy Dy (g) * Dp(f) < DF(gf).
Bizonyitds. [A es Allitasaé|
Nyilvanvalo, hiszen az f és g tetsz6leges realizacidinak kompozicioja realizalja a g f leképezést,

ugyanakkor a kategériéban létezhet olyan morfizmus, mely realizalja gf-et, de nem hasad fel

s st

3Ttt n(9/) értelemszerten az n f + ng — 1-bél, mint részben rendezett halmazbol készitett kategoriat jeldli,
ahol ny,ny az egyes megoldasok leképezési lancainak hosszét jeloli.
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3.1.1. Szamitasi feladatok approximalasa adott kategoéridban

A késébbiekben azt fogjuk vizsgalni, hogy adott kategoriaban realizalhaté szamitési feladatok-
r6l milyen informéciokat nyerhetiink az adott kategérian beliil a feladat minden megoldasat
tartalmazo diagramokbol. El6bb azonban illene sz6lni néhany szot azokrol az esetekrdl, amikor
egy feladatot nem tudunk egzaktul megoldani, csak approximélni.

Adott szamitési feladat approximalasanak kérdése alapvets és gyakori probléméanak tiinik.
Ugyanakkor, mint azt az el6z6 fejezetben lathattuk, olyan feladatokat, melyekhez véges sze-
mantikat tudunk rendelni, nagyon sokféleképp tudunk mar egészen egyszerii gazdagitott ka-
tegoriakban is reprezentéalni akar zart, szemantikus rendszerek, akar lokéalis homomorf gépek
révén. Valojaban ezt minden véges forrasu szamitési feladat megoldasara el lehet mondani.
Emiatt olyan, hogy a modellek elégtelenségei miatt kelljen approximéalnunk valamilyen szami-
tasi feladatot, praktikus szempontbdl csak ritkan fordulhatna el6. Az approximécié tapasztalt
gyakorisdga sokkal inkdbb arra vezethetd vissza, hogy gyakran mi magunk se tudjuk, milyen
leképezést szeretnénk realizalni egy kategériaban, csak azt tudjuk roéla, hogy véges sok példa
esetében milyen viselkedést produkal, és van egy elképzelésiink arrol, hogy nagyjabol tetszéleges
példa esetén milyen eredményt varnank el téle.

Ahhoz, hogy approximalni tudjunk egy kategoridban, egy lehetGség metrikiat bevezetni a

morfizmusok halmazain:

39. Definicié. [Metrikus kategoria]
Az C kategoriat metrikus kategoérianak nevezziik, ha minden A, B € OB(C) objektumpérra
HOMe(A, B) metrikus tér.

Az, hogy egy kategoriaban mikor lehet szamitasi feladatokat approximélni, nagyban fiigg a
kategoria objektumainak extra tulajdonsagaitol. Példaul, a sima objektumokat azért szeretjiik
gyakran alkalmazni, mert a kozottiik levé morfizmusokat gyakran sima morfizmusokkal appro-
ximalhatjuk, majd a kapott eredmény az approximalt morfizmusrol is informéciot ad. Ahhoz
azonban, hogy egy kategoérian beliili approximacio lehet&ségérsl beszéljiink, szamos fogalmat
kell definidlnunk: mit értiink approximalas alatt, milyen morfizmusokat milyenekkel akarunk
approximalni, stb., amelyek az adott kategoriatol is egyre tobb extra struktirat varnak el.
Emellett, nem pusztdn approximélni szeretnénk, de azt valamilyen értelemben 70l is szeret-
nénk végezni, amihez a priori sziikséges lenne az Gsszes morfizmus ismeretére és elemzésére,
ami sokkal nehezebb feladat, mint konkrét megoldasok Osszességének tulajdonségait vizsgalni.
Nem véletlen, hogy approximécios tételeket gyakran speciélis kategoridkban tudunk kimondani.

Emiatt e dolgozatban nem térek ki az approximalas kérdésének részletesebb targyalaséra.

3.2. Megoldasok ekvivalencidja és k-egzakt sorok

Amikor kiindulunk egy (f,C) szamitasi feladat adott D kategorian belilli O : n — D reali-
zaciojabol, rogton felmeriil a kérdés, hogy tudunk-e ebbdl a megoldasbol trividlis moédon j

realizaciokat gyartani. Kovetkezzen néhany példa arra, amikor ez teljestl:
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1. Valamely I < {1,...,n — 1}-re az O(i);e1 objektumokat vele izomorfakra cseréljiik le;

2. A megoldasba beillesztiink egy identitasleképezést (ami lehet egy injekcid, majd egy pro-

jekcio kompozicidja);

3. FElvégeztethetiink a rendszerrel egy extra feladatot, aminek az eredményét aztan kidob-
juk, vagyis egy 0 — E(1) —» .-+ — FE(n — 1) — 0 lanccal direkt szorozhatjuk a mar
letezs O(0) — O(1) — --- — O(n) megoldast (feltéve, hogy a kategoriaban létezik ezen
objektumok direkt Gsszege).

3.2.1. k-egzakt sorok

Ha a dolgozat kereteinek megfelelGen targyaljuk a szamitasi feladat reprezentalhatdsaganak
fogalmat, R-Mod-ban reprezentalni kivant adott megoldéssal ekvivalens megoldéasok lefrasakor
a fenti felsorolas 3. pontja értelmében természetes modon jelennek meg a homologikus algebra és
algebrai topologia kiemelt jelentGségli objektumainak altalanositasai, a k-egzakt sorokEl. Ezekrol

fogunk réviden irni ebben az alszakaszban.

40. Definicio. [k-egzakt sorok|
Legyen € € R-Mod. Egy C : n — C leképezéslancot k-egzaktnak neveziink, ha minden k

hosszi leképezési allanca trividlis, vagyis a megfelels leképezések kompozicidja azonosan nulla.

A k = 2 esetet egzakt soroknak nevezziik, ezek tulajdonsagait intenziven tanulmanyoztik
a matematika kiilonboz§ tertiletein az elmult szazadtol kezdve. Minden 2-egzakt sor beagyaz-
hato tetszGleges 2 < k mellett a k-egzakt sorokba, kell6en sok izomorfizmus beillesztésével az
egymast kovets leképezések kozé. Azonban, egy tipikus k-egzakt sor nem igy all el§, viszont hoz-
zarendelhets k — 1 darab 2-egzakt sor, melyek algebrai tulajdonsagai meghatarozzék e k-egzakt

sort. Ezt szemléltetni a B.Iles abra.

41. Definicio. [k-egzakt sorhoz rendelhetd, rogzitett objektumot tartalmazo k > [ > 2-egzakt
sor|

Legyen C': m — C < R-Mod egy m+1 hosszu k-egzakt sor, és rogzitsiikk a C,,, n € {k+1,...,m}
objektumot. Ekkor e k-egzakt sorhoz rendelhets, C), objektumot tartalmazé k > [ > 2-egzakt

sor alatt azt az [-egzakt C,,., ., C-beli maximalis allancat értjiik a C' sornak, melyre:
1. On S Cn;th...,tl [OB(m)],
2. Noty,....ti=1,%  t; =k

3. A leképezések az eredeti sor el6bb t1, majd to, ..., végiil t; egymast kovets kompoziciojabol

allnak.

Megjegyzés. A 2221 t; = k megkotés miatt elég csak az els6 [ — 1 tagot megadni a jelolésben;
ez 2-egzakt sorokra egyetlen ¢t € {1,..., k — 1} paraméterre redukalodik.

4Az elnevezés sajat, eddig nem talaltam hasonlé tulajdonsagii objektumokkal kapcsolatos munkakat. Egy
izgalmasabb lehetséges elnevezést kollégiumi tarsam ajanlasaval k-Gandalf-sor lehetne, ugyanis szerinte ezek az
objektumok wvardzslatosak.
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k—egz 2 —egz 2 —egz 2 —egz 2—egz
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Cn—k—l Cn—k—l Cn—k—2 Cn—2k+2 Cn—2k+1
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Cnfk Onfk — = Cnfk —= = =2 Onfk — = Cnfk
r r r
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in—k+2 in—k+2
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Z?’L—|k+3 k—1 Zn—k:+3
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Cn—l Cn—l 13
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3.1. dbra. k-egzakt sorhoz rendelhets 2-egzakt sorok
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42. Allitas. [k-egzakt sorhoz rendelhets k > | > 2-egzakt sorok szémal

Adott m + 1 hosszu C': m — € € R-Mod k-egzakt sorhoz rogzitett C,,, n € {k+1,...,m}
objektumot tartalmazé k > [ > 2-egzakt sorbdl legfeljebb ((k_ll)jl(l_l)) kiilénb6z6 van. Ha
egyik leképezés sem izomorfizmus, akkor pontosan ennyi. Igy adott m hossza k-egzakt sorhoz

legfeljebb (m — k) - ((Qk]; 1) — 1) kiilonbo6z6 kisebb egzaktsagu sor rendelhetd.

Bizonyitds. [A es Allitase|

A ((kfll)jl(lfl)) mennyiség azt adja meg, hogy a k hosszi leképezéslancot hanyféleképp lehet

[ leképezés kompoziciojara bontani. Ha minden [ € {2,... k — 1} értékre Osszegezziik ezt a
szamot, majd figyelembe vessziik, hogy n € {k + 1,...,m} mindegyikére ismételhets e miivelet,

kapjuk az (m — k) - ((zkk_ 1) - 1) mennyiséget, mint felsé becslést. W

Specialis esetben [ = 2-egzakt sorokat rendelhetiink a k-egzakt soroz, melyek homologiamo-

dulusai algebrai invariansai e sornak:

43. Definicid. |k-egzakt sorok rogzitett objektumhoz tartozoé homolégia-modulusail
Legyen C': m — C < R-Mod egy m+1 hosszu k-egzakt sor, és rogzitsikk a C,, n € {k+1,...,m}
objektumot. Ekkor e k-egzakt sor rogzitett C), objektumahoz tartozd homologia-modulusok

alatt a C,;; lanc homoloégia-modulusait értjiik, jelolésben H,.p, := Ho (Chyt) -

Megjegyzés. Altalanos esetben tehat régzitett C, mellett & — 1 darab, egymaéssal valamilyen
nemtrivialis kapcsolatban all6 homologia-modulus-lancot tudunk hozzarendelni egy k-egzakt
sorhoz, mint algebrai invariansok. . homologia-modulusok egyméssal szoros kapcsolatban &ll-

nak. Az els6 nyilvanval6 ilyen kapcsolatra mutat ra a kovetkezg allités:

44. Allitas. [Nullak nullakba képzédnek]|
Legyen C' : m — C < R-Mod egy m + 1 hossztu k-egzakt sor, és rogzitsik a C,, n €
{k+1,...,m} objektumot. Ekkor minden ce€ C,,, s€ Z,t € {1,...,k — 1} esetében

Hepi(c) =0 = Hgpo(c)=0 VT >t

Bizonyitds. [A es Allitasé]

A lancok minden leképezése R-modulus-homomorfizmus, a homoldgia pedig funktorialis. B

Megjeqyzés. Az el6z6 allitas megforditdsa nyilvanvaléan nem igaz; azt latjuk tehat, hogy az
objektumainkhoz rendelt homolégia-modulusok lancaban tobb lépésben is elveszhet informéacié.

Az el6z6 allitas kovetkeztében értelme van definidlni a kovetkezst:

45. Definicid. |k-egzakt sor elemének rogzitett objektumhoz tartozo eltiinési értéke
Legyen C': m — C < R-Mod egy m+1 hosszu k-egzakt sor, és rogzitsiikk a C,,, n € {k+1,...,m}
objektumot. Ekkor Vs € Z mellett a

mint:Hsn ¢ :0’ le 17ak_]- y ha létezik
US . Cn - N U {OO} US(C) = { ’ ’t( ) { }}

o0 kiiléonben

)

leképezéseket s-edik eltiinési értékeknek nevezziik.
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Adott megoldasbol k-egzakt sorral vald direktosszegzéssel 4j megoldast tudunk konstruélni,
ezt szemlélteti a [3.2}es diagram.

OO fO ” Ol fl P _fnfl_> On fn ? On+1
\«\ R ! R ’\771 X;\ﬂ'l \ &ﬂ'l

1
L L L L
N N NN R
OO@Cn+1 'f()@in} 01®Cn fl@infl fnfl@il On@01 _f’néB/LO_) On+1@00

T S S
j .
Chit in s O, In_1 s — 11— O i0 > Co

3.2. abra. k-egzakt sorokkal vald direkt 6sszegzéssel kapott j megoldés régi megoldasbol

3.3. Szamitasi feladat Gj megoldasainak elGallitasa régiek

felhasznalasaval

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy adott, véges forrasobjektumi szamitasi feladat reprezentalé-
sara rengeteg lehetGségiink van, akar szemantikus rendszerek, akar lokalis k-homomorf gépek
révén. Ebben a szakaszban megmutatjuk, hogy mit tehetiink, ha méar meguntuk e végtelen
sok megoldas elGallitasat, és szeretnénk mar meglévs megoldasokbol kiindulva 4j megoldésokat
gydrtani a szamitési keretlinket leir6 kategoériaban. Ez annak felel meg, hogy a mar meglévs
megoldasok diagramjanak grafjaba tugy szeretnénk kozbiilsg éleket behtizni, hogy az tovabbra
is kommutativ maradjon. A kérdésrdl is sokat lehet mondani az alkalmazasok szempontjabol
relevans kategoriak esetében. Ezt illusztralando az aldbbiakban 0sszegzem néhény eredményem
az R-vekt és Mnf* kategoriakra, melyeket el6z6 éves TDK-mban foglaltam Ossze, igy bizonyi-

tasokat nem mellékelek az allitasokhoz és tételekhez.

3.3.1. Eredmények R-modulusok kategoéridajaban

46. Definicio. [C}(R",R™) vektortér {0, ..., k} 3 r-ed rendd R™ 5 p-beli Jet-tere]

Legyen p € R" és C}’;(R", R™) a p pontban k € N rendben folytonosan differencialhato fiiggvények
vektortere. Vezessiik be az ~7< CF(R™,R™) x CE(R™,R™), r € {0,...,k} ekvivalenciarelaciot,
melyre f ~7 g = fO(p) = ¢V(p) Vi € {0,...,r}. A TF"(R",R™) = CE(R",R™)/ ~"
faktorteret a C¥(R™,R™) vektortér R™ 3 p-beli {0, ..., k} 3 r-ed rendi Jet-terének nevezziik. Ha
R" = R™, akkor az egyszertibb J"(R") jelolést hasznaljuk, illetve, ha r = k, akkor a jel6lésbél
elhagyjuk a masodik k-t: 7 (R",R™).

47. Definicio. [f € C§(R",R™) leképezés R" 3 p-beli {0, ..., k} 3 r-ed rendi Jet-je|
A Jkr CHR™R™) — JFHR",R™), P f = JM(f) = [f]., leképezést az f € CF fliggvény
p-beli r-ed rendi Jet-jének nevezziik. Ha r = k, akkor a jelolésbdl elhagyjuk a masodik k-t: J]f .
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48. Allitas. [Jet-hozzarendelés és Taylor-sor kapcsolatal
Euklideszi terek koztti leképezések esetében egy f € CF(R",R™) fiiggvényhez rendelt J3" f
r-Jet az f fiiggvény p € R™ pontbeli r-ed rendi kozelité Taylor-polinomjanak feleltetheté meg.

49. Definicié. [Pontozott Euklideszi terek és ezek kozotti leképezések|
Az (R™,p) part, ahol p € R", pontozott Euklideszi térnek nevezziik. Ha (R",p), (R™, q) két
pontozott Euklideszi tér, az ezek kozotti f : (R",p) — (R™,q) leképezésektdl elvarjuk, hogy

f(p) = q teljesiiljon.

50. Definicié. [Pontozott Euklideszi terek kozotti leképezések Jet-tere]

k,r n m _ k n m r 2 : LVIP Py
A Jyr (R p), (R™,q)) = C; (R, p), (R™,q)) / ~}, teret a két pontozott Eulideszi tér kozotti k-
ad rendben folytonosan differencialhato leképezések {0, ..., k} 3 r-ed rendd Jet-terének nevezziik.
Egy C;; ((R™,p),(R™, q)) > f leképezéshez tartozo {0,...,k} 3 r-ed rendd Jet hozzéarendelés
jelolese Ji - Cp (R, p), (R™, q)) — Ty (R, p), R™.q)), Jygf = Ty (f) == [f].,-
51. Allitas. [A Jet-hozzarendelés jol definidlt miivelet]
A J[’f”’ : C]’j (R", R™) — jpk’r (R™ R™) és J;'f,’; : Cﬁ((R”,p),(Rm,q)) — %’f;((R”,p),(Rm,q))
leképezések jol definidltak.

52. Definicio. [Jet-ek kompozicidja

Legyen (R™, p), (R™, q) és (R°, s) harom pontozott Euklideszi tér, k,I,r,v e N, r < k,v <[ és
u = mindk, 1}, A *25 © 5 (R™ q), (R?,5)) x Ji (R, p), (R™, ) — T, (R, p), (R?,3)),
xwz (Jozg, JUFf) = JuZ(f o g) miivelet jol definialt minden z € {0,...,u} értékre, ezt a

miveletet pedig a megfelel§ Jet-ek kompozicidjanak nevezziik.

53. Tétel. [Euklideszi terek kozotti leképezések Jet-ekvivalencidjanak kapcsolata a leképezések
egyenlgségével
Legyen (R",p) és (R™, q) két Euklideszi tér és f, g € C¥ (R, p), (R™, q)) két sima és analitikus

leképezés. J° f = JXg teljesiilése ekvivalens azzal, hogy f = g a Dom(f)nDom(g) tartomanyon.

54. Tétel. |Euklideszi terek kozotti C* diagramok kiegészitése kommutativ diagrammé]
Legyen R",R™, R! R° négy Euklideszi tér, ¢ € C*(R™,R™), I e C*(R™,R?) ¢s 1 € CH(R!, R°)
harom, az origot rogzitd leképezés. Ekkor minden v € CH(R™,R?), S 4@ ~k 4 leképezésre
teljesiil, hogy J& (v o ¢) = JF (1 o), ahol

. J = =1 s lod 3 . o
’Y(SZ) = Z ¢OS) Z F((J®H) o Z o : Z ¢(()® : [‘Pg@] ;e {0,
s=0 s=0

ZePy(s,i) o€P(s,i)

az elemi megoldas multilineéris sorfejtése, g), Fg), w((f) a megadott leképezések r = 0,1, ..., k-

ad rendt megfelel§ Euklideszi terek origoiban vett multilineéris sorfejtési tagjai, ¢q a ¢(()1) linearis
leképezés jobb oldali pszeudoinverze, Py(s,i) az 6sszes olyan (I, ...ls) € N halmaza, amelyre

li+- -+l =i teljesiil, és P(s,1) az 6sszes olyan (Iy, .. .l;) € N halmaza, melyre l; +- - - +1, = 1.

Megjegyzés. A tovabbiakban o ; € CF(R™ R°), j < k alatt az as tételben megkonstrualt
S 7@ leképezést értjiik majd.
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55. Allitas. [Az k > r-ed rendti kozelitd megoldas nem fiigg k-tol]
Legyen k, 1,7 € N, 7 < k7 < I, és 7 € CH(R™, R?), 7 € C'(R™, R?) olyan, hogy Jg" 0% Jg"¢ =
Jé“”"w * Jé“’rl“, illetve J[l)’r’}/o,z * Jé’rqﬁ = Jé”"z/z * Jé”T. Ekkor yo; ~5 Yo, azaz Jy" vou = J5 Yo k-

=
<

56. Tétel. |y leképezés konverencidjal

Legyenek R™ R™ R! R és ¢,I',v) az as Tételben megfogalmazottak szerint. A 7((]“ leké-
pezések minden N 5 j-edik vy ; részosszege folytonos és korlatos leképezés, mely teljesiti a
Jo? (yoy0¢) = Jy7 (¢poT) Gsszefiiggtst. A 4, sorozat a Br(0) = {y € R™|dgm(y,0) < R}

halmazon pontonként konvergens, azon til pedig divergens, ahol

m, ha lim sup \i/ C,L (S (O, OO)

R=140, ha limsup+/C; =
o, ha limsup+/C; = 0

57. Tétel. [Véges sok taghol allo kozelités hibajanak becslése]
Legyenek R", R™ R* R° ¢s ¢, I, ¢ az[p4las Tételben megfogalmazot tulajdonsagi, k+1 rendben
folytonosan differencialhato leképezések és legyen 7 ; a megkonstrudlt C*+1(R™, R°) folytonos

leképezés j-edik részosszege. Legyen () = mquom(MkW_l(q). Minden V¢ € Q pontra

_ (G+1) , .
||¢(Q) Qb(p)H - sup H(w o P)(g+1)(u) _ (w o F)(g+1)(p)H

[(v050¢) (@) — (Wol) (g < (j+1)! weQ

teljesiil. Specialisan, magara a k-adik részosszegre:

- (k+1)
||qb(q) ¢(p)|| - sup H(w o F)(k+1)(u) . <¢ o F)(k+1)(p>H

1(voe © @) (@) = (0o T) (g)]| < (k+ 1) w0

58. Tétel. [Egzakt megoldés sima és analitikus leképezések esetében|

Legyenek R" R™ R! R® adottak és ¢,I',¢ az [pdlas Tételben megfogalmazot tulajdonsag,
sima ¢s analitikus leképezések. Legyen U, < Bgr(0), U, = ¢ ' (U,,) < R", U, = T'[U,] < R
és U, = Y [U;] < R°. Ekkor a v|y,,, ¢|v,, [y, és ¥|u, leképezésekre v|y,, o dlu, = ¥lu, o |y,
teljesiil, a[3.3}es diagram tehat kommutativ.

(Una()) = (Rn70) —F‘Un—> (Ut,O) - (Rt,O)
! |
¢|U” Q/)|Ut
¥ )
(U, 0) < (R™,0) =-----o--- Vo ======-- > (Uo, 0) < (R%,0)

3.3. abra. Euklideszi részsokasagok kozotti leképezésdiagram kiegészitése
kommutativ diagramma sima és analitikus leképezésekkel

59. Tétel. [Kommutativ diagramok sorozatanak egzakt kiegészitése]

Legyenek R"® ~ R R™ =~ R° adottak, ¢ = 1, I sima és analitikus leképezések és U, < U, < R",
Un € U, < R™ az [58es Tételben megfogalmazott tulajdonsaguak. Ekkor a v|y,,, ¢|v,. I|u, és
|u, leképezésekre v[F, o |, = 1|y, o I|F, teljesiil, tehat a[3.4}6s diagram kommutativ.
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I I I
(Un, 0) v, (Un,0) < (U, 0) v, (U,,0) < (U, 0) v, , Ll (U,,0) < (U, 0)
| | | |
dlu, élu, élu, ¢|Utl ldﬂw élu,
4 ¥ 4 4
(Up, 0) —----- 5 (U, 0) € (U, 0) —----- 5 (Up, 0)  (Uy,0) ----—-- ot ey (U, 0) € (U, 0)
YU YN YU YU

3.4. abra. Euklideszi részsokasagok kozotti leképezésdiagramok sorozatanak
kiegészitése kommutativ diagrammaé sima és analitikus leképezésekkel

60. Tétel. [Probléma megoldasa kozbiils6 térrel]

Legyen R, R™ R! R? adott, ¢ € CK(R",R™), I e C*((R"), R?), ¢ € C*(R?,R°) harom leképezés.
Ha létezik két olyan R",R® és négy ® € C*(R",R"), ¥ e C*(R\,R%),a € C*(R",R™),3 €
CF(R*,R°) leképezés, amire ¢ = ao ® és ¢ = o ¥, akkor az [p8les Tétel alkalmazhato, és
létezik olyan v € C*(R",R®) leképezés, melyre a os diagram kommutativ.

Iy, —— (U,,0) < (R',0)

|
\Il|Ut \
+

(U, 0) < (R™,0)

|
|y,
+

g

¢|Un (U’I‘7O) < (Rr’o)

__________ ., (U,,0) < (R%,0) oy,

\ OZLUT 5@5 J
(Unn, 0)  (R™, 0) (U,,0) < (R, 0)

3.5. dbra. Euklideszi részsokasdgok kozotti leképezésdiagram kiegészitése
kommutativ diagramma kozbiils6 Euklideszi terek beillesztésével

61. Tétel. [Kommutativ diagramok sorozatanak egzakt kiegészitése kozbiilss terekkel]
Legyenek R™ R™ R R° R" R* adottak, ¢, ®, o, ', 1), ¥, 3 leképezések pedig aes Tétel sze-
rintiek. Tegytik fel, hogy R" =~ R, R™ =~ R° ¢és ¢ = ¢. Ekkor alkalmazhaté az as Tétel,

amivel a [3.6}es diagram kommutativ.

I I r

(Uy,0) < (U, 0) Lo, (Uy,0) < (U, 0) vn y o _Llow (U,,0) < (U,,0)
| | |

/ (P‘Un cI)’Ut ®’Ut q)’Ut CI)‘Ut \
- 7o v Vo, Y4 Al v

(b‘Un ]Tu()) < (US)O) —_— (UT70> < (US)O) — — (UraO) - (US7(¢|U71

| | |

\ o, alu, alu, oo, alu, /
4 4 14 N2

(U, 0) < (Us, 0)

(Un, 0) < (U, 0)

(Un, 0) < (U, 0)

3.6. abra. Euklideszi részsokasdgok kozotti leképezésdiagramok sorozaténak
kiegészitése kommutativ d iagramma kozbiils§ Euklideszi terek beillesztésével

3.3.2. Eredmények Sima pontozott sokasiagok kategoéridjaban

62. Tétel. [Leképezési diagram kiegészitése]

Legyen (N, p), (M

,q), (T,w) és (O, z) adott pontozott sima sokasagok és G : (N, p) — (T, w),
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f:(N,p)— (M,q)ésh: (T,w) — (O, 2) harom C* leképezés. Tegyiik fel tovabba, hogy létezik
egy g: (M, q) — (O, z) leképezés, mellyel go f = ho G teljesiil. A B.T}os eljarasrol igazak:

(i) A (0) — (1) attérés soran Gy, fk), by, 9y €s G, f, h, g leképezések kozotti kapcesolat
kolesonosen egyértelmii;

(i) A (2) — (3) attérés soran, ahol tpr, taq, LT és Lo az egyes pontozott sokasagok kijelolt pont-
jaira centralt szabalyos beagyazasok megfelel6 dimenzios Euklideszi terekbe, kolesonosen

egyértelmi a megfeleltetés G|, f|, hl, g| ¢s G|, f|, h|, g| kdzitt;

(iii) Az (3) — (4) attérés soran az el6z6 fejezetben targyalt megoldéast konstrualjuk meg a
leképezés maximalis R konvergenciasugaran beliili U halmazon. Az U, = ip[Upn] 0 UE

halmazon 7|y, 1étezik;

(iv) Az U,, halmazon 7|y, egyértelmtien meghatarozza a g| leképezést az U, = U [Un]

halmazon: gNHM = 15" 07u,, © s

(v) Az U,, U, és U, halmazokra megszoritva a I', ¢, 1 leképézéseket, azok megegyeznek az
Uy, U, Up-re megszoritott G|, fl, h| és g| leképezések G’\Nun, f ];,n, h(ut megfelelGivel;
(vi) Az U,, U, U; halmazokon G

L(_91 o |y, o tr;

(vil) G'lu, = Glu,, [, = flu, €s Wy, = hlu,;

-1 -1 ,
U, = L OF|Un O LN, f|un = Ly O¢Un Oln €5 hun

(viii) Az U, U, U; és U, megfelels homotopidk altali képeire megszoritva G’(k)\ = G|, f(’k)] =
Fliey €s byl = hlw)-

63. Tétel. [Sima sokaségok szabalyos beagyazott részsokasagai kozotti sima leképezésdiagram-

jai kiegészitésének létezése és egyértelmiisége]

Legyenek (N, p), (M,q), (T,w) és (O, z) pontozott sima sokasdgok, G : (N,p) — (T,w),

firWN,p) = (M,q) és h: (T,w) — (O,2) harom C* leképezés, (Un,p), Um,q), Ur,w) és

(Uo, z) szabalyosan bedgyazott pontozott részsokasagok. A os eljarasra igazak:

(i) Ha létezik g € C*, amelyre g o f = h o G minden p € N pontra, akkor egyértelm;

(ii) Ha létezik g| € C*, amelyre g| o f| = h| o G| minden p € Uy pontra, akkor egyértelm;
(i) Ha g létezik, akkor egyértelmt, és g| € C*((Un, q), Uo, 2)) 1étezik;
(iv) Ha g| € C*((Um, q)Uo, 2)) 1étezik, akkor egyértelmii;

(v) Minden Uy € UE, Uy € UER Uy < UE s Up < UE mellett g| = 15! 07|y, © Lo megoldja

a (2)-es diagramot, tehat egyértelm;

(vi) Minden Uy < UR Uy <€ Ul Ur < Ul és Up < UE mellett az (1)-es diagramnak van

megoldasa, mégpedig a G| = 17" o Ty, oty f| = tjg © @l o twr, b = Lot 0|y, oL és

gl = 15" 0 Y|u,, © Ly kiterjesztésébél adodo leképezésekkel.
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(N,p) — Gy eC— (T, w)
[ [
f(k) € Ck (()) h(k) € Ck
+ +
(M, q) ---- 9@ € C* --+ (O, 2)

\
H,-homotop deformalas C*-né
N
N,p) —Gec*— (T, w)

I I
fec®

(uN7p) _G| eC*— (uTa w)
| |
h| e C*®

(1) heC® U o fleC® (2)
+ + + +
(MaQ) T 79 €C?---> (072) (u/\/UQ) ___‘?g| €C” --» (u(’)7z)
T
Le i ® <> (gj(lim(o)
3
(UN;O) TN G|ecC® 7 (UT, 0)
—1\ o0 -1
Ly Un,p) GleC® ——— (Ur,w) F
~ l . l ~
flec® flec® (3) h| e C® h|eC®
4 4
i . U q) === 79l € C*F —mmmmms > (Uo,2) 1o
(Upts 0) == 79 € C® -mmmmmmmmmmm Y05 (Uo,0)
T
Megoldas R™ 2 Br(0)-ban
0
(U’I’IL%?O) _FECOO—>(UtRaO> (Un,O) _F|€COO—>(UDO)
I I : \ | \ |
¢€COO (4> wecoo ‘7[:“111(“) = ’v({;m(ﬂ M /'<.)% ¢| ECOO <3) ,(JZ)ECOO
+ + k + +
(UE,0) —yeC®— (UE,0) (Up,0) —~leC*®— (U,,0)
T
/:] :gdim(-) s e
\V
(Un7 0) Q/\[ 1—‘| eC”® LT/E (Ut7 0)
T - ) 1/_1
v (Un,p) [|=:G|ec?—— Unw) 7
| |
glec” ¢=:flec” (6) Y| = W|ec® ¢leC”
+ +
M, Unsd) N =iglec®—— Uoz) 1o
~ l/ \ ~
(U, 0) —=M 7 ec* 0 (U,,0)
T
Kiterjesztés Ugim o-101 © -T€
<+
WN.p) — G ec”— (T, w) W, p) — Gy e Ch— (T, w)
| | [ [
flec® (7) K e C® +— H,-homotopiak inverzei — f(/k) eCk (8) h,(k) eCt
+ 4+

(M,q) — g eCc®— (O, z)

v v
(M,Q) _gEk) Eck—) (0,2)

3.7. abra. Euklideszi terekbe agyazhaté differencialhatoé sokasagok kozotti leképezési diagram
kiegészitése kommutativ diagramma



FEJEZET 3. SZAMITASI FELADATOK LEKEPEZESI DIAGRAMJAI 42

3.4. Szamitasi feladat egzakt megoldasainak tulajdonsagai

Az el6z6 szakaszokban azt a kérdést jartuk koriil, hogy adott megoldéas ismeretében hogyan
tudunk tovabbi, ekvivalens megoldasokat késziteni egy szamitasi feladathoz. Ez azért hasznos
ismeret, mert a valosdgban, ha szamitoégépes rendszereket terveziink, adott esetben egyszertibb
lehet ekvivalens megoldasok koziil az egyikben vagy mésikban megjelens objektumokat és mor-
fizmusokat megvalositani, igy viszonylag nagy szabadsagot kaphatunk adott megoldés fizikai
realizaldsédban.

A kovetkezSkben arrol irunk majd, hogy adott megoldascsaladoknak milyen relevans tulaj-

donségait lehet tanulmanyozni a dolgozat altal felvazolt keretrendszerben.

3.4.1. Optimumkeresés a megoldasok kozott

Az el6z6 szakaszok 6 tanulsaga, hogy olyan kategériaban, ahol el tudjuk allitani egy szamitasi
feladat egyetlen megoldasat, egyben ugyanezen feladat elképeszt&en sok tovabbi megoldasat is
jo eséllyel elsallithatjul’] Emiatt harom dolog térténhet, ha egy (f, €) szamitasi feladat adott
D kategorian belili F' : D — € hd funktor szerinti 6sszes megoldésat vizsgaljuk (feltessziik,

hogy létezik legalabb egy darab megoldasa a szamitési feladatnak D-ben):

1. A legvalosziniibb forgatokonyv: Dy (f) mégesak nem is lokalisan véges graffa duzzaszthato
a D kategoriaban taldlhaté megannyi izomorf objektum, morfizmusok, k-egzakt sorok stb.

miatt (legaldbbis a bemenetet és kimenetet reprezentald csticsokban);

2. Még redlisnak tiing forgatokonyv: Dp(f) lokalisan véges graf, miutan bevezettiink valami-
lyen megfelels ekvivalencia-fogalmat a lehetséges megoldasok objektumai és morfizmusai
kozott és vagy faktoraltunk az ekvivalencia szerint, vagy az ekvivalens megoldéasok koziil

adott élstulyozas mellett egy optimalisat valasztottunk ki reprezentansként;

3. Egészen szerencsés helyzet: DF( f) véges graf. Ez az eset lenne a legkdnnyebben kezel-
hetd, de valosziniileg csak specidlis, igen szegény kategoridkban és/vagy nagyon specialis

szamitési feladatra kaphatjuk ezt.

Megjegyeznénk, hogy az 1.-es pont tipikus példa arra, aminek akkor is oriilni kell, ha tel-
jesiil, és akkor is, ha nem. Utobbi esetben matematikailag konnyebben vizsgalhato feladattal
szembesiiliink, mig el6bbi esetben egy szamitasi feladatot felfoghatatlanul sokféleképp tudtunk
megoldani a szdmunkra adott szamitasi kereten beliil. Ugyanakkor, mivel a fentiek miatt arra
nem lehet mindig esély, hogy minden lehetséges megoldést egyszerre kezeljiink, a tovabbiakban
roviden megvizsgaljunk, mit tudunk mondani egy szamitasi feladat véges megoldéscsaladjan

beliili optimumkeresésral:

5A jo eséllyel kifejezés itt azt jeloli, hogy vannak izomorf objektumaink és/vagy injekcidink és projekcidink
és/vagy k-egzakt soraink és direkt Osszegeink stb., melyek a gyakorlati alkalmazasok szempontjabol relevans
kategoriak esetében teljesiilnek.
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64. Definicié. [Szamitasi feladat véges megoldéascsaladjahoz rendelhetd grafikus matroid|

Legyen C,D két kategoria, F' : D — € kovaridns hi funktor, és jelolje 0(f) = {00,.00u :
80,.00n — D} az (f, C) szamitasi feladat F' szerinti 6sszes D-beli megoldasainak egy véges rész-
halmazat. E véges megoldéascsaladhoz rendelhetd grafikus matroidon azt az M (9) = (S(9), F(9))
matroidot értjiik, melynek S(9) alaphalmaza a d( f)-beli diagramok, mint grafok éleibél all, F(4)
fiiggetlenségi halmaza pedig e graf feszitGerdejeit tartalmazza. Igy e matroid bézisai fiiggetlen

megoldasokat reprezentalnak, minden rogzitett (Oiy, Oou) parra egyet.

Minden véges megoldascsalad mellett rogzithetjiik a leképezési diagram grafjanak egy él-
silyozasat, melyet felfoghatunk tgy, hogy azok az egyes élekhez rendelnek valamilyen szdm-
szertsitett komplexitast (futdsids, memoriaigény stb.). Ehhez feltessziik, hogy minden 1t teljes
komplexitasa az egyes élek komplexitasainak 0sszege és minden ilyen komplexitasérték véges. Ez
az él-silyozas atorokithets a grafikus matroidunk fliggetlen halmazaira is, igy a véges megoldéas-
csaladban kereshetiink optimalisat, melynek 1étezése a megoldasok teljes komplexitas szerinti
rendezettségébdl kovetkezik, optimélis megoldast pedig az M (§) grafikus matroidbeli moho-
algoritmussal taldlhatunk. Raadasul, egy optimélis megoldas a minimalis élstlyu feszitGerddkre
a d(f)-hez rendelt grafikus matroidban egyszerre ad meg optimalis megoldasokat a kiilonb6z6
(Oiny Ogut) pérokra.

3.4.2. Invarians és ekvivarians megoldasok

Amikor invarians és ekvivarians megoldasokat keresiink, az a kép €l benniink, hogy a bemenetet
megvaltoztathatjuk valamilyen transzformécié révén gy, hogy a kimenet nem valtozik, vagy
pedig azonosan valtozik, mint a bemenet. Ezt szépen le lehet irni jelen keretrendszerben, ha
felismerjiik, hogy egy ilyen valtoztatéas felfoghatd gy, mint egy funktor hatasa a megoldést

megado leképezési lancon:

65. Definicio. [Szamitési feladat megoldasanak invarianciaja adott funktorral

Legyen C,D két kategoria, F' : D — € kovarians hi funktor. Azt mondjuk, hogy az (f,C)
szamitasi feladatot realizaldo O : n — D megoldés izomorfia erejéig 7' : D — D-invariéns, ha
TO : n — D is realizélja az (f, C) szamitési feladatot, és T'O(n) izomorf O(n)-nel.

3.5. Fejl6ds szamitasi keretek tulajdonsagainak vizsgalata

Az €l6z6 szakaszokban azt vizsgaltuk, mit mondhatunk adott (f, C) szamitasi feladat realizal-
hatosagarol egy szamitdgépes rendszert reprezentald D kategoriaban. Lattuk, hogy amennyiben
egy feladat realizalhato, akkor (extrém specialis kategoriaktol eltekintve) egyben rengeteg meg-
oldasa létezik a feladatnak. Az, hogy ezek koziil melyek tesznek eleget valamilyen speciélis
feltételnek, példaul melyek invaridnsak vagy optimalisak, az az (f, C) szamitési feladat és a D
kategoria, igy az aktudlisan alkalmazott szamitogépes rendszer kozos tulajdonsaga.

Napjaink egyik jelent&s kérdése, hogy milyen modokon lehet érdemes fejlesztentink a mér

meglévs szamitogépes rendszereinket. Gyakran leginkabb tapasztalati Gton tudunk nekilatni e
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probléma megvalaszolasdnak: megépitiink alternativ szamitasi rendszereket és gondolkodunk
azon, hogy ezeket milyen feladatok hatékonyabb megoldasara lehetne felhasznalni. Ez gyakran
koltséges, és altalaban az 0j tipusu gépek tulajdonsigaira fokuszal, nem pedig arra, hogy ezeket
a gépeket a mar meglévikkel egyiitt fogjuk hasznalni, ha e gépek elGallitasa megéri a befektetést.

A fejl6ds szamitasi keretek vizsgalatéara is lehet&ség adodik jelen dolgozatban bemutatott
keret alkalmazasaval, e gondolatokkal zarjuk a dolgozatot.

Ha tgy gondolunk a szamitastudomanyi fejlesztésekre, mint a régi szamitasi keretek Kki-
egészitésére 1j tipusu szamitogépekkel, akkor 0 szamitogépeket elGallitasa matematikailag egy
kategoriabGvitésnek feleltetheté meg, igy a fejl6ds szamitastudoméanyt le tudjuk irni egymas-
ba agyazhato kategoriak lancaval. Ez lehetGséget ad arra, hogy adott szamitasi feladathoz a
dolgozatban vazolt minden objektumot hozzarendelhessiik a fejl6dd szamitasi rendszeriinknek
megfelels kategorialanc minden kategoridja esetében, igy olyan gréfok, matroidok stb. lan-
cait kaphassuk, melyek Osszességében sokkal tobb informaciot tartalmaznak adott szamitasi
feladatokrol, mint amit kinyerhetiink e szamitési feladatok adott, fix szamitasi rendszerben
(talan egzaktul) realizalt megoldasaibol. Igy annak a vizsgalata, hogy érdemes-e befektetni 1j
tipusu szamitogépekbe, ekvivalens azzal, hogy az ezen szamitogépek megjelenésének megfelels
kategoriabdvités eredményeképp véltozik-e adott szamitési feladatok reprezentalhatoséga (az-
az hirtelen megoldhatova valik-e olyan feladat, amit eddig nem tudtunk megoldani), esetleg
jobb tulajdonsigi reprezentaciok megjelennek-e (azaz hirtelen hatékonyabban tudjuk megol-
dani azt, amit mar eddig is meg tudtunk). Ha e két kérdésre negativ a valasz, nem érdemes
befektetni az 1j szamitogépek kifejlesztésébe. Ha viszont ugy gondolunk a szamitasi keretek
fejlesztésére, hogy mar meglévs szamitogéptipusokat helyettesithetiink is olcsobb vagy valami-
lyen szempontbol elényosebb gépekkel, felmeriilhet az a kérdés is, hogy az eredeti gépek nélkiil,
de az 10j gépekkel miikdds szamitasi rendszerhez rendelt kategoéria hogyan teljesit szamitasi
feladatok meglévés és 14j realizécidja, illetve a realizaciok hatékonysaga tekintetében. Lehets-
ség nyilik tehat arra, hogy mar elméletben is megjoésolhassuk, érdemes-e adott esetben gigaszi

beruhazéasokat 0j szamitogépek fejlesztésére szanni, és ha igen, varhatéan milyen eredménnyel.
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