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1. Bevezetés

A Clay Matematikai Intézet egyik megoldatlan millenniumi probléméja a Birch és
Swinnerton-Dyer-sejtés, ami egy elliptikus gorbe analitikus viselkedését kapcsolja Gssze
egy algebrai tulajdonsagaval. Egészen pontosan a kovetkezs forméaban [Mil06] 10.5:

1.1. Sejtés (BSD). Legyen E/Q elliptikus gorbe, amire az E(Q) Mordell-Weil csoport
rangja r és P, ..., P, linearisan fliggetlen elemei £(Q)-nak. Ekkor

L(E <Q 0 )rm E/@)\det«a,m)(s_ly b s s 1.

Q) : 22ZF

ahol L(E, s) az elliptikus gorbe Hasse-Weil L-fiiggvénye, Q = | E(R) |wg|, a szorzat azon

P rossz

p primeken megy végig, ahol E redukciéja mod p szingularis, ¢, = |E(Q,) : Ey(Q,)],
HI(E/Q) a Tate-Safarevics csoport és ( -, - ) : E(Q)x E(Q) — R a Néron-Tate parositas.

Nem tudjuk, hogy a Tate-Safarevics csoport véges-e, igy nem meglepd, hogy a BSD-
sejtés sem bizonyitott még. A Tate-Safarevics csoport végességét kiilon sejtésként is
megfogalmazhatnank. Viszont Birch és Swinnerton-Dyer mar els¢ cikkiikben rengeteg
szamitéasra alapoztak sejtésiiket, azonban jelenleg is csak nagyon specialis esetekben 1étez-
nek bizonyitott allitdsok a témaban. Egyik els§ eredmény Coates és Wiles tétele 1977-bél
[CWTT]|, aminek megértése a célja a szakdolgozatomnak Rubin jegyzete [Rub99| alapjan.

1.2. Tétel (Coates, Wiles). Tegyiik fel, hogy az E elliptikus girbe K folott van definidlva,
ahol K eqy képzetes kvadratikus test és E-n van komplex szorzds a K test Ok egészeinek
gytrdjével. Ha L(E,1) # 0, akkor E(K) véges csoport.

(E *)_t6l, akkor az azt is mond-

Ha a BSD-sejtésben eltekintiink egy pillanatra lim,_,; GOy
ja, hogy az 1 éppen annyiszoros gyoke L(FE, s)-nek, mint a Mordell WEeil csoport rangja.
Coates és Wiles tétele pedig abban a ritka esetben, amikor F-n van komplex szorzas,
akkor megmondja, hogy ha F(K)-nak van szabad része, akkor L(FE,s)-nek gyoke van
0-ban, megerdsitve a varakozasainkat a BSD-sejtés igazsagéra.

A bizonyitas rengeteg elméletet felhasznal, mint példaul természetesen az elliptikus
gorbéket [Mil06, [Sil09], algebrai szamelmeéletet [Za20], osztalytestelméletet [Mil20], cso-
portkohomologiat [Shal vagy példaul reprezentacio elméletet, karakter elméletet [Shu22].
Ezekre csak hivatkozni fogunk amikor sziikséges, mert a fokusz Coates és Wiles tételének

bizonyitéasa.

2. Elliptikus gorbék

2.1. Definicid. F test felett definialt elliptikus gorbének mondjuk a kévetkezdket:

(a) egy E harmadfoku nemszinguléris projektiv sikgorbe F' felett és egy O € E(F)
pont;

(b) ugyanaz, mint (a), de feltessziik, hogy O inflexiés pont;
(c) egy harmadfokt nemszingularis projektiv sikgorbe F felett
Y2Z +ar XY Z+a3YZ? = X+ ayX*Z + ayXZ* + ag Z° (2.1)
alakban;


https://www.claymath.org/millennium/birch-and-swinnerton-dyer-conjecture/
https://www.claymath.org/millennium/birch-and-swinnerton-dyer-conjecture/

(d) egy 1 génuszu nemszingularis projektiv sikgérbe F' felett és egy O € E(F') pont.

Belathato, hogy ezek mind ugyanazokat az objektumokat definialjak izomorfizmus
erejéig. A (c)-ben szerepls egyenletet az elliptikus gorbe egy Weierstrafi egyenletének
mondjuk. A harmadfokt nemszingularis projektiv sikgorbék ellathatok Abel-csoport
struktiraval, ahol a nullelem tetszélegesen valaszthato. Elliptikus gérbe esetén a nullelem
szerepét O tolti be. Szokas attranszformalni O-t a (0 : 1 : 0) pontba és a gorbe {Z = 1}-
be es6 affin részét tekinteni, ahol O-nak az egyetlen gérbén 1évé végtelen tavoli pont felel
meg, amit szintén O-val jeloliink. Az F(F), - azaz azon pontok halmaza, melyek a gérbén
vannak és minden koordinatajuk F-ben van - jelolésbe beleértjiik a csoportstrukturat,
igy azt végig csoportként értelmezziik.

Tehat innentdl gondolhatunk egy F' f6lotti elliptikus gorbére, mint

y? + a1y + asy = 2° + asx® + aux + ag (2.2)

nullhelyeire, ahol aq, a9, as, a4, a6 € F, kiegészitve egy végtelen tavoli ponttal és ellatva
egy Abel-csoport strukturaval, ahol a végtelen tévoli pont a nullelem. [Sil09] §I11.2.3
megmondja, hogy hogyan szdmolhato ki két pont Osszege. Ha F' karakterisztikidja se
nem 2, se nem 3, akkor az egyszeribb

v =1 +axr+b

alakra hozhato az elliptikus gorbe. Azonban mivel példaul egy Q f6l6tti elliptikus gorbét
miutan valtozocserével olyan alakra hozzuk, ahol az egyiitthatok egészek, és azt mod p
vizsgaljuk, akkor el6fordulhat, hogy egy 2 vagy 3 karakterisztikdju test f6l6tt kell ismer-
niink az elliptikus gorbe viselkedését. Hasonlboan igaz ez egy tetszéleges szémtest f6lott
is.

Definialjuk a kovetkez6 mennyiségeket az altalanos esetben:

by = a% + 4a, Cy = bg — 24b,

by = ajaz + 2ay ce = —bi + 36byby — 216bg

be = a2 + 4ag A = —b3bg — 8b3 — 27b5 + 9babybs
bs = boag — ajasay + asai — a; j=ci/A

Azt mondjuk, hogy A az elliptikus gorbe diszkrimindnsa, j pedig a j-invaridnsa.

2.2. Allitas. (i) Egy Weierstraf$ eqgyenlettel megadott gérbe pontosan akkor nem-
szinguldaris, ha A # 0.

Ha szinguldris, akkor egyetlen szinguldris pontja van.

(ii) Két elliptikus gérbe pontosan akkor izomorf F' felett, ha j-invaridnsuk megeqyezik.
Bizonyitds. [Sil09] III. 1.4 allités. O

2.3. Allitas. Tegyiik fel, hogy az E elliptikus gorbe eqy Weierstrass egyenlet dltal
van definidlva. FEkkor az E-n értelmezett I feletti holomorf differencidlok tere egy 1-
dimenzids vektortér F felett, aminek bdzisa

B dx B dy

2yt ax+ag  3a2 4 2a0x + ag — ary

%)

Tovibbd wg invaridns az E(F)-beli pontokkal vald eltoldsokra. (Differencidlok: ld. [Sil09]
I1.4 fejezet.)



Bizonyitds. |[Rub99| 1.2 allitas, [Sil09] III. 1.5 allitas és II1. 5.1 allitas. O
2.4. Definici6é. Azt mondjuk, hogy wg az E elliptikus gorbe invaridns differencidlja.

2.5. Definici6. Tegyiik fel, hogy FE elliptikus gorbe. Azt mondjuk, hogy egy £ — E
morfizmus, - mint algebrai gérbe - endomorfizmus, ha O-t O-ba viszi.

Altalaban azt mondjuk, hogy egy (E,O) és (E', O') elliptikus gorbék kozotti morfiz-
mus izogénia, ha O-t O'-be viszi. Ha létezik az (F, O) és (E', O') gorbék kozott izogénia,
aminek a képe nem csak az O" pont, akkor azt mondjuk, hogy a két gorbe izogén. [Sil09]
III. 6.1 tétel szerint ez egy ekvivalenciarelacio.

[Sil09] III. 4.8 tétel szerint egy izogénia homomorfizmus is az Abel csoportstrukti-
rékra nézve. Specialisan egy endomorfizmus is homomorfizmus.

Ha F(FE)-vel jeloljiik a racionélis fiiggvényeket egy E elliptikus gérbén, és ¢ : E — E’
izogénia elliptikus gorbék kozott nem a konstans O’, akkor

¢ F(E') = F(E), fr fo¢

beagyazas. A F(E')/¢*F(E') testbévités véges (1d. [Sil09] I1. 2.4 tétel), fokat ¢ fokdnak
hivjuk és deg(¢)-vel jeloljiik. Azt mondjuk, hogy ¢ szepardbilis, inszepardbilis, tisztdn
mszepardbilis, ha a testb&vités rendre szeparabilis, inszeparabilis, tisztan inszeparabilis.

2.6. Példa. Minden m egész szamra [m| : E — E, P — mP (az Abel-csoportban
osszeadjuk m-szer P-t, vagy |m|-szer (—P)-t) endomorfizmus, aminek foka m?. Tovabba,
ha m # 0, F karakterisztikdaja 0 vagy F' karakterisztikdja nem 0, de nem osztja m-et,
akkor [m] magja izomorf (Z/mZ)*tel. (1d. [Sil09] III. 6.4 tétel.)

2.7. Példa. Ha F véges, #(F) = ¢, akkor ¢, : (X,Y,Z) — (X9,Y? Z%) tisztan in-
szeparébilis endomorfizmusa E-nek, foka ¢ és Frobenius endomorfizmusnak hivjuk. (1d.
[S109] I1. 2.11 allitas.)

2.8. Definicio. Ha F elliptikus gorbe F felett van definidlva, akkor Endp(E)-vel jeloljiik
E F feletti endomorfizmusainak gytirdjét. Ekkor Endg(E) nullosztémentes (1d. [Sil09]
ITI. 4.2 allitas) és[2.6] példa szerint létezik egy Z — Endp(E) beagyazas.

2.9. Definicio. Jelsljiikk D(E/F)-fel az E F feletti holomorf differencialjainak[2.3] allitas
szerint 1-dimenzios vektorterét. [Sil09] III. 5.2 tétel szerint a ¢ — ¢* leképezés ad egy

t=tp:Endp(E) = Endp(D(E/F)) =2 F

Abel-csoport homomorfizmust. [Sil09] I11.5.6 kovetkezmény szerint ¢ magja az inszepa-
rabilis endomorfizmusok idealja. Specidlisan ha F' karakterisztikaja 0, akkor ¢ injektiv.

2.10. Lemma. Tegyiik fel, hogy char(F) = 0, L test tartalmazza F-et, ¢ € End(F).
Ha 1 (¢) € F, akkor ¢ € Endp(E).

Bizonyitds. Ha o € Aut(L/F), akkor
tr(97) = o(r(9)) = tr(9).

Mivel L karakterisztikidja 0, ezért ¢y injektiv, tehat ¢7 = ¢. O]



2.11. Definicié. Ha ¢ € Endp(E), akkor E[¢] C E(F) jeléli ¢ magjat F felett. F(E[¢])
jeloli F testbovitését E[¢] pontjainak koordinatéaival.

Vegyiik észre, hogy F(F[¢]) fliggetlen az F' feletti Weierstraf egyenlet valasztésatol.
[SiI09] III. 4.10 tétel kovetkezményeként #(E[¢]) osztja deg(¢)-t, és pontosan akkor
egyeznek meg, ha ¢ szeparabilis.

2.12. Definici6. Ha /¢ egy racionalis prim, akkor definidljuk az ¢-adikus Tate modulusdt
E-nek, mint
T,(E) = lim E[¢"),

ahol lim az inverz limeszt jelli, (1d. [Za20] 4.3.1. definicio) [¢] : E[¢" ] — E[{] 6sszekotd
leképezésekkel. Ha char(F) # ¢, akkor [2.6] példa szerint

T,(F) = 7;.
A Gp abszolut Galois csoport Z,-linearisan hat T;(E)-n, ezzel adva egy
pe: G — Aut(Ty(F)) = GLy(Zy)
reprezentaciot, ha ¢ # char(F).

2.13. Definicié. Legyen K egy Q-algebra, ami végesen generélt QQ felett. Azt mondjuk,
hogy R egy rend (angolul order) KC-ban, ha részgytird C-ban, végesen generalt Z-modulus
s RQ=K.

2.14. Példa. Legyen K képzetes kvadratikus test és O az egészeinek gytrtje. Minden
f > 1 egészre Z + fO rend K-ban. S6t, ez az Osszes rendje K-nak. (Ld. [Sil09] II1.9.1
példa.)

2.15. Tétel. Ha E eqy elliptikus gorbe, akkor Endp(E) a kivetkezdk kiozil valamelyik:
(i) Z,

(i1) eqy rend eqy képzetes kvadratikus testben,

(11i) eqy rend egqy Q feletti kvaternidalgebraban.

Ha char(F) = 0, akkor csak az elsd kettd lehetséges.

Bizonyitds. [Sil09] I11. 9.4 kovetkezmény. O

2.16. Lemma. Tegyiik fel, hogy E elliptikus gorbe az y?> = 3 + ax + b Weierstrafs
egyenlettel van megadva. Ha Aul(E) tartalmaz egy 4-edrendd (vagy 3-adredi) elemet,
akkor b =0 (vagy a =0).

Bizonyitds. |[Rub99] 1.13 lemma. O



2.1. Elliptikus gorbék a komplex szamok felett

Ha egy elliptikus gorbe egy 0 karakterisztikaju test folott definialt, akkor azt ér-
telmezhetjik egy Q(aq,as,as, aq,ag) felett definialt elliptikus gorbének is. Ez a test
bedgyazhato C-be, tehat érdemes megvizsgalni a C feletti elliptikus gorbéket az altala-
nosabb 0 karakterisztikaju testek feletti elliptikus gorbékhez is.

2.17. Definici6. Tegyiik fel, hogy L egy racs C-ben. Definidljuk az L-hez rendelt
Weierstraf$ o-fligguvényt, a WeierstrafS o-fligguényt és az Fisenstein sorokat, mint

=%+ Y (coop =)

0#weL
seh == I (1= 5) e,
0#weL W
1
Gr(L) = Z — minden péros k > 4-re.
0#weL W

A fiiggvények konvergencia és egyéb tulajdonsagaihoz 1d. [Sil09] VI. 3.1 tétel, VI. 3.3
lemma, VI. 3.5 tétel.

2.18. Tétel. (i) Ha L egy rdcs C-ben, akkor a

§:zm (p(2; L), ¢'(2 L) /2)

leképezés eqy biholomorfizmus (mint Riemann-feliletek) és csoporthomomorfizmus
C/L-r6l E(C)-re, ahol E az y* = x* —15G4(L)x — 35Gs(L) dltal definidlt elliptikus

gorbe.

(i) Ha E elliptikus gorbe C felett az y*> = 23 + ax + b egyenlet dltal van definidlva,
akkor létezik egy egyértelmd L C C rdcs, amire 15G4(L) = —a és 35Gg(L) = —b.
Tehdt (i) ad egy izomorfizmust C/L és E(C) kiozott.

(111) Az el6z6 megfeleltetésnél az wg holomorf differencidl a dz differencidlnak felel meg
C/L-en.

Bizonyitds. [Sil09] VI. 3.6 allitas az (i), [Shi7l] 4.2 fejezetben bizonyitott (i7). A (dii)
egyszeri szamolasbol kovetkezik:

wp = & _d02) _

T2y 9(2)

2.19. Definici6é. Ha L C C récs, akkor legyen

A(L) = (60G4(L))* — 27(140G6(L))?
i) = —1728(AG(0LC§4(L))

Eppen tgy definidltuk, hogy A(L) a diszkriminansa, j(L) pedig a j-invaridnsa a [2.18] té-
tel megfeleltetésénél kapott elliptikus gérbének.

7



2.20. Allitas. Tegyiik fel, hogy az E elliptikus gorbe C felett az L ricshoz tartozik a
[2.18 tétel megfeleltetésénél. Ekkor a[2.9 definicio v leképezése ad egy

Endc(E) — {a € C:aL C L}
1zomorfizmust.

Bizonyitds. [Sil09] VI. 4.1 tétel szerint adottak az

{aeC:aLCcL} — {¢:C/L— C/L holomorf, ¢(0) =0}

a — ¢o, ahol ¢,(2) = az (mod L)

és
End¢(FE) — {¢:C/L — C/L holomorf, ¢(0) =0}

¢ = p=E¢logof
bijekciok. Legyen ¢ € Endc(FE). Ekkor egyrészt (-nél vett képét tgy kapjuk meg, hogy
¢*(wg) = agwg, ahol a, € C és 1(p) = ay. A tétel (ii7) része szerint a megfelel-
tetésnél wp-nek dz felel meg, tehat C/L-ben az el6z6 egyenlGséget ugy fordithatjuk le,
hogy ¢*(dz) = aydz.
~ Masrészt a bijekciokat hasznalva latjuk, hogy létezik egy a € C, oL C L, amire
O = ¢q, tehat

qg*(dz) = d((%*z) =d(zo 95) =d(z0 ¢,) = d(az) = adz,

vagyis ¢*(wg) = awp, hasznalva a 2.3] allitast ay = o, azaz 1(¢) = a. Tehét ¢ tényleg a
megfelels részhalmazaba képez C-nek, injektiv, mert C karakterisztikaja 0 és sziirjektiv
is, mert egy a-hoz a bijekciokat hasznalva valaszthatjuk ¢ = £ o ¢, 0 71 € Endc(FE)
endomorfizmust, amire ¢(¢) = a. O

2.21. Kovetkezmény. Ha E elliptikus gorbe eqy O karakteresztikdji F' test felett, akkor
Endp(FE) vagy Z, vagy egy rend eqy képzetes kvadratikus testben.

Bizonyitds. [2.15] tétel vagy [2.20] allitasbol mar bizonyitani is tudjuk, hogy ha E ellip-
tikus gorbe C egy részteste felett definialt, akkor End¢(F) = {« € C : aL. C L} egy
diszkrét részgytrtje C-nek, mert a részgytriség vilagos, és diszkrét, mert ha o # S,
a,B8 € {a € C:aL C L}, akkor legyen w € L olyan, hogy |w| = ¢ := mingseer, |w| # 0.
Ekkor 0 # (a— f)w = aw — fw € L, tehat |a — |- |w| > §, amit osztva d-val |a— 3] > 1.

Belatjuk, hogy nem trivialis diszkrét részgytirti C-ben csak a kovetkezményben felso-
rolt lehet. Tegyiik fel, hogy 0 # R C C diszkrét részgytird. Specialisan diszkrét részcso-
port. Legyen wy € R, amire |w;| = mingz.ep |w|. Teljesiil RN Rw; = Zw; az wy definici-
6ja miatt. Ha R # Zw,, akkor legyen w, € R\ Zw, olyan, amire |ws| = mingep\z., |w|-
Az el6z6ek miatt wy és wy R-fliggetlenek. Tegyiik fel, hogy R # Zw, + Zwy. Legyen
w € R\(Zw1+Zws). Mivel {wq,ws} egy R-béazis C-ben, ezért valamilyen «, f € R szamok-
ra w = aw; + Sfwe. Ehhez hozzdadva egy Zwq + Zw, récsban 16v6 szamot w’ = aw; + bws,
ahol a,b € (—1/2,1/2] és tovabbra is w’ € R\ (Zw;+Zws). A haromszog-egyenlStlenséget
hasznalva

1
|| = |aw; + bws| < §(|W1| + |wa|) < |wal.

Egyenl6ség csak akkor lehet, ha w; és wy parhuzamosak, ami nem lehet, mert bazist
alkotnak, tehat |w'| < |we|, ellentmondva wy definicidjanak. Vagyis R additiv csoportja
1 vagy 2 rangu szabad csoport.



Tegyiik fel, hogy R gytirtiben nw = 1, aholn € Z\{—1,0,1} ésw € R. Ekkorw = 1/n
és w¥ = 1/n* € R, ami nem lehet, mert 0 torlédasi pont lenne, de R diszkrét. Ha R 1
rangu, w; generatorral, akkor nw; = 1 valamilyen n egészre, mert 1 € R. Azonban az
el6z6ek miatt n = £1, tehat w; = £1, vagyis R = Z. Ha R 2 rangu, akkor legyenek
w1, wy generatorok, és 1 = njw;i + nowo valamilyen ny, ny egészekre. Tegyiik fel, hogy
egyik sem 0. Ha nem relativ primek, akkor 1 = nw teljesil n > 1, w € R szamokkal,
ami a korabbiak miatt nem lehet. Ha relativ primek, akkor valamilyen a,b egészekre
bn, —any = 1. Legyen u = aw; + bwy € R. Ezekkel a valasztasokkal teljesiil

wi=b-1—nyu

wy = —a- 1+ nu.

Vagyis 1 és u is generatorok. Ha n; vagy ny koziil valamelyik 0, akkor a korabbi torlodéasi
pontos érvelés miatt szintén feltehets, hogy 1 az egyik generator. Legyen tehéat 1 és u
két generatora R-nek, vagyis R = 7Z + Zu. Mivel 1 és u bazist alkotnak, ezért u nem
valés. Az u? € R elem felirhaté u? = au + b alakban a, b egészekkel, tehat Q(u) > Q
méasodfoku bévités, vagyis Q(u) = Q + Qu = R ® Q valoban egy képzetes kvadratikus
test, és igy R egy rend egy képzetes kvadratikus testben.

Tehat Endc(FE) valoban Z vagy egy rend egy képzetes kvadratikus testben, és a
2.1] fejezet elején irtak szerint ez minden 0 karakterisztikaju testre is igaz C helyett. [

Az alabbi tablazat osszehasonlit egy tetszdleges F test feletti elliptikus gorbét és egy
C feletti elliptikus gérbén a & megfeleltetést.

F C
(E,wg) (C/L,dz)
T,y p(z; L), ¢ (2 L)/2
izomorfizmus osztalya E-nek {aL:a e C*}
Endp(F) {aeC:alL CL}
Autp(F) {aeC*:aL =1L}
E[m] m'L/L

2.2. Elliptikus gorbék lokalis testek felett

Rogzitsiik erre a fejezetre a kovetkezdket:

- p egy racionalis prim,

- F véges bovitése Qp,-nek,

- O az F egészeinek gytirtije,

- p a maximalis idealja O-nak,

- 7 egy generatora p-nek,

- k = O/p a maradékteste O-nak,

- v: F— ZU{oo} értékelése F-nek, amire v(m) = 1.

Rogzitsiink egy F felett definialt F elliptikus gorbét.



2.22. Definici6é. Azt mondjuk, hogy E egy (2.2) Weierstrafs egyenlete minimdlis, ha
ay, as, ag, ayg, ag € O és v(A) minimalis az Osszes olyan E-t definidlo Weierstrafs egyenlet
koziil, melyeknek egyiitthatoi O-ban vannak.

Minden F elliptikus gérbének van minimalis Weierstrak egyenlete és minimdlis diszk-
rimindnsnak hivijuk E egy minimélis Weierstrals egyenletének diszrkiminénsa altal ge-
neralt idealt O-ban.

E redukcidjdnak monjduk azt az E gorbét, amit k folott definidl az

y2 + ELlIy + dgy = I’3 + ELQIEQ + d4$ + dG

Weierstral egyenlet, ahol egy miniméalis WeierstraR egyenlete E-nek és a; a ké-
pe a;nek k-ban. Az E redukcié izomorfizmus erejéig fiiggetlen E konkrét minimalis
egyenletének véalasztasatol (1d. [Sil09] VII.2 fejezet els6 bekezdése).

Az E gorbe nem feltétleniil elliptikus gorbe, hiszen lehet szingularis, viszont min-
denképpen legfeljebb 1 szingularis pontja van (Id. 2.2 4llitas). Ha szingularis, akkor
legyen

E.s = E — {E szingularis pontja},

amin szintén van egy Abel-csoport struktira, csakugy, mint egy elliptikus gorbén (1d.
[SiI09] II1. 2.5 allitas).

Ha A jeloli a minimalis diszkriminédnsat F-nek, akkor egészen pontosan a kovetkezd
3 lehetGség valamelyike fordul el (1d. 2.2] allitas és [Sil09] ITI. 2.5 allitas):

(i) A e O*, E nemszingularis, azaz E = E, egy elliptikus gorbe;
(i) A ¢ O%, F szinguléris, és Eng(k) = k*;
(iii) A ¢ O, E szingularis, és Fy(k) = k.
Azt mondjuk, hogy F-nek rendre sima, multiplikativ vagy additiv a redukcidja, ha (i),
(ii) vagy (iii) teljesiil.
Tovabba ha létezik egy F’ véges bévitése F-nek, amire E-nek sima redukcioja van F’

folott nézve, akkor azt mondjuk, hogy E-nek potencidlisan sima redukcidja van.

2.23. Lemma. (i) E-nek akkor és csak akkor van potencidlisan sima redukcidja, ha

Jj(E) e O.
(i) Ha E-nek potencidlisan sima redukcidja van, akkor E-nek sima vagy additiv a re-
dukcidja.
Bizonyitds. [Sil09] VII. 5.4 és 5.5 allitas. O

2.24. Definici6. Létezik egy természetes
P?(F) — P*(k)

redukcio leképezés. Ennek a megszoritdsa ad egy E(F) — E(k) leképezést. Legyen az
6sképe Epns(k)-nak Eo(F) C E(F), O € Ey(k) 6sképe pedig E1(F) C E(F).
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2.25. Allitas. Létezik Abel-csoportoknak eqy
0 — Ey(F) = Eo(F) = Epy(k) =0

egzakt sorozata, ahol a jobboldali leképezés a redukcio. Ha E-nek sima a redukcioja, akkor
a redukcio leképezés indukdl eqy injektiv

Endp(E) — Endy(F)
homomorfizmust.
Bizonyitds. [Sil09] VII. 2.1 allitas. O
Ha E-nek sima a redukcioja és ¢ € Endp(E), akkor legyen ¢ redukcidja ¢ € Endy(F).
2.26. Lemma. Ha E egy minimalis Weierstraf§ egyenlettel van definidlva, akkor
Ey(F) = A{(z,y) € E(F) : v(z) <0} = {(z,y) € E(F) : v(y) < 0}.
Ha (z,y) € Ey(F), akkor 3v(z) = 2v(y) < 0.
Bizonyitds. |[Rub99| 3.5 lemma. O

2.27. Lemma. Tegyik fel, hogy E-nek sima a redukcidja, ¢ € Endp(E), b tisztdn
wszepardbilis. Ekkor

(i) & injektiv E(k)-n,
(1) ker(¢) C Eq(F).
Bizonyitds. |[Rub99] 3.6 lemma. O

2.28. Tétel. Rogzitsiik egy (2.2) minimdalis Weierstrafl eqyenletét E-nek. Létezik eqgy E
formdlis csoport eqy Fr € O|[Z, Z']] formdlis csoport szabdllyal, illetve egy

w(Z) =2+ mZ' + (ai + a2)Z° + - € O[[Z]]

hatvdnysor, amire ha

z o B
x(Z) = w(Z) € Z°0[Z]], y(2)= “w(Z) € 270 Z]],
akkor
(i) (x(2),y(Z)) € E(O((2))),
(ii)

(@(2),y(2)) + (2(2"),y(Z") = (2(Fe(Z, 2')), y(Fr(Z, Z")))
mint pontok E-n az F((Z,Z")) hdnyadostestbeli koordindtdkkal,

A

(iii) létezik egy Endp(E) — End(E) leképezés (amit majd ¢ — ¢(Z) € O[[Z]]-vel
jelolink), amire minden ¢ € Endp(E)-re

¢((x(2),y(2))) = (x(o(2)),y(0(2)))
teljesiil E(F((Z)))-ben.
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Bizonyitds. Ld. [Sil09] IV.1 fejezet. O

Minden n > 1-re legyen E (p™) az a kommutativ csoport p"-en, amin az Gsszeadas
(2,2') — Fg(z, 7).

2.29. Kovetkezmeény. A [2.28. tétel jeloléseivel

VA 1 . ~
A — W ———— | : E(p) — E{(F
(5 g ) W = )
1zomorfizmus, aminek az inverze
x
T,y) — ——.
(z,y) y
Bizonyitds. Ld. [Sil09] VII. 2.2 allitas és [Rub99| 3.8 kovetkezmény. O

2.30. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy a k test q elemi, E-nek sima a redukcidja és
¢ € Endp(E) redukcidja a p, € Endy(E) Frobenius endomorfizmus. Ekkor

(Z2) =27 (mod pO[[Z]]).
Bizonyitds. |[Rub99| 3.9 kovetkezmény. O

2.31. Definici6. Legyen

o (2
w(2) = 29(Z) + a12(Z) + a3

e 1+ 20|Z]],

tovabba A5 (Z) € Z + Z*F|[[Z]] az az egyértelmi hatvénysor, amire L\ (Z) = @(2).

2.32. Lemma. (i) A \j hatvdnysor a logaritmus leképezése E-nak, azaz az az izomor-
fizmus E-16l a G, additiv formdlis csoportba (Id. [Sil09] 1V. 2.2.1 példa), amire
N.(0) = 1.

E

(1) /} Mg hatvdanysor konvergdl p-n. Ha ord,(p) < p — 1, akkor Az egy izomorfizmus
E(p)-rél p additiv csoportjdba.

Bizonyitds. |[Rub99| 3.11 lemma. O

2.33. Definici6. Legyen A\ : E1(F) — F a kompozicidja a kévetkezmény izomor-
fizmusanak inverzének és Az-nak.

2.34. Kovetkezmény. Ha ord,(p) < p — 1, akkor Ag : E1(F) — p izomorfizmus.
Bizonyitds. A lemma (i7) részébdl és a [2.29] kovetkezménybdl trivialis. O

2.35. Allitas. Minden ¢ € Endp(E)-re ¢(Z) = 1(¢)Z + O(Z?). (O(Z?) azt jeldli, hogy
Z*%-tel oszthatd hatvdnysor.)

Bizonyitds. |[Rub99] 3.14 allitas. O
2.36. Tétel. Tegyiik fel, hogy ¢ € Endp(E) és 1(¢) € O*.

(i) ¢ egy automorfizmusa Ey(F)-nek.
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(ii) Ha E-nek sima a redukcidja, akkor az E[¢] N E(F) — E(k) redukcié leképezés
injektiv.

Bizonyitds. |[Rub99| 3.15 tétel. O

2.37. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy E-nek sima a redukcidja, ¢ € Endp(E) és

1(p) € O*. Ha P € E(F) és ¢(P) € E(F), akkor F(E[¢], P)/F eldgazdismentes.
Bizonyitds. |[Rub99| 3.17 kévetkezmény. O

2.38. Kovetkezmeény. Tegyik fel, hogy ¢ # p és I jeldlje az inerciarészcsoportjdt
Gr = Gal(F/F) abszolit Galois csoportnak.

(i) Ha E-nek sima a redukcidja, akkor I trividlisan hat T,(E)-n.

(i1)) Ha E-nek potencidlisan sima redukcidja van, akkor I eqy véges faktoron keresztiil

hat Ty(E)-n.
Bizonyitds. Kovetkezik a [2.37] kovetkezménybol. O]
2.39. Tétel (Néron-Ogg-Safarevics kritérium). Legyen I C G az inerciarészcsoport.
(i) Ha € # p és I trividalisan hat Ty(E)-n, akkor E-nek sima a redukcidja.
(ii) Ha l # p és T(E) # 0, akkor E-nek sima vagy multiplikativ redukcidja van.

Bizonyitds. Ld. [Sil09] VII. 7.1 tétel és [Rub99] 3.19 tétel. O

2.3. Elliptikus gorbék szamtestek felett

Legyen ebben a fejezetben F' egy szamtest és E egy elliptikus gérbe F' felett definialva.
A cél az E(F) Mordell-Weil csoport vizsgélata.

Ha q egy primje F'-nek, akkor azt mondjuk, hogy E-nek rendre sima, potencidlisan
sima, additiv, multiplikativ redukcioja van g-ban, ha E-t F, (F teljessé téve q szerint)
feletti elliptikus gorbeként nézve sima, potencialisan sima, additiv, multiplikativ redukci-
6ja van. Jeloljiik A(E)-vel E minimdlis diszkrimindnsdt, azaz O azon ideéljat, melyet
tgy kapunk, hogy minden g primre Osszeszorozzuk FE Fj feletti minimalis diszkrimi-
nansat. Ez joldefinialt, mert £ (minden Weierstrafs egyenletének) sima redukcioja van
majdnem minden primre.

Mivel F karakterisztikija 0, ezért a 2.9 definicio ¢ : Endp(E) — F leképezése in-
jektiv. Azonositsuk mostantol Endp(E)-t az O C F képével. A [2.21] kovetkezmény
értelmében O vagy Z vagy egy rend egy képzetes kvadratikus testben.

Ha a € O, akkor a-t frunk a megfelels endomorfizmusra is, tehat E[a] C E(F) a
magja a-nak és F(E[a]) az F bévitése F[a] pontjainak koordinataival.

2.40. Definicio. Tegyiik fel, hogy 0 # o € O. Az a-val val6 szorzas sziirjektiv E(F')-on
(1d. [Sil09] II. 2.3 tétel), tehat van egy

0 — Ela] — E(F) % E(F) — 0
egzakt sorozat. A GG p-kohomologia hosszu egzakt sorozata
E(F) =5 E(F) — H'(F,E[a]) — H'(F,E) = H'(F,E),
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mert F(F)F = E(F), ahol H'(F,E) = H'(F, E(F)) roviditést vezettiink be. Ezt
mashogy felirva

0 — E(F)/aE(F) — H'(F Ela]) — H'(F,E)y — 0, (2.3)

ahol H'(F, E), jeloli « magjat H'(F, E)-n. Az E(F)/aE(F) < H'(F, E[a]) leképezés
a "Kummer elmélet" leképezés, azaz

P (01— 0Q —Q),

ahol Q € E(F)-re teljesiil aQ = P.
Ugyanigy, ha q egy (véges vagy végtelen) primje F-nek, akkor F helyettesithet F-val

—ban, ami a
0 —— E(F)/aE(F) —— HY(F,E[a]) —— HY F,E), —— 0
l lq lq (2.4)
0 —— E(F,)/aE(F,) —— H'(F,,Ela]) —— HY(F,E)y —— 0
diagramhoz vezet. Definialjuk az (a-)Selmer csoportot, mint
Su(E) = S(Ex) € H'(F, Ela])
S.(E) = {c € H'(F, E[a]) : resy(c) € im(E(F,)/aE(F,)) minden q}
= {c € H'(F,E[a]) : resy(c) = 0 € H'(Fy, E) minden q}.
2.41. Allitas. Tegyiik fel, hogy 0 # a € O. A egzakt sorozatban E(F)/aE(F)

Kummer elmélet leképezésnél vett képe benne van S,(F)-ben.

Bizonyitds. Trividlis abbol, hogy (12.4)) kommutativ. O]
2.42. Allitas. Tegyiik fel, hogy 0 # a € O. Ekkor S,(E) véges.
Bizonyitds. |[Rub99] 4.4 allitas vagy [Sil09] X. 4.2 tétel. O

2.43. Kovetkezmény (Gyenge Mordell-Weil tétel). Tegyiik fel, hogy 0 # « € O. Ekkor
E(F)/aE(F) véges.

Bizonyitds. A és allitasokbol trivialis. O
2.44. Tétel (Mordell-Weil). E(F') végesen generdlt.
Bizonyitds. [Sil09] VIIL. 6.7 tétel. O

2.45. Definicié. A III(E) Tate-Safarevics csoportja E-nek F felett a kovetkezd részeso-
portja H(F, E(F))-nek:

III(E) = ker | H'(F, E(F)) — 1T H'(F,,E)

v (véges vagy végtelen)
primje F-nek

2.46. Allitas. Ha 0 # o € O, akkor megszorithato eqy
0 — E(F)/aB(F) — Sy(F) — II(E), — 0
egzakt sorozatra, ahol U1(E), a III(E) azon elemeinek részcsoportja, amiket o annuldl.

Bizonyitds. [Sil09] X. 4.2 tétel. O
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3. Komplex szorzas

Rogzitsiik C egy F résztestét és egy F felett definidlt E elliptikus gorbét.

3.1. Definicié. Azt modnjuk, hogy E-n van komplex szorzds F folott, ha Endp(F) # Z,
azaz Endp(FE) egy rend egy képzetes kvadratikus testben.

Tegyiik fel innentdl, hogy E-n van komplex szorzas és legyen
O = (Endp(F)) C F.

Ahogy fejezetben, megfeleltetjiik Endp(E)-t O-nak. Legyen K = QO C F a kép-
zetes kvadratikus test, ami tartalmazza O-t, és jeloljiik Og-val K egészeinek gytrtjét.
Ha a idedlja O-nak, akkor legyen Efa] = (), . Elal.

Rogzitsiik F' egy bedgyazasat C-be. Ha E-t egy C feletti elliptikus gérbeként vizs-
galjuk, akkor [2.20] 4llitas szerint

E(C) 2 C/L, ahol L C K C C és OL = L. (3.1)

(Eredetileg csak annyit tudunk, hogy L egy récs, de L-et lecserélve AL-re, ahol A™! € L,
feltehets, hogy L C K.) Tehat ha O = Ok, akkor L egy tortideal K-ban.

3.2. Allitas. Létezik eqy E' elliptikus gorbe F felett definidlva, ami izogén E-vel F felett,
és ETLdF(E/) = OK.

Bizonyitds. |[Rub99| 5.3 allités. O
Mostantol feltessziik, hogy O = Ok.
3.3. Allitas. Ha a nemnulla idedl O-ban, akkor Ela] = O/a, mint O-modulusok.

Bizonyitds. A (3.1)) azonositast hasznalva Ela] & a~'L/L, ahol L egy tortidealja K-nak.
Mivel L tortideal, ezért a™'L/L = O/a. O

3.4. Kovetkezmény. Ha a nemnulla idedl O-ban, akkor Gr hatdsa Elal-n indukdl egy
Gal(F(Ela])/F) — (O/a)*
injektiv leképezést. Specidlisan F(E|a])/F Abel bovités.

Bizonyitis. Ha f € O, 0 € Gp és P € E(F), akkor § endomorfizmus F' felett van
definialva, tehat (BP)7 = 57(P°) = S(P?). Ez ad egy

Gal(F(FE[a])/F) — Aute(FE]a])

beagyazast, hiszen az el6bbiek szerint egy o € Gal(F(Ela])/F) hatasa E[al-n felcserél-
hetd tetszéleges O-beli endomorfizmussal. A allitas miatt pedig

Auto(Ela]) 2 Auto(O/a) = (O/a)*.

Ha a nemnulla ideal O-ban, akkor legyen E[a*] =, E[a"].
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3.5. Kovetkezmény. G hatdisa E[a>]-en indukdl egy
Gal(F(E[a™])/F) < (l'&n@/an)X

ingektiv leképezést. Specidlisan minden p raciondlis primre
Gall F(E[p™])/F) = (0 © Z,)*.
Bizonyitds. Trivialisan kovetkezik [3.4l kovetkezménybdl és hogy
Gal(F(E[a™])/F) = @Gal(F(E[a”])/F).

3.6. Tétel. Tegyiik fel, hogy F véges bovitése Qp-nek valamilyen £-re.

(i) E-nek potencidlisan sima redukcidja van.

(ii) Tegyiik fel, hogy p egy primje O-nak ésn € Z* olyan, hogy az 1+p™O, multiplikativ
csoport torziomentes. (O, = Hm O/p" az O teljessé tétele p-nél.) Ha p 1L, akkor
E-nek sima redukcidja van F(E[p"]) felett minden olyan primnél, amik nem osztjdk
p-t.

Bizonyitds. |[Rub99| 5.7 tétel. O

3.7. Megjegyzés. A [3.6] tétel (ii) részének feltétele teljesiil n = 1-re, ha a p alatti
racionalis prim 3-nél nagyobb.

3.8. Allitas. Tegyiik fel, hogy q egy primje F-nek, ahol E-nek sima redukcidja van és
q = Npjq. Létezik eqy o € O endomorfizmus, aminek a redukcidja modulo q az éppen
a pq Frobenius endomorfizmusa E-nak.

Bizonyitds. [Rub99| 5.9 allitas. O

3.1. A komplex szorzas f6tétele

3.9. Definicié. Legyen k szamtest és legyen S véges halmaza primeknek, ami tartal-
mazza az Osszes végtelen primet (azaz a bedgyazéasokat egy arkhimédeszi lokalis testbe:

R vagy C). Ekkor definialjuk
Ay =]k <] o

veES vegS

(k, jeloli a k test teljessé tételét a v prim szerint, O, pedig ebben az egészek gytirtjét a
véges primekre.) Legyen tovabba

A =limAS
i
az idélek csoportja, ahol llﬂ a direkt limeszt jeloli, 1d. [Za20] 4.2.1. definicio.
Hecke karakternek mondjuk egy
XA —C*

folytonos karakterét az idéle csoportnak, ami trivialis k*-en. (k* bedgyazhato diszkrét
részcsoportként az idelek csoportjaba az z +— (x,x,...) leképezéssel, 1d. |[CE67] 11.16
fejezet.)

16



Térjlink vissza az elliptikus gorbénkhez.

3.10. Definicié. Ha K egy primje p és egy tortideédlja a, akkor legyen a, = aQ,. Ekkor

Kla=a® (K/O)=a® (@ K, /op) - B K, /a, (3.2)
p p

Ha z = (z,) € A, akkor létezik egyértelmiden egy b tortidealja K-nak, amire b, = x,a,.
Jeloljitk ezt mostantol za-val, azaz (za), = x,a, teljesiil minden p-re. Az x,-vel vald
szorzas ad egy K,/a, — K,/z,a, = K,/(za), izomorfizmust. Ha koordinatanként
osszerakjuk ezeket a leképezéseket (3.2])-ben, akkor kapunk egy

z: K/a— K/za

izomorfizmust. (Ld. [Shi71] 116. oldal, [Rub99| 5.10 definicio.)

A kévetkezd fontos tételhez még definidljuk a kovetkezdket. Jelolje K2P a maximalis
Abel bévitését K-nak, és legyen [ -, K**/K]| az Artin leképezése a globdlis osztalytest-
elméletnek. (Ld. [Mil20] V.3 fejezet.) Ha o egy automorfizmusa C-nek, akkor jellje £
azt az elliptikus gorbét, amit tgy kapunk, hogy F egyenletének egyiitthatoira alkalmaz-
zuk o-t.

3.11. Tétel (A komplex szorzas f6tétele). Rogzitsik egy a tortidedljat K-nak és egy
§:C/a— E(C)

biholomorfizmust, mint —ben. Tegyiik fel, hogy o € Aut(C/K)-ra és v € Ag-re
[z, K?/K] = 0|a. Ekkor létezik eqy egyértelmi &' : C/x~'a — E°(C), amire a

K/a —— B

Kja—'a — EY

tors?
ahol Eyys a torzio részét jeloli E(C)-nek és EY . pedig E°(C)-nek.
Bizonyitds. [Shi7l] 5.4 tétel. O
Jelolje H a K Hilbert osztalytestét.
3.12. Kovetkezmény. (i) K(j(FE))=H C F.
(ii) j(E) egy egész eleme H-nak.

Bizonyitds. Hasznéaljuk a|3.11} tétel jeloléseit. Egy o € Aut(C/K) automorfizmusra,
J(E)=j(F) © E=E° < C/a=C/ra< za= \a valamilyen A € C-re
sre K*[[0; [[ &) © v H/K] =1 % oy identitas.

pfoo ploo
Ez bizonyitja (i)-t. Ha a[3.6] tétel (i) részét és a[2.23] lemma (i) részét alkalmazzuk F

Osszes primjére, akkor megkapjuk, hogy j(F) € Op, illetve az (i) részbdl, hogy j(F) € H,
tehat valoban egész eleme H-nak. O]

3.13. Kovetkezmény. Létezik eqy elliptikus gorbe H felett definidlva, aminek az endo-
morfizmus gyirdje O = Og.

Bizonyitds. |[Rub99| 5.13 kévetkezmény. O
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2. Az elliptikus gorbe Hecke karaktere
Mostantol tegytik fel, hogy F' egy szamtest.

3.14. Tétel. Létezik egy
v=vp: A;/F* — C*

Hecke karakter, amare teljesiilnek a kévetkezdk.

(i) Ho x € Ay ésy = Npgx € Ay, akkor
()0 =y (yO) c C.

(11) Hax € A} véges idéle (azaz az arkhimédeszi komponense 1) és p eqy primje K -nak,
akkor Y (x)(Npjkx), " € OF és minden P € E[p>] pontra

[z, F*/F|P = 4(z)(Np/xx), ' P.

(iii) Ha q egy primje F-nek és Uy jeloli a lokdlis egységeit F-nek q-ban, akkor

Y(Uy) = 1 & E-nek sima redukcidja van q-ban.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy = € A}, y = Np/gx, 0 = [z, F*/F]. Ekkor ¢ meg-
szoritasa K2 -ra [y, K ab /K], tehat a [3.11] m tétel alkalmazhato o-val és y-nal. Mivel o
fixalja F-et, ezért E = E? (hiszen E F felett definialt), tehat a [3.11] tétel diagram-
jaban & : (C/a — FE(C) és ¢ : C/y~'a — E(C) izomorfizmusok vannak. Tekintsiik a
£1o¢ : C/y~'a — C/a izomorfizmust. Ez mindenképpen egy elemmel val6 szorzés, ami
az y~'a tortidealt az a tortidealba viszi, tehét erre a g, (z) € K* elemre g, ()0 = yO.
Definialjuk a Hecke karakteriink, mint

ID( )_yoo 2/}ﬁn( )

Ekkor 1 trividlis F*-en és homomorfizmus, illetve teljesiti (i)-t. Ha p egy primje K-nak
és k > 0, akkor a|3.11] tétel szerint a

pFa,/a, ——— p~ a/a—>E[pk

| | !

_ _ wnx)f
pFy ap/yp a, —— pryla/y e —= : Ep*]

diagram kommutativ, ahol a baloldali négyzetet az y hatasa adja K/a-n. (Ld. . de-
finicio.) Ez bizonyitja (ii)-t, hiszen egy x véges idélere yo, = 1 és a P € E[p*] pont
képét a jobboldalon nézhetjiik kozvetleniil (azaz oP) vagy kérbemenve, ahogy viszont
wﬁn(‘r>yglp'

(7i1) Tegytik fel, hogy q egy primje F-nek és p egy racionélis prim, ami nincs q alatt.
Ha u € U, akkor minden p feletti p primjére F-nek (Np/gu), = 1, tehat (ii) szerint
[u, F**/F| tgy hat T,(E)-n, mint a ¢(u)-val valo szorzas. Az [U,, F**/F] éppen az
inerciarészcsoport g-ban, tehat a- 2.38] kovetkezmény (i) része és a Néron-Ogg-Safarevics
kritérium (2.39] tétel (i)) miatt ebb6l kovetkezik a (447).
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Még meg kell mutatni, hogy v folytonos, hogy Hecke karakter legyen. A . tétel ()
része szerint E-nek minden primben potenciélisan sima redukci6ja van, tehat a ko-
vetkezmény (i7) része miatt minden primnél Uy, F?*/F| egy véges faktoron keresztiil hat
T,(E)n. A (iii) rész bizonyotasanal latottak szerint ez a hatas olyan, mint a i (u)-val
valo szorzas (u € Uy), és a (ii7) miatt majdnem minden q primre ez trivialis. A maradék
véges sok primre tehat talalhato egy nyilt részcsoportja Ug-nak, amin 1) trividlis. Tehat
1 folytonos. 0

A[B.14] tétel v Hecke karakterének konduktorat jelolje f = fz. Tekinthetjiik ¢-t, mint
a karakterét az F' f-hez relativ prim tortidealjainak. (Ld. [Shu22|.) A [3.14] tétel (ui7)
része miatt latjuk, hogy § osztéi éppen azok a primek, ahol E-nek nincs sima redukcioja.

3.15. Kovetkezmény. Mint idedlokon definidlt karakter, 1 teljesiti a kovetkezdket:
(i) ha b idedlja F-nek relativ prim f-hez, akkor 1(b)O = Np/kb;

(ii) ha q egy primje F-nek, ami nem osztja f-et és b egy q-hoz relativ prim idedlja
O-nak, akkor [q, F(E[b])/F] dgy hat E[b]-n, mint a 1(q)-val valé szorzds;

(iii) ha q egy primje F-nek, ahol E-nek sima a redukcidja és ¢ = Npjqq, akkor ¢ (q) € O
redukcidja modulo q a ¢, Frobenius endomorfizmusa E-nak.

Bizonyitds. Az els6 ketts a [3.14] tétel (i) és (ii) atfogalmazésa idealokon értelmezett
Hecke karakterre.

A (iii)-hez tegyiik fel, hogy P € Eins pont rendje b, relativ prim g-hoz, jelolje Pa
redukci6jat modulo F' egy q feletti primje, és o4 = [q, F(E[b])/F]. Ekkor

—_—

ahol az els§ egyenldség a (i7), a méasodik pedig a [q, F'(E[b])/F] Artin szimbolum defi-
nicidja. A [2.36] tétel (i7) része szerint a redukcio leképezés injektiv a g-hoz relativ prim
torzi6 részen, ami bizonyitja (7ii)-t. O

3.16. Megjegyzés. Latjuk, hogy [3.15] (i7i) ad egy konkrét endomorfizmust, amit a
3.8 allitas is kimond, azonban a[3.8 allitas a [3.11] komplex szorzés fGtételének bizonyi-
tasanak egy fontos eleme, aminek [3.15 egy kovetkezménye, tehat a[3.8] allitasra sziikség
van.

3.17. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy F' = K és legyen p egy olyan prim, amire
O* — (O/p)* nem sziirjektiv. Ekkor E[p] ¢ E(K).

Bizonyitds. A . tétel (ii) része miatt [O), K**/K] gy hat E[p]-n, mint O; ¢(z)z ™"
karakterével valo szorzéas. A tétel (i) része miatt pedig ¥(O,¢) C O*.

Tegyiik fel indirekt, hogy E|p| C F(K). Ekkor Gk trividlisan hat E[p]-n, specialisan
[0, K** /K] trivialisan hat E[p]-n. Az el6z6ek miatt = € O} és P € E[p] pontra
Y(z)P = xP. Belatjuk, hogy r: O* — (O/p)* sziirjektiv.

Tegyiik fel, hogy = +p € (O/p)* valamilyen x € O —p. (Hiszen O/p test, tehat elég
annyi, hogy z + p ne legyen 0, azaz = ¢ p.) Tekinthets z € O,. Megmutatjuk, hogy
Y(x) € OF képe r-nél z. Legyen P € E[p] az a pont, aminek a képe az Elp] = O/p
(3.3 allitas) O-modulus izomorfizmusnal 1 + p. A ¢(z)P = zP egyenldség O/p-ben
megfelel a ¥(x) +p = x + p egyenlGségnek, de ez pont azt jelenti, hogy az O*-beli ¢ ()
képe r-nél x + p, tehat r sziirjektiv. O]
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3.18. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy F = K. Ekkor O* — (O/f)* injektiv. Specid-
lisan, E-nek nem lehet sima redukcioja K minden primjében.

Bizonyitds. Legyen u € O, u # 1 és x az az idéle, amire z,, = 1 és z, = v minden véges
primre. Ekkor ¢(x) = ¢¥(u™'z) =u # 1. Az {y € A} véges : y, € 1 4+ §O,} halmazon
trivialis ¢ az f konduktor definicidja miatt, ami emiatt nem tartalmazhatja z-et. Tehat
u #Z 1 (mod f). Ez bizonyitja az injektivitast, a masodik allitds pedig kovetkezik a
W. tétel (iii)-bol: tegyiik fel, hogy f = [], p* véges szorzat véges primekre. Legyen
V= ®p Uy a0 K — C* lokalis karakterekkel. A kinai maradéktételt hasznalva

0" = (0/f) = [[(/p) = [[(0p/p0p) = [ OF /(1 + 5 Oy).
p p p

Tehat u € O, u # 1 képe a szorzatban nem trividlis, azaz valamilyen p | f-re u # 1
(mod p*O,). Az f konduktor definici6ja szerint 1), (u) # 1, hiszen e, a legnagyobb kitevd,
amire 1, trivialis (1 + p®O,)-n. Legyen x € Ay idéle olyan, hogy z, = u és 24 = 1
minden mas primre. Ekkor z € OF C Aj és i(x) = ¢y(u) # 1, vagyis [3.14] tétel (iid)
szerint E-nek nem sima a redukcidja p-ben. O

Ha a egy idedlja K-nak, akkor jelolje K (a) a sugar osztaly testét K-nak modulo a.
(Ld. |[Mil20] V. 3.6 tétel utani bekezdést.)

3.19. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy I a K felett van definidlva, a eqy 6f-hez relativ
prim idedlja K-nak és p eqy primje K-nak, ami nem osztja 6f-et.

(i) Elaf] C E(K(af)).
(i) A Gal(K(E[a])/K) — (O/a)* leképezése a[3.4) kivetkezménynek izomorfizmus.

(i) Ha b | a, akkor a természetes Gal(K (af)/K(bf)) — Gal(K(E|a])/K(E|b])) leképe-
2€s izomorfizmus.

(iv) K(E[ap"])/K(Ea]) teljesen eldgazik p felett.
(v) Ha az O* — (O/a)* leképezés injektiv, akkor K(E[ap™])/K(E[a]) eldgazdsmentes

p-n kivil.
Bizonyitds. |[Rub99] 5.20 kovetkezmény. O

3.20. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy q egy primje F-nek. Létezik eqy E' elliptikus
gorbe I felett definidlva, amire

o E' izomorf E-hez F felett,
o ['-nek sima redukcidja van q-ban.

Bizonyitds. |[Rub99] 5.22 kovetkezmény. O
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4. Selmer csoport

Legyen E elliptikus gorbe a 0O-karakterisztikdja F' test felett definidlva, melyen van
komplex szorzés a képzetes kvadratikus K test egészeinek gytirtjével, azaz O = Og-val.

4.1. Lemma. Tegyiik fel, hogy p primje K-nak a p > 3 raciondlis prim felett és n > 0.
Legyen C' részcsoportja (O/p™)*, ami szorzdasként hat O/p™-en. Ha C ciklikus vagy nem
p-csoport, akkor minden © > 0-ra

H'(C,0/p™) = 0.
Bizonyitds. |[Rub99| 6.1 lemma. O
4.2. Lemma. Tegyiik fel, hogy p primje K-nak a p > 3 raciondlis prim felett és n > 0.
(1) Ha O, = Z, vagy ha Elp| ¢ E(F), akkor a megszoritds leképezés ad egy
H(F, Blp']) = H'(F(E[p")), B[p")) 50D/
1zomorfizmust.

(ii) Tegyiik fel, hogy F egy véges bovitése Qp-nek, ahol { # p. Ekkor a megszoritds
leképezés ad eqy
H'(F,E)yn — H'(F(E[p"])/F)pn
ingektiv fligguényt.

Bizonyitds. Vezessiik be az F,, = F(E[p"]) jelolést. A allitas szerint Ep"| = O/p"
és a kévetkezmény miatt megfeleltethets Gal(F),/F) az (O/p™)* egy C' részcsoport-
janak. Ha O, = Z,, akkor C ciklikus, mert

(O/p") = (O/p"0p)" = (Zp/p"Ly)" = (Z/D"Lp)"

és p > 3 miatt van primitiv gyok modulo p™. Ha E[p] ¢ E(F), akkor Gal(F;/F') nem
hat trivialisan F[p|-n, specidlisan nem trivialis csoport. Viszont n = 1-re is Gal(F,/F)
megfeleltethets (O/p)* egy részcsoportjanak, tehat p-hez relativ prim rendid. Ekkor
azonban Gal(F,,/F)/Gal(F,/F) = Gal(F}/F) miatt a véges C csoportnak a rendje nem
p-hatvany, igy nem p-csoport. A . lemma miatt minden ¢ > 0-ra H'(C, E[p"]) = 0.
A csoportkohomologiabol ismert Inf-Res sorozat (angolul: inflation-restriction sequence)
ad egy

0 — H'(C, E[p"|“m) — H'(F, Elp"]) = H'(Fy, E[p"])“™ — H*(C, E[p"]™)
egzakt sorozatot, ahol E[p"|F = E[p"], tehat a masodik és az utols6 tag 0, ami bizo-

nyitja (7)-t.
A (i7)-hez 1d. |[Rub99] 6.2 lemma (i). O

4.1. A nagyitott Selmer csoport
A tovabbiakban tegyiik fel, hogy F' egy szamtest.
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4.3. Definicié. Ha a € O, akkor legyen S/, (E) = S, (E,r) C H'(F, E[a]) a kovetkezs:

S\ (E) = {c € H'(F,E[a]) : resy(c) € im(E(Fq)/aE(Fq)) minden q 1 o}
= {c € H'(F, Ela]) : resq(c) =0 € H'(F,, E(F,)) minden qt o}
a diagramban. Nyilvan S,(F) C S (FE).

4.4. Lemma. Tegyiik fel, hogy p egy primje K-nak, ami nem osztja 6-ot, n > 1,
E[p"| C E(F) és p™ = aO. Ekkor

So(Eyr) = Hom(Gal(M/F), E[p"]),

ahol M a maximdalis Abel p-bévitése F-nek, ami eldgazdsmentes a p feletti primeken
kiviil.

Bizonyitds. Mivel E[p"| C E(F), ezért G trividlisan hat E[p"]-en, tehat
H1<F7 E[pn]) = HOHI(GF, E[pn])a Hl(Fm E[pn]) - HOIIl(GFq, E[pn])7

ahol q egy primje F-nek, ami nem osztja p-t. A[3.6] tétel (ii) része E-nek sima redukcioja
van p-ben. A [2.37| kovetkezmény miatt a (2.4 diagramban E(F,)/aE(F;) képe benne

van Hom(GF, /I, E[p"])-ban, ahol I; az inerciarészcsoport G'r,-ban, és adottak a
Hom(Gr, /Iy, Blp"]) = Elp"] = O/p"

O-modulus izomorfizmusok. Masrészt ha k-val jeloljiik F; maradéktestét és hasznaljuk

a[2.36] tételt, akkor
E(Fy)[aB(F,) = E(k)/aE(k) = O/p".

Tehat az E(Fy)/aE(F,) — H'(Fy, E[p"]) képe a (2.4) diagramban Hom(GF, /I;, E[p"]).
S! definiciojabol kovetkezik a lemma. O

4.5. Tétel. Tegyiik fel, hogy E K felett definidlt, p primje K-nak nem osztja 6-ot, n > 1
és p" = a0. Legyen K, = K(E[p"|). Ekkor

S/ (E/x) = Hom(Gal(M,/K,), E[p"]) C*</5),

ahol M, a maximdlis Abel p-bovitése K, -nek, ami eldgazasmentes a p feletti primeken
kiviil.

Bizonyitds. Legyen G = Gal(K,,/K). A [3.17| kovetkezmény szerint E[p] ¢ E(F'), tehat
a lemma (i) része miatt a megszoritas leképezés ad egy

H'(K,Ep"]) = H'(K,, E[p"])“

izomorfizmust. Az S/,(E, k) képe ennél az izomorfizmusnal benne van S, (E, )-ben. Es
forditva is, ha egy H'(K, E[p"])-beli osztaly képe benne van S, (Ff, )-ben, akkor az az
osztély benne volt S, (E/k)-ban, mert . lemma (77) része miatt a

HY(Kq, E(Kq)) = H' (K (E[p"), B(K,))

megszoritas leképezés injektiv minden olyan gq primre, amik nem osztjik p-t. Tehéat
S\ (E/k) = SL(E/k, )" és a tétel kovetkezik a 4.4, lemmabol. O
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4.2. A valédi Selmer csoport

Mostantol tegyiik fel, hogy F' = K, azaz E K felett definialt. A [3.12] kovetkezmény
miatt K osztalyszama 1, azaz O f6idealgytird. Rogzitsiik egy p primjét K-nak, ami nem
osztja 6f-ct ¢s egy m generatorat p-nek. Legyen Ap : Ey(K,) — pO, a[2.33] definicio
logaritmus fliggvénye.

4.6. Lemma. A \g leképezés egyértelmien kiterjed eqy E(K,) — pO, szirjekcidvd,
aminek a magja véges és nincs p-torzidja.

Bizonyitds. Legyen p a p alatti racionélis prim. Ekkor p > 3 és ord,(p) < 2, ezért a
2.34] kévetkezmény szerint Ag : K, — pO, izomorfizmus. Mivel p nem osztja f-et, ezért
E-nek sima redukcioja van p-ben. A [2.25] allitas szerint E(K,)/Ei(K,) = E(k), ahol
k a maradckteste Ky-nek. Specidlisan E(K,)/E\(K,) véges. A[B.15] kovetkezmény (iii)
része szerint 1(p) redukci6ja modulo p a ¢, Frobenius endomorfizmus, tehat tisztan

—_—

inszeparéabilis. Vagyis hasznalhatjuk a [2.27, lemmat, azaz ¥(p) = ¢, injektiv E(k)-n
és ker(¢(p)) C Ey(F). Belatjuk, hogy E(K,)/E\(K,)-nek nincs p-torzidja. Tegyiik fel,
hogy P € E(K,), P ¢ Ei(K,). Az el6z6ek miatt ¢(p)P # O. Ha ¢(p)P € Ei(K,),

—_—

akkor definici6 szerint O = v(p)P = cppf’ , de ¢, injektiv, ezért P = O, ami ellentmond P
valasztasanak. Igy ¢(p)P ¢ E1(K,). Akarhanyszor megesindlhatjuk ezt, vagyis minden
k> 0-ra(p)"P ¢ FEi(K,), azaz F(K,)/E(K,)-nek nincs p-torzidja . kovetkezmény
(1) része miatt. O

4.7. Definicié. Minden n > 1-re legyen K,,, = K,(E[p"]) és definialjunk egy Kummer
parositast:
(-0 s B(Ky) x Koy — Elp"]

<P7 x)w” = [ZL’, Kz};/Kn,P]Q - Q,
ahol [ -, Kib /K, ,] a lokalis Artin leképezés és Q € E(K,) teljesiti, hogy m"Q = P.

4.8. Lemma. Minden n-re létezik egy egyértelmi Galois-ekvivaridns o, : K\, — E[p"]
homomorfizmus, ami teljesiti, hogy ha P € E(K,) és v € K., akkor

n,p’
(P,2)pn = (7' Ag(P))d,(2).
Tovdbbd, ha O, jeléli K, egészeinek gyirijét, akkor 6,(0;,) = E[p"].

Bizonyitas. Legyen 0, (z) = (R, x)m, ahol R € E(K,)-ra Ag(R) = m. Az egyetlen nem
trivialis része a lemmaéanak a sziirjektivités.

A . tétel (i) része miatt, ha v € O, akkor az [v, K, ,/K,] tgy hat E[p"]-en,
mint az @~ '-zel valo szorzas. Tehat E(K,)-nek nincs p-torzidja és F[p]-nek nincs valodi
G k,-stabil részcsoportja.

A . lemma ad egy E(K,)/p"E(K,) — O/p" izomorfizmust. Mivel

E(Ky)/p"E(K,) < H' (K, E[p"]) = Hom(Ky,,, E[p"])
injektiv (az els6 (2.4) miatt, mig a masik a[d.2] lemma (i) és[4.6] lemma miatt), ezért a
6, képe nincs benne E[p"~']-ben. Mivel 8, képe G, -stabil, ezért ez az egész Elp™]. De

on(K5,)/0n(Oyr,) egy faktora Elp"]-nek, amin G, trividlisan hat, tehat ahogy el6bb,
ennek a faktornak trivilisnak kell lennie, azaz tgyszintén 6,(0y;,,) = E[p"]. O

23



4.9. Tétel. Legyen K, = K(E[p"]) és O, az egészeinek gyirije, illetve legyen

W =KX T KX [ O - ker(s,) € Ak

v]oo vipoo

FEkkor
Sﬂn(E/K) = HOm(Afxgn/Wn,E[p"])Gal(Kn/K)_

Bizonyitds. Definici6 szerint van egy
E(K,)/m"E(K,) < Hom (K, / ker(3,), B[p"]) ! nr/1) (4.1)

injektiv leképezés. A [1.6] lemmabol kovetkezik, hogy E(Ky)/7m"E(K,) = O/p™. A
. lemmabol pedig, hogy K<,/ ker(d,) = E[p"], illetve m tétel (i7)-bdl, hogy

Hom(E[p"], E[p"]) 9 Knr/50) = Home (E[p"], E[p"]) =2 O/p".

Vagyis (4.1)) egy izomorfizmus. A tétel kovetkezik a[4.5] tételbsl és osztalytestelméletbol.
O

Jelolje A az ideal osztalycsoportjat K (E|[p])-nek, illetve £ a K(E[p]) globalis egysé-
geinek csoportjat.

4.10. Kovetkezmény.
SH(E)=0¢e (Hom(A, E[p]) B ERD/E) — g5 §,(E) # o).

Bizonyitds. A [3.19] kovetkezmény (iv) része miatt K(E[p])/K teljesen eldgazik p-ben
(n =1, a = O vélasztassal). A bovités foka Np—1 a[3.19 kovetkezmeény (i) része miatt.
Jelolje K1, a K(Ep]) teljessé tételét a p feletti primben. Legyen O;, az egészeinek
gytrtje és £ a lezartjat £-nek O;,-ben. Legyen még tovabba V = ker(d;) N Oy, &s
A = Gal(K(E[p])/K). Létezik egy

0= O, /EV = A /W1 - A =0

egzakt sorozat, ahol W) halmaz a [£.9 tételbsl van és A’ a faktora A-nak a p felet-
ti P prim osztadlydnak egy hatvanyaval faktorizalva. Feltettiik, hogy F' = K, igy
O féidedlgytirt, tehat PNP~1 = p fsideal, azaz PNP~! osztalya trividlis A-ban. Ha
h : A — Elp] homomorfizmus, akkor h(PNP=1) = (Np — 1)R(P) = O és Np — 1 relativ
prim p-hez O-ban, tehat invertalhato O/p-ben, azaz h(P) = O (Elp] = O/p). Tehat
Hom(A, E[p]) = Hom(A’, E[p]). Ekkor

0 — Hom(O,/EV, Elp])* — Hom(Ak, /Wy, E[p])* — Hom(A', E[p])*
egzakt, mert Hom(—, E[p]) balegzakt funktor. Tehat a[L.9] tétel miatt
Sr(E) = 0 < Hom(Ay /Wi, E[p))* =0 <
& (Hom(A, E[p])® =0 és Hom(Oy,/EV, E[p) = 0).

A . lemma szerint 0, : Oy,/V — Elp] izomorfizmus. A [3.19} kovetkezmény (i1)
része miatt A = (O/p)*, tehat Elp|-nek nincs valodi Galois-stabil részmodulusa. Ha
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adott egy nemnulla Oy, / EV — E[p] A-ekvivarians leképezés, akkor a képe Galois-stabil,
tehat a leképezés sziirjektiv. Vagyis 0; '-zel komponalva kapunk egy 01,/ EV — O,V
sziirjekei6t. Létezik azonban a természetes Oy, /V — Of,/EV sziirjekcid is, azaz a két
csoport elemszama megegyezik, vagyis EV C V. Ha &V C V, akkor §; : Of,/EV — Elp]

nemnulla A-ekvivarians leképezés. Osszefoglalva
Hom(O7,/EV,E[p])* =0 EV ¢V & §,(€) # 0,

ami az el6z6ekkel egyiitt bizonyitja a kovetkezményt. O]

5. Elliptikus egységek

Rogzitsiink egy K képzetes kvadratikus testet, aminek egészeinek gytirdjét jeloljiik
O-val. Legyen tovabba E egy elliptikus gorbe C felett, amin van komplex szorzéas O-val.
Legyen a egy 6-hoz relativ prim, nemtrivialis idealja O-nak. Az egyszertiség kedvéért
tegyiik fel, hogy K osztalyszama 1, azaz O {6ideadlgytr.

5.1. Definici6 és alaptulajdonsagok

5.1. Definici6. Valasszunk egy (12.2) Weierstrafs egyenletet E-nek. Definialjuk a kovet-
kez6 racionélis fliggvényt E-n:

Opa=a PAENT ] (@—a(P),
PeE[a]-0O

ahol o egy tetszGleges generatora a-nak, z pedig a behelyettesitett pont z-koordinataja.
Mivel O* = Aut(FE) 2, 4 vagy 6 elem [Sil09] II1.10.1 tétel szerint, ezért a definicié nem
fiige o vélasztasatol.

5.2. Lemma. (i) Og, nem figg a Weierstraf§ egyenlet vdlasztdsdtdl.

(ii) Ha ¢ : E' — E egy izomorfizmusa elliptikus girbéknek, akkor Op 4 = Opq0 ¢.
(11i)) Ha E F felett van definidlva, akkor ©p, is F felett definidlt.
Bizonyitds. Minden méasik Weierstrafs egyenlet megkaphato6 egy

=z +r, Y =udy+suPe+t

helyettesitéssel, ahol w € C* (1d. [Sil09] II1. 3.1 (b) allitas). Ekkor A(E") = v'2A(E) (1d.
[SI09] IIT. 1.3 megjegyzés). A[3.3] allitas szerint Efa] = O/a, tehat #(E[a]) = Na. Az Gj
koordinatékkal felirva O p .-t latjuk, hogy megegyezik a ketts, vagyis ez bizonyitja (i)-t,
(17) pedig csak egy masik megfogalmazasa (i)-nek. A (iii)-hez vegyiik észre, hogy a € F,
mert O C F és A(E) € F. A G abszolut Galois csoport hat az E[a] — O halmazon,

mint a [3.4] kdvetkezményben. Tehat Gp permutélja az {z(P) : P € E[a] — O} halmaxt,
vagyis ha a

H (x — xz(P)) € Flx]

PeE[a]-0O

polinomon egyiitthatonként hat egy o0 € G automorfizmus, akkor az fixen hagyja.
Vagyis az egyiitthatok F-ben is vannak, tehat O I felett definialt. O]
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5.3. Lemma. Tegyiik fel, hogy E K felett definidlt és p egy olyan primje K-nak, ahol
E-nek sima a redukcidja. Rogzitsiik E egy olyan Weierstraf§ eqgyenletét, ami minimdlis p-
ben. Legyenek b, ¢ nemtrividlis relativ prim idedljai O-nak, és P € E[b], Q € Elc] pontjai

E (K)-nak, amik rendje rendre b és ¢. Fizdljuk egy kiterjesztését a p-adikus értékelésnek
K-ra, amire ord,(p) = 1.

(1) Haon >0 és b =p", akkor ord,(z(P)) = —W.

(i) Ha b nem hatvinya p-nek, akkor ord,(x(P)) > 0.
(111) Ha p{ be, akkor ord,(z(P) — x2(Q)) = 0.

Bizonyitds. (i) Tegyiik fel, hogy b = p" valamilyen n > l-re. Legyen F a [2.28 tétel
szerinti formélis csoportja E-nek. Legyen m = ¢p(p) és [7"](X) € O[[X]] a n-hez
tartoz6 endomorfizmusa F-nak minden m-re. Definidljuk az

[7"](X)

N@ZEEREGQWH

hatvanysort. A m € O redukcitja modulo p éppen a Frobenius endomorfizmusa E-nak a
[B.15] kovetkezmény (iii) része miatt. Tehat a [2.30] kovetkezmény miatt [7](X) = XN¥
(mod p), ahonnan

F(X) = XNNTE (od p).

A [2.35] allitasbol pedig kovetkezik, hogy
f(X)=7n (mod X).

Hasznaljuk a Weierstralk preparécios tételt, ami ad egy f(X) = e(X)u(X) felbon-
tast, ahol e(X) egy (Np™ — Np™~1)-foku Eisenstein polinom és u(X) € O[[X]]* egy-
ség. Mivel a Frobenius endomorfizmusa E-nek tisztan inszeparabilis endomorfizmusa,
ezért a lemma (i) részébdl kivetkezik, hogy E[p"] C Ej(K,). Tehdt a P pont-
nak vehetjiik a képét a [2.29] kovetkezmény inverzénél, ami z = —z(P)/y(P). De
a P pontra definicié szerint teljesiil 7P = O, 7" 'P # O, tehat z gyoke f(X)-
nek. Mivel egy egység hatvanysornak nem lehet gyoke, ezért e(z) = 0. Konnyen sza-
molhato, hogy ord,(z(P)/y(P)) = 1/Np"!(Np — 1), mert e(X) egy Eisenstein poli-
nom. A [2.26] lemma szerint a P € E\(K,) pontra 3ordy(z(P)) = 2ord,(y(P)), azaz
ord,(z(P)) = —2ord,(z(P)/y(P)). Ezzel (i) kész van.

(77) Ha b nem p hatvanya, akkor létezik q # p prim, ami osztja b-t. A ¥(q) € O
endomorfizmusra ord,(¢(q)) = 0, tehat ¢(q) € O, Vagyis a tétel (i) része szerint
¥(q) automorfizmus E; (K,)-n.

kévetkezmény (i) része szerint ¢(q)O = q, tehat ¢ (q)P € E[b/q], vagyis vala-
milyen a € b/q C O endomorfizmusra «(i(q)P) = O. De mivel O kommutativ, ezért
¥(q)aP = O. Mivel P rendje pontosan b, ezért aP # O.

Tegyiik fel, hogy P € Fy(K,). Ekkor aP = aP = a0 = O, tehat aP € By (K,).
Mivel ¢(q) automorfizmusa E;(K,)-nek, ezért ¢(q)aP # O, ami ellentmondas. Tehat
P ¢ E\(K,), és ezért lemma miatt ord,(z(P)) > 0. .

(1i1) Jeloljitk a P és @ pontok redukciojat modulo p P-vel és Q-val. Ekkor

ord,(z(P) —2(Q)) > 0 & x(P) = 2(Q) & P =+Q <
S PFQ=0sPFQc E(K,).
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Mivel b és ¢ relativ primek, ezért P + () rendje nem lehet p-hatvany, tehat hasonldéan a

(i) részhez P+ Q ¢ E,(K,). O
Minden b idealjara O-nak jeloljik K(b)-vel a sugar osztalytestét K-nak modulo b.

5.4. Tétel. Legyen b eqy nemtrividlis, a-hoz relativ prim idedlja O-nak és Q € E[b] egy
O-generdgtora E[b]-nek (1d. [3.9, dllitds).

(1) Orq(Q) € K(b).
(i1) Ha ¢ egqy b-hez relativ prim idedlja O-nak, ¢ egy generdtora c-nek, o, = [¢, K(b)/ K],

akkor
@E,a(CQ)Uc = ®E,a<CQ> .

(111) Ha b nem primhatvdny, akkor O .(Q) egy globdlis egység. Ha b egy p prim hatvd-
nya, akkor ©g.(Q) egység azon primeknél, amik nem osztjdik p-t.

Bizonyitas. Mivel feltettiik, hogy K osztalyszama 1, ezért az . lemma (7) és a ko-
vetkezmény miatt feltehetjiik, hogy F K felett van definidlva egy Weierstrall egyen-
lettel. Tehat [5.2] lemma (iéi) miatt Op, € K(E).

Tegyiik fel, hogy = € [[, Oy C Ak és & =1 mod”b, illetve legyen o, = [z, K**/K].
AB.14] tétel szerint ¢ (x) € O* = Aut(E) és 0,Q = ¢(2)Q, tehat

@E‘,a(@)az - @E‘,a(QUI) = @E7a(w(x)Q) = @E,G(Q)v

ahol az els6 egyenlGség azért van, mert O, K felett definidlt, a harmadik pedig az
F.2l lemma (ii) része miatt. Osztalytestelméletbdl kovetkezik, hogy a o,-ek generaljak
Gal(K/K(b))-t, azaz O .(Q)-t fixdlja, vagyis (i) kész van.

Tegyiik fel, hogy x € A idéle olyan, hogy O = ¢ és x, = 1 minden olyan p primre,
ami osztja b-t. Ekkor a [3.14]tétel szerint ¢ (z) € cO* és 0.Q = ¥()Q. Megint az
.2l lemma (ii) részét hasznalva

Opa(Q)” = Opa(¥(2)Q) = Op.a(cQ).

Ez a (i7).

Legyen p egy primje K-nak, aminek b nem a hatvanya. A [3.20] kdvetkezmény és az
(.2 lemma miatt feltehetd, hogy E Weierstrak egyenletének sima redukcioja van p-ben.
Vagyis ez azt jelenti, hogy A(FE) és p relativ primek. Legyen n = ord,(a). Ekkor

ordy(Opa(Q) =—12n—6 Y ordy(x(Q) — z(P))—

PeE[a]-E[p"]

—6 Y ordy(z(Q) — x(P)) (5.1)

PeE}p"]-0
Hasznéljuk az[5.3] lemmat. Ha P rendje p™ valamilyen m > 0-ra, akkor
ord, (z(P)) = —2/Np™ ' (Np — 1) és ord,(z(Q)) > 0.

Ha P rendje nem p-hatvany, akkor P 4+ () rendje sem lehet p-hatvany, tehat ahogy az
.3} lemmaéban, ord,(z(Q) — z(P)) = 0. Vagyis

— N7, ha P rendje p™ >0
ordp(:l:(Q) _ x(P)) — Np™—Np s a ren J.e pr, m ’
0, ha P rendje nem p-hatvany.
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(5.1)-be beirva latjuk, hogy az els6 szumma 0, a masodik szumméaban pedig a p”-rendd
pontok éppen E[p™] — E[p™~!| pontjai, tehat Np™ — Np™~! darab van beléle, azaz a
masodik szumma n darab —2 Osszege. Tehat ord,(©g.(Q)) = 0, amibdl kévetkezik
(1ii). n
5.5. Lemma. A Og, raciondlis fliggvény divizora

12Na[0] — 12 ) [P].

Bizonyitdis. Az x — x(P) fiiggvénynek E-n legfeljebb 2 gyoke lehet, ami van is: P és
—P (1d. [Sil09] III. 2.3 (a)). Multiplikativan szamolva ugyanannyi gyoke és polusa van
(x — z(P))-nek (1d. [Sil09] II. 3.1 (b) allitas), polusa pedig csak O-ban lehet, tehét
x — x(P) divizora [P] + [-P] — 2[0O]. Ebbdl kovetkezik az allités. O

5.6. Tétel. Tegyik fel, hogy b egy a-hoz relativ prim idedlja O-nak és 5 egy generdtora
b-nek. Ekkor minden P € E(K) pontra

[[ ©5a(P+R)=05.5P).

ReE][b]

Bizonyitds. Mindkét oldal K felett definidlt racionalis fiiggvény E-n az lemma (#74)
része szerint. Szamoljuk ki a divizorukat, felhasznéalva az [5.5] lemmat.

div| J] @pa(P+R)| = D div(0pu(P+R)) =

ReE[p] ReE[b]
= ) (12Na[-R]-12 > [@-R])=12Na » [-R-12 > > [@-R]=
ReE|b] QEE]q] ReE[b] ReE[b] QEE]q]
=12Na > [R]-12 > > [Q+R],
REE[b] ReE[b] QEE]a]

mert —R € E[b] & R € E[b]. Illetve

div(©pa(BP)) = 12Na > [P]-12 » [P

PcE|b] PecE]Jab]

mert fP = O < P € Eb] és P € FEla] & afP =0 < P € Elab]. A két divizor
megegyezik, mivel a [3.3] allitas és a kinai maradéktétel szerint E[ab] = Efa] x E[b].

Tehét a két raciondlis fliggvény hanyadosa egy konstans A € K* [Sil09] II. 3.1 (a)
része szerint. Legyen wyx = #(0*) és szamitsuk ki a két fliggvény hanyadosat a P = O
pontban. Sziikség van a O o(P)/Op.(BP) értékére a P = O pontban.

Opa(P) 2(P) —2(Q) \°
Op(BP) 11 (w(b’P) - x(@))

QEE[a]-0

Ha hasznaljuk a tétel azonositasat, akkor

i 2) = p(w)
=0 p(Bz) — p(w)
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értéket kell kiszamolnunk valamilyen w ¢ L pontra (ez felel meg Q-nak). [Sil09] III. 3.5
tétel szerint p(z) Laurent sora z = 0-ban

o0

1
@( )— 2 +Z 2]£+1 G2k+22
tehat
i p(z) — plw) — lim L+ D702 (2K + 1) Gap 02?12 — p(w)2? = 8,

=0 p(B2) —p(w) 220 B2 4+ 3507 (2K 4 1) G2 22252 — p(w)2

Azaz Opo(P)/Op.(BP) a P = O pontban f~12MNe=D  Mar kénnyi kiszdmolni, hogy

A(E)(Na 1)(Nb—1)
—12(Na—1) _ -6
A= " H @Ea _a12(Nb 1) 312(Na—1) H H P))
ReE[b]— ReE[b] PEE][q]
R#O  P#0
Legyen

A(E)(Na—l)(Nb—l)/wK .
— - — /’U)
K= Q12(No—1)/wx G12(Na—1)/wi H@(R) z(P)) ,

ahol a szorzat az R € E[b] — O és P € (E[a] — O)/ £ 1 pontparokon fut végig, mert
x(P) = z(—P) és arelativ prim 6-hoz, a kitevék pedig joldefinialt egész szamok, mert wg
a 12 osztoja. Teljesiil u% = \. Ugyantgy bizonyithato, hogy p € O*, mint az[5.4] tétel
(7i1) része. Tehat A = 1 Lagrange véges csoportokra vonatkozo tétele miatt. O

5.7. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy b egy a-hoz relativ prim idedlja O-nak, QQ € E[b]
rendje b, p egqy b-t 0sztd prim, m egy generdtora p-nek, b’ = b/p szintén idedlja O-nak.
Ha O* — (O/0')* injektiv, akkor

Op.q(m1Q) hap | b

N NOpq.(Q) = _
K(b)/K(b)VE, (Q> {@E,a(WQ>1FTObp ! ha p )( v’
ahol Frob, a p-hez tartozo Frobenius Gal(K(b")/K)-ban.

Bizonyitds. |Rub99| 7.7 kovetkezmény. O

5.2. Elliptikus gorbék K felett

Legyen mostantél E K felett definialt, a relativ prim 6f-hez. Jeloljiik egy P € E(K)
pontra 7p-vel a P-vel valo eltolast E-n. Tehat 7p egy raciondlis fliggvény a K (P) test
folott.

Rogzitsiink egy S € E[f] O-generatort. Ekkor S € E(K(f)) a|3.19} kovetkezmény (7)
része miatt (a = O vélasztassal) és legyen

AE,a = AE,a,S = H 6E,a O Tge.
ceGal(K(f)/K)

5.8. Allitas. (i) Ap, raciondlis fiigguény K felett definidlt.
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(i) Ha B idedlok egy halmaza O-ban, amik relativ primek af-hez és a b — [b, K(f)/ K]
Artin leképezés bijekcio B és Gal(K(f)/K) kiozott, akkor

Apo(P) = H Opq(1(b)S + P).

(1ii) Ha v egy idedlja O-nak és QQ € Eft|, Q ¢ EIf], akkor Ap4(Q) egy globdlis egység

K(E[t])-ben.
Bizonyitds. (1) trivialis, (i) kozvetleniil kovetkezik a [3.15 kovetkezmény (i7) részébdl és
(i44) pedig kovetkezik az [5.4] tétel (iii) részébol. O

5.3. Ertelmezés a toruszon

Tovabbra is legyen E K felett definialt. Rogzitsiik F egy K feletti Weierstral egyen-
letét. Legyen L C C récs, amit a[2.18] tétel (ii) része ad. Ekkor OL = L (2.20] allitas),
tehat létezik Q € C*, amire L = QO. A £(2) = (p(z; L), ¢'(z; L)/2) egy C/L — E(C)
izomorfizmus. Definidljuk Oy, = O 40 {-t:

Ora(z) =a AN T (0(=L) = p(u; L)~

u€a~1L/L—0
5.9. Definicié. Legyenek
A(L) = ntarea(C/L),
(L) = lim gl
Bz L) = A(L) 5+ s5(L),
0(z; L) = A(L)e™ =20 (2; L)*.
(A(L)-hez 1d. 2.19] definicio, o(z; L)-hez 1d. .17 definicio.)
L)Ne

5.10. Lemma. Oy ,(z) = 9((2 VAR

Bizonyitds. Ld. [Rub99] 7.10 lemma. A bizonyitas gondolatmenete, hogy
Na- A(L)"' = A(a™'L)!

miatt 0(z; L)N*/0(z; a~' L) holomorf fiiggvény, s6t periodikus L szerint és divizora C/L-
en 12Na[0] —12%° -1, [v]. Vagyis csak konstanszorosban térhet el ©p o-t6l. Azonban
mindkét fiiggvénynek a Laurent sora a z = 0-ban a '2A(L)No—1212(Na=1)_ye] kezd6dik.

O
5.11. Definicié. Definialjuk k& > 1-re az Eisenstein sorokat:
, (z+w)
E L)=1
Kz L) sl—%; |z + w|?’

ahol a limesz azt jelenti, hogy az analitikus folytatasat értékeljiik ki s = k-ban. Ha
k > 3, akkor

Ep(z L) =) m

weL
teljesiil.
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5.12. Allitas. F(z; L) = log(o(z; L)) — so(L)z — A(L)™'Z,
Ey(2; L) = p(2; L) + so(L),

Ey(z L) = (=1F (i)(k_Q) o(z; L) hak>3.

(k—1)! \dz
Bizonyitds. Az els6 kett6hoz 1d. [CWTT| 242-243. oldal. A harmadik kovetkezik p(z; L)
definici6jabol indukcioval. m

5.13. Tétel. Minden k > 1-re

(diz>klog Ora(2) = 12(=1)" '(k — 1)I(NaEy(z; L) — Ey(z;07'L)).

Bizonyitds. Az[5.10, lemmat hasznélva
log(O1.4(2)) = Nalog(d(z; L)) — log(f(z;aL)). (5.2)
A 6 és n definicidja szerint

loa(6(z: L)) = loa(A(L) — 6n(=; L)z + 12log(o (= L)) =

=log(A(L)) — 6A(L) "2z — 6s5(L)2* + 12log(o(z; L)),
tehat
% log(0(z; L)) = —6A(L) "'z — 12s5(L)z + 121og(0(z; L)) = 12E;(2; L) + 6A(L) "'z
az allitas szerint. Hasonl6an
diz log(6(z;a L)) = 12E(2;a 'L) + 6A(a'L) 'z

Mivel Na = a - a = |af?, ezért Na- A(a™'L) = A(L), tehat derivaltjaba beirva
az el6bb kiszamoltakat az A-t tartalmazo tagok éppen kiesnek és k = 1-re megkapjuk a
tételt.

[Sil09] VI. 3.3 lemma (b) része szerint (d%)g log(o(z; L)) = —p(z; L), tehat

d
@Ek@:; L) = _kEk+1(Z; L)

teljesiil minden k£ > 1-re az[5.12] allitas miatt. Innen mar indukcioval kovetkezik a tétel
allitdsa minden k > 1-re. O

5.4. A Hecke L-fliggvény

5.14. Definicié. Definialjuk minden k& > 1-re a Hecke L-figguényét 1)F-nak, mint a
kovetkez6 Dirichlet-sor analitikus folytatéasa:

1k
B ) = 30

ahol az Osszegzés a 1* konduktorahoz relativ prim b idealjain fut végig O-nak. Ha m
idedlja O-nak, amit oszt f és ¢ pedig egy m-hez relativ prim ideal, akkor definialjuk
Lo (¥F, s, ¢)-t ugyanezzel a képlettel, viszont megszoritva tovabba azokra az idealokra,
amik relativ primek m-hez és [b, K(m)/ K] = [¢, K(m)/K].
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Legyen 2 € C*, amire L = QO.

5.15. Allitas. Tegyiik fel, hogy v € KL rendje K L/L-ben m, ahol f | m. Ekkor minden
k> 1-re B
Ey(v; L) = v (¢)* L (4", k, €),

ahol ¢ = Q lym.

Bizonyitds. Legyen p egy generatora m-nek, tehat v = a€)/p valamilyen o € O-val, ami
relativ prim m-hez. A = a+ uw/Q € O (w € L) jeloléssel elég nagy s-re (hogy a sorok
konvergensek legyenek)

S X e

23_ =k 2s 2s”
|v+w| o 2 0
B=a (mod m)

A 3.15] - kovetkezmeény (i) szerint (S0O) és S ugyanazt az idealt generalja O-ban, tehat
hanyadosuk egység. Definidljuk az

ami gy egy mutltiplikativ leképezést ad {5 € O : B relativ prim f-hez}-r6l O*-be.
konduktoranak definicidja szerint € keresztiilvezethets (O/f)*-en az

e (Off) = 0%, &B+F) =e(B)

képlettel. Tehat o = f (mod m) esetén

- P(aO
g = b(s0) 122,
o
mert O* elemei egységhossziiak. Irjuk be az el6z6 szumméba
Z B _ P(aO)* Z @(b)k
2s k s
BeO ’B| « b<O, Nb
f=a (mod m) [b,K(m)/K]=[aO,K(m)/K]

Definicié szerint ¢ = Q~'om = Q~'am/u = aO. Osszerakva mindent

N s Qk k B _
limz |:::j’25 — lim —~ 40 La(*,5,¢) = v7"(c)* L (W, k, ¢).

s—k sak k |Q|25 ak
]

5.16. Definici6. Rogzitsiikk | egy f generatorat és egy B halmazat O ideéljainak,
amik af-hez relativ primek ugy, hogy a b — [b, K(f)/K] Artin leképezés bijekcio B
¢s Gal(K (b)/K) kozott. Legyen u = Q/f € §7'L és definialjuk a

Apa(2) = Apays(2) = ALaew(€(2)) = H Ora(¥(b)u+ 2)

fiiggvényt. Az . allitas (i) része miatt Ay = Apq0&.
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5.17. Tétel. Minden k > 1-re

(d%) log ALa(2) [o—o=12(=1)*""(k — )L f*(Na — ¢(a)*)Q *L(y*, k).

Bizonyitds. Hasznaljuk az [5.13] tételt

d\* d\"*
(E) log Ara(2)]:=0 = Y (%) 10g O1,4(2)|:=p(0yu =

beB

= 12(=1)F k- 1)! (Naz Ey((b)u; L) — ZEk(w(b)u; alL)). (5.3)

beB beB
Hasznéljuk az [5.15] allitast is. Mivel ¢(b)u rendje f K'L/L-bn és a(3.15 kivetkezmény
(i) része miatt ¥(b)O = b, ezért Ey(v(b)u; L) = ((b)u) Fp(b)*L;i(¢*, k, b). Osszeadva

> Eu(p(byu; L) =Y u LWk k, b) = uFL(0* k).

beB beB

Az Eisenstein sorok definiciojabol és 1(a)O = a miatt Ey(z;a71L) = ¢ (a)*Ey(¢(a)z; L).
Ezt hasznalva

> Ec(yp(b)u;a L) = ()" Y Ep(b(a)(b)u; L) = u= v (a)* L(¢* k).

beB beB
Beirva a két Osszegre kiszamoltakat (5.3)-ba kapjuk az allitast. ]

5.18. Kovetkezmény (Damerell tétele). Minden k > 1-re
Q*L(Y* k) € K.

Bizonyitds. Az [p.§ allitas (i) része szerint A, € K(p(z; L), ¢/ (2; L)), azaz racionalis
fliggvénye p(z; L)-nek és ¢'(z; L)-nek K-beli egyiitthatokkal. A[2.18| tétel szerint teljesiil
az ottani jelolésekkel

©'(z; L)% = 4p(z; L)® + dap(z; L) + 4b.

Derivalva az Osszefiiggést és indukciot hasznalva latszik, hogy az egyre nagyobb de-
rivaltak csak a bal oldalon jelennek meg és els6 hatvanyon, tehdt mindig atrendezve
az egyenlséget ¥ (z;L) € K(p(z; L), ¢ (2 L),..., 0% V(2 L)), amibdl kovetkezik,
hogy o (2z; L) € K(p(z;L),¢'(2;L)). Tehat szintén A(Lkzl € K(p(z; L), ¢ (2 L)), és
igy (d%)klog Arqo(z) € K(p(z; L), ¢ (z; L)), amibdl az [5.17, tételt hasznalva kovetkezik
Damerell tétele. O

5.5. p-adikus értelmezés

Rogzitsiik K egy p primjét, aminél E-nek sima redukcidja van, p 1 6. Tegyiik fel,
hogy a vélasztott Weierstrafs egyenletiinkre p { A(FE) és a relativ prim p-hez és 6§-hez
is. Legyen E az E-hez rendelt formalis csoport O, felett. (Azaz K, egészeinek gytrije.)
Legyenek tovébbé z(2),y(Z) € O,[[Z]] a2.28 tétel hatvanysorai.
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5.19. Definicié. Legyen \;(Z) € Z + Z?K,[[Z]] a[2.31] definici6 logaritmus fiiggvénye.
Tehat N (Z) € Oy[[Z]]*. Definialjuk a kivetkezs operatort O,[[Z]]-n:

1 d
N(2)dZ

5.20. Allitas. Az (z,y) pont megfeleltetése (p(z; L), 10/ (z; L))-nek, illetve (x(Z),y(Z))-
nek a kovetkezd kommutativ diagramot adja:

K(p(2),¢/(2)) «—— K(E) —— K(2(2),y(2)) — Ky ((2))

i | I I

K(p(2),¢(2)) «—— K(E) —— K(2(2),y(%2)) — Ky((2)).

Bizonyitas. Mivel minden fiiggéleges leképezés derivalés, ezért elég belatni, hogy d%p(z)
és D(z(Z2)), illetve L¢/(2) és D(y(Z)) egymés megfelelsi. A [2.18] tétel szerint teljesiil

dz
¢'(2)" = 4p(2)* + dap(z) + .
Derivalva az 6sszefiiggést

20’ (2)p" (2) = 12p(2)?¢'(2) + 4ag/(2),

amibdl
0"(2) = 6p(2)* + 2a.
A K(p(2),¢'(2)) testben tehat teljestil

Lot =230 & 1 (30/)) =30 4,

vagyis azt kell ellendrizni, hogy K(xz(Z),y(Z))-ben teljseiil
D(x(Z)) = 2y(Z) ¢s D(y(Z)) = 32(Z)* + a.
Az els6 trividlisan kovetkezik a definiciokbol, mert N (Z) = (-22(2))/2y(Z), tehét

D(a(2)) = 5 -a(2) = 20(Z).

A maésodik pedig kovetkezik abbol, hogy z(Z) és y(Z) is teljesiti az y* = 23 + ax + b
egyenletet, tehat
Y2 = 2(Z) +an(Z) +b,

amire alkalmazva D-t
2y(Z)D(y(Z)) = 32(2)*D(x(Z)) + aD(z(Z)).
Behelyettesitve D(z(Z)) = 2y(Z)-t
2y(Z)D(y(Z)) = 62(2)*y(Z) + 2ay(Z),

amit osztva 2y(Z)-vel
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5.21. Definici6. Legyen A, (Z) a Ap, képe a[5.20] allitas fels6 soranal.
5.22. Tétel. (i) Ao(Z) € O,[[Z])*.
(i) Minden k > 1-re

D*log(Apa(2)) |z=0=12(=1)"""(k = DI (Na — ¢(a)*)Q "L, k).

Bizonyitds. Rogzitsiink egy K — K, bedgyazast, hogy R € Elf] pontra értelmezhessiik
z(R) € K,. Jelolje K, egészeinek gytirtjét R.

Tekintsiik az [5.8] allitas (ii) részénél 16v6 egyik z(y(b)S 4+ P) — z(Q) tagot, ahol
Q € Ela] — O. Irjuk fel az explicit képletet az z-koordinatara (1d. [Sil09] II1. 2.3)

(y(P) — y((b)S5))*
(z(P) = 2(4(0)5))?

Az [5.3] lemma (i) szerint ord,(z(Q)) > 0, mert a és p relativ primek és hasonléan

2((0)S + P) —x(Q) =

ordp(x( (6)S)) > 0, mert S egy O-generatora E[f]-nek. Illetve a lemma miatt
ord, (y(1(6)S)) > 0. Tehat z((b)S),y(¢(b)S), 2(Q) € R. Helyettesitsitk be z(P) és
y(P) helyére x(Z)-t és y(Z)-t. Ez ad egy

z(1p(6)S + P) = go.q(Z) € R[[Z]]
hozzarendelést, ahol g, o-ra teljesiil

90.0(0) = 2(1(0)S) — 2(Q) € R”,
mert az [5.3] lemma (iii) része hasznalhat6 p f af miatt. Tehat gy o(Z) € R[[Z]]*. A p
valasztdsa miatt A(E),a € O). Az . allitas (i1) részét és Op , definiciojat hasznalva
Mpa(2) = aHFEAE)VHD [T g0o(2)" € RIZ])
beB, QEE[a]-0

Tudjuk azonban definici6 szerint, hogy A,.(Z) € K,((Z)), tehat (i) teljesiil, mert
RIZI*NK,((Z)) = Op[[Z]]*. A (27) trivialisan kovetkezik az[5.17] tételbdl és az al-
litasbol. O

6. Euler rendszerek

Rogzitsiik K-nak egy p primjét, ami nem osztja 6f-et, és minden n > 1-re legyen
K, = K(E[p"]). Legyen p a racionalis prim p alatt. Rogzitsiik O egy nemtrivialis a ide-
aljat, ami relativ prim 6fp-hez. Jelolje R = R(a) az O-nak azon négyzetmentes idealjait,
melyek relativ primek 6afp-hez, és ha v € R, akkor K, (v) = K,,(E[t]) = K(E[tp"]). A
késébbiekben g mindig R egy prim elemét jel6li majd.

6.1. Elliptikus egységek
6.1. Definicié. Ha v € R és n > 0, akkor legyen

Ma(t) = 0 (t) = Apagayn (E@1R") Q) = Ara(¥(p"0) 1),
ahol Az, a[5.16} definiciobol van.

35



6.2. Allitas. Tegyiik fel, hogy vt € R ésn > 1.
(1) nu(t) globdlis egység K, (t)-ben.
(i1) Ha q prim és tq € R, akkor
— Froby !
N, xa)/ K (071 (G8) = 1 (1) 777000
(141) Nk, i1 ()/Kn(@)nt1(8) = 1 (T).

Bizonyitds. Az[p.§ allitas (iii) részebdl kovetkezik (i) és az 5.7} kovetkezménybdl pedig
(44) 6s (iid). 0

6.2. Kolyvagin konstrukciéja
6.3. Definicio. Legyen G, = Gal(K,(v)/K,). A|3.19 kévetkezmény (i7) része miatt G,

fiiggetlen n > 1 valasztésatol és adottak a természetes izomorfizmusok

Gt - Hq|t G(CI

5 3
0/ — M0/

Ha q | v, akkor Gy tekinthets G, faktoranak és részcsoportjanak is. A kovetkezmény
miatt ha qv € R, akkor K, (qr)/K, () ciklikus, Nq — 1 foku, és teljesen elagazik minden
q feletti primben, illetve nem éagazik el minden minden més primben. (A . kovetkez-
mény (iv) és (v) részéhez a ;= tp”, p := q, n := 1 valasztéssal.)

Minden v € R-re legyen

o€,
specidlisan
N =[] N,
qle
Legyenek minden n > 1 és v € R-re x,, valtozok. Legyen X, . = Y,./Z,. egy

Gal(K,(r)/K)-modulus, ahol
Yoo = B ZIGal(K,(s)/K)] s,

st

e =y L[Gal(Ky(v)/K)|(Ngpgs — (1 — Frob;l)xn,s) C Y.

gs|v

Vagy méasképpen megfogalmazva X,, . a szabad Gal(K,(v)/K))-modulus az {z,, :5 |t}
szimbolumokon kifaktorizalva azokkal a relaciokkal, hogy

o (/s trividlisan hat x, ;-en, és

o NyTngs = (1 —Frob, )z, ha gs | t.
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Minden q € R primre rogzitsiik egy o4 generatorat Gg-nak és legyen

Ng-2

D, = Z ioy € LGyl

i=1
illetve tetszGleges v € R-re
D, =[] D, € ZIGY.
qle
Ha M egy p-hatvany, akkor jeloljiikk R, p-mel azon v € R idedlok halmazat, melyekre
még az is teljesiil, hogy minden q | v primosztora

e q teljesen felbomlik K, /K-ban,
e Ng=1 (mod M).
6.4. Allitas. Tegyiik fel, hogy M p-hatviny, n > 1 ést € Ro-
(1) X, -nek nincs Z-torzidja.
(i) Dy € (Xpof/MX,, ).
Bizonyitds. Minden q € R és s | v-re legyenek

=Gy — {1},

BE:HBq: l_ng:ngBq C G,
als als
B = JBsxn: C Xy

st

Ekkor X, . egy szabad Z-modulus B bazissal. (Ld. [Rub91] 2.1 lemma.)
Szamitsuk ki a kovetkezst

Ng—2 Ng—2 Ng—2
(0g—=1)Dyg = (g — 1) Zza Zz‘aé“—zwé:
Nq 2 - qu—:21 Ng-—2
:(Nq—2)ayq71+Z(z’—l)aé—aq—Zz’aé (Ng—2)— 04— Za
=2 =2 Nt
=Ng—-1- Z of =Nq—1—N,.
i=1

Indukcioval bizonyitjuk (iz)-t az v primosztoinak szaméara. Tegyiik fel, hogy q | v, azaz
t = s valamilyen kevesebb osztoju s-re. Ekkor

(0q — 1) Dy = (0 — 1) DgDsyy . =

6.1
= (Nq—1)Dszp, — (1 — Frobq_l)szn,ﬁ, (6.1)

hiszen X, .-en igaz az a relacio, hogy Ny, 4 = (1— Frob_l)xn5 ha gs | v. Mivel g € R, 1,
ezért M | Nq — 1 és Froby € G,. Az 1ndukc1os feltevés miatt Dyrys € (Xpe/M X, )%,
tehét (1 — Frob, YD, Tns € MX, . De emiatt . )-bol latjuk, hogy

(0q = 1)Dexpe € MX,, ..
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Ha tetsz6legesen sokszor szorozzuk ezt a kongruenciat oq-val, akkor azt kapjuk, hogy

— — 2 — — _Ng—2
Dty = 0qDitne = 0y Ditne = =0y T "Dty (mod M),

azaz Dty € (Xpo/MX, )%, mert o4 generalja Gg-t. Ebbdl kovetkezik (i7), mert ez
elmondhato6 v minden primosztojara és G, =[] ale Gy. n

6.5. Definicié. Euler rendszernek mondjuk globalis egységek egy
{n(n,v) € K,(tv)*:n>1,teR}
halmazat, ami teljesiti az

—Frob; !
Nt (ae)/ (071 (1 qE) = 1(n, ¥) 100 (6.2)

Nkp10)/Ka@n(n + 1,¢) = n(n, ) (6.3)

egyenleteket.
Ezzel ekvivalens definicid, hogy Euler rendszer egy Galois-ekvivarians

7« lim X, o — L_JK'n(t)X

leképezés, ahol n(x,.) globalis egység minden n-re és t-re.

Euler rendszerre példa a [6.2] allitds miatt az n(n, t) = n,(x) elliptikus egységek rend-
szere.

6.6. Allitas. Tegyiik fel, hogy n Euler rendszer és q € R eqy prim. Legyen Nq—1 = dp*,
ahol p 1 d. Ekkor minden n > 1-re és q-hoz relativ prim v € R-re

—1
n(n, qe)? = n(n, )4

modulo minden q feletti prim.
Bizonyitds. |[Rub99| 8.6 allitas. O

6.7. Definici6. Tegyiik fel, hogy n Euler rendszer, n > 1, M p-hatvany, v € R, p. Az
Euler rendszer méasodik definiciojat hasznéalva definialhato egy ¢ = ¢, @ Gy = K, (v)*

1-kociklus: 0D
clo)=n (W) minden o € G,.

A 6.4 allitas (ii) része miatt ez egy értelmes definicio. Mivel HY(G, K, (¥)*) = 0, ezért
letezik B € K, (v)*, amire ¢(0) = 37/ teljesiil minden o € G,-re. Mivel G, fixen hagyja
N(Tne) P/ M-t ezért n(z,. )P /Y € K és legyen

i () = 1(@ne)/BY € K /(KM

f valasztasa egyértelmid modulo K¢, hiszen G minden eleme pontosan azokat hagyja
fixen K, (t)*-ben, amik K¢ elemei is. Ezért x,, p/(t) fliggetlen 8 véalasztasatol.
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6.8. Definicié. Rogzitsiink egy n > 1 szdmot, egy M p-hatvanyt, és az egyszertiség
kedvéért ideiglenesen legyen F' = K,,, Ry = Ry . Jelolje Op az F' egészeinek gytirdjét
és

Iy =I=Pza
Q
F' tortidealjainak csoportjat additivan irva. Ennek részcsoportjaként legyen

Ir,=1I,=Pza

Qlq

a K-beli q primideal feletti idealok altal generalt részcsoport. Ha y € F*, akkor legyen
(y) € T az y altal generalt tortféideal, illetve (y)q, [y] és [y]q az (y) projekcidi rendre
Iy-ban, Z/MTI-ben és Z,/MZs-ban. Vegyiik észre, hogy [y] és [y, joldefinidltak, ha
y € FX/(F*)M.

Tegyiik fel, hogy q € Rra, Q egy prim q felett F-ben és 9Q egy prim 9 felett
K-ban. Tudjuk, hogy q teljesen felbomlik F/K-ban, hiszen Rp-nek ez volt az egyik
feltétele, illetve 9 teljesen elagazik F'(q)/F-ben NQ — 1 = Nq — 1 elagazasi indexszel
a . kévetkezmény miatt. Legyen oq egy felemeltje o4-nak G'i-ba, ami benne van 9]
inerciarészcsoportjaban. Ekkor van egy

a— (rM1=o2 7 M7 5 iy

izomorfizmus, ahol 7 egy generatora g-nak. Legyen Frobg € G, egy Frobenius leképe-
zése Q-nak, illetve
¢a: F3/(F5)M = Z/MZ

a képe Frobn-nak a
Gry — Hom(F], pa) — Hom(Fy,Z/MZ)

kompozicional, ahol az elsé leképezés a Kummer leképezés, a masodik pedig a korabbi
izomorfizmusbol jén. (A Kummer leképezés egy o € Gp,-hoz az x — (z'/M)7~! homo-
morfizmust rendeli.) Tehat mivel oq az inerciarészcsoporthoz tartozik, ezért ¢q(a) = a,

ahol
(/M )Froba—1 _ (ra/Myl-on — (g1/M)l-0q (6.4)

modulo Fy maximalis idealja, ahol € Fy™ egy olyan elem, amire orda(3) = a.
Ezeket egy globalis leképezéssé Osszerakva kapunk egy

gt I /(F)M = I, /M1,

fiiggvényt a ¢q(a) = > g, a(@)Q képlettel. Ekkor ¢ egy Gal(F/K)-ekvivaridns leké-
pezés és indukal egy ugyanigy jelolt

6q : (Op/90r)*/((Or/a0F)*)" = T,/MT,
izomorfizmust.

6.9. Allitas. Tegyiik fel, hogy n eqy Euler rendszer, n > 1, t € Rum €s q eqy prim
K-ban.

(i) Ha q1t, akkor [k, m(t)]q = 0.
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(ii) Ha q | ¢, akkor [kyam(t)]q = ¢q(kn,n(t/q)).

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy q { v. Ekkor q nem &agazik el K, (v)/K,-ben. A x, p(v)

definici6 szerint egy globalis egység és egy M-dik hatvany szorzata K, (t)*-ben. Tehat

ordg (Kn,a(t)) =0 (mod M) minden q feletti Q primjére K,,-nek, mert ha " egy primje

K, (v)-nek 9 felett, akkor ordq = ordgy, hiszen q nem agazik el. Ebbdl kévetkezik (7).
Tegyiik fel, hogy q | v, példaul v = gs. Definici6 szerint

o (€)= 0(0e) 7 /B, K () = n(wns) /8,

ahol B, € K,,(v)*, Bs € K, (5)*, és teljesiil
Bg_l =n((c — 1) Dy /M), Bg_l =n((0 — 1) Dexys /M)

minden o € G-re. Rogzitsiik egy q feletti Q primjét K,,-nek, és legyen oq olyan, mint a
6.8 definicioban, és jeldlje d a p-hez relativ prim részét (Nq — 1)-nek. Modulo minden
9 feletti prim

(K;H,M(t)d/M)l_UD _ ((n(mmt)Dt)1/M/ﬁt)d(1—crg) (é) ﬂﬁl(a“_l)
((Uq - 1)Dt$n,t/M)d
((Nq — 1 — Ny) Dy, /M)*
((Nq = 1) Dy e /M) n((Froby  — 1) Dy o/ M)*
( )Ds)d(qul)/M/ﬁg(l—Frobq_l)

D.\dFrob.FrobT ! (Ng— d(1—Frobg*
7t) 5) q q ( q 1)/M/65( q )
D.\dFrobs(1—Frob: ) /M ; »d(1—Frob !

,t) 5) Cl(l q )/ //35( a )
—Frob ! d(1—Frobg !
,5)D5)d(1 Frobg )/M/ﬁs( obg *)

_Frob=! d(1—Frobg?
n(xnﬁ)D5>d(1 Frobg, )/M/ﬁs( obg ")

d(1—Frob:!
()02 BITY AT AT

/fn,M(ﬁ)d/M)Fme_l,

ahol hasznaltuk az (1) kongruencianal, hogy 7(z,.) globalis egység és a (2) kongruen-
cianal a . allitast. A (6.4) kongruenciat hasznalva o = k, 1 (5)? és 8 = kK (t)?
valasztassal adodik, hogy

dpa(hin(s)) = ¢a(a) = orda(f) = dorda(kn i (v)),

amibgl kovetkezik (i7), mert M p-hatvany és d relativ prim p-hez, tehat d invertalhato
modulo M. n

7. Az osztalycsoport mérete
Legyen a jeloléshalmozés elkertilése végett F' = Ky = K(FE[p]), ur az egységgyokok
F-ben ¢s A = Gal(F/K), azaz A = (O/p)* ciklikus p — 1 vagy p* — 1 renddel.

A Maschke tétel miatt [F,[A] féligegyszertd, mivel p { #(A). Tehat elgall ferdetest
feletti métrixgytirtk direktosszegeként a Wedderburn-Artin tétel szerint. Itt azonban

40



F,[A] kommutativ, tehat a matrixgytirik 1-dimenziosak és a ferdetestek testek. F,[A]
véges is, tehat a testek végesek, és p-hatvany elemtiek, mert F,[A] p-karakterisztikaju.
Vagyis

F,[A] = éﬂ?pnj. (7.1)

Tehat A F, feletti reprezentaciéi olyanok, hogy IF;”V egy elemét rendeljiik a csoportele-

J
mekhez. Azonban A elemszédma p* — 1 oszt6ja, tehét a csoportelemek képe (p? — 1)-edik

egységgyokok, amik benne vannak [Fj2-ben. Azaz feltehetjiik, hogy —ben 1<n; <2

Egyértelmten létezik Q,-nek egy Q,2-tel jelolt, masodfoki, elagazasmentes bévitése
FF,» maradéktesttel, méghozza az x> —a felbontési teste, ahol @ € Z,, tetszoleges felemeltje
az u € ) tetsz6leges kvadratikus nemmaradéknak. Legyen Z,2 a Q2 egészeinek gytirtje,
melynek az elemei karakterizalhatok az egyértelmt eg+pe; +p*ea+..., (g5 € {0}Upp2_;)
végtelen sorukkal.

Az felbontéashoz tartoznak ey, ..., e, € F,[A] ortogonalis idempotensek. Fel-
emelhetéek Z,[A]-ba ortogonalis idempotensekke, és igy kapunk egy

Z,1A1= P R, (7.2)

felbontést, ahol = a A irreducibilis F,-reprezentaciéinak halmaza, R, pedig Z,[A] meg-
felels direkt Gsszeadanddja. Az el6zéek szerint dim(y) < 2 és R, = Liptim(x) -

Ha y € Z és M egy Z[A]-modulus, akkor jelolje M®) = Jm M/p"M = M ®; Z, a
p-adikus telitését M-nek, illetve

MX = M® ®z,(A] Rx-

A tenzorszorzas és direktosszeg feleserélhetésége miatt M©®P) = ®xea MX, ezért MX

tekinthetd a faktoranak és részmodulusanak is M®-nek. Ha m € M, akkor mX jelsli a
projekcidjat MX-re.

7.1. Lemma. Minden nemtrividlis x € = reprezentdaciora (O /up)X szabad 1-rangi
modulus R, felett.

Bizonyitds. Nincs valos beagyazasa F-nek, mert méar K-nak sincs, ezért 0sszesen
s=|F:Q|/2=|F: K[K:Q|/2=+(A)

komplex bedgyazasa van F-nek. A Dirichlet egységtétel szerint O /ur = Z57!, tehat
létezik egy

0— (Op/pr)®@2Q —- QA -Q—0

egzakt sorozat. Mivel Z, lapos Z-modulus, ezért — ®y Z, funktor megtartja az egzakt-
sagot, ezért y-komponenseket véve kovetkezik az allitas. O

Jelolje A az ideal osztélycsoportjat F-nek. Legyen M p-hatvanyra Fyy = F(uy) a
jelolés egyszertisitéséért.

7.2. Lemma.
Hom(A,Z/MZ) — Hom(Gp,Z/MZ) — Hom(Gp,,, Z/MZ)
injektiv leképezés, ahol A~ Gal(Hp/F) =~ Gr/Gal(F/Hy) (Hp az F Hilbert osztdlytes-

te) indukdlja az elsd leképezést, és a megszoritis a mdsodikat.
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Bizonyitds. |[Rub99] 9.2 lemma. O

7.3. Lemma.
FX[(F)M — Fyp /(F)™
imjektiv leképezés.

Bizonyitds. |[Rub99| 9.3 lemma. O

7.4. Allitas. Tegyiik fel, hogy k € F*/(F*)M és a € Hom(A,Z/MZ), o # 0. Ekkor
létezik eqy q € Rpa prim, €s egy Q primje F-nek q felett, amikre

(1) a(c) # 0, ahol ¢ a Q osztdlya F-ben,
(i) [klg =0 és minden d € Z-re dgy(k) =0 < k% € (F*)M,
Bizonyitds. |[Rub99| 9.4 allités. O

Legyen n Euler rendszer és C = C, C Op a Z[A] felett generalt részcsoportja
p U (1, 0)}-nak.

7.5. Tétel. Ha n Fuler rendszer, x € =, akkor

#(AX) < H#((OF/Cy)Y).

Bizonyitds. Ha x a trividlis karakter, akkor AX a p-része K idedl osztalycsoportjanak,
ami trividlis, mert K-rol feltettiik, hogy fGidealgytird. Tegyiik fel, hogy x # 1.

A . lemma szerint (O /C)X = R, /mR, valamilyen m € R,-re. Ha m = 0, akkor
trivialis a tétel allitasa. Tegyiik fel, hogy m # 0 és ekkor valamilyen p-hatvany. Legyen M
olyan nagy p-hatvany, hogy annulalja A-t. Minden v € R p y-re vezessiik be a x(t) révidi-
tést ryar(t) € FX/(F*)M helyett. Indexeljiik meg Hom(AX,Z/MZ) C Hom(A,Z/MZ)
elemeit, mint

Hom(AX,Z/MZ) = {a,...,ag}.
Hasznéljuk a [7.4] allitast és gyartsuk le induktivan a kovetkezs sorozatat primeknek:
q1,---,qx € Rpwm, Qi primje F-nek g, felett, ¢; a Q; osztalya A-ban és v; = Hj<i q;
minden 0 <17 < k-ra,
a;(¢;) #0 (7.3)
Aoy, (K(vi1)¥) = 0 & (k(ri1)¥) = 0 € F*/(F)Y (7.4)
(alkalmazzuk [7.4] allitast k = k(v;_1)X és o = a; vélasztasokkal, hogy megkapjuk g,-t és
Q;-t).

A {c)X} osztéalyok generaljak AX-t, mert ha nem generalnak, akkor létezne nemtrivialis
a € Hom(AX,Z/MZ), amire a(c;) = 0 minden j-re, de @ = «; valamilyen i-re, tehat
(7.3) miatt ez nem lehet.

Jelolje 1 < i < k-ra s; a ¢f rendjét AX/(c},..., " ;)-ben. Teljesiil

(et ey s (el ) = | Ryt siRy s
igy
k
#(A) =T IRy : iRyl
=1

42



Ha 1 < i < k — 1, akkor jelslje #; a #(t;)X rendjét F*/(F>*)™-ben. A[6.9 allitas
(1) része és (7.4) miatt [k(v;)X]q, rendje t;_q, specidlisan ¢,y | t;. Mivel k(ro) a képe
n(1,0)-nak O /(O )M-ben, ezért a

0 = Ryri(ro)/ (1 N Ryki(ro)) = (OF /nr(OF)")* — (O5/C)F — 0

egzakt sorozat mutatja, hogy M | tym.
Minden i-re valasszunk egy v; € F*/(F*)M-t, amire I/;M/ti = k(r;)X¢, ahol ¢ € pup.
Tehat
(M/t:)[vila, = [K(xi) g,

amibdl latszik, hogy [1]q, rendje (Z,,/MZ,,)X-ben t;_1M/t;. Az

K3

Z es(;)° — Z €y0
ocEA ocEA

izomorfizmus indukél egy (Z,,/MZ,,)* = R, /MR, izomorfizmust, hiszen M p-hatvany
és igy Z/MZ = Z,/MZ,. A . allitas miatt létezik egy u € R} egység, amire

(Vi) = U(tz/tz—l)qf (Il’lOd Iqu R ,Iqi_l,tiI).
Tudjuk, hogy tq | t; és (M/m) | to, tehat M valasztasa miatt ¢; annulalja A-t és igy
(tl/tl_l)C§< =0 AX/<C>1<, ceey cf_1>—ben.

Tehét s; | (t;/t;—1) minden i > 1-re, tehat

k k k
: ti
#(A) =[] IRy : siRy| osztja [] IRy : — le| =[] tis : t:iRy| = [toRy : tuRx.
i=1 i=1 L i=1
Mivel t, | M és M | tom, ezért t;, | tom, vagyis [toR, : txR,| osztja |R, : mR,|-t, ami
bizonyitja a tételt, hiszen (O /C)X = R, /mR,. O

7.6. Kovetkezmény. Legyen C, = C,, ahol n(n,v) = ' (v) a . definicio elliptikus
Euler rendszere. Ha x € =, akkor

A osetja #((OF/CY)
Bizonyitds. Kovetkezik a [7.5] tételbdl. O
7.7. Kévetkezmény. Ha (n])X & 15 ((05)X)", akkor AX = 0.
Bizonyitds. A . lemmabol kévetkezik, hogy (O /Cq)X trivialis, amibdl a kovet-

kezmény miatt kévetkezik, hogy AX = 0. m

8. Coates és Wiles tétele

Tegyiik fel, hogy p idedlja K-nak nem osztja f-et és a p > 7 racionéalis prim felett
van. Tovabbra is F' = K(E[p]), A = Gal(F/K) és A az ideél osztalycsoportja F-nek.
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8.1. Lemma. Létezik a idedlja O-nak, ami relativ prim 6pf-hez és Na # 1(a) (mod p).

Bizonyitds. A B.17 kovetkezmény miatt Ep] ¢ E(K), mert O* legfeljebb 6 elem
(Id. [Sil09] III. 10.1 tétel). Legyen ¢ egy primje K-nak, ami nem osztja 6pf-et és
lq, K(E[p])/K] # 1. Ha 9(q) = 1 (mod p), akkor 1(q) trivialis E[p]-n allitas),
tehat a[3.15 kovetkezmény (i) miatt [q, K (E[p])/K] is trivialisan hat E [p] n, ami nem
lehet. Tehat ¢(q) £ 1 (mod p), amit konjugdlva ¥(q) # 1 (mod p). A [3 - kovet-
kezmény (i) része miatt 1(q)O = q, tehat ¥(q)(q) = Ny(q ) Ng. Vagyis a = q
valasztéssal teljesiil a lemma. O]

A 319 kdvetkezmény (iv) része miatt (a = O és n = 1 valasztassal) F//K teljesen
elagazik p-ben. Jelolje 73 a p feletti primjét F-nek. A2.27] lemma és a[3.15] kovetkezmény
miatt E[p] C E1 (Fp) ben ¢ = 1 (P) valasztassal ¢ tisztan inszeparébilis (1i1)
miatt, és ¢Y(P) € p - ) miatt, tehat E[p] C ker(y(P)) = ker(¢) C E1(Fp)), tehat a
2.29 kovetkezmény 1zomorﬁzmusanak megszoritasa ad egy

Elp] = E[p] C E(Fp)

izomorfizmust, ahol E az E-hez rendelt formalis csoport. Jelolje Opp az Op teljessé
tételét P szerint.

8.2. Lemma.

eqy A-ekvivaridns izomorfizmus.

Bizonyitds. A formalis csoportok definicidja miatt Fg(z,2') = z+ 2/ + (> 2-foku tagok),
tehat valoban homomorfizmus a lemma leképezése, mert modulo 1+ P?Orp nem sza-
mitanak a > 2-foku tagok.

Ertsiik meg jobban a leképezést. A . kévetkezmény izomorfizmusa Fp-re a kovet-
kezd

E\(Fp) = E(POpp)
Y
Ennek megszoritasa adja az E[p] — Elp] izomorfizmust. Vegyiink egy P € E[p],
O # P = (z,y) pontot. A [2.26] lemma szerint 3ordp(z) = 2ordp(y). Hasznalhatjuk az
B.3| lemma (i) részét, mert P # O, miszerint ordy(z) = —2/(Np — 1). Mivel p teljesen
elagazik, ezért ordp(z) = (Np — 1)ord, (), és igy

1
ordp <—§> = ordp(x) — ordp(y) = —§ordp(x) =1
Y

A P pont képe a lemma leképezésénél éppen 1 — z/y, ami igy nincs benne (14 P?Opp)-
ben, azaz a lemma leképezése injektiv. A P-adikus logaritmus és exponenciélis leképe-
zések miatt

(1 + PORP)/(l + PQOFJD) = PORP/PZOFP = OFJD/POFJJ = OF/P = O/p,

ahol az utolso lépésben kihasznaltuk, hogy p teljesen elagazik. Vagyis (3.3| allitas miatt)
mindkét oldal rendje Np, tehat izomorfizmus a lemma leképezése. A A-ekvivariancia
vildgos a definiciobol. O]
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8.3. Definicié. Definidljuk a
0: (9;773 — Elp]

leképezést, mint az
O;’p = F;k X (1 + POF"P) — (1 + ’POF,p>

természetes vetités és a8.2] lemma izomorfizmusénak inverzének kompozicidja, ahol I,
az Opp maradékteste.

Legyen a egy[8.1] lemmat teljesits ideal, € C*-re legyen L = QO, f egy generatora
az f konduktornak. Ezekkel a valasztasokkal legyen 7, (t) definicio elliptikus egységei.
Legyen n = n1(O) globalis egysége F-nek, ami fiigg a-tol.

8.4. Allitas. ord,(L(,1)/Q) >0 és

L(¥,1)/2=0 (mod p) « d(n) =

)
Bizonyitds. Legyen P = (p(Q/1(p); L), o (Q/@/J( );L)/2). Ekkor P € E[p], hiszen
Elp] & p7'L/L és ¥(p)O = p Legyen z = —x(P)/y(P) € P a P képe Elp|-ben.
Ekkor n = 11(0) = Aga(P) = Apa(z), ahol A, az[5.21] definicié hatvénysora.
Az tétel szerint Ay 4(0 ) E (’)>< 6s Dlog Ay o(Z) | z=0= 12f(Na—1(a))(L(¢),1)/Q).
Mivel X, (0) = 1, ezért

1 d LA a(Z)
Dlog Ayo(Z) |7-0= o 5 108 Mpa(Z) | 70= L2 =
PO N(@)dz T T Ml Z)
My, hatvanysorban Z egyiitthatoja
B Ap7a<0) ‘

Tehat Apq(2z) modulo P? kénnyen szamolhato, mert csak az els6 két tag szamit, azaz

1= Dal0) + 222 0a(2) L= Mpal0)(1 + D108 Apal(Z) |520) =
— Apa0)(1 4 12f(Na — (@) (L(,1)/2)2) (mod P?).

Tehéat mivel hasonloan n = A, 4(0) (mod P), ezért

d(n) = 12f(Na — v(a))(L(v, 1)/Q)P.

Az a idedl valasztésa miatt ord,(12f(Na—1(a))) = 0. P # O, mert Q/¢(p) ¢ QO = L,
tehat ha 0(n) = 0, akkor 1 < ordp(12f(Na —(a))(L(¥,1)/9)) = ord,(L(2, 1)/9), mert
P € E[p]. Ha 6(y) # 0, akkor

L(,1
0=m0(n) =12f(Na — ¢ (a)) (7T (% )) P,
ahol 7 generatora p-nek, tehat

1 < ord,(12/(Na — (@) (wL (3, 1)/9)) = 1 + ordy (L(3, 1) /),
mert P € E[p], tehat L(¢),1)/Q € O,, és ha §(n) # 0, akkor

0 = ord, (12f(Na — (a))(L(¥, 1)/Q)) = ordy(L(x, 1)/9Q))

is teljesiil. O]
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8.5. Definicid. Legyen yg a A reprezentacioja E[p|-n. A kovetkezmény (77) része
miatt y g Fp-irreducibilis (mert O/p testnek nincs (O/p)*-invarians nemtrivialis altere),
tehat Ep] = R, ,/pR,,, mint A-modulusok.

8.6. Tétel. Tegyiik fel, hogy L(1,1)/Q eqység p-nél. Ekkor
AXE = ().

Bizonyitds. Mivel 6 A-ekvivarians és FE[p]X = 0 minden ygp # x € = reprezentéciora,
ezért

(' #) = 6(n)** = o(n) # 0,
ahol az utols6 lépésben kihasznaltuk [8.4] allitast. A binomialis tétel miatt teljesiil
(1+POpp)? C (14 P*Opp), tehat ((Of)X?)P C ker §, specialisan

e & ((OF)*)".
Tegyiik fel, hogy p}” nemtrividlis. Ekkor létezik Gg-ekvivarians E[p] — p, homo-
morfizmus. A Weil péarositas (1d. [Sil09] III. 8.1 allitas) ad egy E[p] = Hom(E|p], 1)
Galois-ekvivarians izomorfizmust. Tehat FE[p]“% nemtrivialis, ami azonban ellentmond

a kivetkezménynek, tehdt p)” trivialis. A tétel kovetkezik a [7.7 kdvetkezmény-
bél. O

8.7. Lemma. Tegyiik fel, hogy p két primre bomlik fel K-ban és Tri o (p) # 1. Ekkor
(Z) Hp gZ F’P;
(i) (Opp)* szabad 1-rangi R, felett.
Bizonyitds. |[Rub99] 10.9 lemma. O
8.8. Tétel. Tegyiik fel, hogy L(1,1)/Q eqység p-nél, p két primre bomlik fel K-ban és
Tr o (p) # 1. Ekkor a természetes (injektiv)
(O3 = (Of )
leképezés sziirjektiv is.
Bizonyitds. Mint ahogy a . tételnél, igy itt is §(n*=) = d(n) és = & ((Opp)¥#)?,
tehat (Op)* & ((Opp)E)P. A lemma szerint (O /pup)X? szabad 1-rangt R, -
modulus és p)” trivialis, tehat (Oy)X® is szabad 1-rangu R, ,-modulus. Az
(Op)* = (OFp)¥*

leképezés képe valamilyen m p-hatvanyra izomorf mR, -vel. De . lemma (i7) része és
(Op)¥E & ((OFp)XF)P miatt m = 1, azaz a bedgyazas sziirjektiv. O

8.9. Tétel (Coates, Wiles). Ha L(¢,1) # 0, akkor E(K) véges.

Bizonyitds. A Csebotarev stirtiségi tétel miatt talalhatd végtelen sok prim, amik tel-
jesen felbomlanak K-ban és Trg,i(p) # 1. Valasszunk egy olyat, ami nem osztja
2:3-5-7-f-L(v, 1)-et. A. kovetkezményt akarjuk hasznalni. Egyrészt tétel szerint
AxE = 0, amib6l kévetkezik, hogy Hom(A, E[p])® = 0. Masrészt §; egy A-ekvivarians
leképezés, tehat 0,((Opp)¥?) = Elp]. A tétel szerint (Op)** = (Opp)#, azaz
61((Op)xE) = Elp], specidlisan 61(Of) # 0. Tehat Sy (E) = 0, vagyis a al-
litas miatt E(K)/pE(K) = 0. A [2.44] Mordell-Weil tételbsl kivetkezik, hogy E(K)
véges. O
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