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Köszönetnyilvánítás

Szeretnék köszönetet mondani témavezetőmnek, Némethi Andrásnak a szakdolgozat megírá-
sához nyújtott segítségéért. Továbbá köszönöm családomnak a kitartó támogatást.
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Előszó

A dolgozat célja, hogy bevezetést adjon az algebrai topológia két alapvető eszközébe: a fun-
damentális csoportba és a homológiába. Ezek az invariánsok azt mutatják meg, hogyan lehet
topológiai kérdéseket algebrai nyelvre lefordítani, és így olyan tereket is megkülönböztetni egy-
mástól, amelyek első ránézésre hasonlónak tűnnek.

A dolgozat első része a szükséges ponttopológiai és homotópiaelméleti alapokat tekinti át.
Ezután a fundamentális csoport definíciója következik, majd a kör fundamentális csoportjának
kiszámítása, vagyis a π1(S

1) ∼= Z klasszikus eredmény. Ennek alkalmazásaként szerepel többek
között az algebra alaptétele, a kétdimenziós Brouwer-féle fixponttétel és a Borsuk–Ulam-tétel.
Ezt követően a fedőterek elméletét tárgyalom, különös tekintettel a felemelési tulajdonságokra,
az univerzális fedőtérre, valamint a fedőterek és a fundamentális csoport részcsoportjai közötti
kapcsolatra.

A második nagyobb egység a homológia bevezetése. Először a szimpliciális és a szinguláris
homológia alapfogalmai jelennek meg, majd ezek kapcsolata, a relatív homológia, a hosszú egzakt
sor és a kivágási tétel. A dolgozat végén a celluláris homológia és a fokszám kerül előtérbe.
Ezek segítségével olyan klasszikus alkalmazások is tárgyalhatók, mint a sün-tétel, a projektív
terek homológiája, a dimenzió invarianciája és a Brouwer-féle fixponttétel magasabb dimenziós
változata.

A tárgyalás elsősorban Hatcher Algebraic Topology című könyvét követi. A célom nem az volt,
hogy teljesen önálló felépítést adjak, hanem hogy a könyv alapgondolatait egy rövidebb, áttekint-
hetőbb formában dolgozzam fel, külön hangsúlyt adva a konkrét példáknak és számolásoknak.
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1. TOPOLÓGIAI BEVEZETŐ

A fundamentális csoportok tárgyalását egy topológiai és algebrai topológiai bevezetővel kez-
dem, melyben áttekintem azokat a legalapvetőbb fogalmakat, amelyek az algebrai topológia, azon
belül pedig a fundamentális csoportok megértéséhez minimálisan szükségesek.

Definíció 1.1. Egy topológiai teret egy X halmaz és az X részhalmazaiból álló Ω halmazrend-
szer alkot. Az Ω halmazrendszer elemeit nyílt halmazoknak nevezzük, és az Ω-ra a következő
feltételeket támasztjuk:

(1) Bármely Ω-beli halmazok uniója eleme Ω-nak.
(2) Bármely véges sok Ω-beli halmaz metszete eleme Ω-nak.
(3) Az üres halmaz és az X alaphalmaz is eleme Ω-nak.

Definíció 1.2. Egy A ⊂ X halmaz zárt, ha X \A nyílt.

Definíció 1.3. Legyen A ⊂ X. Ekkor minden x ∈ X pontra pontosan az alábbi három lehetőség
egyike teljesül:

(1) Van olyan O nyílt halmaz X-ben, hogy x ∈ O és O ⊂ A.
(2) Van olyan O nyílt halmaz X-ben, hogy x ∈ O és O ⊂ X \A.
(3) Minden x-et tartalmazó O nyílt halmazra O ∩A ̸= ∅ és O ∩ (X \A) ̸= ∅.

Az 1) kritériumnak eleget tevő pontok az A belsejét alkotják (intA), a 2) kritériumnak eleget
tevők a külsejét (extA), a 3) kritériumnak eleget tevők pedig a határát (∂A).

Definíció 1.4. Egy f : X → Y függvény folytonos, ha minden Y -beli nyílt O halmaz f−1(O)

ősképe nyílt X-ben. Ezzel ekvivalens, hogy minden zárt halmaz ősképe zárt.

Definíció 1.5. Egy f : X → Y függvény homeomorfizmus, ha bijektív, folytonos, és az inverze
is folytonos.

Definíció 1.6. Egy X tér összefüggő, ha nem bontható fel két diszjunkt, nemüres nyílt halmaz
uniójára. Ezzel ekvivalens, hogy nem bontható fel két diszjunkt, nemüres zárt halmaz uniójára.
Harmadik ekvivalens definíció: az egyszerre nyílt és zárt halmazok X-ben csak az üres halmaz
és maga az X.

Állítás 1.7. Egy [a, b] zárt intervallum összefüggő.

Definíció 1.8. Egy X tér útösszefüggő, ha bármely a, b ∈ X pontpárhoz létezik X-beli a-ból
b-be menő út, azaz olyan folytonos f : [0, 1]→ X függvény, amelyre f(0) = a és f(1) = b.

Lemma 1.9. Ha egy tér útösszefüggő, akkor összefüggő.

Definíció 1.10. Egy X tér kompakt, ha bármely {Oα}α∈I nyílt halmazokból álló családjából,
amelyre

⋃
α∈I Oα = X, kiválasztható véges sok, amelyek uniója szintén X.

Állítás 1.11. Egy [a, b] zárt intervallum kompakt.

Tétel 1.12. Egy X ⊂ Rn részhalmaz pontosan akkor kompakt, ha korlátos és zárt.

Állítás 1.13. Legyen adott egy X tér, egy Y halmaz és egy f : X → Y függvény. Ekkor azon
U ⊂ Y részhalmazok, amelyekre f−1(U) nyílt X-ben, topológiát alkotnak Y -on.

Definíció 1.14. Amennyiben az f : X → Y függvény szürjektív, az előbbi állításban megha-
tározott Y -beli topológiát faktortopológiának nevezzük, f -et kvóciensfüggvénynek, Y -t pedig az
X faktorterének.
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2. ALGEBRAI TOPOLÓGIAI BEVEZETŐ

Definíció 2.1. Legyenek X és Y topológiai terek. Egy {ft : X → Y }t∈I függvénycsalád ho-
motópia, ha az F : X × I → Y , F (x, t) = ft(x) függvény folytonos. Az f0 és f1 függvények
homotópok, ha van őket összekötő ft homotópia. Jelölése: f0 ≃ f1.

Definíció 2.2. Egy X tér A ⊂ X altérre való deformációs retrakciója egy olyan ft : X → X

homotópia, amelyre f0 = id, f1 = r egy retrakció (azaz r(X) = A és r|A = idA), továbbá
ft|A = idA minden t-re.

Definíció 2.3. Egy f : X → Y leképezést homotópia-ekvivalenciának nevezünk, ha létezik olyan
g : Y → X leképezés, amelyre f ◦ g ≃ idY és g ◦ f ≃ idX .

2.1. Cellakomplexusok. Az alábbi eljárás cellakomplexusok előállítására szolgál:
(1) Kezdjük egy X0 diszkrét halmazzal, amelynek pontjai a 0-cellák.
(2) Induktívan úgy formáljuk meg az Xn vázat az Xn−1 vázból, hogy az enα cellákat hozzá-

ragasztjuk az (n− 1)-vázhoz ϕα : Sn−1 → Xn−1 ragasztófüggvények segítségével. Ez azt
jelenti, hogy az Xn váz az

Xn−1 ⊔
⊔
α

Dn
α

halmaznak az a faktortere, amelyben minden x ∈ ∂Dn
α pontot azonosítunk ϕα(x) ∈ Xn−1-

gyel. Tehát halmazként Xn = Xn−1 ⊔
⊔

α e
n
α, ahol minden enα egy nyílt n-dimenziós

körlap.
(3) Ezt az induktív eljárást véges sok lépés után abbahagyhatjuk, és ekkor X = Xn, vagy

pedig folytathatjuk a végtelenségig: X =
⋃

nX
n.

Minden enα cellához tartozik egy Φα : Dn
α → X karakterisztikus leképezés, amely a ϕα ra-

gasztófüggvény kiterjesztése, és a Dn
α belsejét homeomorf módon képezi enα-ra. Konkrétan: Φα

a
Dn

α ↪→ Xn−1 ⊔
⊔
α

Dn
α ↠ Xn ↪→ X

kompozíció, ahol a középső nyíl az Xn-et definiáló faktorleképezés.

Definíció 2.4. Egy X cellakomplexus részkomplexusa egy olyan zárt A ⊂ X altér, amely X-beli
cellák uniója.

Ezen bevezető után rátérek a szakdolgozatom központi elemére, a fundamentális csoportokra.

3. A FUNDAMENTÁLIS CSOPORT

3.1. Bevezető. Az algebrai topológia tárgyát kissé elnagyoltan úgy lehet leírni, mint olyan tech-
nikai módszerek tanát, amelyekkel a topológiai terekről algebrai képet alkotunk. A legtöbbször
ezek az algebrai képek csoportok, de gyűrűk, modulusok és algebrák is előfordulnak. Azok a me-
chanizmusok, amelyekkel ezeket a képeket megalkotjuk – az algebrai topológia „világítótornyai”
– formálisan funktor néven ismertek, és azzal a különleges tulajdonsággal bírnak, hogy nem csak
terekről formálnak képet, hanem leképezésekről is.

Azaz: a terek közötti folytonos leképezéseket az algebrai képeik közötti homomorfizmusokra
vetítjük le, és így a topológiai kapcsolatokban álló terek algebrai megfelelői közt is kapcsolatot te-
remtünk. A megfelelő világítótornyok kiválasztásával olyan részletes lenyomatokat készíthetünk,
amelyek segítségével legalább az érdekes tereket rekonstruálni tudjuk. Ez az algebrai topológia
egyik alapvető célkitűzése, amelyet meglepően jól elér. A szükséges funktorok általában meglehe-
tősen bonyolultak; a dolgozatban az egyik legegyszerűbbet, a fundamentális csoportot mutatom
be.
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Ez a funktor a topologikus térben lévő hurkokból – azonos kezdő- és végpontú utakból – alkot
algebrai képet.

3.2. Alapkonstrukciók. Az első részt alapvető definíciókkal és konstrukciókkal kezdjük, majd
egy fontos eredménnyel – a kör fundamentális csoportjának kiszámításával – folytatjuk.

Egy X-beli úton egy f : I → X folytonos függvényt értünk, ahol I = [0, 1] az egységinter-
vallum. Egy út folytonos deformációját a végpontok rögzítése mellett a következő definíció írja
le.

Definíció 3.1. X-beli utak homotópiája olyan {ft : I → X}0≤t≤1 függvénycsalád, amelyre

(1) ft(0) = x0 és ft(1) = x1 a t paramétertől függetlenek;
(2) az F : I × I → X, F (t, s) = ft(s) függvény folytonos.

Ha f0 és f1 között van ilyen ft homotópia, akkor homotópnak nevezzük őket, jelölés: f0 ≃ f1.

Példa 3.2. Bármely két, Rn-beli azonos kezdő- és végpontú út homotóp az

ft(s) = (1− t)f0(s) + tf1(s)

homotópia által. Továbbá bármely konvex X ⊂ Rn részhalmazban futó, azonos kezdő- és vég-
pontú két út is homotóp, hiszen ft(s) ∈ X minden t, s-re, mivel X konvex.

Állítás 3.3. A rögzített végpontú utak homotópiája bármely térben ekvivalenciarelációt határoz
meg. Egy f út homotópiaosztályát a továbbiakban [f ] jelöli.

Bizonyítás. A reflexivitás világos, hiszen megfelel a konstans ft(s) = f(s) homotópia. A szim-
metria szintén világos: ha f0 ≃ f1 az ft homotópia által, akkor f1 ≃ f0 az f1−t inverz homotópia
által. A tranzitivitást hasonlóan egyszerű megmutatni, de erre nem térünk ki. □

3.3. Utak szorzata. Legyen adott két f, g : I → X út úgy, hogy f(1) = g(0). Az utak szorzatát
az alábbi képlet definiálja:

(f · g)(s) =

{
f(2s), 0 ≤ s ≤ 1

2 ,

g(2s− 1), 1
2 ≤ s ≤ 1.

A szorzatút először az f , majd a g által meghatározott úton halad végig.
A fenti szorzatművelet szorzatműveletet definiál a homotópiaosztályokon is: ha f0 ≃ f1 és

g0 ≃ g1 az ft és gt homotópiák által, és f0(1) = g0(0), akkor ft · gt szintén definiált, és f0 · g0 ≃
f1 · g1.

A továbbiakban olyan f : I → X utakra fókuszálunk, amelyeknek azonos a kezdő- és végpont-
ja, azaz f(0) = f(1) = x0 ∈ X. Az ilyen utakat hurkoknak, az x0 pontot bázispontnak nevezzük.
Az x0 bázisú hurkok [f ] homotópiaosztályainak halmazát π1(X,x0)-lal jelöljük.

Tétel 3.4. A π1(X,x0) halmaz csoportot alkot a [f ] · [g] = [f ·g] szorzásra nézve. Ezt a csoportot
az X tér x0 bázispontú fundamentális csoportjának nevezzük.

Bizonyítás. Azáltal, hogy csak azonos x0 kezdő- és végpontú utakat vizsgálunk, garantáljuk,
hogy f · g szorzat minden esetben értelmes. Láttuk, hogy f · g homotópiaosztálya csak f és g

homotópiaosztályától függ, tehát [f ] · [g] = [f · g] jól definiált. Csak a csoporttulajdonságokat
kell ellenőrizni.

Az f függvény újraparaméterezésének az f ◦ϕ kompozíciót nevezzük, ahol ϕ : I → I egy tetsző-
leges folytonos függvény, amelyre ϕ(0) = 0 és ϕ(1) = 1. Az újraparaméterezés homotópiaosztály-
tartó művelet, f ◦ ϕ ≃ f , amit az f ◦ ϕt homotópia igazol a ϕt(s) = (1− t)ϕ(s) + ts választással
(ϕ0 = ϕ, ϕ1 = id).
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Ha adottak az f, g, h utak és f(1) = g(0), g(1) = h(0), akkor az (f ·g) ·h és f · (g ·h) szorzatok
is definiáltak, és f · (g · h) az (f · g) · h útnak egy újraparaméterezése egy szakaszonként lineáris
ϕ függvénnyel. x0 bázisú hurkok esetén ez pontosan azt jelenti, hogy a π1(X,x0)-beli szorzás
asszociatív.

Hasonlóan látható be, hogy az x0-ban konstans út homotópiaosztálya kétoldali egységelem, és
hogy minden f út homotópiaosztályának az f̄(s) = f(1−s) (megfordított) út homotópiaosztálya
a kétoldali inverze. □

Példa 3.5. Bármely Rn-beli X konvex halmaz fundamentális csoportja a triviális csoport, hiszen
bármely két x0 bázisú f0, f1 hurok homotóp az ft(s) = (1− t)f0(s) + tf1(s) homotópia által.

Természetes módon adódik a kérdés: hogyan függ π1(X,x0) az x0 bázispont megválasztásától?
Mivel π1(X,x0)-ban csak olyan elemek vannak, amelyek x0-lal egy útkomponensben találhatók,
csak úgy érdemes π1(X,x0) és π1(X,x1) kapcsolatát vizsgálni, ha feltesszük, hogy x0 és x1 egy
útkomponensben van.

Legyen h egy x0-t és x1-et összekötő út. Definiáljuk a βh : π1(X,x1)→ π1(X,x0) függvényt a

βh([f ]) = [h · f · h̄]

képlettel. Ez jól definiált, hiszen ha ft egy x1 bázisú hurokhomotópia, akkor h · ft · h̄ egy x0
bázisú hurokhomotópia.

Állítás 3.6. A βh : π1(X,x1)→ π1(X,x0) leképezés izomorfizmus.

Bizonyítás. βh homomorfizmus:

βh([f ][g]) = [h · f · g · h̄] = [h · f · h̄ · h · g · h̄] = βh([f ]) · βh([g]).

Továbbá βh inverze βh̄, hiszen βhβh̄[f ] = [h · h̄ · f · h · h̄] = [f ], és hasonlóan βh̄βh[f ] = [f ]. □

Ha X útösszefüggő, akkor π1(X,x0) izomorfia erejéig független a bázispont választásától, ezért
gyakran egyszerűen π1(X)-szel jelöljük.

Egy X teret egyszeresen összefüggőnek nevezünk, ha útösszefüggő, és a fundamentális csoport-
ja triviális.

Állítás 3.7. Egy X tér pontosan akkor egyszeresen összefüggő, ha bármely két pontjához egyér-
telmű homotópiaosztályú, őket összekötő út tartozik.

Bizonyítás. Az útösszefüggőség azt jelenti, hogy létezik bármely két pontot összekötő út, tehát
csak az egyértelműséget kell belátnunk. Tegyük fel, hogy π1(X) = 0, és legyen f, g két x0-ból
x1-be vezető út. Ekkor

f ≃ f · ḡ · g ≃ g,

mivel f · ḡ és ḡ · g is nullhomotóp π1(X) = 0 miatt.
Fordítva: ha x0-ból önmagába csak egy homotópiaosztályú út vezet, akkor minden x0 bázisú

hurok a konstans hurokkal homotóp, tehát π1(X) = 0. □

4. A KÖR FUNDAMENTÁLIS CSOPORTJA

Tétel 4.1. π1(S
1) ∼= Z. A csoport generátora az (1, 0) bázispontú

ω(s) = (cos 2πs, sin 2πs)

hurok homotópiaosztálya.
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Bizonyítás. Vegyük észre, hogy n · [ω] = [ωn], ahol ωn(s) = (cos 2πns, sin 2πns) minden n ∈ Z-
re. Tehát az állítás azzal ekvivalens, hogy minden S1-beli, (1, 0) bázisú hurok homotóp egy
egyértelmű ωn-nel.

Definíció 4.2. Legyen adott egy X tér. X egy fedőterét egy X̃ tér és egy p : X̃ → X leképezés
alkotja úgy, hogy minden x ∈ X-nek létezik olyan U nyílt környezete, hogy p−1(U) olyan nyílt
halmazok diszjunkt uniója, amelyek mindegyikét p homeomorf módon képzi U -ra. Egy ilyen U -t
egyenletesen fedettnek nevezünk.

Jelen tételünkben S1 fedőtere R, a fedőleképezés pedig p(s) = (cos 2πs, sin 2πs).
Figyeljük meg, hogy ωn = p ◦ ω̃n, ahol ω̃n : I → R, ω̃n(s) = ns. Az alábbi két állítást

bizonyítás nélkül használjuk föl:

Állítás 4.3. (1) Minden f : I → X, x0 ∈ X-ben kezdődő útnak és minden x̃0 ∈ p−1(x0)

ősképnek van egyértelmű, x̃0-ban kezdődő f̃ : I → X̃ felemeltje.
(2) Minden ft : I → X homotópiának, amelynél ft(0) = x0, és minden x̃0 ∈ p−1(x0) ősképnek

van egyértelmű, x̃0-ban kezdődő f̃t : I → X̃ felemelt homotópiája.

Ezek birtokában már láthatjuk a bizonyítást. Legyen f : I → S1 egy x0 = (1, 0) bázisú hurok,
amely π1(S

1, x0) egy elemét reprezentálja. Az 1) pont alapján f -nek van egy 0-ban kezdődő
f̃ felemeltje. Ez a f̃ út valamilyen egész számban végződik, hiszen p(f̃(1)) = f(1) = x0 és
p−1(x0) = Z ⊂ R.

R-ben egy másik 0-ból n-be vezető út ω̃n, és f̃ ≃ ω̃n a (1− t)f̃ + tω̃n lineáris homotópia által.
Ezt p-vel komponálva homotópiát kapunk f -ből ωn-be, tehát [f ] = [ωn].

Az n-et [f ] egyértelműen meghatározza: tegyük fel, hogy ωm ≃ ωn, és legyen ft egy homotópia
ωm = f0-ból ωn = f1-be. A 2) pont alapján ennek van 0-ban kezdődő f̃t felemelt homotópiája.
Az 1) pont egyértelműségéből f̃0 = ω̃m és f̃1 = ω̃n. Mivel f̃t homotópia, a f̃t(1) végpont nem
függ t-től: t = 0-nál ez m, t = 1-nél pedig n, tehát m = n. □

A fenti két állítás a következő általánosabb tételen alapul:

Állítás 4.4. Legyen p : X̃ → X fedőtér, F : Y × I → X egy leképezés és F̃0 : Y × {0} → X̃

az F |Y×{0} egy felemeltje. Ekkor létezik egyértelmű F̃ : Y × I → X̃ felemeltje F -nek, amelynek
Y × {0}-ra vett leszűkítése megegyezik F̃0-val.

Tétel 4.5 (Az algebra alaptétele). Bármely nemkonstans komplex együtthatós polinomnak van
komplex gyöke.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy a polinom p(z) = zn + a1z
n−1 + · · · + an alakú. Ha p-nek nincs

komplex gyöke, akkor minden r ≥ 0 valós számra a

fr(s) =
p(re2πis)/p(r)

|p(re2πis)/p(r)|
képlet egy (1, 0) bázisú hurkot definiál az S1 egységkörön. Az r függvényében fr homotóp
hurkokat határoz meg. Mivel f0 a triviális hurok, ebből [fr] = 0 ∈ π1(S

1) minden r-re.
Vegyünk egy olyan r-t, amelyre r > 1 és r > |a1|+ · · ·+ |an|. Ekkor |z| = r esetén:

|zn| = r · rn−1 > (|a1|+ · · ·+ |an|) · rn−1 ≥ |a1zn−1 + · · ·+ an|.

A |zn| > |a1zn−1+ · · ·+an| egyenlőtlenségből következik, hogy a pt(z) = zn+t(a1z
n−1+ · · ·+an)

polinomnak nincs gyöke |z| = r-en, ha 0 ≤ t ≤ 1.
p-t pt-re cserélve a fenti fr-re vonatkozó formulában, és a t paramétert 1-ből 0-ba futtatva,

homotópiát kapunk az fr hurokból a ωn(s) = e2πins hurokba. Az előző tétel alapján ωn a π1(S
1)
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generátorának n-szeresét reprezentálja. Mivel [ωn] = [fr] = 0, arra jutunk, hogy n = 0. Tehát a
komplex polinomok közül csak a konstansaknak nincs gyökük. □

Tétel 4.6 (Brouwer fixponttétele dimenzió 2-ben). Minden folytonos h : D2 → D2 függvénynek
van fixpontja, azaz létezik olyan x ∈ D2, amelyre h(x) = x.

Bizonyítás. Indirekt módon tegyük fel, hogy h(x) ̸= x minden x ∈ D2-re. Ekkor definiálhatunk
egy r : D2 → S1 függvényt úgy, hogy r(x) az a pont, ahol a h(x)-ből induló, x-en áthaladó
irányított szakasz elhagyja D2-t. Az r folytonossága evidens, és r(x) = x ha x ∈ S1. Ez azt
jelenti, hogy r az S1 retrakciója D2-re. Megmutatjuk, hogy ilyen retrakció nem létezhet.

Legyen f0 tetszőleges S1-beli hurok. A D2 diszkben létezik egy konstans hurokkal való ft
homotópiája, mert a diszk konvex. Mivel r az identitás S1-en, r ◦ ft egy S1-beli homotópiát ad
r ◦ f0 = f0-ból az x0 bázisú konstans hurokba. De ez ellentmond annak, hogy π1(S

1) ̸= 0. □

Tétel 4.7 (Borsuk–Ulam). Minden folytonos f : S2 → R2 függvényre van két olyan x,−x ∈ S2

pont, hogy f(x) = f(−x).

Tétel 4.8. Ha X és Y útösszefüggő terek, akkor π1(X × Y ) ∼= π1(X)× π1(Y ).

Bizonyítás. A szorzattopológia egyik alaptulajdonsága, hogy egy f : Z → X × Y függvény
pontosan akkor folytonos, ha a g : Z → X és h : Z → Y komponensfüggvényei (ahol f(z) =

(g(z), h(z))) folytonosak.
Így egy (x0, y0) bázisú, X × Y -beli f hurok ekvivalens egy x0 bázisú X-beli g és egy y0

bázisú Y -beli h hurokkal. Hasonlóan egy ft hurokhomotópia X × Y -ban ekvivalens egy gt, ht
hurokhomotópia-párral. Ebből adódik a bijekció

π1(X × Y, (x0, y0)) ∼= π1(X,x0)× π1(Y, y0), [f ] 7→ ([g], [h]),

amely közvetlenül csoporthomomorfizmus, tehát izomorfizmus. □

4.1. Indukált homomorfizmusok. Tegyük fel, hogy ϕ : X → Y olyan függvény, amely az
x0 ∈ X bázispontot az y0 ∈ Y bázispontba viszi; ezt röviden ϕ : (X,x0) → (Y, y0)-val jelöljük.
Ekkor ϕ indukál egy ϕ∗ : π1(X,x0)→ π1(Y, y0) homomorfizmust: legyen ϕ∗[f ] = [ϕ ◦ f ].

Ez jól definiált, hiszen egy x0 bázisú ft hurokhomotópia egy y0 bázisú ϕ ◦ ft hurokhomotópiát
ad, tehát ϕ∗[f0] = [ϕ ◦ f0] = [ϕ ◦ f1] = ϕ∗[f1]. Továbbá ϕ∗ homomorfizmus, hiszen ϕ ◦ (f · g) =
(ϕ ◦ f) · (ϕ ◦ g): mindkét függvény értéke ϕ(f(2s)) ha 0 ≤ s ≤ 1

2 , és ϕ(g(2s− 1)) ha 1
2 ≤ s ≤ 1.

Az indukált homomorfizmus két alaptulajdonsága:

(1) (f ◦ g)∗ = f∗ ◦ g∗ kompozícióra;
(2) id∗ = id.

Az első abból következik, hogy a függvénykompozíció asszociatív, a második nyilvánvaló. Ezek
a tulajdonságok teszik a fundamentális csoportot funktorrá.

Ebből könnyen adódik, hogy ha f homeomorfizmus g inverzzel, akkor f∗ izomorfizmus, amely-
nek g∗ az inverze.

Lemma 4.9. Legyen X útösszefüggő tér, amely nyílt, útösszefüggő Aα halmazok uniója, és tegyük
fel, hogy x0 ∈ Aα minden α-ra, valamint minden Aα∩Aβ útösszefüggő. Ekkor minden x0 bázisú,
X-beli hurok homotóp olyan hurkok szorzatával, amelyek mindegyike valamelyik Aα-ban van.

Bizonyítás. Legyen f : I → X egy x0 bázisú hurok. Először megmutatjuk, hogy létezik olyan
0 = s0 < s1 < · · · < sm = 1 partíciója I-nek, amelyre f minden [si−1, si] részintervallumot
egyetlen Aα-ba képez. Mivel f folytonos, minden s ∈ I-nek van olyan Vs nyílt környezete I-ben,
amelyet f valamelyik Aα-ba képez. A Vs-eket választhatjuk úgy is, hogy intervallumok legyenek,
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és lezárásuk képe is egyetlen Aα-ba essen. Az I kompakt, ezért ezekből véges sok lefedi I-t. E
véges sok intervallum végpontjai, kiegészítve a 0 és 1 pontokkal, adják a kívánt partíciót.

Jelölje Ai azt az Aα-t, amely tartalmazza f([si−1, si])-t, és legyen fi az f út [si−1, si]-re vett
megszorítása. Ekkor f az f1 · · · fm utak kompozíciója, ahol fi az Ai-beli út.

Mivel Ai ∩ Ai+1 útösszefüggő, választhatunk egy gi utat Ai ∩ Ai+1-ben x0-ból az f(si) ∈
Ai ∩Ai+1 pontba. Tekintsük a következő hurkot:

(f1 · ḡ1) · (g1 · f2 · ḡ2) · (g2 · f3 · ḡ3) · · · (gm−1 · fm).

Ez homotóp f -fel, hiszen a közbeiktatott ḡi · gi párok homotóposak konstans úttal. A kapott
hurok hurkok szorzata, és minden zárójelben álló tényező egyetlen Ai-ben van.

□

Állítás 4.10. π1(S
n) = 0, ha n ≥ 2.

Bizonyítás. Fejezzük ki Sn-t két olyan A1, A2 nyílt halmaz uniójaként, amelyek külön-külön
homeomorfak Rn-nel, úgy, hogy A1 ∩A2 homeomorf legyen Sn−1 ×R-rel. (Például legyen A1 =

Sn \ {északi pólus} és A2 = Sn \ {déli pólus}.) Válasszunk A1 ∩ A2-ben x0 bázispontot. Ha
n ≥ 2, akkor A1 ∩A2 útösszefüggő.

Az előző lemmából következik, hogy minden x0 bázisú Sn-beli hurok homotóp egy A1-beli
és egy A2-beli hurok szorzatával. Mivel π1(A1) = π1(A2) = 0 (hiszen Ai

∼= Rn egyszeresen
összefüggő), minden Sn-beli hurok nullhomotóp. □

Állítás 4.11. R2 nem homeomorf Rn-nel, ha n ̸= 2.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy f : R2 → Rn homeomorfizmus. Az n = 1 eset könnyen látható,
hiszen R2 \ {0} útösszefüggő, miközben R \ {f(0)} nem.

Az n > 2 esetben az útkomponensek száma már nem különbözteti meg a R2 \ {0} és Rn \ {0}
tereket, viszont a fundamentális csoportjuk igen. Tetszőleges x ∈ Rn-re Rn \ {x} homeomorf
Sn−1 × R-rel, tehát Tétel 4.8 alapján π1(Rn \ {0}) ∼= π1(S

n−1) × π1(R) ∼= π1(S
n−1). Mivel

π1(S
n−1) ∼= Z ha n = 2, és triviális ha n > 2, az állítás igazolt. □

Állítás 4.12. Ha egy X térnek van egy A altérre való retrakciója, akkor az i : A ↪→ X termé-
szetes injekció által indukált i∗ : π1(A, x0) → π1(X,x0) homomorfizmus injektív. Ha A az X

deformációs retraktuma, akkor i∗ izomorfizmus.

Bizonyítás. Ha r : X → A retrakció, akkor r ◦ i = idA, amiből r∗ ◦ i∗ = id, tehát i∗ injektív.
Ha rt : X → X deformációs retrakció, azaz r0 = id, rt|A = idA és r1(X) ⊂ A, akkor bármely
x0 bázisú f : I → X hurokra az rt ◦ f homotópiát ad f -ből egy A-beli hurokba, tehát i∗
szürjektív. □

Így másik bizonyítást adhatunk arra, hogy S1 nem retraktuma D2-nek: az indukált π1(S1)→
π1(D

2) homomorfizmus Z-ből 0-ba megy, tehát nem lehet injektív.
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Definíció 4.13. Egy ϕt : (X,x0) → (Y, y0) homotópiát bázispontmegtartónak nevezünk, ha
ϕt(x0) = y0 minden t-re. Ebben az esetben (ϕ0)∗ = (ϕ1)∗, hiszen (ϕ0)∗[f ] = [ϕ0 ◦ f ] = [ϕ1 ◦ f ] =
(ϕ1)∗[f ].

Lemma 4.14. Ha ϕt : X → Y homotópia és h(t) = ϕt(x0) az x0 pont képeiből álló út, akkor az
alábbi diagram kommutál, azaz (ϕ0)∗ = βh ◦ (ϕ1)∗:

π1(X,x0)

π1(Y, ϕ0(x0)) π1(Y, ϕ1(x0))

(ϕ0)∗ (ϕ1)∗

βh

Tétel 4.15. Ha ϕ : X → Y homotópiaekvivalencia, akkor a ϕ∗ : π1(X,x0) → π1(Y, ϕ(x0))

indukált homomorfizmus minden x0 ∈ X-re izomorfizmus.

Bizonyítás. Legyen ω : Y → X a ϕ homotópia inverze, tehát ω ◦ ϕ ≃ idX és ϕ ◦ ω ≃ idY .
Tekintsük a

π1(X,x0)
ϕ∗−→ π1(Y, ϕ(x0))

ω∗−→ π1(X,ωϕ(x0))
ϕ∗−→ π1(Y, ϕωϕ(x0))

leképezéseket. Az első két leképezés kompozíciója izomorfizmus, hiszen ω ◦ ϕ ≃ id miatt Lem-
ma 4.14 alapján ω∗ ◦ ϕ∗ = βh valamilyen h útra. Mivel ω∗ ◦ ϕ∗ izomorfizmus, ϕ∗ injektív.
Ugyanezzel az érveléssel ω∗ is injektív. Ha tehát a három leképezés közül az első kettő injekció
és a kompozíciójuk izomorfizmus, akkor az első ϕ∗-nek is bijekciónak kell lennie. □

5. FEDŐTEREK, FELEMELTEK TULAJDONSÁGAI

Most rátérünk a fundamentális csoportok második jelentős témájára, a fedőterekre. Érdekes,
hogy fedőtereket arra is lehet használni, hogy más terek fundamentális csoportját meghatározzuk.
A fedőterek és a fundamentális csoportok közötti összefüggés azonban ennél mélyebben gyökere-
zik, és lényegében használható ugyanazon dolog két különböző szemszögből való megtekintésére:
a fundamentális csoport algebrai aspektusait le lehet fordítani a fedőterek geometriai nyelvére.
Ezt az alábbi rész kimagasló eredménye szemlélteti, amely pontos megfeleltetést ad egy adott X
tér fedőterei és a π1(X) részcsoportjai között – kísértetiesen emlékeztetve a Galois-elméletre.

Korábban már definiáltuk a fedőtér fogalmát. Legyen most f : Y → X leképezés; ennek
felemeltje egy olyan f̃ : Y → X̃ leképezés, hogy a p fedőleképezéssel való kompozíciója egyenlő
f -fel, azaz p ◦ f̃ = f .

A fedőhomotópia-tulajdonságot (homotópiafelemelési tulajdonságot) már korábban (Prop. 4.3)
is láttuk:

Tétel 5.1. Adott p : X̃ → X fedőtér, ft : Y → X homotópia és f̃0 : Y → X̃ felemeltje f0-nak
esetén létezik egyértelmű f̃t : Y → X̃ felemelt homotópiája ft-nek, amely f̃0-nak kiterjesztése.

Tétel 5.2. A p : (X̃, x̃0) → (X,x0) fedőleképezés által indukált p∗ : π1(X̃, x̃0) → π1(X,x0)

leképezés injektív. A p∗(π1(X̃, x̃0)) kép π1(X,x0)-nak olyan részcsoportja, amelynek elemei pon-
tosan azok az x0 bázisú X-beli hurokhomotópiaosztályok, amelyek X̃-ba vett felemeltjei x̃0 bázisú
hurkok.

Bizonyítás. p∗ magjának eleme egy f̃0 : I → X̃ hurok, amelynek X-beli f0 = p ◦ f̃0 megfelelője
homotóp ft : I → X leképezéseken keresztül a triviális f1 hurokkal. Az előző tétel alapján létezik
f̃0-t konstans hurokra kiterjesztő f̃t felemelt homotópia, tehát [f̃0] = 0, és így p∗ injektív.

A tétel második állításához: az olyan x0 bázisú hurkok, amelyek felemeltje x̃0 bázisú hurok,
nyilván elemei p∗(π1(X̃, x̃0))-nak. Fordítva, a p∗ kép egy elemét reprezentáló hurok homotóp egy
ilyen tulajdonságú hurokkal, tehát az előző tétel alapján neki magának is van ilyen felemeltje. □
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Definíció 5.3. Egy p fedőleképezés esetén a p−1(U) nyílt halmazban lévő, U -ra homeomorf
módon képeződő nyílt halmazokat rétegnek nevezzük, p−1(x0) elemeit pedig fibrumoknak.

Tétel 5.4. Legyen p : (X̃, x̃0) → (X,x0) fedőtér, ahol X és X̃ útösszefüggő. Ekkor a fibrum
számossága megegyezik p∗(π1(X̃, x̃0)) indexével π1(X,x0)-ban.

Bizonyítás. Legyen H = p∗(π1(X̃, x̃0)), és legyen g egy x0 bázisú X-beli hurok, g̃ pedig a x̃0-ban
kezdődő felemeltje X̃-ba. Feltéve, hogy [h] ∈ H, a h · g szorzat egy felemeltje h̃ · g̃, amelynek
végpontja ugyanaz, mint g̃-é (hiszen h̃ hurok).

Így jól definiált az L : H\π1(X,x0)→ p−1(x0) leképezés, L(H[g]) = g̃(1). X̃ útösszefüggősége
miatt L szürjektív: x̃0 bármely p−1(x0)-beli ponttal összeköthető olyan g̃ úttal, amelynek vetülete
egy x0 bázisú g hurok.

Végül: L(H[g1]) = L(H[g2])-ből következik, hogy g1 · ḡ2 felemeltje x̃0 bázisú hurok, tehát
[g1][g2]

−1 ∈ H, vagyis H[g1] = H[g2]. Ez L injektivitása. □

Tétel 5.5 (Felemelési kritérium). Legyen p : (X̃, x̃0) → (X,x0) fedőtér és f : (Y, y0) → (X,x0)

leképezés, ahol Y útösszefüggő és lokálisan útösszefüggő. Ekkor f -nek pontosan akkor létezik
f̃ : (Y, y0)→ (X̃, x̃0) felemeltje, ha

f∗(π1(Y, y0)) ⊂ p∗(π1(X̃, x̃0)).

Bizonyítás. A „csak akkor” irány világos, hiszen ha f̃ felemeltje f -nek, akkor f = p ◦ f̃ , tehát
f∗ = p∗ ◦ f̃∗.

A megfordításhoz legyen y ∈ Y , és legyen γ egy út Y -ban y0-ból y-ba. Az f ◦ γ út X-ben
x0-ból f(y)-ba vezet, ezért van egyértelmű x̃0-ban kezdődő felemeltje, amelyet f̃ ◦ γ-val jelölünk.
Definiáljuk

f̃(y) = f̃ ◦ γ(1).
Meg kell mutatnunk, hogy ez független a γ út választásától. Legyen γ′ egy másik út y0-ból y-ba.
Ekkor

h0 = (f ◦ γ′) · (f ◦ γ)
egy x0 bázisú hurok, és

[h0] ∈ f∗(π1(Y, y0)) ⊂ p∗(π1(X̃, x̃0)).

Ez azt jelenti, hogy h0 homotóp egy olyan h1 hurokkal, amelynek van x̃0 bázisú h̃1 felemeltje. A
homotópiafelemelési tulajdonságot alkalmazva kapjuk a homotópia felemeltjét; mivel h̃1 hurok,
ezért h̃0 is hurok. A felemelt utak egyértelműsége miatt h̃0 első fele f̃ ◦ γ′, második fele pedig
f̃ ◦ γ visszafelé bejárva. Így a közös középpontokra

f̃ ◦ γ′(1) = f̃ ◦ γ(1),

tehát f̃ jól definiált.
Most igazoljuk f̃ folytonosságát. Legyen U ⊂ X az f(y) olyan egyenletesen fedett nyílt

környezete, amelynek f̃(y)-t tartalmazó rétege Ũ ⊂ X̃, és amelyre p|
Ũ
: Ũ → U homeomorfizmus.

Mivel Y lokálisan útösszefüggő, választhatunk y-nak olyan útösszefüggő nyílt V környezetét,
amelyre f(V ) ⊂ U . Ha y′ ∈ V , akkor a y0-ból y′-be vezető utat vehetjük úgy, hogy először a
rögzített γ utat járjuk be y-ig, majd egy V -beli η utat y-ból y′-be. Ekkor az (f ◦ γ) · (f ◦ η) út
felemeltje (f̃ ◦ γ) · f̃ ◦ η, ahol

f̃ ◦ η = (p|
Ũ
)−1 ◦ f ◦ η.

Következésképpen f̃(V ) ⊂ Ũ és
f̃ |V = (p|

Ũ
)−1 ◦ f,

tehát f̃ folytonos y-ban. Mivel y tetszőleges volt, f̃ folytonos. □
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Tétel 5.6. Legyen p : X̃ → X fedőleképezés és f : Y → X leképezés. Ha f két felemeltje,
f̃1, f̃2 : Y → X̃, megegyezik Y egy pontjában, és Y összefüggő, akkor f̃1 = f̃2 az egész Y -on.

Bizonyítás. Legyen y ∈ Y , és legyen U az f(y) egyenletesen fedett nyílt környezete X-ben. Ekkor
p−1(U) diszjunkt rétegek uniójára bomlik, és p mindegyik réteget homeomorf módon képezi U -ra.
Legyen Ũ1 és Ũ2 az a két réteg, amely f̃1(y)-t, illetve f̃2(y)-t tartalmazza.

A f̃1 és f̃2 folytonossága miatt van y-nak olyan N környezete, amelyre f̃1(N) ⊂ Ũ1 és f̃2(N) ⊂
Ũ2. Ha f̃1(y) ̸= f̃2(y), akkor Ũ1 ̸= Ũ2, ezért a két réteg diszjunkt, és így f̃1 ̸= f̃2 az egész N -en.
Ha viszont f̃1(y) = f̃2(y), akkor Ũ1 = Ũ2, és mivel p ◦ f̃1 = p ◦ f̃2, valamint p injektív ezen a
közös rétegen, ezért f̃1 = f̃2 egész N -en.

Ezért azon pontok halmaza, ahol f̃1 és f̃2 megegyezik, egyszerre nyílt és zárt Y -ban. Mivel ez
a halmaz nemüres, és Y összefüggő, az egész Y -jal egyenlő. □

6. UNIVERZÁLIS FEDŐTÉR

A következőkben egy rögzített X tér fedőtereinek osztályozási problémáját vizsgáljuk. Mivel
a dolgozatban végig utakkal foglalkozunk, nem meglepő, hogy olyan X terekre szorítkozunk,
amelyek legalább lokálisan útösszefüggők. Ebben az esetben az útkomponensek megegyeznek
az összefüggő komponensekkel, tehát további megszorítás nélkül szorítkozhatunk (út)összefüggő
terek vizsgálatára. A lokális útösszefüggőséget öröklik a fedőterek, tehát ezek is pontosan akkor
összefüggők, ha útösszefüggők. Az osztályozás fő hajtóereje az X fedőterei és a π1(X) részcso-
portjai közötti Galois-megfeleltetés.

Ez a megfeleltetés azon a hozzárendelésen alapul, amely minden p : (X̃, x̃0) → (X,x0) fedő-
térhez a π1(X,x0) p∗(π1(X̃, x̃0)) részcsoportját rendeli.

Először azt vizsgáljuk meg, hogy ez szürjektív-e, azaz hogy π1(X,x0) minden részcsoportja
előáll-e p∗(π1(X̃, x̃0)) alakban, különös tekintettel a triviális részcsoportra. Mivel p∗ mindig
injektív, ez a kérdés azzal ekvivalens, hogy X-nek van-e egyszeresen összefüggő fedőtere.

Ahhoz, hogy X-nek legyen egyszeresen összefüggő fedőtere, szükséges, hogy minden x ∈ X-
nek legyen olyan U környezete, amelyre az π1(U, x) → π1(X,x) (a beágyazás által indukált)
leképezés triviális. Ebben az esetben X-et szemilokálisan egyszeresen összefüggőnek nevezzük.

A szükségesség belátásához: tegyük fel, hogy p : X̃ → X fedőtér, ahol X̃ egyszeresen össze-
függő. Minden x ∈ X-nek van olyan U környezete, amelynek Ũ ⊂ X̃ felemeltje homeomorf
módon képződik U -ra p által. Minden U -beli hurok felemelhető egy Ũ -beli hurokba, és ez a
felemelt hurok nullhomotóp X̃-ben (hiszen π1(X̃) = 0). A nullhomotópiát p-vel komponálva azt
kapjuk, hogy az eredeti U -beli hurok nullhomotóp X-ben. Lokálisan egyszeresen összefüggő tér
szemilokálisan egyszeresen összefüggő.

Tétel 6.1. Ha X útösszefüggő, lokálisan útösszefüggő és szemilokálisan egyszeresen összefüggő,
akkor létezik X-nek egyszeresen összefüggő fedőtere.

Bizonyítás. A konstrukció motivációjaként tegyük fel, hogy p : (X̃, x̃0) → (X,x0) egyszeresen
összefüggő fedőtér. Ekkor bármely x̃ ∈ X̃-t x̃0-val egyetlen homotópiaosztály köti össze, tehát X̃
pontjaira gondolhatunk úgy, mint x̃0-ban kezdődő úthomotópiaosztályokra. A fedőhomotópia-
tulajdonság alapján ezek a homotópiaosztályok ugyanazok, mint x0-ban kezdődő X-beli útho-
motópiaosztályok, tehát X̃ teljesen X segítségével leírható.

Legyen tehát X útösszefüggő, lokálisan útösszefüggő, szemilokálisan egyszeresen összefüggő,
x0 ∈ X bázispont. Definiáljuk:

X̃ = {[γ] : γ egy x0-ban kezdődő út},
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ahol [γ] a γ kötött homotópiaosztálya. A p : X̃ → X, p([γ]) = γ(1) leképezés jól definiált. Mivel
X útösszefüggő, p szürjektív.

Mielőtt X̃-en topológiát adnánk, vegyünk észre néhány dolgot.

(i) Legyen U az összes olyan U ⊂ X útösszefüggő nyílt halmaz halmaza, amelyre a π1(U)→
π1(X) leképezés triviális. Ha egy U egyik bázispontjára ez teljesül, akkor az U útössze-
függősége miatt bármelyikre. Nyílt útösszefüggő V ⊂ U ∈ U is eleme U-nak, hiszen
π1(V )→ π1(U)→ π1(X) kompozíció triviális. Mivel X lokálisan útösszefüggő és szemi-
lokálisan egyszeresen összefüggő, U bázis az X topológiájára.

Legyen U ∈ U és γ egy út X-ben x0-ból U tetszőleges pontjába. Definiáljuk:

U[γ] = {[γ · µ] : µ egy U -beli út γ(1)-ből indulva}.

U[γ] csak [γ]-tól függ. A p : U[γ] → U leképezés szürjektív (U útösszefüggő), és injektív:
különböző µ választásokkal γ(1)-ből egy rögzített x ∈ U -ba mindig homotóp utakat
kapunk, mert π1(U)→ π1(X) triviális.

(ii) U[γ] = U[γ′], ha [γ′] ∈ U[γ]: ha γ′ = γ · µ, akkor U[γ′] elemei [γ · µ · η] alakúak és így
U[γ]-ban vannak, míg U[γ] elemei [γ · η] = [γ′ · µ̄ · η] alakúak és így U[γ′]-ben.

Ezekkel a {U[γ]} halmazok bázist alkotnak egy topológiára X̃-en. Valóban, két ilyen halmaz
U[γ], V[γ′] metszetében egy [γ′′] ∈ U[γ] ∩ V[γ′] elem esetén (ii) miatt U[γ] = U[γ′′] és V[γ′] = V[γ′′],
tehát ha W ∈ U , W ⊂ U ∩ V és γ′′(1) ∈W , akkor W[γ′′] ⊂ U[γ′′] ∩ V[γ′′] és [γ′′] ∈W[γ′′].

A p : U[γ] → U bijekció homeomorfizmus, hiszen bijekciót létesít a V[γ′] ⊂ U[γ] részhalmazok
és a V ∈ U , V ⊂ U halmazok között. Ebből p : X̃ → X folytonos, és rögzített U ∈ U esetén
fedőtér: a U[γ] halmazok [γ] változtatásával partícionálják p−1(U)-t.

Már csak X̃ egyszeresen összefüggőségét kell megmutatni. Adott [γ] ∈ X̃-re legyen γt az az
X-beli út, amely [0, t]-n megegyezik γ-val, [t, 1]-n pedig γ(t)-ben áll. Ekkor t 7→ [γt] egy X̃-beli
út, amely [cx0 ]-ban kezdődik (a konstans x0 úton) és [γ]-ban végződik. Mivel [γ] tetszőleges volt,
X̃ útösszefüggő.

π1(X̃, [cx0 ]) = 0 bizonyításához elég megmutatni, hogy ennek a csoportnak a p∗ alatti képe
triviális, mivel p∗ injektív. A p∗ kép elemeit olyan x0 bázisú γ hurkok reprezentálják, amelyek
X̃-ba vett felemeltjei [cx0 ] bázisú hurkok. A fent említett t 7→ [γt] felemelt hurok pontosan akkor
hurok, ha [γ1] = [cx0 ], azaz [γ] = [cx0 ]; ez viszont azt jelenti, hogy γ nullhomotóp. Így p∗ képe
triviális. □

Tétel 6.2. Legyen X útösszefüggő, lokálisan útösszefüggő és szemilokálisan egyszeresen össze-
függő. Ekkor minden H ≤ π1(X,x0) részcsoporthoz létezik olyan p : XH → X fedőtér és olyan
x̃0 ∈ XH bázispont, hogy p∗(π1(XH , x̃0)) = H.

Bizonyítás. A korábban konstruált X̃ egyszeresen összefüggő fedőtér [γ], [γ′] elemeire definiáljuk
a következő relációt:

[γ] ∼ [γ′] ⇐⇒ γ(1) = γ′(1) és [γ · γ̄′] ∈ H.

Ez ekvivalenciareláció, mert H részcsoport: reflexivitás (1 ∈ H), szimmetria (H zárt inverzre),
tranzitivitás (H zárt szorzásra).

Legyen XH a X̃ kvóciense e reláció szerint. Figyeljük meg, hogy γ(1) = γ′(1) esetén [γ] ∼ [γ′]

pontosan akkor, ha [γ · η] ∼ [γ′ · η] tetszőleges η-ra. Ez azt jelenti, hogy ha két pont azonosítva
van a U[γ] és U[γ′] bázis-környezetekben, akkor az egész környezetek azonosítva vannak. Így a
[γ] 7→ γ(1) hozzárendelés indukál egy XH → X természetes projekciót, amely fedőtér.
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Ha x̃0 ∈ XH -nak a cx0 konstans görbe ekvivalenciaosztályát választjuk, akkor p∗ : π1(XH , x̃0)→
π1(X,x0) képe pontosan H. Valóban: egy x0 bázisú γ hurok X̃-beli felemeltje [cx0 ]-ban kezdő-
dik és [γ]-ban végződik, tehát XH -ban vett képe pontosan akkor hurok, ha [γ] ∼ [cx0 ], azaz ha
[γ] ∈ H. □

Ezzel megmutattuk, hogy π1(X) minden részcsoportjához van megfelelő fedőtér. Most meg-
vizsgáljuk az egyértelműség kérdését (izomorfia erejéig).

Két fedőtér, p1 : X̃1 → X és p2 : X̃2 → X közötti izomorfizmus egy f : X̃1 → X̃2 homeo-
morfizmus, amelyre p1 = p2 ◦ f . Ez azt jelenti, hogy f minden fibrumot a megfelelő fibrumra
képez, azaz x ∈ X esetén f(p−1

1 (x)) = p−1
2 (x). Az inverz és kompozíció is izomorfizmus, tehát

ekvivalenciarelációt definiáltunk.

Tétel 6.3. Legyen X útösszefüggő és lokálisan útösszefüggő. Két útösszefüggő fedőtér, p1 : X̃1 →
X és p2 : X̃2 → X között pontosan akkor létezik olyan f : X̃1 → X̃2 izomorfizmus, amely a x̃1 ∈
p−1
1 (x0) bázispontot a x̃2 ∈ p−1

2 (x0) bázispontba képzi, ha (p1)∗(π1(X̃1, x̃1)) = (p2)∗(π1(X̃2, x̃2)).

Bizonyítás. Ha van f : (X̃1, x̃1)→ (X̃2, x̃2) izomorfizmus, akkor p1 = p2 ◦ f és p2 = p1 ◦ f−1-ből
következik, hogy (p1)∗(π1(X̃1, x̃1)) = (p2)∗(π1(X̃2, x̃2)).

A másik irányhoz: a felemelési kritérium alapján p1-et felemelhetjük egy p̃1 : (X̃1, x̃1) →
(X̃2, x̃2) leképezéssé úgy, hogy p2 ◦ p̃1 = p1. Szimmetrikusan kapunk p̃2 : (X̃2, x̃2)→ (X̃1, x̃1)-et.
A felemeltek egyértelműsége miatt p̃2 ◦ p̃1 = id és p̃1 ◦ p̃2 = id, tehát p̃1 és p̃2 egymás inverzei. □

Tétel 6.4. Legyen X útösszefüggő, lokálisan útösszefüggő és szemilokálisan egyszeresen össze-
függő. Akkor bijekció van a bázispont-megőrző p : (X̃, x̃0) → (X,x0) útösszefüggő fedőterek
izomorfiaosztályai és π1(X,x0) részcsoportjai között, amelyet úgy kapunk, hogy (X̃, x̃0)-hoz a
p∗(π1(X̃, x̃0)) részcsoportot rendeljük. Ha a bázispontokat figyelmen kívül hagyjuk, akkor ez a
megfeleltetés bijekciót ad az útösszefüggő p : X̃ → X fedőterek izomorfiaosztályai és π1(X,x0)

részcsoportjainak konjugáltosztályai között.

Bizonyítás. Csak az utolsó állítást kell bizonyítani. Megmutatjuk, hogy egy p : (X̃, x̃0)→ (X,x0)

fedőtér esetén a x̃0 bázispont megváltoztatása egy másik p−1(x0)-beli pontra pontosan annak felel
meg, hogy p∗(π1(X̃, x̃0)) helyett egy vele konjugált részcsoportot tekintünk.

Legyen x̃1 ∈ p−1(x0) egy másik bázispont, és γ̃ egy út x̃0-ból x̃1-be. Ekkor γ̃ vetülete egy x0
bázisú γ hurok, amely valamely g ∈ π1(X,x0) elemet reprezentál. Legyen Hi = p∗(π1(X̃, x̃i))

(i = 0, 1). Ekkor g−1H0g ⊂ H1: egy x̃0 bázisú f̃ hurok esetén ¯̃γ · f̃ · γ̃ egy x̃1 bázisú hurok.
Hasonlóan gH1g

−1 ⊂ H0, azaz g−1H0g = H1.
Tehát a bázispont x̃0-ról x̃1-re változtatása a H0 részcsoport g−1H0g-re változtatásának felel

meg. Fordítva, ha H0 helyett egy konjugáltat választunk, akkor egy g-t reprezentáló γ hurkot
felemelünk x̃0-ból induló γ̃ útra, és x̃1 := γ̃(1)-et választunk bázispontnak. □

A felemelési kritérium következménye, hogy egy útösszefüggő, lokálisan útösszefüggő X tér
egyszeresen összefüggő fedőtere lefedi X összes többi útösszefüggő fedőterét is. Ezért nevezzük
az egyszeresen összefüggő fedőteret univerzális fedőtérnek ; mivel izomorfia erejéig egyértelmű,
jogos a határozott névelő.

7. FEDŐTRANSZFORMÁCIÓK ÉS CSOPORTHATÁSOK

Egy p : X̃ → X fedőtér X̃ → X̃ izomorfizmusait fedőtranszformációknak nevezzük. Ezek
G(X̃) csoportot alkotnak a kompozícióra nézve. Például a kör valós számokkal való fedésének
fedőtranszformációi Z-t alkotnak, az n-rétegű S1 → S1, z 7→ zn fedés fedőtranszformációi pedig
a 2π/n egész számú többszöröseivel való forgatások, azaz G(X̃) ∼= Zn.
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A felemelési kritérium alapján útösszefüggő X̃ esetén egy fedőtranszformációt teljesen meg-
határoz, hogy X̃ egyetlen pontját hová küldi; speciálisan, csak az identitás rögzíthet egy pontot.

Egy p : X̃ → X fedőteret normálisnak nevezünk, ha minden x ∈ X-re és x bármely két x̃, x̃′

felemeltjéhez létezik olyan fedőtranszformáció, amely x̃-t x̃′-be viszi. Például a R → S1 fedés
normális. A normalitás karakterizációját az alábbi tétel világítja meg.

Tétel 7.1. Legyen p : (X̃, x̃0)→ (X,x0) útösszefüggő fedőtere az útösszefüggő, lokálisan útössze-
függő X-nek, és legyen H = p∗(π1(X̃, x̃0)) ≤ π1(X,x0).

a) A fedőtér pontosan akkor normális, ha H normálosztó π1(X,x0)-ban.
b) G(X̃) ∼= N(H)/H, ahol N(H) a H normalizátora π1(X,x0)-ban.

Speciálisan G(X̃) ∼= π1(X,x0)/H, ha X̃ normális fedés, és így az univerzális fedés esetében
G(X̃) ∼= π1(X).

Bizonyítás. a) A klasszifikációs tétel bizonyításában láttuk, hogy a x̃0 ∈ p−1(x0) bázispont egy
x̃1 ∈ p−1(x0) pontra való megváltoztatása a H egy [γ] ∈ π1(X,x0) elemmel való konjugálá-
sának felel meg, ahol γ felemeltje x̃0-ból x̃1-be megy. Így [γ] ∈ N(H) pontosan akkor, ha
p∗(π1(X̃, x̃1)) = p∗(π1(X̃, x̃0)), ami a felemelési kritérium alapján ekvivalens egy x̃0-t x̃1-be vivő
fedőtranszformáció létezésével. Tehát a fedőtér pontosan akkor normális, ha N(H) = π1(X,x0),
azaz H normálosztó.

b) Definiáljunk ϕ : N(H) → G(X̃) leképezést: [γ]-hoz rendeljük azt a τ fedőtranszformációt,
amely x̃0-t x̃1 = γ̃(1)-be viszi, ahol γ̃ a γ felemeltje. ϕ homomorfizmus: ha γ′ egy másik hurok,
amely a x̃0-t x̃′1-be vivő τ ′ fedőtranszformációnak felel meg, akkor γ · γ′ felemeltje γ̃ · (τ ◦ γ̃′),
ami út x̃0-ból τ(x̃′1) = τ ◦ τ ′(x̃0)-ba, tehát τ ◦ τ ′ felel meg [γ][γ′]-nek.

ϕ szürjektív: a fedőtranszformáció τ(x̃0)-t egy p−1(x0)-beli ponttal azonosítja, amelyhez –
lévén X̃ útösszefüggő – van megfelelő γ̃ és γ. ϕ magja az, amikor a felemelt γ̃ hurok, azaz
[γ] ∈ p∗(π1(X̃, x̃0)) = H. □

A fedőtranszformációk csoportja egy speciális esete az általános csoporthatásoknak.
Legyen adott egy G csoport és egy Y tér. Azt mondjuk, hogy G hat Y -on, ha adott egy

ρ : G→ Homeo(Y )

homomorfizmus, ahol Homeo(Y ) az Y önmagára vett homeomorfizmusainak csoportja a kompo-
zícióra nézve. Tehát minden g ∈ G-hez tartozik egy ρ(g) : Y → Y homeomorfizmus. Jelölési
egyszerűségből ezt gyakran egyszerűen g : Y → Y alakban írjuk. Az, hogy ρ homomorfizmus,
pontosan azt jelenti, hogy

g1(g2(y)) = (g1g2)(y)

minden g1, g2 ∈ G és y ∈ Y esetén.
Ha ρ injektív, akkor G azonosítható Homeo(Y ) egy részcsoportjával. Ilyenkor a hatást effektív-

nek nevezzük. A gyakorlatban gyakran nem veszítünk sokat azzal, ha ρ-t inklúziónak tekintjük,
mert a hatás topológiai információját a ρ(G) ⊂ Homeo(Y ) részcsoport hordozza.

Számunkra azok a hatások lesznek fontosak, amelyek teljesítik a következő feltételt: minden
y ∈ Y ponthoz létezik olyan U környezet, hogy a különböző g ∈ G elemekhez tartozó g(U)

halmazok diszjunktak. Más szóval

g1(U) ∩ g2(U) ̸= ∅

csak akkor lehetséges, ha g1 = g2.
Ekvivalensen elegendő azt megkövetelni, hogy

U ∩ g(U) ̸= ∅
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csak akkor teljesüljön, ha g az identitás. Valóban,

g1(U) ∩ g2(U) ̸= ∅

pontosan akkor ekvivalens azzal, hogy

U ∩ g−1
1 g2(U) ̸= ∅.

Ezért az előbbi diszjunktsági feltétel visszavezethető arra az esetre, amikor az egyik csoportelem
az identitás.

Könnyen ellenőrizhető, hogy egy normális fedőtér fedőtranszformációinak csoportja ilyen mó-
don hat a fedőtéren. Ha Ũ ⊂ X̃ homeomorf módon vetül egy U ⊂ X nyílt halmazra, és

g1(Ũ) ∩ g2(Ũ) ̸= ∅

valamilyen g1, g2 ∈ G(X̃) esetén, akkor léteznek x̃1, x̃2 ∈ Ũ úgy, hogy

g1(x̃1) = g2(x̃2).

Mivel x̃1 és x̃2 ugyanabban a fibrumban vannak, és Ũ minden fibrumot legfeljebb egy pontban
metsz, következik, hogy x̃1 = x̃2. Ekkor g−1

1 g2 fixál egy pontot, ezért fedőtranszformációként az
identitás, tehát g1 = g2.

Ha G hat Y -on, akkor képezhetjük az Y/G pályateret. Ez az a kvócienstér, amelyben minden
y ∈ Y pontot azonosítunk az összes g(y) ponttal, ahol g ∈ G. Az Y/G pontjai tehát a

Gy = {g(y) : g ∈ G}

pályák. Normális fedőtér esetén az X̃/G(X̃) pályatér maga az X alaptér.

Tétel 7.2. Tegyük fel, hogy G a fenti kritériumot kielégítve hat az Y téren. Ekkor:

a) A p : Y → Y/G, p(y) = Gy kvócienstér-leképezés normális fedőtér.
b) G ennek a fedőtérnek a fedőtranszformáció-csoportja, ha Y útösszefüggő.
c) G ∼= π1(Y/G)/p∗(π1(Y )), ha Y útösszefüggő és lokálisan útösszefüggő.

Bizonyítás. Legyen U ⊂ Y a fenti kritériumot kielégítő halmaz. A p kvóciens-leképezés a
{g(U) : g ∈ G} diszjunkt halmazokat egyesíti egy p(U) halmazba Y/G-ben. A kvócienstopológia
definíciója miatt p|g(U) : g(U)→ p(U) homeomorfizmus minden g-re, tehát p fedőtér.

G minden eleme fedőtranszformációként hat, és a fedés normális: g2 ◦ g−1
1 a g1(U)-t g2(U)-ba

viszi.
A G részcsoportja a fedőtranszformáció-csoportnak, sőt vele egyenlő, ha Y útösszefüggő: ha

f tetszőleges fedőtranszformáció, akkor bármely y és f(y) ugyanazon a pályán van, tehát van
g ∈ G, hogy g(y) = f(y), amiből f = g (útösszefüggő fedőtereken a fedőtranszformációt egy
pont képe meghatározza).

c) az előző tétel b) részéből következik. □

Példa 7.3. Az Sn-en az x 7→ −x antipodális leképezés által generált hatásnál G = Z2, és a
pályatér Y/G = RPn, a valós projektív tér. Ez a hatás kielégíti a fent megkövetelt kritériumot
(vagyis fedőtérhatás): Sn minden nyílt félgömbje diszjunkt a saját antipodális képétől, így min-
den pontnak van olyan U környezete, amelyet a G két eleme diszjunkt halmazokba visz. Az előző
tétel szerint tehát p : Sn → RPn normális fedőtér.

Ha n ≥ 2, akkor a 4.10. Állítás szerint Sn egyszeresen összefüggő, vagyis Sn → RPn az
univerzális fedés. Az előző tétel c) pontjából így

π1(RPn) ∼= G = Z2 (n ≥ 2).
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A π1(RPn) egy generátorát úgy kapjuk, hogy Sn-ben veszünk egy két antipodális pontot összekötő
utat, és azt levetítjük RPn-be; a kapott γ hurok valóban zárt RPn-ben, hiszen a két végpont
ugyanabba a pályába esik. Az, hogy [γ] rendje pontosan 2, közvetlenül is látszik: ha n ≥ 2,
akkor a γ · γ szorzat felemeltje Sn-ben már hurok (az egyik antipodális pontból a másikba,
majd vissza az elsőbe fut), ez pedig π1(S

n) = 0 miatt összehúzható a konstans hurokká. Ezt a
homotópiát p-vel levetítve RPn-be azt kapjuk, hogy γ · γ nullhomotóp, tehát [γ] rendje valóban
2.

8. FELADATOK A FUNDAMENTÁLIS CSOPORT KÖRÉBŐL

Ezt a témakört a Hatcher-könyv [1] néhány feladatának megoldásával zárjuk.

1. Feladat. Igaz-e a Borsuk–Ulam-tétel a tóruszra? Más szóval: minden f : S1 × S1 → R2

leképezéshez létezik-e olyan (x, y) ∈ S1 × S1, amelyre f(x, y) = f(−x,−y)?

Megoldás. Nem, nem igaz.
Ellenpélda: Tekintsük az S1 ⊂ R2 kört, és legyen f : S1 × S1 → R2 az első tényezőre való

vetítés,
f(x, y) = x.

Ekkor f(−x,−y) = −x, tehát az f(x, y) = f(−x,−y) egyenlőség azt követelné, hogy x = −x az
S1-en. Ebből következik, hogy x = 0, ami ellentmond annak, hogy x ∈ S1. Így

f(x, y) ̸= f(−x,−y) minden (x, y) ∈ S1 × S1-re,

és a Borsuk–Ulam-konklúzió sohasem teljesül.

2. Feladat. Adott egy X tér és egy útösszefüggő A altér, amely tartalmazza az x0 bázispontot.
Mutassuk meg, hogy az A ↪→ X inklúzió által indukált π1(A, x0)→ π1(X,x0) leképezés pontosan
akkor szürjektív, ha X minden olyan útja, amelynek végpontjai A-ban vannak, homotóp egy A-
beli úttal.

Megoldás. Jelölje i : A ↪→ X az inklúziót és i∗ : π1(A, x0)→ π1(X,x0) az indukált leképezést.
(⇐) Az útfeltételből következik a szürjektivitás. Vegyünk egy tetszőleges [γ] ∈ π1(X,x0)

osztályt, ahol γ egy x0-beli hurok. γ olyan X-beli út, amelynek x0, x0 végpontjai A-ban vannak.
A feltevés szerint γ ≃ γ′, ahol γ′ egy A-beli út. Mivel a homotópia fixen hagyja a végpontokat, γ′

is x0-ból x0-ba megy, tehát hurok A-ban az x0 pontnál, így megad egy [γ′] ∈ π1(A, x0) osztályt.
Ekkor

i∗[γ
′] = [γ′]X = [γ],

ahol a középső egyenlőség azért áll fenn, mert γ′ ≃ γ X-ben. Tehát π1(X,x0) minden eleme
előáll, vagyis i∗ szürjektív.

(⇒) Legyen f : I → X tetszőleges út, melynek végpontjai f(0) = a0 és f(1) = a1 az A-ban
vannak. Készítünk egy A-beli, f -fel homotóp utat.

Mivel A útösszefüggő, válasszunk A-n belüli utakat:

α : x0 ⇝ a0, β : x0 ⇝ a1.

Képezzük az x0-beli hurkot X-ben:

g = α · f · β̄ (x0 → a0
f−→ a1 → x0),

ahol β̄ a β inverze. Ez is egy hurok x0-nál, így [g] ∈ π1(X,x0).
A szürjektivitás miatt van olyan h hurok A-ban, amelyre i∗[h] = [g], azaz

h ≃ g X-ben.
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Most f -et állítjuk vissza. Felhasználva, hogy ᾱ · α ≃ ca0 és β̄ · β ≃ ca1 (konstans utak), és az
asszociativitást:

f ≃ ᾱ · (α · f · β̄) · β = ᾱ · g · β ≃ ᾱ · h · β,
A ᾱ · h · β út teljesen A-ban van, hiszen α, h és β szintén ott van. Végpontjai

a0
ᾱ−→ x0

h−→ x0
β−→ a1,

vagyis a0 és a1. Tehát f homotóp egy A-beli úttal.

3. Feladat. Tegyük fel, hogy ft : X → X olyan homotópia, amelyre f0 és f1 egyaránt az
identikus leképezés. Az 1.19. Lemma felhasználásával mutassuk meg, hogy tetszőleges x0 ∈ X

esetén az ft(x0) hurok a π1(X,x0) centrumának egy elemét reprezentálja. [Az eredmény úgy
értelmezhető, hogy egy hurok pontosan akkor reprezentál a π1(X) centrumába eső elemet, ha
kiterjeszthető X → X leképezések egy hurkává.]

Megoldás.
Alkalmazzuk az említett lemmát (Lemma 4.14 a szakdolgozatban) Y = X és φt = ft válasz-

tással. A bázispont képei által befutott út

h(t) = ft(x0)

a h(0) = f0(x0) = x0 pontból a h(1) = f1(x0) = x0 pontba megy (hiszen f0 = f1 = idX), tehát h
valóban hurok az x0 pontnál, és [h] ∈ π1(X,x0). Így a bázispont-csere a fundamentális csoportot
önmagába képezi: βh : π1(X,x0)→ π1(X,x0).

A lemma szerint
(f0)∗ = βh ◦ (f1)∗.

Mivel f0 = f1 = idX , mindkét indukált leképezés az identitás: (f0)∗ = (f1)∗ = idπ1(X,x0).
Behelyettesítve:

id = βh ◦ id = βh, azaz βh = idπ1(X,x0).

A bázispont-csere definíciója szerint minden [γ] ∈ π1(X,x0)-ra

βh[γ] = [h · γ · h̄] = [h] [γ] [h]−1.

A βh = id egyenlőség tehát azt jelenti, hogy

[h] [γ] [h]−1 = [γ] minden [γ] ∈ π1(X,x0)-ra,

vagyis [h] felcserélhető π1(X,x0) minden elemével. Ez pontosan azt jelenti, hogy

[h] =
[
t 7→ ft(x0)

]
∈ Z

(
π1(X,x0)

)
,

azaz az ft(x0) hurok a centrum egy elemét reprezentálja.

4. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha egy útösszefüggő, lokálisan útösszefüggő X térre π1(X)

véges, akkor minden X → S1 leképezés nullhomotóp. (Használjuk az R→ S1 fedőteret.)

Megoldás. Legyen f : X → S1 tetszőleges leképezés, és legyen p : R → S1, p(t) = e2πit az
univerzális fedés. Rögzítsünk egy x0 ∈ X bázispontot. Feltehetjük, hogy f(x0) = 1 ∈ S1, és
válasszuk a felemelés bázispontját t̃0 = 0 ∈ R-nek, p(0) = 1-gyel.

A felemelési kritérium. (5.5 Tétel.) Mivel X útösszefüggő és lokálisan útösszefüggő, pontosan
akkor létezik olyan f̃ : X → R felemelt, amelyre pf̃ = f és f̃(x0) = 0, ha

f∗
(
π1(X,x0)

)
⊆ p∗

(
π1(R, 0)

)
.

A részcsoport-feltétel teljesül. A R tér pontra húzható, tehát π1(R, 0) = 0, így

p∗
(
π1(R, 0)

)
= 0 ⊆ π1(S

1, 1) ∼= Z.
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A kritérium tehát azt kívánja meg, hogy f∗
(
π1(X,x0)

)
= 0 legyen.

f∗ : π1(X,x0) −→ π1(S
1, 1) ∼= Z.

Ekkor azonban ez egy véges csoportból Z-be menő homomorfizmus. A képe véges részcsoport
Z-ben, de Z torziómentes: egyetlen véges részcsoportja a {0}. Tehát

f∗
(
π1(X,x0)

)
= 0 = p∗

(
π1(R, 0)

)
.

A részcsoport-feltétel teljesül, így a felemelési kritérium szerint van folytonos felemelés

f̃ : X −→ R, p ◦ f̃ = f.

R pontra húzható, H : R× I → R, H(t, s) = (1− s)t az a homotópia, amely a 0-ba húzza össze.
Ekkor

F = p ◦
(
H ◦ (f̃ × id)

)
: X × I → S1

homotópia F (·, 0) = pf̃ = f -ből a konstans F (·, 1) = p(0) = 1 leképezésbe. Tehát f nullhomotóp.
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9. SZIMPLICIÁLIS ÉS SZINGULÁRIS HOMOLÓGIA

9.1. A homológia ötlete. Nézzünk néhány példát, hogy lássuk, mi az alapötlet. Tekintsük az
ábrán látható X1 gráfot, amely két csúcsból áll, melyeket négy él köt össze. Az X1 fundamentális
csoportjának vizsgálatakor olyan hurkokat tekintünk, amelyeket élek sorozata alkot, és egy rög-
zített bázispontból indulnak, oda térnek vissza. Például az x bázispontban az ab−1 hurok először
az a élen halad előre, majd a b élen visszafelé, ahogyan azt a −1 kitevő jelzi. Egy bonyolultabb
hurok lenne például az ac−1bd−1ca−1. A fundamentális csoport egyik kiemelkedő tulajdonsága,
hogy általában nemkommutatív, ami egyszerre gazdagítja és bonyolítja az elméletet. Tegyük fel,
hogy egyszerűsítünk a helyzeten azzal, hogy abelizálunk. Így például az ab−1 és b−1a hurkokat
egyenlőnek tekintjük, ha a-t felcserélhetővé tesszük b−1-gyel. Ez a két hurok, ab−1 és b−1a, va-
lójában ugyanaz a kör, csak a kezdő- és végpont megválasztása különbözik: ab−1 esetén x, b−1a

esetén y. Ugyanez minden hurokra igaz: egy hurok bázispontjának újraválasztása csak ciklikusan
permutálja a betűit, így az abelizálás egyik mellékhatása, hogy többé nem kell minden hurkot
egy rögzített bázisponthoz kötnünk. Tehát a hurkokból ciklusok lesznek, választott bázispont
nélkül.

x

y

a b c d

Miután abelizáltunk, térjünk át additív jelölésre, így a ciklusokból élek egész együtthatós
lineáris kombinációi lesznek, mint például a−b+c−d. Nevezzük ezeket a lineáris kombinációkat
élek láncainak. Néhány lánc többféleképpen is felbontható ciklusokra, például (a − c) + (b −
d) = (a − d) + (b − c), és ha algebrai szemléletet veszünk fel, akkor nem akarunk különbséget
tenni e különböző felbontások között. Ezért kiterjesztjük a „ciklus” fogalmát úgy, hogy az élek
bármely olyan lineáris kombinációját jelentse, amelyre létezik legalább egy, az előbbi geometriai
értelemben vett ciklusokra való felbontás.

Mi a feltétele annak, hogy egy lánc ebben a tágabb, algebrai értelemben ciklus legyen? Egy
geometriai ciklust – mint időben bejárt utat elképzelve – az a tulajdonság jellemez, hogy minden
csúcsba ugyanannyiszor lép be, mint ahányszor kilép belőle. Egy tetszőleges ka+ ℓb+mc+ nd

lánc esetén a lánc y csúcsba való összesített belépéseinek száma k + ℓ + m + n, mivel a, b, c

és d mindegyike egyszer lép be y-ba. Hasonlóan, mind a négy él egyszer lép ki x-ből, így a
ka + ℓb + mc + nd lánc x csúcsba való összesített belépéseinek száma −k − ℓ −m − n. Tehát
annak feltétele, hogy ka+ ℓb+mc+ nd ciklus legyen, egyszerűen k + ℓ+m+ n = 0.

Hogy ezt az eredményt minden gráfra általánosítható módon írjuk le, legyen C1 az a, b, c, d

élek által bázisként generált szabad Abel-csoport, és legyen C0 az x, y csúcsok által bázisként
generált szabad Abel-csoport. A C1 elemei élek láncai, azaz 1-dimenziós láncok, a C0 elemei
pedig csúcsok lineáris kombinációi, azaz 0-dimenziós láncok. Definiáljunk egy ∂ : C1 → C0

homomorfizmust úgy, hogy minden a, b, c, d báziselemet y − x-be küld, azaz az él fejénél lévő
csúcsból kivonjuk az él farkánál lévő csúcsot. Így

∂(ka+ ℓb+mc+ nd) = (k + ℓ+m+ n) y − (k + ℓ+m+ n)x,
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és a ciklusok pontosan a ∂ magját alkotják. Egyszerű számolással ellenőrizhető, hogy a− b, b− c

és c−d bázisát adják ennek a magnak. Tehát X1 minden ciklusa e három legszembetűnőbb ciklus
egyértelmű lineáris kombinációja. E három alapciklus segítségével azt a geometriai információt
fejezzük ki, hogy az X1 gráfnak három látható „lyuka” van – a négy él közötti üres terek.

Bővítsük most az előző X1 gráfot egy A kétcella hozzáragasztásával az a − b ciklus mentén,
így egy X2 kétdimenziós cellakomplexust kapunk. Ha az A kétcellát az óramutató járásával
megegyezően irányítottnak gondoljuk, akkor a határát az a − b ciklusnak tekinthetjük. Ez a
ciklus most már homotopikusan triviális, hiszen A fölött átcsúsztatva egy pontba húzható össze.
Más szóval, többé nem zár körbe lyukat X2-ben. Ez azt sugallja, hogy az előző példában szereplő
ciklusok csoportjának egy faktorát képezzük az a−b által generált részcsoport kifaktorizálásával.
Ebben a faktorban például az a − c és b − c ciklusok ekvivalenssé válnak, összhangban azzal,
hogy X2-ben homotópok.

x

y

a b c d
A

Algebrailag most már definiálhatunk egy C2
∂2−→ C1

∂1−→ C0 homomorfizmuspárt, ahol C2 az
A által generált végtelen ciklikus csoport, és ∂2(A) = a − b. A ∂1 leképezés az előző példában
szereplő határhomomorfizmus. A minket érdeklő faktorcsoport ker ∂1/ Im ∂2, azaz ∂1 magja
modulo ∂2 képe, más szóval az 1-dimenziós ciklusok modulo azok, amelyek határok, vagyis a− b

többszörösei. Ezt a faktorcsoportot az X2 homológiacsoportjának nevezzük, jelölése H1(X2). Az
előző példa is beilleszthető ebbe a keretbe, ha C2-t nullának vesszük, hiszen X1-ben nincsenek
kétcellák; ekkor H1(X1) = ker ∂1/ Im ∂2 = ker ∂1, amely, mint láttuk, három generátoron szabad
Abel-csoport volt. A jelen példában H1(X2) két generátoron, b − c-n és c − d-n szabad Abel-
csoport, ami azt a geometriai tényt fejezi ki, hogy az A kétcella kitöltésével a terünk „lyukainak”
száma háromról kettőre csökkent.

Tegyük fel, hogy X2-t egy X3 térré bővítjük egy második B kétcella hozzáragasztásával ugyan-
azon a− b ciklus mentén. Ez egy C2 kétdimenziós lánccsoportot ad, amely A és B lineáris kom-
binációiból áll, és a ∂2 : C2 → C1 határhomomorfizmus mind A-t, mind B-t a − b-be küldi. A
H1(X3) = ker ∂1/ Im ∂2 homológiacsoport ugyanaz, mint X2 esetén, de most ∂2-nek nemtriviális
magja van: az A−B által generált végtelen ciklikus csoport. Az A−B-t kétdimenziós ciklusnak
tekintjük, amely a H2(X3) = ker ∂2 ∼= Z homológiacsoportot generálja. Topológiailag az A− B

ciklus az A és B cellák, valamint közös határkörük által alkotott gömb. Ez a gömbszerű ciklus
egy „lyuk” jelenlétét észleli X3-ban: a gömb hiányzó belsejét. Mivel azonban ezt a lyukat gömb,
nem pedig kör zárja körbe, más jellegű, mint a H1(X3) ∼= Z × Z által észlelt lyukak, amelyeket
a b− c és c− d ciklusok detektálnak.
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Lépjünk még egyet, és X3-ból építsünk egy X4 komplexust egy C háromcella hozzáragasztásá-
val az A és B által alkotott kétgömb mentén. Ez egy C3 lánccsoportot hoz létre, amelyet ez a C

háromcella generál, és definiálunk egy ∂3 : C3 → C2 határhomomorfizmust, amely C-t A−B-be
küldi, mivel az A−B ciklust C határának kell tekintenünk, ugyanúgy, ahogyan az a−b egydimen-
ziós ciklus az A határa. Most három határhomomorfizmusunk van, C3

∂3−→ C2
∂2−→ C1

∂1−→ C0, és a
H2(X4) = ker ∂2/ Im ∂3 faktor triviálissá vált. Továbbá H3(X4) = ker ∂3 = 0. A H1(X4) csoport
megegyezik H1(X3)-mal, vagyis Z× Z, tehát ez X4 egyetlen nemtriviális homológiacsoportja.

Világos, mi a példák általános mintázata. Egy X cellakomplexushoz tartoznak Cn(X) lánccso-
portok, amelyek szabad Abel-csoportok, bázisuk X n-cellái, és vannak ∂n : Cn(X) → Cn−1(X)

határhomomorfizmusok, amelyek segítségével a Hn(X) = ker ∂n/ Im ∂n+1 homológiacsoportot
definiáljuk. A fő nehézséget az jelenti, hogyan definiáljuk a ∂n-t általában. Az n = 1 esetben
ez könnyű: egy irányított él határa a fejénél lévő csúcs mínusz a farkánál lévő csúcs. A követ-
kező, n = 2 eset szintén nem nehéz, legalábbis olyan cellák esetén, amelyeket élek hurkaiból álló
ciklusok mentén ragasztunk; ekkor a cella határa ez az élciklus, az irányításokat figyelembe vevő
megfelelő előjelekkel. Nagyobb n esetén azonban a helyzet bonyolultabbá válik. Még ha csak
a szép ragasztóleképezésekkel rendelkező poliédercellákból álló cellakomplexusokra szorítkozunk
is, az irányítások kérdését akkor is rendezni kell.

Úgy tűnik, e probléma legjobb megoldása egy közvetett megközelítés alkalmazása. A tetszőle-
ges poliéderek mindig felbonthatók szimplexeknek nevezett speciális poliéderekre (a háromszög és
a tetraéder a 2- és 3-dimenziós példányaik), így nem veszítünk az általánosságból, bár kezdetben
veszítünk valamennyit a hatékonyságból, ha figyelmünket teljesen a szimplexekre korlátozzuk.
A szimplexek esetén a határleképezések definiálása és az irányítások kezelése semmi nehézséget
nem okoz. Így olyan homológiaelméletet kapunk, amelyet szimpliciális homológiának nevezünk,
a szimplexekből felépített cellakomplexusokra. Ez azonban a terek meglehetősen szűk osztálya,
és maga az elmélet is bizonyos merevséget hordoz, ami kényelmetlenné teszi a vele való munkát.

Az akadályok megkerülésének módja az, hogy egy lépést hátralépünk a szimplexekre bontott
terek geometriájától, és helyette valami olyat tekintünk, ami első pillantásra vadul bonyolul-
tabbnak tűnik: a szimplexek egy adott X térbe való összes lehetséges folytonos leképezésé-
nek összességét. Ezek a leképezések rendkívül nagy Cn(X) lánccsoportokat generálnak, de a
Hn(X) = ker ∂n/ Im ∂n+1 faktorok – amelyeket szinguláris homológiacsoportoknak nevezünk –
sokkal kisebbnek bizonyulnak, legalábbis észszerűen szép X terek esetén. Különösen a fenti
négy példában szereplőkhöz hasonló terek esetén a szinguláris homológiacsoportok megegyeznek
azokkal a homológiacsoportokkal, amelyeket a celluláris láncokból számítottunk.

9.2. Szimplexek és ∆-komplexusok.

Definíció 9.1. A standard n-szimplex :

∆n
s =

{
(t0, . . . , tn) ∈ Rn+1 : ti ≥ 0,

n∑
i=0

ti = 1

}
.
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Ezek szerint ∆0
s egy pont, ∆1

s egy zárt intervallum, ∆2
s egy háromszöglap, és így tovább.

Definíció 9.2. Az általános n-szimplex n + 1 általános helyzetű pont konvex burka Rm-ben,
ahol m ≥ n; jelölése ∆n = [v0, v1, . . . , vn]. Az, hogy az n+ 1 pont általános helyzetű, azt jelenti,
hogy nem fekszenek egy n-nél kisebb dimenziójú affin altérben. A [v0, v1, . . . , vn] jelölésben a
csúcsok sorrendje is számít: ez egy rögzített rendezés a csúcsokon. A rendezés meghatároz egy
irányítást ; két rendezés pontosan akkor adja ugyanazt az irányítást, ha páros permutációval
térnek át egymásba, a páratlan permutáció pedig megfordítja az irányítást.

A csúcsok sorbarendezésével egy kanonikus lineáris homeomorfizmust kapunk a standard n-
szimplexből tetszőleges [v0, . . . , vn] szimplexbe, a

(t0, . . . , tn) 7→
n∑

i=0

tivi

képlettel. A ti számokat a v pont baricentrikus koordinátáinak nevezzük.
Egy n-szimplex valamely vi csúcsát elhagyva a megmaradó n csúcs egy (n−1)-szimplexet feszít,

amely a [v0, . . . , vn] egy oldala; jelölése [v0, . . . , v̂i, . . . , vn] (a kalap azt jelzi, hogy a vi-t elhagytuk).
Egy oldal (vagy a csúcsok bármely részhalmaza által feszített részszimplex) csúcsainak rendezését
az eredeti szimplexben megadott sorrendjükkel egyezőnek tekintjük. A ∆n határa az oldalak
uniója, jelölése ∂∆n. A nyílt szimplex a ∆n \ ∂∆n halmaz.

Definíció 9.3. Egy X topologikus téren ∆-komplexus-struktúra olyan σα : ∆n → X függvények
halmaza (ahol n függ α-tól), amelyekre:

(1) A σα leképezések megszorításai a szimplexek belsejére injektívek, és ezeknek a nyílt
szimplex-képeknek az uniója diszjunkt módon lefedi X-et. Más szóval X minden pontja
pontosan egy nyílt szimplex képéhez tartozik.

(2) Minden σα leszűkítése a ∆n valamelyik oldalára egy σβ : ∆n−1 → X leképezést ad
(ahol ∆n oldalát a kanonikus, sorrendtartó lineáris homeomorfizmus szerint azonosítjuk
∆n−1-gyel).

(3) Egy A ⊂ X halmaz pontosan akkor nyílt, ha σ−1
α (A) nyílt ∆n-ben minden σα-ra.

A 3) feltétel következménye, hogy X-et diszjunkt ∆n
α szimplexekből faktortérként fel lehet

építeni: minden σα : ∆n → X leképezéshez rendelünk egy ∆n
α szimplexet, és minden oldalát

azonosítjuk a megfelelő ∆n−1
β szimplexszel a 2) feltétel szerint. Induktívan pontok diszkrét hal-

mazával kezdünk, majd éleket, majd 2-szimplexeket ragasztunk, és így tovább, míg megkapjuk
az X faktorteret.

Ebből a szemszögből a ∆-komplexust meghatározó adatokat pusztán kombinatorikusan le lehet
írni: ∆n

α szimplexek halmazai, és függvények, amelyek minden ∆n
α oldalához hozzárendelnek egy

∆n−1
β -t.

Példa 9.4. A tórusz egy ∆-komplexus-struktúráját úgy kapjuk, hogy az egységnégyzet szemközti
oldalait azonosítjuk: a két a élt (a bal és a jobb oldalt) felfelé, a két b élt (az alsót és a felsőt)
jobbra irányítva. A négyzetet az átlós c él egy felső U és egy alsó L 2-szimplexre bontja. Az
azonosítások után a négyzet mind a négy sarka egyetlen ponttá olvad össze. Így a tórusz ∆-
komplexusa két ∆2-ből (az U és az L háromszög), három ∆1-ből (az a, b és c él) és egy ∆0-ból
(az egyetlen csúcs) áll.
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a a

b

b

c
U

L
c

Példa 9.5. A Klein-kancsót ugyanaz a négyzet adja, mint a tóruszt, egyetlen különbséggel:
a jobb oldali a élt lefelé irányítjuk, vagyis a két a élt ellentétes irányítással azonosítjuk (a b

élek továbbra is megegyező irányításúak). Ismét az átlós c él bontja a négyzetet egy U és egy L

háromszögre, és a sarkok egyetlen ponttá azonosulnak. Így a Klein-kancsó ∆-komplexusa szintén
két ∆2-ből, három ∆1-ből és egy ∆0-ból áll.

a a

b

b

c
U

L

Példa 9.6. Az S2 gömböt a ∆3 standard 3-szimplex (a tetraéder) határaként állítjuk elő. A
tetraédernek négy lapja, hat éle és négy csúcsa van, így az S2 = ∂∆3 ∆-komplexusa négy ∆2-ből,
hat ∆1-ből és négy ∆0-ból áll.

S2
e1 e2

e4

e3

∆3

Megjegyzés 9.7. Az ábrákon az élek irányítása összhangban van az egyes szimplexek csúcsainak
egy egyértelmű rendezésével, és ezek a rendezések határozzák meg a σα leképezéseket.

9.3. Szimpliciális homológia. Célunk, hogy X ∆-komplexus szimpliciális homológia csoport-
jait definiáljuk.

Legyen ∆n(X) az X nyílt n-szimplexei enα által generált szabad Abel-csoport. ∆n(X) elemeit
n-láncoknak nevezzük; ezek formálisan∑

α

nαe
n
α, nα ∈ Z,

alakúak, vagy ekvivalens módon
∑

α nασα, ahol σα : ∆n → X az enα karakterisztikus függvénye.

Definíció 9.8. A [v0, . . . , vn] szimplex határa:

∂[v0, . . . , vn] =

n∑
i=0

(−1)i[v0, . . . , v̂i, . . . , vn].

Ennek segítségével definiálhatunk általános határhomomorfizmust :

∂n : ∆n(X)→ ∆n−1(X), ∂n(σα) =

n∑
i=0

(−1)iσα|[v0,...,v̂i,...,vn].
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A jobb oldal valóban ∆n−1(X)-ben van, hiszen mindegyik leszűkítés X egy (n−1)-szimplexének
karakterisztikus függvénye.

Lemma 9.9. ∂n−1 ◦ ∂n : ∆n(X)→ ∆n−2(X) a nulla-homomorfizmus.

Bizonyítás.

∂n−1∂n(σα) =
∑
j<i

(−1)i+jσα|[...,v̂j ,...,v̂i,...] +
∑
i<j

(−1)i+j−1σα|[...,v̂i,...,v̂j ,...].

A két összeg tagjai páronként kioltják egymást. □

Definíció 9.10. Egy Abel-csoportokból álló

· · · → Cn+1
∂n+1−−−→ Cn

∂n−→ Cn−1 → · · · → C1
∂1−→ C0 → 0

sorozatot, ahol ∂n ◦ ∂n+1 = 0 minden n-re, lánckomplexusnak nevezünk.

Definíció 9.11. A ∂n∂n+1 = 0 feltétel ekvivalens az Im ∂n+1 ⊂ ker ∂n tartalmazással, tehát
definiálhatjuk az n-edik homológia csoportot :

Hn = ker ∂n/ Im ∂n+1.

ker ∂n elemeit ciklusoknak, Im ∂n+1 elemeit határoknak nevezzük. Hn elemei az Im ∂n+1 mellék-
osztályai, ezeket homológiaosztályoknak nevezzük; két ciklust homológnak hívunk, ha ugyanazt
az osztályt reprezentálják, azaz különbségük határ.

A szimpliciális esetben, ahol Cn = ∆n(X), a Hn = ker ∂n/ Im ∂n+1 csoportot X n-edik szimp-
liciális homológiacsoportjának nevezzük, jelölése H∆

n (X).

Példa 9.12. Legyen X = S1 egy v csúccsal és egy e éllel. Ekkor ∆0(S
1) ∼= ∆1(S

1) ∼= Z,
a határleképezés pedig 0, mivel ∂e = v − v = 0. ∆n(S

1) = 0 minden n ≥ 2-re (nincs ilyen
dimenziójú szimplex), tehát

H∆
n (S1) =

{
Z ha n = 0, 1,

0 különben.
Ez illusztrálja azt a tényt, hogy ha a határleképezések nullák, akkor a lánckomplexus homológiája
maga a lánccsoport.

Példa 9.13. Legyen X = T a tórusz a korábban bemutatott ∆-komplexus-struktúrával, amely-
nek egy csúcsa, három éle (a, b és c) és két 2-szimplexe (U és L) van. Az előző példához hasonlóan
∂1 = 0, tehát H∆

0 (T ) ∼= Z. Mivel ∂2U = a+ b− c = ∂2L, és {a, b, a+ b− c} bázisa ∆1(T )-nek,
ezért H∆

1 (T ) ∼= Z ⊕ Z, melynek bázisát az [a] és [b] homológiaosztályok adják. Mivel nincse-
nek 3-szimplexek, H∆

2 (T ) megegyezik ker ∂2-vel, amely az U − L által generált végtelen ciklikus
csoport, hiszen ∂(pU + qL) = (p+ q)(a+ b− c) = 0 csak akkor, ha p = −q. Így

H∆
n (T ) ∼=


Z⊕ Z ha n = 1,

Z ha n = 0, 2,

0 ha n ≥ 3.

Példa 9.14. Legyen X = RP2 a következő ∆-komplexus-struktúrával: két csúcs (v és w), három
él (a, b és c) és két 2-szimplex (U és L). Ekkor Im ∂1-et a w − v generálja, tehát H∆

0 (X) ∼= Z,
melynek bármelyik csúcs generátora. Mivel ∂2U = −a+ b+ c és ∂2L = a− b+ c, azt látjuk, hogy
∂2 injektív, így H∆

2 (X) = 0. Továbbá ker ∂1 ∼= Z⊕ Z, melynek bázisa a− b és c, és Im ∂2 kettő
indexű részcsoportja ker ∂1-nek, hiszen választhatjuk c-t és a− b+ c-t ker ∂1 bázisának, valamint
a− b+ c-t és 2c = (a− b+ c) + (−a+ b+ c)-t Im ∂2 bázisának. Így H∆

1 (X) ∼= Z2.
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Példa 9.15. Egy ∆-komplexus-struktúrát kapunk Sn-en úgy, hogy a ∆n két példányát vesszük,
és határaikat az identikus leképezéssel azonosítjuk. E két n-szimplexet U -val és L-lel jelölve
nyilvánvaló, hogy ker ∂n az U −L által generált végtelen ciklikus csoport. Így H∆

n (Sn) ∼= Z erre
a ∆-komplexus-struktúrára Sn-en.

9.4. Szinguláris homológia.

Definíció 9.16. Egy szinguláris n-szimplex egy σ : ∆n → X folytonos leképezés.

Megjegyzés 9.17. A „szinguláris” szó azt hivatott kifejezni, hogy a leképezésnek nem kell szépnek
(pl. injektívnek) lennie – akár konstans is lehet –, azt azonban elvárjuk, hogy folytonos legyen.

Definíció 9.18. Legyen Cn(X) az X-beli szinguláris n-szimplexek által generált szabad Abel-
csoport. Ennek elemeit szinguláris n-láncoknak nevezzük; ezek∑

i

niσi, ni ∈ Z, σi : ∆
n → X folytonos,

alakú formális összegek.

Definíció 9.19. A ∂n : Cn(X) → Cn−1(X) határleképezést formálisan a szokott módon defini-
áljuk:

∂n(σ) =

n∑
i=0

(−1)iσ|[v0,...,v̂i,...,vn].

Itt [v0, . . . , v̂i, . . . , vn]-t a kanonikus módon azonosítjuk ∆n−1-gyel, tehát σ|[...,v̂i,...] egy ∆n−1 → X

folytonos leképezés, azaz szinguláris (n− 1)-szimplex.

A Lemma 9.9 érvényben marad.

Definíció 9.20. A Hn(X) = ker ∂n/ Im ∂n+1 csoport az X n-edik szinguláris homológiacsoportja.

9.5. Alaptulajdonságok.

Állítás 9.21. Legyen X topologikus tér, útkomponensekre bomlása X =
⊔

αXα. Ekkor

Hn(X) ∼=
⊕
α

Hn(Xα).

Bizonyítás. Egy szinguláris szimplexnek mindig útösszefüggő a képe, tehát Cn(X) =
⊕

αCn(Xα).
A ∂n határleképezések tartják ezt a felbontást (Cn(Xα)-t Cn−1(Xα)-ba viszik), tehát ker ∂n és
Im ∂n+1 is direktösszegre bomlik, amiből Hn(X) ∼=

⊕
αHn(Xα). □

Állítás 9.22. Ha X nemüres útösszefüggő tér, akkor H0(X) ∼= Z.

Bizonyítás. Definíció szerint H0(X) = ker ∂0/ Im ∂1 = C0(X)/ Im ∂1, mivel ∂0 = 0. Definiáljuk

ε : C0(X)→ Z, ε

(∑
i

niσi

)
=
∑
i

ni.
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X nemüres, tehát ε szürjektív, és mivel X útösszefüggő, elég belátni, hogy ker ε = Im ∂1: ebből
H0(X) ∼= C0(X)/ ker ε ∼= Z a homomorfizmustétel szerint.

Im ∂1 ⊂ ker ε: szinguláris 1-szimplex σ esetén ε(∂1σ) = ε(σ|[v1] − σ|[v0]) = 1− 1 = 0.
ker ε ⊂ Im ∂1: tegyük fel, hogy ε(

∑
i niσi) = 0, azaz

∑
i ni = 0. A σi-k X-beli pontok. X

útösszefüggő, tehát egy rögzített x0-ból minden σi(v0)-hoz van τi : I → X út. Legyen σ0 az
x0-hoz tartozó 0-szimplex. Ekkor ∂1τi = σi − σ0, tehát

∂1

(∑
i

niτi

)
=
∑
i

niσi −

(∑
i

ni

)
σ0 =

∑
i

niσi,

ami azt jelenti, hogy
∑

i niσi határ. □

Tétel 9.23. Ha X egy pont, akkor H0(X) ∼= Z és Hn(X) = 0 minden n > 0-ra.

Bizonyítás. Ebben az esetben minden n-re egyetlen szinguláris n-szimplex van, és ∂nσn =∑n
i=0(−1)iσn−1 egy (n+ 1)-tagú összeg, amely 0 ha n páratlan, és σn−1 ha n > 0 páros. Ennek

a lánckomplexusnak a homológiája triviális n > 0-ra, és H0
∼= Z. □

Definíció 9.24. Gyakran kényelmes, ha egy pont minden homológiacsoportja triviális. Egy X

nemüres tér redukált homológiacsoportjai a

· · · → Cn+1(X)
∂−→ Cn(X)→ · · · → C1(X)

∂1−→ C0(X)
ε−→ Z→ 0

kiterjesztett lánckomplexus homológiacsoportjai, ahol ε(
∑

i niσi) =
∑

i ni az augmentációs ho-
momorfizmus. Mivel ε∂1 = 0, ε indukál H0(X) → Z leképezést, amelynek magja H̃0(X) =

ker ε/ Im ∂1, tehát H0(X) ∼= H̃0(X)⊕ Z, és H̃n(X) ∼= Hn(X) minden n > 0-ra.

Formálisan gondolhatunk a hozzávett Z tagra úgy, mint amit a [∅] üres szimplex egyértelmű
[∅]→ X leképezése generál: ekkor ε a szokásos határleképezés, hiszen ∂[v0] = [∅].

9.6. Homotópia-invariancia. Az első nehezebb tételünk annak bizonyítása, hogy homotóp
ekvivalens terek szinguláris homológiacsoportjai megegyeznek. Ez azon múlik, hogy tetszőleges
folytonos f : X → Y leképezés f∗ : Hn(X) → Hn(Y ) homomorfizmust indukál minden n-re, és
ha f homotópiaekvivalencia, akkor ez izomorfizmus.

Egy f : X → Y leképezés egy indukált f# : Cn(X)→ Cn(Y ) láncleképezést is ad: minden σ :

∆n → X szinguláris szimplexből fσ : ∆n → Y szinguláris szimplexet képzünk, majd lineárisan
kiterjesztjük:

f#

(∑
i

niσi

)
=
∑
i

ni(f ◦ σi).

f# kommutál a határoperátorral: f#∂ = ∂f#, hiszen

f#

(∑
i

(−1)iσ|[...,v̂i,...]

)
=
∑
i

(−1)i(fσ)|[...,v̂i,...] = ∂(f#σ).

Ezt a kommutativitást a következő diagram fejezi ki:

· · · Cn+1(X) Cn(X) Cn−1(X) · · ·

· · · Cn+1(Y ) Cn(Y ) Cn−1(Y ) · · ·

∂

f#

∂

f# f#

∂ ∂

Azt, hogy f# kielégíti a f#∂ = ∂f# egyenletet, úgy is kifejezhetjük, hogy f# láncleképezés az
X lánckomplexusából Y lánckomplexusába. Ebből következik, hogy f# ciklust ciklusba, határt
határba visz, tehát indukál egy f∗ : Hn(X)→ Hn(Y ) homomorfizmust. Összefoglalva:
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Állítás 9.25. Egy láncleképezés két lánckomplexus között homomorfizmust indukál a homológia-
csoportok között.

Megjegyzés 9.26. Az így kapott homomorfizmusok két fontos tulajdonsága:

(1) Ha X
g−→ Y

f−→ Z, akkor (fg)∗ = f∗g∗.
(2) id∗ = id.

Az alábbi, szakasz fő eredményét bizonyítás nélkül közöljük.

Tétel 9.27. Ha f, g : X → Y homotóp, akkor ugyanazt a homomorfizmust indukálják:

f∗ = g∗ : Hn(X)→ Hn(Y ).

Következmény 9.28. Ha f : X → Y homotópiaekvivalencia, akkor f∗ : Hn(X) → Hn(Y )

izomorfizmus minden n-re.
Például, ha X pontra húzható, akkor Hn(X) = 0 minden n > 0-ra, és H0(X) ∼= Z.

9.7. Egy rövid algebrai kitekintő. Tetszőleges An Abel-csoportok és αn homomorfizmusok
esetén egy

· · · → An+1
αn+1−−−→ An

αn−−→ An−1 → · · ·

sorozatot egzaktnak nevezünk, ha kerαn = Imαn+1 minden n-re. Az Imαn+1 ⊂ kerαn tartal-
mazás ekvivalens αn ◦αn+1 = 0-val, tehát a sorozat lánckomplexus; a fordított tartalmazás pedig
azt jelenti, hogy a homológiacsoportok triviálisak.

Állítás 9.29. (1) 0→ A→ B egzakt ⇐⇒ A→ B injektív.
(2) A→ B → 0 egzakt ⇐⇒ A→ B szürjektív.
(3) 0→ A→ B → 0 egzakt ⇐⇒ A→ B izomorfizmus.

Definíció 9.30. Egy 0→ A
α−→ B

β−→ C → 0 egzakt sort rövid egzakt sornak nevezünk. Ekkor α
injektív, β szürjektív, és kerβ = Imα, tehát C ∼= B/ Imα és A ∼= Imα.

9.8. Relatív homológiacsoportok és hosszú egzakt soruk. Egy X tér és A ⊂ X al-
tér esetén legyen Cn(X,A) = Cn(X)/Cn(A), azaz az A-beli láncok triviálisnak tekintendők
Cn(X,A)-ban. A ∂ : Cn(X)→ Cn−1(X) határleképezés Cn(A)-t Cn−1(A)-ba viszi, tehát faktor-
határhomomorfizmust indukál ∂ : Cn(X,A)→ Cn−1(X,A). Mivel ∂2 = 0 a faktorra is érvényes,
kapunk egy

· · · → Cn+1(X,A)→ Cn(X,A)→ · · · → C0(X,A)→ 0

lánckomplexust, melynek homológiacsoportjai a Hn(X,A) relatív homológiacsoportok.

Megjegyzés 9.31. (1) Hn(X,A) elemeit relatív ciklusok reprezentálják: olyan α ∈ Cn(X) n-
láncok, amelyekre ∂α ∈ Cn−1(A).

(2) Egy ilyen relatív α ciklus pontosan akkor triviális Hn(X,A)-ban, ha relatív határ : α =

∂β + γ valamilyen β ∈ Cn+1(X), γ ∈ Cn(A) esetén.

Tétel 9.32. Bármely (X,A) térpárra létezik hosszú egzakt sor:

· · · → Hn(A)
i∗−→ Hn(X)

j∗−→ Hn(X,A)
∂∗−→ Hn−1(A)→ · · · → H0(X,A)→ 0.

A tétel bizonyítása teljesen algebrai gondolatmenet. Kezdésként tekintsük az alábbi diagra-
mot. Minden n-re van

0→ Cn(A)
i−→ Cn(X)

j−→ Cn(X,A)→ 0
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rövid egzakt sor, ahol i a beágyazás és j a faktorleképezés. Ezek összeállíthatók egy nagy diag-
rammá, amelyben az oszlopok egzaktak és a sorok lánckomplexusok (itt An, Bn, Cn helyettesíti
Cn(A)-t, Cn(X)-et és Cn(X,A)-t):

...
...

...

0 An+1 Bn+1 Cn+1 0

0 An Bn Cn 0

0 An−1 Bn−1 Cn−1 0

...
...

...

∂ ∂ ∂

i

∂

j

∂ ∂

i

∂

j

∂ ∂

i j

Egy ilyen diagramot lánckomplexusok rövid egzakt sorának nevezünk. Megmutatjuk, hogy homológia-
csoportokra áttérve ebből egy hosszú egzakt sor

· · · → Hn(A)
i∗−→ Hn(B)

j∗−→ Hn(C)
∂∗−→ Hn−1(A)→ · · ·

áll elő.
A négyzetek kommutativitása azt jelenti, hogy i és j láncleképezések, tehát indukálnak i∗, j∗

leképezéseket a homológián. A ∂∗ : Hn(C)→ Hn−1(A) határleképezés definíciója: legyen c ∈ Cn

ciklus. Mivel j szürjektív, c = j(b) valamilyen b ∈ Bn-re. A ∂b ∈ Bn−1 elem ker j-ben van,
hiszen j(∂b) = ∂j(b) = ∂c = 0. Tehát ∂b = i(a) valamely a ∈ An−1-re, mivel ker j = Im i.
Vegyük észre, hogy ∂a = 0: i(∂a) = ∂i(a) = ∂∂b = 0, és i injektív.

Definiáljuk ∂∗ : Hn(C) → Hn−1(A)-t úgy, hogy c osztályát a osztályába küldje, azaz ∂∗[c] =

[a]. Ez jól definiált:

(1) a-t ∂b egyértelműen meghatározza, mivel i injektív.
(2) Ha b helyett b′-t választanánk, akkor j(b′) = j(b) = c, tehát b′ − b ∈ ker j = Im i, azaz

b′− b = i(a′) valamely a′-re, vagyis b′ = b+ i(a′). Ekkor a-t a+∂a′-re cseréljük, ami vele
homológ: i(a+ ∂a′) = i(a) + i(∂a′) = ∂b+ ∂i(a′) = ∂(b+ i(a′)).

(3) Ha c helyett c+∂c′-t választunk (c′ ∈ Cn+1), akkor c′ = j(b′) miatt c+∂c′ = c+∂j(b′) =

c+ j(∂b′) = j(b+ ∂b′), tehát b-t b+ ∂b′-re cseréljük, és ekkor ∂b és a változatlan.

Ha ∂∗[c1] = [a1] és ∂∗[c2] = [a2] a b1, b2 elemeken keresztül, akkor j(b1 + b2) = c1 + c2 és
i(a1 + a2) = ∂(b1 + b2), tehát ∂∗([c1] + [c2]) = [a1] + [a2], azaz ∂∗ homomorfizmus.

Tétel 9.33. A kapott

· · · → Hn(A)
i∗−→ Hn(B)

j∗−→ Hn(C)
∂∗−→ Hn−1(A)→ · · ·

sorozat egzakt.

Bizonyítás. Hat tartalmazást kell ellenőrizni.

(1) Im i∗ ⊂ ker j∗: j∗i∗ = (ji)∗ = 0∗ = 0.
(2) Im j∗ ⊂ ker ∂∗: ∂∗ definíciója szerint, ha c = j(b) és b ciklus, akkor ∂b = 0, tehát ∂∗[c] = 0.
(3) Im ∂∗ ⊂ ker i∗: i∗∂∗[c] = [i(a)] = [∂b] = 0.
(4) ker j∗ ⊂ Im i∗: egy ker j∗-beli osztályt b ∈ Bn ciklus reprezentál (∂b = 0), amelyre

j(b) = ∂c′ valamilyen c′ ∈ Cn+1-re. Mivel j szürjektív, van b′ ∈ Bn+1, hogy c′ = j(b′).
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Ekkor j(b− ∂b′) = j(b)− ∂j(b′) = ∂c′− ∂c′ = 0, tehát b− ∂b′ = i(a) valamely a ∈ An-re.
Továbbá a ∈ ker ∂: i(∂a) = ∂i(a) = ∂(b−∂b′) = 0, és i injektív. Így i∗[a] = [b−∂b′] = [b].

(5) ker ∂∗ ⊂ Im j∗: ha ∂∗[c] = 0, akkor a ∂∗ definíciójában szereplő a = ∂a′ valamely
a′ ∈ An-re. Ekkor ∂(b − i(a′)) = ∂b − i(∂a′) = ∂b − i(a) = 0, tehát b − i(a′) ciklus,
és j(b− i(a′)) = j(b) = c, vagyis j∗[b− i(a′)] = [c].

(6) ker i∗ ⊂ Im ∂∗: adott a ∈ An−1 ciklusra, amelyre i(a) = ∂b valamely b ∈ Bn-re, kapjuk
∂j(b) = j(∂b) = ji(a) = 0, tehát j(b) ciklus, és ∂∗[j(b)] = [a].

□

E tétel a homológikus algebra magja; a használt módszer a diagramvadászat. Ezzel Tétel 9.32
bizonyítása is adódik, ha az eredményt a

0→ C•(A)→ C•(X)→ C•(X,A)→ 0

lánckomplexus-sorozatra alkalmazzuk. A ∂∗ : Hn(X,A) → Hn−1(A) határleképezés itt nagyon
egyszerűen leírható: ha [α] ∈ Hn(X,A)-t α relatív ciklus reprezentál, akkor ∂∗[α] = [∂α] ∈
Hn−1(A). Ez azonnal látszik a határhomomorfizmus algebrai definíciójából.

A hosszú egzakt sor pontosítja azt az ötletet, hogy Hn(X,A) a Hn(X) és Hn(A) csoportok
közötti különbséget méri.

Megjegyzés 9.34. Ha A ̸= ∅, a redukált homológiára is van analóg hosszú egzakt sor:

· · · → H̃n(A)→ H̃n(X)→ H̃n(X,A)→ H̃n−1(A)→ · · · → H̃0(X,A)→ 0.

Ennek következménye, hogy H̃n(X,A) ∼= Hn(X,A), illetve egyszerűen kijön, hogy Hn(X,x0) ∼=
H̃n(X).

Relatív homológiára is ugyanúgy vannak indukált homomorfizmusok: ha f : X → Y folytonos
és f(A) ⊂ B, azaz f : (X,A) → (Y,B) térpár-leképezés, akkor f# : Cn(X) → Cn(Y ) Cn(A)-t
Cn(B)-be viszi, tehát faktoron is f# : Cn(X,A)→ Cn(Y,B)-t ad. ∂f# = f#∂ a relatív láncokra
is érvényes, tehát indukál egy f∗ : Hn(X,A)→ Hn(Y,B)-t.

Tétel 9.35. Ha f, g : (X,A)→ (Y,B) homotópok a térpár-szinten, akkor f∗ = g∗ : Hn(X,A)→
Hn(Y,B).

9.9. Kivágási tétel. A kivágási tétel a relatív homológia azon tulajdonságát rögzíti, hogy
Hn(X,A) változatlan marad egy Z ⊂ A altér törlése után, ha Z elég mélyen van A-ban.

Tétel 9.36 (Kivágási tétel). Legyen (X,A) térpár, Z ⊂ A ⊂ X olyan altér, amelyre Z ⊂ intA.
Ekkor az (X \ Z,A \ Z) ↪→ (X,A) beágyazás

Hn(X \ Z,A \ Z) ∼= Hn(X,A)

izomorfizmusokat indukál minden n-re. Ekvivalensen: olyan A,B ⊂ X alterekre, amelyek belseje
lefedi X-et, a (B,A ∩B) ↪→ (X,A) beágyazás

Hn(B,A ∩B) ∼= Hn(X,A)

izomorfizmusokat indukál. (A két megfogalmazást a B = X \ Z, Z = X \ B azonosítások kötik
össze.)

A tétel bizonyítása számos szép ötletet használ (pl. baricentrikus finomítás), de meglehetősen
technikai, ezért itt kihagyjuk.
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Tétel 9.37. Ha X topologikus tér és A ⊂ X nemüres zárt altér, amely X valamely környezetének
deformációs retraktuma (azaz (X,A) jó pár), akkor létezik

· · · → H̃n(A)
i∗−→ H̃n(X)

j∗−→ H̃n(X/A)
∂∗−→ H̃n−1(A)→ · · ·

hosszú egzakt sor, ahol i : A ↪→ X a beágyazás és j : X → X/A a faktorleképezés.

Ennek bizonyításához arra van szükség, hogy a relatív homológiacsoportokat a faktortér ab-
szolút redukált homológiacsoportaira cserélhessük. Ezt a következő állítás teszi lehetővé.

Állítás 9.38. (X,A) jó pár esetén a q : (X,A)→ (X/A,A/A) faktorleképezés

q∗ : Hn(X,A) ∼= Hn(X/A,A/A) ∼= H̃n(X/A)

izomorfizmusokat indukál minden n-re.

Következmény 9.39. H̃n(S
n) ∼= Z, és H̃i(S

n) = 0 minden i ̸= n esetén.

Bizonyítás. n > 0-ra tekintsük a (X,A) = (Dn, Sn−1) párt; ekkor X/A = Sn. A hosszú egzakt
sorban H̃i(D

n) = 0 minden i-re (Dn kontraktibilis). A sor egzaktságából következik, hogy a
H̃i(S

n)→ H̃i−1(S
n−1) határhomomorfizmusok izomorfizmusok i > 0-ra, és H̃0(S

n) = 0. S0-ból
kiindulva indukcióval adódik az állítás. □

Példa 9.40. Keressünk explicit ciklusokat, amelyek a Hn(D
n, ∂Dn) és H̃n(S

n) végtelen cikli-
kus csoportok generátorait reprezentálják. A (Dn, ∂Dn) párt az ekvivalens (∆n, ∂∆n) párral
helyettesítve, n szerinti indukcióval megmutatjuk, hogy az in : ∆n → ∆n identikus leképezés,
szinguláris n-szimplexként tekintve, egy Hn(∆

n, ∂∆n)-et generáló ciklus. Az, hogy ciklus, abból
világos, hogy relatív homológiát tekintünk. Az n = 0 esetben nyilvánvalóan generátort repre-
zentál. Az indukciós lépéshez legyen Λ ⊂ ∆n a ∆n összes, egy kivételével vett (n− 1)-dimenziós
oldalának uniója. Ekkor azt állítjuk, hogy léteznek a

Hn(∆
n, ∂∆n)

∼=−→ Hn−1(∂∆
n,Λ)

∼=←− Hn−1(∆
n−1, ∂∆n−1)

izomorfizmusok. Az első izomorfizmus a (∆n, ∂∆n,Λ) hármas hosszú egzakt sorának határleké-
pezése, amelynek Hi(∆

n,Λ) harmadik tagjai nullák, mivel ∆n deformációval Λ-ra húzódik össze,
tehát (∆n,Λ) ≃ (Λ,Λ). A második izomorfizmust az i : ∆n−1 → ∂∆n beágyazás indukálja,
amely a Λ-ban nem szereplő oldal. Az n = 1 esetben i izomorfizmust indukál a relatív homológi-
án, hiszen ez már a láncok szintjén is igaz. Az n > 1 esetben ∂∆n−1 nemüres, tehát jó párokkal
van dolgunk, és i a ∆n−1/∂∆n−1 ≈ ∂∆n/Λ faktorok homeomorfizmusát indukálja. Az indukciós
lépés ekkor abból következik, hogy az in ciklust az első izomorfizmus a ∂in ciklusba viszi, amely
±in−1-gyel egyenlő Cn−1(∂∆

n,Λ)-ban.
Egy H̃n(S

n)-et generáló ciklus megtalálásához tekintsük Sn-et úgy, mint két ∆n
1 és ∆n

2 n-
szimplexet, amelyek határait a kézenfekvő módon, a csúcsok rendezését megtartva azonosítjuk.
A ∆n

1 −∆n
2 különbség, szinguláris n-láncként tekintve, ekkor ciklus, és azt állítjuk, hogy H̃n(S

n)

egy generátorát reprezentálja. Ennek belátásához tekintsük a

H̃n(S
n)

∼=−→ Hn(S
n,∆n

2 )
∼=←− Hn(∆

n
1 , ∂∆

n
1 )

izomorfizmusokat, ahol az első izomorfizmus az (Sn,∆n
2 ) pár hosszú egzakt sorából jön, a máso-

dikat pedig a nemtriviális n > 0 esetekben a korábbiakhoz hasonlóan a faktorokra való áttéréssel
igazoljuk. Ezen izomorfizmusok mellett az első csoportbeli ∆n

1 −∆n
2 ciklus a harmadik csoport-

beli ∆n
1 ciklusnak felel meg, amely – mint láttuk – e csoport egy generátorát reprezentálja, tehát

∆n
1 −∆n

2 a H̃n(S
n) egy generátorát reprezentálja.
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Következmény 9.41. ∂Dn = Sn−1 nem retraktuma Dn-nek. Így minden folytonos f : Dn →
Dn-nek van fixpontja.

Bizonyítás. Ha r : Dn → Sn−1 retrakció, akkor r ◦ i = id az i : Sn−1 ↪→ Dn beágyazásra. Ekkor
a

H̃n−1(S
n−1)

i∗−→ H̃n−1(D
n)

r∗−→ H̃n−1(S
n−1)

kompozíció az identitás a H̃n−1(S
n−1) ∼= Z csoporton, de i∗ és r∗ is nullán keresztül faktorizálódik

(H̃n−1(D
n) = 0), ellentmondás. A fixpont-állítás a fundamentális csoport esetében látottakhoz

hasonlóan adódik. □

Következmény 9.42. Egy
∨

αXα ékszorzat esetén az iα : Xα ↪→
∨

αXα beágyazások indukált
(iα)∗ homomorfizmusai ⊕

α

H̃n(Xα)
∼=−→ H̃n

(∨
α

Xα

)
izomorfizmust indukálnak, feltéve, hogy az ékösszeadandók bázispontjai jó párt alkotnak a terekkel.

Tétel 9.43 (A dimenzió invarianciája). Ha U ⊂ Rm és V ⊂ Rn nemüres nyílt halmazok homeo-
morfak, akkor m = n.

Bizonyítás. Tetszőleges x ∈ U -ra a kivágási tétel alapján Hk(U,U \{x}) ∼= Hk(Rm,Rm\{x}). Az
(Rm,Rm \ {x}) pár hosszú egzakt sorából Hk(Rm,Rm \ {x}) ∼= H̃k−1(Rm \ {x}). Mivel Rm \ {x}
deformációs retrakt egy Sm−1 gömbre,

Hk(U,U \ {x}) ∼=

{
Z k = m,

0 k ̸= m.

Ugyanez igaz (V, V \ {y})-ra is k = n küszöbbel. Egy h : U → V homeomorfizmus minden k-ra
Hk(U,U \ {x}) ∼= Hk(V, V \ {h(x)}) izomorfizmust indukál, tehát m = n. □

Definíció 9.44. Ennek a gondolatnak az általánosításaként egy X tér x pontjában a Hn(X,X \
{x}) csoportot az x-beli lokális homológiacsoportnak nevezzük. A kivágási tétel alapján x bármely
U környezetére Hn(X,X \ {x}) ∼= Hn(U,U \ {x}), tehát a lokális homológia csakis X lokális
topológiájától függ x körül. Egy f : X → Y homeomorfizmus minden x-re és n-re indukál
egy Hn(X,X \ {x}) ∼= Hn(Y, Y \ {f(x)}) izomorfizmust, tehát a lokális homológiacsoportok
használhatók arra, hogy megállapítsuk, két tér mikor nem lokálisan homeomorf.

9.10. A szimpliciális és a szinguláris homológia ekvivalenciája. Az eddigi eredmények
segítségével megmutathatjuk, hogy a ∆-komplexusok szimpliciális és szinguláris homológiacso-
portjai mindig izomorfak. A bizonyítás szempontjából kényelmes lesz a relatív esetet is tekinteni,
ezért legyen X egy ∆-komplexus, A ⊂ X pedig egy részkomplexus. Tehát A az X szimplexeinek
tetszőleges uniójából álló ∆-komplexus. A H∆

n (X,A) relatív csoportok ugyanúgy definiálhatók,
mint a szinguláris homológia esetében, a ∆n(X,A) = ∆n(X)/∆n(A) relatív láncok segítségével,
és ez ugyanazzal az algebrai gondolatmenettel hosszú egzakt sort ad az (X,A) párra, mint a szin-
guláris homológiánál. Létezik egy kanonikus H∆

n (X,A) → Hn(X,A) homomorfizmus, amelyet
az a ∆n(X,A)→ Cn(X,A) láncleképezés indukál, amely X minden n-szimplexét a σ : ∆n → X

karakterisztikus leképezésébe viszi. Az A = ∅ eset sincs kizárva, ekkor a relatív csoportok az
abszolút csoportokra redukálódnak.

Tétel 9.45. A H∆
n (X,A) → Hn(X,A) homomorfizmusok izomorfizmusok minden n-re és min-

den (X,A) ∆-komplexus-párra.
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10. CELLULÁRIS HOMOLÓGIA ÉS FOKSZÁM

A celluláris homológia nagyon hatékony eszköz CW-komplexusok homológiacsoportjainak ki-
számítására, és szoros kapcsolatban áll a fokszám-számítással.

Definíció 10.1. Egy f : Sn → Sn leképezés (n > 0) szinguláris homológián indukált f∗ :

Hn(S
n)→ Hn(S

n) homomorfizmusa Z-ből Z-be megy, tehát f∗(α) = dα valamely d ∈ Z-re, ahol
d csak f -től függ. Ezt a d-t nevezzük f fokszámának, jelölése deg f .

Megjegyzés 10.2 (Alaptulajdonságok). (1) deg id = 1, mivel id∗ = id.
(2) Ha f nem szürjektív, akkor deg f = 0: ha x0 ∈ Sn \ f(Sn), akkor f felbontható Sn →

Sn \ {x0} → Sn formába, és mivel Sn \ {x0} pontra húzható, Hn(S
n \ {x0}) = 0, tehát

f∗ = 0.
(3) Ha f ≃ g, akkor deg f = deg g, mivel f∗ = g∗. Ennek megfordítása is igaz (Hopf tétele),

bizonyításával itt nem foglalkozunk.
(4) deg(fg) = (deg f)(deg g), mivel (fg)∗ = f∗g∗. Ebből deg f = ±1 minden homotópia-

ekvivalens f -re.
(5) Ha f egy hipersíkra való tükrözés Sn-ben, akkor deg f = −1.
(6) Az antipodális − id : Sn → Sn, x 7→ −x leképezés foka (−1)n+1, mivel n + 1 tükrözés

kompozíciója.
(7) Ha f : Sn → Sn-nek nincs fixpontja, akkor deg f = (−1)n+1, hiszen az f(x)-ből −x-be

menő t 7→ (1− t)f(x)− tx (0 ≤ t ≤ 1) szakasz nem megy át az origón, tehát az

ft(x) =
(1− t)f(x)− tx

|(1− t)f(x)− tx|

képlet homotópiát ad f -ből az antipodális leképezésbe.

Tétel 10.3 (Sün-tétel). Sn-nek pontosan akkor létezik sehol sem nulla folytonos érintővektor-
mezője, ha n páratlan.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy x 7→ v(x) egy Sn-en lévő vektormező: minden x ∈ Sn-hez hoz-
zárendel egy v(x) érintővektort. v(x)-et x helyett az origóból tekintve az érintőlegesség azt
jelenti, hogy x és v(x) ortogonálisak Rn+1-ben. Ha v(x) ̸= 0 minden x-re, akkor normalizáljuk:
v(x)/|v(x)|. A (cos t)x+(sin t)v(x) vektorok az x és v(x) által feszített sík egységkörében vannak.
t-t 0-tól π-ig futtatva az

ft = (cos t)x+ (sin t)v(x)

képlet homotópiát ad az Sn-beli identitás és az antipodális− id leképezés között. Ebből deg(− id) =

deg id = 1, azaz (−1)n+1 = 1, tehát n páratlan.
Fordítva: ha n = 2k − 1, akkor a

v(x1, x2, . . . , x2k−1, x2k) = (−x2, x1, . . . ,−x2k, x2k−1)

vektormező kielégíti v(x) ⊥ x-et és |v(x)| = 1-et minden x ∈ Sn-re. □

A következőkben megmutatjuk, hogyan lehet egy leképezés fokszámát lokális fokok össze-
geként felírni. Tegyük fel, hogy f : Sn → Sn (n > 0) olyan, hogy valamely y ∈ Sn-re
f−1(y) = {x1, . . . , xm} véges. Legyenek U1, . . . , Um az xi-k páronként diszjunkt nyílt környe-
zetei, amelyeket f y valamely V környezetébe képez, úgy hogy f(Ui \ {xi}) ⊂ V \ {y} minden
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i-re. Ekkor kapjuk az alábbi diagramot:

Hn(Ui, Ui \ {xi}) Hn(V, V \ {y})

Hn(S
n, Sn \ {xi}) Hn

(
Sn, Sn \ f−1(y)

)
Hn(S

n, Sn \ {y})

Hn(S
n) Hn(S

n)

(f |Ui
)∗

ki
≈ ∼=

pi f∗

j≈

f∗

∼=

A ki és pi a beágyazások és vetítések (lásd a bizonyítást), és a diagram háromszögei és négyzetei
kommutálnak. A felső izomorfizmusok a kivágási tételből jönnek, az alsók a párok hosszú egzakt
sorából. Ezen izomorfizmusokkal a felső két csoportot Hn(S

n) ∼= Z-vel azonosítva, a felső (f |Ui)∗
homomorfizmus egy egész számmal való szorzásnak felel meg. Ezt az egészet hívjuk f lokális
fokának xi-ben.

Definíció 10.4. Az f lokális fokszáma xi-ben azon d ∈ Z, amellyel (f |Ui)∗ a

Hn(Ui, Ui \ {xi}) ∼= Hn(S
n) ∼= Hn(V, V \ {y})

generátorát szorozza; jelölése deg f |xi .

Ha f homeomorfizmus, akkor minden y ∈ Sn-nek egyetlen őse van, a diagram minden leképe-
zése izomorfizmus, és deg f |xi = deg f = ±1.

Állítás 10.5. deg f =
∑

i deg f |xi .

Bizonyítás. A kivágási tétel alapján:

Hn

(
Sn, Sn \ f−1(y)

) ∼= Hn

(⋃
i

Ui,
⋃
i

(Ui \ {xi})
)
∼=
⊕
i

Hn(Ui, Ui \ {xi}) ∼=
⊕
i

Z,

ahol ki az i-edik direktösszeg-tag beágyazása és pi a rá való vetítés.
A külső csoportokat Z-vel azonosítva az alsó háromszög kommutativitásából pij = id, tehát

j(1) = (1, . . . , 1) =
∑

i ki(1). A felső négyzet kommutativitása szerint f∗(ki(1)) = deg f |xi , ezért

f∗(j(1)) = f∗

(∑
i

ki(1)

)
=
∑
i

deg f |xi .

Az alsó négyzet kommutativitása alapján f∗(j(1)) = deg f , tehát deg f =
∑

i deg f |xi . □

Példa 10.6. Tekintsük az S1 kört a C komplex sík egységköreként, és legyen f(z) = zk. Ekkor
f foka k. Ez a k = 0 esetben nyilvánvaló, hiszen ekkor f konstans. A k < 0 eset a z 7→ z−1

leképezéssel való komponálással visszavezethető a k > 0 esetre; ez utóbbi leképezés egy tükrözés,
amelynek foka −1. A fok kiszámításához a k > 0 esetben figyeljük meg először, hogy bármely
y ∈ S1 pontra f−1(y) pontosan k darab pontból áll, x1, . . . , xk-ból, amelyek mindegyikének egy
környezetében f lokális homeomorfizmus, és egy körívet a k-szorosára nyújt. Ez a lokális nyújtás
kiküszöbölhető f -nek egy xi körüli olyan deformációjával, amely nem változtatja meg a lokális
fokot, így az xi-beli lokális fok ugyanannyi, mint S1 egy forgatásáé. A forgatás homeomorfiz-
mus, ezért bármely pontbeli lokális foka megegyezik a globális fokával, ami +1, mivel a forgatás
homotóp az identitással. Így deg f |xi = 1 és deg f = k.
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10.1. Celluláris homológia. Celluláris homológia definíciójához szükségünk van a következő
lemmára.

Lemma 10.7. Ha X CW-komplexus, akkor

a) Hk(X
n, Xn−1) = 0 ha k ̸= n; ha k = n, akkor szabad Abel-csoport, amelynek bázisa

bijektíven megfeleltethető X n-celláinak.
b) Hk(X

n) = 0 ha k > n. Speciálisan, ha X véges dimenziós, akkor Hk(X) = 0 ha k >

dimX.
c) Az Xn ↪→ X beágyazás által indukált Hk(X

n)→ Hk(X) leképezés izomorfizmus ha k < n,
és szürjektív ha k = n.

(Ezt a lemmát nem bizonyítjuk.)
A lemma alapján az (Xn+1, Xn), (Xn, Xn−1) és (Xn−1, Xn−2) párok hosszú egzakt soraiból

összeállítható egy nagy kommutatív diagram, amelynek átlós sorai egzaktak:

Definíció 10.8. dn+1-et és dn-et a jn ◦ ∂n+1, illetve jn−1 ◦ ∂n kompozícióként definiáljuk. Ezek
a ∂n+1 és ∂n határhomomorfizmusok „relativizáltjai”.

dndn+1 két egymás utáni leképezés egy egzakt sorban, tehát 0, vagyis

· · · → Hn+1(X
n+1, Xn)

dn+1−−−→ Hn(X
n, Xn−1)

dn−→ Hn−1(X
n−1, Xn−2)→ · · ·

egy lánckomplexus, amelyet X celluláris lánckomplexusának nevezünk. Mivel Hn(X
n, Xn−1) sza-

bad Abel-csoport, amelynek bázisa bijektív megfeleltetésben van az n-cellákkal, elemeire gondol-
hatunk úgy, mint X n-celláinak lineáris kombinációira. Ennek a lánckomplexusnak a homológia-
csoportjait nevezzük X celluláris homológiacsoportjainak, és ideiglenesen HCW

n (X)-szel jelöljük.

Tétel 10.9. HCW
n (X) ∼= Hn(X).

Bizonyítás. A fenti diagramban Hn(X) ∼= Hn(X
n)/ Im ∂n+1 (Lemma 10.7 c) szerint). Mivel

jn injektív, Im ∂n+1-et izomorf módon Im(jn∂n+1) = Im dn+1-re képzi, és Hn(X
n)-et izomorf

módon Im jn = ker ∂n-re. Mivel jn−1 injektív, ker ∂n = ker dn, tehát jn izomorfizmust indukál

Hn(X) ∼= Hn(X
n)/ Im ∂n+1

∼=−→ ker dn/ Im dn+1 = HCW
n (X).

□

Megjegyzés 10.10. (1) Hn(X) = 0 ha X-nek nincs n-cellája.
(2) Ha X-nek k darab n-cellája van, akkor Hn(X)-et legfeljebb k elem generálja: Hn(X

n, Xn−1)

k-generátoros szabad Abel-csoport, tehát ker dn legfeljebb k elemmel generált, és ez bár-
mely faktorára is igaz.
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(3) Ha X-nek nincs két szomszédos dimenziójú cellája, akkor Hn(X) szabad Abel-csoport,
bázisa bijekcióban áll az n-cellákkal (hiszen ekkor a celluláris dn határleképezések auto-
matikusan nullák).

A dn határleképezés kiszámítására n = 1 esetben: d1 : H1(X
1, X0)→ H0(X

0) ugyanaz, mint
a szimpliciális ∆1(X) → ∆0(X) határleképezés. Ha X összefüggő és csak egy 0-cellája van,
akkor d1 szükségképpen 0, különben H0(X) nem lehetne Z.

Tétel 10.11 (Celluláris határformula). n > 1 esetén legyen enα egy n-cella. Ekkor

dn(e
n
α) =

∑
β

dαβ e
n−1
β ,

ahol dαβ az Sn−1
α → Xn−1 → Sn−1

β leképezés foka: az enα ragasztóleképezésének kompozíciója az
Xn−1 \ en−1

β -t egy pontba összehúzó faktorleképezéssel. Az enα és en−1
β cellákat a nekik megfelelő

generátorokkal azonosítjuk. Az összeg csak véges sok tagból áll, mivel az enα ragasztóleképezésének
képe kompakt, tehát csak véges sok en−1

β -vel metsződik.

Példa 10.12 (Valós projektív tér RPn). Az RPn-nek van olyan CW-struktúrája, amelyben
minden k ≤ n dimenzióban pontosan egy ek cella szerepel, és az ek ragasztóleképezése a φ :

Sk−1 → RPk−1 kétrétegű fedőleképezés. A dk határleképezés kiszámításához tekintsük az

Sk−1 φ−→ RPk−1 q−→ RPk−1/RPk−2 = Sk−1

kompozíció fokát, ahol q a faktorleképezés. A qφ leképezés homeomorfizmus, ha az Sk−1 \ Sk−2

bármelyik komponensére leszűkítjük, és ez a két homeomorfizmus egymásból az Sk−1 antipodális
leképezésével való komponálással kapható, amelynek foka (−1)k. Ezért

deg qφ = deg(id) + deg(− id) = 1 + (−1)k,

tehát dk a nulla leképezés, ha k páratlan, és a 2-vel való szorzás, ha k páros. Így az RPn celluláris
lánckomplexusa

0→ Z 2−→ Z 0−→ · · · 2−→ Z 0−→ Z 2−→ Z 0−→ Z→ 0 ha n páros,

0→ Z 0−→ Z 2−→ · · · 2−→ Z 0−→ Z 2−→ Z 0−→ Z→ 0 ha n páratlan.

Ebből következik, hogy

Hk(RPn) =


Z ha k = 0, vagy ha k = n és n páratlan,

Z2 ha k páratlan és 0 < k < n,

0 egyébként.

10.2. Euler-karakterisztika. A gráfelméleti Euler-féle poliédertétel csúcs − él + lap formulá-
jának általánosítása az Euler-karakterisztika. Ez véges szám, amely pusztán homológiai fogal-
makkal definiálható, és csakis az X homotópia-típusától függ – tehát invariáns a homotópia-
ekvivalenciára, és ezen belül X CW-struktúrájára is.

Definíció 10.13. Egy X véges CW-komplexus Euler-karakterisztikája:

χ(X) =
∑
n

(−1)ncn,

ahol cn az n-cellák száma.

Tétel 10.14. χ(X) =
∑

n(−1)n rankHn(X), ahol végesen generált Abel-csoport rangja a Z-
összeadandók száma a ciklikuscsoport-felbontásban.

Bizonyítás.
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Lemma 10.15. Ha 0 → A → B → C → 0 végesen generált Abel-csoportok rövid egzakt sora,
akkor rankB = rankA+ rankC.

Ezt a lemmát nem bizonyítjuk.
Tekintsük a

0→ Ck → Ck−1 → · · · → C1 → C0 → 0

lánckomplexust, ahol Zn = ker dn (ciklusok), Bn = Im dn+1 (határok), Hn = Zn/Bn. Kapunk
két rövid egzakt sort minden n-re:

0→ Zn → Cn → Bn−1 → 0, 0→ Bn → Zn → Hn → 0,

amiből
rankCn = rankZn + rankBn−1, rankZn = rankBn + rankHn.

Helyettesítsük be a másodikat az elsőbe, szorozzunk (−1)n-nel és összegezzünk minden n-re. A
rankBn tagok teleszkópikusan kiesnek, és∑

n

(−1)n rankCn =
∑
n

(−1)n rankHn.

Cn = Hn(X
n, Xn−1) választással rankCn = cn, és Hn(C•) = Hn(X), így a tétel állítása adódik.

□



39

11. FELADATOK A HOMOLÓGIA KÖRÉBŐL

Ezt a témakört szintén a Hatcher-könyv [1] néhány feladatának megoldásával zárjuk.

5. Feladat. Legyen f : Sn → Sn egy 0 fokszámú leképezés. Mutassuk meg, hogy léteznek olyan
x, y ∈ Sn pontok, amelyekre f(x) = x és f(y) = −y. Ennek felhasználásával mutassuk meg,
hogy ha F egy folytonos vektormező az Rn-beli Dn egységgömbön, amelyre F (x) ̸= 0 minden
x-re, akkor van olyan pont a ∂Dn peremen, ahol F sugárirányban befelé mutat.

Megoldás. A fokszámról két standard tényt használunk: ha egy h : Sn → Sn leképezésnek nincs
fixpontja, akkor h homotóp az a : x 7→ −x antipodális leképezéssel, és deg a = (−1)n+1.

Tegyük fel indirekt, hogy f(x) ̸= x minden x-re. Ekkor f -nek nincs fixpontja, így f ≃ a,
ahonnan deg f = (−1)n+1 ̸= 0 – ellentmondás. Tehát van olyan x, amelyre f(x) = x.

A második ponthoz az a ◦ f kompozíciót vizsgáljuk. Tegyük fel indirekt, hogy f(y) ̸= −y
minden y-ra; ekkor (a ◦ f)(y) = −f(y) ̸= y, vagyis a ◦ f -nek nincs fixpontja, így az előbbi
szerint deg(a ◦ f) = (−1)n+1. Másrészt a fokszám multiplikatív a kompozícióra nézve, ezért
deg(a ◦ f) = deg a · deg f = (−1)n+1 deg f . A kettőt összevetve (−1)n+1 deg f = (−1)n+1, azaz
deg f = 1 ̸= 0 – ismét ellentmondás. Van tehát olyan y, amelyre f(y) = −y.

Rátérve a vektormezőre, legyen F folytonos, sehol el nem tűnő vektormező a Dn körlapon.
Normálással kapjuk a

G : Dn → Sn−1, G(x) =
F (x)

∥F (x)∥
leképezést, amely F (x) ̸= 0 miatt jól definiált és folytonos. Jelölje g : Sn−1 → Sn−1 a G megszo-
rítását a Sn−1 peremre.

Egy x ∈ Sn−1 pontban F pontosan akkor mutat sugárirányban befelé, ha F (x) = λx valami-
lyen λ < 0 skalárral, ami a a g(x) = −x egyenlőséggel egyenértékű. Elég tehát olyan perempontot
találnunk, amelyre g(x) = −x. Ezt az első részből nyerjük, ha belátjuk, hogy deg g = 0.

g kiterjeszthető az egész körlapra: maga G ilyen kiterjesztés, hiszen az ι : Sn−1 ↪→ Dn beágya-
zással g = G ◦ ι. A homológiacsoportok között indukált leképezés redukált homológiában

g̃∗ = G̃∗ ◦ ι̃∗ : H̃n−1(S
n−1)→ H̃n−1(S

n−1)

a H̃n−1(D
n) = 0 csoporton keresztül faktorizálódik, mivel Dn kontraktibilis. Ezért g̃∗ = 0, vagyis

deg g = 0. Az első részt g-re alkalmazva van tehát olyan y ∈ Sn−1, amelyre g(y) = −y; a fenti
észrevétel szerint ebben a perempontban F sugárirányban befelé mutat.

6. Feladat. Egy véges CW-komplexus X és egy p : X̃ → X n-lapú fedőtér esetén mutassuk
meg, hogy χ(X̃) = nχ(X).

Megoldás. Elég belátnunk, hogy X̃ minden dimenzióban pontosan n-szer annyi cellát tartalmaz,
mint X. Ehhez X cellaszerkezetét felemeljük a fedésre.

Legyen ek az X egy tetszőleges k-cellája, Φ: Dk → X a hozzá tartozó karakterisztikus leké-
pezés. A Dk körlap egyszeresen összefüggő és lokálisan útösszefüggő, ezért π1(D

k) = 0 miatt
a felemelési kritérium részcsoport-feltétele magától teljesül, és Φ felemelhető. Pontosabban: a
p−1(Φ(0)) fibrum minden x̃ pontjához egyértelműen tartozik egy olyan Φ̃ : Dk → X̃ felemelés,
amelyre pΦ̃ = Φ és Φ̃(0) = x̃.

X̃

Dk X

Φ̃ p

Φ



40

Itt a Φ szerepe kettős: egyrészt a felemeltjei adják majd X̃ celláinak ragasztóleképezéseit, más-
részt a Φ(0) pont fölötti fibrum az, amellyel a felemeléseket indexeljük.

Legyen tehát ekα ⊂ X egy nyílt k-cella; ez homeomorf D̊k ∼= Rk-val, így egyszeresen összefüggő
és lokálisan útösszefüggő. Egy ilyen halmaz fölött minden fedés triviális (az idekα felemelhető,
mert π1(e

k
α) = 0), ezért

p−1(ekα) = ẽkα,1 ⊔ · · · ⊔ ẽkα,m

diszjunkt rétegekre bomlik, és p mindegyik réteget homeomorf módon képezi ekα-ra:

p|ẽkα,i
: ẽkα,i

∼=−−→ ekα.

Az ekα összefüggősége biztosítja, hogy minden réteg az egész ekα-t fedi; így a rétegek és az ekα
egyetlen pontja fölötti fibrum pontjai között bijekció áll fenn. A fibrum n pontból áll, ezért
m = n. A felemelt karakterisztikus leképezések ezeket a ẽkα,i nyílt cellákat ragasztják X̃-hez, így
megkapjuk X̃ CW-struktúráját, amelyben X minden k-cellája fölött pontosan n darab k-cella
áll:

#{k-cellák X̃-ben} = n ·#{k-cellák X-ben}.
Jelölje ck az X k-celláinak számát; ekkor X̃-nek nck darab k-cellája van. Így

χ(X̃) =
N∑
k=0

(−1)k nck = n

N∑
k=0

(−1)kck = nχ(X).
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az alább felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI alapú eszközöket
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Feladat Felhasznált
eszköz

Felhasználás helye Megjegyzés

Ábrák Claude Opus 4.7 A teljes dolgozatban
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