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Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Némethi Andrasnak a szakdolgozat megiré-
sdhoz nyujtott segitségéért. Tovabba koszoném csaladomnak a kitarté tamogatast.



ElSszo

A dolgozat célja, hogy bevezetést adjon az algebrai topologia két alapvets eszkozébe: a fun-
damentélis csoportba és a homologidba. Ezek az invaridnsok azt mutatjak meg, hogyan lehet
topologiai kérdéseket algebrai nyelvre leforditani, és igy olyan tereket is megkiilonboztetni egy-
mastol, amelyek els6 ranézésre hasonlonak tiinnek.

A dolgozat elsG része a sziikséges ponttopoldgiai és homotopiaelméleti alapokat tekinti &t.
Ezutan a fundamentélis csoport definicidja kdvetkezik, majd a kér fundamentélis csoportjanak
kiszadmitasa, vagyis a m1(S') = Z klasszikus eredmény. Ennek alkalmazéasaként szerepel tobbek
kozott az algebra alaptétele, a kétdimenzids Brouwer-féle fixponttétel és a Borsuk—Ulam-tétel.
Ezt kdvetGen a fedGterek elméletét targyalom, kiilonos tekintettel a felemelési tulajdonsagokra,
az univerzalis fedGtérre, valamint a fedSterek és a fundamentalis csoport részcsoportjai kozotti
kapcsolatra.

A masodik nagyobb egység a homoldgia bevezetése. ElGszor a szimplicidlis és a szingularis
homolégia alapfogalmai jelennek meg, majd ezek kapcsolata, a relativ homoldgia, a hosszi egzakt
sor és a kivagasi tétel. A dolgozat végén a cellularis homologia és a fokszam keriil elGtérbe.
Ezek segitségével olyan klasszikus alkalmazéasok is targyalhatok, mint a siin-tétel, a projektiv
terek homologidja, a dimenzid invariancidja és a Brouwer-féle fixponttétel magasabb dimenzios
valtozata.

A targyalas elsGsorban Hatcher Algebraic Topology cimi konyvét koveti. A célom nem az volt,
hogy teljesen 6nall6 felépitést adjak, hanem hogy a kényv alapgondolatait egy révidebb, attekint-
hetébb formaban dolgozzam fel, kiilon hangstlyt adva a konkrét példdknak és szamolasoknak.



1. TOPOLOGIAI BEVEZETO

A fundamentalis csoportok targyalasat egy topologiai és algebrai topologiai bevezetével kez-
dem, melyben attekintem azokat a legalapvetébb fogalmakat, amelyek az algebrai topolégia, azon
beliil pedig a fundamentélis csoportok megértéséhez minimélisan sziikségesek.

Definici6 1.1. Egy topologiai teret egy X halmaz és az X részhalmazaibol 4ll6 €2 halmazrend-
szer alkot. Az 2 halmazrendszer elemeit nyilt halmazoknak nevezziik, és az Q-ra a kovetkezs
feltételeket tamasztjuk:

(1) Barmely Q-beli halmazok uni6ja eleme 2-nak.

(2) Barmely véges sok Q-beli halmaz metszete eleme 2-nak.

(3) Az tires halmaz és az X alaphalmaz is eleme Q-nak.

Definicié 1.2. Egy A C X halmaz zart, ha X \ A nyilt.

Definicio 1.3. Legyen A C X. Ekkor minden x € X pontra pontosan az alabbi harom lehetGség
egyike teljestl:

(1) Van olyan O nyilt halmaz X-ben, hogy x € O és O C A.

(2) Van olyan O nyilt halmaz X-ben, hogy x € O és O C X \ A.

(3) Minden z-et tartalmaz6 O nyilt halmazra ONA # 0 és ON (X \ A) # 0.

Az 1) kritériumnak eleget tevs pontok az A belsejét alkotjak (int A), a 2) kritériumnak eleget
tevok a kiilsejét (ext A), a 3) kritériumnak eleget tevsk pedig a hatarat (0A).

Definicié 1.4. Egy f : X — Y fiiggvény folytonos, ha minden Y-beli nyilt O halmaz f~!(O)
Gsképe nyilt X-ben. Ezzel ekvivalens, hogy minden zart halmaz &sképe zart.

Definicié 1.5. Egy f: X — Y fiiggvény homeomorfizmus, ha bijektiv, folytonos, és az inverze
is folytonos.

Definicié 1.6. Egy X tér Osszefiiggs, ha nem bonthato fel két diszjunkt, nemiires nyilt halmaz
unidjara. Ezzel ekvivalens, hogy nem bonthaté fel két diszjunkt, nemiires zart halmaz uniéjara.
Harmadik ekvivalens definicié: az egyszerre nyilt és zart halmazok X-ben csak az iires halmaz
és maga az X.

Allitas 1.7. Egy [a,b] zdrt intervallum sszefiiggo.

Definici6é 1.8. Egy X tér utosszefiiggs, ha barmely a,b € X pontparhoz létezik X-beli a-bol
b-be mend ut, azaz olyan folytonos f : [0, 1] — X fliggvény, amelyre f(0) = a és f(1) = b.

Lemma 1.9. Ha egy tér utdsszefiliggd, akkor dsszefiiggd.

Definicié 1.10. Egy X tér kompakt, ha barmely {O4}acr nyilt halmazokbol allé csaladjabol,
amelyre | J,c; Oa = X, kivalaszthato véges sok, amelyek unibja szintén X.

Allitas 1.11. Egy [a,b] zdrt intervallum kompakt.
Tétel 1.12. Egy X C R™ részhalmaz pontosan akkor kompakt, ha korldtos és zdrt.

Allitas 1.13. Legyen adott eqy X tér, eqy Y halmaz és eqy f : X — Y figguény. Ekkor azon
U CY részhalmazok, amelyekre f~Y(U) nyilt X -ben, topoldgidt alkotnak Y -on.

Definicié 1.14. Amennyiben az f : X — Y fiiggvény sziirjektiv, az elgbbi allitdsban megha-
tarozott Y-beli topologiat faktortopolégianak nevezziik, f-et kvociensfiiggvénynek, Y-t pedig az
X faktorterének.



2. ALGEBRAI TOPOLOGIAI BEVEZETO

Definicié 2.1. Legyenek X és Y topologiai terek. Egy {fi : X — Y }er fliggvénycsalad ho-
motopia, ha az F : X x I — Y, F(x,t) = fi(x) fiiggvény folytonos. Az fy és f1 fiiggvények
homotdpok, ha van Gket 6sszekots f; homotopia. Jeldlése: fo ~ fi.

Definicioé 2.2. Egy X tér A C X altérre valo deformdcios retrakcidja egy olyan f; : X — X
homotopia, amelyre fy = id, fi = r egy retrakcié (azaz r(X) = A és r|4 = idy), tovabba
ft|la = id4 minden t-re.

Definici6 2.3. Egy f : X — Y leképezést homotopia-ekvivalencidnak neveziink, ha létezik olyan
g:Y — X leképezés, amelyre fog~idy és go f ~idx.

2.1. Cellakomplexusok. Az alabbi eljaras cellakomplexusok elGallitasara szolgal:

(1) Kezdjiik egy X© diszkrét halmazzal, amelynek pontjai a 0-cellak.

(2) Induktivan tgy forméljuk meg az X™ vazat az X"~ vazbol, hogy az el celldkat hozza-
ragasztjuk az (n — 1)-vazhoz ¢, : St — X"~! ragasztofiiggvények segitségével. Ez azt
jelenti, hogy az X™ vaz az

x"'u| |Dp
(0%

halmaznak az a faktortere, amelyben minden z € D7 pontot azonositunk ¢, (z) € X" !-
gyel. Tehat halmazként X" = X" ! U L], en, ahol minden e}, egy nyilt n-dimenzios
korlap.

(3) Ezt az induktiv eljarast véges sok lépés utan abbahagyhatjuk, és ekkor X = X", vagy
pedig folytathatjuk a végtelenségig: X =J,, X".

Minden e cellahoz tartozik egy ®, : D} — X karakterisztikus leképezés, amely a ¢, ra-
gasztofiiggvény kiterjesztése, és a D7 belsejét homeomorf médon képezi ell-ra. Konkrétan: @,
a

Dp— X" 'u| |Dh - X" X
(0%
kompozicid, ahol a k6zépsd nyil az X"-et definialé faktorleképezés.

Definicié 2.4. Egy X cellakomplexus részkomplezusa egy olyan zart A C X altér, amely X-beli
cellak unidja.

Ezen bevezet§ utan ratérek a szakdolgozatom kozponti elemére, a fundamentalis csoportokra.

3. A FUNDAMENTALIS CSOPORT

3.1. Bevezetd. Az algebrai topologia targyat kissé elnagyoltan tigy lehet leirni, mint olyan tech-
nikai modszerek tanat, amelyekkel a topologiai terekrsl algebrai képet alkotunk. A legtobbszor
ezek az algebrai képek csoportok, de gytirtik, modulusok és algebrak is el6fordulnak. Azok a me-
chanizmusok, amelyekkel ezeket a képeket megalkotjuk — az algebrai topologia ,yvilagitoétornyai”
— formalisan funktor néven ismertek, és azzal a kiilonleges tulajdonsaggal birnak, hogy nem csak
terekrdl formalnak képet, hanem leképezésekrdl is.

Azaz: a terek kozotti folytonos leképezéseket az algebrai képeik kozotti homomorfizmusokra
vetitjiik le, és igy a topologiai kapcsolatokban allo terek algebrai megfelelsi kozt is kapcsolatot te-
remtiink. A megfelel§ vilagitétornyok kivalasztasaval olyan részletes lenyomatokat készithetiink,
amelyek segitségével legalabb az érdekes tereket rekonstrualni tudjuk. Ez az algebrai topologia
egyik alapvetd célkitiizése, amelyet meglepGen jol elér. A sziikséges funktorok altaldban meglehe-
tésen bonyolultak; a dolgozatban az egyik legegyszeriibbet, a fundamentalis csoportot mutatom
be.



Ez a funktor a topologikus térben 1év6 hurkokboél — azonos kezdd- és végponti utakbol — alkot
algebrai képet.

3.2. Alapkonstrukciok. Az els6 részt alapvets definiciokkal és konstrukciokkal kezdjiik, majd
egy fontos eredménnyel — a kor fundamentélis csoportjanak kiszamitasaval — folytatjuk.

Egy X-beli aton egy f : I — X folytonos fiiggvényt értiink, ahol I = [0,1] az egységinter-
vallum. Egy ut folytonos deformaciojat a végpontok rogzitése mellett a kovetkezd definicié irja
le.

Definici6 3.1. X-beli utak homotdpidja olyan {f: : I — X }o<i<1 fiiggvénycsalad, amelyre
(1) f:(0) = xp és fr(1) = z1 a t paramétertd] fliggetlenek;
(2) az F: I x I — X, F(t,s) = fi(s) fiiggvény folytonos.

Ha fy és f; kozott van ilyen f; homotopia, akkor homotopnak nevezziik Sket, jelolés: fo ~ fi.

Példa 3.2. Barmely két, R™-beli azonos kezdd- és végponti Gt homotép az

fi(s) = (1 =) fo(s) + tf1(s)

homotopia altal. Tovabba barmely konvex X C R™ részhalmazban futd, azonos kezds- és vég-
ponti két 1t is homotop, hiszen fi(s) € X minden ¢, s-re, mivel X konvex.

Allitas 3.3. A rogzitett végponti utak homotopidja barmely térben ekvivalenciareldciot hatdroz
meg. Egy f 1t homotdpiaosztilydt a tovabbiakban [f] jeldli.

Bizonyitds. A reflexivitas vilagos, hiszen megfelel a konstans f;(s) = f(s) homotopia. A szim-
metria szintén vildgos: ha fo ~ f1 az f; homotdpia altal, akkor f; ~ fy az fi—; inverz homotopia
altal. A tranzitivitast hasonl6an egyszerti megmutatni, de erre nem tériink Kki. O

3.3. Utak szorzata. Legyen adott két f,g: I — X 1t ugy, hogy f(1) = ¢(0). Az utak szorzatat
az alabbi képlet definialja:

(f - 9)(s) :{

f(2s), 0<s<3,
9(28 - 1)7 % 1
A szorzatut elGszor az f, majd a g altal meghatarozott iton halad végig.

A fenti szorzatmivelet szorzatmiiveletet definidl a homotépiaosztalyokon is: ha fo ~ fi és
go =~ g1 az fi és g homotopidk altal, és fo(1) = go(0), akkor f; - g; szintén definialt, és fo - go ~
fi-g1.

A tovabbiakban olyan f : I — X utakra fokuszalunk, amelyeknek azonos a kezds- és végpont-
ja, azaz f(0) = f(1) = zp € X. Az ilyen utakat hurkoknak, az x( pontot bdzispontnak nevezzik.
Az xg bézist hurkok [f] homotopiaosztalyainak halmazat 71 (X, xo)-lal jeloljik.

Tétel 3.4. A m1(X,x0) halmaz csoportot alkot a [f]-[g] = [f - g] szorzdsra nézve. Ezt a csoportot
az X tér xg bdzispontd fundamentélis csoportjanak nevezziik.

Bizonyitds. Azéltal, hogy csak azonos xg kezds- és végpontu utakat vizsgalunk, garantaljuk,
hogy f - g szorzat minden esetben értelmes. Lattuk, hogy f - g homotdpiaosztilya csak f és g
homotopiaosztalyatol fiigg, tehat [f] - [g] = [f - g] jol definialt. Csak a csoporttulajdonsagokat
kell ellenérizni.

Az f fliggvény djraparaméterezésének az fo¢p kompozicidt nevezziik, ahol ¢ : I — I egy tetszd-
leges folytonos fiiggvény, amelyre ¢(0) = 0 és ¢(1) = 1. Az Gjraparaméterezés homotopiaosztély-
tartd mivelet, fo ¢ ~ f, amit az f o ¢, homotopia igazol a ¢y(s) = (1 — t)@(s) + ts valasztéassal
(¢o = ¢, 1 =id).
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Ha adottak az f, g, h utak és f(1) = ¢(0), g(1) = h(0), akkor az (f-g)-h és f-(g-h) szorzatok
is definialtak, és f - (g-h) az (f - g) - h utnak egy Gjraparaméterezése egy szakaszonként lineéris
¢ fiiggvénnyel. x( béazisu hurkok esetén ez pontosan azt jelenti, hogy a m (X, xg)-beli szorzés
asszociativ.

Hasonl6an lathatd be, hogy az xp-ban konstans tt homotopiaosztalya kétoldali egységelem, és
hogy minden f 1t homotépiaosztalyanak az f(s) = f(1—s) (megforditott) it homotoépiaosztalya
a kétoldali inverze. O

Példa 3.5. Barmely R™-beli X konvex halmaz fundamentalis csoportja a trivialis csoport, hiszen
barmely két zg bazisu fy, fi hurok homotop az fi(s) = (1 —t)fo(s) + ¢ f1(s) homotodpia altal.

Természetes modon adodik a kérdés: hogyan fligg m (X, xg) az z¢ bazispont megvalasztasatol?
Mivel 71 (X, zg)-ban csak olyan elemek vannak, amelyek z¢-lal egy utkomponensben talalhatok,
csak ugy érdemes 71 (X, zg) és m1 (X, z1) kapcsolatat vizsgélni, ha feltessziik, hogy z¢ és x1 egy
itkomponensben van.

Legyen h egy xo-t és z1-et 6sszekots ut. Definidljuk a gy @ m (X, 21) — m (X, o) fliggvényt a

Br(lf)) = [~ f 1]
képlettel. Ez jol definialt, hiszen ha f; egy x; béazist hurokhomotopia, akkor h - f; - h egy xg
bézisi hurokhomotopia.
Allitas 3.6. A By, : m (X, 1) — m1(X, x0) leképezés izomorfizmus.

Bizonyitds. B, homomorfizmus:

Bu(lfllg) =[h-f-g-Bl=[h-f-h-h-g-h]=Bu((f]) - Bullg])-
Tovabba 3, inverze f3;, hiszen B,8;[f] = [h-h- f-h-h] = [f], és hasonléan B;,Bu[f] = [f]. O
Ha X utosszefiiggs, akkor m (X, zg) izomorfia erejéig fiiggetlen a bazispont valasztasatol, ezért
gyakran egyszertien 7 (X)-szel jeloljiik.

Egy X teret egyszeresen dsszefiiggdnek neveziink, ha atosszefiiggs, és a fundamentalis csoport-
ja trivialis.

Allitas 3.7. Eqy X tér pontosan akkor egyszeresen dsszefiqgd, ha barmely két pontjdhoz eqyér-
telmd homotopiaosztalyd, dket dsszekotd it tartozik.

Bizonyitds. Az atosszefiigglség azt jelenti, hogy létezik barmely két pontot Osszekots ut, tehat
csak az egyértelmiiséget kell belatnunk. Tegyiik fel, hogy m1(X) = 0, és legyen f, g két zp-bol
x1-be vezets ut. Ekkor

f~f-3-9~9
mivel f-g és g- g is nullhomotop 71(X) = 0 miatt.
Forditva: ha xp-bol 6nmagaba csak egy homotoépiaosztalyt Gt vezet, akkor minden xg bazisu
hurok a konstans hurokkal homotop, tehéat 1 (X) = 0. O

4. A KOR FUNDAMENTALIS CSOPORTJA
Tétel 4.1. 71 (S') 2 Z. A csoport generdtora az (1,0) bdzisponti
w(s) = (cos2ms, sin2ms)

hurok homotdpiaosztdlya.
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Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy n - [w] = |wy], ahol wy,(s) = (cos2mns, sin27ns) minden n € Z-
re. Tehat az allitas azzal ekvivalens, hogy minden S'-beli, (1,0) bézist hurok homotép egy

egyértelmd wy,-nel.

Definici6 4.2. Legyen adott egy X tér. X egy feddterét egy X tér és egy p: X=X leképezés
alkotja 1igy, hogy minden = € X-nek létezik olyan U nyilt kornyezete, hogy p~!(U) olyan nyilt
halmazok diszjunkt uni6ja, amelyek mindegyikét p homeomorf médon képzi U-ra. Egy ilyen U-t
egyenletesen fedettnek neveziink.

Jelen tételiinkben S! fed6tere R, a feddleképezés pedig p(s) = (cos2ms, sin 27s).
Figyeljiik meg, hogy w, = p o wy,, ahol w, : I — R, w,(s) = ns. Az alabbi két allitast
bizonyitas nélkiil hasznaljuk fol:

Allitas 4.3. (1) Minden f : I — X, xog € X-ben kezdddd titnak és minden Tog € p~*(zo)
dsképnek van eqyértelmi, To-ban kezdddd f: I+ X felemeltje.
(2) Minden f; : I — X homotdpidnak, amelynél f;(0) = xq, és minden To € p~'(xq) dsképnek
van egyértelmi, To-ban kezdddd ]A”; T X felemelt homotopidja.

Ezek birtokaban mar lathatjuk a bizonyitast. Legyen f : I — S' egy zg = (1,0) bazist hurok,
amely (S, z0) egy elemét reprezentilja. Az 1) pont alapjan f-nek van egy 0-ban kezd§dé
f felemeltje. Ez a f 1t valamilyen egész szdmban végzédik, hiszen p(f(l)) = f(1) = zgy és
pHxo) =Z CR.

R-ben egy masik 0-bol n-be vezets at w,, és fz wp a (1— t)f—i— tw, linearis homotopia altal.
Ezt p-vel komponélva homotopiat kapunk f-bél w,-be, tehat [f] = [wy].

Az n-et [f] egyértelmien meghatarozza: tegyiik fel, hogy wy, ~ wy,, és legyen f; egy homotopia
wm = fo-bol wy, = fi-be. A 2) pont alapjan ennek van 0-ban kezd6dé ﬁ felemelt homotopiaja.
Az 1) pont egyértelmiségébsl ﬁ) = Wy €8 ﬁ = Wy. Mivel ﬁ homotépia, a ﬁ(l) végpont nem
fiigg t-t6l: ¢t = 0-nal ez m, t = 1-nél pedig n, tehat m = n. O

A fenti két allitas a kovetkez§ altalanosabb tételen alapul:

Allitas 4.4. Legyen p : X — X fedotér, F : Y x I — X eqy leképezés és Fy : Y x {0} — X
az F]yX{O} egy felemeltje. Ekkor létezik egyértelmd F :Y x I — X felemeltje F-nek, amelynek
Y x {0}-ra vett lesziikitése megegyezik Fy-val.

Tétel 4.5 (Az algebra alaptétele). Bdrmely nemkonstans komplex egyiitthatds polinomnak van
komplex gyoke.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a polinom p(z) = 2" + a12" ' + --- + a, alaki. Ha p-nek nincs
komplex gyoke, akkor minden r > 0 valés szamra a

oy = PEET 000
[p(re?m) /p(r)]
képlet egy (1,0) bazist hurkot definidl az S' egységkoéron. Az r fiiggvényében f. homotép
hurkokat hataroz meg. Mivel fy a trivialis hurok, ebbél [f,] = 0 € m1(S") minden 7r-re.
Vegyiink egy olyan r-t, amelyre r > 1 és r > |a1| + - - - + |an|. Ekkor |z| = r esetén:

2 =71 > (@] 4 lal) 7> far2m e g,
A |2 > |a1 2"+ - -+ ay| egyenlétlenségbdl kovetkezik, hogy a pi(2) = 2" +t(a12" 1 +- - +ay)
polinomnak nincs gyoke |z| = r-en, ha 0 <¢ < 1.

p-t pe-re cserélve a fenti f.-re vonatkozo formulaban, és a t paramétert 1-bél 0-ba futtatva,
homotopidt kapunk az f, hurokbél a wy,(s) = e* ¢ hurokba. Az el6z6 tétel alapjan wy, a m(S?)
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generatoranak n-szeresét reprezentalja. Mivel [w,] = [f;] = 0, arra jutunk, hogy n = 0. Tehat a
komplex polinomok koziil csak a konstansaknak nincs gyokiik. O

Tétel 4.6 (Brouwer fixponttétele dimenzié 2-ben). Minden folytonos h : D* — D? fiigguénynek
van fizpontja, azaz létezik olyan x € D?, amelyre h(z) = .

Bizonyitds. Indirekt moédon tegyiik fel, hogy h(x) # = minden x € D?-re. Ekkor definidlhatunk
egy v : D? — S fiiggvényt tigy, hogy r(z) az a pont, ahol a h(z)-bsl induld, z-en athaladéd
iranyitott szakasz elhagyja D?-t. Az r folytonossaga evidens, és r(x) = x ha x € S'. Ez azt
jelenti, hogy r az S' retrakciéja D?-re. Megmutatjuk, hogy ilyen retrakcié nem létezhet.
Legyen fo tetsz6leges S'-beli hurok. A D? diszkben létezik egy konstans hurokkal valo f;
homotépiaja, mert a diszk konvex. Mivel r az identitas S'-en, 7 o f; egy S'-beli homotopiat ad
ro fo = fo-bol az xg bazist konstans hurokba. De ez ellentmond annak, hogy 71(S') #0. O

Tétel 4.7 (Borsuk-Ulam). Minden folytonos f : S* — R? fiigguényre van két olyan x,—x € S?
pont, hogy f(x) = f(—x).

Tétel 4.8. Ha X ésY tdsszefiiggd terek, akkor m (X xY) = m(X) x m(Y).

Bizonyitas. A szorzattopologia egyik alaptulajdonsaga, hogy egy f : Z — X x Y filiggvény
pontosan akkor folytonos, ha a g : Z — X és h : Z — Y komponensfiiggvényei (ahol f(z) =
(9(2),h(z))) folytonosak.

Igy egy (x0,y0) bazist, X x Y-beli f hurok ekvivalens egy zq bazisit X-beli g és egy 4o
bézist Y-beli h hurokkal. Hasonlbéan egy f; hurokhomotopia X x Y-ban ekvivalens egy g, hs
hurokhomotoépia-parral. Ebbél adoédik a bijekcio

71 (X X Y, (20,0)) = m1(X,20) X m1(Y,90),  [f] = ([g], [h]),

amely kozvetleniil csoporthomomorfizmus, tehat izomorfizmus. O

4.1. Indukalt homomorfizmusok. Tegyiik fel, hogy ¢ : X — Y olyan fiiggvény, amely az
xo € X bazispontot az yp € Y bazispontba viszi; ezt réviden ¢ : (X, x9) — (Y, yo0)-val jeloljik.
Ekkor ¢ indukal egy ¢, : m1 (X, x0) = m1 (Y, yo) homomorfizmust: legyen ¢.[f] = [¢ o f].

Ez jol definialt, hiszen egy xg bazisa f; hurokhomotoépia egy yg bazist ¢ o f; hurokhomotopiat
ad, tehat ¢.[fo] = [ o fo] = [@ o f1] = ¢«[f1]. Tovabba ¢, homomorfizmus, hiszen ¢ o (f - g) =
(9o f)- (¢og): mindkét fiiggvény értéke ¢(f(2s)) ha 0 <s < I, és ¢(g(2s—1)) ha i <s<1.

Az indukalt homomorfizmus két alaptulajdonsaga:

(1) (fog)« = f« 0 g« kompoziciora;

(2) ids =id.
Az els6 abbol kiévetkezik, hogy a fliggvénykompozicié asszociativ, a masodik nyilvanvalo. Ezek
a tulajdonsagok teszik a fundamentalis csoportot funktorrd.

Ebbdl kénnyen adodik, hogy ha f homeomorfizmus g inverzzel, akkor f, izomorfizmus, amely-
nek g, az inverze.

Lemma 4.9. Legyen X 4itdsszefiiggd tér, amely nyilt, itdsszefiiggd As halmazok unidja, és tegyiik
fel, hogy o € Ay minden a-ra, valamint minden A, N Ag 1itdsszefiiggd. Ekkor minden xo bdzisu,
X -beli hurok homotdp olyan hurkok szorzatdval, amelyek mindegyike valamelyik An-ban van.

Bizonyitds. Legyen f : I — X egy xg bazisi hurok. El&szor megmutatjuk, hogy létezik olyan
0 =350 < 81 < - < 8, = 1 particioja I-nek, amelyre f minden [s;_1,s;] részintervallumot
egyetlen A,-ba képez. Mivel f folytonos, minden s € I-nek van olyan Vy nyilt kérnyezete I-ben,
amelyet f valamelyik A,-ba képez. A Vi-eket valaszthatjuk tgy is, hogy intervallumok legyenek,
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és lezarasuk képe is egyetlen A,-ba essen. Az I kompakt, ezért ezekbsl véges sok lefedi I-t. E
véges sok intervallum végpontjai, kiegészitve a 0 és 1 pontokkal, adjak a kivint particiot.
Jelolje A; azt az A,-t, amely tartalmazza f([s;—1, $;])-t, és legyen f; az f at [s;_1, s;]-re vett
megszoritasa. Ekkor f az fi--- fi, utak kompozicidja, ahol f; az A;-beli ut.
Mivel A; N A;11 utosszefiiges, valaszthatunk egy g; utat A; N A;p1-ben z¢-bol az f(s;) €
A; N A;y1 pontba. Tekintsiik a kévetkez6 hurkot:

(fi1-91) (g1 f2-92) - (92- f3-93) - (Gm—1 - fm)-

Ez homotop f-fel, hiszen a kozbeiktatott g; - g; parok homotéposak konstans uttal. A kapott
hurok hurkok szorzata, és minden zardjelben allo tényezs egyetlen A;-ben van.

Allitas 4.10. m(S™) =0, han > 2.

Bizonyitas. Fejezziik ki S™-t két olyan Aq, A nyilt halmaz uni6jaként, amelyek kiilon-kiilon
homeomorfak R™-nel, tigy, hogy A; N A3 homeomorf legyen S"~! x R-rel. (Példaul legyen A; =
S™\ {északi polus} és Ay = S™ \ {déli pdlus}.) Valasszunk A; N As-ben xy bazispontot. Ha
n > 2, akkor Ay N Ay utosszefiiggd.

Az el6z6 lemméabdl kovetkezik, hogy minden xg bazisi S™-beli hurok homotop egy Aj-beli
és egy Ag-beli hurok szorzataval. Mivel m1(A;) = m1(A2) = 0 (hiszen A; = R" egyszeresen
osszefliggd), minden S™-beli hurok nullhomotoép. O

Allitas 4.11. R2? nem homeomorf R"-nel, ha n # 2.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy f : R?> — R™ homeomorfizmus. Az n = 1 eset kénnyen lathato,
hiszen R? \ {0} ttosszefiiggs, mikozben R\ {£(0)} nem.

Az n > 2 esetben az titkomponensek szdma mar nem kiilonbozteti meg a R?\ {0} és R™\ {0}
tereket, viszont a fundamentélis csoportjuk igen. Tetszdleges © € R™-re R™ \ {x} homeomorf
S™=1 x R-rel, tehat Tétel alapjan m1(R™ \ {0}) = m(S™ 1) x m(R) = m(S™1). Mivel
71 (S"1) =2 Z han = 2, és trividlis ha n > 2, az allitas igazolt. O

Allitas 4.12. Ha egy X térnek van eqy A altérre vald retrakcidja, akkor azi: A — X termé-
szetes injekcid dltal indukdlt i, : m (A, xo) — m1(X,z9) homomorfizmus injektiv. Ha A az X

deformdcids retraktuma, akkor i, izomorfizmus.

Bizonyitds. Ha r : X — A retrakcio, akkor r o i = id 4, amibdl r, o iy = id, tehat i, injektiv.
Ha r; : X — X deforméacios retrakcio, azaz ro = id, 1|4 = idg és r1(X) C A, akkor barmely
xo bazisa f : I — X hurokra az 14 o f homotoépiat ad f-bdl egy A-beli hurokba, tehat i,
sziirjektiv. Il

Igy masik bizonyitast adhatunk arra, hogy S' nem retraktuma D?-nek: az indukalt 71 (S') —
71(D?) homomorfizmus Z-b6l 0-ba megy, tehat nem lehet injektiv.
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Definicié 4.13. Egy ¢; : (X,z9) — (Y,yo) homotopiat bdzispontmegtartonak neveziink, ha
o¢(z9) = yo minden t-re. Ebben az esetben (¢g)« = (¢1)«, hiszen (¢o)«[f] = [P0 o f] = [¢10 f] =

Lemma 4.14. Ha ¢, : X — Y homotdpia és h(t) = ¢i(xo) az xo pont képeibdl dallo dt, akkor az
alabbi diagram kommutdl, azaz (¢o)x = Br o (¢1)«:

1 (X, xo)
m1(Y, ¢o(0)) 5 (Y, ¢1(z0))

Tétel 4.15. Ha ¢ : X — Y homotopiaekvivalencia, akkor a ¢s : m(X,zo) — 71 (Y, ¢d(x0))
indukdlt homomorfizmus minden xg € X -re izomorfizmus.

Bizonyitds. Legyen w : Y — X a ¢ homotopia inverze, tehat w o ¢ ~ idyxy és ¢ ow =~ idy.
Tekintsiik a

(X, 20) 25 w1 (Y, ¢(20)) 25 m (X, wil(wo)) L5 m1(Y, dweb(o))

leképezéseket. Az els6 két leképezés kompozicidja izomorfizmus, hiszen w o ¢ ~ id miatt Lem-
ma alapjan wy o ¢, = Py valamilyen h dtra. Mivel w, o ¢4 izomorfizmus, ¢, injektiv.
Ugyanezzel az érveléssel w, is injektiv. Ha tehé&t a harom leképezés koziil az els6 kettd injekcio
és a kompoziciojuk izomorfizmus, akkor az elsé ¢4-nek is bijekcidénak kell lennie. O

5. FEDOTEREK, FELEMELTEK TULAJDONSAGAI

Most ratériink a fundamentalis csoportok masodik jelentss téméjara, a fedGterekre. Erdekes,
hogy fedGtereket arra is lehet hasznalni, hogy més terek fundamentalis csoportjat meghatéarozzuk.
A fedéterek és a fundamentalis csoportok kozotti Osszefiiggés azonban ennél mélyebben gyokere-
zik, és lényegében hasznalhaté ugyanazon dolog két kiilonbo6z6 szemszogbdl vald megtekintésére:
a fundamentalis csoport algebrai aspektusait le lehet forditani a fedGterek geometriai nyelvére.
Ezt az alabbi rész kimagasl6 eredménye szemlélteti, amely pontos megfeleltetést ad egy adott X
tér fedGterei és a 71 (X) részcsoportjai kozott — kisértetiesen emlékeztetve a Galois-elméletre.

Korédbban méar definidltuk a fedétér fogalmat. Legyen most f : Y — X leképezés; ennek
felemeltje egy olyan f: Y 5 X leképezés, hogy a p fedbleképezéssel valé kompozicidja egyenld
f-fel, azaz p o f: f.

A fed6homotoépia-tulajdonsagot (homotdpiafelemelési tulajdonsagot) mar korabban (Prop. [4.3))
is lattuk:

Tétel 5.1. Adott p : X 5 X fedétér, fr 'Y — X homotdpia és ]?0 Y - X felemeltje fo-nak
esetén létezik egyértelmd fi 1 Y — X felemelt homotdpidja fi-nek, amely fo-nak kiterjesztése.

Tétel 5.2. A p: (X,%9) — (X, x0) feddleképezés dital indukdlt p, = (X, %) — m1(X,z0)
leképezés injektiv. A p.(m (X, o)) kép m1(X, zo)-nak olyan részcsoportja, amelynek elemei pon-
tosan azok az xq bazisu X -beli hurokhomotdpiaosztdlyok, amelyek X -ba vett felemeltjei Ty bdzisu

hurkok.

Bizonyitds. p. magjanak eleme egy j?o T X hurok, amelynek X-beli fo = po ﬁ) megfelelGje
homotop f; : I — X leképezéseken keresztiil a trividlis fi hurokkal. Az el§z§ tétel alapjan 1étezik
ﬁ)—t konstans hurokra kiterjeszté f; felemelt homotopia, tehat [ﬁ)] =0, és igy p4 injektiv.

A tétel masodik allitdsahoz: az olyan xg béazisu hurkok, amelyek felemeltje Zg bazisa hurok,
nyilvan elemei p, (m; ()A(: , Zo))-nak. Forditva, a p, kép egy elemét reprezentéld hurok homotop egy
ilyen tulajdonsagi hurokkal, tehat az el6z6 tétel alapjan neki maganak is van ilyen felemeltje. [
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Definicié 5.3. Egy p fedéleképezés esetén a p~!(U) nyilt halmazban 1év6, U-ra homeomorf
modon képezsdd nyilt halmazokat rétegnek nevezziik, p~!(xg) elemeit pedig fibrumoknak.

Tétel 5.4. Legyen p : ()?,550) — (X, x0) feddtér, ahol X és X Jitdsszefiiggs. Ekkor a fibrum
szamossdga megegyezik p.(m1 (X, To)) indexével w1 (X, xo)-ban.

Bizonyitas. Legyen H = p,(m; ()N( Z0)), és legyen g egy xo bazistu X-beli hurok, g pedlg a Tp-ban
kezd&dg felemeltje X-ba. Feltéve, hogy [h] € H, a h - g szorzat egy felemeltje h- g, amelynek
végpontja ugyanaz, mint g-é (hiszen h hurok).

Igy jol definialt az L : H\m1 (X, zo) — p~(z0) leképezés, L(H|g]) = §(1). X ttdsszefiiggssége
miatt L sziirjektiv: Zo barmely p~!(xq)-beli ponttal dsszekothetd olyan g uttal, amelynek vetiilete
egy xg béazist g hurok.

Veégil: L(H|[g1]) = L(H|[g2])-b8l kivetkezik, hogy g1 - g2 felemeltje o bazisa hurok, tehat
[91][g2) ! € H, vagyis H[g1] = H|[g2]. Ez L injektivitasa. O

Tétel 5.5 (Felemelési kritérium). Legyen p : (X, Zo) — (X, z0) feddtér és f: (Y, yo) — (X, z0)
leképezés, ahol Y 1itdsszefiiggd és lokdlisan tdsszefiiggd. FEkkor f-nek pontosan akkor létezik
f:(Yy) = (X,20) felemeltje, ha

Fe(m (Y y0)) € pe(m (X, T0)).

Bizonyitds. A ,csak akkor” irany vilagos, hiszen ha f felemeltje f-nek, akkor f = po fN‘, tehat
fe=Dpso f*

A megforditashoz legyen y € Y, és legyen v egy tut Y-ban yy-bol y-ba. Az f o~ ut X-ben
xo-bol f(y)-ba vezet, ezért van egyértelmi zo-ban kezd6ds felemeltje, amelyet f/c\>fy-val jeloliink.
Definialjuk s

fy) = for).
Meg kell mutatnunk, hogy ez fiiggetlen a ~ it valasztasatol. Legyen +' egy maésik tt yo-bol y-ba.
Ekkor

ho=(fo7) (for)
egy xo bézist hurok, és
[hol € f+(m1(Y,90)) C pa(mi (X, F0)).
Ez azt jelenti, hogy hg homotop egy olyan hj hurokkal, amelynek van zy bazist ha felemeltje A
homotoplafeleme1681 tulajdonsagot alkalmazva kapjuk a homotopla felemeltjét; mivel I hurok,
ezert hg is hurok. A felemelt utak egyértelmtisége miatt ho elsé fele f/;_’Y/’ masodik fele pedig
f o v visszafelé bejarva. Igy a kozos kozéppontokra

for/(1) =fon(1),
tehat f jol definialt.

Most igazoljuk f folytonossagat. Legyen U C X az f(y) olyan egyenletesen fedett nyilt
kornyezete, amelynek fv(y)—t tartalmazo rétege UcX , és amelyre p|5 : U — U homeomorfizmus.
Mivel Y lokalisan utosszefiiggs, valaszthatunk y-nak olyan utdsszefiiged nyilt V' kornyezetét,
amelyre f(V) C U. Ha ¢y’ € V, akkor a yo-bol y'-be vezets utat vehetjiik gy, hogy elGszor a
rogzitett v utat jarjuk be y-ig, majd egy V-beli n utat y-bol y/-be. Ekkor az (f o~) - (f on) at
felemeltje (m) : ?577, ahol -

Fon=(plg)tofon.
Kovetkezésképpen f(V) C U és
flv=lg) "o f.
tehat ffolytonos y-ban. Mivel y tetsz6leges volt, ffolytonos. O
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Tétel 5.6. Legyen p X 5 X feddleképezés és f 1Y — X lekepezes Ha f két felemeltje,
f1 f2 Y — X megegyezik Y eqy pontjdban, ésY dsszefiiggd, akkor f1 fg az egész 'Y -on.

Bizonyitds. Legyeny € Y, éslegyen U az f(y) egyenletesen fedett nyilt kornyezete X-ben. Ekkor
p~H(U) d15ZJunkt rétegek unidjara bomlik, és p mlndegylk réteget homeomorf moédon képezi U-ra.
Legyen Uy és Uy az a két réteg, amely fl( )-t, illetve f2( )-t tartalmazza.

A f1 és f2 folytonossaga miatt van y-nak olyan N kornyezete, amelyre f1( ) C U és ﬁ( N) C
U,. Ha fl( ) # f2( ), akkor Uy 75 Us, ezért a két réteg dlSZJunkt és gy f1 + f2 az egész N-en.
Ha viszont ﬂ(y) = f2( ), akkor Uy = Us, és mivel p o f1 =po fz, valamint p injektiv ezen a
kozos rétegen, ezért fl f2 egész N-en.

Ezért azon pontok halmaza, ahol f1 és fg megegyezik, egyszerre nyilt és zart Y-ban. Mivel ez
a halmaz nemiires, és Y Osszefiiggs, az egész Y-jal egyenld. (I

6. UNIVERZALIS FEDOTER

A kovetkezGkben egy rogzitett X tér fedGtereinek osztalyozasi problémajat vizsgaljuk. Mivel
a dolgozatban végig utakkal foglalkozunk, nem megleps, hogy olyan X terekre szoritkozunk,
amelyek legalabb lokalisan tutosszefligg6k. Ebben az esetben az ttkomponensek megegyeznek
az Osszefliggs komponensekkel, tehéat tovabbi megszoritas nélkiil szoritkozhatunk (ut)osszefiiggd
terek vizsgalatara. A lokalis utosszefliggdséget oroklik a fedGterek, tehéat ezek is pontosan akkor
osszefliggsk, ha utosszefiiggdk. Az osztalyozas {6 hajtoereje az X fedGterei és a m(X) részcso-
portjai kozotti Galois-megfeleltetés.

Ez a megfeleltetés azon a hozzarendelésen alapul, amely minden p : ()~( ,Zo) — (X, z0) fedd-
térhez a 1 (X, o) p«(m1 (X, o)) részcsoportjat rendeli.

ElGszor azt vizsgaljuk meg, hogy ez sziirjektiv-e, azaz hogy 71 (X, z¢) minden részcsoportja
elsall-e p,(m1(X,%o)) alakban, kiilonds tekintettel a trivialis részcsoportra. Mivel p, mindig
injektiv, ez a kérdés azzal ekvivalens, hogy X-nek van-e egyszeresen sszefiiggd fedGtere.

Ahhoz, hogy X-nek legyen egyszeresen Osszefiiggs fedGtere, sziikséges, hogy minden = € X-
nek legyen olyan U kornyezete, amelyre az 71 (U,x) — m1(X,z) (a bedgyazas altal indukalt)
leképezés trivialis. Ebben az esetben X-et szemilokdlisan egyszeresen osszefuggonek nevezziik.

A sziikségesség belatasahoz: tegyiik fel, hogy p : X > X fedGtér, ahol X egyszeresen 0ssze-
fliggs. Minden & € X-nek van olyan U kornyezete, amelynek UcX felemeltje homeomorf
modon képzédik U-ra p altal. Minden U-beli hurok felemelhets egy U-beli hurokba, és ez a
felemelt hurok nullhomotép X-ben (hiszen 7 ()~( ) = 0). A nullhomotépiat p-vel komponalva azt
kapjuk, hogy az eredeti U-beli hurok nullhomotép X-ben. Lokalisan egyszeresen Osszefiiggs tér
szemilokalisan egyszeresen Gsszefiiggd.

Tétel 6.1. Ha X dtdsszefiiggd, lokdlisan tdsszefiiggd és szemilokdlisan egyszeresen dsszefiiggd,
akkor létezik X -nek eqyszeresen dsszefliggd feddtere.

Bizonyitds. A konstrukcio motivéci(’)jaként tegylik fel, hogy p : ()Af Zo) — (X, z0) egyszeresen
Osszefiiggd fedGtér. Ekkor barmely T € X-t Zo-val egyetlen homotopiaosztaly koti dssze, tehat X
pontjaira gondolhatunk tgy, mint Zp-ban kezd$ds uthomotopiaosztalyokra. A fedShomotopia-
tulajdonsag alapjan ezek a homotépiaosztilyok ugyanazok, mint xg-ban kezd6dd X-beli atho-
motopiaosztalyok, tehat X teljesen X segitségével leirhato.

Legyen tehat X utosszefliggd, lokalisan ttosszefliggs, szemilokalisan egyszeresen Osszefiiggd,
xg € X béazispont. Definialjuk:

X ={[v] : v egy zo-ban kezdsds 1ut},
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ahol [y] a v kotétt homotopiaosztalya. A p: X — X, p([7]) = v(1) leképezés jol definialt. Mivel
X utosszefliggs, p sziirjektiv.
Miel6tt X-en topolégiat adnank, vegyiink észre néhany dolgot.

(i) Legyen U az osszes olyan U C X tutosszefiiggd nyilt halmaz halmaza, amelyre a 71 (U) —
m1(X) leképezés trivialis. Ha egy U egyik bazispontjara ez teljesiil, akkor az U ttossze-
fliggGsége miatt barmelyikre. Nyilt atosszefiige6 V' C U € U is eleme U-nak, hiszen
m (V) = m(U) — 71(X) kompozicio trivialis. Mivel X lokalisan utosszefiiggd és szemi-
lokélisan egyszeresen Osszefiiggs, U bazis az X topologidjara.

Legyen U € U és v egy ut X-ben xg-bdl U tetszileges pontjaba. Definialjuk:

Uy = {ly - ] : p egy U-beli t (1)-bél indulva}.

U}, csak [y]-tol fiigg. A p: Uy — U leképezés sziirjektiv (U ttdsszefiiggs), és injektiv:
kiilonb6z6 p valasztasokkal v(1)-bdl egy rogzitett € U-ba mindig homotop utakat
kapunk, mert w1 (U) — 71 (X) trivialis.

(ii) Uy = Uy, ha [¥] € Uy ha v' = v - p, akkor Upyp elemei [y - p - 7] alaktak és igy
U},-ban vannak, mig Up, elemei [y - n] = [y - fi - n] alaktak és igy Upy-ben.

Ezekkel a {U,)} halmazok bézist alkotnak egy topologidra X-en. Valéban, két ilyen halmaz
Uy, Vi) metszetében egy [v'] € Up N Vi elem esetén (ii) miatt Upy = Upyr és Vi) =V
tehat ha W e U, W cUNV & +"(1) € W, akkor Wi, C Upy N Vg & [Y'] € Wiy

A p: U, — U bijekcié homeomorfizmus, hiszen bijekciot 1étesit a Vi, C U}, részhalmazok
ésaV e U, V C U halmazok kozott. Ebbél p : X > X folytonos, és rogzitett U € U esetén
fedstér: a Uy, halmazok [y] valtoztataséval particionaljak p~t(U)-t.

v

Mar csak X egyszeresen Osszefiigg@ségét kell megmutatni. Adott [v] € X-re legyen v, az az
X-beli at, amely [0, t]-n megegyezik v-val, [t, 1]-n pedig v(¢)-ben all. Ekkor ¢ — [v] egy X-beli
ut, amely [cg,]-ban kezdddik (a konstans xg uton) és [y]-ban végzddik. Mivel [v] tetszdleges volt,
X Utosszefiiggd.

m ()Z', [czo]) = O bizonyitasahoz elég megmutatni, hogy ennek a csoportnak a p, alatti képe
trivialis, mivel p, injektiv. A p, kép elemeit olyan xy bazisi v hurkok reprezentaljak, amelyek
X-ba vett felemeltjei [c,,] bazist hurkok. A fent emlitett ¢ — [y;] felemelt hurok pontosan akkor
hurok, ha [y1] = [cs,], azaz [y] = [cs,]; €2 viszont azt jelenti, hogy « nullhomotop. Igy p. képe
trivialis. O

Tétel 6.2. Legyen X utdsszefiiggd, lokdlisan tdsszefiiggd és szemilokdlisan egqyszeresen dssze-
fiiggd. Ekkor minden H < m1(X,x0) részcsoporthoz létezik olyan p : Xg — X feddtér és olyan
Zo € Xg bdzispont, hogy p«(m1 (X, Z0)) = H.

Bizonyitds. A korabban konstrualt X egyszeresen dsszefiiged fed6tér [7], ['] elemeire definialjuk
a kovetkezs relaciot:

[~ 1] <= 1) =~+(1)és [y-+] € H.

Ez ekvivalenciarelacio, mert H részcsoport: reflexivitas (1 € H), szimmetria (H zart inverzre),
tranzitivitas (H zart szorzéasra).

Legyen Xp a X kvociense e relacié szerint. Figyeljitk meg, hogy v(1) =+/(1) esetén [y] ~ [¥]
pontosan akkor, ha [y -n] ~ [y - n] tetsz6leges n-ra. Ez azt jelenti, hogy ha két pont azonositva
van a Uy, és Ul bazis-kornyezetekben, akkor az egész kornyezetek azonositva vannak. Igy a
[v] = (1) hozzarendelés indukal egy X — X természetes projekciot, amely fedstér.
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Ha 7y € Xg-nak a ¢, konstans gérbe ekvivalenciaosztalyat valasztjuk, akkor py : m (X, Zo) —
71 (X, x0) képe pontosan H. Valoban: egy xg bazist v hurok X-beli felemeltje [cz,]-ban kezdd-
dik és [y]-ban végzddik, tehat X p-ban vett képe pontosan akkor hurok, ha [y] ~ [cs,], azaz ha
[v] € H. O

Ezzel megmutattuk, hogy m1(X) minden részcsoportjahoz van megfelels fedstér. Most meg-
vizsgaljuk az egyértelmiiség kérdését (izomorfia erejéig).

Két fedstér, py : )21 — X és po: )?2 — X kozotti izomorfizmus egy f : )?1 — )?2 homeo-
morfizmus, amelyre p; = ps o f. Ez azt jelenti, hogy f minden fibrumot a megfelels fibrumra
képez, azaz x € X esetén f(py'(x)) = py (x). Az inverz és kompozicié is izomorfizmus, tehét
ekvivalenciarelaciét definialtunk.

Tétel 6.3. Legyen X utosszefiiggd és lokdlisan utosszefiggd. Két witdsszefiiggd feddtér, py : X —
X €éspy: Xo — X kéz6tt pontosan akkor létezik olyan f : X1 — Xo izomorfizmus, amely a 1 €
py (o) bdzispontot a To € py*(20) bdzispontba képzi, ha (p1)«(m1(X1,T1)) = (p2)«(m1 (X2, Ta)).

Bizonyitds. Ha van f : ()~(1,551) — ()Z'Q,EQ) izomorfizmus, akkor p; = pa o f és pa = p1 o f~1-bdl
kovetkezik, hogy (p1)«(m1(X1,71)) = (p2)«(m1 (X2, %2)). N

A masik irdnyhoz: a felemelési kritérium alapjan pi-et felemelhetjiik egy p1 : (X1,71) —
(X3, 2) leképezéssé tgy, hogy ps o p1 = p1. Szimmetrikusan kapunk py : (X2, Z2) — (X1, Z1)-et.
A felemeltek egyértelmiisége miatt poop; = id és p1 opo = id, tehat p1 és ps egymas inverzei. [

Tétel 6.4. Legyen X utdsszefiiggd, lokdlisan tdsszefiiggd €s szemilokdlisan egyszeresen dssze-
fiiggd. Akkor bijekcic van a bdzispont-megdrzdé p : ()Z',Eg) — (X, z0) utdsszefiiggd feddterek
izomorfiaosztdlyai és m1(X,xg) részcsoportjai kézott, amelyet dgy kapunk, hogy ()Z' ,Zo)-hoz a
P (T ()?,%0)) részcsoportot rendeljik. Ha a bdzispontokat figyelmen kivil hagyjuk, akkor ez a
megfeleltetés bijekciot ad az itdsszefiiggd p : X 5 X feddterek izomorfiaosztdlyai és (X, o)
részcsoportjainak konjugdltosztdlyai kozott.

Bizonyitds. Csak az utolso allitast kell bizonyitani. Megmutatjuk, hogy egy p : ()Z' ,Zo) — (X, x0)
fed6tér esetén a To bazispont megvéltoztatasa egy masik p~!(zg)-beli pontra pontosan annak felel
meg, hogy p.(m1 ()Nf ,Zo)) helyett egy vele konjugalt részcsoportot tekintiink.

Legyen 71 € p~!(z0) egy masik bazispont, és ¥ egy 1t Z-bol T1-be. Ekkor 7 vetiilete egy g
béazisu v hurok, amely valamely g € (X, xo) elemet reprezental. Legyen H; = p*(ﬂ'l(f(,@))
(i = 0,1). Ekkor g-'Hyg C Hi: egy Tg bazist ]7 hurok esetén 7 - f 4 egy x1 bazisu hurok.
Hasonléan gH1g~ ' C Hy, azaz g~ 'Hog = H;.

Tehat a bazispont To-r6l Zi-re valtoztatasa a Hy részcsoport g~ ' Hyg-re valtoztatasanak felel
meg. Forditva, ha Hy helyett egy konjugéltat valasztunk, akkor egy g-t reprezentélé v hurkot
felemeliink Zo-bol induld 7 ttra, és 71 := 7(1)-et valasztunk bazispontnak. O

A felemelési kritérium kovetkezménye, hogy egy utosszefiiggd, lokalisan utodsszefliigegd X tér
egyszeresen Osszefliggd fedGtere lefedi X Gsszes tobbi utosszefiiges fedGterét is. Ezért nevezziik
az egyszeresen Osszefliggd fedGteret univerzdlis feddtérnek; mivel izomorfia erejéig egyértelmd,
jogos a hatarozott névelds.

7. FEDOTRANSZFORMACIOK ES CSOPORTHATASOK

Egy p : X — X fedstér X — X izomorfizmusait feddtranszformdcicknak nevezziik. Ezek

G(X) csoportot alkotnak a kompoziciora nézve. Példaul a kor valos szamokkal valo fedésének
fed6transzformacioi Z-t alkotnak, az n-rétegid ST — S, z +— 2" fedés fedtranszformacioi pedig

~Y

a 2m/n egész szamu tobbszoroseivel valo forgatasok, azaz G(X) = Zy,.
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A felemelési kritérium alapjan utosszefiiggd X esetén egy fedGtranszformaciot teljesen meg-
hataroz, hogy X egyetlen pontjat hové kiildi; specialisan, csak az identitas rogzithet egy pontot.

Egy p: X — X fedéteret normdlisnak neveziink, ha minden x € X-re és x barmely két z,7’
felemeltjéhez létezik olyan fed6transzformécio, amely Z-t 2'-be viszi. Példaul a R — S! fedés
normalis. A normalitas karakterizaciojat az alabbi tétel vilagitja meg.

Tétel 7.1. Legyen p : ()~( , o) — (Xixo) utosszefiliggd feddtere az utdsszefiiggd, lokdlisan 1itdssze-
figgs X -nek, és legyen H = p,(m1(X,Zo)) < m1(X, x0).

a) A ffdé’tér pontosan akkor normdlis, ha H normdloszté (X, zg)-ban.

b) G(X)= N(H)/H, ahol N(H) a H normalizdtora m (X, xo)-ban.
Specidlisan G()Z') >~ m(X,z0)/H, ha X normdlis fedés, és fgy az univerzdlis fedés esetében
G(X) = 1 (X).

Bizonyitds. a) A klasszifikacios tétel bizonyitasaban lattuk, hogy a o € p~!(xg) bazispont egy
71 € p (wo) pontra valé megvaltoztatisa a H egy [y] € m1(X,x0) elemmel valo konjugala-
sanak felel meg, ahol v felemeltje Zo-bol Z1-be megy. Igy [y] € N(H) pontosan akkor, ha
pe(m1(X, %1)) = pu(m1(X, %)), ami a felemelési kritérium alapjén ekvivalens egy Zo-t Z1-be vivs
fedStranszforméacio létezésével. Tehat a fedStér pontosan akkor normaélis, ha N(H) = 71 (X, z),
azaz H normaloszto.

b) Definialjunk ¢ : N(H) — G(X) leképezést: [y]-hoz rendeljiik azt a 7 fed6transzformaciot,
amely Zo-t 1 = J(1)-be viszi, ahol 7 a v felemeltje. ¢ homomorfizmus: ha v egy méasik hurok,
amely a Zo-t ¥j-be vivs 7" feddtranszformacionak felel meg, akkor v -+ felemeltje 7 - (7 o ~ ),
ami Ut Zo-bol 7(z)) = 7 o 7/(Zp)-ba, tehat 7o 7’ felel meg [v][']-nek.

¢ sziirjektiv: a fedStranszformacio 7(Zg)-t egy p~!(xg)-beli ponttal azonositja, amelyhez —
lévén X utosszefliggé — van megfelelé ¥ és v. ¢ magja az, amikor a felemelt 7 hurok, azaz
] € pa(mi(X, Fo)) = H. 0

A fed6transzforméciok csoportja egy speciélis esete az altaldnos csoporthatéasoknak.
Legyen adott egy G csoport és egy Y tér. Azt mondjuk, hogy G hat Y-on, ha adott egy

p: G — Homeo(Y)

homomorfizmus, ahol Homeo(Y') az Y 6nmagéra vett homeomorfizmusainak csoportja a kompo-
ziciora nézve. Tehat minden g € G-hez tartozik egy p(g) : Y — Y homeomorfizmus. Jelolési
egyszertiséghdl ezt gyakran egyszertien g : Y — Y alakban irjuk. Az, hogy p homomorfizmus,
pontosan azt jelenti, hogy

91(92(y)) = (9192)(y)
minden g1,g92 € G és y € Y esetén.

Ha p injektiv, akkor G azonosithato Homeo(Y") egy részcsoportjaval. Ilyenkor a hatast effektiv-
nek nevezziik. A gyakorlatban gyakran nem veszitiink sokat azzal, ha p-t inklazionak tekintjiik,
mert a hatas topologiai informéaciojat a p(G) C Homeo(Y') részcsoport hordozza.

Szamunkra azok a hatasok lesznek fontosak, amelyek teljesitik a kovetkezd feltételt: minden
y € Y ponthoz létezik olyan U kornyezet, hogy a kiillonbozé g € G elemekhez tartozo g(U)
halmazok diszjunktak. Mas szoval

91(U)Nga(U) # 0

csak akkor lehetséges, ha g1 = go.
Ekvivalensen elegendd azt megkovetelni, hogy

Ung(U)#0
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csak akkor teljesiiljon, ha g az identitas. Valoban,

g1 (U) Ng2(U) #0

pontosan akkor ekvivalens azzal, hogy

UnNgytgU) 0.

Ezért az el6bbi diszjunktsagi feltétel visszavezethets arra az esetre, amikor az egyik csoportelem
az identitéas.

Konnyen ellenérizhetd, hogy egy normalis fedStér fedStranszformaciéinak csoportja ilyen mo-
don hat a fedétéren. Ha U C X homeomorf médon vetiil egy U C X nyilt halmazra, és

g1(U) Nga(U) # 0

valamilyen ¢1,g92 € G ()Nf ) esetén, akkor léteznek 71,79 € U ugy, hogy
91(71) = g2(Z2).

Mivel z; és 5 ugyanabban a fibrumban vannak, és U minden fibrumot legfeljebb egy pontban
metsz, kovetkezik, hogy 1 = z2. Ekkor g; gy fixal egy pontot, ezért fedStranszformacioként az
identitas, tehat g; = go.

Ha G hat Y-on, akkor képezhetjiik az Y/G pdlyateret. Ez az a kvocienstér, amelyben minden
y € Y pontot azonositunk az 6sszes g(y) ponttal, ahol g € G. Az Y/G pontjai tehat a

Gy ={9(y):9 € G}
palyak. Normalis fedstér esetén az X /G(X) pélyatér maga az X alaptér.

Tétel 7.2. Tegyiik fel, hogy G a fenti kritériumot kielégitve hat az'Y téren. Ekkor:
a) Ap:Y = Y/G, p(y) = Gy kvdcienstér-leképezés normdlis feddtér.
b) G ennek a fedétérnek a feddtranszformdcid-csoportja, ha'Y ttésszefiiggd.
c) G=Em(Y/G)/p(m1(Y)), ha Y dtidsszefiiggd és lokdlisan wtdsszefiiggd.

Bizonyitds. Legyen U C Y a fenti kritériumot kielégité halmaz. A p kvdciens-leképezés a
{g(U) : g € G} diszjunkt halmazokat egyesiti egy p(U) halmazba Y/G-ben. A kvocienstopologia
definicidja miatt ply) : g(U) — p(U) homeomorfizmus minden g-re, tehat p fedstér.

G minden eleme fedétranszformacioként hat, és a fedés normalis: go 0 g7 a g1(U)-t g2(U)-ba
viszi.

A G részesoportja a fedGtranszformacio-csoportnak, sét vele egyenls, ha Y utosszefiiggs: ha
f tetszbleges fedStranszformacio, akkor barmely y és f(y) ugyanazon a palyan van, tehat van
g € G, hogy g(y) = f(y), amibdl f = g (utosszefliggsd feddtereken a fedGtranszforméaciot egy
pont képe meghatéarozza).

c) az el6z6 tétel b) részébsl kovetkezik. O

Példa 7.3. Az S™-en az x — —x antipodalis leképezés altal generalt hatasnal G = Zo, és a
palyatér Y/G = RP", a valos projektiv tér. Ez a hatas kielégiti a fent megkovetelt kritériumot
(vagyis fed6térhatas): S™ minden nyilt félgombje diszjunkt a sajat antipodalis képétdl, igy min-
den pontnak van olyan U kérnyezete, amelyet a G két eleme diszjunkt halmazokba visz. Az el6z6
tétel szerint tehéat p : S™ — RP™ normalis fedGtér.

Ha n > 2, akkor a Allitas szerint S™ egyszeresen Osszefiiggs, vagyis S” — RP" az
univerzalis fedés. Az el6z6 tétel ¢) pontjabol igy

Wl(RPn)gG:ZQ (n22)
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A 71 (RP") egy generatorat ugy kapjuk, hogy S™-ben vesziink egy két antipodalis pontot 6sszekotd
utat, és azt levetitjiik RIP"-be; a kapott + hurok valoban zart RP"-ben, hiszen a két végpont
ugyanabba a palyaba esik. Az, hogy [v] rendje pontosan 2, kozvetlenil is latszik: ha n > 2,
akkor a v - vy szorzat felemeltje S™-ben méar hurok (az egyik antipodélis pontbol a masikba,
majd vissza az els6be fut), ez pedig 71(S™) = 0 miatt dsszehtzhatoé a konstans hurokka. Ezt a
homotopiat p-vel levetitve RP™-be azt kapjuk, hogy 7 - v nullhomotoép, tehét [y] rendje valoban
2.

8. FELADATOK A FUNDAMENTALIS CSOPORT KOREBOL

Ezt a témakort a Hatcher-konyv [I] néhéany feladatanak megoldasaval zéarjuk.

1. Feladat. Igaz-e a Borsuk-Ulam-tétel a toruszra? Mas széval: minden f: S' x St — R?
leképezéshez létezik-e olyan (z,y) € S* x S, amelyre f(z,y) = f(—x, —y)?

Megoldas. Nem, nem igaz.
Ellenpélda: Tekintsiik az S' € R? kort, és legyen f: S' x S — R? az els6 tényezére valo
vetités,
fla,y) ==
Ekkor f(—x,—y) = —z, tehat az f(z,y) = f(—x, —y) egyenlGség azt kovetelné, hogy © = —z az
S'-en. Ebbdl kovetkezik, hogy = 0, ami ellentmond annak, hogy = € S*. Igy

f(z,y) # f(—z,—y) minden (z,y) € St x Slore,
és a Borsuk—Ulam-konklzié sohasem teljesiil.

2. Feladat. Adott egy X tér és egy utosszefliged A altér, amely tartalmazza az xg bazispontot.
Mutassuk meg, hogy az A — X inkluzi6 altal indukalt m (A, xg) — 71 (X, o) leképezés pontosan
akkor sziirjektiv, ha X minden olyan utja, amelynek végpontjai A-ban vannak, homotop egy A-
beli uttal.

Megoldas. Jeldlje i: A — X az inklaziot és i m1(A, x9) = m1(X, x0) az indukalt leképezést.

(<) Az utfeltételbdl kovetkezik a sziirjektivitas. Vegylink egy tetszdleges [y] € m1(X, zo)
osztalyt, ahol v egy zg-beli hurok. + olyan X-beli at, amelynek xg, xg végpontjai A-ban vannak.
A feltevés szerint v ~ «/, ahol v/ egy A-beli ut. Mivel a homotopia fixen hagyja a végpontokat, ~/
is £p-bol zo-ba megy, tehat hurok A-ban az x¢ pontnal, igy megad egy [y'] € m1(A, o) osztalyt.
Ekkor

iyl =[x = [,

ahol a kozépss egyenlSség azért all fenn, mert 4/ ~ v X-ben. Tehat m1(X,zo) minden eleme
el6all, vagyis i, sziirjektiv.

(=) Legyen f: I — X tetszoleges ut, melynek végpontjai f(0) = ag és f(1) = a; az A-ban
vannak. Készitiink egy A-beli, f-fel homotop utat.

Mivel A utosszefliggs, valasszunk A-n beliili utakat:

a: Ty~ aop, B:xg~ ai.
Képezziik az xg-beli hurkot X-ben:
g=a-f-B (:cg—>a0La1—>:co),

ahol (3 a 8 inverze. Ez is egy hurok z¢-nal, igy [g] € 71 (X, x0).
A sziirjektivitas miatt van olyan h hurok A-ban, amelyre i.[h] = [g], azaz

h>~g X-ben.
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Most f-et allitjuk vissza. Felhasznalva, hogy & -« =~ ¢4 és B+ B =~ ¢4, (konstans utak), és az
asszociativitast:
f~a(afB)p=agh=ahp
A & h- B at teljesen A-ban van, hiszen «, h és [ szintén ott van. Végpontjai
& h B
ag — Tog — o — ai,
vagyis ag és a1. Tehat f homotop egy A-beli uttal.
3. Feladat. Tegylik fel, hogy fi: X — X olyan homotoépia, amelyre fo és fi egyarant az
identikus leképezés. Az 1.19. Lemma felhasznalasaval mutassuk meg, hogy tetszéleges x¢g € X
esetén az fi(xg) hurok a 71 (X, x0) centruménak egy elemét reprezentalja. |Az eredmény tgy

értelmezhetd, hogy egy hurok pontosan akkor reprezental a m1(X) centruméba esd elemet, ha
kiterjeszthet6 X — X leképezések egy hurkava.|

Megoldas.
Alkalmazzuk az emlitett lemmat (Lemma 4.14 a szakdolgozatban) Y = X és ¢, = f; valasz-
tassal. A bazispont képei altal befutott 1t

h(t) = fi(zo)
a h(0) = fo(xo) = xo pontbodl a h(1) = f1(zo) = xo pontba megy (hiszen fo = fi =idx), tehat h
valoban hurok az zg pontnal, és [h] € 71 (X, xq). Igy a bazispont-csere a fundamentélis csoportot
onmagaba képezi: fy,: m (X, xo) = m1 (X, x0).
A lemma szerint

(fo)x = Br o (f1)s

Mivel fo = fi = idx, mindkét indukélt leképezés az identitds: (fo)x = (f1)x = 1dg (X ,20)-
Behelyettesitve:

id = /Bh oid = ﬁh, azaz /Bh = idﬂl(X,ﬂﬁo)'
A bazispont-csere definicioja szerint minden [y] € 71 (X, xp)-ra
Bulyl = [h-~-h] = [A] [y] [
A By = id egyenlGség tehat azt jelenti, hogy
R[] M =[] minden [v] € m (X, zg)-ra,
vagyis [h] felcserélhets 71 (X, zo) minden elemével. Ez pontosan azt jelenti, hogy

[h] = [t — ft(.%'o)] & Z(7T1(X, xo)),
azaz az fi(xg) hurok a centrum egy elemét reprezentalja.

4. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha egy utosszefiiggs, lokalisan utosszefliggd X térre mi(X)
véges, akkor minden X — S! leképezés nullhomotép. (Hasznaljuk az R — St feddteret.)

Megoldas. Legyen f: X — S! tetszéleges leképezés, és legyen p: R — S', p(t) = 2™ az
univerzalis fedés. Rogzitsiink egy zg € X bazispontot. Feltehetjiik, hogy f(zo) = 1 € S', és
valasszuk a felemelés bazispontjat to = 0 € R-nek, p(0) = 1-gyel.

A felemelési kritérium. (5.5 Tétel.) Mivel X tutosszefliggd és lokalisan utosszefiiggs, pontosan
akkor létezik olyan f: X — R felemelt, amelyre pf = f és f(a:o) =0, ha

I+ (ﬂ'l (X, 1'0)) C p« (7[‘1 (R’ O)) .
A részesoport-feltétel teljesiil. A R tér pontra huzhato, tehat =1 (R, 0) = 0, igy
ps(m1(R,0)) =0 C m (S, 1) 2 Z
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A kritérium tehéat azt kivanja meg, hogy f. (771 (X, xo)) = 0 legyen.
f*Z 7T1(X,.T0) — 71’1(S1, 1) = 7.

Ekkor azonban ez egy véges csoportbdl Z-be mend homomorfizmus. A képe véges részcsoport
Z-ben, de Z torziomentes: egyetlen véges részcsoportja a {0}. Tehat

I+ (7T1 (X> l‘o)) =0=ps« (WI(R? 0)) :
A részcsoport-feltétel teljesiil, igy a felemelési kritérium szerint van folytonos felemelés
f:X—R  pof=f

R pontra hazhato, H: R x I — R, H(t,s) = (1 — s)t az a homotopia, amely a 0-ba huzza Gssze.
Ekkor

F=po(Ho(fxid): X xI— S
homotopia F(-,0) = pf = f-bél a konstans F(-,1) = p(0) = 1 leképezésbe. Tehat f nullhomotop.
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9. SZIMPLICIALIS ES SZINGULARIS HOMOLOGIA

9.1. A homolédgia otlete. Nézziink néhany példat, hogy lassuk, mi az alapotlet. Tekintsiik az
abran lathato X grafot, amely két csticsbol all, melyeket négy €l kot 6ssze. Az X fundamentalis
csoportjanak vizsgalatakor olyan hurkokat tekintiink, amelyeket élek sorozata alkot, és egy rog-
zitett bazispontbol indulnak, oda térnek vissza. Példaul az = bazispontban az ab~! hurok el6szor
az a élen halad elére, majd a b élen visszafelé, ahogyan azt a —1 kitevs jelzi. Egy bonyolultabb
hurok lenne példaul az ac™'bd 'ca™!. A fundamentalis csoport egyik kiemelkeds tulajdonséaga,
hogy altalaban nemkommutativ, ami egyszerre gazdagitja és bonyolitja az elméletet. Tegyiik fel,
hogy egyszertsitiink a helyzeten azzal, hogy abelizalunk. Igy példaul az ab—! és b~'a hurkokat
egyenlének tekintjiik, ha a-t felcserélhetévé tessziik b~ '-gyel. Ez a két hurok, ab~! és b~ la, va-
l6jaban ugyanaz a kér, csak a kezd6- és végpont megvélasztasa kiilonbozik: ab~! esetén x, b~ la
esetén y. Ugyanez minden hurokra igaz: egy hurok bazispontjanak tjravéalasztasa csak ciklikusan
permutélja a betit, igy az abelizalas egyik mellékhatésa, hogy tobbé nem kell minden hurkot
egy rogzitett bazisponthoz koétniink. Tehéat a hurkokbdl ciklusok lesznek, valasztott bazispont
nélkiil.

X

Miutan abelizaltunk, térjiink at additiv jelolésre, igy a ciklusokbol élek egész egyiitthatos
lineéris kombinéciéi lesznek, mint példaul a —b+ c—d. Nevezziik ezeket a linedris kombinacidkat
élek ldncainak. Néhany lanc tobbféleképpen is felbonthato ciklusokra, példaul (a — ¢) + (b —
d) = (a — d) + (b — ¢), és ha algebrai szemléletet vesziink fel, akkor nem akarunk kiilénbséget
tenni e kiilonbo6zé felbontasok kozott. Ezért kiterjesztjik a ,ciklus” fogalmat tgy, hogy az élek
bérmely olyan linearis kombinaciojat jelentse, amelyre 1étezik legalabb egy, az el6bbi geometriai
értelemben vett ciklusokra vald felbontas.

Mi a feltétele annak, hogy egy lanc ebben a tagabb, algebrai értelemben ciklus legyen? Egy
geometriai ciklust — mint id6ben bejart utat elképzelve — az a tulajdonsag jellemez, hogy minden
csticsba ugyanannyiszor 1ép be, mint ahanyszor kilép belSle. Egy tetszsleges ka 4 £b + mc + nd
lanc esetén a lanc y cstcsba valo Osszesitett belépéseinek szama k + ¢ 4+ m + n, mivel a, b, ¢
és d mindegyike egyszer 1ép be y-ba. Hasonléan, mind a négy él egyszer 1ép ki z-bdl, igy a
ka + £b + mc + nd lanc x cstcsba vald Osszesitett belépéseinek szama —k — £ — m — n. Tehat
annak feltétele, hogy ka + €b + mc + nd ciklus legyen, egyszertien k + £ +m +n = 0.

Hogy ezt az eredményt minden grafra altalanosithaté modon irjuk le, legyen C1 az a,b,c,d
élek altal bazisként generalt szabad Abel-csoport, és legyen Cy az x,y cstcsok altal bazisként
generalt szabad Abel-csoport. A (4 elemei élek lancai, azaz 1-dimenzios lancok, a Cy elemei
pedig cstucsok linearis kombinécioi, azaz 0-dimenzids lancok. Definidljunk egy 9 : C; — Cj
homomorfizmust tgy, hogy minden a,b, c,d baziselemet y — x-be kiild, azaz az él fejénél 16v6
cstcsbol kivonjuk az él farkanal 1évé cstcsot. Igy

Oka+tb+mc+nd)=(k+L+m+n)y—(k+{+m+n)uz,
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és a ciklusok pontosan a 9 magjat alkotjak. Egyszeri szdmolassal ellenérizhets, hogy a —b, b—c¢
és c—d bazisat adjak ennek a magnak. Tehat X; minden ciklusa e harom legszembettinébb ciklus
egyértelmd linearis kombinaciéja. E harom alapciklus segitségével azt a geometriai informaciot
fejezziik ki, hogy az X grafnak harom lathato ,lyuka” van — a négy él kozotti tres terek.

Bévitsiik most az el6z6 X1 grafot egy A kétcella hozzaragasztasaval az a — b ciklus mentén,
igy egy Xo kétdimenzios cellakomplexust kapunk. Ha az A kétcellat az oramutatd jarasaval
megegyezben iranyitottnak gondoljuk, akkor a hatarat az a — b ciklusnak tekinthetjik. Ez a
ciklus most mar homotopikusan trivialis, hiszen A f6lott atcsusztatva egy pontba htzhato Gssze.
Maés szoval, tobbé nem zéar korbe lyukat Xo-ben. Ez azt sugallja, hogy az el§z6 példdban szereplé
ciklusok csoportjanak egy faktorat képezziik az a — b altal generélt részcsoport kifaktorizalasaval.
Ebben a faktorban példaul az a — ¢ és b — ¢ ciklusok ekvivalenssé valnak, 6sszhangban azzal,
hogy X2-ben homotopok.

Algebrailag most mar definidlhatunk egy Cy N Cq o, Cp homomorfizmuspéart, ahol Cy az
A altal generalt végtelen ciklikus csoport, és 02(A) = a —b. A 0; leképezés az el6z6 példaban
szereplé hatarhomomorfizmus. A minket érdekls faktorcsoport ker 0;/Im 0o, azaz 01 magja
modulo ds képe, més szoval az 1-dimenzios ciklusok modulo azok, amelyek hatarok, vagyis a — b
tobbszorosei. Ezt a faktorcsoportot az Xo homoldgiacsoportjanak nevezzik, jelolése Hy(Xs). Az
el6z6 példa is beilleszthetd ebbe a keretbe, ha Ca-t nullanak vessziik, hiszen Xi-ben nincsenek
kétcellak; ekkor Hi(X7) = ker 91/ Im 02 = ker 01, amely, mint lattuk, harom generatoron szabad
Abel-csoport volt. A jelen példaban Hp(X32) két generatoron, b — c-n és ¢ — d-n szabad Abel-
csoport, ami azt a geometriai tényt fejezi ki, hogy az A kétcella kitoltésével a teriink ,lyukainak”
szama haromrol kettére csokkent.

Tegyiik fel, hogy Xo-t egy X3 térré bovitjiik egy mésodik B kétcella hozzéragasztaséval ugyan-
azon a — b ciklus mentén. Ez egy Cs kétdimenziés lanccsoportot ad, amely A és B linearis kom-
binaci6ibol all, és a dy : Co — C; hatdrhomomorfizmus mind A-t, mind B-t a — b-be kiildi. A
H,(X3) = ker 01/ Im 02 homolégiacsoport ugyanaz, mint Xo esetén, de most ds-nek nemtrivialis
magja van: az A — B altal generalt végtelen ciklikus csoport. Az A — B-t kétdimenzios ciklusnak
tekintjiik, amely a Ha(X3) = ker 02 = Z homologiacsoportot generalja. Topologiailag az A — B
ciklus az A és B cellak, valamint k6z0s hatarkoriik altal alkotott gémb. Ez a gémbszert ciklus
egy ,lyuk” jelenlétét észleli Xs-ban: a gdmb hidnyzo6 belsejét. Mivel azonban ezt a lyukat gomb,
nem pedig kor zarja korbe, méas jellegti, mint a H;(X3) = Z x Z altal észlelt lyukak, amelyeket
a b — c és ¢ — d ciklusok detektalnak.
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X

Lépjlink még egyet, és X3-bol épitsiink egy Xy komplexust egy C haromcella hozzaragasztasa-
val az A és B altal alkotott kétgémb mentén. Ez egy C3 lanccsoportot hoz 1étre, amelyet ez a C
haromecella generdl, és definidlunk egy d3 : C3 — Cs hatarhomomorfizmust, amely C-t A — B-be
kiildi, mivel az A— B ciklust C' hatarédnak kell tekinteniink, ugyaniigy, ahogyan az a—b egydimen-
zi0s ciklus az A hatara. Most harom hatarhomomorfizmusunk van, Cs LN Cy N 4 o, Co, és a
Hy(X4) = ker 02/ Im 05 faktor trividlissa valt. Tovabba H3(X4) = ker 93 = 0. A H;(X4) csoport
megegyezik Hi(X3)-mal, vagyis Z x Z, tehat ez X, egyetlen nemtrivialis homolégiacsoportja.

Vilagos, mi a példak altalanos mintazata. Egy X cellakomplexushoz tartoznak C),(X) lanccso-
portok, amelyek szabad Abel-csoportok, bazisuk X n-cellai, és vannak 9, : Cp,(X) — Cp—1(X)
hatarhomomorfizmusok, amelyek segitségével a H,(X) = kerd,/Imd,4+1 homologiacsoportot
definialjuk. A f6 nehézséget az jelenti, hogyan definidljuk a 0,-t altalaban. Az n = 1 esetben
ez konnyt: egy iranyitott él hatara a fejénél 1évs cstcs minusz a farkanal 1évds csacs. A kovet-
kez6, n = 2 eset szintén nem nehéz, legalabbis olyan cellak esetén, amelyeket élek hurkaibol allo
ciklusok mentén ragasztunk; ekkor a cella hatara ez az élciklus, az iranyitasokat figyelembe vevs
megfelels elGjelekkel. Nagyobb n esetén azonban a helyzet bonyolultabba valik. Még ha csak
a szép ragasztoleképezésekkel rendelkezs poliédercellakbol allo cellakomplexusokra szoritkozunk
is, az iranyitasok kérdését akkor is rendezni kell.

Ugy tiinik, e probléma legjobb megoldasa egy kozvetett megkozelités alkalmazasa. A tetszole-
ges poliéderek mindig felbonthatok szimplexeknek nevezett speciélis poliéderekre (a haromszog és
a tetraéder a 2- és 3-dimenzios példanyaik), igy nem veszitiink az altalanossaghol, bar kezdetben
veszitiink valamennyit a hatékonysagbol, ha figyelmiinket teljesen a szimplexekre korlatozzuk.
A szimplexek esetén a hatarleképezések definidlasa és az iranyitasok kezelése semmi nehézséget
nem okoz. Igy olyan homologiaelméletet kapunk, amelyet szimplicidlis homoldgidnak neveziink,
a szimplexekbdl felépitett cellakomplexusokra. Ez azonban a terek meglehet&sen sziik osztélya,
és maga az elmélet is bizonyos merevséget hordoz, ami kényelmetlenné teszi a vele valé munkat.

Az akadalyok megkeriilésének modja az, hogy egy 1épést hatralépiink a szimplexekre bontott
terek geometriajatol, és helyette valami olyat tekintiink, ami els§ pillantédsra vadul bonyolul-
tabbnak ttinik: a szimplexek egy adott X térbe vald Osszes lehetséges folytonos leképezésé-
nek Osszességét. Ezek a leképezések rendkiviil nagy C),(X) lanccsoportokat generalnak, de a
H,(X) = ker9,/Im 0,41 faktorok — amelyeket szinguldris homoldgiacsoportoknak neveziink —
sokkal kisebbnek bizonyulnak, legalabbis észszertien szép X terek esetén. Kiilonosen a fenti
négy példaban szerepl6khoz hasonlo terek esetén a szinguléris homoldgiacsoportok megegyeznek
azokkal a homologiacsoportokkal, amelyeket a cellularis lancokboél szamitottunk.

9.2. Szimplexek és A-komplexusok.

Definicio 9.1. A standard n-szimplex:

n
A" = {(to,...,tn) eR" ¢, >0, Zti:1}.

=0
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Ezek szerint A? egy pont, Al egy zart intervallum, A2 egy haromszoglap, és igy tovabb.

Definicioé 9.2. Az dltaldnos n-szimplex n + 1 altalanos helyzet pont konvex burka R"-ben,
ahol m > n; jelolése A™ = [vg, v1,...,vy]. Az, hogy az n+ 1 pont dltaldnos helyzeti, azt jelenti,
hogy nem fekszenek egy m-nél kisebb dimenzioju affin altérben. A [vg,v1,...,v,] jeldlésben a
csticsok sorrendje is szamit: ez egy rogzitett rendezés a csticsokon. A rendezés meghataroz egy
wranyitast; két rendezés pontosan akkor adja ugyanazt az iranyitast, ha paros permutaciéval
térnek at egymasba, a paratlan permutacié pedig megforditja az iranyitést.

A cstcsok sorbarendezésével egy kanonikus linearis homeomorfizmust kapunk a standard n-
szimplexbdl tetszbleges [vo, .. ., vy,] szimplexbe, a

n
(tos - tn) — Ztivi
=0

képlettel. A t; szamokat a v pont baricentrikus koordindtdinak nevezziik.

Egy n-szimplex valamely v; csticsat elhagyva a megmaradoé n csucs egy (n—1)-szimplexet feszit,
amely a [vg, ..., v,] egy oldala; jelolése [vg, ..., 0;, ..., vy,] (akalap azt jelzi, hogy a v;-t elhagytuk).
Egy oldal (vagy a csuicsok barmely részhalmaza altal feszitett részszimplex) cstucsainak rendezését
az eredeti szimplexben megadott sorrendjiikkel egyezének tekintjilk. A A™ hatdra az oldalak
unioja, jelolése OA™. A nyilt szimplex a A™ \ OA™ halmaz.

Definicié 9.3. Egy X topologikus téren A-komplexus-struktira olyan o, : A" — X fliggvények
halmaza (ahol n fiigg a-t6l), amelyekre:

(1) A o, leképezések megszoritasai a szimplexek belsejére injektivek, és ezeknek a nyilt
szimplex-képeknek az unidja diszjunkt moédon lefedi X-et. Mas széval X minden pontja
pontosan egy nyilt szimplex képéhez tartozik.

(2) Minden o, lesztikitése a A" valamelyik oldalara egy og : A"l X leképezést ad
(ahol A™ oldalat a kanonikus, sorrendtarté linearis homeomorfizmus szerint azonositjuk
AL gyel).

(3) Egy A C X halmaz pontosan akkor nyilt, ha o !(A) nyilt A”-ben minden o,-ra.

A 3) feltétel kovetkezménye, hogy X-et diszjunkt A7 szimplexekbdl faktortérként fel lehet
épiteni: minden o, : A" — X leképezéshez rendeliink egy Al szimplexet, és minden oldalat
azonositjuk a megfelels Ag_l szimplexszel a 2) feltétel szerint. Induktivan pontok diszkrét hal-
mazaval kezdiink, majd éleket, majd 2-szimplexeket ragasztunk, és igy tovabb, mig megkapjuk
az X faktorteret.

Ebbdl a szemszogbhdl a A-komplexust meghatarozé adatokat pusztan kombinatorikusan le lehet
irni: A7 szimplexek halmazai, és fiiggvények, amelyek minden A7 oldaldhoz hozzarendelnek egy
ARt

Példa 9.4. A torusz egy A-komplexus-strukturajat ugy kapjuk, hogy az egységnégyzet szemkozti
oldalait azonositjuk: a két a élt (a bal és a jobb oldalt) felfelé, a két b élt (az alsot és a fels6t)
jobbra iranyitva. A négyzetet az atlos c él egy fels6 U és egy als6 L 2-szimplexre bontja. Az
azonositasok utan a négyzet mind a négy sarka egyetlen pontta olvad ossze. Igy a torusz A-
komplexusa két A2-bél (az U és az L haromszog), harom AL-bél (az a, b és c él) és egy AP-bol
(az egyetlen cstcs) 4ll.
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Példa 9.5. A Klein-kancsot ugyanaz a négyzet adja, mint a téruszt, egyetlen kiillonbséggel:
a jobb oldali a élt lefelé iranyitjuk, vagyis a két a élt ellentétes iranyitéssal azonositjuk (a b
élek tovabbra is megegyez6 iranyitastuak). Ismét az atlos ¢ él bontja a négyzetet egy U és egy L
haromszogre, és a sarkok egyetlen pontté azonosulnak. Igy a Klein-kancsé A-komplexusa szintén
két A2-bol, harom Al-bél és egy A%-bol &ll.

b
U M
aA ya
AT
b

Példa 9.6. Az S? gombot a A? standard 3-szimplex (a tetraéder) hataraként allitjuk els. A
tetraédernck négy lapja, hat éle és négy csticsa van, igy az S? = 9A3 A-komplexusa négy A2-bél,
hat Al-bél és négy A-bol all.

52

Megjegyzés 9.7. Az dbrakon az élek irdnyitasa 6sszhangban van az egyes szimplexek csticsainak
egy egyértelmd rendezésével, és ezek a rendezések hatarozzak meg a o, leképezéseket.

9.3. Szimplicialis homolégia. Célunk, hogy X A-komplexus szimplicialis homolégia csoport-
jait definialjuk.
Legyen A, (X) az X nyilt n-szimplexei e altal generalt szabad Abel-csoport. A, (X) elemeit

n-ldncoknak nevezziik; ezek formélisan
g Na€n, No € 7,
o

alaktak, vagy ekvivalens moédon ) nq0q, ahol 04 : A" — X az e}, karakterisztikus fiiggvénye.

Definicié 9.8. A [vg, ..., v,] szimplex hatdra:

n

Ovo, - vn] =D (=1)'[vo, -, Biy ..., vn)-

1=0

Ennek segitségével definidlhatunk altalanos hatdrhomomorfizmust:

n

On : Ap(X) = Ap1(X), On(oa) = Z(_l)iaa|[v0,...,ﬁi,...,vn]-
=0
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A jobb oldal valoban A, _;(X)-ben van, hiszen mindegyik lesztikités X egy (n — 1)-szimplexének
karakterisztikus fiiggvénye.

Lemma 9.9. 9,100, : Ap(X) = Ap—o(X) a nulla-homomorfizmus.

Bizonyitds.
an—lan(aa) = Z(_l)l+]o—a|[,f}],,f}“] + Z(_l)i+jilaa‘[.‘.,f)i,...,ﬁj,...]'
j<i 1<j
A két Osszeg tagjal paronként kioltjak egymast. O

Definicié 9.10. Egy Abel-csoportokbol allo
On n £
SN 6 BIPAE Ny 6 N BN NN G AN
sorozatot, ahol 9, o 0,41 = 0 minden n-re, ldnckomplexusnak neveziink.

Definicié 9.11. A 0,,0,41 = 0 feltétel ekvivalens az Imd,41 C ker d, tartalmazassal, tehét
definidlhatjuk az n-edik homoldgia csoportot:

H, =kerd,/Im0,41.

ker 0y, elemeit ciklusoknak, Im 0,11 elemeit hatdroknak nevezziik. H, elemei az Im 0,11 mellék-
osztélyai, ezeket homoldgiaosztalyoknak nevezziik; két ciklust homoldgnak hivunk, ha ugyanazt
az osztalyt reprezentaljak, azaz kiilonbségiik hatar.

A szimpliciélis esetben, ahol C), = A, (X), a Hy, = ker 9,/ Im 0,11 csoportot X n-edik szimp-

licidlis homoldgiacsoportjinak nevezziik, jelolése HA(X).

Példa 9.12. Legyen X = S! egy v csiiccsal és egy e éllel. Ekkor Ag(S1) = Ay(S!) = Z,
a hatarleképezés pedig 0, mivel de = v — v = 0. A,(S') = 0 minden n > 2-re (nincs ilyen

HA(Sl): Z han:O,l,
0 kiilonben.

Ez illusztralja azt a tényt, hogy ha a hatarleképezések nullak, akkor a lanckomplexus homolégiaja

dimenzi6ju szimplex), tehat

maga a lanccsoport.

Példa 9.13. Legyen X =T a torusz a kordbban bemutatott A-komplexus-strukturaval, amely-
nek egy csicsa, harom éle (a, b és ¢) és két 2-szimplexe (U és L) van. Az el6z6 példahoz hasonloan
O1 = 0, tehat HSN(T) =2 Z. Mivel U = a+b—c = L, és {a, b, a + b — ¢} bazisa A1(T)-nek,
ezért HX(T) = Z @ 7, melynek bazisat az [a] és [b] homologiaosztalyok adjak. Mivel nincse-
nek 3-szimplexek, H2A (T') megegyezik ker Os-vel, amely az U — L altal generalt végtelen ciklikus
csoport, hiszen d(pU + qL) = (p+ q)(a + b — ¢) = 0 csak akkor, ha p = —q. Igy

Z®7Z han=1,
HAT)=!{7 han=0,2,
0 ha n > 3.

Példa 9.14. Legyen X = RP? a kovetkezd A-komplexus-struktiraval: két cstics (v és w), harom
él (a, b és c) és két 2-szimplex (U és L). Ekkor Imd;-et a w — v generalja, tehat HS(X) = Z,
melynek barmelyik cstics generdtora. Mivel 9oU = —a+b+c és oL = a— b+ ¢, azt latjuk, hogy
o injektiv, igy HL(X) = 0. Tovabba ker 8 = Z & Z, melynek bézisa a — b és ¢, és Im Jy kettd
indext részcsoportja ker 01-nek, hiszen valaszthatjuk c-t és a — b+ c-t ker 0 béazisanak, valamint
a—b+ctés2c=(a—b+c)+ (—a+b+c)t Imds bazisanak. Igy HA(X) =2 Zs.



27

w b v
U
ap c AQ
L
v b w

Példa 9.15. Egy A-komplexus-struktirat kapunk S™-en tugy, hogy a A™ két példanyat vessziik,
és hatéaraikat az identikus leképezéssel azonositjuk. E két n-szimplexet U-val és L-lel jelélve
nyilvanvalo, hogy ker 0, az U — L 4ltal generalt végtelen ciklikus csoport. Igy H,?(S") = 7 erre
a A-komplexus-struktirara S™-en.

9.4. Szingularis homoloégia.
Definicié 9.16. Egy szinguldris n-szimplex egy o : A™ — X folytonos leképezés.

Megjegyzés 9.17. A ,szingularis” szé azt hivatott kifejezni, hogy a leképezésnek nem kell szépnek
(pl. injektivnek) lennie — akar konstans is lehet —, azt azonban elvarjuk, hogy folytonos legyen.

Definici6 9.18. Legyen C,(X) az X-beli szingularis n-szimplexek altal generalt szabad Abel-
csoport. Ennek elemeit szinguldris n-ldncoknak nevezziik; ezek

Zniai, n; € 7, o; : A" — X folytonos,
i

alaki formélis Osszegek.
Definicié 9.19. A 0, : Cp,(X) — Cp—1(X) hatdrleképezést formalisan a szokott modon defini-
aljuk:

n

8n(0') = Z(_l)ia‘[vo,...,ﬁi,...,vn}-
i=0
Itt [vo, . .., i, - - . , Un)-t @ kanonikus médon azonositjuk A"~ -gyel, tehat ol v;,.] €8y Al o X
folytonos leképezés, azaz szinguléris (n — 1)-szimplex.

A Lemma [0.9] érvényben marad.
Definici6 9.20. A H,(X) = ker 0,,/ Im 0,,1 csoport az X n-edik szinguldris homoldgiacsoportja.
9.5. Alaptulajdonsagok.
Allitas 9.21. Legyen X topologikus tér, iitkomponensekre bomldsa X = | | o Xa- Ekkor
H,(X) = @D Ho(Xa).
(6%
Bizonyitds. Egy szingularis szimplexnek mindig utosszefiiggs a képe, tehat C,,(X) = @, Crn(Xa).

A 0, hatarleképezések tartjak ezt a felbontast (C(Xa)-t Cpn—1(Xqa)-ba viszik), tehat ker 9, és
Im Op41 is direktésszegre bomlik, amibsl Hy,(X) = @, Hn(Xa). O

Allitas 9.22. Ha X nemiires 1itdsszefiiggd tér, akkor Ho(X) =2 7.

Bizonyitds. Definicio szerint Ho(X) = ker 9/ Im 0; = Cp(X)/Im 91, mivel 9y = 0. Definialjuk

E: C()(X) — Z, £ (Z nml-> = an
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X nemiires, tehat e sziirjektiv, és mivel X tutosszefiiggs, elég belatni, hogy kere = Im dy: ebbdl
Hy(X) = Cp(X)/ kere = Z a homomorfizmustétel szerint.

Im 0y C kere: szinguldris 1-szimplex o esetén £(010) = €(0|y,) — Oljp) =1 —1=0.

kere C Im0;: tegyiik fel, hogy (3, nio;) = 0, azaz ) ,n; = 0. A ok X-beli pontok. X
utosszefiiggs, tehat egy rogzitett xo-bol minden o;(vg)-hoz van 7; : I — X ut. Legyen o¢ az
xo-hoz tartozo O-szimplex. Ekkor di7; = o; — 0y, tehét

ami azt jelenti, hogy >, n;o; hatar. U
Tétel 9.23. Ha X egy pont, akkor Hyo(X) = Z és Hy,(X) = 0 minden n > 0-ra.

Bizonyitds. Ebben az esetben minden n-re egyetlen szingularis m-szimplex van, és 0,0, =
S o(=1)'on_1 egy (n+ 1)-tagt Osszeg, amely 0 ha n paratlan, és 0,_1 ha n > 0 paros. Ennek
a lanckomplexusnak a homolégiaja trividlis n > O-ra, és Hy = Z. O

Definici6é 9.24. Gyakran kényelmes, ha egy pont minden homologiacsoportja trividlis. Egy X

nemiires tér redukdlt homoldgiacsoportjai a
s C(X) S X)X B (X)) S Z 0

kiterjesztett lanckomplexus homologiacsoportjai, ahol (>, njo;) = Y, n; az augmentdcids ho-
momorfizmus. Mivel edy = 0, € indukal Hyo(X) — Z leképezést, amelynek magja Hy(X) =
kere/Im 0y, tehat Ho(X) = Ho(X) @ Z, és Hy,(X) = Hyp(X) minden n > O-ra.

Formalisan gondolhatunk a hozzévett Z tagra gy, mint amit a [()] iires szimplex egyértelmi
[0] — X leképezése general: ekkor e a szokéasos hatéarleképezés, hiszen dfvg] = [0].

9.6. Homotopia-invariancia. Az els§ nehezebb tételiink annak bizonyitédsa, hogy homotop
ekvivalens terek szingularis homoldgiacsoportjai megegyeznek. Ez azon mulik, hogy tetsz&leges
folytonos f : X — Y leképezés fi : Hy(X) — Hp(Y) homomorfizmust indukal minden n-re, és
ha f homotopiaekvivalencia, akkor ez izomorfizmus.

Egy f: X — Y leképezés egy indukalt fu : Cp(X) — C,(Y) lancleképezést is ad: minden o :
A™ — X szingularis szimplexbdl fo : A™ — Y szingularis szimplexet képziink, majd linearisan
kiterjesztjik:

T4 (me) = Zni(f 0 0;).

f# kommutal a hataroperatorral: fx0 = 0f4, hiszen

f# <Z(—1)i0|[...,@i,...]> =Y (D(fO)|5,..) = O(fx0)-

) %

Ezt a kommutativitast a kovetkez§ diagram fejezi ki:
- —— Cpa(Y) 2, Cn(Y) —2, Crn1(Y) —— -+

Azt, hogy fu kielégiti a f40 = Ofs egyenletet, ugy is kifejezhetjiik, hogy fu ldncleképezés az
X lanckomplexusabol Y lanckomplexusaba. Ebbd] kovetkezik, hogy fu ciklust ciklusba, hatart
hatarba visz, tehat indukal egy f. : H,(X) — H,(Y) homomorfizmust. Osszefoglalva:
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Allitas 9.25. Egy ldncleképezés két lanckomplezus kézott homomorfizmust indukdl a homoldgia-
csoportok kozott.

Megjegyzés 9.26. Az igy kapott homomorfizmusok két fontos tulajdonsaga:

(1) Ha X Ly i> Z, akkor (fg)« = fvgs.
(2) id, = id.

Az alabbi, szakasz {6 eredményét bizonyitas nélkiil k6zoljiik.

Tétel 9.27. Ha f,g: X — Y homotdp, akkor ugyanazt a homomorfizmust indukdljdk:
fe =g« : Hy(X) = H,(Y).

Kovetkezmény 9.28. Ha f : X — Y homotdpiackvivalencia, akkor f. : Hy(X) — Hp(Y)
1zomorfizmus minden n-re.
Példdul, ha X pontra hizhato, akkor H,(X) =0 minden n > 0-ra, és Ho(X) = Z.

9.7. Egy rovid algebrai kitekints. Tetszsleges A, Abel-csoportok és a,, homomorfizmusok
esetén egy

(64 n
...%An_i_ln%'HAna_)An_l%...

sorozatot egzaktnak neveziink, ha ker oy, = Im ;1 minden n-re. Az Im a4 C ker oy, tartal-
mazas ekvivalens a, o a1 = 0-val, tehét a sorozat lanckomplexus; a forditott tartalmazas pedig
azt jelenti, hogy a homologiacsoportok trividlisak.

Allitas 9.29. (1) 0 - A — B egzakt <= A — B injektiv.
(2) A— B — 0 egzakt <= A — B sziirjektiv.
(8) 0 - A— B — 0 egzakt <= A — B izomorfizmus.

Definicié 9.30. Egy 0 - A 5 B ﬁ) C — 0 egzakt sort révid egzakt sornak neveziink. Ekkor o
injektiv, B sziirjektiv, és ker 8 = Im v, tehat C' = B/Ima és A = Im a.

9.8. Relativ homologiacsoportok és hosszii egzakt soruk. Egy X tér és A C X al-
tér esetén legyen Cn(X,A) = Cpn(X)/Cnh(A), azaz az A-beli lancok trivialisnak tekintenddk
Cn(X,A)-ban. A 9 : Cp(X) — Cp_1(X) hatarleképezés Cp(A)-t Cp—1(A)-ba viszi, tehat faktor-
hatarhomomorfizmust indukal 0 : C,,(X, A) — C,,_1(X, A). Mivel 02 = 0 a faktorra is érvényes,
kapunk egy

o= Cpp1(X,A) = Cp(X,A) - - —» Co(X,A) — 0

lanckomplexust, melynek homolégiacsoportjai a H, (X, A) relativ homoldgiacsoportok.
Megjegyzés 9.31. (1) H,(X, A) elemeit relativ ciklusok reprezentaljak: olyan a € Cp,(X) n-
lancok, amelyekre da € Cp,—1(A).

(2) Egy ilyen relativ « ciklus pontosan akkor trivialis H,, (X, A)-ban, ha relativ hatdr: o =
0 + v valamilyen 5 € Cp11(X), v € Cp(A) esetén.

Tétel 9.32. Bdrmely (X, A) térpdrra létezik hosszi egzakt sor:
o Ho(A) 5 Ho(X) 25 Ho (X, A) 25 Hy oy (A) = - — Ho(X, A) — 0.

A tétel bizonyitasa teljesen algebrai gondolatmenet. Kezdésként tekintsiik az alabbi diagra-
mot. Minden n-re van

0= Cp(A) 5 (X)L Cn(X, A) >0
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rovid egzakt sor, ahol i a bedgyazas és j a faktorleképezés. Ezek Gsszeallithatok egy nagy diag-
ramma, amelyben az oszlopok egzaktak és a sorok lanckomplexusok (itt A,, By, C, helyettesiti

Cn(A)-t, Cp(X)-et és Cp(X, A)-t):

0 0 0
0 — Ay, —— B, —2> C,, — 0
0 0 0

Egy ilyen diagramot ldnckomplezusok révid egzakt sordnak neveziink. Megmutatjuk, hogy homologia-

csoportokra attérve ebbdl egy hosszi egzakt sor

o Hy(A) = By (B) 2 Hy(C) 25 Hy 1 (A) — - -

all el6.
A négyzetek kommutativitasa azt jelenti, hogy i és j lancleképezések, tehat indukalnak i, jx

leképezéseket a homologian. A 0, : H,(C) — Hp—1(A) hatéarleképezés definicidja: legyen ¢ € Cy,
ciklus. Mivel j sziirjektiv, ¢ = j(b) valamilyen b € Bj-re. A 0b € B,_; elem ker j-ben van,
hiszen j(0b) = 9j(b) = Oc = 0. Tehat 9b = i(a) valamely a € A,_i-re, mivel ker j = Imi.
Vegyiik észre, hogy da = 0: i(da) = di(a) = 00b = 0, és i injektiv.
Definialjuk 0, : H,(C) — Hy,—1(A)-t ugy, hogy c osztalyat a osztélyaba kiildje, azaz Oy[c] =
[a]. Ez jol definialt:
(1) a-t Ob egyértelmiien meghatéarozza, mivel i injektiv.
(2) Ha b helyett b/-t valasztanank, akkor j(b') = j(b) = ¢, tehat b/ — b € ker j = Im i, azaz
b —b=i(d) valamely a’-re, vagyis b’ = b+i(a’). Ekkor a-t a+ da’-re cseréljiik, ami vele
homolog: i(a + da’) = i(a) +i(da’) = b+ di(a’) = (b + i(d)).
(3) Ha c helyett ¢+ dc-t valasztunk (¢ € Cy41), akkor ¢ = j(b') miatt c+9c = ¢+ 95 (b') =
c+j(0b') = j(b+ OV'), tehat b-t b+ OV'-re cseréljiik, és ekkor db és a valtozatlan.
Ha O.[c1] = [a1] és Ox[ca] = [az2] a b1,by elemeken keresztiil, akkor j(by + b2) = ¢1 + c2 és
i(a1 4+ a2) = (b1 + b2), tehat O.([c1] + [c2]) = [a1] + [a2], azaz O, homomorfizmus.

Tétel 9.33. A kapott
s Ho(A) 5 Hoy(B) 25 Hy(C) 2 Hyy(A) — -+

sorozat egzakt.

Bizonyitds. Hat tartalmazéast kell ellenérizni.
(1) Tmis C ker ju: juis = (ji)e = 05 = 0.
(2) Im j. C ker d,: O, definicidja szerint, ha ¢ = j(b) és b ciklus, akkor 9b = 0, tehat di[c] = 0.
(3) Im 0, C keriy: i,.0x[c] = [i(a)] = [0b] = 0.
(4) kerj, C Imi,: egy kerj.-beli osztalyt b € B, ciklus reprezental (0b = 0), amelyre
j(b) = Oc’ valamilyen ¢ € Cy11-re. Mivel j sziirjektiv, van b’ € B,11, hogy ¢ = j(b').
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Ekkor j(b—0b') = j(b) — 0j(b') = ¢ — ' = 0, tehat b — 9" = i(a) valamely a € A,-re.
Tovabba a € ker 0: i(0a) = di(a) = d(b—0) = 0, és i injektiv. Igy i.]a] = [b— 0] = [b].
(5) kerd, C Imyj,: ha 9i[c] = 0, akkor a O, definiciojaban szerepls a = 0a’ valamely
a’ € A,-re. Ekkor 9(b —i(a')) = 9b —i(da’) = 9b — i(a) = 0, tehat b — i(a’) ciklus,
¢s j(b—i(a’)) = j(b) = c, vagyis ji[b — i(a')] = [c].
(6) keri, C Im0,: adott a € A, ciklusra, amelyre i(a) = 0b valamely b € B,,-re, kapjuk
07(b) = j(0b) = ji(a) = 0, tehat j(b) ciklus, és O,[j(b)] = [a].
U

E tétel a homologikus algebra magja; a hasznalt médszer a diagramvaddszat. Ezzel Tétel
bizonyitasa is adoédik, ha az eredményt a

0= Co(A) = Co(X) = Co(X,A) — 0

lanckomplexus-sorozatra alkalmazzuk. A 0, : H, (X, A) — H,_1(A) hatarleképezés itt nagyon
egyszertien leirhato: ha [a] € H,(X, A)-t « relativ ciklus reprezentél, akkor d.[a] = [0a] €

Tz

A hosszi egzakt sor pontositja azt az otletet, hogy H, (X, A) a H,(X) és H,(A) csoportok
kozotti kiilonbséget méri.

Megjegyzés 9.34. Ha A # (), a redukalt homologiara is van analdg hosszt egzakt sor:
o= Hy(A) = Hy(X) = Hy(X, A) = Hy_1(A) = -+« — Ho(X, A) — 0.

Ennek kovetkezménye, hogy fIn(X, A) = H, (X, A), illetve egyszerten kijon, hogy H, (X, zg) =
H,(X).

Relativ homologiara is ugyaniigy vannak indukalt homomorfizmusok: ha f : X — Y folytonos
és f(A) C B, azaz f: (X,A) = (Y, B) térpar-leképezés, akkor fy : Cp(X) — Cn(Y) Cr(A)-t
Cy(B)-be viszi, tehat faktoron is fu : Cn (X, A) = Cp(Y, B)-t ad. 0fy = f40 a relativ lancokra
is érvényes, tehat indukal egy fi : H,(X, A) — H, (Y, B)-t.

Tétel 9.35. Ha f,g: (X, A) — (Y, B) homotdpok a térpdr-szinten, akkor f. = g« : Hp(X, A) —
H(Y, B).

9.9. Kivagasi tétel. A kiviagasi tétel a relativ homologia azon tulajdonsigat rogziti, hogy
H, (X, A) valtozatlan marad egy Z C A altér torlése utan, ha Z elég mélyen van A-ban.

Tétel 9.36 (Kivagasi tétel). Legyen (X, A) térpdr, Z C A C X olyan altér, amelyre Z C int A.
Ekkor az (X \ Z,A\ Z) < (X, A) bedgyazas

H,(X\Z,A\Z)= H,(X,A)

1zomorfizmusokat indukdl minden n-re. Ekvivalensen: olyan A, B C X alterekre, amelyek belseje
lefedi X-et, a (B,AN B) < (X, A) bedgyazds

H,(B,ANB) = H,(X, A)

izomorfizmusokat indukdl. (A két megfogalmazdist a B = X \ Z, Z = X \ B azonositdisok kétik
dssze.)

A tétel bizonyitasa szamos szép otletet hasznal (pl. baricentrikus finomitéas), de meglehet&sen
technikai, ezért itt kihagyjuk.
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Tétel 9.37. Ha X topologikus tér és A C X nemiires zdart altér, amely X valamely kornyezetének
deformdcids retraktuma (azaz (X, A) jo par), akkor létezik

o Ho(A) = By (X) 25 Hoy(X/A) 25 Hyy(A) — -
hosszu egzakt sor, aholi: A — X a bedgyazds és j : X — X/A a faktorleképezés.

Ennek bizonyitasahoz arra van sziikség, hogy a relativ homologiacsoportokat a faktortér ab-
szolut redukalt homolégiacsoportaira cserélhessiik. Ezt a kdvetkezd allités teszi lehetévé.

Allitas 9.38. (X, A) jo pdr esetén a q: (X, A) — (X/A, AJA) faktorleképezés
¢ Ho(X,A) = Hy(X/A,AJA) = H,(X/A)

1zomorfizmusokat indukdl minden n-re.

Kovetkezmény 9.39. H, (S") 2 Z, és H;(S™) = 0 minden i # n esetén.

Bizonyitds. n > O-ra tekintsiik a (X, A) = (D", S"!) part; ekkor X/A = S™. A hosszii egzakt
sorban H;(D™) = 0 minden i-re (D™ kontraktibilis). A sor egzaktsagabol kovetkezik, hogy a
H;(5™) = H;_1(S™ ') hatdrhomomorfizmusok izomorfizmusok i > O-ra, és Ho(S™) = 0. $%-bol
kiindulva indukciéval adodik az allitas. g

Példa 9.40. Keressiink explicit ciklusokat, amelyck a H, (D", dD") és H,(S™) végtelen cikli-
kus csoportok generatorait reprezentaljak. A (D™, 0D™) part az ekvivalens (A" JA™) parral
helyettesitve, n szerinti indukciéval megmutatjuk, hogy az i, : A™ — A" identikus leképezés,
szingularis n-szimplexként tekintve, egy H, (A", OA™)-et generald ciklus. Az, hogy ciklus, abbol
vilagos, hogy relativ homolégiat tekintiink. Az n = 0 esetben nyilvanvaldéan generatort repre-
zental. Az indukcios lépéshez legyen A C A™ a A™ Gsszes, egy kivételével vett (n — 1)-dimenzios
oldalanak uni¢ja. Ekkor azt allitjuk, hogy léteznek a
Hp (A", 0A™) S5 Hy 1 (OA™, A) <= Hp_1 (A" A1)

izomorfizmusok. Az els6 izomorfizmus a (A", 0A™, A) harmas hosszi egzakt soranak hatarleké-
pezése, amelynek H;(A™, A) harmadik tagjai nullak, mivel A™ deforméacioval A-ra huzodik ssze,
tehat (A", A) ~ (A,A). A masodik izomorfizmust az i : A"~ ! — OA" beagyazas indukalja,
amely a A-ban nem szerepld oldal. Az n = 1 esetben ¢ izomorfizmust indukal a relativ homologi-
an, hiszen ez mar a lancok szintjén is igaz. Az n > 1 esetben OA™~! nemiires, tehat jo parokkal
van dolgunk, és i a A"~ /A"~ ~ A" /A faktorok homeomorfizmusat indukélja. Az indukcios
lépés ekkor abbol kovetkezik, hogy az i, ciklust az elsé izomorfizmus a 01, ciklusba viszi, amely
+i,—1-gyel egyenls C,_1(0A™, A)-ban.

Egy ﬁn(S”)—et generald ciklus megtaldldsahoz tekintsiik S™-et tgy, mint két AT és AL n-
szimplexet, amelyek hatarait a kézenfekvé modon, a csicsok rendezését megtartva azonositjuk.
A AT — AY kiilonbség, szingularis n-lancként tekintve, ekkor ciklus, és azt allitjuk, hogy ﬁ[n(S”)
egy generatorat reprezentalja. Ennek belatasahoz tekintsiik a

H,(S™) = Ho(S™, AL) & H, (A}, 0A7)

izomorfizmusokat, ahol az els6 izomorfizmus az (S™, AL) par hosszu egzakt sorabdl jon, a méaso-
dikat pedig a nemtrivialis n > 0 esetekben a korabbiakhoz hasonléan a faktorokra valo attéréssel
igazoljuk. Ezen izomorfizmusok mellett az els§ csoportbeli AT — A¥ ciklus a harmadik csoport-
beli A} ciklusnak felel meg, amely — mint lattuk — e csoport egy generatorat reprezentalja, tehat
AT — AL a fIn(S") egy generatorat reprezentalja.
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Kovetkezmény 9.41. 9D" = S™ ! nem retraktuma D"-nek. Igy minden folytonos f : D™ —
D"-nek van fixpontja.

Bizonyitds. Ha r : D™ — 8™~ ! retrakcio, akkor r o4 = id az i : "1 < D™ beagyazasra. Ekkor
a
Hy1(S"™Y 25 Hyy(D™) 7 Hyoq (™)

kompozici6 az identités a H, 4 (8™~1) =2 Z csoporton, de i, és 7, is nullan keresztiil faktorizalodik

(Hp—1(D™) = 0), ellentmondas. A fixpont-allitds a fundamentalis csoport esetében latottakhoz
hasonloan adodik. g

Kovetkezmény 9.42. Egy \/, X, ékszorzat esetén az iq : Xo — \/, Xao bedgyazdsok indukdlt
(ia)« homomorfizmusai

P Hu(Xo) = H, (\/ Xa>
(03 [e%
1zomorfizmust indukdlnak, feltéve, hogy az ékisszeadandok bazispontjai jo pdrt alkotnak a terekkel.

Tétel 9.43 (A dimenzi6 invarianciaja). Ha U C R™ és V C R™ nemiires nyilt halmazok homeo-
morfak, akkor m = n.

Bizonyitds. Tetszoleges x € U-ra a kivagasi tétel alapjan Hy (U, U\{z}) = Hp(R™, R"™\{z}). Az
(R™,R™\ {z}) par hosszt egzakt sorabol Hi(R™ R™\ {z}) = Hx_1(R™\ {z}). Mivel R™\ {z}
deformacios retrakt egy S™ ! gémbre,

k=m,

A

Hk U, U T)) =
(U, U\ {z}) { 0 ktm
Ugyanez igaz (V,V \ {y})-ra is k = n kiiszobbel. Egy h : U — V homeomorfizmus minden k-ra
Hi (U, U\ {z}) = Hi(V,V \ {h(z)}) izomorfizmust indukal, tehat m = n. O

Definici6é 9.44. Ennek a gondolatnak az altalanositasaként egy X tér x pontjaban a H, (X, X \
{z}) csoportot az x-beli lokdlis homoldgiacsoportnak nevezziik. A kivagasi tétel alapjan x barmely
U kornyezetére H, (X, X \ {z}) = H,(U,U \ {z}), tehat a lokalis homologia csakis X lokalis
topologiajatol figg = koril. Egy f : X — Y homeomorfizmus minden z-re és n-re indukal
egy Ho(X, X \ {z}) & H,(Y,Y \ {f(z)}) izomorfizmust, tehat a lokélis homologiacsoportok
hasznélhatok arra, hogy megallapitsuk, két tér mikor nem lokalisan homeomorf.

9.10. A szimplicialis és a szingularis homoloégia ekvivalencidja. Az eddigi eredmények
segitségével megmutathatjuk, hogy a A-komplexusok szimpliciélis és szinguléaris homologiacso-
portjai mindig izomorfak. A bizonyitis szempontjaboél kényelmes lesz a relativ esetet is tekinteni,
ezért legyen X egy A-komplexus, A C X pedig egy részkomplexus. Tehat A az X szimplexeinek
tetszdleges univjabol allo A-komplexus. A H2 (X, A) relativ csoportok ugyantigy definialhatok,
mint a szingularis homologia esetében, a A, (X, A) = A, (X)/A,(A) relativ lancok segitségével,
és ez ugyanazzal az algebrai gondolatmenettel hosszu egzakt sort ad az (X, A) parra, mint a szin-
gularis homologianal. Létezik egy kanonikus H2 (X, A) — H, (X, A) homomorfizmus, amelyet
az a Ap (X, A) = Cp(X, A) lancleképezés indukal, amely X minden n-szimplexét a o : A” — X
karakterisztikus leképezésébe viszi. Az A = () eset sincs kizarva, ekkor a relativ csoportok az
abszolut csoportokra redukalédnak.

Tétel 9.45. A HX(X, A) — H, (X, A) homomorfizmusok izomorfizmusok minden n-re és min-
den (X, A) A-komplezus-pdrra.
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10. CELLULARIS HOMOLOGIA ES FOKSZAM

A cellularis homologia nagyon hatékony eszkéz CW-komplexusok homolégiacsoportjainak ki-
szamitasara, és szoros kapcsolatban all a fokszdm-szamitdssal.

Definicié 10.1. Egy f : S™ — S™ leképezés (n > 0) szingularis homolégian indukalt f, :
H,(S™) — Hy,(S™) homomorfizmusa Z-b8l Z-be megy, tehéat f.(a) = da valamely d € Z-re, ahol
d csak f-t6l fiigg. Ezt a d-t nevezziik f fokszdmdnak, jelolése deg f.

Megjegyzés 10.2 (Alaptulajdonsagok). (1) degid = 1, mivel id, = id.

(2) Ha f nem sziirjektiv, akkor deg f = 0: ha z¢g € S™\ f(S™), akkor f felbonthatd S™ —
S"\{zo} — S™ formaba, és mivel S™ \ {zo} pontra huzhato, H,(S™ \ {zo}) = 0, tehat
f«=0.

(3) Ha f ~ g, akkor deg f = deg g, mivel f. = g.. Ennek megforditésa is igaz (Hopf tétele),
bizonyitaséaval itt nem foglalkozunk.

(4) deg(fg) = (deg f)(degg), mivel (fg)s = f«gs«. EbbdSl deg f = £1 minden homotdpia-
ekvivalens f-re.

(5) Ha f egy hipersikra valo tiikrozés S™-ben, akkor deg f = —1.

(6) Az antipodalis —id : S® — S™, x — —x leképezés foka (—1)"T! mivel n + 1 tiikrozés
kompozicidja.

(7) Ha f : S®™ — S™-nek nincs fixpontja, akkor deg f = (—1)"*!, hiszen az f(z)-b6l —a-be
mend ¢t — (1 —t)f(x) —tz (0 <t < 1) szakasz nem megy at az origon, tehéat az

(1-0)f(@) —ta
(1= )f(z) - ta]

képlet homotopiat ad f-bél az antipodalis leképezésbe.

fi(z) =

Tétel 10.3 (Siin-tétel). S™-nek pontosan akkor létezik sehol sem nulla folytonos érintévektor-
mezdje, ha n pdratlan.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy = +— v(z) egy S™-en 16v6 vektormezs: minden x € S™-hez hoz-
zéarendel egy v(x) érintévektort. wv(z)-et = helyett az origobol tekintve az érintGlegesség azt
jelenti, hogy = és v(x) ortogonalisak R"*1-ben. Ha v(zx) # 0 minden x-re, akkor normalizéljuk:
v(x)/|v(z)]. A (cost)x+(sint)v(z) vektorok az x és v(x) altal feszitett sik egységkdrében vannak.
t-t 0-tol w-ig futtatva az

ft = (cost)x + (sint)v(x)

képlet homotopiat ad az S™-beli identitas és az antipodélis — id leképezés kozott. Ebbsl deg(—id) =
degid = 1, azaz (—1)"*! = 1, tehat n paratlan.
Forditva: ha n = 2k — 1, akkor a

V(T1, T2,y D21, T2k) = (=2, T1, - .., — T2k, Tok—1)
vektormez§ kielégiti v(x) L z-et és |v(x)| = 1-et minden = € S"-re. O

A kovetkezSkben megmutatjuk, hogyan lehet egy leképezés fokszamat lokdlis fokok Ossze-
geként felirni. Tegyiik fel, hogy f : S™ — S™ (n > 0) olyan, hogy valamely y € S"-re
fYy) = {x1,...,2m} véges. Legyenek Uy,...,U,, az z;-k paronként diszjunkt nyilt kornye-
zetei, amelyeket f y valamely V kornyezetébe képez, tugy hogy f(U; \ {z;}) € V' \ {y} minden
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i-re. Ekkor kapjuk az alabbi diagramot:

Ho (U U\ {z}) — 2% g, (v ()

~
~

k; >~

(S5, 57\ {m1}) 2 H,(S7, 5"\ F1(y) —2 Ha(5",5"\ {y})

(=23

= J

H,(S™)

7 H,(S™)
A k; és p; a bedgyazasok és vetitések (lasd a bizonyitéast), és a diagram haromszogei és négyzetei
kommutéalnak. A felsé izomorfizmusok a kivagési tételbdl jonnek, az alsok a parok hossziu egzakt
sorabol. Ezen izomorfizmusokkal a fels6 két csoportot Hy,, (S™) = Z-vel azonositva, a felsé (f|v,)«
homomorfizmus egy egész szammal val6é szorzésnak felel meg. Ezt az egészet hivjuk f lokdlis
fokdnak z;-ben.

Definici6 10.4. Az f lokdlis fokszdma x;-ben azon d € Z, amellyel (f|v,)« a
Hy (Ui, Ui \ {zi}) = Hp(5") = Ho(V,V \ {y})
generatorat szorozza, jelolése deg f|, .

Ha f homeomorfizmus, akkor minden y € S™-nek egyetlen §se van, a diagram minden leképe-
zése izomorfizmus, és deg f|,, = deg f = +1.

Allitas 10.5. deg f = Y, deg fl,-
Bizonyitds. A kivagasi tétel alapjan:

(5", 5"\ 17 ) = B Ui 0N (2))) = @ Ha(i, U\ {2:) = P 2

A %
ahol k; az i-edik direktosszeg-tag bedgyazasa és p; a ra valo vetités.

A kiils6 csoportokat Z-vel azonositva az alsé haromszog kommutativitasabol p;j = id, tehéat
J(1) =(1,...,1) =3, ki(1). A felsd négyzet kommutativitasa szerint fi(k;(1)) = deg f|a,, ezért

FG(1) = £+ (Z fa(l)) =D _deg flu,.

Az alsé négyzet kommutativitasa alapjan f.(j(1)) = deg f, tehat deg f =), deg f|a,. O

Példa 10.6. Tekintsiik az S kort a C komplex sik egységkoreként, és legyen f(z) = 2. Ekkor
f foka k. Ez a k = 0 esetben nyilvanval6, hiszen ekkor f konstans. A k < 0 eset a z +— 27!
leképezéssel valo komponalassal visszavezethets a k > 0 esetre; ez utobbi leképezés egy tiikrozés,
amelynek foka —1. A fok kiszdmitasahoz a k > 0 esetben figyeljiikk meg elGszor, hogy barmely
y € S! pontra f~1(y) pontosan k darab pontbdl all, z1, ..., x,-bol, amelyek mindegyikének egy
kornyezetében f lokéilis homeomorfizmus, és egy korivet a k-szorosara nyujt. Ez a lokalis nydjtas
kikiiszobolhets f-nek egy x; koriili olyan deformécidjaval, amely nem valtoztatja meg a lokalis
fokot, igy az x;-beli lokalis fok ugyanannyi, mint S* egy forgatasaé. A forgatas homeomorfiz-
mus, ezért barmely pontbeli lokalis foka megegyezik a globalis fokéval, ami +1, mivel a forgatéas
homotop az identitassal. Igy deg flz; =1 ésdeg f = k.
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10.1. Cellularis homolégia. Cellularis homolégia definicidjahoz sziikségiink van a kdvetkezs
lemmara.

Lemma 10.7. Ha X CW-komplexus, akkor
a) Hy(X™, X" 1) = 0 ha k # n; ha k = n, akkor szabad Abel-csoport, amelynek bdzisa
bijektiven megfeleltethetd X n-celldinak.
b) H,(X") = 0 ha k > n. Specidlisan, ha X véges dimenzics, akkor Hig(X) = 0 ha k >
dim X.
c) Az X" — X bedgyazds dltal indukdlt Hp(X™) — Hy(X) leképezés izomorfizmus ha k < n,
és sziurjektiv ha k = n.

(Ezt a lemmat nem bizonyitjuk.)
A lemma alapjan az (X" X™), (X" X"1) és (X1 X"~2) parok hosszi egzakt soraibol
Osszeéllithato egy nagy kommutativ diagram, amelynek atlés sorai egzaktak:

0

/'
0 H,(X"") = H(X)
\ /’
H,(X")
any \].:L
n+l yn dn+1 n yn-1 dn n-1yn-2
" — n+1(X ’X )—>Hn(X,X ) Hl’l*l(X ’X )—)...
m /j’n_l
Hn—l(Xnil)

7

0

Definici6 10.8. d,ti-et és dy-et a jp 0 Opy1, illetve j,—1 o 9, kompozicidként definidljuk. Ezek
a Opy1 és Oy hatarhomomorfizmusok ,relativizaltjai”.

dndn+1 két egymés utani leképezés egy egzakt sorban, tehét 0, vagyis
dn — n _ _
coe o Hp (XML X S (x0T Dy g, (XL XY

egy lanckomplexus, amelyet X celluldris linckomplerusdnak neveziink. Mivel H,, (X", X"~ 1) sza-
bad Abel-csoport, amelynek bézisa bijektiv megfeleltetésben van az n-cellakkal, elemeire gondol-
hatunk gy, mint X n-celldinak linearis kombinaciéira. Ennek a lanckomplexusnak a homolégia-
csoportjait nevezziik X celluldris homoldgiacsoportjainak, és ideiglenesen HSW (X)-szel jeloljiik.

Tétel 10.9. HCW(X) = H,(X).

Bizonyitds. A fenti diagramban H,(X) = H,(X")/ImJ,+1 (Lemma c) szerint). Mivel
Jn injektiv, Im Oy 41-et izomorf modon Im(j,0,41) = Imd,41-re képzi, és H,(X")-et izomorf
modon Im j, = ker d,-re. Mivel j,_1 injektiv, ker 0,, = ker d,,, tehat j, izomorfizmust indukal

Hp(X) 2 Hy(X™) /T Opyy — kerdy/Imdyy = HEW (X).
O

Megjegyzés 10.10. (1) H,(X) = 0 ha X-nek nincs n-cellaja.
(2) Ha X-nek k darab n-cellaja van, akkor H,,(X)-et legfeljebb k elem generalja: H, (X", X"~1)
k-generatoros szabad Abel-csoport, tehat ker d,, legfeljebb k elemmel generélt, és ez bar-

mely faktorara is igaz.
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(3) Ha X-nek nincs két szomszédos dimenzioju cellaja, akkor H,(X) szabad Abel-csoport,
bazisa bijekcioban all az n-cellakkal (hiszen ekkor a cellularis d,, hatéarleképezések auto-
matikusan nullék).

A d,, hatarleképezés kiszamitasdra n = 1 esetben: dy : Hy (X1, X%) — Hy(X°) ugyanaz, mint
a szimplicialis A;(X) — Ap(X) hatarleképezés. Ha X Osszefiiggd és csak egy O-cellaja van,
akkor d; sziikségképpen 0, kiilonben Hy(X) nem lehetne Z.

Tétel 10.11 (Cellularis hatarformula). n > 1 esetén legyen e egy n-cella. Ekkor
dnlca) =) dagef ™,
B

ahol dnpg az Sn-t o xn=l Sgil leképezés foka: az e ragasztoleképezésének kompozicioja az
X1\ egfl—t egy pontba dsszehizo faktorleképezéssel. Az el és egfl celldkat a nekik megfeleld
generdtorokkal azonositjuk. Az dsszeg csak véges sok tagbol dll, mivel az e’ ragasztoleképezésének
képe kompakt, tehdt csak véges sok egfl—vel metszddik.

Példa 10.12 (Valés projektiv tér RP"). Az RP"-nek van olyan CW-strukturaja, amelyben
minden k& < n dimenzidoban pontosan egy e* cella szerepel, és az e* ragasztoleképezése a ¢ :
Sk=1 5 RPF~! kétrétegt fedsleképezés. A dj, hatarleképezés kiszamitasahoz tekintsiik az

St L RpA-L L RPETL/RPR2 =GR

kompozicié fokat, ahol g a faktorleképezés. A gy leképezés homeomorfizmus, ha az SF~1\ §F—2
barmelyik komponensére lesztkitjiik, és ez a két homeomorfizmus egymésboél az S~ antipodalis
leképezésével valo komponélassal kaphato, amelynek foka (—1)F. Ezért

deg gp = deg(id) 4 deg(—id) = 1 + (—1)F,

tehat di, a nulla leképezés, ha k paratlan, és a 2-vel valo szorzas, ha k paros. Igy az RP™ cellularis

lanckomplexusa
2 0 2 0 2 0 .
0252 -->2Z—7Z—7Z—7Z—0 han paros,
0-2%22%...22%22%572%72 0 han paratlan.

Ebbél kovetkezik, hogy
7Z  ha k =0, vagy ha k = n és n paratlan,
Hi(RP") = ¢ Zs ha k péaratlan és 0 < k < n,
0  egyébként.
10.2. Euler-karakterisztika. A grafelméleti Euler-féle poliédertétel cstics — él 4 lap formulé-
janak altaldnositasa az Euler-karakterisztika. Ez véges szdm, amely pusztan homologiai fogal-

makkal definidlhat6, és csakis az X homotopia-tipuséatol fligg — tehat invaridns a homotopia-
ekvivalenciara, és ezen belil X CW-strukturajara is.

Definici6 10.13. Egy X véges CW-komplexus FEuler-karakterisztikdja:

X)) = Y (1),

n

ahol ¢, az n-cellak szama.

Tétel 10.14. x(X) = > (—1)"rank H,(X), ahol végesen generdlt Abel-csoport rangja a Z-
osszeadanddk szama a ciklikuscsoport-felbontdsban.

Bizonyitds.
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Lemma 10.15. Ha 0 - A — B — C — 0 végesen generdlt Abel-csoportok rovid egzakt sora,
akkor rank B = rank A + rank C.
Ezt a lemmét nem bizonyitjuk.
Tekintsiik a
0—-C,—>Ci1—>--—>CL—>Cy—0
lanckomplexust, ahol Z, = kerd,, (ciklusok), B,, = Imd,,+; (hatarok), H,, = Z,/B,. Kapunk
két rovid egzakt sort minden n-re:

0—-Z%2,—C,— B,_1—0, 0—+B,—~4,— H,—0,
amibdl
rank C,, = rank Z,, + rank B, _1, rank Z, = rank B,, + rank H,,.
Helyettesitsiik be a masodikat az els6be, szorozzunk (—1)"-nel és 6sszegezziink minden n-re. A
rank B,, tagok teleszképikusan kiesnek, és

Z(_l)n rank C, = Z(—l)” rank H,,.

Cn = H,(X"™, X" 1) valasztassal rank C,, = ¢, és H,(Co) = H,,(X), igy a tétel allitasa adodik.
]
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11. FELADATOK A HOMOLOGIA KOREBOL
Ezt a témakort szintén a Hatcher-konyv [I] néhany feladatdanak megoldaséaval zarjuk.

5. Feladat. Legyen f: S™ — S™ egy 0 fokszdmu leképezés. Mutassuk meg, hogy 1éteznek olyan
z,y € S™ pontok, amelyekre f(x) = x és f(y) = —y. Ennek felhasznéalasaval mutassuk meg,
hogy ha F' egy folytonos vektormezs az R™-beli D" egységgombon, amelyre F(z) # 0 minden
x-re, akkor van olyan pont a D" peremen, ahol F' sugariranyban befelé mutat.

Megoldas. A fokszamrol két standard tényt hasznalunk: ha egy h: S™ — S™ leképezésnek nincs
fixpontja, akkor A homotép az a: = + —x antipodalis leképezéssel, és dega = (—1)"T1,

Tegyiik fel indirekt, hogy f(x) # x minden z-re. Ekkor f-nek nincs fixpontja, igy f ~ a,
ahonnan deg f = (—1)"*! # 0 — ellentmondas. Tehat van olyan z, amelyre f(x) = z.

A maésodik ponthoz az a o f kompoziciot vizsgaljuk. Tegyiik fel indirekt, hogy f(y) # —y
minden y-ra; ekkor (a o f)(y) = —f(y) # y, vagyis a o f-nek nincs fixpontja, igy az elgbbi
szerint deg(a o f) = (—=1)"T!1. Masrészt a fokszam multiplikativ a kompoziciéra nézve, ezért
deg(ao f) = dega-deg f = (—1)""ldeg f. A kettst Osszevetve (—1)"tldeg f = (—1)"*!, azaz
deg f =1 # 0 — ismét ellentmondés. Van tehét olyan y, amelyre f(y) = —y.

Ratérve a vektormezdre, legyen F' folytonos, sehol el nem t{ing vektormezs a D™ korlapon.
Normalassal kapjuk a

F(z)
[ F ()]

leképezést, amely F(x) # 0 miatt jol definialt és folytonos. Jelolje g: S"~! — S"~! a G megszo-

G:D"— 5", G(z)=

ritasat a S"~! peremre.

Egy x € S"~! pontban F pontosan akkor mutat sugariranyban befelé, ha F(r) = Az valami-
lyen A < 0 skalarral, ami a a g(z) = —x egyenl@séggel egyenértékd. Elég tehat olyan perempontot
talalnunk, amelyre g(x) = —z. Ezt az els6 részbdl nyerjiik, ha belatjuk, hogy degg = 0.

g kiterjeszthetd az egész korlapra: maga G ilyen kiterjesztés, hiszen az v: S"~! < D™ beagya-
zéssal g = G ot. A homologiacsoportok kozott indukalt leképezés redukalt homologiaban

Ge = Gyoly: Hy 1(S"Y) = Hyp_1 (™)

a ﬁn_l(D”) = 0 csoporton keresztiil faktorizalodik, mivel D™ kontraktibilis. Ezért g, = 0, vagyis
degg = 0. Az els6 részt g-re alkalmazva van tehét olyan y € S"~1, amelyre g(y) = —y; a fenti
észrevétel szerint ebben a perempontban F' sugariranyban befelé mutat.

6. Feladat. Egy véges CW-komplexus X és egy p: X 5 X n-lapt fedGtér esetén mutassuk
meg, hogy x(X) = nx(X).

Megoldas. Elég belatnunk, hogy X minden dimenziéban pontosan n-szer annyi cellat tartalmaz,
mint X. Ehhez X cellaszerkezetét felemeljiik a fedésre.

Legyen e* az X egy tetszbleges k-cellaja, ®: D*¥ — X a hozza tartozoé karakterisztikus leké-
pezés. A DF kérlap egyszeresen Osszefiiggs és lokalisan utosszefiiggs, ezért m1(DF) = 0 miatt
a felemelési kritérium részcsoport-feltétele magatol teljesiil, és @ felemelhets. Pontosabban: a
p~1(®(0)) fibrum minden # pontjihoz egyértelmtien tartozik egy olyan $: D* — X felemelés,
amelyre p® = & és ®(0) = &

o
7 p
Dk X

o
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Itt a ® szerepe kettds: egyrészt a felemeltjei adjak majd X cellainak ragasztoleképezéseit, mas-
részt a ®(0) pont {6l6tti fibrum az, amellyel a felemeléseket indexeljiik.

Legyen tehat ef C X egy nyilt k-cella; ez homeomorf DF =~ RF*-val, igy egyszeresen Gsszefiiggd
és lokalisan tutosszefiiggs. Egy ilyen halmaz folott minden fedés trivialis (az id.x felemelhetd,
mert m(ek) = 0), ezért

I NTINIT

diszjunkt rétegekre bomlik, és p mindegyik réteget homeomorf modon képezi ef-ra:

k

o

. =k =
Pl ek, e

k

Az eF Gsszefiiggbsége biztositja, hogy minden réteg az egész ef-t fedi; igy a rétegek és az ef

egyetlen pontja folotti fibrum pontjai kozott bijekcio all fenn. A fibrum n pontbol all, ezért
m = n. A felemelt karakterisztikus leképezések ezeket a ”é’océ’i nyilt cellakat ragasztjak X -hez, igy
megkapjuk X CW-strukturajat, amelyben X minden k-cellaja folott pontosan n darab k-cella
all:
#{k-cellak X-ben} = n - #{k-cellak X-ben}.
Jelolje ¢ az X k-cellainak szamat; ekkor X-nek ncy, darab k-cellaja van. Igy
N N

X(X) = (=DFnep =nd (=1)Fep = nx(X).
k=0

k=0
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Nyilatkozat Mesterséges Intelligencia hasznalatarol

Alulirott Féldesi Lajos Ddvid nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése soran

az alabb felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI alapi eszkozoket

alkalmaztam:
Feladat Felhasznalt Felhasznalas helye | Megjegyzés
eszkoz
Abrak Claude Opus 4.7 A teljes dolgozatban

A felsoroltakon tul mas MI alapi eszk6zt nem hasznéltam.
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