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Bevezetés

A Hilbert-terek korldtos operatorainak korében a legtermészetesebb norma az operdtornorma,
hiszen a tér ezzel elldtva Banach-tér, rdaddsul tetszSleges A és B operatorokra ||AB|| < ||A|| - ||B]|-
Azonban bizonyos esetekben ennek a norménak is megvannak a korldtai, példdul a szigorian
pozitiv operdtorok kipja erre a normdra nézve nem zart, vagyis mint metrikus altér nem tel-
jes. Bevezethetd azonban egy masik metrika a pozitiv, invertdlhaté operatorok halmaza felett,
amellyel a tér teljes, s6t az dltala meghatarozott topoldgia megegyezik az eredeti norma topolo-
gidval ezen az operdtorhalmazon. Ez az tigynevezett Thompson metrika, amely a

dr(A,B) = Hlog (A—%BA—%> H

formulaval értelmezhetd. Ennek a metrikdnak egy masik nagy el6nye, hogy invaridns a konju-
gdlasokra nézve, vagyis a dy(S*AS,S*BS) = dr(A,B) teljesiil barmely A,B pozitiv operatorok
és S invertalhat6 operator esetén.

A. C. Thompson [3] irdsdban mutatta be a fenti metrika egyik fontos alkalmazasat, még-
pedig egy olyan tavolsdgfogalmat vezetett be egy normalt tér pozitiv kipjin, amellyel annak
bizonyos Osszefiiggdségi komponensei maguk is metrikus teret alkotnak; valamint tovabbi fel-
tételek mellett a kapott metrikus terek teljessége is bizonyithatd. Az dltala definidlt metrika azért
is 1ényeges, mert lehetdvé teszi példdul a Banach-féle fixponttétel alkalmazdsat a pozitiv kipon.
Ezzel a kérdéssel a 3. fejezet foglalkozik részletesebben.

Mindezek mellett a szakdolgozat P. Busch és S.P. Gudder hatds operatorokon elért ered-
ményeit is 0sszefoglalja. Hatds operatoroknak nevezziik egy Hilbert-tér pozitiv, identitds le-
képezés altal domindlt operétorait. Minden ilyen leképezéshez bevezethetiink egy ugynevezett
erdfiiggvényt, amely a tér ortogondlis projekcidihoz rendel egy-egy 0 és 1 kozotti értéket. Az
erofiiggvény kivaltképp fontos a szdmunkra, ugyanis szoros kapcsolatban all az operatorok ko-
zotti rendezéssel; valamint a projekcidkhoz rendelt értékei alapjan szdmos 1ényeges megallapi-
tas tehetd. S6t, mint ahogy azt latni fogjuk, kiilonosen érdekes tulajdonsdgokkal rendelkezik az
erofiiggvény értékkészlete is.

A szakdolgozat f6 célja tehat a Thompson metrika, és a hozza sziikséges operatorelmélet
bevezetése; tulajdonsdgainak részletes bemutatasa, és néhany fontos alkalmazdsanak vizsgala-
ta.



0. Jelolések és alapfogalmak

Els6ként ismételjiik at a sziikséges alapfogalmakat, és tisztdzzuk a késdbbiekben haszndlt je-
Ioléseket. A Hilbert-tér fogalmét az alabbiakban mar ismertnek tekintjiik; és minthogy mindig
egyértelmd lesz, hogy melyik Hilbert-tér elemeirdl beszéliink, ezért a rajta értelmezett skalaris
szorzast egyszerien (-, -), az dltala indukdlt normat pedig || - || fogja jelolni.

0.0.1. Allitas (Cauchy-Bunyakovszkij—Schwarz-egyenlStlenség). Legyen H valds vagy komp-
lex Hilbert-tér, valamint x,y € H tetszdleges vektorok. Ekkor

>

[Ge, ) < ][ <[]y
tovdbbd egyenldség pontosan akkor dll fenn, ha létezik olyan A szdm, amellyel x = A - y.

0.0.2. Definicio. Legyen H valds vagy komplex Hilbert-tér. Ekkor azt mondjuk, hogy A € B(H),
ha A : H — H folytonos linedris operdtor. Ilyenkor ||A|| jeloli az operdtornormdjdt, azaz

Ax
Jal = sup {251

[l
= sup{||Ax||[x € H, [|x|| = 1}.

x€H,||x[| # 0} = sup{||Ax|| |x e H,||x]| <1} =

0.0.3. Definicié. A tovdbbiakban legyen

(i) Oy a H nullvektora,
(ii) 0 € B(H) az azonosan nulla operdtor,
(iii) I € B(H) az identitds operdtor (vagyis Ix = x, VYx € H).

0.0.4. Definicio. Egy A € B(H) operdtor képterét és magterét jelolje:
ImA :={Ax|x € H},
KerA :={x|x€ H, Ax=0py}.
0.0.5. Definicié. Egy A € B(H) operdtor:
(i) onadjungdlt operdtor <= A = A”,
(ii) pozitiv operdtor <= dnadjungdlt, és (Ax,x) >0, Vx € H.

0.0.6. Megjegyzés. Komplex Hilbert-tér felett egy operator pontosan akkor énadjungélt, ha a
kvadratikus alakja valés (azaz (Ax,x) € R barmely x € H esetén).

0.0.7. Definicié. Ha egy P € B(H) operdtorra P = P* = P? (azaz onadjungdlt és idempotens),
akkor projektornak vagy ortogondlis projekcionak nevezziik.

0.0.8. Megjegyzés. Minden projektor egyben pozitiv operdator is.

0.0.9. Definicié. Legyen H egy K (valos vagy komplex) feletti Hilbert-tér, A € B(H). Ekkor az
A operdtor

(i) spektruma: o(A):={A|A €K, A—A-I nem bijektiv},
(ii) pontspektruma vagy sajdtértékei: c,(A) :={A|A €K, Ix€ H :x# 0y, Ax=21-x},

(iii) spektrdlsugara: r(A) := max |A|.
A€a(A)



0.0.10. Megjegyzés. Barmely A € B(H) operatorra 6,(A) C 0(A); valamint ha A 6nadjungdl,
akkor r(A) = ||A]l.

0.0.11. Lemma (Jacobson lemma). Legyenek A, B € B(H) operatorok. Ekkor AB és BA spekt-
ruma a 0-t leszdmitva ugyanazokat az elemeket tartalmazza, azaz

c(AB)\ {0} = o(BA)\ {0}.

0.0.12. Kovetkezmény. Barmely A, B € B(H) operatorok esetén r(AB) = r(BA).

1. Pozitiv operatorok fontos tulajdonsagai

A kovetkezdkben pozitiv operatorok olyan tulajdonsagait vizsgaljuk, amelyek a kés6bbiekben
elengedhetetlenek lesznek szamunkra fontos fogalmak bevezetéséhez. Az alabbiak az [1]-, és
[2]-ben leirt felépitést kovetik.

1.1. Operatorok rendezése, négyzetgyoke, és abszolitértéke

1.1.1. Definicio. Legyen H valés vagy komplex Hilbert-tér, valamint A,B € B(H) pozitiv ope-
rdtorok. Ekkor azt mondjuk, hogy A =< B, ha B — A pozitiv operdtor.

Vegyiik észre, hogy B — A pontosan akkor pozitiv operdtor, ha ((B—A)x,x) > 0 minden
x € H vektorra. Tovabba azt is tudjuk, hogy ((B —A)x,x) = (Bx — Ax,x) = (Bx,x) — (Ax,x).
Ezzel egy 1j, a fentivel ekvivalens definicidt kaptunk:

A=B <= (Bx,x) > (Ax,x), Vx€ H.
1.1.2. Allitas. A "<" reldcié részbenrendezés B (H) pozitiv operdtorainak halmazdn.
1.1.3. Lemma. Legyen H valés vagy komplex Hilbert-tér, és A € B(H) pozitiv operator. Ekkor
A= |All-1.

Bizonyitds. Legyen x € H tetszdleges vektor. Ekkor a Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyen-
16tlenség segitségével a kovetkezd adodik:

(Ax,x) < |(Ax,x)| < [|Ax]] - [|x]| < [JA]]- 1] = AIL - (x,x) = {(IA]]-Dx, ),
ezért az A < ||A|| - I relaci6 fenndll. O

1.1.4. Allitas. Legyen H valds vagy komplex Hilbert-tér, tovdbbd A,B € B(H) olyan pozitiv
operdtorok, amelyekre A < B. Ekkor ||A|| < ||B]].

Bizonyitds. Az 1.1.3. Lemmabdl tudjuk, hogy B < ||B|| - I, ezért a relacié tranzitivitdsa miatt
A <||B|| -1 is teljesiil. Ekkor viszont || B|| -1 — A pozitiv operdtor, igy A spektruma nem tartalmaz-
hat ||B||-n4l nagyobb elemet, vagyis o(A) C [0, ||B]|]. gy pedig ||B|| fels6 korlatja A spektralsu-
gardnak, amely ez esetben megegyezik az operdatornormajaval, vagyis ||A|| = r(A) < ||B||. O



1.1.5. Allitas. Legyen H valds vagy komplex Hilbert-tér, és tegyiik fel, hogy az A,B € B(H)
pozitiv operdtorokra A = B teljesiil. Ekkor

(i) barmely C € B(H) pozitiv operdtorra A+C < B+C,
(it) barmely A > 0 szdmra A -A < A - B.

Bizonyitds. (i): Egyrészt az A < B reldciobdl tudjuk, hogy B — A pozitiv operdtor, masrészt ezen
operdtor atirhat6 B—A =B+C—-C—A = (B+C)— (A+C) alakba, ezért A+C < B+C is
fennall.

(ii): Mivel A < B teljesiil, ezért ((B —A)x,x) > 0 is fenndll barmely x € H esetén. Az
egyenlGtlenséget tetszdleges A > 0 szammal szorozva azt kaphatjuk, hogy
0<A-(B—A)x,x)=(A-(B—A)x,x) =((A-B—A-A)x,x), VxEH.
Vagyis A - B— A - A pozitiv operator, ami azt jelenti, hogy A -A < A - B. O

1.1.6. Megjegyzés. Barmely A € B(H) pozitiv operétor esetén egyértelmien létezik T € B(H)
pozitiv operitor, amellyel 72 = A teljesiil.

1.1.7. Definicié. Legyen H valds vagy komplex Hilbert-tér, A € B(H) pozitiv operdtor. Ekkor A

. . 1 2 .. 1 . .
pozitiv négyzetgyokének nevezziik azon A2 pozitiv operdtort, amelyre:

(A%>2 —A.

1.1.8. Megjegyzés. Igazolhatd, hogy ha valamely A € B(H) pozitiv operdtorra, illetve B € B(H)
folytonos linedris operdtorra AB = BA, akkor A2B = BA? is teljestil.

2

1.1.9. Lemma. Ha A € B(H) pozitiv operator, akkor HA% =||A]l.

1.1.10. Tétel. Legyen H valds vagy komplex Hilbert-tér, A € B(H) operdtor. Ekkor a kovetkezd
négy dllitas ekvivalens.
(i) A pozitiv operdtor (0 < A),
(ii) létezik B € B(H) pozitiv operdtor, amelyre B> =A,
(iii) létezik B € B(H) onadjungdlt operdtor, amelyre B> = A,
(iv) létezik B € B(H) operdtor, amelyre B*B = A.

1.1.11. Allitas. Legyen H valds vagy komplex Hilbert-tér, valamint A, B € B(H) pozitiv operd-
torok. Ekkor A2 BA? is pozitiv operdtor.

Bizonyitds. Legyen x € H tetsz6leges, valamint vezessiik be az y := Arx jelolést. Az A2 6nad-
jungéltsidga miatt:
1 1 1 1
(A2BA2x,x) = (BA2x,A2x) = (By,y) > 0,

vagyis A2BA? pozitiv operéator. [

1.1.12. Kovetkezmény. Legyen H valés vagy komplex Hilbert-tér, valamint A, B € B(H) olyan
pozitiv operatorok, amelyekre AB = BA. Ekkor AB pozitiv operator.

7



Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy AB = BA. Mivel B kommutél A-val, ezért annak négyzetgyokével
is kommutdl, azaz A2B = BA? is teljesiil. Ezt felhaszndlva a kovetkez6 adodik:

1 1 1 1
AB=A2(A2B) =A2BA2.
Az 1.1.11. Allitds kimondja, hogy AIBA? pozitiv operdtor, ezért ez esetben AB is az. [
1.1.13. Definicié. Legyen H Hilbert-tér és A € B(H) folytonos linedris operdtor. Ekkor A ab-
szolutértékének nevezziik a kovetkezd pozitiv operdtort:
1

|A| := (A¥A)2.

1.1.14. Allitas. Legyen H Hilbert-tér, valamint A € B(H) folytonos linedris operdtor. Ekkor

(i) barmely x € H esetén |||Alx|* = ||Ax|?,
(ii) Ker|A| = KerA.

Bizonyitds. (i): Legyen x € H tetszGleges vektor, és hasznéljuk fel, hogy |A| 6nadjungalt:

lA]? = (JALx, [Alx) = (|A]Px,x) = (A"Ax,x) = (Ax, Ax) = [|Ax]>.

7

(11): Az el6z6 részt alkalmazva az adddik, hogy
x€KerlA] <= |||Alx||=0 <= ||Ax|| =0 <= x€KerA,

és igy teljesiil a kérdéses az azonossag. [

1.2. Operatorok infimuma és szuprémuma

Az el6z6 alfejezetben lattuk, hogy "<" egy részbenrendezés, igy mér beszélhetiink arrél is, hogy
mikor l1étezik két operatornak "<" szerinti szuprémuma €s infimuma egy adott operatorhalmaz-
ban. A kovetkez6kben ortogondlis projekcidkra vizsgaljuk meg ezt a kérdést. Az egyszeriiség
kedvéért P(H ) fogja jelolni a H Hilbert-tér ortogonalis projekcidinak halmazat. EmlékeztetSiil:
egy Hilbert-tér projektor leképezései pozitiv operatorok is, vagyis a "=<" relacié gond nélkiil
értelmezhetd rajtuk.

1.2.1. Allitas. Legyen H valds vagy komplex Hilbert-tér, valamint P,Q € P(H) projektorok.
Ekkor a kovetkezok ekvivalensek:

(i) P20,

(ii) KerQ C KerP,
(iii) ImP C ImQ,
(iv) PO = QP =P,
(v) Q — P projektor.

Bizonyitds. (i)=-(ii): Tegyiik fel, hogy P < Q, azaz barmely x € H esetén (Qx,x) > (Px,x). Ha

x € KerQ tetsz6leges vektor, akkor el84ll x := Px+x’ alakban, ahol x’ L Px, ezért
0= (0g,x) = (Ox,x) > (Px,x) = (Px,Px+x') = (Px,Px) + (Px,x') = ||Px||*+0 > 0.

8



Vagyis || Px|| = 0, azaz x € KerP. Igy KerQ C KerP.

(ii)=(iii): Ha KerQ C KerP, akkor (KerP)* C (KerQ)=, ezért a keresett osszefiiggés is
fennall, mivel
ImP = (KerP)* C (KerQ)* = ImQ.

(iii)=(iv): ImP C ImQ esetén barmely x € H vektorra Px € ImQ. Mivel Q> = Q, ezért a Q
projekcié ImQ elemeit helyben hagyja, azaz QPx = Px, Vx € H. EbbSl mar kovetkezik, hogy
QP = P. Tudjuk tovabba, hogy P és Q onadjungilt, igy a kovetkezot vezethetjiik le:

QP = P = P* = (QP)" = P*Q* = PQ.

(iv)=(v): Legyen PQ = QP = P. Ekkor egyrészt Q — P idempotens, ugyanis
(Q—P)?=Q*+P*—PQ—QP=Q+P—-2-P=Q—P.
Masrészt Q és P dnadjungdltsdga miatt birmely x € H vektorra

<(Q—P))C,)C> = <Q)C,X> - <PX,X> = <X, Q)C) - <X,PX> = <)C, (Q—P)X>,
azaz Q — P 6nadjungdlt is. Tehdt Q — P egy projektor.

(v)=(1): Tegyiik fel, hogy Q — P egy projektor. Mivel minden projektor egyben pozitiv
operator is, ezért a definici6 szerint P < Q. O]

1.2.2. Tétel. Legyen H valds vagy komplex Hilbert-tér. Ekkor bdrmely Py,P, € P(H) projekt-
oroknak létezik "<" szerinti szuprémuma és infimuma P(H) elemei kozott.

Bizonyitds. Legyenek P, P, € P(H) tetszGleges projektorok, valamint P € B(H ) az ImP; NImP,
altérre torténd ortogondlis projekcié. Mivel ImP C ImPy és ImP C ImP, ezért a {P,P} és
{P,P,} pér teljesiti az 1.2.1. Allitas (iii) részét. Ekkor az (i) kimondja, hogy P < P| és P < P,
azaz P alsé korldtja P-nek és P>-nek. Tegyiik fel, hogy P’ € P(H) egy olyan projektor, amely
szintén alsé korldtja Py-nek és P>-nek, azaz P’ < P; és P’ < P». Ilyenkor a {P',P,} és {P', P,}
pérra hasznalhatjuk az 1.2.1. Allitast, amely szerint ImP’ C ImP;, illetve ImP' C ImP,. Igy
ImP' C ImPy NImPy = ImP, azaz a {P', P} pérra szintén teljesiil az 1.2.1. Allitds, ezért az (i)
szerint P’ < P. Osszefoglalva:

VP ePH): P=<P,P, = P XP=P,P,
tehat a P operdtor az infimuma P;-nek és P>-nek a projektorok kozott.

Vegyiik most a H' := ImP, + ImP, zért alteret (ahol "+" Minkowski-Osszeget jelol), és
legyen Q az erre tortén$ ortogondlis projekcid. Barmely x € H' vektor esetén Qx = x, az-
az ImQ = H'. Tovabba ImP; C H' és ImP, C H' miatt {P;,Q}-ra és {P,Q}-ra is teljesiil az
1.2.1. Allitas, ezért P, < Q és P, < Q. Azaz Q fels6 korlatja P;-nek és P>-nek. Legyen Q' € P(H)
olyan projektor, amelyre P; < Q' és P» < Q'. Ekkor az 1.2.1. Allitds alkalmazhat6 a {P;,Q'} és
{P,,Q'} parokra, amely kimondja, hogy ImP; C ImQ’ és ImP> C ImQ’. Ez viszont azt jelenti,
hogy ImQ' tartalmazza ImP; és ImP, Minkowski-6sszegét is, s6t ImQ’ zértsdga miatt annak
lezértjat is, tehat ImP| +ImP, = H' C ImQ'. Igy végiil azt kapjuk, hogy a {Q,Q’} parra is igaz
az 1.2.1. Allités, ezért annak (i) pontja szerint Q < Q'. Azaz:

VvO'ePH): P,,=0 = P,P=0=0,

vagyis a P(H)-ban a P| és P, szuprémumat ad6 projektor Q. O
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Fontos azonban, hogy az el6bb megnevezett infimum és szuprémum mindossze a pro-
jektorok kozott szamit annak. Lehetséges ugyanis, hogy valamely Py, P> projektorokhoz adhaté
olyan 6nadjungalt operdtor, amely nem projektor, de als6-, vagy felsd korlatja P-nek és P>-nek,
és nem all relaciéban a fenti P-vel, illetve Q-val.

1.2.3. Lemma. Legyen H valds vagy komplex Hilbert-tér, és tegyiik fel, hogy a P;,P, € P(H)
projektorok "<" szerinti infimuma létezik az 6nadjungélt operatorok kozott, és inf{P;,P,} = 0.
Ekkor P; =0 vagy P, = 0.

1.2.4. Tétel. Legyen H valds vagy komplex Hilbert-tér, valamint A, B € B(H ) énadjungdlt ope-
rdtorok. Ekkor B(H) énadjungdlt operdtorai kozott, a "<" szerint akkor, és csak akkor létezik
inf{A,B} és sup{A,B} operdtor, ha A és B reldcioban dllnak egymdssal (vagyis A < B vagy
B < A fenndlldsa esetén).

1.3. Operatorok folytonos fiiggvényei

Hilbert-tér onadjungdlt operdtoraihoz bevezethetiink egy olyan leképezést, amellyel az adott
operator folytonos fiiggvényeit definidlhatjuk. Ilyen médon egy adott operatorhoz és fiiggvény-
hez egyértelmiien hozzatarsithatunk egy operdtort. Fontos tovabba, hogy nem sziikséges minde-
niitt értelmezettnek lennie a kérdéses fiiggvénynek; ezen hozzarendelés barmely olyan fiiggvény
esetében értelmes, amely az operator spektrumén folytonos.

1.3.1. Tétel. Legyen H komplex Hilbert-tér, A € B(H ) énadjungdlt operdtor. Ekkor egyértelmii-
en adhato olyan Cy : C(0(A)) — B(H) linedris leképezés, amelyre teljesiilnek a kovetkezdk:

(i) barmely f,g € C(0(A)) fiiggvényekre: Ca(f -g) = Ca(f) - Ca(8),

(ii) ha f € C(6(A)), akkor Ca(f) = (Ca(f))*,

(iii) Cy egységelemtartd: Co(1c(g(a))) =1,

(iv) Co(Id) = A (ahol Id € C(o(A)) azon fiiggvény, amelyre 1d(z) =z, Yz € 6(A)),
(v) C4 izometrikus, azaz barmely f : 6(A) — C folytonos fiiggvényre:

ICA(NIl = sup{|f(x)|| x€a(A)},

1.3.2. Megjegyzés. Onadjungilt operatorok spektruma mindig nemiires, kompakt, valés hal-
maz.

1.3.3. Megjegyzés. A fenti C4 leképezést az A folytonos fiiggvény-szamitd operatoranak ne-
vezzik.

1.3.4. Definicid. Legyen f : C — C olyan folytonos fiiggvény, amely értelmezve van az A € B(H)
onadjungdlt operdtor spektrumdn (azaz 6(A) C D(f)). Ekkor vezessiik be a kovetkezd jelolést:

f(A) :==Ca(flsa)) € B(H).

1.3.5. Megjegyzés. f(A) mas médszerrel is bevezethetd. Legyen [a,b] C R olyan val6s inter-
vallum, amely tartalmazza az A € B(H ) 6nadjungélt operétor spektrumdt, valamint f € C([a,b])
folytonos fiiggvény. Ekkor a Weierstrass-féle approximacios tétel szerint 1étezik olyan (py)neN
polinomsorozat, amely az [a,b] intervallumon egyenletesen konvergdl f-hez. Mivel (pp)uen
tagjai sima polinomok, ezért rajtuk értelmezhetd a p,(A) operdtor. Ezzel tehdt kaptunk egy
(pn(A))nen operétorsorozatot. Igazolhatd, hogy egyértelmien 1étezik olyan B € B(H) operator,
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amely pont a (p,(A))neN sorozat operdtornorma szerinti hatdrértéke, tovabba ezen B operator
sem a (p,)qen tagjainak, sem az A spektrumdt tartalmazé [a,b| intervallum konkrét megva-
lasztasatol nem fiigg. Az igy bevezetett B operdtor megfelel az 1.3.4. Definicidban szerepld
f(A)-nak.

Ilyen médon tehat értelmezhetjiik 6nadjungalt operatorok folytonos fiiggvényeit. A kovet-
kezd tétel Osszefoglalja ezen folytonos fiiggvény-szamité operator legfontosabb tulajdonségait
(I1d. [2], 6.32. és 6.36. Tétel).

1.3.6. Tétel. Legyen H komplex Hilbert-tér, A € B(H) énadjungdlt operdtor. Ha f,g:C — C
olyan fiiggvények, amelyekre 6(A) C D(f)ND(g), akkor az aldbbiak teljesiilnek:
(i) ha f(z) = g(z) minden z € 6(A) pontban, akkor f(A) = g(A),

(ii) (f +8)(A) = f(A) +g(A),

(iii) barmely A € C szdm esetén (A - f)(A) = A - f(A),

(iv) (f-8)(A) = f(A)-g(A),

(v) F(A) = (f(A))",

(vi) [ f(A)]| = max{|f(A)|[A € 6(A)},

(vii) ha f(z) = 1 minden z € 6(A) pontban, akkor f(A) =1,
(viii) haf (z) = z minden z € o (A) pontban, akkor f(A) = A,

(ix) o(f(A)) ={f(A)|A € o(A)}.

2. A Thompson metrika

Ebben a fejezetben Tarcsay Zsigmond Thompson metrikdval kapcsolatos eredményeit foglaljuk
ossze (1d. [2]).

2.1. A Thompson metrika bevezetése

2.1.1. Definicié. Legyen H valds vagy komplex Hilbert-tér, és vezessiik be a B(H )y jelolést H
pozitiv, invertdlhato operdtoraira, azaz:

B(H), :={AcB(H)|3A ! € B(H), (Ax,x) >0Vx<c H}.

2.1.2. Allitas. Legyen H valds vagy komplex Hilbert-tér. Ekkor minden A € B (H)4-ra:

min {/'L} -

— és max A All.
min {2} = =14l

Bizonyitds. Ha A € B(H), akkor 6(A) C [0,4c0) és r(A) = ||A||, ezért ||A|| € o(A), tehdt
max {1} = ||A].
max {4} = 4]

TetszGleges A € B(H )+ esetén A~ is pozitiv operitor. fgy az eldbbiek felhasznaldsdval

lathatd, hogy ||A~"|| € o(A™"), ezért ||A | € o(A) is teljesiil. Ezenkiviil birmely A € ¢(A)
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esetén ; € 6(A71), és 1 <r(A7) = A" it véve
A> Mivel ——— € o(A), ezert
T Mivel sy € 0(4)
Ay=—
mln
Aec(A) JlA=T]"
]

2.1.3. Kovetkezmény. Legyen A € B(H), és f : 6(A) — R folytonos, monoton fiiggvény.

()}

Bizonyitds. Barmely A € B(H) esetén [|A[| = r(A) = maxy cs(4){4 }. Ezenkiviil f folytonos,
ezért

1FA)] =max{|f(||AH)\,

1F(A)]| = max [f(4)].

Aea(A)

Viszont tudjuk, hogy f monoton is, igy || f(A)|| mindossze két értéket vehet fel:

=1 ey 1= ()|

Természetesen a két érték koziil a nagyobb fog megegyezni || f(A)||-val. O

Tekintsiik most az f = log valds logaritmus fiiggvényt. TetszSleges A € B(H ). operatorra
teljesiil, hogy 6(A) C (0,+e0), ezért logA is értelmes, sGt egyben 6nadjungdlt operator is. Mas-
részt azonban o (logA) = {logA |A € 6(A)}. Emiatt logA pontosan akkor pozitiv operdtor, ha
I <A

2.1.4. Kovetkezmény. Legyen A € B(H) . Ekkor:

||logA|| = max {log |Al],log HA_1 H } .

Bizonyitds. Alkalmazzuk a 2.1.3. Kovetkezményt az f = log fiiggvényre. Eszerint

e )
g\ "= .
A=t

A 2.1.2. Allit4st felhaszndlva

1
TaT] —Arergn {1} < max {l} Al

| ogA|| = max{uognAm,

Els6ként nézziik meg, hogy mit mondhatunk el, ha H > 1. Ilyenkor az el6z0 egyenl6t-

lenség miatt ||A|| > 1 is teljesiil, valamint a logaritmus fuggveny monotonitdsat felhaszndlva:
og (7 ) < el
OZ\ 1a=1y | = 1ogllAll-
1A=
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Az W > 1 reciprokat, majd logaritmusét véve ldthatjuk, hogy log||A~![| <0, és [|A]| > 1

logaritmusabdl pedig log ||A|| > 0 kovetkezik, azaz ezeket egybevéve log ||A_1 H <0<loglA|.
Az el6bbieket alkalmazva a kovetkezd kaphaté:

1 1
og (1017 ) \} —max {tog ] tog (17 ) | = tog 4] =
AT AT

= max{log ||A||,log HA*I 3.

| ogA|| = max{|1og||A|||,

Most tegyiik fel, hogy ||A|| < 1. Ekkor természetesen - < ||A|| < 1, ezért reciprokot

la=]
véve, illetve ismét a log fiiggvény monotonitdsat alkalmazva:

1
0 <log (m) < logHA*IH.

Tovébba log ||A|| < 0 is teljesiil, azaz

log||A|| <0 < log HA_1 |-

1 1
log ([ ——— ||} = “1-10g|[A][,~1-log [ —— ) b =
Og(HA‘lH)‘} m‘”‘{ gl Og<HA—1H)}

1
_ max{log (m) ,1ogHA1u} — log||4~!]| = max{log |4 log |4~}

Mindezek felhasznalasaval:

oA max{rloguAm,

1
[la=]]

1 1
l _— :—1~l 7 :1 Ail
0g<|lA—‘H)‘ °g<|rA—1||) o|

1 —
o (HA—‘ ||) ‘} = max{log [A]|,log[|a~"|[}.

Mir csak azt az esetet nem vizsgaltuk, amikor ||A]| > 1 és
dik, hogy

< 1. Nyilvanval6an adé-

[log [|A]l] = log [|A]| és

b

vagyis

oA — max{rlogHAm,

Igy a kérdéses egyenl8ség minden esetben fennll. [

2.1.5. Allitas. Legyenek A,B € B(H)... Ekkor:

s (4728474 | = oz (524572

Bizonyitds. Vezessiik be az X := A"2BA"2 ésaY :=B 2AB™: jeloléseket, tovabba legyen
T := B~2A?. Ekkor T* = A2B~2, és T-re alkalmazhaté a |T*T|| = ||T|> = |TT*|| = ||T*|]?
azonossdg. Ezt felhasznélva a kovetkez6 adddik:

Iv)| = B4

. Lo 1,1
= ||A2B ‘A2

- H <A—EBA—%)_1 H —|Ix1.
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Valamint hasonléan levezethetS, hogy ||Y || = [IX|| . azaz {|IX]|,|| X"} = {I¥I. |||}

ezért {log||X||,log HX_1 ||} = {log||Y|,log HY_1 H }. Vagyis a 2.1.4. Kovetkezmény felhasznd-
lasaval lathatjuk, hogy

|logX|| = max{log||X||,logHX_1||} = max{logHYH,log”Y_lH} = ||logY||.
]

2.1.6. Definicié. B(H ) feletti Thompson metrikdnak nevezziik azon dr kétvdltozds fiiggvényt,
amelyre:

dr(A,B) := Hlog <A_%BA_%)

, VA,BEB(H).,.

2.2. A Thompson metrika tulajdonsagai

Hamarosan latni fogjuk, hogy dr olyan metrika, amely dltal meghatdrozott topoldgia megegye-
zik a B(H)-beli norma topoldgiaval, és a (B(H ), dr) metrikus tér teljes. Ehhez azonban elG-
szOr vizsgéljuk meg a Thompson metrika néhdny alapvetd tulajdonsagat.

2.2.1. Allitas. Legyenek A,B € B(H).. Ekkor:
dr(A,B) = max{logr(A~'B),logr(B~'A)}.
Bizonyitds. Alkalmazzuk a 2.1.5. Allitdst és a 2.1.4. Kvetkezményt :
dr(A,B) = ”log <A_%BA_%) H = Hlog <B_%AB_%> H =

A Jacobson lemma miatt o (B_%AB_%> =0 (B_lA) és o (B%A_IB%) =0 (A_IB) is teljesiil
(itt az invertalhatosdg miatt egyik spektrum sem tartalmazza a 0-t). Ezt felhasznédlva

= max {1og HB’%AB’%

,logHB%A’IB%

1 11 I
r(B7A) =r (B 3AB73) = ||[B~2AB"3

]

r(a7'B) = r(BA7'BY) = | BEa~ "B}

Igy behelyettesités utin adédik a kérdéses azonossag:

dr(A,B) = max {log HB*%AB*%

,log HB%A*IB%

} = max {logr(A~'B),logr(B~'A)}.

O
2.2.2. Kovetkezmény. Legyen S € B(H) invertalhat6 operator és A,B € B(H ). Ekkor:

dr(S*AS,S*BS) = dr (A, B).

Bizonyitds. Tekintsiik el&szor <(S*AS)_1 (S*BS)) spektralsugarat. A 0.0.12. Kovetkezményt

az S~! és az A~!BS operitorokra alkalmazva:
r((s748)7 (s°BS)) = r(s7'a7" (5) ' 5°BS) = r (s7'A7'BS) = r (a7'B).
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Hasonl6an A és B szerepcseréjével
r ((S*BS)‘1 (S*AS)) —r (5—13—1 () S*AS) —r(S7'B'AS) = (B4).

Alkalmazzuk most a 2.2.1. Allitast:

dr(S*AS,S*BS) = max {logr ((S*AS) ' (S*BS)) ,logr ((S*BS) ' (S*AS)) } =
— max{logr(A~'B),logr(B~'A)} = dr(A,B).

]

2.2.3. Definicié. Legyenek A,B € B(H) tetszdleges operdtorok. A tovdbbiakban alkalmazzuk

a kovetkezd jeldlést:
M(A,B) :=inf{t >0|A <t-B, B=<1t-A}.

2.2.4. Lemma. Legyen A,B € B(H ). Ekkor:
dr(A,B) =log(M(A,B)).
Bizonyitds. Legyent > 0 tetszdleges. Ekkor
A=<t-B < B PAB % <11,
és B-IAB? <t -1 fennalldsa esetén az 1.1.4. Allitas kimondja, hogy

1 1
HB—zAB—z <|le-1]] =1.

Hasonl6an, A és B szerepcseréjével megkaphatd, hogy B <t - A esetén HA_%BA_% <t. Igy

viszont ha egy adott f > 0 szdmra A <t-B és B <t -A is teljesiil, akkor

}St.

Az ezt teljesitd t szamok infimumat véve a kovetkez6t kaphatjuk:

max { HB_%AB_%

,HA—%BA—%

M(A,B) = max{HB*%AB*%

, HA’%BA’%

Vegyiik mindkét oldal logaritmusat, majd alkalmazzuk a 2.1.4. Kovetkezményt:

log(M(A,B)) = max {log HB*%AB*%

log HA’%BA’%

} _ Hlog <A’%BA’%> H =dr(A,B).

]

Mindezzel végre készen allunk egy igencsak jelentds tétel kimonddasara.

2.2.5. Tétel. A B(H)-on értelmezett dr leképezés metrika.
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Bizonyitds. Belatjuk, hogy a dr fiiggvény teljesiti a metrika aximémakat.
(i): TetszSleges A € B(H ) esetén a definici6 szerint:
dr(4,4) = |log (4724472} | = | 1og 11| = 0] =

Most tegyiik fel, hogy valamely A, B € B(H ). operatorok esetén dy (A, B) = 0. Alkalmazzuk az
A = A~2BA"? operdtorra a 2.1.4. Kovetkezményt:

0= (4.8) = g (445~ | = 12| = s {1 ]t |4}

Természetesen azt is tudjuk, hogy a || - || leképezés nemnegativitdsa miatt a dr is nemnega-
tiv. Ebbdl litszik, hogy 0 =log||A|| =log||A~"||, tehdt 1 =||A|| = ||A"||, illetve az utGbbi
reciprokat véve 1 = A 2.1.2. Allitds miatt ilyenkor

2

H/i i

1
in {(Al=—— =1=||A|| = A
lrerg&){ } AT = [|A]| = Aren;lx{ 2

azaz A spektruma mindossze egy elemt, 6(A) = {1}. Tudjuk tovabb4, hogy A 6nadjungilt, igy
r(A) = 1 = ||A||. Tekintsiik most az A — I operitort. TetszSleges x,y € H vektorokra

<(A —I))C,y> = <Ax7y> - <IX,y> = <X,Ay> - <X,Iy> = <)C, (A_I)y>’
azaz A — I 6nadjungalt. Ezenkiviil A — I spektruméra a kovetkezd adédik:
6(A—1)={A|(A—1)—A-I nembijektiv} = {A |[A—(1+A) I nem bijektiv },

ésmivel 0 (A) = {1}, ezért ez csakis a A + 1 = 1 esetén teljesiil, vagyis & (A I) = {0}. Ekkor
A1 onadjungaltsaga miatt r (A I) = 0, ami pontosan akkor teljesiil, ha A — I = 0, amely azt

jelenti, hogy A~ SBATY =A=1 , vagyis dtrendezve A = B. Osszefoglalva:

dr(A,B) =0 <= A=B.

(ii): Legyenek A, B € B(H) , tetszGlegesek, és alkalmazzuk rajuk a 2.1.5. Allitast.
dr(A,B) = Hlog( “1BA™ )H = Hlog( 2AB’%) H =dr(B,A)

Vagyis a dr leképezés szimmetrikus.

(iii): Valasszunk tetszdleges A, B,C € B(H ) operatorokat. Az M(-,-) definici6jabol adé-
déan A < M(A,C)-C, és C < M(C,B) - B, amelyek miatt A < M(A,C) - M(C,B) - B. Hasonléan
B=<M(B,C)-C, és C < M(C,A)-A, ezért B< M(C,A)-M(B,C)-A = M(A,C)-M(C,B) - A.
Azazat:=M(A,C)-M(C,B) valasztdssal A <t-B és B <t-A, amibdl tudjuk, hogy

M(A,B) <t =M(A,C)-M(C,B).
Most vegyiik mindkét oldal logaritmusét és alkalmazzuk a 2.2.4. Lemmat:

[gy dr a hdromszog-egyenlbtlenséget is teljesiti, vagyis valéban metrika. [
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2.2.6. Allitas. A Thompson metrika dltal meghatdrozott topoldgia és a B(H)-beli norma to-
pologia megegyezik.

Bizonyitds. Legyen (Ap)ueny C B(H )4 pozitiv, invertalhaté operdtorok sorozata, és tegyiik fel,
hogy 1étezik olyan A € B(H ), operdtor, amelyre ||A, —A|| — 0. Azt szeretnénk beldtni, hogy
ekkor dr(A,,A) — 0. Azonban

_1 _1
dr(AnA) 0 <= @A) &0 =1 s ||A, 244, 2| = 1és A 24,A77|| — 1.

Az utolsé pedig nyilvanvaléan teljesiil, hiszen feltettiik, hogy ||A, — A|| — 0. Ez persze azt
jelenti, hogy ekkor dr(A,,A) — 0.

Most tegyiik fel azt, hogy egy (A,),en € B(H)4 operdtorsorozatra és egy A € B(H) 4
operdtorra dr (Ap,A) — 0. A 2.2.4. Lemma felhasznaldsaval:

log(M(An,A)) = dr(An,A) — 0 =logl <= M(An,A) — 1.

Vegyiink egy tetszbleges € > 0 szdmot. Az el6bbi konvergencia szerint adhaté ehhez olyan
no kiiszobindex, hogy minden n > ng index esetén M(A,,A) < 1 +¢€. Az M(-,-) definicidja
szerint ilyenkor A, < (14+¢€)-AésA < (1+¢)-A,. A mdsodikbdl dtrendezéssel az HLS A=A,
egyenldtlenség kaphatd. Ezeket felhasznalva:

1 —
A=A [——1).a= (=L ) Ar—c-a,
1+¢ 1+¢

Ap—A=X(l+e—-1)-A=¢-A

Ebbdl mér ||A, — Al| < €-||A]| is kovetkezik. Tehdt barmely € > 0 szdmhoz olyan N kiiszobin-
dex is adhat6, hogy minden n > Np index esetén ||A, —A|| < €, azaz ||A, —A|| — 0. O

2.2.7.Lemma. Legyenek A, B € B(H) . olyan operatorok, amelyekre A < B. Ekkor B~! < A~

Bizonyitds. Az A =< B atrendezésével a 0 < A=IBA"? — | egyenltlenség adédik, amelybdl
kovetkezik, hogy:

I <info (A72BA™2).
Vezessikk be a T := A_%B%, valamint 77 := B%A_% jeloléseket. A Jacobson lemma kimondja,
hogy o(TT')\ {0} = o(T'T) \ {0}; tovdbba TT' invertdlhaté is, igy a spektruma nem tartal-
mazza a 0-t, ezért
1 1 1 1
I <info (A~3BA~2) =info (B*A'B?).
Vagyis
c (B%A—IB% —1) C [0, +oo).
Tovabbd B2A~'B? — I Onadjungélt is, hiszen barmely x,y € H vektorok esetén
L 1,51 L 1,51 Lo L\* %
<<BzA B2 —1) x,y> - <BzA B2x,y> ~{Ix,y) = <x, (BzA B2> y> —x,I'y) =

1,1 Lo 15t
:<x,BZA BZy>—(x,Iy>:<x,(BZA B2—I)y>.
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. 1 1 T . . .
Mivel B2A~!B2 — I egy olyan 6nadjungélt operator, amelynek a spektruma csakis nemnegativ
szamokat tartalmaz, ezért pozitiv operator. Reldcidval felirva ugyanezt:

0<B2A"'BI—I.
Ebbdl atrendezéssel kaphatjuk a B! < A~! egyenl&tlenséget. [
2.2.8. Allitas. A (B(H),dr) metrikus tér teljes.

Bizonyitds. Tekintsiink egy (An)nen € B(H)+ Thompson metrika szerinti Cauchy-sorozatot.
Vegyiink tovdbba egy tetsz6leges € > 0 szamot. A Cauchy-tulajdonsdg miatt az &y := log(1+¢€)
szamhoz is l1étezik olyan ny € N kiiszobindex, hogy barmely n,m > ng indexek esetén:

dr(A,,Apm) =log(M(An,Ap)) < & =log(1+¢),
azaz M(An,Ap) < 1 +€. Az M(-,-) definicidja szerint ilyenkor

1
— A, <A, (14+¢€)-A4,, VYn,m>nyp.
l+e m_>Ap D ( ) m s I = 1(
Ha az m := ng indexre irjuk fel ugyanezt, akkor az 1.1.4. Allitasbél kovetkezik, hogy az (Ap)neN
sorozat operdtornormdban korldtos, illetve a 2.2.7. Lemma miatt az (A, "),cn sorozat szintén
korlétos operdtornormdban. Ezenkiviil a fenti becslést az n,m > ngy indexekre hasznélva:

1 —&
A, A, = | ——-1)-A,=—— ] A, = —€-A,,,

Ap—Am = (1+€—1)-Ap =€-Ap.
Tehdt ekkor ||A, — Ayl < € ||An||, tovabba azt is tudjuk, hogy az ||A,|| véges, vagyis 1éte-
zik olyan ¢ > 0 szdm, amire ||A, — An|| < €-c. Ebbdl latszik, hogy (An),en operdtornorma
szerint is Cauchy-sorozat. Ekkor 1étezik olyan A € B(H ) operdtor, amelyre ||A, — Al — 0. Mi-
vel az (A,)nen pozitiv operdtorok sorozata volt, ezért A is pozitiv operdtor. Mdasrészt pedig
az (A;!),en is korldtos operétorsorozat, igy 1étezik A~! € B(H) operétor. Vagyis A € B(H) .
Mivel a 2.2.6. Allitds kimondja, hogy egy (A,)n.en € B(H) 4 sorozat | - ||-beli és dr szerinti
hatérértéke megegyezik, igy dr(A,,A) — 0. O

v

Az eddigieket Osszefoglalva a kovetkezd tétel fogalmazhaté meg.

2.2.9. Tétel. A (B(H),dr) egy olyan teljes metrikus tér, amely dltal meghatdrozott topoldgia
ekvivalens a B(H).-beli norma topoldgidval, és tetszdleges Y € B(H) invertdlhaté operdtor
esetén a Qy(A) :=Y*AY, (A € B(H).) leképezés egy (B(H)4+,dr) — (B(H)+,dr) izometrikus
bijekcio.

3. A pozitiv kip kontrakcioi

A pozitiv operdtorok sajatvektorainak l1étezése €s egyértelmiisége eldonthetd egy megfelel
metrika bevezetésével az 6ket tartalmaz6 kip azon részhalmazan, amelyen az operatorok kont-
rakciok. Ez a mddszer azonban altaldnosabban is alkalmazhaté egyes nemlinedris operdtorok
esetén. Ehhez most egy olyan tdvolsdgdefiniciét fogunk bevezetni, amely nincs megszoritva
a pozitiv kip ezen részhalmazéra, tovdbba kimondunk egy tételt nemlinedris operatorok egy
olyan osztdlyara, amelyen ezen tavolsdggal metrikus teret kapunk. Ezen eredmények A. C.

e

Thompson nevéhez fliz6dnek (1d. [3]).
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3.1. Alapfogalmak a pozitiv kiipon

3.1.1. Definicio. Legyen X egy valos normadlt tér. Ekkor azt mondjuk, hogy X részbenrendezett
a K pozitiv kipja szerint, ha K egy olyan nemiires részhalmaza X-nek, amelyre a kovetkezo
tulajdonsdgok teljesiilnek:

(i)x,yce K — x+yek,
(i)xeK,a>0 — a-xeK,
(iii)xe K,—x€ K — x=0y,

és ekkor tetszoleges x,y € X esetén x <y akkor és csak akkor, hay —x € K.
3.1.2. Megjegyzés. A fenti definici6 egybevag az 1.1. alfejezetben targyalt rendezéssel.

3.1.3. Definicidé. Azt mondjuk, hogy a K normdlis kiip, ha adhato olyan ¢ > 0 konstans, hogy
ha tetszéleges x,y € K pdrra Ox < x <y teljesiil, akkor ||x|| < c-||y||-

3.1.4. Lemma. Legyen K normélis a ¢ > 0 konstanssal. Tegyiik fel tovabba, hogy valamely
x,y € K elemekhez adhat6k olyan A > 1, és m > 0 konstansok, amelyekre x <A -y, y <A - x,
||lx|| <m,és ||y|| < m.Ekkor |[x—y|| <m-(14+2-¢)- (A —1).

Bizonyitds. Egyrészt tudjuk, hogy x < A -ymiatt A -y —x € K. Vezessikbeerreaz:=A-y—x
jelolést. Masrészt y < A - x szerint A - x — y € K. Erre pedig haszndljuk a 7/ := A - x — y jelolést.
Ekkor a z,7 € K elemekre a kdvetkezdk is teljesiilnek:

x—y+z=x—y+A-y—x=(A—-1)-y€K,
y—x+7=y—x+A-x—y=(A—-1)-x€K.

Ebbdl rogton kovetkezik az is, hogy x—y < (A —1)-yésy—x < (A — 1) - x, ugyanis

A-1)y—(x—y)=A-y—x=z
A-1)x—@y—x)=A-x—y=7.

Ezenkiviil z+ 7’ az 6sszegre val6 zartsdg miatt szintén benne van K-ban, rdaddsul z < z+ 7. Igy
mivel feltettiik, hogy K normalis, a kovetkez8 egyenlStlenség irhat6 fel: ||z]| < c- ||z +7'||. Ezt
tovéabb rendezve, valamint z €s 7’ definicidjét, a haromszog-egyenlStlenséget, és az || x|, ||ly|| < m
feltevést felhaszndlva:

Il <e et =c-(A-y=2)+ A -x=y)=c-[(A=1)-y+(A—1)x] <
<c-A=1)- (Il +Ixl) <c-A=1)-(m+m)=2-c-m-(A—1).

Végiil ismét haromszog-egyenlStlenséget, az x —y+z = (A — 1) -y egyenletet, az ||y|| < m
egyenlGtlenséget, valamint az utobbi becslést felhaszndlva mar megkaphat6 a kivant dsszefiig-
gés:
=yl =llx=y+z—zl <lx—y+zll+] =zl = (A =1)-[ly[ + ]zl <
<A-=-1)m+4+2-cm-(A=1)=m-(142-¢)-(A—1).

]

3.1.5. Definici6. Legyenek x,y € K nemnulla elemek. Azt mondjuk, hogy x és y osszefiiggdk, ha
adhatok olyan A, € (0,+c0) valds szdamok, amelyekre x < A -y ésy < UL - x.
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Az eldbbi Osszefliggdség egy olyan ekvivalenciarelacid, amely a K kipot egymdstol disz-
junkt részekre (ekvivalenciaosztdlyokra) bontja. Ezen diszjunkt részek mindegyike egy-egy
"tompa" részkip, azaz olyan K’ C K részhalmaz, amelyre:

(x,ycK' = x+yek,
)xeK,a>0 = a-xeK/,
(iii) Oy ¢ K,

(iv) K’ nem zart.

3.1.6. Példa. R3-ban példaul K := {(x,y,z) € R*|x,y,z > 0}. Ekkor az ekvivalenciaosztalyok
a kovetkezdk: K belsd pontjai, K harom lapjanak bels6 pontjai, valamint K élei az origd nélkiil.

3.2. Metrika a pozitiv kipon

3.2.1. Definicié. Legyenek x,y € K dsszefiiggd elemek, és jelolje o := inf{A |x < A -y}, illetve
B :=inf{u|y < u-x}. Ekkor bevezethetjiik a kovetkezd Thompson metrikdnak nevezett tdvol-
sdgot:

d(x,y) :=log{max{o,B}}.
3.2.2. Megjegyzés. Ez a d(-,-) tdvolsag az el6z0 fejezetbeli dr (-, -) metrika absztrakt megfele-
16je.

3.2.3. Megjegyzés. Fontos észrevenni, hogy mivel K zart halmaz, valamint x < « -y, illetve
y = B -x, ezért ha @ = 0 vagy B = 0 lenne, akkor abbdl x = y = Ox kovetkezne. Ez utébbi
azonban nem lehetséges, hiszen feltettiik, hogy x és y Osszefiiggdk.

3.2.4. Lemma. Legyen K’ C K egy tetsz0leges Osszefiiggdségi komponens. Ekkor (K’ d) met-
rikus tér.

Bizonyitds. Legyenek x,y,z € K’ tetsz8leges elemek.

(i): Tegyiik fel, hogy @ < 1 és B < 1. Ekkor x <y és y < x is teljesiil, vagyisy—x € K’ CK
és —1-(y—x) € K’ C K. K (iii) tulajdonsdga alapjan azonban ez csak akkor lehetséges, ha
y —x = Oy, azaz x = y. Ezenkiviil vegyiik észre, hogy x = y esetén oo = 8 = 1, azaz ilyenkor
d(x,y) =log1 = 0. Persze ez visszafelé is teljesiil: ha d(x,y) =0 =log1 = log{max{a,}},
akkor a = B = 1, azaz x = y. Barmely mads esetben o és 8 egyike szigordan nagyobb 1-nél, igy
d(x,y) > 0. Vagyis:

d(x,y) >0 és dx,y) =0 <= x=y.
(ii): A d(x,y) = d(y,x) szimmetria nyilvanvaldan teljesiil, hiszen d definiciéjdban o és 8
felcserélhetdk.

(iii): Most tegyiik fel, hogy az a;, B; i € {1,2,3} jelolik azon szdmok infimumét, amelyek-
re teljesiilnek a kovetkezd egyenldtlenségek:

x=0a -y, y = Bi-x,
xjaZ'Z7 ZjﬁZX,
203y, y=2PBs-z
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Ha oy > By, akkor tudjuk, hogy x < oy -z = oz - Q3 - y, azaz o} < @ - 03. Ezt felhaszndlva

d(x,y) =logay <log(a-az) =logay +1logog < log{max{a,B,}} +log{max{as,B3}} =
=d(x,z) +d(z,y).

Ugyanez hasonldan felirhaté a B; > o esetre is, azaz d a haromszog-egyenlGtlenséget is telje-
siti. O
3.2.5. Megjegyzés. A d'(x,y) :=log(a - B) tavolsdgot is bevezethetnénk K bizonyos hiper-
sikokkal elvdlasztott részein, amelyeken ez ekvivalens lenne a d tavolsdggal. K ezen részei

a d’ tdvolsdggal azonban nem alkotndnak metrikus teret, ugyanis x = A -y (A > 0) esetén
d'(x,y) =log(A- 1) =log1 =0.

3.2.6. Lemma. Legyen K egy olyan normadlis kidp, amely || - ||-val Banach-tér, K’ C K pedig
tetszGleges Osszefiiggdségi komponense. Ekkor a (K, d) metrikus tér teljes.

Bizonyitds. Legyen (x,),eny C K’ Cauchy-sorozat a d tdvolsdg szerint, és jelolje:
Opg :=1inf{A |x, <A -x,} Vp,gq=1,2,...

ElGszor belatjuk, hogy (x,).en @ || - || szerint korldtos sorozat. Ezutdn megmutatjuk, hogy a
|| - || szerint is Cauchy-sorozat, azaz 1étezik olyan x € K, hogy ||x, —x|| — 0. Végiil pedig ltni
fogjuk, hogy d(x,,x) - 0ésx e K'.

(i): Mivel (x,),en Cauchy-sorozat, ezért 1étezik olyan ng € N kiiszobindex, hogy barmely
p,q > no esetén d(x,,x,) < 1, és ezért max{ 0y, 0y} < €. Ugyanez a g := ng vélasztdssal is
teljesiil, vagyis p > ng esetén Qp,, < €, €s ezért x, = € Xy, = 3 - xp,. Mivel K normalis, ezért
|lxp]| <3-c-||xn,|| alkalmas ¢ > O konstans esetén. Azaz (x,),cn normédban korlatos sorozat, és
||x2|| < m minden n € N esetén, ahol:

m z= maxy [Py [|, [|xeal], s [beag 13 - € - |2 ||}

(i1): Legyen € > 0 szam tetszOleges. Valasszunk hozza egy olyan 6 > 0 szamot, amelyre
ed <1+ 3> ahol M := m- (142 c). Ekkor, mivel (x,),cny Cauchy-sorozat, ezért adhat6 olyan
ne kiiszobindex, hogy barmely p,q > n¢ esetén d(x,,x,) < 6. Természetesen a definicié szerint
ez azt jelenti, hogy max{ 0y, 0t;p} < 1+ &7 a megfelelS p és g vilasztdsa esetén. Eppen ezért

€ . €
xp 2 (1 —|—M> “Xg, €8 Xg = <l +]\_4> Xp Vp,q > ne.
Alkalmazzuk most erre a 3.1.4. Lemmat A := 1+ 1%1 esetén:

£
o =gl S m-(1+2-0)- (145 1) =& Vpg=ne.

Vagyis az (x,),ecn sorozat || - || szerint is Cauchy-sorozat; és mivel feltettiik, hogy (K, || -||)
Banach-tér, ezért || - || szerint konvergens is. Azaz létezik olyan x € K, amelyre ||x, — x| — 0,
han — oo.

(iii): Az (x,)nen sorozat d szerinti Cauchy-tulajdonsédga alapjan az € > 0 szdmhoz is adhat6
olyan kiiszobindex, hogy megfelel6en nagy p és ¢ vilasztisa esetén d(x,,x,) < €, és ezdltal
x, 2 ef-x,és x, = ef-x,. Emellett viszont azt is tudjuk, hogy lim, . ||x, —x|| = 0; és (K, || - ||)
teljessége miatt x € K. Igy tehat megfelelen nagy p indexre xp, <ef-x, ésx =< e® x, Ekkora
definici6 szerint x, és x dsszefiiggk, ezért x € K', rdaddsul d(x,,x) < € barmely elég nagy p-re.
Mivel ¢ tetszSlegesen lett megvélasztva, ezért ez azt jelenti, hogy d(x,,x) — 0,han — . [
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3.2.7. Megjegyzés. Az elobbi Lemmaban a K-t tartalmaz6 X normadlt térnek nem sziikséges
teljesnek lennie.

3.2.8. Megjegyzés. Az el6z6 Lemma, és a kovetkezd Tétel lokalisan konvex terekben is igaz
marad, ahol a "normélis" kifejezés jolértelmezett. Ha X egy olyan vektortér, amely lokalisan
konvex egy {pq } félnorma-rendszer szerint, akkor azt mondjuk, hogy a K kdp normalis, ha min-
den o indexhez létezik egy olyan Yy, pozitiv valés szam, amelyre barmely x,y parra Oy <x <y
esetén pg(x) < Yo - pa(y). Ekkor ugyanezen Lemma bizonyithatd, ha a || - || helyére pg(-)-t
irunk, és a Banach-tér tulajdonsdga helyett a lokélis konvexségre hivatkozunk az el6bbi bizo-
nyitasban.

3.3. Banach-féle fixponttétel a pozitiv kiipon

Az eddigiek alapjan mar készen éllunk arra, hogy megfogalmazzuk a Banach-féle fixponttétel
K-ra bevezethetd specidlis alakjat.

3.3.1. Definicio. A kovetkezdkben jeloljon T : X — X olyan leképezést, amelyre teljesiilnek az
aldbbiak:

(i) létezik olyan 0 < p < 1 konstans, amelyre bdarmely x,y € K esetén, hax X ot -y és
y = B -x, akkor adhat6 olyan o és B', amelyekre:

T(x)2a'-T(y), T(y)Xp"-T(x), max{a,p'} <max{a’p"};

(ii) létezik olyan x € K, hogy x és T (x) dsszefiiggdk.

3.3.2. Tétel. Legyen K egy olyan normdlis kip, amely || - ||-val Banach-tér, T pedig az el6bb
megnevezett leképezés. Ekkor egyértelmiien létezik olyan u vektor az x-et tartalmazé K' éssze-
fiiggbségi komponensben, amelyre T (u) = u. Ezenkiviil az x, :== T (x,—1) (n=1,2,...) iterd-
ciéval megadott, tetszéleges xo € K'-bél inditott sorozat normdban u-hoz konvergdl.

Bizonyitds. Tetsz6leges xo € K’ esetén x és x( Osszefiiggdk (hiszen azonos ekvivalenciaosztaly-
ba tartoznak), ezért az (i) tulajdonsédg alapjan T'(x) és T (xq) szintén 6sszefiiggdk (az o és B’
konstansokkal). fgy mivel (a (ii) tulajdonsdgbdl) tudjuk, hogy x és T'(x) Osszefiiggok, illetve
T(x) és T(xp) is Osszefuiggdk, ezért az ekvivalenciarelacié tranzitivitdsa szerint x és T (xg) is
osszefiiggdk. Persze ebbdl az is kovetkezik, hogy T (xg) € K, azaz xo és T (xp) is Osszefiiggok,
és igy a (ii) tulajdonsdg barmely xo € K’ esetén teljesiil.

Az (i) tulajdonsdg miatt T egy kontrakcidja a K'-nek a d(-,-) tdvolsdg szerint, és ezen-
kiviil a 3.2.6. Lemma miatt (K’,d) teljes metrikus tér. Vagyis a (K’,d) téren alkalmazhat6 a
klasszikus Banach-féle fixponttétel, amely alapjdn egyértelmien létezik u € K’ fixpontja a T
leképezésnek. A fent definidlt (x,),cn sorozat pedig Cauchy-tulajdonsagu d(-,-) szerint, és igy
Cauchy-sorozat || - || szerint is (a 3.2.6. Lemma bizonyitdsét felhaszndlva), azaz normaban kon-
vergens is (természetesen normabeli hatarértéke csakis u lehet). L]

3.3.3. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy A > 0. Ekkor egyértelmtien 1étezik olyan u; € K,
amire T(uy) = A - uy,.

Bizonyitds. Alkalmazzuk a 3.3.2. Tételta T := % - T operétorra. [
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3.3.4. Megjegyzés. A Tételben megnevezett u vektor benne van K’-ben, ezért nemnulla.

3.3.5. Megjegyzés. A Tétel feltételei mellett, a megnevezett metrikara valé hivatkozas nélkiil is
bizonyithatd, hogy (x,),en norma szerint Cauchy-sorozat, és a hatarértéke, u, az egyetlen fix-
pontja T-nek K’-ben. Ez a bizonyitds azonban nagyjabol megegyezik a Banach-féle fixponttétel
bizonyitasdval.

3.3.6. Megjegyzés. A T-re adott (i) feltétel helyettesitheté egy valamennyivel szigoribb, de
talan természetesebb feltétellel:

(i)’ 1étezik olyan O < p < 1 konstans, amelyre tetszbles x € K esetén: ha x < « -y, akkor
T(x) 2 al-T(y).

3.3.7. Megjegyzés. Nem sziikséges feltenni, hogy T pozitiv operator (és igy K T-képe is K-ban
van), habdr amint mar lattuk, a feltevés miatt a 7' leképezés K barmely olyan Osszefiiggdségi
komponensét, amely a (ii) tulajdonsdgban szerepld x-et tartalmazza, 5Gnmagéba képzi.

3.3.8. Megjegyzés. A (ii) feltétel automatikusan teljesiil példaul akkor, ha 7' egy e egységelemet
egy ¢ egységelembe képez.

3.3.9. Megjegyzés. A p = 1 kiilonosen fontos eset, és ekkor dltaldnosan extra feltételekre van
sziikség, hogy teljesiiljon a Tétel. Ez rendkiviil 1ényeges K-t onmagdaba képzd linearis operdto-
rok esetében.

3.3.10. Példa. Legyen X := C|0, 1] az egységintervallumon értelmezett folytonos, valds értéki
fliggvények tere, és definidljuk a T leképezést a kovetkezd mddon:

1
T = [ krylf6)Ddy (0<x<1),
ahol & : [0,1]% x [0,20) — R olyan haromviltozés, valésértékd, folytonos fiiggvény, amely harom
tulajdonsdgot teljesit:
(i) barmely 0 < z; <z, ésx,y € [0,1] esetén k(x,y,z1) < k(x,y,22),
(ii) 1étezik olyan O < p < 1 konstans, amire k(x,y, & -z) < o - k(x,y,z),

1
(iii) minden x € [0, 1] esetén / k(x,y,1)dy > 0.
0

Ezen k fiiggvény megvalaszthat6 példaul a kovetkezd alakban:
n
k(x,y,2) :=Y kr(x,y)- 2",
r=1

ahol k,(x,y) folytonos, kétvéltozds, nemnegativ fiiggvény és0 < p, <1 (r=1,...,n). Ekkor
(1) és (11) miatt 7 teljesiti az (1)’ tulajdonsagot, valamint (iii) biztositja, hogy az 1C[0,1] (konstans
1 fiiggvény) osszefiigg annak T-képével. Igy a 3.3.2. Tétel alkalmazhat6 ezen T operétorra, és
ezért egyértelmien 1étezik olyan mindeniitt pozitiv fliggvény, amely 7" fixpontja.

3.3.11. Példa. Legyen ismét X := C[0, 1], és T jelolje ugyanazt a leképezést, mint az el6z6
Példaban. Egy tetsz6legesen valasztott p pozitiv szdm mellett vezessiik be a kovetkezdt:

(Ty() ) := [(T(£)) )] abol (g > p).

Ezen T, teljesiti (i1)’-t €s (i1)-t, ezért 1€tezik olyan u, mindeniitt pozitiv fliggvény, amelyre
T, (uq) = ug, vagyis:

(T (uq))(x) = [ug(x)]?, ahol x € [0,1], Vg > p.
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4. Hatas operatorok Hilbert-térben

A hatds operatorok halmaza komplex Hilbert-térben injektiven hozzarendelhet6 egy-egy olyan
leképezéshez, amely az egydimenzids projekciékhoz a [0, 1] valés intervallum valamely elemét
rendeli. Most [4] eredeményei alapjan fogjuk ezen injektiv leképezés tulajdonsigait megvizs-
gélni.

4.1. Az erofiiggvény

4.1.1. Definicido. Legyen H valos vagy komplex Hilbert-tér, és x € H tetszOleges egységvektor.
Ekkor jelolje P, az x dltal kifeszitett altérre valo ortogondlis projekciot, azaz

Py := (y,x)-x, Vy € H.

4.1.2. Definicié. Legyen H Hilbert-tér, és jelilje E(H) a tér identitds leképezéssel domindlt
pozitiv operdtorainak halmazdt, mdsszoval:

E(H) := {A|A pozitiv operdtor, A < I} = {A| A pozitiv operdtor,

Al <1}
Ekkor E(H) elemeit H hatds operdtorainak nevezziik.
4.1.3. Megjegyzés. Minden pozitiv operator, igy az E(H) elemei is 6nadjungélt operédtorok.

4.1.4. Definicio. Legyen E € E(H) hatds operdtor, valamint x € H,
a hozzd tartozo projektor. Ekkor jelolje:

x|| = 1 egységvektor, és Py

A(E,P,) :=sup{A e R|A-P, < E}.
4.1.5. Megjegyzés. Nyilvanvald, hogy 0 < A(E,P;) < 1.
4.1.6. Definicio. A ®g(-) := A(E,-) leképezést erdfiiggvénynek nevezziik.

4.1.7. Lemma. Legyen E € E(H), valamint x € H egységvektor. Ekkor a hozzdjuk tartozd
A(E,P,) érték valdjaban maximum, azaz:

A(E,P,) = max{A € R|A-P, < E}.

Bizonyitds. A definici6 alapjan tudjuk, hogy A (E, P,) - P, =< E, és adhat6 olyan (A, ),cn sorozat,
amelyre Vn € N: A, - P, < E, valamint A, — A(E, P;), ha n — . Ekkor barmely y € H esetén

w10 = A= (6, ) - (6,9) = A= ((,X) -2, 3) = (A~ Poy,y) < (Ey,y), VneN.

Ennek hatérértékét véve A (E,P,) - |{x,y)|?
A(E,P,) értékkel is teljesiil a A (E, Py) - Py

(Ey,y) is fenndll tetsz6leges y € H esetén, ezért a

<
=< E egyenldtlenség. [

4.1.8. Lemma. Béarmely E € E(H) és x € H, ||x|| = 1 esetén adhat6 olyan y € H, ||y|| =1 és
A € R konstans, amelyekre A - P, < E és A - (Pyx,x) = (Ex,x).
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Bizonyitds. Ha (Ex,x) = 0, akkor a A = 0 vélasztassal teljesiil az azonossag, ezért feltehets,

2
hogy (Ex,x) # 0. Legyen y := IUEE_il\’ és A= % Ekkor:

(Ex,x) |
Px=(x,y)-y= IEx]2 Ex= T -Ex.

Ebbdl atrendezés utdn megkaphatjuk, hogy A - (Px,x) = (Ex,x) szintén teljesiil. Tudjuk azt is,
hogy a B(x,y) := (Ex,y) egy pozitiv szemidefinit, konjugéltan biliniedris forma, ezért alkalmaz-
hat6 rd a Cauchy—-Bunyakovszkij—Schwarz-egyenlotlenség kovetkezo alakja:

[(Ex,y)|* < (Ex,x) - (Ey,y), Vx € H.

Ezt felhaszndlva barmely z € H esetén teljesiil, hogy:

A (Rad) = A (les) 0 = A e ol =2 Moo = T | B =
A 1 1
= —||Ex||2 . ‘<EZ,X>|2 = _<Ex,x_) . |<Ez,x>|2 < (Exx) (Ex,x) - (Ez,z) = (Ez,7).
Vagyis A - P, < E. .

4.1.9. Tétel. Legyenek E,F € E(H). Ekkor a kivetkezd két dllitds ekvivalens:

(i) A(E,P;) < A(F,P,) minden x € H egységvektorra,
(i) E < F.

Bizonyitds. Elészor tegyiik fel, hogy (i) teljesiil. Legyen x € H egy egységvektor, és valasszuk
meg az y € H elemet, illetve a A € R szdmot gy, hogy azok teljesitsék a 4.1.8. Lemmat. Ekkor:

A <A(E,P) <A(F,P).
Ebbdl persze az is kovetkezik, hogy
A-P,XA(E,P))-P, X A(F,P,)-P, = F.

Emiatt pedig:
(Ex,x) = A - (Pux,x) < (Fx,x),

vagyis E < F.
Most tegyiik fel, hogy E < F. Legyen x € H tetsz6leges. Ekkor ha valamely A € R szamra

A-P.<E, akkor A - P, < E < F.Igy az ilyen A szdmok maximumdra is teljesiil ugyanez, ami
azt jelenti, hogy A (E,Py) - P, X F,ezért A(E,P,) < A(F,P,). O

4.1.10. Kovetkezmény. Legyenek E,F € E(H ), valamint tegyiik fel, hogy A(E,P,) = A(F, P;)
minden x € H egységvektor esetén. Ekkor £ = F'.

Bizonyitds. Alkalmazzuk a 4.1.9. Tételt kétszer. Egyrészt tudjuk, hogy A(E,P;) < A(F,P,)
minden x € H egységvektor esetén, ezért E < F. Hasonléan A(F,P,) < A(E,P,) is teljesiil min-
den x € H egységvektorra, igy F' <X E. Végiil pedig E <X F, valamint F < E egyiitt azt jelenti,
hogy E =F. 0
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Ebbdl latszik, hogy a @ : E — Pg operator kiillonbozd hatés leképezésekhez nem rendelhet
azonos erdfiiggvényt, azaz injektiv.

4.1.11. Kovetkezmény. Barmely E € E(H) esetén E = sup{min{P,E} |x € H,||x|| = 1}.

Bizonyitds. Konnyen latszik, hogy min{P,,E} = A(E, Py) - P,. Tudjuk tovabba azt is, hogy bar-
mely P, esetén min{P,, E} < E. Tegyiik fel, hogy egy F € E(H)-ramin{P,,E} < F az Osszes P,
mellett (azaz sup{min{P,,E}|x € H, ||x|| = 1} < F szintén teljesiil). Ekkor A (E,P,) < A(F, P)
is fenndll minden x € H egységvektorra, vagyis alkalmazhat6 a 4.1.9. Tétel, amely szerint
E < F. Ebbdl lathatjuk, hogy E nem lehet "nagyobb" a fenti kifejezésnél, "kisebbnek" pedig
nyilvdn nem vélaszthatjuk. 0

4.2. Az erofiiggvény tulajdonsagai

4.2.1. Definicié. Legyen W € E(H) egy olyan hatds leképezés, hogy minden E € E(H) esetén,
ha E X W teljesiil, akkor E = A -W, valamely A € |0, 1] szdmmal. Ekkor W-t gyenge atomnak
nevezziik. Jelolje a tovabbiakban W (H ) a gyenge atomok halmazt.

4.2.2. Lemma. Egy W € E(H) leképezés pontosan akkor gyenge atom, ha W = A - P, valamely
A €[0,1] és x € H esetén (vagyis a gyenge atomok és a projekcidk megfeleld skaldrszorosai
bijektiven megfeleltethet6k egymadsnak).

Bizonyitds. Legyen W := A - P, valamely A € [0, 1] és x € H esetén, valamint E € E(H) olyan,
amelyre E < A - P, = W. Ekkor Ker(P;) C Ker(E), ezért:

Im(E) = Ker(E)* C Ker(P,)* = Im(Py).

fgy E = A; - P, valamely A; < A esetén. Vagyis a A := ’% valasztissal E = A - A - P, és

A €10,1], ezért A - P, egy gyenge atom.

Most legyen W # 0 egy gyenge atom. Ekkor a 4.1.11. Kovetkezmény szerint 1étezik olyan
A >0 és P, amelyekre A - P, < W. Igy pedig a gyenge atom definicidja miatt adhaté olyan
A1 szdm is, amellyel mar A - P, = Ay - W is teljesiil. Mivel ||P|| = 1, ezért |A| = |A¢] - [|W]|.
Tudjuk tovabbd, hogy W € E(H), igy |W|| < 1. Vagyis ez azt jelenti, hogy %1 € 10, 1], valamint

_ A
W=7 P O

4.2.3. Kovetkezmény. Barmely E € E(H) esetén E =sup{W €¢ W(H) |W < E}.

Bizonyitds. A 4.1.11. Kovetkezmény miatt E = sup{min{P,E}|x € H,||x|| = 1} alakban is
megadhat6. A 4.2.2. Lemma szerint, a A := 1 vilasztdssal minden P, megegyezik egy-egy gyen-
ge atommal, ezzel a projekcidkat megfeleltethetjiik egy W C W (H) részhalmaznak a gyenge
atomokon beliil. Mdsrészt birmely W ¢ W gyenge atomhoz tartozik egy A € [0,1) szdm, vala-
mint egy W/ € W gyenge atom, hogy W = A - W/, és igy W < W'. Azaz

E = sup{min{P,E}|x € H,||x| = 1} = sup{min{W,E} |W e W} =
=sup{min{W,E}|W € W(H)} =sup{W e W(H)|W < E}.
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Mir lattuk, hogy az @ : E — A(E,-) egy injektiv leképezés, és igy A (E, P;) masodik val-
tozdban injektiv. Most azt is megmutatjuk, hogy els6 vdltozéjdban is az, vagyis a Py — A (-, Py)
szintén injektiv.

4.2.4. Lemma. Tegyiik fel, hogy valamely x,y € H egységvektorokra A (E, P,) = A(E,P,) bar-
mely E € E(H) esetén. Ekkor P, = P,.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy P, P, € E(H), valamint A(P,P;) = 1, igy az E = P, vélasztdssal
A(P,,P;) = 1. Ez viszont pont azt jelenti, hogy P, < P,. Mivel ugyanez P, és P, szerepcseréjével
is felirhato, ezért P, < P, is teljesiil. Vagyis P, = P,. 0

Jelolje P(H) a H Hilbert-tér ortogonoalis projekcidinak halmazét. Ekkor P(H) megegyezik
E(H) extremalis pontjainak halmazdval (Id. [5]). A kovetkez6kben latni fogjuk azt is, hogy
A(+,P;) egy P(H)-n értelmezett karakterisztikus fiiggvény.

4.2.5. Lemma. E € P(H) akkor, és csak akkor, ha A (E, P) € {0, 1} barmely P, esetén.

Bizonyitds. Legyen E € P(H) fix projektor, és P, tetszOleges. Ha A(E, P;) = O teljesiil, akkor
készen vagyunk; igy feltehetd, hogy A(E, Py) # 0. Ekkor A - P, < E valamely A € (0, 1] esetén.
Vagyis Ker(E) C Ker(P,), és ezért Im(P,) C Im(E). Ez pedig azt jelenti, hogy P, < E, azaz
AE,P,) =1.

Most tegyiik fel, hogy A (E, P;) € {0, 1} minden P,-re. Ekkor min{E, P, } € {0, P, } barmely
P, esetén. A 4.1.11. Kovetkezmény miatt:

E =sup{min{P,E} |x € H,||x|| = 1} = sup{P;| min{E, P, } = P, }.
Tudjuk azonban, hogy projektorok szuprémuma létezik, és az szintén egy projektor. 0

4.2.6. Lemma. Legyen P € P(H) egy projektor. Ekkor A (P, P,) = 1 akkor, és csak akkor, ha
x € Im(P).

Bizonyitds. Ha A(P,P,) = 1, akkor P, < P, ami pontosan azt jelenti, hogy Im(P,) C Im(P).
Tudjuk tovabba azt is, hogy P.x = x, ezért x € Im(Py) C Im(P), vagyis P képtere is tartalmazza
x-et.

Legyen most x € Im(P). Ekkor P.x = x € Im(P,) miatt mindkét projekcié képtere tartal-
mazza x-et. Vegylink egy tetszéleges z € Im(P,) elemet. Ehhez adhaté olyan y € H vektor,
amelyre z = P,y = A - x valamely A szdmmal. Mivel x € Im(P) és Im(P) altere H-nak, ezért
P képtere az x vektor A-szorosdt, azaz z-t is tartalmazza, igy Im(P,) C Im(P). Ez utobbi azzal
ekvivalens, hogy P, < P, amibdl azonnal kovetkezik, hogy A (P, P;) > 1. A 4.2.5. Lemma szerint
A(P,P;) € {0,1}, ezért csak A(P,P,) = 1 lehetséges. O

A kovetkezGkben latni fogjuk, hogy A elsd valtozéban homogén, konkév, és szuperadditiv.

4.2.7. Tétel. Legyenek E.F ¢ E(H), a € [0,1], és P, € P(H). Ekkor:

(i) AM(a-E,P;)=o-A(E,P,),
(i) M(a-E+(1—a)-F,P) > a-AE,P)+ (1 —a)-A(F,P),
(iii) ha E +F € E(H), akkor A(E +F,P,) > A(E,P,) + A(F, P,).

27



Bizonyitds. (i): Ha oo = 0, akkor A (- E,P,) =0 = a-A(E,Py), igy készen vagyunk. Vagyis
feltehetd, hogy o # 0. Ekkor:

o-AE,P)=a-sup{A e R|A-P,<E}=sup{a-A eR|A-P<E} =

/
:sup{/'L' ER’%-PXjE} =sup{A eR|AV P, a-E} =A(a-E,P,).

(ii): Tudjuk, hogy A(E,Py) - P, = E és A(F,P;) - P, < F. Ezt felhasznalva:
(a-A(E,P)+(1—a)-A(F,P,))-Pr,2a-E+(1—a)-F.
Igy A definiciéja szeint:

AMoa-E+(1—a)-F,P) > a-A(E,P)+(1—a)-A(F,P).

(iii): Haszndljuk fel ismét a A (E,P,) - P, < E és A(F,P,) - P, < F egyenlGtlenségeket:
(A(E,Px) +A(F7Px)) 'Px =E+F.

A (ii) tulajdonsdghoz hasonldan itt is a A definicija miatt teljesiil az allitas. U

Altalanosan nem igaz, hogy A els6 valtozéban additiv, erre mutat r a kovetkezé példa.

4.2.8. Példa. Legyenek P,Q € P(H), amelyekre P L Q. Tegyiik fel, hogy x € Im(P + Q), de
x ¢ Im(P),és x ¢ Im(Q). A 4.2.5. Lemmat és a 4.2.6. Lemmat egyiitt alkalmazva:

AP+Q,P)=1#0=A(P,P)+A(0,P).
Ugyanezen példa arra is alkalmas, hogy megmutassuk, hogy A elsé véltozdjaban nem linedris.

A 4.2.7. Tétel (i) allitasa szerint:

1 1 1
2 (E.p+§-Q,Px) = E-X(P%—Q,Px),

viszont az el6z0 részbdl latszik, hogy:

1 1 1 1 1

4.2.9. Definicié. Legyen E € E(H). Ekkor jelolje A(E) a g leképezés értékkészletét, azaz:

AE) :={A(E,P)|x € H,[lx]| = 1}.

Erdekes Gsszefiiggések figyelhetSk meg egy E hatés leképezés spektruma, valamint A(E)
kozott. Erre a kovetkezd Lemma is rdmutat.
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4.2.10. Lemma. A(E) tartalmazza E sajatértékeit, azaz 6, (E) C A(E).

Bizonyitds. Legyen A € 0, (E) tetsz6leges sajatérték. Ekkor létezik olyan x € H egységvektor,
amelyre Ex = A - x. Jelolje P, szokds szerint az x-hez tartozé ortogondlis projekciét. Ekkor
tetsz6leges y € H vektorra P,y = « - x, valamely o konstanssal, ezért

PEPy=PE(a-x)=P(a-Ex)=P(o-A-x) =A-P(aa-x)=A-PPy=A-Py=
=A-a-x=a-A-x=a-Ex=E(a-x)=EPy,

vagyis P.LEP, = A - P, = EP,. Tovabba (P.EP,)* = PE*P; = P.EP,, azaz P.EP, onadjungdlt,
igy az el6bbi azonossagot felhasznalva

P.EP,= (REP,)" = (EP,)" =P;E* =P,E.
Tehat az eddigieket 6sszefoglalva EP, = A - P, = P.E.

Mivel E és P, kommutél egymadssal, ezért E2 és P, is, tovabbd az 1.1.12. Kovetkezmény
. 1 - .
szerint E2 P, pozitiv operator. Ezt alkalmazva:

2 2
(E%Px> — EYPEIP, = EZE*P,P, = EP, = ). - P, = (\/I-Px> ,

igy a négyzetgyok egyértelmiisége miatt £ %Px =VA-P,.
Most tekintsiik a B 1= E2 — VAP, onadjungalt operétort. B> pozitiv operator, hiszen
¥y € H: (B%,y) = (By,By) = ||By||* > 0,
valamint az eddigiek alapjan B> a kovetkezs alakba frhat6 4t:
B — (E% —\/I-Px>2 —E-VA-E*P,— VA -PE*+A-P.=E—2-VA-E}P.+ L P, =
—E-2-VA-VL-P+A-P=E—A-P.

Igy 0 < E— A - P,, illetve dtrendezve A - P, < E.

Tegyiik fel, hogy valamely A’ szimmal A’ - P, < E szintén fennall. Ilyenkor:
A=A x)> = (A x,x) = (M- Pox,x) < (Ex,x) = (A-x,x) = A ||x]|* = A.
Vagyis A alegnagyobb olyan szdm, amelyre A - P, < E,azaz A = A(E,P;),ésigy A € A(E). O

4.2.11. Kovetkezmény. Legyen E € E(H), x € H olyan egységvektor, amely sajitvektora E-
nek (azaz Ex = A -x), és P, € P(H) az x-hez tartozé projektor. Ekkor A = A (E, P;) = (Ex,x).

Bizonyitds. A 4.2.10. Lemma bizonyitdsa alapjan egyértelmd. [

Ennél tobbet is el tudunk majd mondani 6(E) és A(E) kapcsolatardl. Ehhez azonban eld-
sz0r meg kell hataroznunk az er6fiiggvény explicit alakjat.
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4.3. Az erofiiggvény explicit alakja
4.3.1. Lemma. Legyen A € B(H) pozitiv operator. Ekkor KerA = KerAz.

Bizonyitds. El6szor tegyiik fel, hogy x € KerA?. Ez azt jelenti, hogy Arx= 0g. Ha ennek mind-
két oldaldra alkalmazzuk az A2 operatort, akkor azt kapjuk, hogy

Ax = A? (A%x) — 0y,

vagyis x € KerA, ezért KerA% C KerA.

Most legyen x € KerA, azaz Ax = Oy . Ekkor A2 Onadjungaltsdga miatt
0= (Ax,x) = (AZx,A%x) = || A2x|%,
ami csak akkor lehetséges, ha Aix= 0p. Igy megkaptuk, hogy x € KerA%, tehat KerA C KerA?.
O]

Immar készen allunk arra, hogy kimondjuk és bizonyitsuk a fejezet legjelentSsebb ered-
ményét. A kovetkezd Tétel segitségével végre explicit alakban is megadhatjuk az erdfiiggvényt,
amely hatalmas segitséget fog nydjtani A(E) vizsgélatanal.

4.3.2. Tétel. Legyen E € E(H) hatds operdtor, x € H egységvektor, valamint P, a hozzd tartozo
projekcio. Ekkor a kovetkezok ekvivalensek:

(i) A(E,P;) >0,
(ii) létezik olyan m > O konstans, hogy bdrmely 'y € H esetén |(y,x) \2 <m-(Ey,y),
(iii) x € ImE?.
Tovdbbd (i)-(iii) fenndlldsa esetén egyértelmiien létezik olyan z € (KerE )L = (KerE 2 )L, amely-
re E%z =x; és ekkor az
my = inf{m > 0| m-re teljesiil (ii)} = min{m > 0| m-re teljesiil (ii)}
szammal A(E, P,) explicit alakja a kovetkezdként adhato meg:

1 1

Bizonyitds. (i)=-(ii): Legyen A (E,P,) > 0. Ekkor A (E, P,) - P, < E miatt barmely y € H esetén:
(A(E,Py)- Pry,y) < (Ey,Y).

Osszuk le mindkét oldalt a A (E, P) > 0 szammal:

(Pov.y) < ﬁ {Ey,).

Ekkor az egyenl6tlenség bal oldala dtalakithaté a kovetkez6képp:

(Poy,y) = ((3x) - x,3) = (%) - (5,9) = (3,x) - (,) = [ (,0) |
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Igy behelyettesités utan azt kaphatjuk, hogy:

[(y,x)|? < z -(Ey,y),

A(E.P)
vagyis az m := m > 0 valasztassal (ii) teljesiil.
(11)=(1): Tegyiik fel, hogy az m > 0 konstans mellett:
()P < m-(Ey,y), Vye€H.
A bal oldalba helyettesitsiik be az el6z6 1épésben levezetett azonossagot:

(Py,y) <m-(Ey,y), Yy €H,

majd osszzuk le mindkét oldalt m-mel:
1
<n—1 -ny,y> <(Ey,y), Vy€H.
Ez utébbi pontosan azt jelenti, hogy % - Pc < E. Mivel m pozitiv, ezért

1
0< — < A(E,P,).
m

Ezzel tehat belattuk, hogy (i) és (ii) ekvivalens. A kovetkezdkben bizonyitjuk, hogy (i) és
(iii) szintén egyenértékiek.

(i)=-(iii): Ha A (E, P;) > 0, akkor mar tudjuk, hogy (ii) is teljesiil, ezért adhat6 olyan m > 0
szam, amelyre:

2

(Pory) = |2) < me (Ev) =m- (ExyEdy) =m- [E32]", vy e o

Vezessiik be azt a @ : ImE 1 C leképezést, amelyre:
o) (E%y> = (yx), VyEH.

Tegyiik fel, hogy valamely yy,y, € H vektorokra E 2 yvi=E 2 yo € ImE 2. Ekkor az el6bbi egyen-
16tlenséget az y; — y, vektorra alkalmazva:

1 2 1 12
(012 = 2, 0) P = [ = 32,02 S me||EF gy —y2) | = m- [ B3y = Edya| " =0,

ezért ®y(E %yl) = (y1,x) = (y2,x) = Dy(E %yz), azaz ®( joldefinidlt. Most megmutatjuk azt
is, hogy @ egy folytonos linedris funkciondl. Vegyiink tetsz6leges o € C szamot, valamint

uy,up € ImE : elemeket, ahol, u; := E > yi,up :=FE 2 v, valamely yy,y>» € H vektorokkal. Ekkor
a kovetkezdket vezethetjiik le:

(a) @oor-ur) = o (@ E2yy ) = @ (EF(@-y1)) = {@-y1,3) = &+ {y1,%) = @ @o(u),

(b) Polur +12) = @0 (E2y1 + E2y2) = @0 (201 +32)) = (1 432,) = (31,2 + (2,) =
= P (uy) +Po(u2),

(©) [@o(an)> = 01,0 <mo|[Ex | = m ]
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(a) és (b) miatt d linedris, valamint (c)-bdl kdvetkezik, hogy P folytonos (hiszen korlatos) és
| @ ||> < m. S6t a definici6 szerint m, a legkisebb olyan konstans, amelyre még fenndll a (c)
azonossig, igy || ®ol|? = m,. Ekkor pedig @ kiterjeszthets ImE 2 lezértjara, azaz egyértelmiien
1étezik olyan ® folytonos lineéris funkcional, amelyre:

®:ImE? - C,
b =
‘ImE% 0
|| = [|Pol| = /m.

Tudjuk tovdbbd a 4.3.1. Lemméabol, hogy
T 1+ n
ImE* = (KerE}) ™ = (KerE)*,

azaz ® val6jaban (KerE )" -n van értelmezve, amely maga is Hilbert-tér a H-beli skaldris szor-
zassal, igy alkalmazhat6 benne a Riesz-reprezentacios tétel. Vagyis egyértelmien létezik olyan
7 € (KerE)™* Riesz-reprezentdns, amelyre:

{CID(M) = (u,z), Yu € (KerE)™* (ahol u = E%y, y € H),

2l] = |l = v/

Ekkor, ha y € H tetsz6leges vektor, akkor
(y,x) =P (E%y> =P (E%y> = <E%y7Z> = <y,E%z>,

ezértx =F %z, ésigy x € ImE 2. Azaz (1)-bdl kovetkezik, hogy (iii) is teljesiil. S6t még valamit
allapithatunk meg a fentiek alapjan. Mivel ¢ := m, volt a legkisebb olyan pozitiv konstans,
amelyre teljesiilt a

(Py,y) <c-(Ey,y), Yy€H,

ezért ¢’ := mix a lehetd legnagyobb olyan konstans, amellyel még fenndll a

¢’ (Py,y) < (Ey,y), Vy€H.
Ez természetesen azzal ekvivalens, hogy ¢’ a lehetd legnagyobb olyan szdm, amelyre ¢’ - P, < E.
Igy definici6 szerint, (1) mellett teljesiil, hogy

1 1

(iii)=(1): Végiil legyen x € ImE 2, x:=E?z, ahol ||z|| # 0. Ekkor a Cauchy—Bunyakovszkij—
Schwarz-egyenldtlenség felhasznédldsdval barmely y € H vektorra felirhato a kovetkezd:

’ 1\ |2 1 2 12 ) 11 ) )
0s0P = [(nE32)| = [(Etvz)| < B3] - el = (B2 Edy) - el = (Evy) - el

Vagyis az m := ||z||> > 0 valasztassal teljesiil (ii), amelyb&l mér belattuk, hogy kovetkezik (i)
is. [
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4.3.3. Kovetkezmény. Legyen E € E(H) és P, € P(H). Ekkor A(E, P;) < (x,Ex).

Bizonyitds. Ha A(E, P;) = 0, akkor E pozitivitdsa miatt:
A(E,P,) =0 < (Ex,x) = (x,Ex).

Feltehet tehat, hogy A(E,P,) > 0. Ekkor a 4.3.2. Tétel szerint 1étezik olyan z € (KerE)™",
amelyre E 27 =1, és amellyel A(E,P,) = W explicit alakban adhaté meg. Igy a Cauchy—
Bunyakovszkij—Schwarz-egyenl6tlenséget felhaszndlva:

2 2 2 1
1= |lx|* = (x,x)* = <E%Z,X> = <Z,E%x> <|lz||*- HE%x ’ = AE P ~<E%x,E%x> =
= U Ex).

2EPy WEY
Ha ezt A (E, P;)-szel felszorozzuk, akkor mar adédik a kérdéses egyenlGtlenség. O

Most mér bizonyitani tudjuk a 4.2.11. Kévetkezmény megforditdsat is.

4.3.4. Kovetkezmény. Legyen E € E(H) és P, € P(H). Ekkor a A(E, P;) = (Ex,x) pontosan
akkor 4ll fenn, ha x sajatvektora E-nek a A (E, Py) sajatértékkel, azaz Ex = A(E, Py) - x.

Bizonyitds. (<): A 4.2.11. Kovetkezmény éllitdsa erdsebb ennél, igy nyilvanvaldan teljesiil.

(=): Tegyiik fel, hogy A(E,P,) = (Ex,x). Hax ¢ ImE?, akkor a 4.3.2. Tétel miatt csakis
0= A(E,P,) = (x,Ex) lehetséges, ezért Ex = Oy, és igy az azonossdg mindkét oldala Oy-val
egyezik meg. Legyen most x € ImE 2. A4.3.2. Tétel ez esetben teljesiil, igy egyértelmtien 1étezik
olyan z € (KerE)~*, amelyre E %z = x, tovabba

1

[ = MER) = (Exx) = (E(E*2),Elz) = (E2,E2) = ||Ez|>

Ha mindkét oldalbdl négyzetgyokot vonunk, majd felszorozzuk az azonossagot ||z||-val, akkor
a kovetkez6 adddik:
1= lz] - [|Ez]|

A Cauchy-Bunyakovszkij—Schwarz-egyenltlenséget erre alkalmazva azt kaphatjuk, hogy

2
U= Ilzll- 12l 2 (2, E2)| = | (B2 Eb2)| = ||Ebe|| = w2 = 1.

Viszont ||z|| - ||[Ez|| = |(z, Ez)| csak akkor teljesiilhet, ha l1étezik olyan A szdm, amellyel Ez =1 -z.
Mivel z=F _%x, ezért
1

Efx:E<E_%x> =Ez:7L-z:l-E_%x.

Ha mindkét oldalra alkalmazzuk az E? operatort, akkor azt kapjuk, hogy Ex = A - x, vagyis x
sajatvektora E-nek a A sajatértékkel. Ekkor a 4.2.11. Kovetkezmény szerint A = A (E, P;), ezért
Ex=A(E,P)-x. O
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Az eddigiek segitségével a kovetkez Tételt mondhatjuk ki a 6(E) és A(E) kozott fenndlld
kapcsolatrdl.

4.3.5. Tétel. Legyen [a,b] a 6(E) konvex burka, ahol a =min{A |A € 6(E)} =1—||[I—-E
b=max{A|A € 6(E)}. Ekkor

, és

(i) ha a > 0, akkor: a € A(E) <= a € 0,(E),
(ii)be A(E) < beo,(E).

Bizonyitds. (i): Ha a > 0, akkor létezik az E~! € B(H) pozitiv, invertdlhat6 operitor, ezért

alkalmazhaté a 2.1.2. Alh’tés, amely szerint a = i El, -

(<):a € 0,(E) esetén a 4.2.10. Lemma kimondja, hogy a € A(E).

(=): Legyen a € A(E). Ekkor definicié szerint létezik olyan x € H egységvektor, amellyel
0<a=A(E,P). Igy a 4.3.2. Tétel teljesiil E-re, amely kimondja, hogy egyértelmiien 1étezik
azonz:=E _%x, z € H vektor, amellyel A (E, P;) explicit alakja a kovetkez8ként adhat6 meg:

o L1 1 1
I11?

a=A(E,P, 1
o

Ennek reciprokét véve azt kapjuk, hogy
SERTR
) =L = (et

Mivel [|[E7Y| -1 = E7!, ezért |[E7Y||-7—E~' = 0. Jelolje A := ||[E~!|| -1 — E~! ezen pozitiv
operatort. Ekkor az el6bbi azonossag segitségével:

0 < (Ax,x) = <(HE*1H -I—E*I)x,x> = HE*IH (X, x) — <E*1x,x> =
= [lE7H xlE = e = 1= [[E | =0,

tovabba )

b

0= (Ax,x) = <A%x,A%x> = HA%x

ami pontosan azt jelenti, hogy Arx= Og. Alkalmazzuk mindkét oldalra az A2 operatort:
HE_] || x—E 'x=Ax= Og.
Ebbdl atrendezéssel a kovetkezd kaphato:

l-)c= HE_IH x=E %
a

Igyieco,(E™"), ésezértac o,(E).

A (i1) allitas bizonyitdsa hasonldan torténik. OJ
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4.4. A numerikus értékkészlet és az erofiiggvény értékkészlete

4.4.1. Definicié. Legyen H Hilbert-tér, A € B(H) folytonos linedris operdtor. Ekkor A numerikus
értékkészletének nevezziik a kovetkezot:

W (A):={(Ax,x)|x € H, |]x|]|=1}.

4.4.2. Lemma. Legyen H valés vagy komplex Hilbert-tér, valamint A € B(H ) korldtos operdtor.

Ekkor o(4) C W/(A) (1d. [1], 7.31. Tétel).
4.4.3. Lemma. Ha A € B(H) pozitiv, invertalhaté operator, akkor

(i) supW'(A) = [|A]l,
1

(ii) infW'(A) = eI

Bizonyitds. (1): Az azonossag az 1.1.9. Lemma felhasznaldsaval a kovetkezoképp adddik:

2

' 1o 1|2 1
supW'(A) = sup (Ax,x) = sup <A2x,A2x> = sup HAM‘ = HAZ = ||A].

[Ix]=1 [[xll=1 [lxll=1

(ii): W/(A) infimuménak meghatdrozéséhoz tekintsiik elGszor az aldbbi 4talakitast:

2 .
= inf
y#0y

1 2

A;(y)HZ [
— ||| = inf *—03-,

El R A

Mivel A € B(H), (azaz létezik A~!, A%, és ezek kompozicidjaként A2 is), ezért ha valamely

R . . 1
infW'(A) = inf (Ax,x) = inf HA2x
Ixl[=1 [Ix[=1

y # 0y vektorra z := A2 y, akkor y = A_%z (ahol z # Oy, hiszen kiilonben y = O lenne). Ezzel az
dtirdssal és az 1.1.9. Lemmaval mar megkaphatjuk W’ (A) infimumét a keresett alakban, ugyanis
1112 L2 -1
|44 <11 4%
infW'(A) = inf = inf ————— = sup ——>— =
vA0u ||yl z#0n ! ‘ £0y I|z|| HA,%

(|
S 2

A2z

4.4.4. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a 2.1.2. Allitds ilyenkor azt is kimondja, hogy
supW’'(A) = max{A |1 € 6(A)} és infW'(A) =min{A |A € 6(A)}.

4.4.5. Lemma. Legyen A € B(H) onadjungalt operétor. Ekkor W/(A) egy valds intervallum.

Bizonyitds. Mivel A 6nadjungdlt, ezért barmely x,y € H vektorok esetén (Ax,y) € R, és igy
W'(A) elemei is valésak. Elég tehdt azt beldtnunk, hogy W’(A) osszefiigg halmaz. Legyen
f: H— R azon folytonos fiiggvény, amelyre

f(x):=(Ax,x), Vx€ H.

Ha S := {x € H|||x|| = 1} H egységvektorainak halmaza, akkor f(S) = W’'(A), és mivel S
osszefiiggd, ezért f folytonossdga miatt f(S) is az. [
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4.4.6. Definicié. A tovdbbiakban alkalmazzuk az m :=infW'(A), és M := supW'(A) jeloléseket.
4.4.7. Kovetkezmény. Legyen A € B(H ) 6nadjungalt operator. Ekkor
(m,M) CW'(A) C [m,M].

4.4.8. Lemma. Ha A € B(H) onadjungalt operator, akkor

AO)MeW'(A) < Meo,(A),

(i)meW'(A) < me o,(A).
Bizonyitds. (i) és (ii) («<=): Legyen A € 0,,(A) tetsz6leges sajatérték. Ekkor létezik olyan x € H
egységvektor, amelyre Ax = A - x, ezért

(Ax,x) = (A -x,x) =A-(x,x) = A- x> = A,

igy A € W/(A). Azaz specifikusan ha M vagy m sajatértéke A-nak, akkor a A := M, m vélasztas-
sal készen vagyunk.

(i) (=): Tegyiik fel, hogy M € W’/(A). llyenkor 1étezik olyan x € H egységvektor, amellyel
(Ax,x) = M. Tovabbd A 6nadjungdltsdga miatt M valds. Tekintsiik most a B := M - I — A opera-
tort. Egyrészt B 6nadjungélt, ugyanis barmely y,z € H vektorokra

(By,z) =((M-1-A)y,z) =M-(y,z) = (Ay,2) = (», M - Iz) = (y,Az) = (y, (M -1 — A)z).
Maisrészt a Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenlStlenséget felhaszndlva az adédik, hogy

(Ay,y) < [{Ay, )] < lAY]| - Iyl < (AL ([ I1P = M- (p,y) = (M -Iy,y), Yy € H,

és mindkét oldalbdl (Ay, y)-ot kivonva:
0<(M-Iy,y) = (Ay,y) = (M-I —-A)y,y) = (By,y), Vy € H.
Tehat B pozitiv operdtor. Igy a B? operdtor is 1étezik, tovabba

2
HB%x ‘ - <B%x,3%x> = (Bx,x) = (M-I —A)x,x) = M- (x,x) — (Ax,x) = M- |x]|* = M = 0.

2
Azonban HB%x ) = 0 csak akkor teljesiilhet, ha B%x = Oy, illetve mindkét oldalra alkalmazva

a B2 operatort Bx = Oy. Vagyis B definicidja szerint ez azt jelenti, hogy M - x — Ax = Oy. Ebbdl
atrendezéssel adodik, hogy M -x = Ax, és igy M € 6,,(A).

A (i1) (=) bizonyitdsa hasonldan torténik a B := A — m - I pozitiv operdtor megvalasztasa-
val. [

Most térjiink vissza H hatds operdtoraihoz. A numerikus értékkészlet eddig bevezetett tu-
lajdonsédgainak segitségével A(E)-re a kovetkezd Tétel fogalmazhaté meg.

4.4.9. Tétel. Legyen E € E(H) invertdlhaté hatds operdtor, azaz m > 0. Ekkor A(E) = W'(E),
specidlisan (m,M) C A(E) C [m,M].
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Bizonyitds. Mivel E pozitiv és invertdlhaté operator, ezért 1étezik £ 2 és E ~1, valamint ezek
kompozicidjaként £ ~2is.Haz:=E ’%x, valamely x € H egységvektorra, akkor x = E %z, és
ezért x € ImE?. Vagyis barmely x € H egységvektor mellett teljesiilnek E-re a 4.3.2. Tétel
feltételei, és igy a hozzd tartoz6 A (E, P,) érték explicit alakban is megadhaté. Ezt felhaszndlva:

AE)={AE,P)[x€H, [x]|=1}= H —3 | XEH, |xfl=1/=
E_ix’

1 1
_ xeH, | =1 ={_— e, ||x|\=1}=
(E-3x,E7ix) (B~ lxa)

Alkalmazzuk a 4.4.3. Lemmét E ! -re

supW! (£71) = |71 = -
1 1

ian/ (E_]) = m = M

Igy a 4.4.7. Kévetkezmény szerint

(G = () ew ey < g0 = )

és hasonl6an
(m,M) CW'(E) C [m,M].
Vagyis egy Ai,l <A< % szam pontosan akkor lehet benne W’ (E _])—ben, ham < % < M benne
van W’(E)-ben. Tehat (m,M) C A(E) UW'(E) C [m,M]. Igy mar csak azt kell megmutatni,
hogy
meAE) < meW(E),és
MeAE) < MeW'(E).

HaHE—l_lH:meA(E) akkor A(E) = {4 |2 €W (E7")} miatt |[E7!||=Lew (E7!),

ezérta4.4.8. Lemma szerint ||[E~!|| € 6, (E™"). Ekkor viszont m = m € 6,(E), és ilyenkor
a 4.4.8. Lemma kimondja, hogy m € W/(E).

Most legyen | =m € W/(E). Ekkor a 4.4.8. Lemmabdl =m € 0,(E) ad6-

1
£ IIE 1
dik, ezért HE -1 || = % € o) (E ’1). Ha még egyszer alkalmazzuk erre a 4.4.8. Lemmat, akkor
azt kapjuk, hogy ||E_] H = % ew (E_ ), és ilyenkor A(E) = { | AeW (E- )} alapjan
=me A(E).

IIE 1
A M-re vonatkoz¢ 4llitds bizonyitdsa hasonldan torténik. [

4.4.10. Megjegyzés. Ha az m = 0 izolalt sajatértéke E-nek és mp := min{A |A € (E)\ {0}},
akkor igazolhat6, hogy o (E) = {0} U [mg, M|, valamint {0} U (mo,M) C A(E) C {0} U[mo, M].
Tovébbd, ha az m = 0 torlddési pontja o (E)-nek, akkor [0,M) C A(E) C [0,M].
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