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Köszönetnyilvánítás

Szeretnék köszönetet mondani témavezetőmnek, Tarcsay Zsigmondnak a szakdolgozat megírá-
sához nyújtott segítségért. Valamint köszönöm Édesanyámnak a rengeteg bátorítást, és fáradha-
tatlan támogatást az egyetemi évek alatt.
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4.2. Az erőfüggvény tulajdonságai . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
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Bevezetés

A Hilbert-terek korlátos operátorainak körében a legtermészetesebb norma az operátornorma,
hiszen a tér ezzel ellátva Banach-tér, ráadásul tetszőleges A és B operátorokra ∥AB∥≤ ∥A∥·∥B∥.
Azonban bizonyos esetekben ennek a normának is megvannak a korlátai, például a szigorúan
pozitív operátorok kúpja erre a normára nézve nem zárt, vagyis mint metrikus altér nem tel-
jes. Bevezethető azonban egy másik metrika a pozitív, invertálható operátorok halmaza felett,
amellyel a tér teljes, sőt az általa meghatározott topológia megegyezik az eredeti norma topoló-
giával ezen az operátorhalmazon. Ez az úgynevezett Thompson metrika, amely a

dT (A,B) :=
∥∥∥log

(
A− 1

2 BA− 1
2

)∥∥∥
formulával értelmezhető. Ennek a metrikának egy másik nagy előnye, hogy invariáns a konju-
gálásokra nézve, vagyis a dT (S∗AS,S∗BS) = dT (A,B) teljesül bármely A,B pozitív operátorok
és S invertálható operátor esetén.

A. C. Thompson [3] írásában mutatta be a fenti metrika egyik fontos alkalmazását, még-
pedig egy olyan távolságfogalmat vezetett be egy normált tér pozitív kúpján, amellyel annak
bizonyos összefüggőségi komponensei maguk is metrikus teret alkotnak; valamint további fel-
tételek mellett a kapott metrikus terek teljessége is bizonyítható. Az általa definiált metrika azért
is lényeges, mert lehetővé teszi például a Banach-féle fixponttétel alkalmazását a pozitív kúpon.
Ezzel a kérdéssel a 3. fejezet foglalkozik részletesebben.

Mindezek mellett a szakdolgozat P. Busch és S.P. Gudder hatás operátorokon elért ered-
ményeit is összefoglalja. Hatás operátoroknak nevezzük egy Hilbert-tér pozitív, identitás le-
képezés által dominált operátorait. Minden ilyen leképezéshez bevezethetünk egy úgynevezett
erőfüggvényt, amely a tér ortogonális projekcióihoz rendel egy-egy 0 és 1 közötti értéket. Az
erőfüggvény kiváltképp fontos a számunkra, ugyanis szoros kapcsolatban áll az operátorok kö-
zötti rendezéssel; valamint a projekciókhoz rendelt értékei alapján számos lényeges megállapí-
tás tehető. Sőt, mint ahogy azt látni fogjuk, különösen érdekes tulajdonságokkal rendelkezik az
erőfüggvény értékkészlete is.

A szakdolgozat fő célja tehát a Thompson metrika, és a hozzá szükséges operátorelmélet
bevezetése; tulajdonságainak részletes bemutatása, és néhány fontos alkalmazásának vizsgála-
ta.
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0. Jelölések és alapfogalmak

Elsőként ismételjük át a szükséges alapfogalmakat, és tisztázzuk a későbbiekben használt je-
löléseket. A Hilbert-tér fogalmát az alábbiakban már ismertnek tekintjük; és minthogy mindig
egyértelmű lesz, hogy melyik Hilbert-tér elemeiről beszélünk, ezért a rajta értelmezett skaláris
szorzást egyszerűen ⟨·, ·⟩, az általa indukált normát pedig ∥ · ∥ fogja jelölni.

0.0.1. Állítás (Cauchy–Bunyakovszkij–Schwarz-egyenlőtlenség). Legyen H valós vagy komp-
lex Hilbert-tér, valamint x,y ∈ H tetszőleges vektorok. Ekkor

|⟨x,y⟩| ≤ ∥x∥ · ∥y∥,

továbbá egyenlőség pontosan akkor áll fenn, ha létezik olyan λ szám, amellyel x = λ · y.

0.0.2. Definíció. Legyen H valós vagy komplex Hilbert-tér. Ekkor azt mondjuk, hogy A ∈ B(H),
ha A : H → H folytonos lineáris operátor. Ilyenkor ∥A∥ jelöli az operátornormáját, azaz

∥A∥ := sup
{
∥Ax∥
∥x∥

∣∣∣∣ x ∈ H,∥x∥ ̸= 0
}
= sup{∥Ax∥|x ∈ H,∥x∥ ≤ 1}=

= sup{∥Ax∥|x ∈ H,∥x∥= 1}.

0.0.3. Definíció. A továbbiakban legyen

(i) 0H a H nullvektora,
(ii) 0 ∈ B(H) az azonosan nulla operátor,

(iii) I ∈ B(H) az identitás operátor (vagyis Ix = x, ∀x ∈ H).

0.0.4. Definíció. Egy A ∈ B(H) operátor képterét és magterét jelölje:

ImA := {Ax |x ∈ H},
KerA := {x |x ∈ H, Ax = 0H}.

0.0.5. Definíció. Egy A ∈ B(H) operátor:

(i) önadjungált operátor ⇐⇒ A = A∗,
(ii) pozitív operátor ⇐⇒ önadjungált, és ⟨Ax,x⟩ ≥ 0, ∀x ∈ H.

0.0.6. Megjegyzés. Komplex Hilbert-tér felett egy operátor pontosan akkor önadjungált, ha a
kvadratikus alakja valós (azaz ⟨Ax,x⟩ ∈ R bármely x ∈ H esetén).

0.0.7. Definíció. Ha egy P ∈ B(H) operátorra P = P∗ = P2 (azaz önadjungált és idempotens),
akkor projektornak vagy ortogonális projekciónak nevezzük.

0.0.8. Megjegyzés. Minden projektor egyben pozitív operátor is.

0.0.9. Definíció. Legyen H egy K (valós vagy komplex) feletti Hilbert-tér, A ∈ B(H). Ekkor az
A operátor

(i) spektruma: σ(A) := {λ |λ ∈K, A−λ · I nem bijektív},
(ii) pontspektruma vagy sajátértékei: σp(A) := {λ |λ ∈K, ∃x ∈ H : x ̸= 0H , Ax = λ · x},

(iii) spektrálsugara: r(A) := max
λ∈σ(A)

|λ |.
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0.0.10. Megjegyzés. Bármely A ∈ B(H) operátorra σp(A)⊆ σ(A); valamint ha A önadjungált,
akkor r(A) = ∥A∥.

0.0.11. Lemma (Jacobson lemma). Legyenek A,B ∈ B(H) operátorok. Ekkor AB és BA spekt-
ruma a 0-t leszámítva ugyanazokat az elemeket tartalmazza, azaz

σ(AB)\{0}= σ(BA)\{0}.

0.0.12. Következmény. Bármely A,B ∈ B(H) operátorok esetén r(AB) = r(BA).

1. Pozitív operátorok fontos tulajdonságai

A következőkben pozitív operátorok olyan tulajdonságait vizsgáljuk, amelyek a későbbiekben
elengedhetetlenek lesznek számunkra fontos fogalmak bevezetéséhez. Az alábbiak az [1]-, és
[2]-ben leírt felépítést követik.

1.1. Operátorok rendezése, négyzetgyöke, és abszolútértéke

1.1.1. Definíció. Legyen H valós vagy komplex Hilbert-tér, valamint A,B ∈ B(H) pozitív ope-
rátorok. Ekkor azt mondjuk, hogy A ⪯ B, ha B−A pozitív operátor.

Vegyük észre, hogy B−A pontosan akkor pozitív operátor, ha ⟨(B−A)x,x⟩ ≥ 0 minden
x ∈ H vektorra. Továbbá azt is tudjuk, hogy ⟨(B−A)x,x⟩ = ⟨Bx−Ax,x⟩ = ⟨Bx,x⟩− ⟨Ax,x⟩.
Ezzel egy új, a fentivel ekvivalens definíciót kaptunk:

A ⪯ B ⇐⇒ ⟨Bx,x⟩ ≥ ⟨Ax,x⟩, ∀x ∈ H.

1.1.2. Állítás. A "⪯" reláció részbenrendezés B(H) pozitív operátorainak halmazán.

1.1.3. Lemma. Legyen H valós vagy komplex Hilbert-tér, és A ∈ B(H) pozitív operátor. Ekkor
A ⪯ ∥A∥ · I.

Bizonyítás. Legyen x ∈ H tetszőleges vektor. Ekkor a Cauchy–Bunyakovszkij–Schwarz-egyen-
lőtlenség segítségével a következő adódik:

⟨Ax,x⟩ ≤ |⟨Ax,x⟩| ≤ ∥Ax∥ · ∥x∥ ≤ ∥A∥ · ∥x∥2 = ∥A∥ · ⟨x,x⟩= ⟨(∥A∥ · I)x,x⟩,

ezért az A ⪯ ∥A∥ · I reláció fennáll.

1.1.4. Állítás. Legyen H valós vagy komplex Hilbert-tér, továbbá A,B ∈ B(H) olyan pozitív
operátorok, amelyekre A ⪯ B. Ekkor ∥A∥ ≤ ∥B∥.

Bizonyítás. Az 1.1.3. Lemmából tudjuk, hogy B ⪯ ∥B∥ · I, ezért a reláció tranzitivitása miatt
A⪯∥B∥·I is teljesül. Ekkor viszont ∥B∥·I−A pozitív operátor, így A spektruma nem tartalmaz-
hat ∥B∥-nál nagyobb elemet, vagyis σ(A)⊆ [0,∥B∥]. Így pedig ∥B∥ felső korlátja A spektrálsu-
garának, amely ez esetben megegyezik az operátornormájával, vagyis ∥A∥= r(A)≤ ∥B∥.
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1.1.5. Állítás. Legyen H valós vagy komplex Hilbert-tér, és tegyük fel, hogy az A,B ∈ B(H)
pozitív operátorokra A ⪯ B teljesül. Ekkor

(i) bármely C ∈ B(H) pozitív operátorra A+C ⪯ B+C,

(ii) bármely λ ≥ 0 számra λ ·A ⪯ λ ·B.

Bizonyítás. (i): Egyrészt az A ⪯ B relációból tudjuk, hogy B−A pozitív operátor, másrészt ezen
operátor átírható B−A = B+C−C−A = (B+C)− (A+C) alakba, ezért A+C ⪯ B+C is
fennáll.

(ii): Mivel A ⪯ B teljesül, ezért ⟨(B − A)x,x⟩ ≥ 0 is fennáll bármely x ∈ H esetén. Az
egyenlőtlenséget tetszőleges λ ≥ 0 számmal szorozva azt kaphatjuk, hogy

0 ≤ λ · ⟨(B−A)x,x⟩= ⟨λ · (B−A)x,x⟩= ⟨(λ ·B−λ ·A)x,x⟩, ∀x ∈ H.

Vagyis λ ·B−λ ·A pozitív operátor, ami azt jelenti, hogy λ ·A ⪯ λ ·B.

1.1.6. Megjegyzés. Bármely A ∈ B(H) pozitív operátor esetén egyértelműen létezik T ∈ B(H)
pozitív operátor, amellyel T 2 = A teljesül.

1.1.7. Definíció. Legyen H valós vagy komplex Hilbert-tér, A ∈ B(H) pozitív operátor. Ekkor A
pozitív négyzetgyökének nevezzük azon A

1
2 pozitív operátort, amelyre:(

A
1
2

)2
= A.

1.1.8. Megjegyzés. Igazolható, hogy ha valamely A∈B(H) pozitív operátorra, illetve B∈B(H)

folytonos lineáris operátorra AB = BA, akkor A
1
2 B = BA

1
2 is teljesül.

1.1.9. Lemma. Ha A ∈ B(H) pozitív operátor, akkor
∥∥∥A

1
2

∥∥∥2
= ∥A∥.

1.1.10. Tétel. Legyen H valós vagy komplex Hilbert-tér, A ∈ B(H) operátor. Ekkor a következő
négy állítás ekvivalens.

(i) A pozitív operátor (0 ⪯ A),

(ii) létezik B ∈ B(H) pozitív operátor, amelyre B2 = A,

(iii) létezik B ∈ B(H) önadjungált operátor, amelyre B2 = A,
(iv) létezik B ∈ B(H) operátor, amelyre B∗B = A.

1.1.11. Állítás. Legyen H valós vagy komplex Hilbert-tér, valamint A,B ∈ B(H) pozitív operá-
torok. Ekkor A

1
2 BA

1
2 is pozitív operátor.

Bizonyítás. Legyen x ∈ H tetszőleges, valamint vezessük be az y := A
1
2 x jelölést. Az A

1
2 önad-

jungáltsága miatt:
⟨A

1
2 BA

1
2 x,x⟩= ⟨BA

1
2 x,A

1
2 x⟩= ⟨By,y⟩ ≥ 0,

vagyis A
1
2 BA

1
2 pozitív operátor.

1.1.12. Következmény. Legyen H valós vagy komplex Hilbert-tér, valamint A,B ∈ B(H) olyan
pozitív operátorok, amelyekre AB = BA. Ekkor AB pozitív operátor.
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Bizonyítás. Tegyük fel, hogy AB = BA. Mivel B kommutál A-val, ezért annak négyzetgyökével
is kommutál, azaz A

1
2 B = BA

1
2 is teljesül. Ezt felhasználva a következő adódik:

AB = A
1
2 (A

1
2 B) = A

1
2 BA

1
2 .

Az 1.1.11. Állítás kimondja, hogy A
1
2 BA

1
2 pozitív operátor, ezért ez esetben AB is az.

1.1.13. Definíció. Legyen H Hilbert-tér és A ∈ B(H) folytonos lineáris operátor. Ekkor A ab-
szolútértékének nevezzük a következő pozitív operátort:

|A| := (A∗A)
1
2 .

1.1.14. Állítás. Legyen H Hilbert-tér, valamint A ∈ B(H) folytonos lineáris operátor. Ekkor

(i) bármely x ∈ H esetén ∥|A|x∥2 = ∥Ax∥2,
(ii) Ker|A|= KerA.

Bizonyítás. (i): Legyen x ∈ H tetszőleges vektor, és használjuk fel, hogy |A| önadjungált:

∥|A|x∥2 = ⟨|A|x, |A|x⟩= ⟨|A|2x,x⟩= ⟨A∗Ax,x⟩= ⟨Ax,Ax⟩= ∥Ax∥2.

(ii): Az előző részt alkalmazva az adódik, hogy

x ∈ Ker|A| ⇐⇒ ∥|A|x∥= 0 ⇐⇒ ∥Ax∥= 0 ⇐⇒ x ∈ KerA,

és így teljesül a kérdéses az azonosság.

1.2. Operátorok infimuma és szuprémuma

Az előző alfejezetben láttuk, hogy "⪯" egy részbenrendezés, így már beszélhetünk arról is, hogy
mikor létezik két operátornak "⪯" szerinti szuprémuma és infimuma egy adott operátorhalmaz-
ban. A következőkben ortogonális projekciókra vizsgáljuk meg ezt a kérdést. Az egyszerűség
kedvéért P(H) fogja jelölni a H Hilbert-tér ortogonális projekcióinak halmazát. Emlékeztetőül:
egy Hilbert-tér projektor leképezései pozitív operátorok is, vagyis a "⪯" reláció gond nélkül
értelmezhető rajtuk.

1.2.1. Állítás. Legyen H valós vagy komplex Hilbert-tér, valamint P,Q ∈ P(H) projektorok.
Ekkor a következők ekvivalensek:

(i) P ⪯ Q,
(ii) KerQ ⊆ KerP,

(iii) ImP ⊆ ImQ,
(iv) PQ = QP = P,
(v) Q−P projektor.

Bizonyítás. (i)⇒(ii): Tegyük fel, hogy P ⪯ Q, azaz bármely x ∈ H esetén ⟨Qx,x⟩ ≥ ⟨Px,x⟩. Ha
x ∈ KerQ tetszőleges vektor, akkor előáll x := Px+ x′ alakban, ahol x′ ⊥ Px, ezért

0 = ⟨0H ,x⟩= ⟨Qx,x⟩ ≥ ⟨Px,x⟩= ⟨Px,Px+ x′⟩= ⟨Px,Px⟩+ ⟨Px,x′⟩= ∥Px∥2 +0 ≥ 0.
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Vagyis ∥Px∥= 0, azaz x ∈ KerP. Így KerQ ⊆ KerP.

(ii)⇒(iii): Ha KerQ ⊆ KerP, akkor (KerP)⊥ ⊆ (KerQ)⊥, ezért a keresett összefüggés is
fennáll, mivel

ImP = (KerP)⊥ ⊆ (KerQ)⊥ = ImQ.

(iii)⇒(iv): ImP ⊆ ImQ esetén bármely x ∈ H vektorra Px ∈ ImQ. Mivel Q2 = Q, ezért a Q
projekció ImQ elemeit helyben hagyja, azaz QPx = Px, ∀x ∈ H. Ebből már következik, hogy
QP = P. Tudjuk továbbá, hogy P és Q önadjungált, így a következőt vezethetjük le:

QP = P = P∗ = (QP)∗ = P∗Q∗ = PQ.

(iv)⇒(v): Legyen PQ = QP = P. Ekkor egyrészt Q−P idempotens, ugyanis

(Q−P)2 = Q2 +P2 −PQ−QP = Q+P−2 ·P = Q−P.

Másrészt Q és P önadjungáltsága miatt bármely x ∈ H vektorra

⟨(Q−P)x,x⟩= ⟨Qx,x⟩−⟨Px,x⟩= ⟨x,Qx⟩−⟨x,Px⟩= ⟨x,(Q−P)x⟩,

azaz Q−P önadjungált is. Tehát Q−P egy projektor.

(v)⇒(i): Tegyük fel, hogy Q−P egy projektor. Mivel minden projektor egyben pozitív
operátor is, ezért a definíció szerint P ⪯ Q.

1.2.2. Tétel. Legyen H valós vagy komplex Hilbert-tér. Ekkor bármely P1,P2 ∈ P(H) projekt-
oroknak létezik "⪯" szerinti szuprémuma és infimuma P(H) elemei között.

Bizonyítás. Legyenek P1,P2 ∈P(H) tetszőleges projektorok, valamint P∈B(H) az ImP1∩ImP2
altérre történő ortogonális projekció. Mivel ImP ⊆ ImP1 és ImP ⊆ ImP2, ezért a {P,P1} és
{P,P2} pár teljesíti az 1.2.1. Állítás (iii) részét. Ekkor az (i) kimondja, hogy P ⪯ P1 és P ⪯ P2,
azaz P alsó korlátja P1-nek és P2-nek. Tegyük fel, hogy P′ ∈ P(H) egy olyan projektor, amely
szintén alsó korlátja P1-nek és P2-nek, azaz P′ ⪯ P1 és P′ ⪯ P2. Ilyenkor a {P′,P1} és {P′,P2}
párra használhatjuk az 1.2.1. Állítást, amely szerint ImP′ ⊆ ImP1, illetve ImP′ ⊆ ImP2. Így
ImP′ ⊆ ImP1 ∩ ImP2 = ImP, azaz a {P′,P} párra szintén teljesül az 1.2.1. Állítás, ezért az (i)
szerint P′ ⪯ P. Összefoglalva:

∀P′ ∈ P(H) : P′ ⪯ P1,P2 =⇒ P′ ⪯ P ⪯ P1,P2,

tehát a P operátor az infimuma P1-nek és P2-nek a projektorok között.

Vegyük most a H ′ := ImP1 + ImP2 zárt alteret (ahol "+" Minkowski-összeget jelöl), és
legyen Q az erre történő ortogonális projekció. Bármely x ∈ H ′ vektor esetén Qx = x, az-
az ImQ = H ′. Továbbá ImP1 ⊆ H ′ és ImP2 ⊆ H ′ miatt {P1,Q}-ra és {P2,Q}-ra is teljesül az
1.2.1. Állítás, ezért P1 ⪯Q és P2 ⪯Q. Azaz Q felső korlátja P1-nek és P2-nek. Legyen Q′ ∈P(H)
olyan projektor, amelyre P1 ⪯ Q′ és P2 ⪯ Q′. Ekkor az 1.2.1. Állítás alkalmazható a {P1,Q′} és
{P2,Q′} párokra, amely kimondja, hogy ImP1 ⊆ ImQ′ és ImP2 ⊆ ImQ′. Ez viszont azt jelenti,
hogy ImQ′ tartalmazza ImP1 és ImP2 Minkowski-összegét is, sőt ImQ′ zártsága miatt annak
lezártját is, tehát ImP1 + ImP2 = H ′ ⊆ ImQ′. Így végül azt kapjuk, hogy a {Q,Q′} párra is igaz
az 1.2.1. Állítás, ezért annak (i) pontja szerint Q ⪯ Q′. Azaz:

∀Q′ ∈ P(H) : P1,P2 ⪯ Q′ =⇒ P1,P2 ⪯ Q ⪯ Q′,

vagyis a P(H)-ban a P1 és P2 szuprémumát adó projektor Q.
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Fontos azonban, hogy az előbb megnevezett infimum és szuprémum mindössze a pro-
jektorok között számít annak. Lehetséges ugyanis, hogy valamely P1,P2 projektorokhoz adható
olyan önadjungált operátor, amely nem projektor, de alsó-, vagy felső korlátja P1-nek és P2-nek,
és nem áll relációban a fenti P-vel, illetve Q-val.

1.2.3. Lemma. Legyen H valós vagy komplex Hilbert-tér, és tegyük fel, hogy a P1,P2 ∈ P(H)
projektorok "⪯" szerinti infimuma létezik az önadjungált operátorok között, és inf{P1,P2}= 0.
Ekkor P1 = 0 vagy P2 = 0.

1.2.4. Tétel. Legyen H valós vagy komplex Hilbert-tér, valamint A,B ∈ B(H) önadjungált ope-
rátorok. Ekkor B(H) önadjungált operátorai között, a "⪯" szerint akkor, és csak akkor létezik
inf{A,B} és sup{A,B} operátor, ha A és B relációban állnak egymással (vagyis A ⪯ B vagy
B ⪯ A fennállása esetén).

1.3. Operátorok folytonos függvényei

Hilbert-tér önadjungált operátoraihoz bevezethetünk egy olyan leképezést, amellyel az adott
operátor folytonos függvényeit definiálhatjuk. Ilyen módon egy adott operátorhoz és függvény-
hez egyértelműen hozzátársíthatunk egy operátort. Fontos továbbá, hogy nem szükséges minde-
nütt értelmezettnek lennie a kérdéses függvénynek; ezen hozzárendelés bármely olyan függvény
esetében értelmes, amely az operátor spektrumán folytonos.

1.3.1. Tétel. Legyen H komplex Hilbert-tér, A ∈ B(H) önadjungált operátor. Ekkor egyértelmű-
en adható olyan CA : C(σ(A))→ B(H) lineáris leképezés, amelyre teljesülnek a következők:

(i) bármely f ,g ∈C(σ(A)) függvényekre: CA( f ·g) =CA( f ) ·CA(g),

(ii) ha f ∈C(σ(A)), akkor CA( f ) = (CA( f ))∗,
(iii) CA egységelemtartó: CA(1C(σ(A))) = I,

(iv) CA(Id) = A (ahol Id ∈C(σ(A)) azon függvény, amelyre Id(z) = z, ∀z ∈ σ(A)),
(v) CA izometrikus, azaz bármely f : σ(A)→ C folytonos függvényre:

∥CA( f )∥= sup{| f (x)| | x ∈ σ(A)},

1.3.2. Megjegyzés. Önadjungált operátorok spektruma mindig nemüres, kompakt, valós hal-
maz.

1.3.3. Megjegyzés. A fenti CA leképezést az A folytonos függvény-számító operátorának ne-
vezzük.

1.3.4. Definíció. Legyen f :C↣C olyan folytonos függvény, amely értelmezve van az A∈B(H)
önadjungált operátor spektrumán (azaz σ(A)⊆ D( f )). Ekkor vezessük be a következő jelölést:

f (A) :=CA
(

f |σ(A)
)
∈ B(H).

1.3.5. Megjegyzés. f (A) más módszerrel is bevezethető. Legyen [a,b] ⊆ R olyan valós inter-
vallum, amely tartalmazza az A ∈ B(H) önadjungált operátor spektrumát, valamint f ∈C([a,b])
folytonos függvény. Ekkor a Weierstrass-féle approximációs tétel szerint létezik olyan (pn)n∈N
polinomsorozat, amely az [a,b] intervallumon egyenletesen konvergál f -hez. Mivel (pn)n∈N
tagjai sima polinomok, ezért rajtuk értelmezhető a pn(A) operátor. Ezzel tehát kaptunk egy
(pn(A))n∈N operátorsorozatot. Igazolható, hogy egyértelműen létezik olyan B ∈ B(H) operátor,
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amely pont a (pn(A))n∈N sorozat operátornorma szerinti határértéke, továbbá ezen B operátor
sem a (pn)n∈N tagjainak, sem az A spektrumát tartalmazó [a,b] intervallum konkrét megvá-
lasztásától nem függ. Az így bevezetett B operátor megfelel az 1.3.4. Definícióban szereplő
f (A)-nak.

Ilyen módon tehát értelmezhetjük önadjungált operátorok folytonos függvényeit. A követ-
kező tétel összefoglalja ezen folytonos függvény-számító operátor legfontosabb tulajdonságait
(ld. [2], 6.32. és 6.36. Tétel).

1.3.6. Tétel. Legyen H komplex Hilbert-tér, A ∈ B(H) önadjungált operátor. Ha f ,g : C→ C
olyan függvények, amelyekre σ(A)⊆ D( f )∩D(g), akkor az alábbiak teljesülnek:

(i) ha f (z) = g(z) minden z ∈ σ(A) pontban, akkor f (A) = g(A),
(ii) ( f +g)(A) = f (A)+g(A),

(iii) bármely λ ∈ C szám esetén (λ · f )(A) = λ · f (A),
(iv) ( f ·g)(A) = f (A) ·g(A),
(v) f (A) = ( f (A))∗,

(vi) ∥ f (A)∥= max{| f (λ )| |λ ∈ σ(A)},
(vii) ha f (z) = 1 minden z ∈ σ(A) pontban, akkor f (A) = I,

(viii) ha f (z) = z minden z ∈ σ(A) pontban, akkor f (A) = A,
(ix) σ( f (A)) = { f (λ ) |λ ∈ σ(A)}.

2. A Thompson metrika

Ebben a fejezetben Tarcsay Zsigmond Thompson metrikával kapcsolatos eredményeit foglaljuk
össze (ld. [2]).

2.1. A Thompson metrika bevezetése

2.1.1. Definíció. Legyen H valós vagy komplex Hilbert-tér, és vezessük be a B(H)+ jelölést H
pozitív, invertálható operátoraira, azaz:

B(H)+ := {A ∈ B(H) |∃A−1 ∈ B(H), ⟨Ax,x⟩ ≥ 0 ∀x ∈ H}.

2.1.2. Állítás. Legyen H valós vagy komplex Hilbert-tér. Ekkor minden A ∈ B(H)+-ra:

min
λ∈σ(A)

{λ}= 1
∥A−1∥ és max

λ∈σ(A)
{λ}= ∥A∥.

Bizonyítás. Ha A ∈ B(H)+, akkor σ(A)⊆ [0,+∞) és r(A) = ∥A∥, ezért ∥A∥ ∈ σ(A), tehát

max
λ∈σ(A)

{λ}= ∥A∥.

Tetszőleges A ∈ B(H)+ esetén A−1 is pozitív operátor. Így az előbbiek felhasználásával
látható, hogy

∥∥A−1
∥∥ ∈ σ(A−1), ezért 1

∥A−1∥ ∈ σ(A) is teljesül. Ezenkívül bármely λ ∈ σ(A)
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esetén 1
λ
∈ σ(A−1), és 1

λ
≤ r(A−1) =

∥∥A−1
∥∥, így az előbbi egyenlőtlenség reciprokát véve

λ ≥ 1
∥A−1∥ . Mivel 1

∥A−1∥ ∈ σ(A), ezért

min
λ∈σ(A)

{λ}= 1
∥A−1∥ .

2.1.3. Következmény. Legyen A ∈ B(H)+, és f : σ(A) → R folytonos, monoton függvény.
Ekkor

∥ f (A)∥= max
{
| f (∥A∥)|,

∣∣∣∣ f
(

1
∥A−1∥

)∣∣∣∣} .

Bizonyítás. Bármely A ∈ B(H)+ esetén ∥A∥ = r(A) = maxλ∈σ(A){λ}. Ezenkívül f folytonos,
ezért

∥ f (A)∥= max
λ∈σ(A)

| f (λ )|.

Viszont tudjuk, hogy f monoton is, így ∥ f (A)∥ mindössze két értéket vehet fel:

∥ f (A)∥= | f (∥A∥)| vagy ∥ f (A)∥=
∣∣∣∣ f
(

1
∥A−1∥

)∣∣∣∣.
Természetesen a két érték közül a nagyobb fog megegyezni ∥ f (A)∥-val.

Tekintsük most az f = log valós logaritmus függvényt. Tetszőleges A ∈ B(H)+ operátorra
teljesül, hogy σ(A)⊆ (0,+∞), ezért logA is értelmes, sőt egyben önadjungált operátor is. Más-
részt azonban σ(logA) = {logλ |λ ∈ σ(A)}. Emiatt logA pontosan akkor pozitív operátor, ha
I ⪯ A.

2.1.4. Következmény. Legyen A ∈ B(H)+. Ekkor:

∥ logA∥= max
{

log∥A∥, log
∥∥A−1∥∥} .

Bizonyítás. Alkalmazzuk a 2.1.3. Következményt az f = log függvényre. Eszerint

∥ logA∥= max
{
| log∥A∥|,

∣∣∣∣log
(

1
∥A−1∥

)∣∣∣∣} .

A 2.1.2. Állítást felhasználva

1
∥A−1∥ = min

λ∈σ(A)
{λ} ≤ max

λ∈σ(A)
{λ}= ∥A∥.

Elsőként nézzük meg, hogy mit mondhatunk el, ha 1
∥A−1∥ ≥ 1. Ilyenkor az előző egyenlőt-

lenség miatt ∥A∥ ≥ 1 is teljesül, valamint a logaritmus függvény monotonitását felhasználva:

log
(

1
∥A−1∥

)
≤ log∥A∥.
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Az 1
∥A−1∥ ≥ 1 reciprokát, majd logaritmusát véve láthatjuk, hogy log

∥∥A−1
∥∥ ≤ 0, és ∥A∥ ≥ 1

logaritmusából pedig log∥A∥ ≥ 0 következik, azaz ezeket egybevéve log
∥∥A−1

∥∥≤ 0 ≤ log∥A∥.
Az előbbieket alkalmazva a következő kapható:

∥ logA∥= max
{
| log∥A∥|,

∣∣∣∣log
(

1
∥A−1∥

)∣∣∣∣}= max
{

log∥A∥, log
(

1
∥A−1∥

)}
= log∥A∥=

= max{log∥A∥, log
∥∥A−1∥∥}.

Most tegyük fel, hogy ∥A∥ < 1. Ekkor természetesen 1
∥A−1∥ ≤ ∥A∥ < 1, ezért reciprokot

véve, illetve ismét a log függvény monotonitását alkalmazva:

0 < log
(

1
∥A∥

)
≤ log

∥∥A−1∥∥ .

Továbbá log∥A∥< 0 is teljesül, azaz

log∥A∥< 0 < log
∥∥A−1∥∥ .

Mindezek felhasználásával:

∥ logA∥= max
{
| log∥A∥|,

∣∣∣∣log
(

1
∥A−1∥

)∣∣∣∣}= max
{
−1 · log∥A∥,−1 · log

(
1

∥A−1∥

)}
=

= max
{

log
(

1
∥A∥

)
, log

∥∥A−1∥∥}= log
∥∥A−1∥∥= max{log∥A∥, log

∥∥A−1∥∥}.

Már csak azt az esetet nem vizsgáltuk, amikor ∥A∥ ≥ 1 és 1
∥A−1∥ < 1. Nyilvánvalóan adó-

dik, hogy

| log∥A∥|= log∥A∥ és
∣∣∣∣log

(
1

∥A−1∥

)∣∣∣∣=−1 · log
(

1
∥A−1∥

)
= log

∥∥A−1∥∥ ,

vagyis

∥ logA∥= max
{
| log∥A∥|,

∣∣∣∣log
(

1
∥A−1∥

)∣∣∣∣}= max{log∥A∥, log
∥∥A−1∥∥}.

Így a kérdéses egyenlőség minden esetben fennáll.

2.1.5. Állítás. Legyenek A,B ∈ B(H)+. Ekkor:∥∥∥log
(

A− 1
2 BA− 1

2

)∥∥∥=
∥∥∥log

(
B− 1

2 AB− 1
2

)∥∥∥.

Bizonyítás. Vezessük be az X := A− 1
2 BA− 1

2 és a Y := B− 1
2 AB− 1

2 jelöléseket, továbbá legyen
T := B− 1

2 A
1
2 . Ekkor T ∗ = A

1
2 B− 1

2 , és T -re alkalmazható a ∥T ∗T∥ = ∥T∥2 = ∥T T ∗∥ = ∥T ∗∥2

azonosság. Ezt felhasználva a következő adódik:

∥Y∥=
∥∥∥B− 1

2 AB− 1
2

∥∥∥=
∥∥∥A

1
2 B−1A

1
2

∥∥∥=

∥∥∥∥(A− 1
2 BA− 1

2

)−1
∥∥∥∥=

∥∥X−1∥∥ .
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Valamint hasonlóan levezethető, hogy
∥∥Y−1∥∥= ∥X∥ , azaz

{
∥X∥,

∥∥X−1∥∥}=
{
∥Y∥,

∥∥Y−1∥∥},
ezért

{
log∥X∥, log

∥∥X−1∥∥}=
{

log∥Y∥, log
∥∥Y−1∥∥}. Vagyis a 2.1.4. Következmény felhaszná-

lásával láthatjuk, hogy

∥ logX∥= max
{

log∥X∥, log
∥∥X−1∥∥}= max

{
log∥Y∥, log

∥∥Y−1∥∥}= ∥ logY∥.

2.1.6. Definíció. B(H)+ feletti Thompson metrikának nevezzük azon dT kétváltozós függvényt,
amelyre:

dT (A,B) :=
∥∥∥log

(
A− 1

2 BA− 1
2

)∥∥∥ , ∀A,B ∈ B(H)+.

2.2. A Thompson metrika tulajdonságai

Hamarosan látni fogjuk, hogy dT olyan metrika, amely által meghatározott topológia megegye-
zik a B(H)+-beli norma topológiával, és a (B(H)+,dT ) metrikus tér teljes. Ehhez azonban elő-
ször vizsgáljuk meg a Thompson metrika néhány alapvető tulajdonságát.

2.2.1. Állítás. Legyenek A,B ∈ B(H)+. Ekkor:

dT (A,B) = max{logr(A−1B), logr(B−1A)}.

Bizonyítás. Alkalmazzuk a 2.1.5. Állítást és a 2.1.4. Következményt :

dT (A,B) =
∥∥∥log

(
A− 1

2 BA− 1
2

)∥∥∥=
∥∥∥log

(
B− 1

2 AB− 1
2

)∥∥∥=

= max
{

log
∥∥∥B− 1

2 AB− 1
2

∥∥∥ , log
∥∥∥B

1
2 A−1B

1
2

∥∥∥} .

A Jacobson lemma miatt σ

(
B− 1

2 AB− 1
2

)
= σ

(
B−1A

)
és σ

(
B

1
2 A−1B

1
2

)
= σ

(
A−1B

)
is teljesül

(itt az invertálhatóság miatt egyik spektrum sem tartalmazza a 0-t). Ezt felhasználva

r
(
B−1A

)
= r

(
B− 1

2 AB− 1
2

)
=
∥∥∥B− 1

2 AB− 1
2

∥∥∥,

r
(
A−1B

)
= r

(
B

1
2 A−1B

1
2

)
=
∥∥∥B

1
2 A−1B

1
2

∥∥∥ .

Így behelyettesítés után adódik a kérdéses azonosság:

dT (A,B) = max
{

log
∥∥∥B− 1

2 AB− 1
2

∥∥∥ , log
∥∥∥B

1
2 A−1B

1
2

∥∥∥}= max
{

logr(A−1B), logr(B−1A)
}

.

2.2.2. Következmény. Legyen S ∈ B(H) invertálható operátor és A,B ∈ B(H)+. Ekkor:

dT (S∗AS,S∗BS) = dT (A,B).

Bizonyítás. Tekintsük először
(
(S∗AS)−1 (S∗BS)

)
spektrálsugarát. A 0.0.12. Következményt

az S−1 és az A−1BS operátorokra alkalmazva:

r
(
(S∗AS)−1 (S∗BS)

)
= r

(
S−1A−1 (S∗)−1 S∗BS

)
= r

(
S−1A−1BS

)
= r

(
A−1B

)
.
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Hasonlóan A és B szerepcseréjével

r
(
(S∗BS)−1 (S∗AS)

)
= r

(
S−1B−1 (S∗)−1 S∗AS

)
= r

(
S−1B−1AS

)
= r

(
B−1A

)
.

Alkalmazzuk most a 2.2.1. Állítást:

dT (S∗AS,S∗BS) = max
{

logr
(
(S∗AS)−1(S∗BS)

)
, logr

(
(S∗BS)−1(S∗AS)

)}
=

= max{logr(A−1B), logr(B−1A)}= dT (A,B).

2.2.3. Definíció. Legyenek A,B ∈ B(H)+ tetszőleges operátorok. A továbbiakban alkalmazzuk
a következő jelölést:

M(A,B) := inf{t > 0 |A ⪯ t ·B, B ⪯ t ·A}.

2.2.4. Lemma. Legyen A,B ∈ B(H)+. Ekkor:

dT (A,B) = log(M(A,B)).

Bizonyítás. Legyen t > 0 tetszőleges. Ekkor

A ⪯ t ·B ⇐⇒ B− 1
2 AB− 1

2 ⪯ t · I,

és B− 1
2 AB− 1

2 ⪯ t · I fennállása esetén az 1.1.4. Állítás kimondja, hogy∥∥∥B− 1
2 AB− 1

2

∥∥∥≤ ∥t · I∥= t.

Hasonlóan, A és B szerepcseréjével megkapható, hogy B ⪯ t ·A esetén
∥∥∥A− 1

2 BA− 1
2

∥∥∥ ≤ t. Így
viszont ha egy adott t > 0 számra A ⪯ t ·B és B ⪯ t ·A is teljesül, akkor

max
{∥∥∥B− 1

2 AB− 1
2

∥∥∥ ,∥∥∥A− 1
2 BA− 1

2

∥∥∥}≤ t.

Az ezt teljesítő t számok infimumát véve a következőt kaphatjuk:

M(A,B) = max
{∥∥∥B− 1

2 AB− 1
2

∥∥∥ ,∥∥∥A− 1
2 BA− 1

2

∥∥∥} .

Vegyük mindkét oldal logaritmusát, majd alkalmazzuk a 2.1.4. Következményt:

log(M(A,B)) = max
{

log
∥∥∥B− 1

2 AB− 1
2

∥∥∥ , log
∥∥∥A− 1

2 BA− 1
2

∥∥∥}=
∥∥∥log

(
A− 1

2 BA− 1
2

)∥∥∥= dT (A,B).

Mindezzel végre készen állunk egy igencsak jelentős tétel kimondására.

2.2.5. Tétel. A B(H)+-on értelmezett dT leképezés metrika.
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Bizonyítás. Belátjuk, hogy a dT függvény teljesíti a metrika aximómákat.

(i): Tetszőleges A ∈ B(H)+ esetén a definíció szerint:

dT (A,A) =
∥∥∥log

(
A− 1

2 AA− 1
2

)∥∥∥= ∥ log I∥= ∥0∥= 0.

Most tegyük fel, hogy valamely A,B ∈ B(H)+ operátorok esetén dT (A,B) = 0. Alkalmazzuk az
Ã := A− 1

2 BA− 1
2 operátorra a 2.1.4. Következményt:

0 = dT (A,B) =
∥∥∥log

(
A− 1

2 BA− 1
2

)∥∥∥=
∥∥log Ã

∥∥= max
{

log
∥∥Ã

∥∥ , log
∥∥Ã−1∥∥} .

Természetesen azt is tudjuk, hogy a ∥ · ∥ leképezés nemnegativitása miatt a dT is nemnega-
tív. Ebből látszik, hogy 0 = log

∥∥Ã
∥∥ = log

∥∥Ã−1
∥∥ , tehát 1 =

∥∥Ã
∥∥=

∥∥Ã−1∥∥ , illetve az utóbbi
reciprokát véve 1 = 1

∥Ã−1∥ . A 2.1.2. Állítás miatt ilyenkor

min
λ∈σ(Ã)

{λ}= 1
∥Ã−1∥

= 1 = ∥Ã∥= max
λ∈σ(Ã)

{λ},

azaz Ã spektruma mindössze egy elemű, σ(Ã) = {1}. Tudjuk továbbá, hogy Ã önadjungált, így
r(Ã) = 1 = ∥Ã∥. Tekintsük most az Ã− I operátort. Tetszőleges x,y ∈ H vektorokra〈(

Ã− I
)

x,y
〉
=
〈
Ãx,y

〉
−⟨Ix,y⟩=

〈
x, Ãy

〉
−⟨x, Iy⟩=

〈
x,
(
Ã− I

)
y
〉

,

azaz Ã− I önadjungált. Ezenkívül Ã− I spektrumára a következő adódik:

σ
(
Ã− I

)
=
{

λ
∣∣(Ã− I

)
−λ · I nem bijektív

}
=
{

λ
∣∣ Ã− (1+λ ) · I nem bijektív

}
,

és mivel σ
(
Ã
)
= {1}, ezért ez csakis a λ +1 = 1 esetén teljesül, vagyis σ

(
Ã− I

)
= {0}. Ekkor

Ã− I önadjungáltsága miatt r
(
Ã− I

)
= 0, ami pontosan akkor teljesül, ha Ã− I = 0, amely azt

jelenti, hogy A− 1
2 BA− 1

2 = Ã = I, vagyis átrendezve A = B. Összefoglalva:

dT (A,B) = 0 ⇐⇒ A = B.

(ii): Legyenek A,B ∈ B(H)+ tetszőlegesek, és alkalmazzuk rájuk a 2.1.5. Állítást.

dT (A,B) =
∥∥∥log

(
A− 1

2 BA− 1
2

)∥∥∥=
∥∥∥log

(
B− 1

2 AB− 1
2

)∥∥∥= dT (B,A)

Vagyis a dT leképezés szimmetrikus.

(iii): Válasszunk tetszőleges A,B,C ∈ B(H)+ operátorokat. Az M(·, ·) definíciójából adó-
dóan A ⪯ M(A,C) ·C, és C ⪯ M(C,B) ·B, amelyek miatt A ⪯ M(A,C) ·M(C,B) ·B. Hasonlóan
B ⪯ M(B,C) ·C, és C ⪯ M(C,A) ·A, ezért B ⪯ M(C,A) ·M(B,C) ·A = M(A,C) ·M(C,B) ·A.
Azaz a t := M(A,C) ·M(C,B) választással A ⪯ t ·B és B ⪯ t ·A, amiből tudjuk, hogy

M(A,B)≤ t = M(A,C) ·M(C,B).

Most vegyük mindkét oldal logaritmusát és alkalmazzuk a 2.2.4. Lemmát:

dT (A,B) = log(M(A,B))≤ log(M(A,C))+ log(M(C,B)) = dT (A,C)+dT (C,B).

Így dT a háromszög-egyenlőtlenséget is teljesíti, vagyis valóban metrika.
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2.2.6. Állítás. A Thompson metrika által meghatározott topológia és a B(H)+-beli norma to-
pológia megegyezik.

Bizonyítás. Legyen (An)n∈N ⊆ B(H)+ pozitív, invertálható operátorok sorozata, és tegyük fel,
hogy létezik olyan A ∈ B(H)+ operátor, amelyre ∥An −A∥ → 0. Azt szeretnénk belátni, hogy
ekkor dT (An,A)→ 0. Azonban

dT (An,A)→ 0 ⇐⇒ edT (An,A) → e0 = 1 ⇐⇒ ∥A
− 1

2
n AA

− 1
2

n ∥→ 1 és ∥A− 1
2 AnA− 1

2∥→ 1.

Az utolsó pedig nyilvánvalóan teljesül, hiszen feltettük, hogy ∥An − A∥ → 0. Ez persze azt
jelenti, hogy ekkor dT (An,A)→ 0.

Most tegyük fel azt, hogy egy (An)n∈N ⊆ B(H)+ operátorsorozatra és egy A ∈ B(H)+
operátorra dT (An,A)→ 0. A 2.2.4. Lemma felhasználásával:

log(M(An,A)) = dT (An,A)→ 0 = log1 ⇐⇒ M(An,A)→ 1.

Vegyünk egy tetszőleges ε > 0 számot. Az előbbi konvergencia szerint adható ehhez olyan
n0 küszöbindex, hogy minden n ≥ n0 index esetén M(An,A) < 1+ ε . Az M(·, ·) definíciója
szerint ilyenkor An ⪯ (1+ε) ·A és A ⪯ (1+ε) ·An. A másodikból átrendezéssel az 1

1+ε
·A ⪯ An

egyenlőtlenség kapható. Ezeket felhasználva:

An −A ⪰
(

1
1+ ε

−1
)
·A =

(
−ε

1+ ε

)
·A ⪰−ε ·A,

An −A ⪯ (1+ ε −1) ·A = ε ·A.

Ebből már ∥An −A∥ ≤ ε · ∥A∥ is következik. Tehát bármely ε > 0 számhoz olyan N0 küszöbin-
dex is adható, hogy minden n ≥ N0 index esetén ∥An −A∥ ≤ ε , azaz ∥An −A∥→ 0.

2.2.7. Lemma. Legyenek A,B ∈ B(H)+ olyan operátorok, amelyekre A ⪯ B. Ekkor B−1 ⪯ A−1.

Bizonyítás. Az A ⪯ B átrendezésével a 0 ⪯ A− 1
2 BA− 1

2 − I egyenlőtlenség adódik, amelyből
következik, hogy:

1 ≤ infσ

(
A− 1

2 BA− 1
2

)
.

Vezessük be a T := A− 1
2 B

1
2 , valamint T ′ := B

1
2 A− 1

2 jelöléseket. A Jacobson lemma kimondja,
hogy σ(T T ′) \ {0} = σ(T ′T ) \ {0}; továbbá T T ′ invertálható is, így a spektruma nem tartal-
mazza a 0-t, ezért

1 ≤ infσ

(
A− 1

2 BA− 1
2

)
= infσ

(
B

1
2 A−1B

1
2

)
.

Vagyis
σ

(
B

1
2 A−1B

1
2 − I

)
⊆ [0,+∞).

Továbbá B
1
2 A−1B

1
2 − I önadjungált is, hiszen bármely x,y ∈ H vektorok esetén〈(

B
1
2 A−1B

1
2 − I

)
x,y

〉
=
〈

B
1
2 A−1B

1
2 x,y

〉
−⟨Ix,y⟩=

〈
x,
(

B
1
2 A−1B

1
2

)∗
y
〉
−⟨x, I∗y⟩=

=
〈

x,B
1
2 A−1B

1
2 y
〉
−⟨x, Iy⟩=

〈
x,
(

B
1
2 A−1B

1
2 − I

)
y
〉

.
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Mivel B
1
2 A−1B

1
2 − I egy olyan önadjungált operátor, amelynek a spektruma csakis nemnegatív

számokat tartalmaz, ezért pozitív operátor. Relációval felírva ugyanezt:

0 ⪯ B
1
2 A−1B

1
2 − I.

Ebből átrendezéssel kaphatjuk a B−1 ⪯ A−1 egyenlőtlenséget.

2.2.8. Állítás. A (B(H)+,dT ) metrikus tér teljes.

Bizonyítás. Tekintsünk egy (An)n∈N ⊆ B(H)+ Thompson metrika szerinti Cauchy-sorozatot.
Vegyünk továbbá egy tetszőleges ε > 0 számot. A Cauchy-tulajdonság miatt az ε0 := log(1+ε)
számhoz is létezik olyan n0 ∈ N küszöbindex, hogy bármely n,m ≥ n0 indexek esetén:

dT (An,Am) = log(M(An,Am))≤ ε0 = log(1+ ε),

azaz M(An,Am)≤ 1+ ε . Az M(·, ·) definíciója szerint ilyenkor

1
1+ ε

·Am ⪯ An ⪯ (1+ ε) ·Am, ∀n,m ≥ n0.

Ha az m := n0 indexre írjuk fel ugyanezt, akkor az 1.1.4. Állításból következik, hogy az (An)n∈N
sorozat operátornormában korlátos, illetve a 2.2.7. Lemma miatt az (A−1

n )n∈N sorozat szintén
korlátos operátornormában. Ezenkívül a fenti becslést az n,m ≥ n0 indexekre használva:

An −Am ⪰
(

1
1+ ε

−1
)
·Am =

(
−ε

1+ ε

)
·Am ⪰−ε ·Am,

An −Am ⪯ (1+ ε −1) ·Am = ε ·Am.

Tehát ekkor ∥An −Am∥ ≤ ε · ∥Am∥, továbbá azt is tudjuk, hogy az ∥Am∥ véges, vagyis léte-
zik olyan c > 0 szám, amire ∥An −Am∥ ≤ ε · c. Ebből látszik, hogy (An)n∈N operátornorma
szerint is Cauchy-sorozat. Ekkor létezik olyan A ∈ B(H) operátor, amelyre ∥An −A∥ → 0. Mi-
vel az (An)n∈N pozitív operátorok sorozata volt, ezért A is pozitív operátor. Másrészt pedig
az (A−1

n )n∈N is korlátos operátorsorozat, így létezik A−1 ∈ B(H) operátor. Vagyis A ∈ B(H)+.
Mivel a 2.2.6. Állítás kimondja, hogy egy (An)n∈N ⊆ B(H)+ sorozat ∥ · ∥-beli és dT szerinti
határértéke megegyezik, így dT (An,A)→ 0.

Az eddigieket összefoglalva a következő tétel fogalmazható meg.

2.2.9. Tétel. A (B(H)+,dT ) egy olyan teljes metrikus tér, amely által meghatározott topológia
ekvivalens a B(H)+-beli norma topológiával, és tetszőleges Y ∈ B(H) invertálható operátor
esetén a ϕY (A) := Y ∗AY , (A ∈ B(H)+) leképezés egy (B(H)+,dT )→ (B(H)+,dT ) izometrikus
bijekció.

3. A pozitív kúp kontrakciói

A pozitív operátorok sajátvektorainak létezése és egyértelműsége eldönthető egy megfelelő
metrika bevezetésével az őket tartalmazó kúp azon részhalmazán, amelyen az operátorok kont-
rakciók. Ez a módszer azonban általánosabban is alkalmazható egyes nemlineáris operátorok
esetén. Ehhez most egy olyan távolságdefiníciót fogunk bevezetni, amely nincs megszorítva
a pozitív kúp ezen részhalmazára, továbbá kimondunk egy tételt nemlineáris operátorok egy
olyan osztályára, amelyen ezen távolsággal metrikus teret kapunk. Ezen eredmények A. C.
Thompson nevéhez fűződnek (ld. [3]).
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3.1. Alapfogalmak a pozitív kúpon

3.1.1. Definíció. Legyen X egy valós normált tér. Ekkor azt mondjuk, hogy X részbenrendezett
a K pozitív kúpja szerint, ha K egy olyan nemüres részhalmaza X-nek, amelyre a következő
tulajdonságok teljesülnek:

(i) x,y ∈ K =⇒ x+ y ∈ K,
(ii) x ∈ K,α ≥ 0 =⇒ α · x ∈ K,

(iii) x ∈ K,−x ∈ K =⇒ x = 0X ,

és ekkor tetszőleges x,y ∈ X esetén x ⪯ y akkor és csak akkor, ha y− x ∈ K.

3.1.2. Megjegyzés. A fenti definíció egybevág az 1.1. alfejezetben tárgyalt rendezéssel.

3.1.3. Definíció. Azt mondjuk, hogy a K normális kúp, ha adható olyan c > 0 konstans, hogy
ha tetszőleges x,y ∈ K párra 0X ⪯ x ⪯ y teljesül, akkor ∥x∥ ≤ c · ∥y∥.

3.1.4. Lemma. Legyen K normális a c > 0 konstanssal. Tegyük fel továbbá, hogy valamely
x,y ∈ K elemekhez adhatók olyan λ > 1, és m > 0 konstansok, amelyekre x ⪯ λ · y, y ⪯ λ · x,
∥x∥ ≤ m, és ∥y∥ ≤ m. Ekkor ∥x− y∥ ≤ m · (1+2 · c) · (λ −1).

Bizonyítás. Egyrészt tudjuk, hogy x ⪯ λ ·y miatt λ ·y−x ∈ K. Vezessük be erre a z := λ ·y−x
jelölést. Másrészt y ⪯ λ · x szerint λ · x− y ∈ K. Erre pedig használjuk a z′ := λ · x− y jelölést.
Ekkor a z,z′ ∈ K elemekre a következők is teljesülnek:

x− y+ z = x− y+λ · y− x = (λ −1) · y ∈ K,
y− x+ z′ = y− x+λ · x− y = (λ −1) · x ∈ K.

Ebből rögtön következik az is, hogy x− y ⪯ (λ −1) · y és y− x ⪯ (λ −1) · x, ugyanis

(λ −1) · y− (x− y) = λ · y− x = z,
(λ −1) · x− (y− x) = λ · x− y = z′.

Ezenkívül z+ z′ az összegre való zártság miatt szintén benne van K-ban, ráadásul z ⪯ z+ z′. Így
mivel feltettük, hogy K normális, a következő egyenlőtlenség írható fel: ∥z∥ ≤ c · ∥z+ z′∥. Ezt
tovább rendezve, valamint z és z′ definícióját, a háromszög-egyenlőtlenséget, és az ∥x∥,∥y∥≤m
feltevést felhasználva:

∥z∥ ≤ c · ∥z+ z′∥= c · ∥(λ · y− x)+(λ · x− y)∥= c · ∥(λ −1) · y+(λ −1) · x∥ ≤
≤ c · (λ −1) · (∥y∥+∥x∥)≤ c · (λ −1) · (m+m) = 2 · c ·m · (λ −1).

Végül ismét háromszög-egyenlőtlenséget, az x − y + z = (λ − 1) · y egyenletet, az ∥y∥ ≤ m
egyenlőtlenséget, valamint az utóbbi becslést felhasználva már megkapható a kívánt összefüg-
gés:

∥x− y∥= ∥x− y+ z− z∥ ≤ ∥x− y+ z∥+∥− z∥= (λ −1) · ∥y∥+∥z∥ ≤
≤ (λ −1) ·m+2 · c ·m · (λ −1) = m · (1+2 · c) · (λ −1).

3.1.5. Definíció. Legyenek x,y ∈ K nemnulla elemek. Azt mondjuk, hogy x és y összefüggők, ha
adhatók olyan λ ,µ ∈ (0,+∞) valós számok, amelyekre x ⪯ λ · y és y ⪯ µ · x.
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Az előbbi összefüggőség egy olyan ekvivalenciareláció, amely a K kúpot egymástól disz-
junkt részekre (ekvivalenciaosztályokra) bontja. Ezen diszjunkt részek mindegyike egy-egy
"tompa" részkúp, azaz olyan K′ ⊆ K részhalmaz, amelyre:

(i) x,y ∈ K′ =⇒ x+ y ∈ K′,
(ii) x ∈ K′,α > 0 =⇒ α · x ∈ K′,

(iii) 0X /∈ K′,
(iv) K′ nem zárt.

3.1.6. Példa. R3-ban például K := {(x,y,z) ∈ R3 |x,y,z ≥ 0}. Ekkor az ekvivalenciaosztályok
a következők: K belső pontjai, K három lapjának belső pontjai, valamint K élei az origó nélkül.

3.2. Metrika a pozitív kúpon

3.2.1. Definíció. Legyenek x,y ∈ K összefüggő elemek, és jelölje α := inf{λ |x ⪯ λ · y}, illetve
β := inf{µ |y ⪯ µ · x}. Ekkor bevezethetjük a következő Thompson metrikának nevezett távol-
ságot:

d(x,y) := log{max{α,β}}.

3.2.2. Megjegyzés. Ez a d(·, ·) távolság az előző fejezetbeli dT (·, ·) metrika absztrakt megfele-
lője.

3.2.3. Megjegyzés. Fontos észrevenni, hogy mivel K zárt halmaz, valamint x ⪯ α · y, illetve
y ⪯ β · x, ezért ha α = 0 vagy β = 0 lenne, akkor abból x = y = 0X következne. Ez utóbbi
azonban nem lehetséges, hiszen feltettük, hogy x és y összefüggők.

3.2.4. Lemma. Legyen K′ ⊆ K egy tetszőleges összefüggőségi komponens. Ekkor (K′,d) met-
rikus tér.

Bizonyítás. Legyenek x,y,z ∈ K′ tetszőleges elemek.

(i): Tegyük fel, hogy α ≤ 1 és β ≤ 1. Ekkor x ⪯ y és y ⪯ x is teljesül, vagyis y−x ∈ K′ ⊆ K
és −1 · (y− x) ∈ K′ ⊆ K. K (iii) tulajdonsága alapján azonban ez csak akkor lehetséges, ha
y− x = 0X , azaz x = y. Ezenkívül vegyük észre, hogy x = y esetén α = β = 1, azaz ilyenkor
d(x,y) = log1 = 0. Persze ez visszafelé is teljesül: ha d(x,y) = 0 = log1 = log{max{α,β}},
akkor α = β = 1, azaz x = y. Bármely más esetben α és β egyike szigorúan nagyobb 1-nél, így
d(x,y)> 0. Vagyis:

d(x,y)≥ 0 és d(x,y) = 0 ⇐⇒ x = y.

(ii): A d(x,y) = d(y,x) szimmetria nyilvánvalóan teljesül, hiszen d definíciójában α és β

felcserélhetők.

(iii): Most tegyük fel, hogy az αi,βi i ∈ {1,2,3} jelölik azon számok infimumát, amelyek-
re teljesülnek a következő egyenlőtlenségek:

x ⪯ α1 · y, y ⪯ β1 · x,
x ⪯ α2 · z, z ⪯ β2 · x,
z ⪯ α3 · y, y ⪯ β3 · z.
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Ha α1 ≥ β1, akkor tudjuk, hogy x ⪯ α2 · z ⪯ α2 ·α3 · y, azaz α1 ≤ α2 ·α3. Ezt felhasználva

d(x,y) = logα1 ≤ log(α2 ·α3) = logα2 + logα3 ≤ log{max{α2,β2}}+ log{max{α3,β3}}=
= d(x,z)+d(z,y).

Ugyanez hasonlóan felírható a β1 ≥ α1 esetre is, azaz d a háromszög-egyenlőtlenséget is telje-
síti.

3.2.5. Megjegyzés. A d′(x,y) := log(α · β ) távolságot is bevezethetnénk K bizonyos hiper-
síkokkal elválasztott részein, amelyeken ez ekvivalens lenne a d távolsággal. K ezen részei
a d′ távolsággal azonban nem alkotnának metrikus teret, ugyanis x = λ · y (λ > 0) esetén
d′(x,y) = log(λ · 1

λ
) = log1 = 0.

3.2.6. Lemma. Legyen K egy olyan normális kúp, amely ∥ · ∥-val Banach-tér, K′ ⊆ K pedig
tetszőleges összefüggőségi komponense. Ekkor a (K′,d) metrikus tér teljes.

Bizonyítás. Legyen (xn)n∈N ⊆ K′ Cauchy-sorozat a d távolság szerint, és jelölje:

αpq := inf{λ |xp ⪯ λ · xq} ∀p,q = 1,2, . . .

Először belátjuk, hogy (xn)n∈N a ∥ · ∥ szerint korlátos sorozat. Ezután megmutatjuk, hogy a
∥ · ∥ szerint is Cauchy-sorozat, azaz létezik olyan x ∈ K, hogy ∥xn − x∥ → 0. Végül pedig látni
fogjuk, hogy d(xn,x)→ 0 és x ∈ K′.

(i): Mivel (xn)n∈N Cauchy-sorozat, ezért létezik olyan n0 ∈ N küszöbindex, hogy bármely
p,q ≥ n0 esetén d(xp,xq) < 1, és ezért max{αpq,αqp} < e1. Ugyanez a q := n0 választással is
teljesül, vagyis p ≥ n0 esetén αpn0 < e, és ezért xp ⪯ e · xn0 ⪯ 3 · xn0 . Mivel K normális, ezért
∥xp∥ ≤ 3 ·c · ∥xn0∥ alkalmas c > 0 konstans esetén. Azaz (xn)n∈N normában korlátos sorozat, és
∥xn∥ ≤ m minden n ∈ N esetén, ahol:

m := max{∥x1∥,∥x2∥, . . . ,∥xn0∥,3 · c · ∥xn0∥}.

(ii): Legyen ε > 0 szám tetszőleges. Válasszunk hozzá egy olyan δ > 0 számot, amelyre
eδ ≤ 1+ e

M , ahol M := m · (1+2 · c). Ekkor, mivel (xn)n∈N Cauchy-sorozat, ezért adható olyan
nε küszöbindex, hogy bármely p,q ≥ nε esetén d(xp,xq)< δ . Természetesen a definíció szerint
ez azt jelenti, hogy max{αpq,αqp}< 1+ ε

M a megfelelő p és q választása esetén. Éppen ezért

xp ⪯
(

1+
ε

M

)
· xq, és xq ⪯

(
1+

ε

M

)
· xp ∀p,q ≥ nε .

Alkalmazzuk most erre a 3.1.4. Lemmát λ := 1+ ε

M esetén:

∥xp − xq∥ ≤ m · (1+2 · c) ·
(

1+
ε

M
−1

)
= ε ∀p,q ≥ nε .

Vagyis az (xn)n∈N sorozat ∥ · ∥ szerint is Cauchy-sorozat; és mivel feltettük, hogy (K,∥ · ∥)
Banach-tér, ezért ∥ · ∥ szerint konvergens is. Azaz létezik olyan x ∈ K, amelyre ∥xn − x∥ → 0,
ha n → ∞.

(iii): Az (xn)n∈N sorozat d szerinti Cauchy-tulajdonsága alapján az ε > 0 számhoz is adható
olyan küszöbindex, hogy megfelelően nagy p és q választása esetén d(xp,xq) < ε , és ezáltal
xp ⪯ eε ·xq és xq ⪯ eε ·xp. Emellett viszont azt is tudjuk, hogy limn→∞ ∥xn−x∥= 0; és (K,∥ ·∥)
teljessége miatt x ∈ K. Így tehát megfelelően nagy p indexre xp ⪯ eε · x, és x ⪯ eε · xp. Ekkor a
definíció szerint xp és x összefüggők, ezért x ∈K′, ráadásul d(xp,x)≤ ε bármely elég nagy p-re.
Mivel ε tetszőlegesen lett megválasztva, ezért ez azt jelenti, hogy d(xn,x)→ 0, ha n → ∞.
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3.2.7. Megjegyzés. Az előbbi Lemmában a K-t tartalmazó X normált térnek nem szükséges
teljesnek lennie.

3.2.8. Megjegyzés. Az előző Lemma, és a következő Tétel lokálisan konvex terekben is igaz
marad, ahol a "normális" kifejezés jólértelmezett. Ha X egy olyan vektortér, amely lokálisan
konvex egy {pα} félnorma-rendszer szerint, akkor azt mondjuk, hogy a K kúp normális, ha min-
den α indexhez létezik egy olyan γα pozitív valós szám, amelyre bármely x,y párra 0X ⪯ x ⪯ y
esetén pα(x) ≤ γα · pα(y). Ekkor ugyanezen Lemma bizonyítható, ha a ∥ · ∥ helyére pα(·)-t
írunk, és a Banach-tér tulajdonsága helyett a lokális konvexségre hivatkozunk az előbbi bizo-
nyításban.

3.3. Banach-féle fixponttétel a pozitív kúpon

Az eddigiek alapján már készen állunk arra, hogy megfogalmazzuk a Banach-féle fixponttétel
K-ra bevezethető speciális alakját.

3.3.1. Definíció. A következőkben jelöljön T : X → X olyan leképezést, amelyre teljesülnek az
alábbiak:

(i) létezik olyan 0 ≤ p < 1 konstans, amelyre bármely x,y ∈ K esetén, ha x ⪯ α · y és
y ⪯ β · x, akkor adható olyan α

′ és β
′, amelyekre:

T (x)⪯ α
′ ·T (y), T (y)⪯ β

′ ·T (x), max{α
′,β ′} ≤ max{α

p,β p};

(ii) létezik olyan x ∈ K, hogy x és T (x) összefüggők.

3.3.2. Tétel. Legyen K egy olyan normális kúp, amely ∥ · ∥-val Banach-tér, T pedig az előbb
megnevezett leképezés. Ekkor egyértelműen létezik olyan u vektor az x-et tartalmazó K′ össze-
függőségi komponensben, amelyre T (u) = u. Ezenkívül az xn := T (xn−1) (n = 1,2, . . .) iterá-
cióval megadott, tetszőleges x0 ∈ K′-ből indított sorozat normában u-hoz konvergál.

Bizonyítás. Tetszőleges x0 ∈ K′ esetén x és x0 összefüggők (hiszen azonos ekvivalenciaosztály-
ba tartoznak), ezért az (i) tulajdonság alapján T (x) és T (x0) szintén összefüggők (az α ′ és β ′

konstansokkal). Így mivel (a (ii) tulajdonságból) tudjuk, hogy x és T (x) összefüggők, illetve
T (x) és T (x0) is összefüggők, ezért az ekvivalenciareláció tranzitivitása szerint x és T (x0) is
összefüggők. Persze ebből az is következik, hogy T (x0) ∈ K′, azaz x0 és T (x0) is összefüggők,
és így a (ii) tulajdonság bármely x0 ∈ K′ esetén teljesül.

Az (i) tulajdonság miatt T egy kontrakciója a K′-nek a d(·, ·) távolság szerint, és ezen-
kívül a 3.2.6. Lemma miatt (K′,d) teljes metrikus tér. Vagyis a (K′,d) téren alkalmazható a
klasszikus Banach-féle fixponttétel, amely alapján egyértelműen létezik u ∈ K′ fixpontja a T
leképezésnek. A fent definiált (xn)n∈N sorozat pedig Cauchy-tulajdonságú d(·, ·) szerint, és így
Cauchy-sorozat ∥ · ∥ szerint is (a 3.2.6. Lemma bizonyítását felhasználva), azaz normában kon-
vergens is (természetesen normabeli határértéke csakis u lehet).

3.3.3. Következmény. Tegyük fel, hogy λ > 0. Ekkor egyértelműen létezik olyan uλ ∈ K′,
amire T (uλ ) = λ ·uλ .

Bizonyítás. Alkalmazzuk a 3.3.2. Tételt a Tλ := 1
λ
·T operátorra.
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3.3.4. Megjegyzés. A Tételben megnevezett u vektor benne van K′-ben, ezért nemnulla.

3.3.5. Megjegyzés. A Tétel feltételei mellett, a megnevezett metrikára való hivatkozás nélkül is
bizonyítható, hogy (xn)n∈N norma szerint Cauchy-sorozat, és a határértéke, u, az egyetlen fix-
pontja T -nek K′-ben. Ez a bizonyítás azonban nagyjából megegyezik a Banach-féle fixponttétel
bizonyításával.

3.3.6. Megjegyzés. A T -re adott (i) feltétel helyettesíthető egy valamennyivel szigorúbb, de
talán természetesebb feltétellel:

(i)’ létezik olyan 0 ≤ p < 1 konstans, amelyre tetszőles x ∈ K esetén: ha x ⪯ α · y, akkor

T (x)⪯ α
p ·T (y).

3.3.7. Megjegyzés. Nem szükséges feltenni, hogy T pozitív operátor (és így K T -képe is K-ban
van), habár amint már láttuk, a feltevés miatt a T leképezés K bármely olyan összefüggőségi
komponensét, amely a (ii) tulajdonságban szereplő x-et tartalmazza, önmagába képzi.

3.3.8. Megjegyzés. A (ii) feltétel automatikusan teljesül például akkor, ha T egy e egységelemet
egy e′ egységelembe képez.

3.3.9. Megjegyzés. A p = 1 különösen fontos eset, és ekkor általánosan extra feltételekre van
szükség, hogy teljesüljön a Tétel. Ez rendkívül lényeges K-t önmagába képző lineáris operáto-
rok esetében.

3.3.10. Példa. Legyen X :=C[0,1] az egységintervallumon értelmezett folytonos, valós értékű
függvények tere, és definiáljuk a T leképezést a következő módon:

(T ( f ))(x) :=
∫ 1

0
k(x,y, | f (y)|)dy (0 ≤ x ≤ 1),

ahol k : [0,1]2× [0,∞)→R olyan háromváltozós, valósértékű, folytonos függvény, amely három
tulajdonságot teljesít:

(i) bármely 0 ≤ z1 ≤ z2 és x,y ∈ [0,1] esetén k(x,y,z1)≤ k(x,y,z2),
(ii) létezik olyan 0 ≤ p < 1 konstans, amire k(x,y,α · z)≤ α

p · k(x,y,z),

(iii) minden x ∈ [0,1] esetén
∫ 1

0
k(x,y,1)dy > 0.

Ezen k függvény megválasztható például a következő alakban:

k(x,y,z) :=
n

∑
r=1

kr(x,y) · zpr ,

ahol kr(x,y) folytonos, kétváltozós, nemnegatív függvény és 0 ≤ pr < 1 (r = 1, . . . ,n). Ekkor
(i) és (ii) miatt T teljesíti az (i)’ tulajdonságot, valamint (iii) biztosítja, hogy az 1C[0,1] (konstans
1 függvény) összefügg annak T -képével. Így a 3.3.2. Tétel alkalmazható ezen T operátorra, és
ezért egyértelműen létezik olyan mindenütt pozitív függvény, amely T fixpontja.

3.3.11. Példa. Legyen ismét X := C[0,1], és T jelölje ugyanazt a leképezést, mint az előző
Példában. Egy tetszőlegesen választott p pozitív szám mellett vezessük be a következőt:

(Tq( f ))(x) := [(T ( f ))(x)]
1
q , ahol (q > p).

Ezen Tq teljesíti (i)’-t és (ii)-t, ezért létezik olyan uq mindenütt pozitív függvény, amelyre
Tq(uq) = uq, vagyis:

(T (uq))(x) = [uq(x)]q, ahol x ∈ [0,1], ∀q > p.
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4. Hatás operátorok Hilbert-térben

A hatás operátorok halmaza komplex Hilbert-térben injektíven hozzárendelhető egy-egy olyan
leképezéshez, amely az egydimenziós projekciókhoz a [0,1] valós intervallum valamely elemét
rendeli. Most [4] eredeményei alapján fogjuk ezen injektív leképezés tulajdonságait megvizs-
gálni.

4.1. Az erőfüggvény

4.1.1. Definíció. Legyen H valós vagy komplex Hilbert-tér, és x ∈ H tetszőleges egységvektor.
Ekkor jelölje Px az x által kifeszített altérre való ortogonális projekciót, azaz

Pxy := ⟨y,x⟩ · x, ∀y ∈ H.

4.1.2. Definíció. Legyen H Hilbert-tér, és jelölje E(H) a tér identitás leképezéssel dominált
pozitív operátorainak halmazát, másszóval:

E(H) := {A |A pozitív operátor, A ⪯ I}= {A |A pozitív operátor, ∥A∥ ≤ 1}.

Ekkor E(H) elemeit H hatás operátorainak nevezzük.

4.1.3. Megjegyzés. Minden pozitív operátor, így az E(H) elemei is önadjungált operátorok.

4.1.4. Definíció. Legyen E ∈ E(H) hatás operátor, valamint x ∈ H, ∥x∥= 1 egységvektor, és Px
a hozzá tartozó projektor. Ekkor jelölje:

λ (E,Px) := sup{λ ∈ R |λ ·Px ⪯ E}.

4.1.5. Megjegyzés. Nyilvánvaló, hogy 0 ≤ λ (E,Px)≤ 1.

4.1.6. Definíció. A ΦE(·) := λ (E, ·) leképezést erőfüggvénynek nevezzük.

4.1.7. Lemma. Legyen E ∈ E(H), valamint x ∈ H egységvektor. Ekkor a hozzájuk tartozó
λ (E,Px) érték valójában maximum, azaz:

λ (E,Px) = max{λ ∈ R |λ ·Px ⪯ E}.

Bizonyítás. A definíció alapján tudjuk, hogy λ (E,Px) ·Px ⪯ E, és adható olyan (λn)n∈N sorozat,
amelyre ∀n ∈ N : λn ·Px ⪯ E, valamint λn → λ (E,Px), ha n → ∞. Ekkor bármely y ∈ H esetén

λn · |⟨x,y⟩|2 = λn · ⟨x,y⟩ · ⟨x,y⟩= λn · ⟨⟨y,x⟩ · x,y⟩= ⟨λn ·Pxy,y⟩ ≤ ⟨Ey,y⟩, ∀n ∈ N.

Ennek határértékét véve λ (E,Px) · |⟨x,y⟩|2 ≤ ⟨Ey,y⟩ is fennáll tetszőleges y ∈ H esetén, ezért a
λ (E,Px) értékkel is teljesül a λ (E,Px) ·Px ⪯ E egyenlőtlenség.

4.1.8. Lemma. Bármely E ∈ E(H) és x ∈ H, ∥x∥ = 1 esetén adható olyan y ∈ H, ∥y∥ = 1 és
λ ∈ R konstans, amelyekre λ ·Py ⪯ E és λ · ⟨Pyx,x⟩= ⟨Ex,x⟩.
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Bizonyítás. Ha ⟨Ex,x⟩ = 0, akkor a λ = 0 választással teljesül az azonosság, ezért feltehető,
hogy ⟨Ex,x⟩ ̸= 0. Legyen y := Ex

∥Ex∥ , és λ := ∥Ex∥2

⟨Ex,x⟩ . Ekkor:

Pyx = ⟨x,y⟩ · y = ⟨Ex,x⟩
∥Ex∥2 ·Ex =

1
λ
·Ex.

Ebből átrendezés után megkaphatjuk, hogy λ · ⟨Pyx,x⟩= ⟨Ex,x⟩ szintén teljesül. Tudjuk azt is,
hogy a B(x,y) := ⟨Ex,y⟩ egy pozitív szemidefinit, konjugáltan bilinieáris forma, ezért alkalmaz-
ható rá a Cauchy–Bunyakovszkij–Schwarz-egyenlőtlenség következő alakja:

|⟨Ex,y⟩|2 ≤ ⟨Ex,x⟩ · ⟨Ey,y⟩, ∀x ∈ H.

Ezt felhasználva bármely z ∈ H esetén teljesül, hogy:

λ · ⟨Pyz,z⟩= λ · ⟨⟨z,y⟩ · y,z⟩= λ · ⟨z,y⟩ · ⟨z,y⟩= λ · |⟨z,y⟩|2 = λ

∥Ex∥2 · |⟨z,Ex⟩|2 =

=
λ

∥Ex∥2 · |⟨Ez,x⟩|2 = 1
⟨Ex,x⟩

· |⟨Ez,x⟩|2 ≤ 1
⟨Ex,x⟩

· ⟨Ex,x⟩ · ⟨Ez,z⟩= ⟨Ez,z⟩.

Vagyis λ ·Py ⪯ E.

4.1.9. Tétel. Legyenek E,F ∈ E(H). Ekkor a következő két állítás ekvivalens:

(i) λ (E,Px)≤ λ (F,Px) minden x ∈ H egységvektorra,
(ii) E ⪯ F.

Bizonyítás. Először tegyük fel, hogy (i) teljesül. Legyen x ∈ H egy egységvektor, és válasszuk
meg az y ∈ H elemet, illetve a λ ∈R számot úgy, hogy azok teljesítsék a 4.1.8. Lemmát. Ekkor:

λ ≤ λ (E,Py)≤ λ (F,Py).

Ebből persze az is következik, hogy

λ ·Py ⪯ λ (E,Py) ·Py ⪯ λ (F,Py) ·Py ⪯ F .

Emiatt pedig:
⟨Ex,x⟩= λ · ⟨Pyx,x⟩ ≤ ⟨Fx,x⟩,

vagyis E ⪯ F .

Most tegyük fel, hogy E ⪯ F . Legyen x ∈ H tetszőleges. Ekkor ha valamely λ ∈R számra
λ ·Px ⪯ E, akkor λ ·Px ⪯ E ⪯ F . Így az ilyen λ számok maximumára is teljesül ugyanez, ami
azt jelenti, hogy λ (E,Px) ·Px ⪯ F , ezért λ (E,Px)≤ λ (F,Px).

4.1.10. Következmény. Legyenek E,F ∈ E(H), valamint tegyük fel, hogy λ (E,Px) = λ (F,Px)
minden x ∈ H egységvektor esetén. Ekkor E = F .

Bizonyítás. Alkalmazzuk a 4.1.9. Tételt kétszer. Egyrészt tudjuk, hogy λ (E,Px) ≤ λ (F,Px)
minden x ∈ H egységvektor esetén, ezért E ⪯ F . Hasonlóan λ (F,Px)≤ λ (E,Px) is teljesül min-
den x ∈ H egységvektorra, így F ⪯ E. Végül pedig E ⪯ F , valamint F ⪯ E együtt azt jelenti,
hogy E = F .
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Ebből látszik, hogy a Φ : E 7→ ΦE operátor különböző hatás leképezésekhez nem rendelhet
azonos erőfüggvényt, azaz injektív.

4.1.11. Következmény. Bármely E ∈ E(H) esetén E = sup{min{Px,E}|x ∈ H,∥x∥= 1}.

Bizonyítás. Könnyen látszik, hogy min{Px,E}= λ (E,Px) ·Px. Tudjuk továbbá azt is, hogy bár-
mely Px esetén min{Px,E}⪯ E. Tegyük fel, hogy egy F ∈ E(H)-ra min{Px,E}⪯ F az összes Px
mellett (azaz sup{min{Px,E}|x ∈ H,∥x∥= 1} ⪯ F szintén teljesül). Ekkor λ (E,Px)≤ λ (F,Px)
is fennáll minden x ∈ H egységvektorra, vagyis alkalmazható a 4.1.9. Tétel, amely szerint
E ⪯ F . Ebből láthatjuk, hogy E nem lehet "nagyobb" a fenti kifejezésnél, "kisebbnek" pedig
nyilván nem választhatjuk.

4.2. Az erőfüggvény tulajdonságai

4.2.1. Definíció. Legyen W ∈ E(H) egy olyan hatás leképezés, hogy minden E ∈ E(H) esetén,
ha E ⪯W teljesül, akkor E = λ ·W, valamely λ ∈ [0,1] számmal. Ekkor W-t gyenge atomnak
nevezzük. Jelölje a továbbiakban W (H) a gyenge atomok halmazát.

4.2.2. Lemma. Egy W ∈ E(H) leképezés pontosan akkor gyenge atom, ha W = λ ·Px valamely
λ ∈ [0,1] és x ∈ H esetén (vagyis a gyenge atomok és a projekciók megfelelő skalárszorosai
bijektíven megfeleltethetők egymásnak).

Bizonyítás. Legyen W := λ ·Px valamely λ ∈ [0,1] és x ∈ H esetén, valamint E ∈ E(H) olyan,
amelyre E ⪯ λ ·Px =W . Ekkor Ker(Px)⊆ Ker(E), ezért:

Im(E) = Ker(E)⊥ ⊆ Ker(Px)
⊥ = Im(Px).

Így E = λ1 · Px, valamely λ1 ≤ λ esetén. Vagyis a λ̃ := λ1
λ

választással E = λ̃ · λ · Px, és
λ̃ ∈ [0,1], ezért λ ·Px egy gyenge atom.

Most legyen W ̸= 0 egy gyenge atom. Ekkor a 4.1.11. Következmény szerint létezik olyan
λ > 0 és Px, amelyekre λ ·Px ⪯ W . Így pedig a gyenge atom definíciója miatt adható olyan
λ1 szám is, amellyel már λ ·Px = λ1 ·W is teljesül. Mivel ∥Px∥ = 1, ezért |λ | = |λ1| · ∥W∥.
Tudjuk továbbá, hogy W ∈ E(H), így ∥W∥ ≤ 1. Vagyis ez azt jelenti, hogy λ

λ1
∈ [0,1], valamint

W = λ

λ1
·Px.

4.2.3. Következmény. Bármely E ∈ E(H) esetén E = sup{W ∈W (H) |W ⪯ E}.

Bizonyítás. A 4.1.11. Következmény miatt E = sup{min{Px,E}|x ∈ H,∥x∥ = 1} alakban is
megadható. A 4.2.2. Lemma szerint, a λ := 1 választással minden Px megegyezik egy-egy gyen-
ge atommal, ezzel a projekciókat megfeleltethetjük egy W̃ ⊆ W (H) részhalmaznak a gyenge
atomokon belül. Másrészt bármely W /∈ W̃ gyenge atomhoz tartozik egy λ ∈ [0,1) szám, vala-
mint egy W ′ ∈ W̃ gyenge atom, hogy W = λ ·W ′, és így W ⪯W ′. Azaz

E = sup{min{Px,E}|x ∈ H,∥x∥= 1}= sup{min{W,E}|W ∈ W̃}=
= sup{min{W,E}|W ∈W (H)}= sup{W ∈W (H) |W ⪯ E}.
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Már láttuk, hogy az Φ : E 7→ λ (E, ·) egy injektív leképezés, és így λ (E,Px) második vál-
tozóban injektív. Most azt is megmutatjuk, hogy első változójában is az, vagyis a Px 7→ λ (·,Px)
szintén injektív.

4.2.4. Lemma. Tegyük fel, hogy valamely x,y ∈ H egységvektorokra λ (E,Px) = λ (E,Py) bár-
mely E ∈ E(H) esetén. Ekkor Px = Py.

Bizonyítás. Tudjuk, hogy Px,Py ∈ E(H), valamint λ (Px,Px) = 1, így az E = Py választással
λ (Py,Px) = 1. Ez viszont pont azt jelenti, hogy Px ⪯ Py. Mivel ugyanez Px és Py szerepcseréjével
is felírható, ezért Py ⪯ Px is teljesül. Vagyis Px = Py.

Jelölje P(H) a H Hilbert-tér ortogonoális projekcióinak halmazát. Ekkor P(H) megegyezik
E(H) extremális pontjainak halmazával (ld. [5]). A következőkben látni fogjuk azt is, hogy
λ (·,Px) egy P(H)-n értelmezett karakterisztikus függvény.

4.2.5. Lemma. E ∈ P(H) akkor, és csak akkor, ha λ (E,Px) ∈ {0,1} bármely Px esetén.

Bizonyítás. Legyen E ∈ P(H) fix projektor, és Px tetszőleges. Ha λ (E,Px) = 0 teljesül, akkor
készen vagyunk; így feltehető, hogy λ (E,Px) ̸= 0. Ekkor λ ·Px ⪯ E valamely λ ∈ (0,1] esetén.
Vagyis Ker(E) ⊆ Ker(Px), és ezért Im(Px) ⊆ Im(E). Ez pedig azt jelenti, hogy Px ⪯ E, azaz
λ (E,Px) = 1.

Most tegyük fel, hogy λ (E,Px)∈ {0,1} minden Px-re. Ekkor min{E,Px} ∈ {0,Px} bármely
Px esetén. A 4.1.11. Következmény miatt:

E = sup{min{Px,E}|x ∈ H,∥x∥= 1}= sup{Px | min{E,Px}= Px}.

Tudjuk azonban, hogy projektorok szuprémuma létezik, és az szintén egy projektor.

4.2.6. Lemma. Legyen P ∈ P(H) egy projektor. Ekkor λ (P,Px) = 1 akkor, és csak akkor, ha
x ∈ Im(P).

Bizonyítás. Ha λ (P,Px) = 1, akkor Px ⪯ P, ami pontosan azt jelenti, hogy Im(Px) ⊆ Im(P).
Tudjuk továbbá azt is, hogy Pxx = x, ezért x ∈ Im(Px)⊆ Im(P), vagyis P képtere is tartalmazza
x-et.

Legyen most x ∈ Im(P). Ekkor Pxx = x ∈ Im(Px) miatt mindkét projekció képtere tartal-
mazza x-et. Vegyünk egy tetszőleges z ∈ Im(Px) elemet. Ehhez adható olyan y ∈ H vektor,
amelyre z = Pxy = λ · x valamely λ számmal. Mivel x ∈ Im(P) és Im(P) altere H-nak, ezért
P képtere az x vektor λ -szorosát, azaz z-t is tartalmazza, így Im(Px) ⊆ Im(P). Ez utóbbi azzal
ekvivalens, hogy Px ⪯ P, amiből azonnal következik, hogy λ (P,Px)≥ 1. A 4.2.5. Lemma szerint
λ (P,Px) ∈ {0,1}, ezért csak λ (P,Px) = 1 lehetséges.

A következőkben látni fogjuk, hogy λ első változóban homogén, konkáv, és szuperadditív.

4.2.7. Tétel. Legyenek E,F ∈ E(H), α ∈ [0,1], és Px ∈ P(H). Ekkor:

(i) λ (α ·E,Px) = α ·λ (E,Px),
(ii) λ (α ·E +(1−α) ·F,Px)≥ α ·λ (E,Px)+(1−α) ·λ (F,Px),

(iii) ha E +F ∈ E(H), akkor λ (E +F,Px)≥ λ (E,Px)+λ (F,Px).
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Bizonyítás. (i): Ha α = 0, akkor λ (α ·E,Px) = 0 = α ·λ (E,Px), így készen vagyunk. Vagyis
feltehető, hogy α ̸= 0. Ekkor:

α ·λ (E,Px) = α · sup{λ ∈ R |λ ·Px ⪯ E}= sup{α ·λ ∈ R |λ ·Px ⪯ E}=

= sup
{

λ
′ ∈ R

∣∣∣∣ λ ′

α
·Px ⪯ E

}
= sup{λ

′ ∈ R |λ ′ ·Px ⪯ α ·E}= λ (α ·E,Px).

(ii): Tudjuk, hogy λ (E,Px) ·Px ⪯ E és λ (F,Px) ·Px ⪯ F . Ezt felhasználva:

(α ·λ (E,Px)+(1−α) ·λ (F,Px)) ·Px ⪯ α ·E +(1−α) ·F .

Így λ definíciója szeint:

λ (α ·E +(1−α) ·F,Px)≥ α ·λ (E,Px)+(1−α) ·λ (F,Px).

(iii): Használjuk fel ismét a λ (E,Px) ·Px ⪯ E és λ (F,Px) ·Px ⪯ F egyenlőtlenségeket:

(λ (E,Px)+λ (F,Px)) ·Px ⪯ E +F .

A (ii) tulajdonsághoz hasonlóan itt is a λ definíciója miatt teljesül az állítás.

Általánosan nem igaz, hogy λ első változóban additív, erre mutat rá a következő példa.

4.2.8. Példa. Legyenek P,Q ∈ P(H), amelyekre P ⊥ Q. Tegyük fel, hogy x ∈ Im(P+Q), de
x /∈ Im(P), és x /∈ Im(Q). A 4.2.5. Lemmát és a 4.2.6. Lemmát együtt alkalmazva:

λ (P+Q,Px) = 1 ̸= 0 = λ (P,Px)+λ (Q,Px).

Ugyanezen példa arra is alkalmas, hogy megmutassuk, hogy λ első változójában nem lineáris.
A 4.2.7. Tétel (i) állítása szerint:

λ

(
1
2
·P+

1
2
·Q,Px

)
=

1
2
·λ (P+Q,Px),

viszont az előző részből látszik, hogy:

λ

(
1
2
·P+

1
2
·Q,Px

)
=

1
2
·λ (P+Q,Px) ̸=

1
2
·λ (P,Px)+

1
2
·λ (Q,Px).

4.2.9. Definíció. Legyen E ∈ E(H). Ekkor jelölje Λ(E) a ΦE leképezés értékkészletét, azaz:

Λ(E) := {λ (E,Px) |x ∈ H,∥x∥= 1}.

Érdekes összefüggések figyelhetők meg egy E hatás leképezés spektruma, valamint Λ(E)
között. Erre a következő Lemma is rámutat.
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4.2.10. Lemma. Λ(E) tartalmazza E sajátértékeit, azaz σp(E)⊆ Λ(E).

Bizonyítás. Legyen λ ∈ σp(E) tetszőleges sajátérték. Ekkor létezik olyan x ∈ H egységvektor,
amelyre Ex = λ · x. Jelölje Px szokás szerint az x-hez tartozó ortogonális projekciót. Ekkor
tetszőleges y ∈ H vektorra Pxy = α · x, valamely α konstanssal, ezért

PxEPxy = PxE(α · x) = Px(α ·Ex) = Px(α ·λ · x) = λ ·Px(α · x) = λ ·PxPxy = λ ·Pxy =
= λ ·α · x = α ·λ · x = α ·Ex = E(α · x) = EPxy,

vagyis PxEPx = λ ·Px = EPx. Továbbá (PxEPx)
∗ = P∗

x E∗P∗
x = PxEPx, azaz PxEPx önadjungált,

így az előbbi azonosságot felhasználva

PxEPx = (PxEPx)
∗ = (EPx)

∗ = P∗
x E∗ = PxE.

Tehát az eddigieket összefoglalva EPx = λ ·Px = PxE.

Mivel E és Px kommutál egymással, ezért E
1
2 és Px is, továbbá az 1.1.12. Következmény

szerint E
1
2 Px pozitív operátor. Ezt alkalmazva:(

E
1
2 Px

)2
= E

1
2 PxE

1
2 Px = E

1
2 E

1
2 PxPx = EPx = λ ·Px =

(√
λ ·Px

)2
,

így a négyzetgyök egyértelműsége miatt E
1
2 Px =

√
λ ·Px.

Most tekintsük a B := E
1
2 −

√
λ ·Px önadjungált operátort. B2 pozitív operátor, hiszen

∀y ∈ H :
〈
B2y,y

〉
= ⟨By,By⟩= ∥By∥2 ≥ 0,

valamint az eddigiek alapján B2 a következő alakba írható át:

B2 =
(

E
1
2 −

√
λ ·Px

)2
= E −

√
λ ·E

1
2 Px −

√
λ ·PxE

1
2 +λ ·Px = E −2 ·

√
λ ·E

1
2 Px +λ ·Px =

= E −2 ·
√

λ ·
√

λ ·Px +λ ·Px = E −λ ·Px.

Így 0 ⪯ E −λ ·Px, illetve átrendezve λ ·Px ⪯ E.

Tegyük fel, hogy valamely λ ′ számmal λ ′ ·Px ⪯ E szintén fennáll. Ilyenkor:

λ
′ = λ

′ · ∥x∥2 = ⟨λ ′ · x,x⟩= ⟨λ ′ ·Pxx,x⟩ ≤ ⟨Ex,x⟩= ⟨λ · x,x⟩= λ · ∥x∥2 = λ .

Vagyis λ a legnagyobb olyan szám, amelyre λ ·Px ⪯E, azaz λ = λ (E,Px), és így λ ∈Λ(E).

4.2.11. Következmény. Legyen E ∈ E(H), x ∈ H olyan egységvektor, amely sajátvektora E-
nek (azaz Ex = λ · x), és Px ∈ P(H) az x-hez tartozó projektor. Ekkor λ = λ (E,Px) = ⟨Ex,x⟩.

Bizonyítás. A 4.2.10. Lemma bizonyítása alapján egyértelmű.

Ennél többet is el tudunk majd mondani σ(E) és Λ(E) kapcsolatáról. Ehhez azonban elő-
ször meg kell határoznunk az erőfüggvény explicit alakját.
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4.3. Az erőfüggvény explicit alakja

4.3.1. Lemma. Legyen A ∈ B(H) pozitív operátor. Ekkor KerA = KerA
1
2 .

Bizonyítás. Először tegyük fel, hogy x∈KerA
1
2 . Ez azt jelenti, hogy A

1
2 x= 0H . Ha ennek mind-

két oldalára alkalmazzuk az A
1
2 operátort, akkor azt kapjuk, hogy

Ax = A
1
2

(
A

1
2 x
)
= 0H ,

vagyis x ∈ KerA, ezért KerA
1
2 ⊆ KerA.

Most legyen x ∈ KerA, azaz Ax = 0H . Ekkor A
1
2 önadjungáltsága miatt

0 = ⟨Ax,x⟩= ⟨A
1
2 x,A

1
2 x⟩= ∥A

1
2 x∥2,

ami csak akkor lehetséges, ha A
1
2 x = 0H . Így megkaptuk, hogy x ∈KerA

1
2 , tehát KerA⊆KerA

1
2 .

Immár készen állunk arra, hogy kimondjuk és bizonyítsuk a fejezet legjelentősebb ered-
ményét. A következő Tétel segítségével végre explicit alakban is megadhatjuk az erőfüggvényt,
amely hatalmas segítséget fog nyújtani Λ(E) vizsgálatánál.

4.3.2. Tétel. Legyen E ∈ E(H) hatás operátor, x ∈ H egységvektor, valamint Px a hozzá tartozó
projekció. Ekkor a következők ekvivalensek:

(i) λ (E,Px)> 0,

(ii) létezik olyan m > 0 konstans, hogy bármely y ∈ H esetén |⟨y,x⟩|2 ≤ m · ⟨Ey,y⟩,

(iii) x ∈ ImE
1
2 .

Továbbá (i)-(iii) fennállása esetén egyértelműen létezik olyan z∈ (KerE)⊥ = (KerE
1
2 )⊥, amely-

re E
1
2 z = x; és ekkor az

mx := inf{m > 0 |m-re teljesül (ii)}= min{m > 0 |m-re teljesül (ii)}

számmal λ (E,Px) explicit alakja a következőként adható meg:

λ (E,Px) =
1

∥z∥2 =
1

mx
.

Bizonyítás. (i)⇒(ii): Legyen λ (E,Px)> 0. Ekkor λ (E,Px) ·Px ⪯ E miatt bármely y ∈ H esetén:

⟨λ (E,Px) ·Pxy,y⟩ ≤ ⟨Ey,y⟩.

Osszuk le mindkét oldalt a λ (E,Px)> 0 számmal:

⟨Pxy,y⟩ ≤ 1
λ (E,Px)

· ⟨Ey,y⟩.

Ekkor az egyenlőtlenség bal oldala átalakítható a következőképp:

⟨Pxy,y⟩= ⟨⟨y,x⟩ · x,y⟩= ⟨y,x⟩ · ⟨x,y⟩= ⟨y,x⟩ · ⟨y,x⟩= |⟨y,x⟩|2.
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Így behelyettesítés után azt kaphatjuk, hogy:

|⟨y,x⟩|2 ≤ 1
λ (E,Px)

· ⟨Ey,y⟩,

vagyis az m := 1
λ (E,Px)

> 0 választással (ii) teljesül.

(ii)⇒(i): Tegyük fel, hogy az m > 0 konstans mellett:

|⟨y,x⟩|2 ≤ m · ⟨Ey,y⟩, ∀y ∈ H.

A bal oldalba helyettesítsük be az előző lépésben levezetett azonosságot:

⟨Pxy,y⟩ ≤ m · ⟨Ey,y⟩, ∀y ∈ H,

majd osszzuk le mindkét oldalt m-mel:〈
1
m
·Pxy,y

〉
≤ ⟨Ey,y⟩, ∀y ∈ H.

Ez utóbbi pontosan azt jelenti, hogy 1
m ·Px ⪯ E. Mivel m pozitív, ezért

0 <
1
m

≤ λ (E,Px).

Ezzel tehát beláttuk, hogy (i) és (ii) ekvivalens. A következőkben bizonyítjuk, hogy (i) és
(iii) szintén egyenértékűek.

(i)⇒(iii): Ha λ (E,Px)> 0, akkor már tudjuk, hogy (ii) is teljesül, ezért adható olyan m > 0
szám, amelyre:

⟨Pxy,y⟩= |⟨y,x⟩|2 ≤ m · ⟨Ey,y⟩= m ·
〈

E
1
2 y,E

1
2 y
〉
= m ·

∥∥∥E
1
2 x
∥∥∥2

, ∀y ∈ H.

Vezessük be azt a Φ0 : ImE
1
2 → C leképezést, amelyre:

Φ0

(
E

1
2 y
)

:= ⟨y,x⟩, ∀y ∈ H.

Tegyük fel, hogy valamely y1,y2 ∈ H vektorokra E
1
2 y1 = E

1
2 y2 ∈ ImE

1
2 . Ekkor az előbbi egyen-

lőtlenséget az y1 − y2 vektorra alkalmazva:

|⟨y1,x⟩−⟨y2,x⟩|2 = |⟨y1 − y2,x⟩|2 ≤ m ·
∥∥∥E

1
2 (y1 − y2)

∥∥∥2
= m ·

∥∥∥E
1
2 y1 −E

1
2 y2

∥∥∥2
= 0,

ezért Φ0(E
1
2 y1) = ⟨y1,x⟩ = ⟨y2,x⟩ = Φ0(E

1
2 y2), azaz Φ0 jóldefiniált. Most megmutatjuk azt

is, hogy Φ0 egy folytonos lineáris funkcionál. Vegyünk tetszőleges α ∈ C számot, valamint
u1,u2 ∈ ImE

1
2 elemeket, ahol, u1 := E

1
2 y1,u2 := E

1
2 y2, valamely y1,y2 ∈ H vektorokkal. Ekkor

a következőket vezethetjük le:

(a) Φ0(α ·u1) = Φ0

(
α ·E

1
2 y1

)
= Φ0

(
E

1
2 (α · y1)

)
= ⟨α · y1,x⟩= α · ⟨y1,x⟩= α ·Φ0(u1),

(b) Φ0(u1 +u2) = Φ0

(
E

1
2 y1 +E

1
2 y2

)
= Φ0

(
E

1
2 (y1 + y2)

)
= ⟨y1 + y2,x⟩= ⟨y1,x⟩+ ⟨y2,x⟩=

= Φ0(u1)+Φ0(u2),

(c) |Φ0(u1)|2 = |⟨y1,x⟩|2 ≤ m ·
∥∥∥E

1
2 y1

∥∥∥2
= m · ∥u1∥2.
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(a) és (b) miatt Φ0 lineáris, valamint (c)-ből következik, hogy Φ0 folytonos (hiszen korlátos) és
∥Φ0∥2 ≤ m. Sőt a definíció szerint mx a legkisebb olyan konstans, amelyre még fennáll a (c)
azonosság, így ∥Φ0∥2 = mx. Ekkor pedig Φ0 kiterjeszthető ImE

1
2 lezártjára, azaz egyértelműen

létezik olyan Φ folytonos lineáris funkcionál, amelyre:
Φ : ImE

1
2 → C,

Φ|
ImE

1
2
= Φ0,

∥Φ∥= ∥Φ0∥=
√

mx.

Tudjuk továbbá a 4.3.1. Lemmából, hogy

ImE
1
2 =

(
KerE

1
2

)⊥
= (KerE)⊥,

azaz Φ valójában (KerE)⊥-n van értelmezve, amely maga is Hilbert-tér a H-beli skaláris szor-
zással, így alkalmazható benne a Riesz-reprezentációs tétel. Vagyis egyértelműen létezik olyan
z ∈ (KerE)⊥ Riesz-reprezentáns, amelyre:{

Φ(u) = ⟨u,z⟩, ∀u ∈ (KerE)⊥ (ahol u = E
1
2 y, y ∈ H),

∥z∥= ∥Φ∥=
√

mx.

Ekkor, ha y ∈ H tetszőleges vektor, akkor

⟨y,x⟩= Φ0

(
E

1
2 y
)
= Φ

(
E

1
2 y
)
=
〈

E
1
2 y,z

〉
=
〈

y,E
1
2 z
〉

,

ezért x = E
1
2 z, és így x ∈ ImE

1
2 . Azaz (i)-ből következik, hogy (iii) is teljesül. Sőt még valamit

állapíthatunk meg a fentiek alapján. Mivel c := mx volt a legkisebb olyan pozitív konstans,
amelyre teljesült a

⟨Pxy,y⟩ ≤ c · ⟨Ey,y⟩, ∀y ∈ H,

ezért c′ := 1
mx

a lehető legnagyobb olyan konstans, amellyel még fennáll a

c′ · ⟨Pxy,y⟩ ≤ ⟨Ey,y⟩, ∀y ∈ H.

Ez természetesen azzal ekvivalens, hogy c′ a lehető legnagyobb olyan szám, amelyre c′ ·Px ⪯ E.
Így definíció szerint, (i) mellett teljesül, hogy

λ (E,Px) =
1

mx
=

1
∥z∥2 .

(iii)⇒(i): Végül legyen x∈ ImE
1
2 , x :=E

1
2 z, ahol ∥z∥ ≠ 0. Ekkor a Cauchy–Bunyakovszkij–

Schwarz-egyenlőtlenség felhasználásával bármely y ∈ H vektorra felírható a következő:

|⟨y,x⟩|2 =
∣∣∣〈y,E

1
2 z
〉∣∣∣2 = ∣∣∣〈E

1
2 y,z

〉∣∣∣2 ≤ ∥∥∥E
1
2 y
∥∥∥2

· ∥z∥2 =
〈

E
1
2 y,E

1
2 y
〉
· ∥z∥2 = ⟨Ey,y⟩ · ∥z∥2.

Vagyis az m := ∥z∥2 > 0 választással teljesül (ii), amelyből már beláttuk, hogy következik (i)
is.
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4.3.3. Következmény. Legyen E ∈ E(H) és Px ∈ P(H). Ekkor λ (E,Px)≤ ⟨x,Ex⟩.

Bizonyítás. Ha λ (E,Px) = 0, akkor E pozitivitása miatt:

λ (E,Px) = 0 ≤ ⟨Ex,x⟩= ⟨x,Ex⟩.

Feltehető tehát, hogy λ (E,Px) > 0. Ekkor a 4.3.2. Tétel szerint létezik olyan z ∈ (KerE)⊥,
amelyre E

1
2 z = x, és amellyel λ (E,Px) =

1
∥z∥2 explicit alakban adható meg. Így a Cauchy–

Bunyakovszkij–Schwarz-egyenlőtlenséget felhasználva:

1 = ∥x∥4 = ⟨x,x⟩2 =
〈

E
1
2 z,x

〉2
=
〈

z,E
1
2 x
〉2

≤ ∥z∥2 ·
∥∥∥E

1
2 x
∥∥∥2

=
1

λ (E,Px)
·
〈

E
1
2 x,E

1
2 x
〉
=

=
1

λ (E,Px)
· ⟨x,Ex⟩.

Ha ezt λ (E,Px)-szel felszorozzuk, akkor már adódik a kérdéses egyenlőtlenség.

Most már bizonyítani tudjuk a 4.2.11. Következmény megfordítását is.

4.3.4. Következmény. Legyen E ∈ E(H) és Px ∈ P(H). Ekkor a λ (E,Px) = ⟨Ex,x⟩ pontosan
akkor áll fenn, ha x sajátvektora E-nek a λ (E,Px) sajátértékkel, azaz Ex = λ (E,Px) · x.

Bizonyítás. (⇐): A 4.2.11. Következmény állítása erősebb ennél, így nyilvánvalóan teljesül.

(⇒): Tegyük fel, hogy λ (E,Px) = ⟨Ex,x⟩. Ha x /∈ ImE
1
2 , akkor a 4.3.2. Tétel miatt csakis

0 = λ (E,Px) = ⟨x,Ex⟩ lehetséges, ezért Ex = 0H , és így az azonosság mindkét oldala 0H-val
egyezik meg. Legyen most x∈ ImE

1
2 . A 4.3.2. Tétel ez esetben teljesül, így egyértelműen létezik

olyan z ∈ (KerE)⊥, amelyre E
1
2 z = x, továbbá

1
∥z∥2 = λ (E,Px) = ⟨Ex,x⟩=

〈
E
(

E
1
2 z
)
,E

1
2 z
〉
= ⟨Ez,Ez⟩= ∥Ez∥2.

Ha mindkét oldalból négyzetgyököt vonunk, majd felszorozzuk az azonosságot ∥z∥-val, akkor
a következő adódik:

1 = ∥z∥ · ∥Ez∥.

A Cauchy-Bunyakovszkij–Schwarz-egyenlőtlenséget erre alkalmazva azt kaphatjuk, hogy

1 = ∥z∥ · ∥Ez∥ ≥ |⟨z,Ez⟩|=
∣∣∣〈E

1
2 z,E

1
2 z
〉∣∣∣= ∥∥∥E

1
2 z
∥∥∥2

= ∥x∥2 = 1.

Viszont ∥z∥·∥Ez∥= |⟨z,Ez⟩| csak akkor teljesülhet, ha létezik olyan λ szám, amellyel Ez= λ ·z.
Mivel z = E− 1

2 x, ezért

E
1
2 x = E

(
E− 1

2 x
)
= Ez = λ · z = λ ·E− 1

2 x.

Ha mindkét oldalra alkalmazzuk az E
1
2 operátort, akkor azt kapjuk, hogy Ex = λ · x, vagyis x

sajátvektora E-nek a λ sajátértékkel. Ekkor a 4.2.11. Következmény szerint λ = λ (E,Px), ezért
Ex = λ (E,Px) · x.
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Az eddigiek segítségével a következő Tételt mondhatjuk ki a σ(E) és Λ(E) között fennálló
kapcsolatról.

4.3.5. Tétel. Legyen [a,b] a σ(E) konvex burka, ahol a = min{λ |λ ∈ σ(E)}= 1−∥I−E∥, és
b = max{λ |λ ∈ σ(E)}. Ekkor

(i) ha a > 0, akkor: a ∈ Λ(E) ⇐⇒ a ∈ σp(E),
(ii) b ∈ Λ(E) ⇐⇒ b ∈ σp(E).

Bizonyítás. (i): Ha a > 0, akkor létezik az E−1 ∈ B(H)+ pozitív, invertálható operátor, ezért
alkalmazható a 2.1.2. Állítás, amely szerint a = 1

∥E−1∥ .

(⇐): a ∈ σp(E) esetén a 4.2.10. Lemma kimondja, hogy a ∈ Λ(E).

(⇒): Legyen a ∈ Λ(E). Ekkor definíció szerint létezik olyan x ∈ H egységvektor, amellyel
0 < a = λ (E,Px). Így a 4.3.2. Tétel teljesül E-re, amely kimondja, hogy egyértelműen létezik
azon z := E− 1

2 x, z ∈ H vektor, amellyel λ (E,Px) explicit alakja a következőként adható meg:

a = λ (E,Px) =
1

∥z∥2 =
1∥∥∥E− 1
2 x
∥∥∥2 =

1〈
E− 1

2 x,E− 1
2 x
〉 =

1
⟨E−1x,x⟩

.

Ennek reciprokát véve azt kapjuk, hogy∥∥E−1∥∥=
1
a
=
〈
E−1x,x

〉
.

Mivel
∥∥E−1

∥∥ · I ⪰ E−1, ezért
∥∥E−1

∥∥ · I −E−1 ⪰ 0. Jelölje A :=
∥∥E−1

∥∥ · I −E−1 ezen pozitív
operátort. Ekkor az előbbi azonosság segítségével:

0 ≤ ⟨Ax,x⟩=
〈(∥∥E−1∥∥ · I −E−1)x,x

〉
=
∥∥E−1∥∥ · ⟨x,x⟩−〈

E−1x,x
〉
=

=
∥∥E−1∥∥ · ∥x∥2 −

∥∥E−1∥∥=
∥∥E−1∥∥ ·1−∥∥E−1∥∥= 0,

továbbá
0 = ⟨Ax,x⟩=

〈
A

1
2 x,A

1
2 x
〉
=
∥∥∥A

1
2 x
∥∥∥2

,

ami pontosan azt jelenti, hogy A
1
2 x = 0H . Alkalmazzuk mindkét oldalra az A

1
2 operátort:∥∥E−1∥∥ · x−E−1x = Ax = 0H .

Ebből átrendezéssel a következő kapható:

1
a
· x =

∥∥E−1∥∥ · x = E−1x.

Így 1
a ∈ σp

(
E−1), és ezért a ∈ σp(E).

A (ii) állítás bizonyítása hasonlóan történik.
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4.4. A numerikus értékkészlet és az erőfüggvény értékkészlete

4.4.1. Definíció. Legyen H Hilbert-tér, A∈B(H) folytonos lineáris operátor. Ekkor A numerikus
értékkészletének nevezzük a következőt:

W ′(A) := {⟨Ax,x⟩ |x ∈ H, ∥x∥= 1}.

4.4.2. Lemma. Legyen H valós vagy komplex Hilbert-tér, valamint A∈B(H) korlátos operátor.
Ekkor σ(A)⊆W ′(A) (ld. [1], 7.31. Tétel).

4.4.3. Lemma. Ha A ∈ B(H)+ pozitív, invertálható operátor, akkor

(i) supW ′(A) = ∥A∥,

(ii) infW ′(A) =
1

∥A−1∥ .

Bizonyítás. (i): Az azonosság az 1.1.9. Lemma felhasznalásával a következőképp adódik:

supW ′(A) = sup
∥x∥=1

⟨Ax,x⟩= sup
∥x∥=1

〈
A

1
2 x,A

1
2 x
〉
= sup

∥x∥=1

∥∥∥A
1
2 x
∥∥∥2

=
∥∥∥A

1
2

∥∥∥2
= ∥A∥.

(ii): W ′(A) infimumának meghatározásához tekintsük először az alábbi átalakítást:

infW ′(A) = inf
∥x∥=1

⟨Ax,x⟩= inf
∥x∥=1

∥∥∥A
1
2 x
∥∥∥2

= inf
y̸=0H

∥∥∥∥A
1
2

(
y
∥y∥

)∥∥∥∥2

= inf
y̸=0H

∥∥∥A
1
2 y
∥∥∥2

∥y∥2 .

Mivel A ∈ B(H)+ (azaz létezik A−1, A
1
2 , és ezek kompozíciójaként A− 1

2 is), ezért ha valamely
y ̸= 0H vektorra z :=A

1
2 y, akkor y=A− 1

2 z (ahol z ̸= 0H , hiszen különben y= 0H lenne). Ezzel az
átírással és az 1.1.9. Lemmával már megkaphatjuk W ′(A) infimumát a keresett alakban, ugyanis

infW ′(A) = inf
y̸=0H

∥∥∥A
1
2 y
∥∥∥2

∥y∥2 = inf
z̸=0H

∥z∥2∥∥∥A− 1
2 z
∥∥∥2 =

 sup
z̸=0H

∥∥∥A− 1
2 z
∥∥∥2

∥z∥2


−1

=
1∥∥∥A− 1

2

∥∥∥2 =
1

∥A−1∥ .

4.4.4. Megjegyzés. Vegyük észre, hogy a 2.1.2. Állítás ilyenkor azt is kimondja, hogy

supW ′(A) = max{λ |λ ∈ σ(A)} és infW ′(A) = min{λ |λ ∈ σ(A)}.

4.4.5. Lemma. Legyen A ∈ B(H) önadjungált operátor. Ekkor W ′(A) egy valós intervallum.

Bizonyítás. Mivel A önadjungált, ezért bármely x,y ∈ H vektorok esetén ⟨Ax,y⟩ ∈ R, és így
W ′(A) elemei is valósak. Elég tehát azt belátnunk, hogy W ′(A) összefüggő halmaz. Legyen
f : H → R azon folytonos függvény, amelyre

f (x) := ⟨Ax,x⟩, ∀x ∈ H.

Ha S := {x ∈ H |∥x∥ = 1} H egységvektorainak halmaza, akkor f (S) = W ′(A), és mivel S
összefüggő, ezért f folytonossága miatt f (S) is az.
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4.4.6. Definíció. A továbbiakban alkalmazzuk az m := infW ′(A), és M := supW ′(A) jelöléseket.

4.4.7. Következmény. Legyen A ∈ B(H) önadjungált operátor. Ekkor

(m,M)⊆W ′(A)⊆ [m,M].

4.4.8. Lemma. Ha A ∈ B(H) önadjungált operátor, akkor

(i) M ∈W ′(A) ⇐⇒ M ∈ σp(A),
(ii) m ∈W ′(A) ⇐⇒ m ∈ σp(A).

Bizonyítás. (i) és (ii) (⇐): Legyen λ ∈ σp(A) tetszőleges sajátérték. Ekkor létezik olyan x ∈ H
egységvektor, amelyre Ax = λ · x, ezért

⟨Ax,x⟩= ⟨λ · x,x⟩= λ · ⟨x,x⟩= λ · ∥x∥2 = λ ,

így λ ∈W ′(A). Azaz specifikusan ha M vagy m sajátértéke A-nak, akkor a λ := M,m választás-
sal készen vagyunk.

(i) (⇒): Tegyük fel, hogy M ∈W ′(A). Ilyenkor létezik olyan x ∈ H egységvektor, amellyel
⟨Ax,x⟩= M. Továbbá A önadjungáltsága miatt M valós. Tekintsük most a B := M · I−A operá-
tort. Egyrészt B önadjungált, ugyanis bármely y,z ∈ H vektorokra

⟨By,z⟩= ⟨(M · I −A)y,z⟩= M · ⟨y,z⟩−⟨Ay,z⟩= ⟨y,M · Iz⟩−⟨y,Az⟩= ⟨y,(M · I −A)z⟩.

Másrészt a Cauchy–Bunyakovszkij–Schwarz-egyenlőtlenséget felhasználva az adódik, hogy

⟨Ay,y⟩ ≤ |⟨Ay,y⟩| ≤ ∥Ay∥ · ∥y∥ ≤ ∥A∥ · ∥y∥2 = M · ⟨y,y⟩= ⟨M · Iy,y⟩, ∀y ∈ H,

és mindkét oldalból ⟨Ay,y⟩-ot kivonva:

0 ≤ ⟨M · Iy,y⟩−⟨Ay,y⟩= ⟨(M · I −A)y,y⟩= ⟨By,y⟩, ∀y ∈ H.

Tehát B pozitív operátor. Így a B
1
2 operátor is létezik, továbbá∥∥∥B

1
2 x
∥∥∥2

=
〈

B
1
2 x,B

1
2 x
〉
= ⟨Bx,x⟩= ⟨(M · I −A)x,x⟩= M · ⟨x,x⟩−⟨Ax,x⟩= M · ∥x∥2 −M = 0.

Azonban
∥∥∥B

1
2 x
∥∥∥2

= 0 csak akkor teljesülhet, ha B
1
2 x = 0H , illetve mindkét oldalra alkalmazva

a B
1
2 operátort Bx = 0H . Vagyis B definíciója szerint ez azt jelenti, hogy M ·x−Ax = 0H . Ebből

átrendezéssel adódik, hogy M · x = Ax, és így M ∈ σp(A).

A (ii) (⇒) bizonyítása hasonlóan történik a B := A−m · I pozitív operátor megválasztásá-
val.

Most térjünk vissza H hatás operátoraihoz. A numerikus értékkészlet eddig bevezetett tu-
lajdonságainak segítségével Λ(E)-re a következő Tétel fogalmazható meg.

4.4.9. Tétel. Legyen E ∈ E(H) invertálható hatás operátor, azaz m > 0. Ekkor Λ(E) =W ′(E),
speciálisan (m,M)⊆ Λ(E)⊆ [m,M].
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Bizonyítás. Mivel E pozitív és invertálható operátor, ezért létezik E
1
2 és E−1, valamint ezek

kompozíciójaként E− 1
2 is. Ha z := E− 1

2 x, valamely x ∈ H egységvektorra, akkor x = E
1
2 z, és

ezért x ∈ ImE
1
2 . Vagyis bármely x ∈ H egységvektor mellett teljesülnek E-re a 4.3.2. Tétel

feltételei, és így a hozzá tartozó λ (E,Px) érték explicit alakban is megadható. Ezt felhasználva:

Λ(E) = {λ (E,Px) |x ∈ H, ∥x∥= 1}=

 1∥∥∥E− 1
2 x
∥∥∥2

∣∣∣∣∣∣∣ x ∈ H, ∥x∥= 1

=

=

 1〈
E− 1

2 x,E− 1
2 x
〉
∣∣∣∣∣∣ x ∈ H, ∥x∥= 1

=

{
1

⟨E−1x,x⟩

∣∣∣∣ x ∈ H, ∥x∥= 1
}
=

=

{
1
λ

∣∣∣∣ λ ∈W ′ (E−1)} .

Alkalmazzuk a 4.4.3. Lemmát E−1-re:

supW ′ (E−1)= ∥∥E−1∥∥=
1
m

,

infW ′ (E−1)= 1
∥E∥

=
1
M

.

Így a 4.4.7. Következmény szerint(
1
M
,

1
m

)
=

(
1

∥E∥
,
∥∥E−1∥∥)⊆W ′ (E−1)⊆ [

1
∥E∥

,
∥∥E−1∥∥]= [

1
M
,

1
m

]
,

és hasonlóan
(m,M)⊆W ′(E)⊆ [m,M].

Vagyis egy 1
M < λ < 1

m szám pontosan akkor lehet benne W ′ (E−1)-ben, ha m < 1
λ
< M benne

van W ′(E)-ben. Tehát (m,M) ⊆ Λ(E)∪W ′(E) ⊆ [m,M]. Így már csak azt kell megmutatni,
hogy

m ∈ Λ(E) ⇐⇒ m ∈W ′(E), és
M ∈ Λ(E) ⇐⇒ M ∈W ′(E).

Ha 1
∥E−1∥ = m ∈ Λ(E), akkor Λ(E) =

{ 1
λ

∣∣ λ ∈W ′ (E−1)} miatt
∥∥E−1

∥∥= 1
m ∈W ′ (E−1),

ezért a 4.4.8. Lemma szerint
∥∥E−1

∥∥∈ σp
(
E−1). Ekkor viszont m= 1

∥E−1∥ ∈ σp(E), és ilyenkor

a 4.4.8. Lemma kimondja, hogy m ∈W ′(E).

Most legyen 1
∥E−1∥ = m ∈ W ′(E). Ekkor a 4.4.8. Lemmából 1

∥E−1∥ = m ∈ σp(E) adó-

dik, ezért
∥∥E−1

∥∥ = 1
m ∈ σp

(
E−1). Ha még egyszer alkalmazzuk erre a 4.4.8. Lemmát, akkor

azt kapjuk, hogy
∥∥E−1

∥∥ = 1
m ∈ W ′ (E−1), és ilyenkor Λ(E) =

{ 1
λ

∣∣ λ ∈W ′ (E−1)} alapján
1

∥E−1∥ = m ∈ Λ(E).

A M-re vonatkozó állítás bizonyítása hasonlóan történik.

4.4.10. Megjegyzés. Ha az m = 0 izolált sajátértéke E-nek és m0 := min{λ |λ ∈ σ(E)\{0}},
akkor igazolható, hogy σ(E) = {0}∪ [m0,M], valamint {0}∪ (m0,M)⊆ Λ(E)⊆ {0}∪ [m0,M].
Továbbá, ha az m = 0 torlódási pontja σ(E)-nek, akkor [0,M)⊆ Λ(E)⊆ [0,M].
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