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Koszonetnyilvanitas

ElsGsorban szeretném megkoszonni a témavezetémnek, Kirdly Tamasnak, hogy az egész
munkafolyamat soran tamogatott, és mindig id6t szakitott a konzultacidinkra. Barmikor
kérdezhettem téle és mindig részletesen, odafigyelve valaszolt a kérdéseimre.
Kovetkez6ként szeretném megkoszonni a csaldadomnak és a bardtaimnak. Koszonom,
hogy tiirelmesek voltak, és még akkor is, ha elegiik volt, mindig meghallgattak és lelkesi-
tettek.
Es végiil, de nem utols6 sorban, kiszonom szépen Jaczé Katalinnak, aki az elejétél

fogva mellettem volt és segitett végigjarni ezt az utat.
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4.2. A solver futasa és a branch-and-cut modszer



Bevezeto

Manapsag szamos, tobbek kozott gazdaséagi teriileten alkalmazzak a linearis programozasi
modelleket. Féként olyan tipusi problémékra hasznéljéik ezeket a modszereket, melyekben
korlatozott az eréforrasok mennyisége, és valamilyen 6sszeg maximalizaldsa vagy minima-
lizalasa a cél. A szakdolgozatom célja az ilyen tipust modellek bemutatasa a val6 életben.
Valos, mindennapjainkban el6fordul6é problémakat kerestem, ezeket mutattam be linearis
programozasi modszereken keresztiil.

A szakdolgozat elsd részében ismertetjiik a késébbi modellekhez sziikséges fogalmakat
és megoldési modszereket, algoritmusokat.

Az ezt kovets részben két kiillonb6z6 hozammenedzsment alapti modellre hozunk pél-
dat a légikozlekedési szektorbol. Mindketté modell arra ad megoldéast, hogy milyen aron
értékesitsiik a repiilGjegyeket. Az elsé modell sztochasztikus szempontbél a méasodik pedig
robusztus iranybol kozeliti meg ezt a probléméat. A két nézetet késGbb 6ssze is hasonlitjuk.

A dolgozat masodik felében egy termelésiitemezési modellt mutatunk be, amelyet az
élelmiszeriparban hasznositanak. Egy valodi joghurt gyarté cég gyartasi itemtervét allitja
Ossze a modell. Ezt a kés6bbiekben implementaljuk GUSEK kornyezetben, és az eredmé-

nyeket be is mutatjuk.



1. fejezet

A téma bemutatasa

1.1. Linearis modellezési alapfogalmak

1.1. Megjegyzés. A dolgozatban a vektorok szorzasédnal az egyszertiség kedvéért a transz-

ponélas jelolésétdl eltekintiink.

1.1. Definici6. A linearis programozasi modellek olyan optimalizéalasi feladatok, melyek-
ben a korlatozo feltételek és a célfiiggvény is linearis kifejezések. Elnevezés: LP-feladat.
Egy LP-feladat:
max{cz | Az < b, x> 0}.

Ezen feladat poliedere a P = {z : Az < b, x > 0} halmaz.
Ahol ¢,z,b € R" és A € R™". Az itt hasznalt = valtozot folytonos valtozonak nevez-
zik.

Egy x € P vektort a fenti feladat megengedett megoldasanak nevezziik.

1.2. Definicié. A fenti jelolésekkel a feladat egy a2’ megengedett megoldasat optimaélis
megoldasnak nevezziik, ha maximalizalja a cx kifejezést, azaz Vo megengedett megdolésra:

cr' > cx.
1.2. Megjegyzés. A poliédereknek tobb ekvivalens felirasa létezik, példaul:

{z: Az <b, x >0}
{z: Az < b}
{z: Az =0, x>0}



Megfelels atalakitasokkal ezen alakok egymasba vihetdk.

1.3. Definicié. Ha egy LP-feladatban kikotjiik, hogy a valtozok csak egész értékeket
vehessenek fel, akkor ezt a feladatot egy egészértékd lineéris programozasi feladatnak

nevezzik. Elnevezés: IP-feladat.

1.4. Definici6é. Ha egy modellben egyszerre szerepelnek egészértéki, illetve folytonos
valtozok is, akkor a modellt vegyes egészértéki linearis programozasi feladatnak nevezziik.

Elnevezés: MILP-feladat.

A tovabbiakban féként MILP-modellekkel fogunk foglalkozni.

Olyan esetekben, amikor egy modell nagyon nagy méretd, érdemes lehet megvizsgélni,
hogy esetleg van-e olyan része, amelyik kihagyhato, mivel ebben a formajaban nem ad
igazi plusz megkotést a feladathoz.

Tekintsiink egy lineéris programozéasi feladatot:
max{cx | Ax < b, x > 0}.
Itt természetesen az Ax < b feltételek felirhatok kiilon-kiilon, A soraival:

A kovetkezs kettd definiciot és megjegyzést a [10] kényv alapjan adjuk meg.

1.5. Definicio. A fenti jelolésekkel egy i-ik korlatot kot6 (binding constraint) korlatnak
neveziink egy adott x’ megoldasban, ha a;x’ = b;. Viszont, ha a;2’ < b;, akkor az i-ik

korlatot nem kotd korlatnak (non-binding constraint) nevezziik.

1.3. Megjegyzés. Egy ilyen nem kots korlat, vagy méas néven redundans korlat sokszor
kihagyhatoé a modellb6l, mivel igy, ebben a forméjaban nem feltétleniil befolyésolja az
optimélis megoldast, mégis érdemes lehet benne hagyni bizonyos esetekben. Példéul els-
fordulhat, hogy a nem kots tulajdonsaga csak a feladat megoldésa utan dertl ki, emiatt
muszéaj benne hagyni, hiszen a megoldas el6tt nem tudhattuk, hogy kété vagy nem kots.
Vagy, ha egy modellt sokszor hasznalunk kiilénb6z6 adatokkal, akkor az adatok alapjan

a kot6 tulajdonsaga véaltozhat a korlatoknak.

Még egy fogalmat érdemes megnevezni, a késébbiekben fogjuk hasznalni.



1.6. Definici6. SOS1 halmaznak (Special Ordered Set of type 1, speciélis rendezett hal-
maz) nevezziik azt a valtozohalmazt, amelyben a halmaz elemei koziil pontosan egy valtozo

vehet fel nemnulla értéket.

1.4. Megjegyzés. Az, hogy egy SOS1 halmaz rendezett, csak bizonyos esetekben sziikséges,
a legtobbszor elhanyagolhato.

1.1.1. Logikai feltételek linearis reprezentacidja

A kovetkezd al-alfejezetetbeli fogalmakat a [10] konyv alapjan ismertetjiik.

1.7. Definici6. Egy 6 € {0,1} valtozot indikatorvéaltozonak neveziink, ha egy adott
esemény vagy allapot bekovetkezését jelzi, azaz 6 = 1 esetén az esemény teljesiil, mig

0 = 0 esetén nem.

1.5. Megjegyzés. az indikatorvaltozokat binéris valtozoknak is szokis nevezni.

A matematikai modellezésben logikai valtozok kozti miiveleteket lineéris egyenlGtlen-
ségek segitségével lehet modellezni, indikatorvaltozok alkalmazéséaval, tgy, hogy az indi-
katorvaltozokat literaloknak feleltetjiik meg. Egy par egyszeri logikai alapmtvelet linearis

megfelelsi a kovetkezdsk:

o X; VX — 51+5221

XINXy <— (51+5222

_‘X1 < (5120 (Vagyl—élzl)

X1:>X2 < (51—52§0

X & Xy <— (51—(5220

1.2. Egészértékili programozasi modszerek

A kovetkezs alfejezetben az egészértékd programozéasi modszerek ismertetéséhez elsGsor-
ban a 6] konyvet hasznéljuk fel.

Mivel az IP-, illetve MILP-feladatok megoldasa alapvetGen NP-nehéz probléma lehet,
ezért az LP-feladatokra ismert megoldasi modszerek nem feltétleniil miikodnek ezekre a

problémaékra. Ebbdl az okbdl kifolyélag érdemes megismerni az ilyen tipusu feladatokra
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alkalmazhato hatékony modszereket. Egy ilyen modszer példaul a branch-and-cut eljaras.

Ezen algoritmust, valamint az ehhez tartozé fogalmakat ismertetjiik a kovetkezékben.

1.8. Definici6. Egy egészértékii linearis programozasi feladat LP-relaxaltjanak nevezziik,

azt a feladatot, amelyet gy kapunk, hogy elhagyjuk az egészértékiiségi feltételt. Azaz:

max{cz | Ax =b, £ >0, x € Z"}.
LP-relaxaltja a
max{cx | Ar =0b, x > 0}.
feladat.

1.6. Megjegyzés. |7] Az IP-feladat egész megoldasainak konvex burka sziikebb poliéder,
mint az LP-feladat poliédere.

1.1. Tétel (Meyer). [7] Legyen P = {x : Ax < b}, ahol A € Q™™ b € Q™.
Ekkor a conv(P NZ™) halmaz is egy poliéder.

A branch-and-cut médszer megértéséhez elsGsorban a vagosikos eljarasok és a branch-

and-bound moédszer ismertetése sziikséges.

1.2.1. Vago6sikos eljarasok

Az az alapotlet ezekhez a modszerekhez, hogy az LP-feladat poliéderébdl vagjunk le olyan
megoldasokat, amelyek nem egészek, mivel ezek a megoldasok semmiképpen se lehetnének
az [P-feladat optimalis megoldasai. Viszont olyan pontjat semmiképpen se zarjuk ki, ami
még lehetséges optimalis megoldas lehet. Tehat egész pontokat ne zarjunk ki.

Tekintsiik az alabbi LP-feladatot:

max cw
s.t. Az =0,
x>0
x el

Az alabbi eljarast altalanos vagosikos algoritmusnak nevezziik:

1. Oldjuk meg a fenti [P-feladat LP-relaxéltjat, ezzel kapjuk az x’ optimalis megoldéast.



2. Ha 2’ egész, akkor STOP, ez IP-optimum is.

3. Ha nem egész, akkor adjunk az eredeti feladathoz egy olyan feltételt, amelyet az

Osszes egészértéki megoldas teljesit, de 2’ nem. Es ugorjunk az els6 lépésre.

1.2.2. Nevezetes vagasok

1.9. Definicié. A wx < t vagast a P = {x : Az < b} poliéderre vonatkozdan érvényes

vagasnak nevezzik, ha az 6sszes P-beli egész pont teljesiti.

1.10. Definicié. ¢,d € Z". A cx < d vagast P = {z : Ax < b} poliéderre vonatkozoan
Gomory-Chvatal-vagasnak (GC-vagasnak) nevezziik, ha Jy € R", y > 0 vektor, amire
yA=cés |yb| =d.

1.7. Megjegyzés. A Gomory-Chvatal vagasok alapotlete az, hogy az eredeti egyenlGtlensé-
gek nemnegativ linearis kombinaciojaval 4j egyenlGtlenséget allitunk els, amire igaz lesz,
hogy a poliéder Gsszes egész pontja teljesiti. Szorozzuk meg az Ax < b egyenl6tlenséget
balrél y-nal. Ekkor kapjuk az (yA)z < yb egyenl6tlenséget, ami yA = ¢ miatt ekvivalens
a cr < yb egyenlGtlenséggel. Ha x is egészértéki, akkor mivel c is egészértéki, ezért a
kifejezés bal oldala szintén egészértéki lesz. Emiatt a jobb oldal is lefelé kerekithetd, azaz
cx < |yb] is teljestilni fog.
Gomory egészértéki vagasok

A Gomory-vagas alapotlete a Meyer-tételen alapszik. Mivel a Meyer-tétel szerint az
egész megoldasok konvex burka is poliéder, ezért az az 6tlet miikodhet az egész optimum
megtalaldsara, hogyha megprobaljuk ezen poliéder oldalait rekonstruédlni. Vagy legaldbbis

a célfiiggvény szerint relevans oldalait. [7]
Tekintsiik a

P={zeZ": Az = b,z >0} (1.1)

poliéder ' nem egész optimaélis bazismegoldasat. Ezt szeretnénk kizérni a poliéderbdl,

barmely egész megoldés kizarasa nélkiil. Az ehhez tartozd egyenletrendszer a kovetkezs:

$B+B_1AN$N :B_lb, (12)
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ahol N a bazisban nem szerepls indexek halmaza, B pedig x'-hoz tartozo béazis.

Jelolesek: d;; := (B7'A;); és dio := (B'b);, t pedig a legkisebb olyan index z’

ami nem egész. Ekkor az z;-hez tartozé egyenlet:

Ty + Z dtj{Ej = dtO

JjEN

Mivel Vj: x; > 0, ezért:

Ty + ththJ]j S T + Zdtjxj = dtO

JEN jEN
teljesiil minden j-re.

Tehéat minden egészérték megoldasra:

e+ ldi]z; < |duo)

JEN

Igy az el6z6 két egyenlétlenség kiilonbségéebsl kapjuk:

> {dij}r; > {dio}

JEN

Es ezt az egyenlétlenséget nevezzitk Gomory egészértéki vagasnak.

-ben,

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

1.8. Megjegyzés. A fent leirt vagas csak IP-feladatok megoldaséara alkalmazhato. MILP-

feladatokra is létezik az ugynevezett Gomory-féle vegyes vagas (GMI), ami a Gomory

egészértéki vagas altalanositasa MIP-feladatokra.

Gomory vegyes vagasok

A jelolések ugyanazok, mint az imént bemutatott Gomory egészértékii vagasoknal. A

bemutatashoz tekintsiik itt is az (1.1) poliédert, azzal a kiegészitéssel, hogy a valtozok

kozott szerepelnek folytonos tagok is. Valamint még definialjuk az I, illetve J index hal-

mazokat, ahol I-be az egészértéki, J-be pedig a folytonos véltozok indexei tartoznak.

Vegyiink itt is egy 2’ nem egész optimalis bazismegoldast. Es legyen t € I a legkisebb

olyan I-beli index, amire « ¢ Z. Igy itt szintén az ehhez tartozo egyenlet lehet az (1.3)-as

kifejezés. Bevezetjiik még a f; = di; — [dy;| jelolést, ahol j € NN I, vagy j = 0.
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1.2. Tétel. A vegyes programozdsi feladat minden megolddsa teljesiti a kévetkezd egyen-

[6tlenséget:

IR S UETD DI D DI RS

JENNI, fi<fo 0 JENNI, f;>fo JENNJ, d¢; >0 JENNJ, d¢;<0 fo

(1.7)

A fenti (1.7)-es kifejezést Gomory vegyes vagasnak nevezziik. A tételt nem bizonyitjuk.

1.9. Megjegyzés. A vegyes programozasi modellekhez még létezik egy tgynevezett MIR-

vagas, ami hasonlé gondolatmeneten alapszik.
Fedési vagasok

Ezt a tipusu vagast el6szor a hatizsak-feladatra vezették be, de hasznélhaté6 minden
olyan feladatban, ahol hatizsak-feladat tipusu egyenlGtlenségek szerepelnek.

Ezek az egyenlStlenségek a kovetkezGképpen néznek ki:

n
Z ;T S b
7j=1

Pontosabban tekintsik a kovetkezd LP-relaxaciot:

Pz{xER":OSxSl,Zajijb} (1.8)

=1
Vj:ia; >0,b>0,és feltessziik, hogy b > a1 > as > -+ > a,. Jelolés: [n] = {1,...,n}.

1.11. Definici6. Egy C C [n]| halmaz fiiggd, ha
Z (lj > b.
jec

Jelolés:

C=CU{ken\C:ar>a; VjeC}.

1.3. Tétel. A kovetkezd eqy Gomory—Chuvdtal-vdgds:

> a <o -1

jeC
1.12. Definici6é. A fenti tipusiu vagést fedési vagasnak nevezziik.
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Klikk-vagasok

A kovetkezd vagas csoportot specidlisan az indikatorvaltozokra vonatkozo feltételekre
hasznaljak. Két indikatorvaltozo, amiket tekinthetiink literaloknak is, tiltott part alkot,
ha van olyan feltétel a modellben, ami miatt nem lehetnek egyszerre igazak, azaz nem
vehetnek fel egyszerre pozitiv értéket.

Legyen G az a graf, amiben a cstucsokat a literalok, az éleket pedig a tiltott parok

alkotjak.

1.13. Definici6é. Ha K a fenti grafnak egy tartalmazasra maximaélis klikkje, akkor a

kovetkezd egyenlGtlenséget klikk-vagaasnak nevezziik.

in—l— Z(l—xi)gl

T, €K —x, €K

Ez a feltétel tulajdonképpen azt jelenti, hogy a klikkben maximum egy valtoz6 vehet
fel 1 értéket.

1.2.3. A branch-and-bound algoritmus

Vegyiik az alabbi egészértéki linearis programozasi feladatot:

max cx
s.t. Axr <b,
reZ".

1.10. Megjegyzés. A dolgozatban a branch-and-bound eljarast maximalizalo célfiiggvény
esetére mutatjuk be. A minimalizalo célfiiggvénnyel rendelkezé feladatoknal az also- és

fels6 korlatok szerepe felcserélédik a maximalizalasi esethez képest.

A branch-and-bound algoritmus a kdvetkezs Gtleten alapszik:

Vegyiik a megoldando [P-feladat LP-relaxaltjat és oldjuk meg. Ha az LP-feladat op-
timéalis megoldasa egész megoldés, akkor megallhatunk, hiszen ahogy mar kordbban em-
litettiik, az IP-feladat megoldasainak halmaza részhalmaza az LP-feladat megoldas hal-
mazanak, emiatt egy egészértékl LP-optimum az egyben IP-optimumnak is megfelel. Ha
az optimalis megoldasunk viszont nem egészértéki, akkor a vagosikos eljarasokhoz hason-

l6ban az lenne a cél, hogy kettévagjuk a poliédert két részre gy, hogy csakis nem egész
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megoldasokat zarunk ki, valamint az 1j feladatoknak a megengedett-megoldas halmazai-
nak diszjunkt uni6ja megeggyezzen az eredeti feladat megengedett-megoldas halmazaval
(itt az [P-feladatra utalunk vissza). Ezutan ezt folytatjuk a részfeladatokra, igy val6jaban
egy binaris fat épitiink, ami a részfeladatokbol all és a gyokerében az eredeti feladat van.
Minden cstcsban egy részfeladat LP-relaxaltjat oldjuk meg. Ez a ,szétvalasztas” része az
algoritmusnak (branch).

A korlatozas” (bound) része abban jelenik meg, hogy nagyon idgigényes és felesleges
lenne a fa Gsszes csticsat bejarni, igy lesznek olyan részfak, amiket teljes egészében kiha-
gyunk. Ezt ugy tessziik, hogy minden részfeladatnél szamolunk egy also- illetve egy felsé
korlatot (ez tipikusan a részfeladat LP-optimuma) az optimum értékére. Ha egy részfel-
adat fels6 korlatja kisebb, mint egy mér ismert alsé korlat, akkor az ehhez tartozo részfat
kitorolhetjiik a fabol. Ez amiatt van, hogy egy maximalizalo feladatra: LEP,, > IP,,, igy
az aktualisan eldobandé részfaban mar valoban nem taladlhatunk jobb optimumot.

Most tekintsiik az algoritmust pontosabban is:

A jelolések el6szor a kovetkezdk:

e u(S): az S részfeladat LP-relaxaltjanak optimumeértéke (ez felss korlatot ad a rész-

feladat IP-optimumara)
e Sy: az eredeti feladat, egyben a fa gyokere

e [: alsokorlat az optimumra

Az algoritmus menete:

Elskészitiink egy jelolt-listat, amin a megoldandé részfeladatok fognak szerepelni.

1. Inicializalas: Sp-t a jelolt-listara tessziik, egy heurisztikus modszerrel kiszamoljuk
az L also korlatot. (Példaul megszokott modszer kezdetben az L := —oo valasztas

maximalizalasi feladatoknal.)

2. Valasszunk ki a jelolt-listarol egy S részfeladatot, oldjuk meg az LP-relaxaltjat, ez

az optimum lesz u(.S).

(a) Ha u(S) nem létezik, mert nem megoldhaté az LP-relaxalt, akkor toroljok S-t
a fabol.

(b) Ha u(S) < L: tordljiikk S-et a fabol.
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(c) Hau(S) > L és az LP-relaxaltnak létezik egészértéki megoldésa, akkor legyen
ez u(S), és L := u(S).

(d) Ha u(S) > L és az LP-relaxaltnak nem létezik egészértékd megoldasa, akkor
legyen 2’ egy optimalis megoldas, ahol 2 nem egész. Valasszuk szét S-et S’
és S részfeladatokra, ugy, hogy S’-t ugy kapjuk, hogy S-hez hozzidadjuk az
x; < |} feltételt, az S” részfeladathoz pedig egészitsiik ki S-t az x; > [x}]

feltétellel. Ezutan adjuk S’-t és S”-t a jelolt-listahoz, ezek lesznek S gyerekei a

faban.
3. Toroljik S-t a jelolt-listarol.
4. Ha a lista nem iires, ugorjunk a 2. lépésre.

5. Ha a lista iires, akkor az utoljara megjegyzett megoldas, aminek L az értéke, lesz az

optimélis megoldés.

Az algoritmusban tébb helyen vélasztasi lehetségiink van. Példaul, azt nem kotot-
tiik ki, hogy a jelolt-listarol mi alapjan valasztunk részfeladatot. Azonban ha ezt elGirjuk
valamilyen szabaly alapjén, az jelentds kiilonbséget jelenthet az algoritmus hatékonysaga-
ban. Két modszert ismertetiink. Az, hogy melyiket véalasszuk, attél fiigg, hogy mi az épp

megoldand6 feladat. A két modszer a kovetkezd:

e Best first: Ez a modszer azt foglalja magaba, hogy mindig a legmagasabb felsd
korlattal rendelkezd részfeladatot vélasztjuk. Itt a fels6 korlatnak az LP-relaxalt
optimumét tekintjiik.

— Elénye: nem vizsgalunk feleslegesen részfeladatokat, csak olyanokat tekintiink,
amelyeket amugyis muszaj lenne.
— Hatranya: viszonylag lassi, és nem hasznélja ki, hogy a faban egy részfeladat

leszarmazottai hasonlitanak egymasra.

e Depth first: Ez annyit jelent, hogy elindulunk a fiban egy agon és olyan mélyre

megyiink, amennyire csak tudunk.

— Elénye: az egymas utan kovetkezé részfeladatok hasonloak, igy konnyen jutunk

megengedett megoldashoz.

— Hatranya: az 6ssz-1épésszam nagyon sok lehet a ,Best first” modszerhez képest.
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Az algoritmus futasidején, hatékonysagan még szamos modszerrel javithatunk. Példaul

elvégezhetjiik a kovetkezsket az adott részfeladatoknél:

e Preprocessing: az eredeti [P-feladatunkat leiré rendszert sok esetben le lehet egysze-
risiteni. Példaul kivehetjiik bel6le a redundans (nem-k6ts) korlatokat, lecsokkent-
hetjiik a valtozok szaméat kiilonbozo linearis Gsszefliggésekkel, vagy logikai implika-
ciok hozzaadasaval gyorsithatjuk az optimum megtalélasat. Ezeket minden részfel-

adatnal el tudjuk végezni.

e Also korlatok szamolasa: sokszor egyszerd heurisztikakkal még tobb also korlatot
el tudunk allitani az optimalis megoldasra, ezzel is kizarhatunk szamos felesleges

megoldast.

Branch-and-cut modszer

A branch-and-cut modszer a branch-and-bound algoritmus és a vagosikos eljarasok kom-
binacidja. A moddszer miikodése hasonld a branch-and-bound algoritmushoz, azonban a
keresés soran az LP-relaxécio tort optiméalis megoldasainak kizarasara kiilonb6z6 vagaso-
kat is alkalmazunk.

A fenti algoritmus 2.(d) pontjaban, ha az aktualis LP-relaxacié megoldasa nem egész-
értékid, akkor megfelels vagasokat adhatunk a feladathoz, példaul Gomory-, fedési- vagy
klikk-vagasokat. Ezek a vagésok sziikitik a megengedett megoldésok halmazat anélkiil,
hogy barmely egész megoldast kizarnanak, ahogyan azt fent bemutattuk. A vigasok hoz-
zdadéasa utdn az algoritmusban folytathatjuk a branch-and-bound moédszerhez tartozo

szétvalasztasi eljarast, azaz a tovabbi részfeladatok hozzaadasat a listahoz. [§]
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2. fejezet

Hozammenedzsment a légikozlekedési

iparban

2.1. RepiulbSjegyek arazasa

A repiilGjegyeket nem lehet gy arazni, mint barmely masik fizikai terméket, nem lehet
nekik konkrét arat adni, amivel azt mondhatnank, hogy maximalis lesz a bevétel. Emiatt
a légitarsasagok a hozammenedzsment (yield management vagy revenue management)
stratégiaja alapjan dolgoznak. Ezt a dontési modszert olyan teriileteken alkalmazzak a
bevétel maximalizalasara, ahol a kereslet bizonytalan, az drak vatoztathatok és a kapacitas
korlatozott. A hozammenedzsment annak a folyamata, hogy a megfelels tipusi terméket a
megfelel§ aron a megfelels ligyfélnek értékesitsiik, a megfeleld id6pontban. Ezt a modszert
sok iparadgban hasznaljak, leginkabb a szallodaiparban és a légikozlekedési szektorban.
Nyilvan a széllodaiparban a kapacitas korlatozottsaga példaul abban mutatkozik meg,
hogy adott mennyiségi szoba vagy lakosztaly &ll rendelkezésésre a hotelnek. [5]

A légitarsasagoknal viszont ez abban a dontésben jelenik meg, hogy hany iilShelyet
értékesitsenek a kiilonboz6 arkategoridkban. Nyilvan a légitarsasagnak az lenne az ideélis,
ha az Osszes iilést a lehets legdragabban tudnak eladni, viszont ez, ha nincs elég kereslet,

akkor profit helyett veszteséghez vezetne. [5]
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2.2. Klasszikus megkozelités

Mivel ahogyan mar emlitettiik, a légikozlekedési szektorban a kereslet vagy igény bizonyta-
lansadga miatt nem lehet egyszertien optimalizalni a repiilGjegyek arat. Ezért a klasszikus
hozammenedzsment modellek gyakran abbdl indulnak ki, hogy a keresletet valamilyen
valoszintiségi eloszlassal, folyamattal probaljak meg felirni, jellemezni és igy a modell a
varhato hozamot maximalizalja.

Ebben az alfejezetben pontosan egy ilyen modellre mutatunk példat H. Paul Williams
,Model building in Mathemathical Programming” [10| cimd kényvének 12., illetve 13.

fejezete alapjéan.

2.2.1. A feladat bemutatasa

Tekintsiink egy olyan helyzetet, ahol egy repiil6gépjarat indulasaig tobb iddszak all rendel-
kezésre, és minden idGszakra tobb lehetséges ar opcio 1étezik a kiillonb6z6 jegyosztalyokra.
A kereslet, mint ahogyan altalaban, nem ismert, hanem egy diszkrét valoszintiségi eloszlas-
sal modellezhetd, igy minden kiilonb6z6 szituacio egy bizonyos valoszintiséggel kdvetkezik
be a modellben.

A modell célja a bevétel varhato értékének maximalizalésa, gy, hogy a rendelkezésre
allo kapacitason ne lépjiink tul. Valamint azt is figyelembe kell venni, hogy a repiilGjegy
osztalyok kozott bizonyos mennyiségi tiléseket atcsoportosithatunk. A dontések fiiggnek
egymastol, tehat a késébbi idGszakbeli dontések fiiggnek a korabbi idgszakokban kapott
kereslettdl, illetve eladéastol.

Az érthetGség érdekében az aldbbiakban egy konkrét példat vizsgalunk, ahol néhany
meghatarozo értéket lerogzitiink.

Tehat a kovetkezs feladatot vizsgaljuk: A repiil6 indulaséaig 3 hét all rendelkezésiink-
re, legfeljebb 6 repiil6t hasznalhatunk fel, mindegyik repiilének van egy fix ara (példaul
25000000 Ft), amit ki kell fizetniink, ha felhasznaljuk. Valamint minden repiilén harom
tilésosztaly van (példaul: turistaosztély, elsGosztaly és tizleti osztaly). Az elsd, illetve méso-
dik hét utan van lehetGségiink frissiteni a kiilonbo6zé tilésosztalyok arat. Minden osztalyra
mindharom id&szakban harom lehetséges ar all a rendelkezésiinkre, ezek koziil valasztha-
tunk. Még azt is hozza kell tenni, hogy van lehetGség minden jegyosztalybol a kapacités
legfeljebb 10%-anak athelyezésére egy szomszédos jegyosztalyba.

Mivel ahogyan mar emlitettiik, a kereslet bizonytalan, ezért csoportositjuk a kereslet
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lehetséges alakulasait harom szituécioba, és minden szitudcionak adunk egy val6szintisé-
get, ezzel a keresletet egy valoszintségi eloszléasként tudjuk kezelni.
A modell felépitése.

A fent leirt feladat megoldaséara a konyv szerzdje egy harom idGszakbol allo sztochasz-
tikus modellt épit fel. Még az elsG idGszak kezdete el6tt a modell, hdrom héttel az indulés
el6tt meghatarozza az elsé idGszakra vonatkozo optimalis arakat az adott jegyosztalyok-
ban. Ezutan az els6 hét alapjan feljegyezziik a tényleges keresletet és eladéasokat, frissitjiik
az adatainkat és a tovabbi idgszakban a frissitett értékekkel dolgozunk tovabb.

Ezutan a modellt ujrafuttatjuk a mésodik hét, illetve a harmadik hét elején is, tgy,
hogy az el6z6 hetek eladasait és hozamat is figyelembe vessziik.

A modellben a kovetkez6 indexeket hasznaljuk:
e ¢ - jegyosztaly indexe,

e h - az ar opciok indexe,

e 1,7,k - a keresleti szcenariok indexei

Valtozok

® Dy - binaris valtozo, amely azt jelzi, hogy a c-edik osztélyhoz a h-adik ar opciot

valasztjuk az elsé héten,

® Doicn - Szintén binaris valtozo, amely azt jelzi, hogy a c-edik osztélyhoz a h-adik
ar opciot valasztjuk a mésodik héten, ha a keresletre vonatkozoan az i-ik szcenarié

kovetkezett be az els6 héten,

® Dsijcn - szintén bindris valtozo, amely azt jelzi, hogy a c-edik osztalyhoz a h-adik ar
opciot valasztjuk a harmadik héten, ha az els§ héten a keresletre vonatkozoan az

i-ik szcenérié a masodik héten pedig a j-ik szcenarid kovetkezett be,

® sy, - az eladott jegyek szama az els6 idGszakban a c-edik osztalyban a h-ik ar

opciéval, ha az i-edik szcenario kovetkezik be,

® S9ijcn - az eladott jegyek szdma a masodik id6szakban a c-edik osztalyban a h-ik ar
opciéval, ha az elsd héten i-edik szcenarié kovetkezik be, a mésodik héten pedig a

j_ik7
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® S3iiken - az eladott jegyek szdma a harmadik iddszakban a c-edik osztalyban a h-ik
ar opcioval, ha az els§ héten i-edik, a masodik héten a j-ik, a harmadik héten pedig

a k-ik szcenérid kovetkezik be,

® 7100 - az elsG heti bevétel a ¢ osztalybol a h-ik ar opcioval, ha az i-ik szcenarid

kovetkezett be,

® 73ich - a masodik heti bevétel a ¢ osztélybodl a h-ik ar opcioval, ha az elsé héten az

1-ik szcenério kovetkezett be, a masodik héten pedig a j-ik,

® 73;ikeh - @ harmadik heti bevétel a ¢ osztalybol a h-ik ar opciéval, ha az elsé héten
az i-ik szcenario kovetkezett be, a méasodik héten a j-ik, a harmadik héten pedig a
k-ik,

® U, - az atadott kapacitas a c-ik osztalybol mas osztilyokba az ¢, j, k szcenaridk

esetén,

® vk - a c-ik osztaly altal mas osztalyokbol atvett kapacités az i, j, k szcenaridk

esetén,

n - a felhasznalt repiil6gépek szama.

2.2.2. A modell

A feltételek
Itt a feltételeket érdemes csoportokban kezelni.
Legyenek P és D a megadott ar és igény a megfelel§ iddszakokra, osztalyokra és

szituacidkra.

Ttich — PrenSticn <0

Pienstich — Trich + PrenDiicnPich < PrenDiicn
T2ijech — PachS2ijen < 0

PocnSaijen — T2ijen + Pach Dajenpaich < PachDajen
T3ijkch — PachS3ijken < 0

Psep83ijken — T3ijken + PachDagenD3ijen < Pach Dagen
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Az els6 feltétel csoportnak tekintsiik a fenti hat egyenlGtlenséget. Ezek koziil az els6
ketts az els6 hétre a masodik ketts a masodik hétre és az utols6 ketts pedig a harmadik,
tehat az utols6 hétre vonatkozik. Tehat ezt az egy csoportot is tovabbi hdrom alcsoportra
bonthatjuk, ahol mindegyik alcsoportban az elsé egyenlGtlenség azt irja le, hogy az adott
héten, adott osztalyban, adott ar-opcioé és adott szcenarido mellett a bevétel nem lehet
nagyobb, mint az ar és az eladott jegyek szaménak szorzata. A masodik feltétel pedig
az elsével egyiitt azt biztositja, hogy ha tényleg az adott ar-opciot valasztjuk, akkor a
bevétel valoban megegyezzen az ar és az eladott jegyek szdmanak szorzataval. Hiszen, ha
példaul az elsé héten pi., = 1, akkor ebbdl az kovetkezik, hogy PiepSiich — rien < 0 és igy
az el6z6 feltétellel egylitt ezekbdl kovetkezik, hogy PienStich = T1ich-

Stich + 82ijch + S3ijkeh + Wijke — Vijke — Cen < OV, 5, k, ¢ (2.7)

Ezek a feltételek arra szolgélnak, hogy a realizalt jegyeladasok szama Osszesen ne le-
hessen t6bb, mint a rendelkezésre allo kapacitas az Osszes kivalasztott repiilén. A vjjxe
valtozot azért kell kivonni a bal oldalbél, mivel ezek azok a helyek, amiket mas osztalyok-

bol vettiink at a c. osztalyba, igy ezeket masik egyenlGtlenségben szamoljuk.

Vijke — 0.1C. <0V, 7, k, c (2.9)
Z Uijke — Z Vijke = 0vi, j, k (2~10)

Ezek azt modellezik, hogy minden jegyosztalybol legfeljebb 10% athelyezhets egy
szomszédos jegyosztalyba. Az elsG két feltétel ezt biztositja, a harmadik feltétel pedig

azt irja elG, hogy az Osszes atadott és atvett kapacitas egyensulyban legyen.

> prn = 1e (2.11)
h

> prien = 1¥i,c (2.12)
h

priz'jch = 1V1,j,¢c (2.13)
h

Ez a fels6 harom feltétel egyszertien azt jelenti, hogy minden osztalyhoz minden id6-

szakban egy ar tartozzon. Itt még érdemes megjegyezni, hogy a p valtozokat, ha egy SOS1
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halmazként kezeljiik, akkor nem kell kiilon kikotni, hogy egészértékid valtozok legyenek,

mivel elGirtuk, hogy ezen valtozok binarisak.

Stich < DiienprenVi, ¢, h (2.14)
S2ijeh < DojchD2ien Vi, J, ¢, (2.15)
S3ijkch < D3kenP3ijenVi, J, k, ¢, h (2.16)

A fenti egyenlGtlenségek arra szolgalnak, hogy egy adott ar-opcidhoz tartozé eladasok
csak akkor torténhessenek meg, ha az adott ar valoban kivalasztasra keriilt. Mivel a p
valtozok binérisak, ha egy ar-opci6 nincs kivalasztva, azaz p = 0 akkor az ahhoz tartozo
eladas nulla kell legyen. Ha pedig kivalasztasra keriil, azaz p = 1 akkor az eladés legfeljebb
annyi lehet, amennyi a kereslet volt az adott osztalyra.

Es végiil, legfeljebb 6 repiilégépet indithatunk erre az adott jaratra:

n<6 (2.17)

A célfiiggvény
Ahogyan méar kordbban emlitettiik, ebben a modellben a varhaté hozamot szeretnénk

maximalizalni. El6szor tekintsiik meg, hogy ez mit is jelentene koriilbeliil:

E(hozam) = Z (els6 heti bevétel az i szituacioban)P (i)
+ Z (méasodik heti bevétel az i, j szituaciokban)P (i) P(j)
]
+ Z (harmadik heti bevétel az i, j, k szituaciokban)P (i) P(j)P(k)

i?jIk

Igy ezt a megfelels jelolésekkel a kovetkezsképp tudjuk felirni:

ZQz‘ Tlich + Z QiQj T2ijch + Z QiQ;Qk T3ijkeh

isc,h ij,esh 0,4, kcsh
Ahol Q; az i.szituéicio valoszintisége. Viszont ez még nem lehet a célfiiggvény, hiszen
igy gyakorlatilag barmennyi repiil6gépet felhasznalhatnank barmiféle ,biintetés” nélkiil.
Ez nyilvanval6an nem lenne helyes, hiszen minden repiil hasznélata kiilon-kiilén 25000000

Ft-ba keriil. Igy a kovetkezs lesz a helyes célfiiggvény:
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max Z Qi Ttich + Z QiQj T2ijen + Z QiQjQuk T3ijken — 251

i7c7h Z'7j7c7h i7j7k7c’h

Ahol 1000000 Ft egy egység.

2.3. Robusztus optimalizilasi megkozelités

Ez az alfejezet Jachyung An, Alexey Mikhaylov és Sang-Uk Jung ,,A Linear Programming
approach for robust network revenue management in the airline industry”[3]| cimi cikkje

alapjan késziilt.

2.3.1. A probléma bemutatasa

A cikk szerz6i a modellben azt mutatjak meg, hogy hogyan lehet bevezetni egy optimélis
foglalasi limit stratégiat, gy, hogy a keresletrdl csak limitalt informécié érhetd el, emiatt
nem feltétleniil lehetséges pontosan besorolni egy valdszintiségi eloszlasba. Pontosabban
a keresletnek egy also és egy fels§ hatarat ismerjiik csak. Ez azért jobb szerintiik, mint a
sztochasztikus megkozelités, mivel egy also- illetve fels korlatot konnyebb meghatarozni,
mint a kereslet eloszléasat. Emellet, ami még ennél is fontosabb az az, hogy a korlatokat
sokkal konnyeb frissiteni, mint a teljes eloszlasra vonatkozo informaciokat. Ez azért is
kiilénosen fontos, mivel a kereslet ezeknél az iparagaknal gyakran és gyorsan véltozhat.
Valamint még azt is fontos megemliteni, hogy specifikusan a repiilGjegyek értékesitésénél
két kiilonbozé terméknél lehetséges, hogy a két termék ugyanazokat a szolgaltatasokat
nyudjtja, viszont az egyik dragabb, mint a masik. Példaul nem mindegy, hogy a repiilé
indulasa el6tt egy honappal, vagy egy nappal el6bb veszem meg a jegyemet. Ez is tovabb
bonyolitja a feladatot.

A foglalasi limit stratégia lényege az, hogy minden termékhez rendel egy felsd kor-
latot, amely azt hatérozza meg, hogy az adott termékbdl legfeljebb mennyit lehet majd
értékesiteni. Ezutan a maximalis veszteség minimalizalasa a cél.

Kovetkezhet a modell pontos bemutatasa.

A modellben szerepelni fog K darab eréforras, illetve N darab termék. A kdvetkezs

jeloléseket hasznaljuk:

e i - az erGforrasok indexe,
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j - a termékek indexe,

d; - a j-edik termék kereslete,

pj - a j-edik termék egységara

l; - d; also becslése,

u; - d; fels6 becslése,

e ¢, - az i-edik er6forrasbol rendelkezésre allo kapacités.

Igy a kereslet egy tgynevezett bizonytalansagi P halmazban lesz:
P={d:1<d<u}

Valamint még sziikséges bevezetni egy A matrixot, aminek a sorai az eréforréasokkal az
oszlopai pedig a termékekkel lesznek indexelve, valamint a,; = 1, ha a j termék felhasz-
nalja az i eréforrast és 0 kiilonben. Ebben az értelmezésben az eréforrasok a repiilégépen
rendelkezésre allo iilShelyeket, illetve szolgaltatédsokat reprezentaljak. Az is elGfordulhat,
hogy egy j terméknek egy atszallasos utazast tekintiink. Ebben az esetben természetesen
minden repiil6itra j-n beliil a;; = 1, ahol i egy repiil6hoz tartozoé erdforras j-n beliil.
Azon az elven alapszik a modell, hogy minden termékhez bevezetiink egy korabban
emlitett foglalasi limitet (booking limit policy), y;-t, ami azt jelenti, hogy j termékbol
maximum y,-t lehet majd csak értékesiteni. A maximalis megbanast egy p(y) fiiggvénnyel
definialjuk és ez azt méri, hogy egy adott y foglalasi limit mellett, mekkora a kiilonbség
a bevételek kozott, ha minden informécio rendelkezésre all a keresletrdl (tehat az idealis
maximalis bevétel), és ha a kereslet tovabbra is bizonytalan tényezs. Ennek megfelelGen:

ply) = max (idealis bevétel adott d mellett — realizalt bevétel az y stratégia mellett)
S

A modellben elGszor egy rogzitett y foglalasi limit mellett vizsgaljuk a legrosszabb
esetet. Ez hatarozza meg a maximalis megbanés értékét. A cél ezutan olyan y foglalasi
limit meghatarozasa, amely minimalizélja ezt a maximaélis megbanast. Igy akkor elGszor
a p(y) meghatéarozasa a cél adott y esetében.

A cikk szerz6i megmutattak, hogy a legnagyobb megbanas akkor keletkezik, ha d; = u;,
vagy d; = l;. A szerz6k bizonyitasainak igazsigértékérsl azonban nem sikeriilt meggyd-

z6dniink. Ezért a kévetkezSkben ezen allitast egy specidlis esetben bizonyitjuk csak be .
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Legyen a j. termék altal felhasznalt eréforrasok halmaza R; (ez az A méatrix j. oszlopanak
felel meg), és a tovabbiakban tegyiik fel, hogy Vyj,j" : R; C Ry, vagy Ry C R;. Azaz az
er6forras halmazok lancot alkotnak. Valamint jelolje z; a j. termékbdl eladott mennyisé-
get az y foglalasi limit mellett, z; pedig az optimélis megoldasban eladott mennyiséget.
Mivel a keresletnél tobbet nem lehet eladni, valamint a foglalasi limit természete miatt
z; < manly;, d;)

Ehhez elgszor tekintsiik a kovetkezd tételt:

2.1. Tétel. Adott y esetén a legnagyobb megbdandst az dr szerint névekvd sorrendd érkezés

adja.

Bizonyitds. Vegylink egy érkezési sorrendet, ami nem ar szerint novekvs. Ekkor létezik
két egymas utan kovetkezs (j és k) termék, amikre p; > py. Azt kell megmutatni, hogyha
ezen termékek érkezési sorrendjét megeseréljiik, akkor a megbanés nem csokken. T6bb
esetet kell megvizsgalni.

1. eset: xp = min{dy,yx}. Ekkor a sorrend megcserélése nem modositja zj értékeét,
hiszen eredetileg is volt hozza elegendd erdforrés, igy a csere utan is lesz (az erdforra-
sok elhasznaltsaga csak javulhatott). Ezért z; értéke sem véltozott, igy a megbanés sem
valtozhatott.

2. eset: xp < min{dg,yr}. Ez azt jelenti, hogy valamelyik k &ltal hasznalt i eréforras
elfogyott, mire k-t eladjuk. Ekkor a csere utani eladasokat jelolje: z; és xj.

2/a. eset: az i erSforrast a j termék is hasznalja. Ekkor ha megcseréljiik j és k sor-
rendjét, akkor @) > xy, és @ + 2} = x; + 1, mivel az i erdforrdsbol ugyanannyi van,
ezért ugyanugy elfogy. A késébb eladott termékek ennél a sorrendnél sem hasznélhatjak
az 1 eréforrast, ezért, ha x] egy késébb eladott | termékre, akkor i ¢ Ry, és mivel feltettiik,
hogy az R halmazok lancot alkotnak, ezért Ry C R; és R} C Ry, ebbdl pedig latszik, hogy
z) = x;. Es mivel p; > py, ezért a megbands nétt.

2/b. eset: az i eréforrast nem hasznalta j. Ekkor ), = xj, mivel a forditott sorrendnél is
az i eréforrés fogy el, és ebbdl x; = x; is kovetkezik, mert tudjuk, hogy ekkora mennyiség

a j. termékbdl is belefér az eréforréasokba. m
2.2. Tétel. Adott y-ra a legnagyobb megbandst gy kapjuk, ha Vj: d; = u;, vagy d; =1;.

Bizonyitds. Feltessziik, hogy a termékek ar szerint novekvs sorrendben szerepelnek az

el6z6 tétel miatt.

25



Tekintsiink tetszéleges d keresletet. Legyen j tetszéleges termék és tegyiik fel, hogy
l; < dj < wuj. Belatjuk, hogy ha l; < d; < u;, akkor d;-t vagy [;-re vagy u;-re modositva
nem csokken a megbanas.

1. eset: x; = y;. Ekkor, ha d;-t u;-re noveljiikk  nem valtozik, de z csak javulhat.

2. eset: z; meghatérozéasakor egy i erdforras telitédik, igy x; < min(y;,d;). Ekkor, ha
d;-t uj-re noveljiik o szintén nem valtozik, z pedig megint csak néhet.

3. eset: x; = d;. Ekkor vizsgaljuk meg mi torténik, ha d;-t egy kis € > 0-val megnovel-
juk.

3/a. eset: a kés6bb kovetkezs termékekbdl ugyanannyit tudunk eladni. Ez azt jelenti,
hogy R; egyetlen eréforrasa sem fogy el késébb. Ez azt is jelenti, hogy, ha d;-t lecsokkentjiik
l;-re, akkor se valtozik a kés6bb eladott termékek mennyisége, tehat a bevétel csupan
p;(d;—1;)-vel csokken. Masrészt az optimalis z megoldas is legfeljebb ennyivel csokkenhet,
hiszen z;-t lecsokkenthetjiik /;-re. Azaz a megbanas csak néhet.

3/b. eset: Ik termék, amibdl késdbb kevesebbet tudunk eladni d; novelése miatt. Ez
ugy torténhet meg, ha Ji erdforrds, hogy i € R; és @ € Ry, és a k termék eladasakor
alapesetben elfogy. Az el6z6 tétel alapjan tudjuk, hogy p; < pr. Ha d;-t megnoveljiik
uj-re, akkor x; valamennyivel megnd, és x, ugyanennyivel lecsokken. Tehat a bevétel
csokken. Raadasul a lanc tulajdonsidg miatt a tobbi termék eladasa is csak csokkenhet,
mert ha hasznalnak olyan eréforrast, ami Rj-ban benne van, de R;-ben nincs, akkor -t
is hasznaljak, tehat ha k utan érkeznek, akkor mar nem vehetiink belslitk. Osszességében
tehat a bevétel nem néhet, az optimélis megoldas viszont nem romolhat d; novelésének

hatasara, tehat a meghanas nem csokkenhet. O

Most kovetkezhet a probléma modellbe foglalasa. A modell konnyebb megértése érde-
kében elGszor vizsgaljunk meg két észrevételt.

1. észrevétel: A termékeket két kategoriaba tudjuk sorolni a kockazatuk alapjan:

e Kapacitashianybol eredd kockazat (underage risk): az az eset, amikor y; < d;, vagyis
a foglaldsi limit tul alacsony a kereslethez képest, igy a légitarsasiag nem tud min-
den lehetséges utast kiszolgalni, ebbdl az latszik, hogy a kereslet magas, tehat a

legnagyobb megbénés ilyenkor a d; = u; esetben kovetkezik be.

o Kereslethianybol ereds kockéazat (overage risk): ebben az esetben y; > d;, azaz nincs

elég kereslet, igy a legnagyobb megbénés a d; = [; esetben lesz.

26



2. észrevétel: Kordbban mar bevezettiink egy x; valtozot, ami a j-edik termékbdl tényle-
gesen eladott jegyek szamat jelolte. Mivel nem lehet a keresletnél vagy a foglalasi limitnél
tobbet eladni, ezért a modellben z; < min(y;, d;) lenne. Azokra a termékekre pedig, me-
lyek eladésahoz rendelkezésre all elegendd kapacitas, ez egyenlGséggel teljesiilne. Ugyan-
akkor ez nemlinearitashoz vezethetne, erre keressiik most a megoldast. Az els6 megfigyelés

segitségével az x-ekre vonatkozo feltételeket két tipusba tudjuk sorolni:

o Teljesitett feltétel (achieved constraint): ez az az eset, amikor a kapacitaskorlat aktiv,
azaz y ; @iy = ¢;, emellett az értekesités nem haladhatja meg sem a keresletet, sem
a foglalasi limitet, azaz x; < d; és x; < y;. Ebben az esetben tehat x;-t nem tudjuk

behatarolni még pontosan.

e Nem teljesitett feltétel (non-achieved constraint): ez az az eset, amikor Y _; a;;x; < ¢,
tehét tobb a kapacitas, mint amennyit fel tudunk hasznalni, ebben az esetben z; =
min(y;,d;), ami a kapacitashianybol eredé kockazatt termékekre y;-vel egyenld,

valamint a kereslethianybol ered6 kockazati termékekre pedig [;-vel egyenld.

Viszont nagyon fontos megemliteni, hogy az x; valtozokra csak abban az esetben van
sziikség, ha a termék olyan eréforrast hasznal, amelyre a kapacitaskorlat aktiv lehet (azaz
a teljesitett feltételeknél). A végs6 modellben tehat x; csak ezekre a termékekre szerepel

majd kilon dontési valtozoként. A tobbi termékre az eladas jelolését késébb targyaljuk.

2.3.2. A modell

ply)=max > pzi— >, pw— Y b+ (2.18)
J

jiJiia; >0 Ji¥iiai; >0
ieC igC
st. Az <e, (2.19)
0<z<wuq+Ir, (2.20)
Z a;r;=c¢ Viedl, (2.21)

jiJizaz;>0,i€C

=M@ —r;) <y; Vj, (2.22)
vy <yq; +lr; Vj:3ira;>0,ie€C, (2.23)
g+ =1, (2.24)
q;,75 €{0,1}, (2.25)
;>0 Vj:3ira;>0ieC. (2.26)
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Létrehozunk két halmazt, U-t és L-t, ahol U = {j : d; = u;} és L = {j : d; = [;}, igy
az elsG észrevétel alapjan két csoportba tudjuk sorolni a termékeket.

A C halmazt a teljesitett, illetve nem teljesitett feltételek koncepcidja miatt hozzuk
létre, a kovetkezst foglalja magaba: C' = {i: 3 _; a;;(y;q; +1jr;) > ¢}, ahol g; és r; bindris
valtozok, és ¢; = 1, ha j € U, ésr; = 1, ha j € L. Ezen binaris valtozok modellezésére
szerepelnek a (2.24), illetve (2.25) feltételek. Itt ha i € C, akkor az azt jelenti, hogy a
kapacitaskorlat aktiv, és ebben az esetben életbe 1épnek a teljesitett feltételek, igy kapjuk
a (2.21), illetve (2.23) feltételeket a modellen belil. Ha egy erdforras nem tartozik a C
halmazba, akkor a kapacitaskorlat nem aktiv. Ilyenkor ezt az eréforrast felhasznalo termé-
kekhez tartozo tényleges eladas nem kiilon z; valtozoval jelenik meg, hanem kozvetleniil
az y;q; + ljr; kifejezéssel adhato meg, ezzel kikiiszoboltitk a min(y;, d;) fliggvényt a mo-
dellbél. Ez a felosztas megfeleltethets a korabban emlitett kotd, illetve nem koté korlatok
fogalménak, azzal a kiilonbséggel, hogy itt ezek a korlatok nem az optimaélis megoldasbol
kovetkeznek, hanem egy adott (g, ) valtozo parhoz tartozo lehetséges erdforrasigény mi-
att alakulhatnak ki. Tehat itt nem a megoldasokhoz hatarozzak meg ezt a tulajdonsagot,
hanem a (g, r) parok.

Fontos megjegyezni még azt az esetet, amikor y; < [;, azaz barmely lehetséges kereslet
nagyobb, mint a foglalasi limit. A cikk szerzdi azt javasoljak, hogy ilyenkor soroljuk a j
terméket az U halmazba a maximalis megbanas eléréséhez. Annak érdekében, hogy ez
a modellben is megjelenjen sziikség van a (2.22) feltételre, ahol M egy elég nagy szam.
Ez a korlat azt biztositja, hogy ha r; = 1, azaz ha a j termék az L halmazba tartozik,
akkor y; nem lehet kisebb [;-nél. Ebbdl kovetkezik, hogy ha y; < [;, akkor a j termék
mindenféleképpen az U halmazba tartozik.

Mivel még a legoptimalisabb helyzetben sem lehetséges, hogy tobbet adjunk el, mint
amennyi a kereslet, vagy amennyit a kapacitas enged, ezért sziikséges bevezetni a (2.19)
illetve (2.20) feltételeket.

Mivel nem lehetséges negativ szamu jegyet eladni, ezért be kell vezetni a (2.26) felté-
telt. Mivel a célfiiggvényben az x; valtozok negativ eljellel szerepelnek, a modell torekszik
arra, hogy ezek minél kisebbek legyenek. Igy felmeriilhet a kérdés, hogy hogyan akadé-
lyozzuk meg, hogy a modell minden j termékre z; = 0-4t valasszon. De emiatt nem kell
aggddni, mivel azokra a j termékekre, amikhez tartozik olyan ¢ eréforras, amire i € C
létrehoztuk a (2.21) feltételt pontosan ennek a helyzetnek elkeriilése érdekében. Emel-
let azokra a termékekre, amelyekhez nem tartozik C' halmazbeli erdéforras, a tényleges

eladas kiilon valtozoé bevezetése nélkil is meghatarozhato: underage esetben y;, overage
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esetben pedig I; adodik (ezt a teljesitett, illetve nem teljesitett feltételek megfigyelésénél
targyaltuk). Emiatt a modell ezekre a termékekre nem is hasznal =, valtozokat, hanem
egyszerien az y;q; + l,;r; kifejezéssel helyettesiti, ami a g; és r; binaris valtozok szerkezete
miatt mindig jol helyettesiti majd az x; valtozokat.

Végiil pedig a célfiiggvényrdl (2.18) is fontos szot ejteni. Ez a legnagyobb meghéanast
karakterizalja, agy, hogy az optimalis eladasokbol kivonja az aktuélis y foglalasi limittel
kapott bevételt. Utdbbit szétvélasztjuk itt is a C' halmaz szerint.

Igy végs6 eredményként kapunk egy vegyes egészértéki linearis programozasi modellt,
mivel szerepelnek benne egészértékd, illetve folytonos valtozok is. Itt specidlisan ¢; és r;-k
az egészérteki valtozok. Tehét ez azt jelenti, hogy ha feltételezziik, hogy ¢, és r; adottak
Vj-re, akkor a kdvetkezd LP-problémat kapjuk:

p(y) =max 3 pj(z; — ;) (2.27)
J

s.t. Az <e, (2.28)
0<z<uq+lr, (2.29)

Az = ¢ —k, (2.30)

0<ki<ei— Y aylyg+1Ur) Vig¢gC, (2.31)

j

ki=0 VieC, (2.32)
0<az<yq+Ir (2.33)

Itt gyakorlatilag az el6z6 modellrél van szo, annyi kiilonbséggel, hogy bevezetiink egy
k valtozot, a teljesitett illetve nem teljesitett feltételek kezelésére. Es mivel Gsszesen 2V
darab eset van az Osszes g¢; illetve r;-re, igy ezeket mind megvizsgélva ki lehet szdmolni
minden esetre a p(y) fiiggvényt és ezek koziil ki lehet valasztani az optimélis megoldast.

Innen a feladat a kovetkezd:

min p(y)
y (2.34)

st. 0<y<u

Azt még érdemes itt megjegyezni, hogy ez a modell nem kivanja meg a Ay < c feltételt,
ez amiatt van, hogy ezt az x-re, tehat a tényleges eladasra mar megkdveteljiik, igy nem

lesz benne a megoldasok halmazaban egy olyan (hamis) megoldas, ahol tobbet adnank
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el, mint amennyit tudunk val6jaban. Ez azért elényos, mert igy a modell rugalmasabb és
élethiibb.
Viszont ezt a feladatot mar egy heurisztikus genetikai algoritmussal oldjék meg, ezzel

nem foglalkozunk.
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2.4. Osszehasonlitas

Els6 sorban fontos megemliteni, hogy a két modell nem teljesen ugyanazt az optimalizaléasi
problémét dolgozza fel. Mig a klasszikus, sztochasztikus modell a repiilGjegy arak meg-
hatarozésaval foglalkozik, addig a robusztus megkozelités egy adott foglaldsi limit meg-
hatarozasa mellett vizsgalja a legrosszabb esetet. Tehat két kiilonbozs feladatot oldanak
meg, mégis ugyanazzal az altalanos problémaval foglalkoznak, ami pedig, egy repiil6gép
tarsasag bevételének maximalizélasa.

Az els6dleges, és emellett legfontosabb kiilonbség a kockéazat kezelésében mutatkozik
meg. A sztochasztikus modell konkrét valoszintiségi eloszlasokat hasznal, ezzel szemben a
robusztus megkozelitésben, ahogyan mar emlitettiik, a keresletet egy also-, illetve egy fels
korlat kozé szoritjuk. Az els6 megkozelitéssel az a probléma, hogy a kereslet eloszlasat kii-
16n6sen nehéz altalaban megbecsiilni, hiszen rengeteg tényezd befolyasolja alakulasat. Igy
ilyen szempontbdl a mésodik modellel konnyebben lehet dolgozni, ha a keresletrdl limitalt
informéacionk van. Még azt is érdemes megemliteni a kockazatot illetGen, hogy, mivel a
robusztus modell a legnagyobb veszteséget minimalizalja, igy ezzel a legrosszabb esettel
foglalkozik, emiatt nem ,yveszithetiink nagyot”. Ugyanakkor ez a sztochasztikus modellrél
nem mondhaté el, hiszen a maximalis hozam varhato értéke ugyanannyira bizonytalan,
mint a kereslet alakulésa, igy ez onmagaban egy sokkal kockadzatosabb hozzaallas.

A sztochasztikus modell elénye ezzel szemben, hogy idészakosan valtoztathatoak az
arak a valodi keresletnek megfelelGen, mig a robusztus megkozelitésben adott termékeket
tekintiink, igy ezzel rogzitett jegyarakat. Ezt a tulajdonsagot tgy lehetne implementalni a
robusztus modellbe, hogy minden idészak végén frissitjiik az u, illetve [ vektorokat az el6z6
hét valodi kereslete alapjan, és ezekkel az értékekkel ujrafuttatjuk a modellt. Egy méasik
megkdzelités lehetne az, hogy a jegyeket a kiilonboz6 iddszakokban kiilonb6z6 termékek-
ként kezeljiik. Viszont ez nem ugyanazt eredményezné, mivel igy nem lehetne frissiteni
a modellt az adott idGszakok utén, ezzel nem feltétleniil a legoptimalisabb megoldast
kapnank. Illetve még az is probléma lenne, hogy az els6 modellbeli ok-okozati aspektust
elveszitenénk, hiszen nem az el6z6 idGszak alapjan dontene a modell.

Modellezési szempontbol a robusztus modell egy kicsit Osszetettebb, mivel sok helyen
binaris valtozokat hasznal, és formaléas nélkiil elveszithetnénk a linearis tulajdonsagat. A
sztochasztikus modell ezzel szemben sok esetben altalanosabb, kevesebb valtozoval ren-
delkezik, kiilondsen akkor, ha a szcenériok és az ar opcidk szadma korlatozott. Mindkét mo-

dell egy vegyes programozasi modell, viszont ahogyan lathattuk, a robusztus atalakithato
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egy linearis programozasi feladattéa a megfelel§ transzforméciokkal, ezzel leegyszertsitve
a megoldasi folyamatot.

Felmeriil a kérdés, hogy léteznek-e olyan feladatok, amelyeket csak az egyik vagy a méa-
sik modell segitségével lehet megoldani. Matematikai értelemben mindkét modell ugyan-
arra a problémara ad megoldast, a megkozelités az, ami kiillonbozik. Ugyanakkor az, hogy
milyen tipust és mekkora mennyiségii adat all a rendelkezésiinkre, gyakorlati szempontbol
meghatarozo lehet a modell kivalasztasanal.

Osszességében a sztochasztikus modell olyan esetekben lehet hasznos, ahol elegendd
informaci6 all a rendelkezésiinkre a kereslet eloszlasarol, és bizonyos dontések tobb idé-
szakon keresztiil valtoztathatok a rendelkezésre allo informéaciok alapjan. Ezzel szemben
a robusztus modell elényosebb lehet olyankor, amikor a kereslet eloszlasat nehéz megbe-
csiilni, és inkabb a legrosszabb eset elkeriilése a cél.

Tehat inkdbb az informacié mennyisége és a végs6 cél az, ami meghatarozza, hogy

melyik modellt érdemesebb hasznélni, mintsem maga a feladat.
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3. fejezet

Termelésutemezési modell az

élelmiszeriparban

A kovetkezd fejezet Philip Doganis és Haralambos Sarimveis ,Optimal scheduling in a
yogurt production line based on mixed integer linear programming” [4] cimi cikkje és Ali
Allahverdi, Jatinder N.D. Guptab és Tariq Aldowaisan ,,A review of scheduling research
involving setup considerations” [2| cimii cikkje alapjan késziilt.

A kovetkez6 modell sok szempontbdél tekinthets titemezéselméleti probléméanak, speci-
alisan ez egy termelésiitemezési probléma. A kévetkezdkben figyelembe vessziik az iiteme-
zéselméleti tulajdonsigit a modellnek, ugyanakkor optimalizalasi feladatként tekintiink

majd ra.

3.1. Atallasi mtiveletek modellezése

Az iitemezési feladatokban fontos emlitést tenni a setup mtveletekrsl. Ezek olyan tevé-
kenységeket foglalnak magukba, amelyek sziikségesek lehetnek egy gyartasi folyamat, vagy
egy konkrét gép beallitasahoz. Példa ilyen mitiveletekre, a szerszamok el6készitése, a gép
tisztitasa, vagy a sziikséges alapanyagok elGkészitése. Még fontos tényezd lehet a setup
mitivelet ideje, vagy koltsége, amiket szamos probléméanal nagyon fontos figyelembe venni.

A setup miiveleteknek két f6 tipusat kiilonboztetjiik meg. Az elsé az tgynevezett
sequence-independent setup. Ebben a tipusban az atéallasi id6 csakis az aktualisan gyar-
tando terméktsl fligg. Ezzel szemben a sequence-dependent tipusii setup miiveletekben

az atallasi id6 nem csak az aktudlisan gyartand6 terméktél, hanem az azt kozvetleniil
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megel6z6 termék tipuséatol is fiigg, valamint az ezek kozotti kiillonbségektsl. Az utdébbi sok

esetben, példaul az élelmiszer iparban kozelebb all a valésaghoz.

3.2. A probléma bemutatasa

A vizsgalt cikk egy konkrét joghurt gyarté cég gyartasi litemtervét optimalizalja. A lé-
nyege a feladatnak az, hogy van bizonyos szamu kiilonb6z6 joghurt termék, amiket le kell
gyartani egy bizonyos idén beliill. Minden napra és minden termékre meg van adva az
igény, amit kotelezd teljesiteni teljes egészében. Emellet a termelést egy gép végzi, ezzel
leegyszertsitve az litemezést. A modell célja a gyartassal jaroé koltségek minimalizalasa
ugy, hogy minden esetben betartsuk a hataridéket és minden igényt kielégitsiink.

A probléma bonyolultsaga részben annak kdszonhetd, hogy az id§ elérehaladasaval a
piacon egyre tobb fajta termék taldlhaté meg. Ami egy részrél nagyon elényos, hiszen en-
nek koszonhetGen jelentésen tobb vasarloi igény kielégitésére alkalmas a piac. Masrészrl
viszont ez jelentGsen megbonyolitja a termelés folyamatéat, mivel a kiillonb6z6 termékek
kozott a gyartasi folyamat soran bizonyos termékek kozti valtaskor ki kell tisztitani a
gépet és esetlegesen atéllitani a beallitasokat is. Mig bizonyos termékek kozott nincsen
semmi kiilénbség a csomagolason kiviil, ezzel az atallas gyors és olcso, addig mas termé-
keknél ez jelent&sen idGigényesebb és ezzel egyiitt dragabb folyamat lehet. Példaul olyan
esetekben, amikor az egymés utédn kovetkezs termékek kiilonbozé zsirtartalmuak, vagy
kilénbozs fajtaju tejbdl késziilnek. Az is el6fordulhat, hogy natur joghurtot és izesitett
joghurot is gyartunk. Ebben az esetben meg tudjuk spoérolni a felesleges takaritast, ha a
natir joghurtot gyartjuk minden izesitett joghurt el6tt. Vagy példaul az alacsonyabb zsir-
tartalmu joghurtokat a magasabb zsirtartalmuak elé iitemezziik, ezzel szintén a takaritas
mennyiségét tudjuk lecsokkenteni. Amiatt, hogy ezeket a konnyitéseket, illetve idGsporo-
lasokat beleépithessék a modellbe a cikk szerzéi felallitottak a gyartando termékeknek egy
termelési sorrendjét gy, hogy ez az atallasi id§ a lehet§ legkisebb legyen. Ez tehat egy
klasszikus sequence-dependent setup probléma, hiszen az atéallasi id6 a gyéartéasi sorrendtsl
is fligg, nem csak a gyartando termékektsl, ahogyan mér korabban emlitettiik.

A tovabbiakban folytassuk a konkrét modell felépitését.

Annak érdekében, hogy a modell minél kozelebb alljon a valésaghoz, fontos belekalku-
lalni, hogy eléfordulhat, hogy egyes termékek gyartasanal a gép lasabban miikédik. Ilyen
eset lehet példaul a kisebb csomagoléasii termékeknél, hogy a gépet érdemesebb lassabra

allitani, az elrontott csomagolasok minimalizaldsdnak érdekében. Ezért a modell minden
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termékhez hozzarendel egy bizonyos sebességet, amivel a gép miikodik mikézben gyértja
az arut. Ez is egy nagyon fontos tényezé a gyartasi idg, és ezzel a koltségek minimaliza-
lasaban is.

Ezek mellet azt is figyelembe kell venni, hogy az id§ pénz. Tehat minél tébbet dolgoz-
tatjuk a munkaerst értelemszertien annal tébbet kell nekik fizetni . Emiatt a feladat azt
is tartalmazza, hogy harom mitszak van egy napban. Az elsé nyolc éra, a masodik és a
harmadik nyolc 6ra a harom kiilonboz6 miszak, és egyre tovabb elérehaladva a napban
egyre dragabb lesz a munkaers. Valamint még az idével kapcsolatban azt is kikototték,
hogy egy nap maximum 23 6raig miikodtethetjik a gépet, mivel minden nap végén ki
kell tisztitani, ami pontosan 1 6rat vesz igénybe. Emellet az is egy nagyon fontos tényezs,
hogy ha egy adott napon tobbet termeltiink az igénynél, akkor azt el is kell tarolnunk a
raktarban. Mivel a joghurtokat hit&ben kell tarolni, ezért ez is ugyanigy pénzbe keriil,
tehat ezt is bele kell szamolni a lehetséges kiadasokba.

Ezek mellett minden termékre az is meg van adva, hogy kezdetben mekkora volt a
készlet beldle, illetve az a mennyiség is, hogy a termelési idGszak végére mennyit kell belGle
kitermelni. Es végiil az is meg van adva minden termékre, hogy tételenként maximalisan
¢és minimalisan mennyit termelhetiink. Termékpéaronként pedig mindegyik parrél tudjuk,
hogy ha egymés utéan kovetkeznének a termelésben, akkor a gép atallitasa az els6 termékral
a mésodikra mennyi idébe telne, illetve mennyibe keriilne. Ezeket a paramétereket a
késGbbiekben, elnevezve felsoroljuk.

Ezt a fajta problémat a termelés titemezési modellekhez sorolhatjuk. Ez azt jelenti,
hogy a modell célja egy olyan termelési terv meghatarozésa, amely a teljes koltséget
minimalizédlja, és emellett teljesiti a termeléssel kapcsolatos kiilonbo6zé eldirasokat mind a
termelési sorrendre mind a kiilonb6z6 termékekre vonatkozé igényekre.

Még egy fontosabb tulajdonsiga ennek a modellnek, hogy nem konkrét kezdési id6pon-
tokhoz rendeli az egyes feladatokat, hanem egy iitemtervet &llit fel minden napra. Emiatt
ez a modell kozelebb all a folytonos idejii (continuous-time) modellezési modszerekhez.

A modellben a kévetkezd jeloléseket hasznaljuk:

Indexek

e i - napok indexe,
o j, k.l - termékek indexei.

Parameéterek
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e N - a termelési idGszak napjainak szama,
e P - a termékek szama,

e demand(i,j) - a j termék termelési igénye az i. napon, egy egység 1000 darabnak

felel meg,
e csetup(j, k) - a j termékrol a k termékre valo atallas koltsége,
o tsetup(j, k) - a j termékrdl a k termékre valo atallas ideje,
e cstorage - a termékek eltarolasanak koltsége /nap,
e cost8, costl6, cost24 - a harom miszakhoz tartozé6 munkaerskoltségek,
e u(j) - a j termék gyartasi sebessége a gépen, 1000 adag/ora mértékegységben,
e openinv(i,j) - a j termék kezdeti készletének mennyisége az i. napon,
e tarinv(i, j) - a j termékbdl ennyinek kell lennie a raktarban az i. nap végére,
e M(j) - a j termék maximalis gyartasi tételmérete 1000 adagonként,
e m(j) - a j termék minimalis gyartasi tételmérete 1000 adagonként.
Dontési valtozok
e prod(i,j) - azt jelzi, hogy a j termékbdl az i. napon mennyit gyartottunk,
e inv(i,j) - azt jelzi, hogy mekkora a j termék készletének mérete az i. nap végén,

e Time(i) - azt jelzi, hogy pontosan mennyi ideig hasznéltuk a gépet az i. napon, az

atallasi idket is beleszamitva,

e BIN(i,j) - binaris valtozo, amely azt jelzi, hogy a j terméket gyartottuk-e az i.

napon,

e BINSETUP(i,j, k) - szintén binaris valtozd, amely azt jelzi, hogy az i. napon

atallitottuk-e a gépet a j termékrdl a k-ra.
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3.2.1. A modell

A célfiiggvény

A célfiiggvény itt a szokasostol eltéréen nem a bevétel maximalizalasara torekszik,
hanem inkabb a kiadédsok minimalizalasara minden egyes nap.

Tekintsiik at milyen koltségekkel jar egy nap termelés a gyarban.

Els6sorban fizetniink kell minden egyes alkalommal, amikor egy termékrsl attériink
egy masikra, de természetesen ezt csak akkor kell kifizetniink, ha az adott termékeket
gyartottuk az adott napon, és ezek egymast kovetik a megadott termelési sorrendben.

Ezeket Osszevetve kapjuk a kovetkezs Osszeget:

> ) esetup(j,l) - BINSETUP(i, j, 1) (3.1)
i l

Kovetkezének az is pénzbe keriil, ha példaul az egyik nap végén maradt a raktarban

termék, akkor ezeknek a termékeknek a tartési koltségét is ki kell fizetniink az adott napra:

Z inv(i, j) - cstorage (3.2)
J

Es a végs6 kiadas kovetkezik, ami pedig a munkaerd, hiszen a modellbeli gépiink nem
onellatd. Ezt a koltséget érdemesebb harom részre tagolni, mivel a 8., illetve a 16. ora
elérése utan dragabb lesz a munkaers. ElsSként tgy vessziik, mintha az egész napon a 8
6ras munkaidé araval dolgoznénk és ezutan raszamoljuk még a 8 és 16 6ran feliili munka

arat:

cost8 - Time(i) (3.3)
+ (cost16 — cost8) - (Time(i) — 8 + a(i)) (3.4)
+ (cost24 — cost16) - (Time(i) — 16 + b(i)) (3.5)

Ahol az a(i), illetve b(7) segédvéltozokat hasznaljuk a kifejezés nemnegativitasa ér-
dekében. Kiilonbozos feltételeket kell még kikotniink, hogy a segédvaltozok betoltsék a

megfelel§ szerepiiket:

Time(i) — 8 +a(i) > 0 Vi (3.6)
Time(i) — 164+ b(i) >0 Vi (3.7)
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Nekiink az lenne a cél, hogy a(i) = max(0, 8 — Time(:)) és b(i) = max(0, 16 — Time(7))
legyenek. Mivel ezek a kifejezések a minimalizalo célfiiggvényben pozitivan szerepelnek,
ezért a fenti két feltétel biztositja ezeket az egyenlGségeket az optimalis megoldasban.

Igy ezeknek megfelelGen, ha Osszevetjiik ezeket az Gsszegeket a munkafolyamat Osszes

napjara, akkor a kovetkezé kifejezés minimalizalasa lesz a cél:

> N 0 esetup(j,l) - BINSETUP(i, j,1)
i j l
+ Z:] Z inv(i, j) - cstorage
+ Z c;stS - Time(i)
+ ZZ:(COSHG — cost8) - (Time(i) — 8 + a(i))
+ i(cast?él — c0ost16) - (Time(i) — 16 + b(i)). (3.8)

Felmeriilhet a kérdés, hogy a minimalizal6o célfiiggvény mellett mi akadalyozza meg,
hogy optimélis megoldasnak a trividlis, azaz minden valtozot nullanak valaszté megoldast
kapjuk.

A valasz a kovetkez§ alfejezetben bemutatott korlatozo feltételekben rejlik.

A feltételek

Az alabbi két kifejezés azt korlatozza, hogy egy adott napon mennyit termelhetiink
egy adott termékbdl. Lathatoan az els feltétel a maximalis termelést adja, a masodik
pedig a minimaélis termelést. Tehat azt irjak le, hogy ha termeliink egy napon egy adott
termékbdl, akkor maximum M mennyiséget és minimum m mennyiséget termelhetiink
csak. Ha pedig nem termeliink aznap bel6le, azaz BIN(i,j) = 0, akkor az elsallitott

termékek szama is 0 legyen.

prod(i,j) < M(j) - BIN(i,j) Vi, j (3.9)
A kovetkez§ feltétel a napi termelés és az eltarolt termékek kozotti kapcesolatot irja
le. Azt biztositja, hogy az Osszes megtermelt, vagy mar meglévs terméknek ,legyen he-

lye”, tehat vagy eladjuk 6ket, azaz a demand(i, j)-hez tartoznak, vagy az utolsé napon a

raktarban maradnak, igy az inv(lV, j)-hez tartoznak.
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N N
openinv(j) + Zprod(i,j) = Z demand(i,j) +inv(N,j) Vj (3.11)
i=1 i=1

Ez az els6 olyan feltétel, ami megkoveteli, hogy a prod(i, j) valtozé ne lehessen nulla
minden i-re és j-re. Hiszen, ha ez megtorténhetne ez alapjan, akkor az azt jelentené, hogy
mér a kezdetektdl fogva elegendd mennyiségi termék allt a rendelkezésiinkre, igy valoban
nem sziikséges tobbet termelni. Tehat nem lenne semmilyen tovabbi feladatunk.

Az alabbi feltételek az els6 napi termelést szabélyozzék. Azt irja le a (3.12) feltétel,
hogy az elsé napon annyi maradjon a raktarban, amennyit nem adtunk el sem a régiek,
sem az tjonnan termelt termékek koziil. Valamint, mivel nem tudunk annal tébbet eladni,

mint amennyit termeltiink, ezért sziikséges a (3.13) feltétel bevezetése.

inv(1,7) = openinv(j) + prod(1, j) — demand(1,j) Vj (3.12)
inv(l,j) >0 Vj (3.13)

A kovetkezd két feltétel az el6z6 ketts altalanositasa a tébbi napra.

inv(i,j) =inv(i — 1,7) + prod(i, j) — demand(i,j) > 1, Vj (3.14)
inv(i,7) >0 i>1, Yy (3.15)

Igy a fentebbi négy feltétel implicit moédon magaban hordozza azt a kikétést is, hogy a
termékek kiszallitdsdban a késés nem megengedett. Hiszen ezek miatt muszaj minden nap
legalabb annyit termelni minden termékbdl, mint az aznapi kereslet, igy nem fordulhat
el olyan hogy az el6z6 naprol maradt igény atcsuszik a kovetkezd napra. Ezzel azt is
biztositjuk emellet, hogy ha esetleg til nagy lenne a kereslet valamelyik arubol annyira,
hogy azt mar nem lehetséges teljesiteni, akkor a modellnek nem is lenne megengedett
megoldésa, igy ebbdl tudhatnank, hogy lehetetlen a kérés.

Es itt az egyik legfontosabb feladata ezeknek a feltételeknek az, hogy ezek méar ki-
kényszeritik azt, hogy a prod(i, j) valtozo ne lehessen nulla. Ehhez sziikséges az a feltétel
persze, hogy a kereslet ne legyen nulla, de ez barmilyen értelmes feladatra igaz.

A kovetkezd kifejezés szimplan arra szolgal, hogy a modell a termelési idGszak végéig

megfelel6 mennyiségii terméket raktarozzon el, ezzel kielégitve a tarinv(j) paraméter altal
kitiizott célt.
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inv(N, j) = tarinv(j) Vj (3.16)

Az alabbi kifejezések a munkaval t61tott id6 helyes kiszamolasara szolgalnak. A (3.17)
feltétel elsG tagja azt szamolja ki, hogy Gsszesen mennyi id6t t6lt a gép a termeléssel min-
den termékre. Itt ez a tag linearis marad, mivel az u(j) az nem egy valtozo, hanem egy
elére megadott paraméter. Emellé azt is hozza kell szamolni, hogy mennyi id6t toltottiink
azzal, hogy egy termék termelésérsl attériink egy masikéra. A masodik tag pontosan ezt
szolgalja. Es nyilvanvaloan csak a ténylegesen megtortént cseréket szeretnénk beleszamol-
ni, emiatt kell megszorozni a BINSETU P(i, j,1) valtozoval a cserék idStartamat, ami
természetesen itt is csak egy paraméter, igy linearis marad a kifejezés tovabbra is.

A (3.18) feltétel pedig egyszerten azt irja els, hogy egy adott napon legfeljebb 23 orat
dolgozhat a gép.

d(
T@'me(i)zzpm (i, j) —i—ZZtsetup (j,l)- BINSETUP(i,j,l) Vi  (3.17)

j=1 j=1 I=1

Time(i) < 23 Vi (3.18)

A kovetkezg feltételcsoport a feladatnak azt a dinamikajat modellezi, ami abbdl &ll,
hogy egy napon természetesen tobb terméket is gyarthatunk, de nem mindegy, hogy mi-
lyen sorrendben keriilnek a gépre. Ennek az oka, az, hogy a kiillonb6z6 termékek kozott
kiilonb6z6 id6 alatt lehet atallitani, esetlegesen kitakaritani a gépet. Ennek a tulajdon-
sagnak a modellezésére szolgdl a BINSETU P(i,j,1) valtozo. Viszont ahhoz, hogy ,,jol
miikodjon” ez a valtozo, azaz pontosan ugyanazokat a tulajdonsagokat irja le, amiket a
feladat el6ir, ahhoz kellenek a megfelel6 egyenlStlenségek. Azt kell észrevenni, hogy ez
a valtozo harom kifejezéstol fiigg, a BIN(1,7), illetve BIN(i,1) valtozoktol, valamint a
Zk it BIN(i,k)BIN (i, k) Osszegtol. Ez az Osszeg azt szamolja meg, hogy két adott
termék esetében, itt példaul az j-ik, illetve a [-ik termék kozott a termelési sorrendben
talalhato-e olyan, amibdl szintén gyartunk az adott napon. Ez persze abban az esetben
érdekes szamunkra, ha az j-ik és a [-ik terméket is gyartjuk aznap. Ha ez igaz és ez a
kifejezés 0 értéket vesz fel, az azt jelenti, hogy a j termék utan gyartottuk kozvetleniil
az [-ik terméket, tehat a gépet at kellett allitanunk az j berendezésérdl az [ termékére.
Azaz ebben az esetben sziikségképpen a BINSETUP(i, j,1) valtozonak 1-nek kell len-

nie. Azonban, ha ez az Osszeg pozitiv, akkor létezik legalabb egy olyan termék j és [
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kozott, amibdl szintén gyartottunk aznap, tehat nem beszélhetiink kozvetlen atéallasrol a
két termék kozott. Ezek alapjan a BINSETU P valtozonak pontosan akkor kell 1 értéket
felvennie, ha gyartjuk a j és [ terméket is aznap, de semmilyen kozottiik elhelyezkedd
termékbdl nem gyartunk.

A fenti gondolatmenetet egyszeri logikai valtozok bevezetésével a kovetkezSképpen
lehet felirni:

Bevezetjiik az x, vy, z, q logikai valtozokat a kovetkezSképpen:

v =BIN(i,j),y = BIN(i,1),z = Y, BIN(i, k) és végiil ¢ = BINSETUP(i, j,1).
Itt nagyon fontos, hogy a z nem lehet teljesen logikai valtozo, mivel felvehet 1-nél nagyobb
értékeket is. Ezt tgy modositjuk, hogy az 1-nél nagyobb értékeket nem kiilonboztetjiik

"L BIN(i,k) > 1. Ekkor a fenti logikai 6sszefiiggés a kovetkezo:

meg, azaz z = 1, ha k—jt1

g <= (AN yA —z)

Igy ezeknek megfelelGen, a kovetkezs feltételek a korabban bemutatott logikai feltételek
linearizaciojanak elvét alkalmazzék, kicsit Gsszetettebben. Es a fent leirt ekvivalenciat
modellezik.

Az alabbi Osszefliggés azt biztositja, hogy ha a j és [ termékek kozott szerepel koztes
termék, akkor a BINSETUP valtozdé ne lehessen 1. Itt a A az egy megfelelGen kicsi

pozitiv szam.

-1
BINSETUP(i,j,l) <14+ (1 —BIN(i,j))+ (1 — BIN(i,l)) — A Z BIN(i k) Vi, j, VI >j
k=j+1

(3.19)

Az el6z6 feltétel a koztes termékek kizarasat biztositja, de 6nmagaban még nem ga-

rantalja, hogy a BINSETU P valtozo6 csak akkor lehessen 1, ha mind a BIN (7, j), mind a

BIN (i,1) valtozo is 1 értéket vesz fel. Emiatt sziikséges bevezetni az alabbi két egyenlét-

lenséget. Ezek biztositjak, hogy, ha barmelyik a két valtozo koziil 0, akkor a BINSETU P

ugyaniugy csak nulla lehessen, ezzel ezekben az esetekben feliilirva azt, amit esetlegesen

az el6zd feltétel elsirt.

BINSETUP(i,j,1) < BIN(i,§) Vi,j, V> j (3.20)
BINSETUP(i,j,1) < BIN(i,1) Vi,j, VI > j (3.21)
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Igy egyben a fenti harom feltétel adja az ekvivalencia — iranyét.

A kovetkezs egyenldtlenség pedig az ekvivalencia < iranyat biztositja. Ugy, hogy
azt az esetet fedi le, amikor a jobb oldal teljesiil, akkor ez a feltétel kényszeriti bele a
BINSETU P valtozot abba, hogy 1 értéket vegyen fel, hiszen ekkor a (3.20), és (3.21)
feltételek miatt < 1, és ez a feltétel miatt pedig > 1 kell, hogy legyen. A t6bbi esetben ez

a feltétel nem mond sokat, ott inkdbb a tobbi egyenlétlenség korlatoz.

-1
BINSETUP(i,j,1) > BIN(i,j) + BIN(i,l) =1~ > BIN(i,k) Vi,j, VI > j
k=j+1
(3.22)

Tehat az ekvivalenciat igy modellezziik, hogy mindkét iranynél csupan egy hamis eset
meriilhet fel (hiszen implikaciokrol van sz6). Ha ezt az esetet kizarjuk valahogyan, akkor
helyes a modellezés. Es valoban ez torténik fentebb.

Az aléabbi egyenl@ség arra szolgal, hogy minden két termék kozott az atéllitast csak
egyszer szamoljuk. Ehhez azt a tényt hasznalja fel, hogy a termékek kozott létezik egy

termelési sorrend, amit minden esetben kovetniink kell.

BINSETUP(i,j,1) =0 Vi, j, VI <j (3.23)

A legutolso feltétel valojaban nem ad 10j korlatozast, vagy informéciét a modellhez,
hiszen amit allit annak méar magatol teljesiilnie kell a fenti feltételek miatt. Viszont a cikk
szerzGi azt vették észre, hogy ezzel a feltétellel egyiitt jelentGsen nétt a modellt megoldo
optimalizal6 algoritmus gyorsasaga. Azt irja el§ szimplan, hogy minden egymast kovets
gyartott termékparhoz tartozzon egy pozitiv értékti BINSETUP valtozo is, kivéve az

elsd, illetve utols6 gyartott termékhez.

P P
> BIN(i,j) = > Y BINSETUP(i,jl) <1 Vi (3.24)
j=1 j

Jj=1 [l=1
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4. fejezet

A modell implementacioja és megoldasa

s stz

4.1. A hasznalt kornyezet

A modell implementacidoja GUSEK kornyezetben tortént, amely a SciTE szovegszerkesztd
és a GLPK (GNU Linear Programming Kit) solver integralt fejleszt6i kornyezete. A modell
leirasara a GNU MathProg (GMPL) modellez6 nyelvet hasznaltam, amely a GLPK prog-
ramcsomaghoz tartozik. Ez a programcsomag nagy méret LP-, illetve MILP-modellek és
hasonl6 feladatok megoldasara alkalmas. Tobbek kozott tamogatja még a primal- és du-
al szimplex modszert, valamint a branch-and-cut algoritmust. A jelenleg targyalt modell
megoldéasahoz is ezeket az algoritmusokat hasznéalta fel a solver. 9]
A GLPK csomagban a modelleket kétféleképpen lehet felépiteni [1]:

1. Egy fajlbol allo6 modell. Ilyenkor az egész program egyetlen ,.mod” kiterjesztésii

fajlbol all, ez mindent tartalmaz, a megadott adatokat is beleértve.

2. Két fajlbol all6 program. Ebben a tipusban a megoldandd modell két fajlbol all
ossze. Egy ,,.mod”, illetve egy ,.dat” kiterjesztésd fajlbol. Az el6z6vel ellentétben itt
a feladathoz sziikséges adatok nem a ,.mod” fajlban szerepelnek, hanem a ,.dat”
kiterjesztéstiben. A két fajl elnevezéséhez célszerti ugyanazt a névalapot vélasztani,

példaul ,,yogurt.mod”, illetve ,,;yogurt.dat”.

A jelen dolgozatban targyalt modell implementaldsahoz az utobbi megoldast valasz-

tottam. Igy két fajlbol all az egész modell. A ,yogurt.dat” fajlban szerepelnek a kiilonbozd
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paraméterek, amik sziikségesek a megoldashoz, mint példaul a termelési id&szak hossza
napokban, a termékek szama, az érabér és még sok masik paraméter, melyeket az el6z6
fejezetben felsoroltunk. A ,yogurt.mod” fajlban pedig a modellhez tartozé korlatok, illetve

a célfiiggvény szerepel.

4.2. A solver futasa és a branch-and-cut modszer

A kovetkezs alfejezetben szerepls fogalmakat, algoritmusokat és magyarazataikat a |8|
kézikonyv alapjan mutatjuk be.

A modell megoldasa soran a solver branch-and-cut algoritmust alkalmazott szamos
kiilonb6z6 vagéassal, mint példaul a Gomory vegyes-, klikk-, fedési- és MIR-vagas. A GUS-
EK lehetSséget nytujt a vagasok be- és kikapcesolasara. A dolgozatban bekapcsoltam ezt az
opciét az algoritmus hatékonysigénak érdekében, igy minden elérhets vagast felhasznalt
a solver az algortimusban.

Az algortimus menete réviden és az output

A modell futtatasahoz a kovetkezs parancsot hasznéltam:

glpsol.exe --cover --clique --gomory --mir -m "yogurt.mod" -d "yogurt.dat"

Itt pontosan lathato, hogy melyik vagéasokat hasznélja az algoritmus.
Els6 1épésként a solver beolvassa a két fajlt és legenerélja a feltételeket, valamint a

valtozokat. Ennek a folyamata lathato alabb:

--cover --clique --gomory --mir -m yogurt.mod -d yogurt.dat
Reading model section from yogurt.mod...
118 lines were read
Reading data section from yogurt.dat...
473 lines were read
Generating total_cost...
Generating helpS8...
Generating helpl6...
Generating max_production...
Generating min_production...

Generating total_balance...

44



Generating inventory_balance_first...
Generating inventory_balance...
Generating target_inventory...
Generating time_definition...
Generating time_limit...

Generating setup_upper_logic...
Generating setup_lower_logic...
Generating setup_left...

Generating setup_right...

Generating forbidden_setup...

Generating setup_count...

A ,Generating” szoval kezd6dd6 sorokban az elsé kivételével mind a modell feltételeit
generéaljuk. Az els§ ilyen sorban viszont a célfiiggvényt. FEzek a nevek mind a modellben

szerepld feltétel-neveknek felelnek meg. Példa egy ilyen feltételre:

subject to max_production{i in DAYS, j in PRODUCTS}:
prod[i,j] <= M[j] * bin[i,j];

Ahogy a kovetkezd péar sorban le is van irva, dsszesen 5089 sorbol és 2286 oszlopbol
all a feladat matrixsza. Az is lathato, hogy az Osszes valtozobol Gsszesen 2052 darab
egészértéki keriilt a modellbe, melyek koziil mindegyik binéris valtoz6. Az utolsé sorban

latszik, hogy a ,preprocessing” folyamat is lezajlik, errél korabban mas esett szo6.

Model has been successfully generated
5089 rows, 2286 columns, 25038 non-zeros
2052 integer variables, all of which are binary

Preprocessing. ..

A kovetkez6 sorokban az lathato, hogy a preprocessing folyamata utan mennyire le-
csokkent a feltételek, illetve a valtozok szama. Latszik, hogy elég nagy a kiilénbség a
kezdeti modellhez képest, ebbdl érezhets, hogy a preprocessing mennyire fel tudja gyorsi-

tani az algoritmust.
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1681 constraint coefficient(s) were reduced
2982 rows, 1009 columns, 15203 non-zeros

816 integer variables, all of which are binary

Ezek utan a solver megoldja a probléma LP-relaxaltjat szimplex modszerrel, és elkezdi

az egészértéki optimalizalast:

OPTIMAL LP SOLUTION FOUND

Integer optimization begins...

Long-step dual simplex will be used
Gomory’s cuts enabled

MIR cuts enabled

Cover cuts enabled

Number of 0-1 knapsack inequalities = 1201
Clique cuts enabled

Constructing conflict graph...

Conflict graph has 733 + 99 = 832 vertices

Az lathato, hogy bekapcsolja a vagasokat, amiket hasznélni fog, illetve megkeresi a
hatizsédk-feladatszerd feltételeket, mivel a fedési vagasokat ezekre a tipust sorokra tudja
hasznalni. Ezek utan pedig legeneralja a klikk-vagasokhoz hasznalt konfliktus grafot. Es
innent6l megkezd&dhet a branch-and-cut modszer.

Az algortimus soran a solver a részproblémak megoldasanal egy dual szimplex alapu
algoritmust hasznal. Ellenérzi a létezést és az egészértékiiséget az optimélis bazismegol-
déasra. Ha nem létezik a probléméanak optimélis bazismegoldasa, akkor egy tigynevezett
altalanos pruning eljarast végez a részproblémak kozott, ami annyit jelent, hogy kidobja
az Osszes olyan részproblémaét, ami rosszabb, mint az addig elért legjobb megoldas. Ugyan-
ezt elvégzi akkor is, hogyha az aktuélis részprobléma megoldasa rosszabb, mint az addigi
legjobb megoldas. (Ez a korabban leirt branch-and-cut modszer 2.b., 1épésében lokélisan
torténik csak meg.)

Ha pedig létezik érdembeli optimalis megoldas a részfeladatra, akkor ezutan alkalmazza
az aktualisan hasznalhato vagasokat az 1j probléméra és folytatja a részproblémékra

bontast, ugyanigy mint a kordbban bemutatott branch-and-cut algoritmusban.
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Ahogyan mar emlitettem, a branch-and-bound tipust algoritmusokban egy keresési fat

tartunk fent, amelynek a cstcsai az aktuélis részproblémék. Ez nem meglep&en a GLPK

solverben is ugyanigy miikodik. A kovetkezd abran egy a specidlisan a solverben hasznéalt

lehetséges keresési fa lathato.

/ \\
\ \
@/®\® \@ / \@
| cument Active
© Non-active @ Fathomed

4.1. abra. Keresési fa [§]

Ahogyan az adbran is latszik, minden cstucsnak négy lehetséges allapota lehet:

current: ez az aktualis cstcs, amin dolgozunk
active: ez egy olyan levél, amit még nem dolgoztunk fel
non-active: egy mar feldolgozott csiics, amit nem dobtunk el

fathomed: ez egy feldolgozott és eldobott csiics

A solver végig ebben a faban ugrél, és minden lépésben kiirja, hogy milyen és mennyi

vagast hasznalt az adott szinten. Ha kiiiriil a feldolgozandé feladatok listaja, akkor az ak-

tualis legjobb megoldas lesz az optimalis megoldas. A kévetkezs részben lathato a branch-

and-cut algoritmus lefutasa:

+

1046: mip = not found yet >= -inf (1; 0)
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Cuts on level 0: gmi = 35; mir = 28; cov = 3;
Cuts on level 25: gmi = 50; mir = 32; cov = 3;
+ 2578: >>>>> 1.485358767e+04 >= 1.443463463e+04 2.8% (34; 1)
Cuts on level 21: gmi = 40; mir = 31; cov = 4;
+ 2902: >>>>>  1.480111000e+04 >=  1.443475813e+04 2.5} (48; 8)

A fenti output sorban az els6 szam az a szimplex moédszer aktualis iteracid szama,
az utana kovetkezs pedig az eddig ismert legjobb egész megoldas (best mip). Ezutén a
globélis korlat kovetkezik az egész megoldasokra (best bnd). Végiil a széazalékos érték a
végén az ugynevezett relativ MIP-rés (relative MIP gap) szerepel, amit a kévetkezéképpen

szamol a rendszer:

|best _mip — best _bnd|

gap = |best _mip| + ¢

. 18]

Ezt folyamatosan szdmolja a solver minden lépésben. Minél kozelebb keriil a ,gap”
nulldhoz annél jobb a megoldasunk. Ez lathatéan folyamatosan csokkent az outputban,
mig a végén elérte a 0%-ot, tehat optimalis megoldashoz jutottunk.

Legvégiil pedig a sor végén 1évE szampar elsé tagjaban az aktiv részproblémék széma,

a masodik tagjaban pedig a ,fathomed” allapott csticsok szama szerepel.

Cuts on level 21: gmi = 39; mir = 28; cov = 3;

+  3224: >>>>> 1.470542667e+04 >= 1.443695687e+04 1.8% (62; 14)
Cuts on level 19: gmi = 41; mir = 29; cov = 3;

+ 3838: >>>>> 1.461189533e+04 >=  1.443919498e+04 1.2% (55; 53)
Cuts on level 22: gmi = 40; mir = 29; cov = 3;

+ 5269: >>>>> 1.456249833e+04 >= 1.446485553e+04 0.7} (80; 105)
Cuts on level 26: gmi = 43; mir = 30; cov = 3;

+ 6021: >>>>> 1.453892667e+04 >=  1.446772326e+04 0.5} (68; 171)
Cuts on level 31: gmi = 37; mir = 32; cov = 3;

+ 6352: >>>>> 1.451280833e+04 >= 1.446871610e+04 0.3} (67; 200)
Cuts on level 16: gmi = 45; mir = 32; cov = 3;

+  7218: >>>>> 1.450883000e+04 >=  1.448362681e+04 0.2} (52; 253)
Cuts on level 27: gmi = 44; mir = 31; cov = 3;
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+ T470: >>>>>  1.450694333e+04 >=  1.449745758e+04 < 0.1% (27; 290)
+ 7608: mip = 1.450694333e+04 >= tree is empty 0.0% (0; 413)
INTEGER OPTIMAL SOLUTION FOUND

A végén a kovetkezd kodrészlettel kiirattam a programmal a valtozok végss értékeit:

printf "\nTOTAL COST = %g\n\n", total_cost;

display prod;
display inv;
display time;
display bin;
display binsetup;

Miutan a solver megoldotta a feladatot és kiexportaltam a hasznos valtozok megoldé-

sat, az eredményekbdl a kovetkezs abra késziilt:

Day 1

17.7h
|

10 Day 2 15 20

o
v

22.0 h:

10 Day 3 15 20

o
w

22.8 h:

10 Day 4 15 20

o
v

23.0n:

10 Day 5 15 20
188N

o
v

10 Day 6 15 20
13.1 h

o
v

10 15 20

o
v

4.2. abra.
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Mig a modell végeredményben nem adja meg a kezdési illetve végzési idGket termé-
kenként, ezt a megoldashol, illetve a paraméterekbdl ki lehet szdmolni, és ezen a logikén
lehet ilyen abrat késziteni. Csupan minden napra a pozitiv BINSETU P valtozok értéke,
minden termék termelési sebessége, és a prod(i, j) valtozok értéke sziikséges ehhez.

Még egy dolgot nagyon fontos kiemelni. Ahogyan mér az el6z6 fejezetben emlitettiik,
a [4] cikk szerzsi a modell végére beillesztettek egy olyan feltételt, ami igazabol 4 korla-
tozast nem jelent a feladat szempontjabol, viszont nagyon felgyorsitja az algoritmust. Ez

a feltétel a kovetkezd volt:

subject to setup_count{i in DAYS}:
sum{j in PRODUCTS} bin[i,j]
sum{j in PRODUCTS, 1 in PRODUCTS} binsetupl[i,j,1]

<= 1;

Ezt az elméletet én is leteszteltem, és valoban a fenti feltétel nélkiil az algoritmus

futasideje a kovetkezd volt:

INTEGER OPTIMAL SOLUTION FOUND
Time used: 385.2 secs

Memory used: 156.9 Mb (164508319 bytes)

Ez lathatoan elég lassi, és sok memoria-igényi, annak ellenére, hogy ez egy elég hét-
kéznapi probléma. Tehat ennél még sokkal nagyobb és bonyolultabb modellekre is sziikség
lehet.

Azonban az algoritmus futasideje az utolso feltétel hozzaadasaval:

INTEGER OPTIMAL SOLUTION FOUND
Time used: 2.3 secs

Memory used: 10.5 Mb (10973208 bytes)

Tehat valoban mind az idében, mind a felhasznélt memoriaban hatalmas kiilonbséget

jelentett ez a feltétel.
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