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Bevezető

Manapság számos, többek között gazdasági területen alkalmazzák a lineáris programozási
modelleket. Főként olyan típusú problémákra használják ezeket a módszereket, melyekben
korlátozott az erőforrások mennyisége, és valamilyen összeg maximalizálása vagy minima-
lizálása a cél. A szakdolgozatom célja az ilyen típusú modellek bemutatása a való életben.
Valós, mindennapjainkban előforduló problémákat kerestem, ezeket mutattam be lineáris
programozási módszereken keresztül.

A szakdolgozat első részében ismertetjük a későbbi modellekhez szükséges fogalmakat
és megoldási módszereket, algoritmusokat.

Az ezt követő részben két különböző hozammenedzsment alapú modellre hozunk pél-
dát a légiközlekedési szektorból. Mindkettő modell arra ad megoldást, hogy milyen áron
értékesítsük a repülőjegyeket. Az első modell sztochasztikus szempontból a második pedig
robusztus irányból közelíti meg ezt a problémát. A két nézetet később össze is hasonlítjuk.

A dolgozat második felében egy termelésütemezési modellt mutatunk be, amelyet az
élelmiszeriparban hasznosítanak. Egy valódi joghurt gyártó cég gyártási ütemtervét állítja
össze a modell. Ezt a későbbiekben implementáljuk GUSEK környezetben, és az eredmé-
nyeket be is mutatjuk.
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1. fejezet

A téma bemutatása

1.1. Lineáris modellezési alapfogalmak

1.1. Megjegyzés. A dolgozatban a vektorok szorzásánál az egyszerűség kedvéért a transz-
ponálás jelölésétől eltekintünk.

1.1. Definíció. A lineáris programozási modellek olyan optimalizálási feladatok, melyek-
ben a korlátozó feltételek és a célfüggvény is lineáris kifejezések. Elnevezés: LP-feladat.

Egy LP-feladat:
max{cx | Ax ≤ b, x ≥ 0}.

,
Ezen feladat poliédere a P = {x : Ax ≤ b, x ≥ 0} halmaz.
Ahol c, x, b ∈ Rn és A ∈ Rmxn. Az itt használt x változót folytonos változónak nevez-

zük.
Egy x ∈ P vektort a fenti feladat megengedett megoldásának nevezzük.

1.2. Definíció. A fenti jelölésekkel a feladat egy x′ megengedett megoldását optimális
megoldásnak nevezzük, ha maximalizálja a cx kifejezést, azaz ∀x megengedett megdolásra:
cx′ ≥ cx.

1.2. Megjegyzés. A poliédereknek több ekvivalens felírása létezik, például:

{x : Ax ≤ b, x ≥ 0}

{x : Ax ≤ b}

{x : Ax = b, x ≥ 0}
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Megfelelő átalakításokkal ezen alakok egymásba vihetők.

1.3. Definíció. Ha egy LP-feladatban kikötjük, hogy a változók csak egész értékeket
vehessenek fel, akkor ezt a feladatot egy egészértékű lineáris programozási feladatnak
nevezzük. Elnevezés: IP-feladat.

1.4. Definíció. Ha egy modellben egyszerre szerepelnek egészértékű, illetve folytonos
változók is, akkor a modellt vegyes egészértékű lineáris programozási feladatnak nevezzük.
Elnevezés: MILP-feladat.

A továbbiakban főként MILP-modellekkel fogunk foglalkozni.
Olyan esetekben, amikor egy modell nagyon nagy méretű, érdemes lehet megvizsgálni,

hogy esetleg van-e olyan része, amelyik kihagyható, mivel ebben a formájában nem ad
igazi plusz megkötést a feladathoz.

Tekintsünk egy lineáris programozási feladatot:

max{cx | Ax ≤ b, x ≥ 0}.

Itt természetesen az Ax ≤ b feltételek felírhatók külön-külön, A soraival:

aix ≤ bi (i = 1, . . . , n).

.
A következő kettő definíciót és megjegyzést a [10] könyv alapján adjuk meg.

1.5. Definíció. A fenti jelölésekkel egy i-ik korlátot kötő (binding constraint) korlátnak
nevezünk egy adott x′ megoldásban, ha aix

′ = bi. Viszont, ha aix
′ < bi, akkor az i-ik

korlátot nem kötő korlátnak (non-binding constraint) nevezzük.

1.3. Megjegyzés. Egy ilyen nem kötő korlát, vagy más néven redundáns korlát sokszor
kihagyható a modellből, mivel így, ebben a formájában nem feltétlenül befolyásolja az
optimális megoldást, mégis érdemes lehet benne hagyni bizonyos esetekben. Például elő-
fordulhat, hogy a nem kötő tulajdonsága csak a feladat megoldása után derül ki, emiatt
muszáj benne hagyni, hiszen a megoldás előtt nem tudhattuk, hogy kötő vagy nem kötő.
Vagy, ha egy modellt sokszor használunk különböző adatokkal, akkor az adatok alapján
a kötő tulajdonsága változhat a korlátoknak.

Még egy fogalmat érdemes megnevezni, a későbbiekben fogjuk használni.
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1.6. Definíció. SOS1 halmaznak (Special Ordered Set of type 1, speciális rendezett hal-
maz) nevezzük azt a változóhalmazt, amelyben a halmaz elemei közül pontosan egy változó
vehet fel nemnulla értéket.

1.4. Megjegyzés. Az, hogy egy SOS1 halmaz rendezett, csak bizonyos esetekben szükséges,
a legtöbbször elhanyagolható.

1.1.1. Logikai feltételek lineáris reprezentációja

A következő al-alfejezetetbeli fogalmakat a [10] könyv alapján ismertetjük.

1.7. Definíció. Egy δ ∈ {0, 1} változót indikátorváltozónak nevezünk, ha egy adott
esemény vagy állapot bekövetkezését jelzi, azaz δ = 1 esetén az esemény teljesül, míg
δ = 0 esetén nem.

1.5. Megjegyzés. az indikátorváltozókat bináris változóknak is szokás nevezni.

A matematikai modellezésben logikai változók közti műveleteket lineáris egyenlőtlen-
ségek segítségével lehet modellezni, indikátorváltozók alkalmazásával, úgy, hogy az indi-
kátorváltozókat literáloknak feleltetjük meg. Egy pár egyszerű logikai alapművelet lineáris
megfelelői a következők:

• X1 ∨X2 ⇐⇒ δ1 + δ2 ≥ 1

• X1 ∧X2 ⇐⇒ δ1 + δ2 ≥ 2

• ¬X1 ⇐⇒ δ1 = 0 (vagy 1− δ1 = 1)

• X1 ⇒ X2 ⇐⇒ δ1 − δ2 ≤ 0

• X1 ⇔ X2 ⇐⇒ δ1 − δ2 = 0

1.2. Egészértékű programozási módszerek

A következő alfejezetben az egészértékű programozási módszerek ismertetéséhez elsősor-
ban a [6] könyvet használjuk fel.

Mivel az IP-, illetve MILP-feladatok megoldása alapvetően NP-nehéz probléma lehet,
ezért az LP-feladatokra ismert megoldási módszerek nem feltétlenül működnek ezekre a
problémákra. Ebből az okból kifolyólag érdemes megismerni az ilyen típusú feladatokra
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alkalmazható hatékony módszereket. Egy ilyen módszer például a branch-and-cut eljárás.
Ezen algoritmust, valamint az ehhez tartozó fogalmakat ismertetjük a következőkben.

1.8. Definíció. Egy egészértékű lineáris programozási feladat LP-relaxáltjának nevezzük,
azt a feladatot, amelyet úgy kapunk, hogy elhagyjuk az egészértékűségi feltételt. Azaz:

max{cx | Ax = b, x ≥ 0, x ∈ Zn}.

LP-relaxáltja a
max{cx | Ax = b, x ≥ 0}.

feladat.

1.6. Megjegyzés. [7] Az IP-feladat egész megoldásainak konvex burka szűkebb poliéder,
mint az LP-feladat poliédere.

1.1. Tétel (Meyer). [7] Legyen P = {x : Ax ≤ b}, ahol A ∈ Qmxn, b ∈ Qm.
Ekkor a conv(P ∩ Zn) halmaz is egy poliéder.

A branch-and-cut módszer megértéséhez elsősorban a vágósíkos eljárások és a branch-
and-bound módszer ismertetése szükséges.

1.2.1. Vágósíkos eljárások

Az az alapötlet ezekhez a módszerekhez, hogy az LP-feladat poliéderéből vágjunk le olyan
megoldásokat, amelyek nem egészek, mivel ezek a megoldások semmiképpen se lehetnének
az IP-feladat optimális megoldásai. Viszont olyan pontját semmiképpen se zárjuk ki, ami
még lehetséges optimális megoldás lehet. Tehát egész pontokat ne zárjunk ki.

Tekintsük az alábbi LP-feladatot:

max cx

s.t. Ax = b,

x ≥ 0

x ∈ Zn.

Az alábbi eljárást általános vágósíkos algoritmusnak nevezzük:

1. Oldjuk meg a fenti IP-feladat LP-relaxáltját, ezzel kapjuk az x′ optimális megoldást.

9



2. Ha x′ egész, akkor STOP, ez IP-optimum is.

3. Ha nem egész, akkor adjunk az eredeti feladathoz egy olyan feltételt, amelyet az
összes egészértékű megoldás teljesít, de x′ nem. És ugorjunk az első lépésre.

1.2.2. Nevezetes vágások

1.9. Definíció. A wx ≤ t vágást a P = {x : Ax ≤ b} poliéderre vonatkozóan érvényes
vágásnak nevezzük, ha az összes P-beli egész pont teljesíti.

1.10. Definíció. c, d ∈ Zn. A cx ≤ d vágást P = {x : Ax ≤ b} poliéderre vonatkozóan
Gomory-Chvátal-vágásnak (GC-vágásnak) nevezzük, ha ∃y ∈ Rn, y ≥ 0 vektor, amire
yA = c és ⌊yb⌋ = d.

1.7. Megjegyzés. A Gomory-Chvátal vágások alapötlete az, hogy az eredeti egyenlőtlensé-
gek nemnegatív lineáris kombinációjával új egyenlőtlenséget állítunk elő, amire igaz lesz,
hogy a poliéder összes egész pontja teljesíti. Szorozzuk meg az Ax ≤ b egyenlőtlenséget
balról y-nal. Ekkor kapjuk az (yA)x ≤ yb egyenlőtlenséget, ami yA = c miatt ekvivalens
a cx ≤ yb egyenlőtlenséggel. Ha x is egészértékű, akkor mivel c is egészértékű, ezért a
kifejezés bal oldala szintén egészértékű lesz. Emiatt a jobb oldal is lefelé kerekíthető, azaz
cx ≤ ⌊yb⌋ is teljesülni fog.

Gomory egészértékű vágások

A Gomory-vágás alapötlete a Meyer-tételen alapszik. Mivel a Meyer-tétel szerint az
egész megoldások konvex burka is poliéder, ezért az az ötlet működhet az egész optimum
megtalálására, hogyha megpróbáljuk ezen poliéder oldalait rekonstruálni. Vagy legalábbis
a célfüggvény szerint releváns oldalait. [7]

Tekintsük a

P = {x ∈ Zn : Ax = b, x ≥ 0} (1.1)

poliéder x′ nem egész optimális bázismegoldását. Ezt szeretnénk kizárni a poliéderből,
bármely egész megoldás kizárása nélkül. Az ehhez tartozó egyenletrendszer a következő:

xB +B−1ANxN = B−1b, (1.2)
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ahol N a bázisban nem szereplő indexek halmaza, B pedig x′-höz tartozó bázis.
Jelölések: dij := (B−1Aj)i és di0 := (B−1b)i, t pedig a legkisebb olyan index x′-ben,

ami nem egész. Ekkor az x′
t-hez tartozó egyenlet:

xt +
∑
j∈N

dtjxj = dt0 (1.3)

Mivel ∀j: xj ≥ 0, ezért:

xt +
∑
j∈N

⌊dtj⌋xj ≤ xt +
∑
j∈N

dtjxj = dt0 (1.4)

teljesül minden j-re.
Tehát minden egészértékű megoldásra:

xt +
∑
j∈N

⌊dtj⌋xj ≤ ⌊dt0⌋ (1.5)

Így az előző két egyenlőtlenség különbségéből kapjuk:

∑
j∈N

{dtj}xj ≥ {dt0} (1.6)

És ezt az egyenlőtlenséget nevezzük Gomory egészértékű vágásnak.

1.8. Megjegyzés. A fent leírt vágás csak IP-feladatok megoldására alkalmazható. MILP-
feladatokra is létezik az úgynevezett Gomory-féle vegyes vágás (GMI), ami a Gomory
egészértékű vágás általánosítása MIP-feladatokra.

Gomory vegyes vágások

A jelölések ugyanazok, mint az imént bemutatott Gomory egészértékű vágásoknál. A
bemutatáshoz tekintsük itt is az (1.1) poliédert, azzal a kiegészítéssel, hogy a változók
között szerepelnek folytonos tagok is. Valamint még definiáljuk az I, illetve J index hal-
mazokat, ahol I-be az egészértékű, J-be pedig a folytonos változók indexei tartoznak.
Vegyünk itt is egy x′ nem egész optimális bázismegoldást. És legyen t ∈ I a legkisebb
olyan I-beli index, amire x′

t /∈ Z. Így itt szintén az ehhez tartozó egyenlet lehet az (1.3)-as
kifejezés. Bevezetjük még a fj = dtj − ⌊dtj⌋ jelölést, ahol j ∈ N ∩ I, vagy j = 0.
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1.2. Tétel. A vegyes programozási feladat minden megoldása teljesíti a következő egyen-
lőtlenséget:

∑
j∈N∩I, fj≤f0

fj
f0
xj +

∑
j∈N∩I, fj>f0

1− fj
1− f0

xj +
∑

j∈N∩J, dtj≥0

dtj
f0

xj +
∑

j∈N∩J, dtj<0

−dtj
1− f0

xj ≥ 1

(1.7)

A fenti (1.7)-es kifejezést Gomory vegyes vágásnak nevezzük. A tételt nem bizonyítjuk.

1.9. Megjegyzés. A vegyes programozási modellekhez még létezik egy úgynevezett MIR-
vágás, ami hasonló gondolatmeneten alapszik.

Fedési vágások

Ezt a típusú vágást először a hátizsák-feladatra vezették be, de használható minden
olyan feladatban, ahol hátizsák-feladat típusú egyenlőtlenségek szerepelnek.

Ezek az egyenlőtlenségek a következőképpen néznek ki:

n∑
j=1

ajxj ≤ b

Pontosabban tekintsük a következő LP-relaxációt:

P = {x ∈ Rn : 0 ≤ x ≤ 1,
n∑

j=1

ajxj ≤ b} (1.8)

∀j : aj ≥ 0, b ≥ 0, és feltesszük, hogy b ≥ a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ an. Jelölés: [n] = {1, . . . , n}.

1.11. Definíció. Egy C ⊆ [n] halmaz függő, ha∑
j∈C

aj > b.

Jelölés:
C̄ = C ∪ {k ∈ [n] \ C : ak ≥ aj ∀j ∈ C} .

1.3. Tétel. A következő egy Gomory–Chvátal-vágás:∑
j∈C̄

xj ≤ |C| − 1.

1.12. Definíció. A fenti típusú vágást fedési vágásnak nevezzük.
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Klikk-vágások

A következő vágás csoportot speciálisan az indikátorváltozókra vonatkozó feltételekre
használják. Két indikátorváltozó, amiket tekinthetünk literáloknak is, tiltott párt alkot,
ha van olyan feltétel a modellben, ami miatt nem lehetnek egyszerre igazak, azaz nem
vehetnek fel egyszerre pozitív értéket.

Legyen G az a gráf, amiben a csúcsokat a literálok, az éleket pedig a tiltott párok
alkotják.

1.13. Definíció. Ha K a fenti gráfnak egy tartalmazásra maximális klikkje, akkor a
következő egyenlőtlenséget klikk-vágáasnak nevezzük.

∑
xi∈K

xi +
∑

¬xi∈K

(1− xi) ≤ 1

Ez a feltétel tulajdonképpen azt jelenti, hogy a klikkben maximum egy változó vehet
fel 1 értéket.

1.2.3. A branch-and-bound algoritmus

Vegyük az alábbi egészértékű lineáris programozási feladatot:

max cx

s.t. Ax ≤ b,

x ∈ Zn.

1.10. Megjegyzés. A dolgozatban a branch-and-bound eljárást maximalizáló célfüggvény
esetére mutatjuk be. A minimalizáló célfüggvénnyel rendelkező feladatoknál az alsó- és
felső korlátok szerepe felcserélődik a maximalizálási esethez képest.

A branch-and-bound algoritmus a következő ötleten alapszik:
Vegyük a megoldandó IP-feladat LP-relaxáltját és oldjuk meg. Ha az LP-feladat op-

timális megoldása egész megoldás, akkor megállhatunk, hiszen ahogy már korábban em-
lítettük, az IP-feladat megoldásainak halmaza részhalmaza az LP-feladat megoldás hal-
mazának, emiatt egy egészértékű LP-optimum az egyben IP-optimumnak is megfelel. Ha
az optimális megoldásunk viszont nem egészértékű, akkor a vágósíkos eljárásokhoz hason-
lóan az lenne a cél, hogy kettévágjuk a poliédert két részre úgy, hogy csakis nem egész
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megoldásokat zárunk ki, valamint az új feladatoknak a megengedett-megoldás halmazai-
nak diszjunkt uniója megeggyezzen az eredeti feladat megengedett-megoldás halmazával
(itt az IP-feladatra utalunk vissza). Ezután ezt folytatjuk a részfeladatokra, így valójában
egy bináris fát építünk, ami a részfeladatokból áll és a gyökerében az eredeti feladat van.
Minden csúcsban egy részfeladat LP-relaxáltját oldjuk meg. Ez a „szétválasztás” része az
algoritmusnak (branch).

A „korlátozás” (bound) része abban jelenik meg, hogy nagyon időigényes és felesleges
lenne a fa összes csúcsát bejárni, így lesznek olyan részfák, amiket teljes egészében kiha-
gyunk. Ezt úgy tesszük, hogy minden részfeladatnál számolunk egy alsó- illetve egy felső
korlátot (ez tipikusan a részfeladat LP-optimuma) az optimum értékére. Ha egy részfel-
adat felső korlátja kisebb, mint egy már ismert alsó korlát, akkor az ehhez tartozó részfát
kitörölhetjük a fából. Ez amiatt van, hogy egy maximalizáló feladatra: LPopt ≥ IPopt, így
az aktuálisan eldobandó részfában már valóban nem találhatunk jobb optimumot.

Most tekintsük az algoritmust pontosabban is:
A jelölések először a következők:

• u(S): az S részfeladat LP-relaxáltjának optimumértéke (ez felső korlátot ad a rész-
feladat IP-optimumára)

• S0: az eredeti feladat, egyben a fa gyökere

• L: alsókorlát az optimumra

Az algoritmus menete:

Előkészítünk egy jelölt-listát, amin a megoldandó részfeladatok fognak szerepelni.

1. Inicializálás: S0-t a jelölt-listára tesszük, egy heurisztikus módszerrel kiszámoljuk
az L alsó korlátot. (Például megszokott módszer kezdetben az L := −∞ választás
maximalizálási feladatoknál.)

2. Válasszunk ki a jelölt-listáról egy S részfeladatot, oldjuk meg az LP-relaxáltját, ez
az optimum lesz u(S).

(a) Ha u(S) nem létezik, mert nem megoldható az LP-relaxált, akkor töröljök S-t
a fából.

(b) Ha u(S) ≤ L: töröljük S-et a fából.
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(c) Ha u(S) > L és az LP-relaxáltnak létezik egészértékű megoldása, akkor legyen
ez u(S), és L := u(S).

(d) Ha u(S) > L és az LP-relaxáltnak nem létezik egészértékű megoldása, akkor
legyen x′ egy optimális megoldás, ahol x′

i nem egész. Válasszuk szét S-et S ′

és S ′′ részfeladatokra, úgy, hogy S ′-t úgy kapjuk, hogy S-hez hozzáadjuk az
xi ≤ ⌊x′

i⌋ feltételt, az S ′′ részfeladathoz pedig egészítsük ki S-t az xi ≥ ⌈x′
i⌉

feltétellel. Ezután adjuk S ′-t és S ′′-t a jelölt-listához, ezek lesznek S gyerekei a
fában.

3. Töröljük S-t a jelölt-listáról.

4. Ha a lista nem üres, ugorjunk a 2. lépésre.

5. Ha a lista üres, akkor az utoljára megjegyzett megoldás, aminek L az értéke, lesz az
optimális megoldás.

Az algoritmusban több helyen választási lehetőségünk van. Például, azt nem kötöt-
tük ki, hogy a jelölt-listáról mi alapján választunk részfeladatot. Azonban ha ezt előírjuk
valamilyen szabály alapján, az jelentős különbséget jelenthet az algoritmus hatékonyságá-
ban. Két módszert ismertetünk. Az, hogy melyiket válasszuk, attól függ, hogy mi az épp
megoldandó feladat. A két módszer a következő:

• Best first: Ez a módszer azt foglalja magába, hogy mindig a legmagasabb felső
korláttal rendelkező részfeladatot választjuk. Itt a felső korlátnak az LP-relaxált
optimumát tekintjük.

– Előnye: nem vizsgálunk feleslegesen részfeladatokat, csak olyanokat tekintünk,
amelyeket amúgyis muszáj lenne.

– Hátránya: viszonylag lassú, és nem használja ki, hogy a fában egy részfeladat
leszármazottai hasonlítanak egymásra.

• Depth first: Ez annyit jelent, hogy elindulunk a fában egy ágon és olyan mélyre
megyünk, amennyire csak tudunk.

– Előnye: az egymás után következő részfeladatok hasonlóak, így könnyen jutunk
megengedett megoldáshoz.

– Hátránya: az össz-lépésszám nagyon sok lehet a „Best first” módszerhez képest.
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Az algoritmus futásidején, hatékonyságán még számos módszerrel javíthatunk. Például
elvégezhetjük a következőket az adott részfeladatoknál:

• Preprocessing: az eredeti IP-feladatunkat leíró rendszert sok esetben le lehet egysze-
rűsíteni. Például kivehetjük belőle a redundáns (nem-kötő) korlátokat, lecsökkent-
hetjük a változók számát különböző lineáris összefüggésekkel, vagy logikai impliká-
ciók hozzáadásával gyorsíthatjuk az optimum megtalálását. Ezeket minden részfel-
adatnál el tudjuk végezni.

• Alsó korlátok számolása: sokszor egyszerű heurisztikákkal még több alsó korlátot
elő tudunk állítani az optimális megoldásra, ezzel is kizárhatunk számos felesleges
megoldást.

Branch-and-cut módszer

A branch-and-cut módszer a branch-and-bound algoritmus és a vágósíkos eljárások kom-
binációja. A módszer működése hasonló a branch-and-bound algoritmushoz, azonban a
keresés során az LP-relaxáció tört optimális megoldásainak kizárására különböző vágáso-
kat is alkalmazunk.

A fenti algoritmus 2.(d) pontjában, ha az aktuális LP-relaxáció megoldása nem egész-
értékű, akkor megfelelő vágásokat adhatunk a feladathoz, például Gomory-, fedési- vagy
klikk-vágásokat. Ezek a vágások szűkítik a megengedett megoldások halmazát anélkül,
hogy bármely egész megoldást kizárnának, ahogyan azt fent bemutattuk. A vágások hoz-
záadása után az algoritmusban folytathatjuk a branch-and-bound módszerhez tartozó
szétválasztási eljárást, azaz a további részfeladatok hozzáadását a listához. [8]
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2. fejezet

Hozammenedzsment a légiközlekedési

iparban

2.1. Repülőjegyek árazása

A repülőjegyeket nem lehet úgy árazni, mint bármely másik fizikai terméket, nem lehet
nekik konkrét árat adni, amivel azt mondhatnánk, hogy maximális lesz a bevétel. Emiatt
a légitársaságok a hozammenedzsment (yield management vagy revenue management)
stratégiája alapján dolgoznak. Ezt a döntési módszert olyan területeken alkalmazzák a
bevétel maximalizálására, ahol a kereslet bizonytalan, az árak vátoztathatók és a kapacitás
korlátozott. A hozammenedzsment annak a folyamata, hogy a megfelelő típusú terméket a
megfelelő áron a megfelelő ügyfélnek értékesítsük, a megfelelő időpontban. Ezt a módszert
sok iparágban használják, leginkább a szállodaiparban és a légiközlekedési szektorban.
Nyilván a szállodaiparban a kapacitás korlátozottsága például abban mutatkozik meg,
hogy adott mennyiségű szoba vagy lakosztály áll rendelkezésésre a hotelnek. [5]

A légitársaságoknál viszont ez abban a döntésben jelenik meg, hogy hány ülőhelyet
értékesítsenek a különböző árkategóriákban. Nyilván a légitársaságnak az lenne az ideális,
ha az összes ülést a lehető legdrágábban tudnák eladni, viszont ez, ha nincs elég kereslet,
akkor profit helyett veszteséghez vezetne. [5]
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2.2. Klasszikus megközelítés

Mivel ahogyan már említettük, a légiközlekedési szektorban a kereslet vagy igény bizonyta-
lansága miatt nem lehet egyszerűen optimalizálni a repülőjegyek árát. Ezért a klasszikus
hozammenedzsment modellek gyakran abból indulnak ki, hogy a keresletet valamilyen
valószínűségi eloszlással, folyamattal próbálják meg felírni, jellemezni és így a modell a
várható hozamot maximalizálja.

Ebben az alfejezetben pontosan egy ilyen modellre mutatunk példát H. Paul Williams
„Model building in Mathemathical Programming” [10] című könyvének 12., illetve 13.
fejezete alapján.

2.2.1. A feladat bemutatása

Tekintsünk egy olyan helyzetet, ahol egy repülőgépjárat indulásáig több időszak áll rendel-
kezésre, és minden időszakra több lehetséges ár opció létezik a külonböző jegyosztályokra.
A kereslet, mint ahogyan általában, nem ismert, hanem egy diszkrét valószínűségi eloszlás-
sal modellezhető, így minden különböző szituáció egy bizonyos valószínűséggel következik
be a modellben.

A modell célja a bevétel várható értékének maximalizálása, úgy, hogy a rendelkezésre
álló kapacitáson ne lépjünk túl. Valamint azt is figyelembe kell venni, hogy a repülőjegy
osztályok között bizonyos mennyiségű üléseket átcsoportosíthatunk. A döntések függnek
egymástól, tehát a későbbi időszakbeli döntések függnek a korábbi időszakokban kapott
kereslettől, illetve eladástól.

Az érthetőség érdekében az alábbiakban egy konkrét példát vizsgálunk, ahol néhány
meghatározó értéket lerögzítünk.

Tehát a következő feladatot vizsgáljuk: A repülő indulásáig 3 hét áll rendelkezésünk-
re, legfeljebb 6 repülőt használhatunk fel, mindegyik repülőnek van egy fix ára (például
25000000 Ft), amit ki kell fizetnünk, ha felhasználjuk. Valamint minden repülőn három
ülésosztály van (például: turistaosztály, elsőosztály és üzleti osztály). Az első, illetve máso-
dik hét után van lehetőségünk frissíteni a különböző ülésosztályok árát. Minden osztályra
mindhárom időszakban három lehetséges ár áll a rendelkezésünkre, ezek közül választha-
tunk. Még azt is hozzá kell tenni, hogy van lehetőség minden jegyosztályból a kapacitás
legfeljebb 10%-ának áthelyezésére egy szomszédos jegyosztályba.

Mivel ahogyan már említettük, a kereslet bizonytalan, ezért csoportosítjuk a kereslet
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lehetséges alakulásait három szituációba, és minden szituációnak adunk egy valószínűsé-
get, ezzel a keresletet egy valószínűségi eloszlásként tudjuk kezelni.
A modell felépítése.

A fent leírt feladat megoldására a könyv szerzője egy három időszakból álló sztochasz-
tikus modellt épít fel. Még az első időszak kezdete előtt a modell, három héttel az indulás
előtt meghatározza az első időszakra vonatkozó optimális árakat az adott jegyosztályok-
ban. Ezután az első hét alapján feljegyezzük a tényleges keresletet és eladásokat, frissítjük
az adatainkat és a további időszakban a frissített értékekkel dolgozunk tovább.

Ezután a modellt újrafuttatjuk a második hét, illetve a harmadik hét elején is, úgy,
hogy az előző hetek eladásait és hozamát is figyelembe vesszük.

A modellben a következő indexeket használjuk:

• c - jegyosztály indexe,

• h - az ár opciók indexe,

• i, j, k - a keresleti szcenáriók indexei

Változók

• p1ch - bináris változó, amely azt jelzi, hogy a c-edik osztályhoz a h-adik ár opciót
választjuk az első héten,

• p2ich - szintén bináris változó, amely azt jelzi, hogy a c-edik osztályhoz a h-adik
ár opciót választjuk a második héten, ha a keresletre vonatkozóan az i-ik szcenárió
következett be az első héten,

• p3ijch - szintén bináris változó, amely azt jelzi, hogy a c-edik osztályhoz a h-adik ár
opciót választjuk a harmadik héten, ha az első héten a keresletre vonatkozóan az
i-ik szcenárió a második héten pedig a j-ik szcenárió következett be,

• s1ich - az eladott jegyek száma az első időszakban a c-edik osztályban a h-ik ár
opcióval, ha az i-edik szcenárió következik be,

• s2ijch - az eladott jegyek száma a második időszakban a c-edik osztályban a h-ik ár
opcióval, ha az első héten i-edik szcenárió következik be, a második héten pedig a
j-ik,
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• s3ijkch - az eladott jegyek száma a harmadik időszakban a c-edik osztályban a h-ik
ár opcióval, ha az első héten i-edik, a második héten a j-ik, a harmadik héten pedig
a k-ik szcenárió következik be,

• r1ich - az első heti bevétel a c osztályból a h-ik ár opcióval, ha az i-ik szcenárió
következett be,

• r2ijch - a második heti bevétel a c osztályból a h-ik ár opcióval, ha az első héten az
i-ik szcenárió következett be, a második héten pedig a j-ik,

• r3ijkch - a harmadik heti bevétel a c osztályból a h-ik ár opcióval, ha az első héten
az i-ik szcenárió következett be, a második héten a j-ik, a harmadik héten pedig a
k-ik,

• uijkc - az átadott kapacitás a c-ik osztályból más osztályokba az i, j, k szcenáriók
esetén,

• vijkc - a c-ik osztály által más osztályokból átvett kapacitás az i, j, k szcenáriók
esetén,

• n - a felhasznált repülőgépek száma.

2.2.2. A modell

A feltételek

Itt a feltételeket érdemes csoportokban kezelni.
Legyenek P és D a megadott ár és igény a megfelelő időszakokra, osztályokra és

szituációkra.

r1ich − P1chs1ich ≤ 0 (2.1)

P1chs1ich − r1ich + P1chD1ichp1ch ≤ P1chD1ich (2.2)

r2ijch − P2chs2ijch ≤ 0 (2.3)

P2chs2ijch − r2ijch + P2chD2jchp2ich ≤ P2chD2jch (2.4)

r3ijkch − P3chs3ijkch ≤ 0 (2.5)

P3chs3ijkch − r3ijkch + P3chD3kchp3ijch ≤ P3chD3kch (2.6)
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Az első feltétel csoportnak tekintsük a fenti hat egyenlőtlenséget. Ezek közül az első
kettő az első hétre a második kettő a második hétre és az utolsó kettő pedig a harmadik,
tehát az utolsó hétre vonatkozik. Tehát ezt az egy csoportot is további három alcsoportra
bonthatjuk, ahol mindegyik alcsoportban az első egyenlőtlenség azt írja le, hogy az adott
héten, adott osztályban, adott ár-opció és adott szcenárió mellett a bevétel nem lehet
nagyobb, mint az ár és az eladott jegyek számának szorzata. A második feltétel pedig
az elsővel együtt azt biztosítja, hogy ha tényleg az adott ár-opciót választjuk, akkor a
bevétel valóban megegyezzen az ár és az eladott jegyek számának szorzatával. Hiszen, ha
például az első héten p1ch = 1, akkor ebből az következik, hogy P1chs1ich− r1ich ≤ 0 és így
az előző feltétellel együtt ezekből következik, hogy P1chs1ich = r1ich.

s1ich + s2ijch + s3ijkch + uijkc − vijkc − Ccn ≤ 0∀i, j, k, c (2.7)

Ezek a feltételek arra szolgálnak, hogy a realizált jegyeladások száma összesen ne le-
hessen több, mint a rendelkezésre álló kapacitás az összes kiválasztott repülőn. A vijkc

változót azért kell kivonni a bal oldalból, mivel ezek azok a helyek, amiket más osztályok-
ból vettünk át a c. osztályba, így ezeket másik egyenlőtlenségben számoljuk.

uijkc − 0.1Cc ≤ 0 (2.8)

vijkc − 0.1Cc ≤ 0∀i, j, k, c (2.9)∑
c

uijkc −
∑
c

vijkc = 0∀i, j, k (2.10)

Ezek azt modellezik, hogy minden jegyosztályból legfeljebb 10% áthelyezhető egy
szomszédos jegyosztályba. Az első két feltétel ezt biztosítja, a harmadik feltétel pedig
azt írja elő, hogy az összes átadott és átvett kapacitás egyensúlyban legyen.

∑
h

p1ch = 1∀c (2.11)∑
h

p2ich = 1∀i, c (2.12)∑
h

p3ijch = 1∀i, j, c (2.13)

Ez a felső három feltétel egyszerűen azt jelenti, hogy minden osztályhoz minden idő-
szakban egy ár tartozzon. Itt még érdemes megjegyezni, hogy a p változókat, ha egy SOS1
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halmazként kezeljük, akkor nem kell külön kikötni, hogy egészértékű változók legyenek,
mivel előírtuk, hogy ezen változók binárisak.

s1ich ≤ D1ichp1ch∀i, c, h (2.14)

s2ijch ≤ D2jchp2ich∀i, j, c, h (2.15)

s3ijkch ≤ D3kchp3ijch∀i, j, k, c, h (2.16)

A fenti egyenlőtlenségek arra szolgálnak, hogy egy adott ár-opcióhoz tartozó eladások
csak akkor történhessenek meg, ha az adott ár valóban kiválasztásra került. Mivel a p

változók binárisak, ha egy ár-opció nincs kiválasztva, azaz p = 0 akkor az ahhoz tartozó
eladás nulla kell legyen. Ha pedig kiválasztásra kerül, azaz p = 1 akkor az eladás legfeljebb
annyi lehet, amennyi a kereslet volt az adott osztályra.

És végül, legfeljebb 6 repülőgépet indíthatunk erre az adott járatra:

n ≤ 6 (2.17)

A célfüggvény

Ahogyan már korábban említettük, ebben a modellben a várható hozamot szeretnénk
maximalizálni. Először tekintsük meg, hogy ez mit is jelentene körülbelül:

E(hozam) =
∑
i

(első heti bevétel az i szituációban)P (i)

+
∑
i,j

(második heti bevétel az i, j szituációkban)P (i)P (j)

+
∑
i,j,k

(harmadik heti bevétel az i, j, k szituációkban)P (i)P (j)P (k)

Így ezt a megfelelő jelölésekkel a következőképp tudjuk felírni:

∑
i,c,h

Qi r1ich +
∑
i,j,c,h

QiQj r2ijch +
∑

i,j,k,c,h

QiQjQk r3ijkch

Ahol Qi az i.szituáció valószínűsége. Viszont ez még nem lehet a célfüggvény, hiszen
így gyakorlatilag bármennyi repülőgépet felhasználhatnánk bármiféle „büntetés” nélkül.
Ez nyilvánvalóan nem lenne helyes, hiszen minden repülő használata külön-külön 25000000
Ft-ba kerül. Így a következő lesz a helyes célfüggvény:
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max
∑
i,c,h

Qi r1ich +
∑
i,j,c,h

QiQj r2ijch +
∑

i,j,k,c,h

QiQjQk r3ijkch − 25n

Ahol 1000000 Ft egy egység.

2.3. Robusztus optimalizálási megközelítés

Ez az alfejezet Jaehyung An, Alexey Mikhaylov és Sang-Uk Jung „A Linear Programming
approach for robust network revenue management in the airline industry”[3] című cikkje
alapján készült.

2.3.1. A probléma bemutatása

A cikk szerzői a modellben azt mutatják meg, hogy hogyan lehet bevezetni egy optimális
foglalási limit stratégiát, úgy, hogy a keresletről csak limitált információ érhető el, emiatt
nem feltétlenül lehetséges pontosan besorolni egy valószínűségi eloszlásba. Pontosabban
a keresletnek egy alsó és egy felső határát ismerjük csak. Ez azért jobb szerintük, mint a
sztochasztikus megközelítés, mivel egy alsó- illetve felső korlátot könnyebb meghatározni,
mint a kereslet eloszlását. Emellet, ami még ennél is fontosabb az az, hogy a korlátokat
sokkal könnyeb frissíteni, mint a teljes eloszlásra vonatkozó információkat. Ez azért is
különösen fontos, mivel a kereslet ezeknél az iparágaknál gyakran és gyorsan változhat.
Valamint még azt is fontos megemlíteni, hogy specifikusan a repülőjegyek értékesítésénél
két különböző terméknél lehetséges, hogy a két termék ugyanazokat a szolgáltatásokat
nyújtja, viszont az egyik drágább, mint a másik. Például nem mindegy, hogy a repülő
indulása előtt egy hónappal, vagy egy nappal előbb veszem meg a jegyemet. Ez is tovább
bonyolítja a feladatot.

A foglalási limit stratégia lényege az, hogy minden termékhez rendel egy felső kor-
látot, amely azt határozza meg, hogy az adott termékből legfeljebb mennyit lehet majd
értékesíteni. Ezután a maximális veszteség minimalizálása a cél.

Következhet a modell pontos bemutatása.
A modellben szerepelni fog K darab erőforrás, illetve N darab termék. A következő

jelöléseket használjuk:

• i - az erőforrások indexe,
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• j - a termékek indexe,

• dj - a j-edik termék kereslete,

• pj - a j-edik termék egységára

• lj - dj alsó becslése,

• uj - dj felső becslése,

• ci - az i-edik erőforrásból rendelkezésre álló kapacitás.

Így a kereslet egy úgynevezett bizonytalansági P halmazban lesz:

P = {d : l ≤ d ≤ u}

Valamint még szükséges bevezetni egy A mátrixot, aminek a sorai az erőforrásokkal az
oszlopai pedig a termékekkel lesznek indexelve, valamint aij = 1, ha a j termék felhasz-
nálja az i erőforrást és 0 különben. Ebben az értelmezésben az erőforrások a repülőgépen
rendelkezésre álló ülőhelyeket, illetve szolgáltatásokat reprezentálják. Az is előfordulhat,
hogy egy j terméknek egy átszállásos utazást tekintünk. Ebben az esetben természetesen
minden repülőútra j-n belül aij = 1, ahol i egy repülőhöz tartozó erőforrás j-n belül.

Azon az elven alapszik a modell, hogy minden termékhez bevezetünk egy korábban
említett foglalási limitet (booking limit policy), yj-t, ami azt jelenti, hogy j termékből
maximum yj-t lehet majd csak értékesíteni. A maximális megbánást egy ρ(y) függvénnyel
definíáljuk és ez azt méri, hogy egy adott y foglalási limit mellett, mekkora a különbség
a bevételek között, ha minden információ rendelkezésre áll a keresletről (tehát az ideális
maximális bevétel), és ha a kereslet továbbra is bizonytalan tényező. Ennek megfelelően:

ρ(y) = max
d∈P

(ideális bevétel adott d mellett− realizált bevétel az y stratégia mellett)

A modellben először egy rögzített y foglalási limit mellett vizsgáljuk a legrosszabb
esetet. Ez határozza meg a maximális megbánás értékét. A cél ezután olyan y foglalási
limit meghatározása, amely minimalizálja ezt a maximális megbánást. Így akkor először
a ρ(y) meghatározása a cél adott y esetében.

A cikk szerzői megmutatták, hogy a legnagyobb megbánás akkor keletkezik, ha dj = uj,
vagy dj = lj. A szerzők bizonyításainak igazságértékéről azonban nem sikerült meggyő-
ződnünk. Ezért a következőkben ezen állítást egy speciális esetben bizonyítjuk csak be .
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Legyen a j. termék által felhasznált erőforrások halmaza Rj (ez az A mátrix j. oszlopának
felel meg), és a továbbiakban tegyük fel, hogy ∀j, j′ : Rj ⊆ Rj′ , vagy Rj′ ⊆ Rj. Azaz az
erőforrás halmazok láncot alkotnak. Valamint jelölje xj a j. termékből eladott mennyisé-
get az y foglalási limit mellett, zj pedig az optimális megoldásban eladott mennyiséget.
Mivel a keresletnél többet nem lehet eladni, valamint a foglalási limit természete miatt
xj ≤ min(yj, dj)

Ehhez először tekintsük a következő tételt:

2.1. Tétel. Adott y esetén a legnagyobb megbánást az ár szerint növekvő sorrendű érkezés
adja.

Bizonyítás. Vegyünk egy érkezési sorrendet, ami nem ár szerint növekvő. Ekkor létezik
két egymás után következő (j és k) termék, amikre pj > pk. Azt kell megmutatni, hogyha
ezen termékek érkezési sorrendjét megcseréljük, akkor a megbánás nem csökken. Több
esetet kell megvizsgálni.

1. eset: xk = min{dk, yk}. Ekkor a sorrend megcserélése nem módosítja xk értékét,
hiszen eredetileg is volt hozzá elegendő erőforrás, így a csere után is lesz (az erőforrá-
sok elhasználtsága csak javulhatott). Ezért xj értéke sem változott, így a megbánás sem
változhatott.

2. eset: xk < min{dk, yk}. Ez azt jelenti, hogy valamelyik k által használt i erőforrás
elfogyott, mire k-t eladjuk. Ekkor a csere utáni eladásokat jelölje: x′

j és x′
k.

2/a. eset: az i erőforrást a j termék is használja. Ekkor ha megcseréljük j és k sor-
rendjét, akkor x′

k ≥ xk, és x′
j + x′

k = xj + xk, mivel az i erőforrásból ugyanannyi van,
ezért ugyanúgy elfogy. A később eladott termékek ennél a sorrendnél sem használhatják
az i erőforrást, ezért, ha x′

l egy később eladott l termékre, akkor i /∈ Rl, és mivel feltettük,
hogy az R halmazok láncot alkotnak, ezért Rl ⊆ Rj és Rl ⊆ Rk, ebből pedig látszik, hogy
x′
l = xl. És mivel pj > pk, ezért a megbánás nőtt.
2/b. eset: az i erőforrást nem használta j. Ekkor x′

k = xk, mivel a fordított sorrendnél is
az i erőforrás fogy el, és ebből x′

j = xj is következik, mert tudjuk, hogy ekkora mennyiség
a j. termékből is belefér az erőforrásokba.

2.2. Tétel. Adott y-ra a legnagyobb megbánást úgy kapjuk, ha ∀j: dj = uj, vagy dj = lj.

Bizonyítás. Feltesszük, hogy a termékek ár szerint növekvő sorrendben szerepelnek az
előző tétel miatt.
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Tekintsünk tetszőleges d keresletet. Legyen j tetszőleges termék és tegyük fel, hogy
lj < dj < uj. Belátjuk, hogy ha lj < dj < uj, akkor dj-t vagy lj-re vagy uj-re módosítva
nem csökken a megbánás.

1. eset: xj = yj. Ekkor, ha dj-t uj-re növeljük x nem változik, de z csak javulhat.
2. eset: xj meghatározásakor egy i erőforrás telítődik, így xj ≤ min(yj, dj). Ekkor, ha

dj-t uj-re növeljük x szintén nem változik, z pedig megint csak nőhet.
3. eset: xj = dj. Ekkor vizsgáljuk meg mi történik, ha dj-t egy kis ϵ > 0-val megnövel-

jük.
3/a. eset: a később következő termékekből ugyanannyit tudunk eladni. Ez azt jelenti,

hogy Rj egyetlen erőforrása sem fogy el később. Ez azt is jelenti, hogy, ha dj-t lecsökkentjük
lj-re, akkor se változik a később eladott termékek mennyisége, tehát a bevétel csupán
pj(dj−lj)-vel csökken. Másrészt az optimális z megoldás is legfeljebb ennyivel csökkenhet,
hiszen zj-t lecsökkenthetjük lj-re. Azaz a megbánás csak nőhet.

3/b. eset: ∃k termék, amiből később kevesebbet tudunk eladni dj növelése miatt. Ez
úgy történhet meg, ha ∃i erőforrás, hogy i ∈ Rj és i ∈ Rk, és a k termék eladásakor
alapesetben elfogy. Az előző tétel alapján tudjuk, hogy pj < pk. Ha dj-t megnöveljük
uj-re, akkor xj valamennyivel megnő, és xk ugyanennyivel lecsökken. Tehát a bevétel
csökken. Ráadásul a lánc tulajdonság miatt a többi termék eladása is csak csökkenhet,
mert ha használnak olyan erőforrást, ami Rk-ban benne van, de Rj-ben nincs, akkor i-t
is használják, tehát ha k után érkeznek, akkor már nem vehetünk belőlük. Összességében
tehát a bevétel nem nőhet, az optimális megoldás viszont nem romolhat dj növelésének
hatására, tehát a megbánás nem csökkenhet.

Most következhet a probléma modellbe foglalása. A modell könnyebb megértése érde-
kében először vizsgáljunk meg két észrevételt.
1. észrevétel: A termékeket két kategóriába tudjuk sorolni a kockázatuk alapján:

• Kapacitáshiányból eredő kockázat (underage risk): az az eset, amikor yj < dj, vagyis
a foglalási limit túl alacsony a kereslethez képest, így a légitársaság nem tud min-
den lehetséges utast kiszolgálni, ebből az látszik, hogy a kereslet magas, tehát a
legnagyobb megbánás ilyenkor a dj = uj esetben következik be.

• Kereslethiányból eredő kockázat (overage risk): ebben az esetben yj ≥ dj, azaz nincs
elég kereslet, így a legnagyobb megbánás a dj = lj esetben lesz.
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2. észrevétel: Korábban már bevezettünk egy xj változót, ami a j-edik termékből tényle-
gesen eladott jegyek számát jelölte. Mivel nem lehet a keresletnél vagy a foglalási limitnél
többet eladni, ezért a modellben xj ≤ min(yj, dj) lenne. Azokra a termékekre pedig, me-
lyek eladásához rendelkezésre áll elegendő kapacitás, ez egyenlőséggel teljesülne. Ugyan-
akkor ez nemlinearitáshoz vezethetne, erre keressük most a megoldást. Az első megfigyelés
segítségével az x-ekre vonatkozó feltételeket két típusba tudjuk sorolni:

• Teljesített feltétel (achieved constraint): ez az az eset, amikor a kapacitáskorlát aktív,
azaz

∑
j aijxj = ci, emellett az értékesítés nem haladhatja meg sem a keresletet, sem

a foglalási limitet, azaz xj ≤ dj és xj ≤ yj. Ebben az esetben tehát xj-t nem tudjuk
behatárolni még pontosan.

• Nem teljesített feltétel (non-achieved constraint): ez az az eset, amikor
∑

j aijxj < ci,
tehát több a kapacitás, mint amennyit fel tudunk használni, ebben az esetben xj =

min(yj, dj), ami a kapacitáshiányból eredő kockázatú termékekre yj-vel egyenlő,
valamint a kereslethiányból eredő kockázatú termékekre pedig lj-vel egyenlő.

Viszont nagyon fontos megemlíteni, hogy az xj változókra csak abban az esetben van
szükség, ha a termék olyan erőforrást használ, amelyre a kapacitáskorlát aktív lehet (azaz
a teljesített feltételeknél). A végső modellben tehát xj csak ezekre a termékekre szerepel
majd külön döntési változóként. A többi termékre az eladás jelölését később tárgyaljuk.

2.3.2. A modell

ρ(y) = max
z,x,q,r

∑
j

pjzj −
∑

j:∃i:aij>0
i∈C

pjxj −
∑

j:∀i:aij>0
i/∈C

pj(yjqj + ljrj) (2.18)

s.t. Az ≤ c, (2.19)

0 ≤ z ≤ uq + lr, (2.20)∑
j:∃i:aij>0, i∈C

aijxj = ci ∀i ∈ C, (2.21)

lj −M(1− rj) ≤ yj ∀j, (2.22)

xj ≤ yjqj + ljrj ∀j : ∃i : aij > 0, i ∈ C, (2.23)

qj + rj = 1, (2.24)

qj, rj ∈ {0, 1}, (2.25)

xj ≥ 0 ∀j : ∃i : aij > 0, i ∈ C. (2.26)
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Létrehozunk két halmazt, U-t és L-t, ahol U = {j : dj = uj} és L = {j : dj = lj}, így
az első észrevétel alapján két csoportba tudjuk sorolni a termékeket.

A C halmazt a teljesített, illetve nem teljesített feltételek koncepciója miatt hozzuk
létre, a következőt foglalja magába: C = {i :

∑
j aij(yjqj + ljrj) > ci}, ahol qj és rj bináris

változók, és qj = 1, ha j ∈ U , és rj = 1, ha j ∈ L. Ezen bináris változók modellezésére
szerepelnek a (2.24), illetve (2.25) feltételek. Itt ha i ∈ C, akkor az azt jelenti, hogy a
kapacitáskorlát aktív, és ebben az esetben életbe lépnek a teljesített feltételek, így kapjuk
a (2.21), illetve (2.23) feltételeket a modellen belül. Ha egy erőforrás nem tartozik a C

halmazba, akkor a kapacitáskorlát nem aktív. Ilyenkor ezt az erőforrást felhasználó termé-
kekhez tartozó tényleges eladás nem külön xj változóval jelenik meg, hanem közvetlenül
az yjqj + ljrj kifejezéssel adható meg, ezzel kiküszöböltük a min(yj, dj) függvényt a mo-
dellből. Ez a felosztás megfeleltethető a korábban említett kötő, illetve nem kötő korlátok
fogalmának, azzal a különbséggel, hogy itt ezek a korlátok nem az optimális megoldásból
következnek, hanem egy adott (q, r) változó párhoz tartozó lehetséges erőforrásigény mi-
att alakulhatnak ki. Tehát itt nem a megoldásokhoz határozzák meg ezt a tulajdonságot,
hanem a (q, r) párok.

Fontos megjegyezni még azt az esetet, amikor yj < lj, azaz bármely lehetséges kereslet
nagyobb, mint a foglalási limit. A cikk szerzői azt javasolják, hogy ilyenkor soroljuk a j

terméket az U halmazba a maximális megbánás eléréséhez. Annak érdekében, hogy ez
a modellben is megjelenjen szükség van a (2.22) feltételre, ahol M egy elég nagy szám.
Ez a korlát azt biztosítja, hogy ha rj = 1, azaz ha a j termék az L halmazba tartozik,
akkor yj nem lehet kisebb lj-nél. Ebből következik, hogy ha yj < lj, akkor a j termék
mindenféleképpen az U halmazba tartozik.

Mivel még a legoptimálisabb helyzetben sem lehetséges, hogy többet adjunk el, mint
amennyi a kereslet, vagy amennyit a kapacitás enged, ezért szükséges bevezetni a (2.19)

illetve (2.20) feltételeket.
Mivel nem lehetséges negatív számú jegyet eladni, ezért be kell vezetni a (2.26) felté-

telt. Mivel a célfüggvényben az xj változók negatív előjellel szerepelnek, a modell törekszik
arra, hogy ezek minél kisebbek legyenek. Így felmerülhet a kérdés, hogy hogyan akadá-
lyozzuk meg, hogy a modell minden j termékre xj = 0-át válasszon. De emiatt nem kell
aggódni, mivel azokra a j termékekre, amikhez tartozik olyan i erőforrás, amire i ∈ C

létrehoztuk a (2.21) feltételt pontosan ennek a helyzetnek elkerülése érdekében. Emel-
let azokra a termékekre, amelyekhez nem tartozik C halmazbeli erőforrás, a tényleges
eladás külön változó bevezetése nélkül is meghatározható: underage esetben yj, overage
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esetben pedig lj adódik (ezt a teljesített, illetve nem teljesített feltételek megfigyelésénél
tárgyaltuk). Emiatt a modell ezekre a termékekre nem is használ xj változókat, hanem
egyszerűen az yjqj + ljrj kifejezéssel helyettesíti, ami a qj és rj bináris változók szerkezete
miatt mindig jól helyettesíti majd az xj változókat.

Végül pedig a célfüggvényről (2.18) is fontos szót ejteni. Ez a legnagyobb megbánást
karakterizálja, úgy, hogy az optimális eladásokból kivonja az aktuális y foglalási limittel
kapott bevételt. Utóbbit szétválasztjuk itt is a C halmaz szerint.

Így végső eredményként kapunk egy vegyes egészértékű lineáris programozási modellt,
mivel szerepelnek benne egészértékű, illetve folytonos változók is. Itt speciálisan qj és rj-k
az egészértékű változók. Tehát ez azt jelenti, hogy ha feltételezzük, hogy qj és rj adottak
∀j-re, akkor a következő LP-problémát kapjuk:

ρs(y) = max
z,x,k

∑
j

pj(zj − xj) (2.27)

s.t. Az ≤ c, (2.28)

0 ≤ z ≤ uq + lr, (2.29)

Ax = c− k, (2.30)

0 ≤ ki ≤ ci −
∑
j

aij(yjqj + ljrj) ∀i /∈ C, (2.31)

ki = 0 ∀i ∈ C, (2.32)

0 ≤ x ≤ yq + lr. (2.33)

Itt gyakorlatilag az előző modellről van szó, annyi különbséggel, hogy bevezetünk egy
k változót, a teljesített illetve nem teljesített feltételek kezelésére. És mivel összesen 2N

darab eset van az összes qj illetve rj-re, így ezeket mind megvizsgálva ki lehet számolni
minden esetre a ρ(y) függvényt és ezek közül ki lehet választani az optimális megoldást.

Innen a feladat a következő:

min
y

ρ(y)

s.t. 0 ≤ y ≤ u
(2.34)

Azt még érdemes itt megjegyezni, hogy ez a modell nem kívánja meg a Ay ≤ c feltételt,
ez amiatt van, hogy ezt az x-re, tehát a tényleges eladásra már megköveteljük, így nem
lesz benne a megoldások halmazában egy olyan (hamis) megoldás, ahol többet adnánk
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el, mint amennyit tudunk valójában. Ez azért előnyös, mert így a modell rugalmasabb és
élethűbb.

Viszont ezt a feladatot már egy heurisztikus genetikai algoritmussal oldják meg, ezzel
nem foglalkozunk.
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2.4. Összehasonlítás

Első sorban fontos megemlíteni, hogy a két modell nem teljesen ugyanazt az optimalizálási
problémát dolgozza fel. Míg a klasszikus, sztochasztikus modell a repülőjegy árak meg-
határozásával foglalkozik, addig a robusztus megközelítés egy adott foglalási limit meg-
határozása mellett vizsgálja a legrosszabb esetet. Tehát két különböző feladatot oldanak
meg, mégis ugyanazzal az általános problémával foglalkoznak, ami pedig, egy repülőgép
társaság bevételének maximalizálása.

Az elsődleges, és emellett legfontosabb különbség a kockázat kezelésében mutatkozik
meg. A sztochasztikus modell konkrét valószínűségi eloszlásokat használ, ezzel szemben a
robusztus megközelítésben, ahogyan már említettük, a keresletet egy alsó-, illetve egy felső
korlát közé szorítjuk. Az első megközelítéssel az a probléma, hogy a kereslet eloszlását kü-
lönösen nehéz általában megbecsülni, hiszen rengeteg tényező befolyásolja alakulását. Így
ilyen szempontból a második modellel könnyebben lehet dolgozni, ha a keresletről limitált
információnk van. Még azt is érdemes megemlíteni a kockázatot illetően, hogy, mivel a
robusztus modell a legnagyobb veszteséget minimalizálja, így ezzel a legrosszabb esettel
foglalkozik, emiatt nem „veszíthetünk nagyot”. Ugyanakkor ez a sztochasztikus modellről
nem mondható el, hiszen a maximális hozam várható értéke ugyanannyira bizonytalan,
mint a kereslet alakulása, így ez önmagában egy sokkal kockázatosabb hozzáállás.

A sztochasztikus modell előnye ezzel szemben, hogy időszakosan változtathatóak az
árak a valódi keresletnek megfelelően, míg a robusztus megközelítésben adott termékeket
tekintünk, így ezzel rögzített jegyárakat. Ezt a tulajdonságot úgy lehetne implementálni a
robusztus modellbe, hogy minden időszak végén frissítjük az u, illetve l vektorokat az előző
hét valódi kereslete alapján, és ezekkel az értékekkel újrafuttatjuk a modellt. Egy másik
megközelítés lehetne az, hogy a jegyeket a különböző időszakokban különböző termékek-
ként kezeljük. Viszont ez nem ugyanazt eredményezné, mivel így nem lehetne frissíteni
a modellt az adott időszakok után, ezzel nem feltétlenül a legoptimálisabb megoldást
kapnánk. Illetve még az is probléma lenne, hogy az első modellbeli ok-okozati aspektust
elveszítenénk, hiszen nem az előző időszak alapján döntene a modell.

Modellezési szempontból a robusztus modell egy kicsit összetettebb, mivel sok helyen
bináris változókat használ, és formálás nélkül elveszíthetnénk a lineáris tulajdonságát. A
sztochasztikus modell ezzel szemben sok esetben általánosabb, kevesebb változóval ren-
delkezik, különösen akkor, ha a szcenáriók és az ár opciók száma korlátozott. Mindkét mo-
dell egy vegyes programozási modell, viszont ahogyan láthattuk, a robusztus átalakítható
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egy lineáris programozási feladattá a megfelelő transzformációkkal, ezzel leegyszerűsítve
a megoldási folyamatot.

Felmerül a kérdés, hogy léteznek-e olyan feladatok, amelyeket csak az egyik vagy a má-
sik modell segítségével lehet megoldani. Matematikai értelemben mindkét modell ugyan-
arra a problémára ad megoldást, a megközelítés az, ami különbözik. Ugyanakkor az, hogy
milyen típusú és mekkora mennyiségű adat áll a rendelkezésünkre, gyakorlati szempontból
meghatározó lehet a modell kiválasztásánál.

Összességében a sztochasztikus modell olyan esetekben lehet hasznos, ahol elegendő
információ áll a rendelkezésünkre a kereslet eloszlásáról, és bizonyos döntések több idő-
szakon keresztül változtathatók a rendelkezésre álló információk alapján. Ezzel szemben
a robusztus modell előnyösebb lehet olyankor, amikor a kereslet eloszlását nehéz megbe-
csülni, és inkább a legrosszabb eset elkerülése a cél.

Tehát inkább az információ mennyisége és a végső cél az, ami meghatározza, hogy
melyik modellt érdemesebb használni, mintsem maga a feladat.
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3. fejezet

Termelésütemezési modell az

élelmiszeriparban

A következő fejezet Philip Doganis és Haralambos Sarimveis „Optimal scheduling in a
yogurt production line based on mixed integer linear programming” [4] című cikkje és Ali
Allahverdi, Jatinder N.D. Guptab és Tariq Aldowaisan „A review of scheduling research
involving setup considerations” [2] című cikkje alapján készült.

A következő modell sok szempontból tekinthető ütemezéselméleti problémának, speci-
álisan ez egy termelésütemezési probléma. A következőkben figyelembe vesszük az üteme-
zéselméleti tulajdonságát a modellnek, ugyanakkor optimalizálási feladatként tekintünk
majd rá.

3.1. Átállási műveletek modellezése

Az ütemezési feladatokban fontos említést tenni a setup műveletekről. Ezek olyan tevé-
kenységeket foglalnak magukba, amelyek szükségesek lehetnek egy gyártási folyamat, vagy
egy konkrét gép beállításához. Példa ilyen műveletekre, a szerszámok előkészítése, a gép
tisztítása, vagy a szükséges alapanyagok előkészítése. Még fontos tényező lehet a setup
művelet ideje, vagy költsége, amiket számos problémánál nagyon fontos figyelembe venni.

A setup műveleteknek két fő típusát különböztetjük meg. Az első az úgynevezett
sequence-independent setup. Ebben a típusban az átállási idő csakis az aktuálisan gyár-
tandó terméktől függ. Ezzel szemben a sequence-dependent típusú setup műveletekben
az átállási idő nem csak az aktuálisan gyártandó terméktől, hanem az azt közvetlenül
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megelőző termék típusától is függ, valamint az ezek közötti különbségektől. Az utóbbi sok
esetben, például az élelmiszer iparban közelebb áll a valósághoz.

3.2. A probléma bemutatása

A vizsgált cikk egy konkrét joghurt gyártó cég gyártási ütemtervét optimalizálja. A lé-
nyege a feladatnak az, hogy van bizonyos számú különböző joghurt termék, amiket le kell
gyártani egy bizonyos időn belül. Minden napra és minden termékre meg van adva az
igény, amit kötelező teljesíteni teljes egészében. Emellet a termelést egy gép végzi, ezzel
leegyszerűsítve az ütemezést. A modell célja a gyártással járó költségek minimalizálása
úgy, hogy minden esetben betartsuk a határidőket és minden igényt kielégítsünk.

A probléma bonyolultsága részben annak köszönhető, hogy az idő előrehaladásával a
piacon egyre több fajta termék található meg. Ami egy részről nagyon előnyös, hiszen en-
nek köszönhetően jelentősen több vásárlói igény kielégítésére alkalmas a piac. Másrészről
viszont ez jelentősen megbonyolítja a termelés folyamatát, mivel a különböző termékek
között a gyártási folyamat során bizonyos termékek közti váltáskor ki kell tisztítani a
gépet és esetlegesen átállítani a beállításokat is. Míg bizonyos termékek között nincsen
semmi különbség a csomagoláson kívül, ezzel az átállás gyors és olcsó, addig más termé-
keknél ez jelentősen időigényesebb és ezzel együtt drágább folyamat lehet. Például olyan
esetekben, amikor az egymás után következő termékek különböző zsírtartalmúak, vagy
különböző fajtájú tejből készülnek. Az is előfordulhat, hogy natúr joghurtot és ízesített
joghurot is gyártunk. Ebben az esetben meg tudjuk spórolni a felesleges takarítást, ha a
natúr joghurtot gyártjuk minden ízesített joghurt előtt. Vagy például az alacsonyabb zsír-
tartalmú joghurtokat a magasabb zsírtartalmúak elé ütemezzük, ezzel szintén a takarítás
mennyiségét tudjuk lecsökkenteni. Amiatt, hogy ezeket a könnyítéseket, illetve időspóro-
lásokat beleépíthessék a modellbe a cikk szerzői felállították a gyártandó termékeknek egy
termelési sorrendjét úgy, hogy ez az átállási idő a lehető legkisebb legyen. Ez tehát egy
klasszikus sequence-dependent setup probléma, hiszen az átállási idő a gyártási sorrendtől
is függ, nem csak a gyártandó termékektől, ahogyan már korábban említettük.

A továbbiakban folytassuk a konkrét modell felépítését.
Annak érdekében, hogy a modell minél közelebb álljon a valósághoz, fontos belekalku-

lálni, hogy előfordulhat, hogy egyes termékek gyártásánál a gép lasabban működik. Ilyen
eset lehet például a kisebb csomagolású termékeknél, hogy a gépet érdemesebb lassabra
állítani, az elrontott csomagolások minimalizálásának érdekében. Ezért a modell minden
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termékhez hozzárendel egy bizonyos sebességet, amivel a gép működik miközben gyártja
az árut. Ez is egy nagyon fontos tényező a gyártási idő, és ezzel a költségek minimalizá-
lásában is.

Ezek mellet azt is figyelembe kell venni, hogy az idő pénz. Tehát minél többet dolgoz-
tatjuk a munkaerőt értelemszerűen annál többet kell nekik fizetni . Emiatt a feladat azt
is tartalmazza, hogy három műszak van egy napban. Az első nyolc óra, a második és a
harmadik nyolc óra a három különböző műszak, és egyre tovább előrehaladva a napban
egyre drágább lesz a munkaerő. Valamint még az idővel kapcsolatban azt is kikötötték,
hogy egy nap maximum 23 óráig működtethetjük a gépet, mivel minden nap végén ki
kell tisztítani, ami pontosan 1 órát vesz igénybe. Emellet az is egy nagyon fontos tényező,
hogy ha egy adott napon többet termeltünk az igénynél, akkor azt el is kell tárolnunk a
raktárban. Mivel a joghurtokat hűtőben kell tárolni, ezért ez is ugyanúgy pénzbe kerül,
tehát ezt is bele kell számolni a lehetséges kiadásokba.

Ezek mellett minden termékre az is meg van adva, hogy kezdetben mekkora volt a
készlet belőle, illetve az a mennyiség is, hogy a termelési időszak végére mennyit kell belőle
kitermelni. És végül az is meg van adva minden termékre, hogy tételenként maximálisan
és minimálisan mennyit termelhetünk. Termékpáronként pedig mindegyik párról tudjuk,
hogy ha egymás után következnének a termelésben, akkor a gép átállítása az első termékről
a másodikra mennyi időbe telne, illetve mennyibe kerülne. Ezeket a paramétereket a
későbbiekben, elnevezve felsoroljuk.

Ezt a fajta problémát a termelés ütemezési modellekhez sorolhatjuk. Ez azt jelenti,
hogy a modell célja egy olyan termelési terv meghatározása, amely a teljes költséget
minimalizálja, és emellett teljesíti a termeléssel kapcsolatos különböző előírásokat mind a
termelési sorrendre mind a különböző termékekre vonatkozó igényekre.

Még egy fontosabb tulajdonsága ennek a modellnek, hogy nem konkrét kezdési időpon-
tokhoz rendeli az egyes feladatokat, hanem egy ütemtervet állít fel minden napra. Emiatt
ez a modell közelebb áll a folytonos idejű (continuous-time) modellezési módszerekhez.

A modellben a következő jelöléseket használjuk:
Indexek

• i - napok indexe,

• j, k, l - termékek indexei.

Paraméterek
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• N - a termelési időszak napjainak száma,

• P - a termékek száma,

• demand(i, j) - a j termék termelési igénye az i. napon, egy egység 1000 darabnak
felel meg,

• csetup(j, k) - a j termékről a k termékre való átállás költsége,

• tsetup(j, k) - a j termékről a k termékre való átállás ideje,

• cstorage - a termékek eltárolásának költsége/nap,

• cost8, cost16, cost24 - a három műszakhoz tartozó munkaerőköltségek,

• u(j) - a j termék gyártási sebessége a gépen, 1000 adag/óra mértékegységben,

• openinv(i, j) - a j termék kezdeti készletének mennyisége az i. napon,

• tarinv(i, j) - a j termékből ennyinek kell lennie a raktárban az i. nap végére,

• M(j) - a j termék maximális gyártási tételmérete 1000 adagonként,

• m(j) - a j termék minimális gyártási tételmérete 1000 adagonként.

Döntési változók

• prod(i, j) - azt jelzi, hogy a j termékből az i. napon mennyit gyártottunk,

• inv(i, j) - azt jelzi, hogy mekkora a j termék készletének mérete az i. nap végén,

• Time(i) - azt jelzi, hogy pontosan mennyi ideig használtuk a gépet az i. napon, az
átállási időket is beleszámítva,

• BIN(i, j) - bináris változó, amely azt jelzi, hogy a j terméket gyártottuk-e az i.
napon,

• BINSETUP (i, j, k) - szintén bináris változó, amely azt jelzi, hogy az i. napon
átállítottuk-e a gépet a j termékről a k-ra.
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3.2.1. A modell

A célfüggvény

A célfüggvény itt a szokásostól eltérően nem a bevétel maximalizálására törekszik,
hanem inkább a kiadások minimalizálására minden egyes nap.

Tekintsük át milyen költségekkel jár egy nap termelés a gyárban.
Elsősorban fizetnünk kell minden egyes alkalommal, amikor egy termékről áttérünk

egy másikra, de természetesen ezt csak akkor kell kifizetnünk, ha az adott termékeket
gyártottuk az adott napon, és ezek egymást követik a megadott termelési sorrendben.
Ezeket összevetve kapjuk a következő összeget:

∑
j

∑
l

csetup(j, l) ·BINSETUP (i, j, l) (3.1)

Következőnek az is pénzbe kerül, ha például az egyik nap végén maradt a raktárban
termék, akkor ezeknek a termékeknek a tartási költségét is ki kell fizetnünk az adott napra:

∑
j

inv(i, j) · cstorage (3.2)

És a végső kiadás következik, ami pedig a munkaerő, hiszen a modellbeli gépünk nem
önellátó. Ezt a költséget érdemesebb három részre tagolni, mivel a 8., illetve a 16. óra
elérése után drágább lesz a munkaerő. Elsőként úgy vesszük, mintha az egész napon a 8

órás munkaidő árával dolgoznánk és ezután rászámoljuk még a 8 és 16 órán felüli munka
árát:

cost8 · Time(i) (3.3)

+ (cost16− cost8) · (Time(i)− 8 + a(i)) (3.4)

+ (cost24− cost16) · (Time(i)− 16 + b(i)) (3.5)

Ahol az a(i), illetve b(i) segédváltozókat használjuk a kifejezés nemnegativitása ér-
dekében. Különböző feltételeket kell még kikötnünk, hogy a segédváltozók betöltsék a
megfelelő szerepüket:

Time(i)− 8 + a(i) ≥ 0 ∀i (3.6)

Time(i)− 16 + b(i) ≥ 0 ∀i (3.7)
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Nekünk az lenne a cél, hogy a(i) = max(0, 8−Time(i)) és b(i) = max(0, 16−Time(i))
legyenek. Mivel ezek a kifejezések a minimalizáló célfüggvényben pozitívan szerepelnek,
ezért a fenti két feltétel biztosítja ezeket az egyenlőségeket az optimális megoldásban.

Így ezeknek megfelelően, ha összevetjük ezeket az összegeket a munkafolyamat összes
napjára, akkor a következő kifejezés minimalizálása lesz a cél:

∑
i

∑
j

∑
l

csetup(j, l) ·BINSETUP (i, j, l)

+
∑
i

∑
j

inv(i, j) · cstorage

+
∑
i

cost8 · Time(i)

+
∑
i

(cost16− cost8) · (Time(i)− 8 + a(i))

+
∑
i

(cost24− cost16) · (Time(i)− 16 + b(i)). (3.8)

Felmerülhet a kérdés, hogy a minimalizáló célfüggvény mellett mi akadályozza meg,
hogy optimális megoldásnak a triviális, azaz minden változót nullának választó megoldást
kapjuk.

A válasz a következő alfejezetben bemutatott korlátozó feltételekben rejlik.
A feltételek

Az alábbi két kifejezés azt korlátozza, hogy egy adott napon mennyit termelhetünk
egy adott termékből. Láthatóan az első feltétel a maximális termelést adja, a második
pedig a minimális termelést. Tehát azt írják le, hogy ha termelünk egy napon egy adott
termékből, akkor maximum M mennyiséget és minimum m mennyiséget termelhetünk
csak. Ha pedig nem termelünk aznap belőle, azaz BIN(i, j) = 0, akkor az előállított
termékek száma is 0 legyen.

prod(i, j) ≤M(j) ·BIN(i, j) ∀i, j (3.9)

prod(i, j) ≥ m(j) ·BIN(i, j) ∀i, j (3.10)

A következő feltétel a napi termelés és az eltárolt termékek közötti kapcsolatot írja
le. Azt biztosítja, hogy az összes megtermelt, vagy már meglévő terméknek „legyen he-
lye”, tehát vagy eladjuk őket, azaz a demand(i, j)-hez tartoznak, vagy az utolsó napon a
raktárban maradnak, így az inv(N, j)-hez tartoznak.
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openinv(j) +
N∑
i=1

prod(i, j) =
N∑
i=1

demand(i, j) + inv(N, j) ∀j (3.11)

Ez az első olyan feltétel, ami megköveteli, hogy a prod(i, j) változó ne lehessen nulla
minden i-re és j-re. Hiszen, ha ez megtörténhetne ez alapján, akkor az azt jelentené, hogy
már a kezdetektől fogva elegendő mennyiségű termék állt a rendelkezésünkre, így valóban
nem szükséges többet termelni. Tehát nem lenne semmilyen további feladatunk.

Az alábbi feltételek az első napi termelést szabályozzák. Azt írja le a (3.12) feltétel,
hogy az első napon annyi maradjon a raktárban, amennyit nem adtunk el sem a régiek,
sem az újonnan termelt termékek közül. Valamint, mivel nem tudunk annál többet eladni,
mint amennyit termeltünk, ezért szükséges a (3.13) feltétel bevezetése.

inv(1, j) = openinv(j) + prod(1, j)− demand(1, j) ∀j (3.12)

inv(1, j) ≥ 0 ∀j (3.13)

A következő két feltétel az előző kettő általánosítása a többi napra.

inv(i, j) = inv(i− 1, j) + prod(i, j)− demand(i, j) i > 1, ∀j (3.14)

inv(i, j) ≥ 0 i > 1, ∀j (3.15)

Így a fentebbi négy feltétel implicit módon magában hordozza azt a kikötést is, hogy a
termékek kiszállításában a késés nem megengedett. Hiszen ezek miatt muszáj minden nap
legalább annyit termelni minden termékből, mint az aznapi kereslet, így nem fordulhat
elő olyan hogy az előző napról maradt igény átcsúszik a következő napra. Ezzel azt is
biztosítjuk emellet, hogy ha esetleg túl nagy lenne a kereslet valamelyik áruból annyira,
hogy azt már nem lehetséges teljesíteni, akkor a modellnek nem is lenne megengedett
megoldása, így ebből tudhatnánk, hogy lehetetlen a kérés.

És itt az egyik legfontosabb feladata ezeknek a feltételeknek az, hogy ezek már ki-
kényszerítik azt, hogy a prod(i, j) változó ne lehessen nulla. Ehhez szükséges az a feltétel
persze, hogy a kereslet ne legyen nulla, de ez bármilyen értelmes feladatra igaz.

A következő kifejezés szimplán arra szolgál, hogy a modell a termelési időszak végéig
megfelelő mennyiségű terméket raktározzon el, ezzel kielégítve a tarinv(j) paraméter által
kitűzött célt.
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inv(N, j) = tarinv(j) ∀j (3.16)

Az alábbi kifejezések a munkával töltött idő helyes kiszámolására szolgálnak. A (3.17)

feltétel első tagja azt számolja ki, hogy összesen mennyi időt tölt a gép a termeléssel min-
den termékre. Itt ez a tag lineáris marad, mivel az u(j) az nem egy változó, hanem egy
előre megadott paraméter. Emellé azt is hozzá kell számolni, hogy mennyi időt töltöttünk
azzal, hogy egy termék termeléséről áttérünk egy másikéra. A második tag pontosan ezt
szolgálja. És nyilvánvalóan csak a ténylegesen megtörtént cseréket szeretnénk beleszámol-
ni, emiatt kell megszorozni a BINSETUP (i, j, l) változóval a cserék időtartamát, ami
természetesen itt is csak egy paraméter, így lineáris marad a kifejezés továbbra is.

A (3.18) feltétel pedig egyszerűen azt írja elő, hogy egy adott napon legfeljebb 23 órát
dolgozhat a gép.

Time(i) =
P∑

j=1

prod(i, j)

u(j)
+

P∑
j=1

P∑
l=1

tsetup(j, l) ·BINSETUP (i, j, l) ∀i (3.17)

Time(i) ≤ 23 ∀i (3.18)

A következő feltételcsoport a feladatnak azt a dinamikáját modellezi, ami abból áll,
hogy egy napon természetesen több terméket is gyárthatunk, de nem mindegy, hogy mi-
lyen sorrendben kerülnek a gépre. Ennek az oka, az, hogy a különböző termékek között
különböző idő alatt lehet átállítani, esetlegesen kitakarítani a gépet. Ennek a tulajdon-
ságnak a modellezésére szolgál a BINSETUP (i, j, l) változó. Viszont ahhoz, hogy „ jól
működjön” ez a változó, azaz pontosan ugyanazokat a tulajdonságokat írja le, amiket a
feladat előír, ahhoz kellenek a megfelelő egyenlőtlenségek. Azt kell észrevenni, hogy ez
a változó három kifejezéstől függ, a BIN(i, j), illetve BIN(i, l) változóktól, valamint a∑l−1

k=j+1 BIN(i, k)BIN(i, k) összegtől. Ez az összeg azt számolja meg, hogy két adott
termék esetében, itt például az j-ik, illetve a l-ik termék között a termelési sorrendben
található-e olyan, amiből szintén gyártunk az adott napon. Ez persze abban az esetben
érdekes számunkra, ha az j-ik és a l-ik terméket is gyártjuk aznap. Ha ez igaz és ez a
kifejezés 0 értéket vesz fel, az azt jelenti, hogy a j termék után gyártottuk közvetlenül
az l-ik terméket, tehát a gépet át kellett állítanunk az j berendezéséről az l termékére.
Azaz ebben az esetben szükségképpen a BINSETUP (i, j, l) változónak 1-nek kell len-
nie. Azonban, ha ez az összeg pozitív, akkor létezik legalább egy olyan termék j és l
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között, amiből szintén gyártottunk aznap, tehát nem beszélhetünk közvetlen átállásról a
két termék között. Ezek alapján a BINSETUP változónak pontosan akkor kell 1 értéket
felvennie, ha gyártjuk a j és l terméket is aznap, de semmilyen közöttük elhelyezkedő
termékből nem gyártunk.

A fenti gondolatmenetet egyszerű logikai változók bevezetésével a következőképpen
lehet felírni:

Bevezetjük az x, y, z, q logikai változókat a következőképpen:
x = BIN(i, j), y = BIN(i, l), z =

∑l−1
k=j+1 BIN(i, k) és végül q = BINSETUP (i, j, l).

Itt nagyon fontos, hogy a z nem lehet teljesen logikai változó, mivel felvehet 1-nél nagyobb
értékeket is. Ezt úgy módosítjuk, hogy az 1-nél nagyobb értékeket nem különböztetjük
meg, azaz z = 1, ha

∑l−1
k=j+1 BIN(i, k) ≥ 1. Ekkor a fenti logikai összefüggés a következő:

q ⇐⇒ (x ∧ y ∧ ¬z)

Így ezeknek megfelelően, a következő feltételek a korábban bemutatott logikai feltételek
linearizációjának elvét alkalmazzák, kicsit összetettebben. És a fent leírt ekvivalenciát
modellezik.

Az alábbi összefüggés azt biztosítja, hogy ha a j és l termékek között szerepel köztes
termék, akkor a BINSETUP változó ne lehessen 1. Itt a λ az egy megfelelően kicsi
pozitív szám.

BINSETUP (i, j, l) ≤ 1 + (1−BIN(i, j)) + (1−BIN(i, l))− λ

l−1∑
k=j+1

BIN(i, k) ∀i, j, ∀l > j

(3.19)

Az előző feltétel a köztes termékek kizárását biztosítja, de önmagában még nem ga-
rantálja, hogy a BINSETUP változó csak akkor lehessen 1, ha mind a BIN(i, j), mind a
BIN(i, l) változó is 1 értéket vesz fel. Emiatt szükséges bevezetni az alábbi két egyenlőt-
lenséget. Ezek biztosítják, hogy, ha bármelyik a két változó közül 0, akkor a BINSETUP

ugyanúgy csak nulla lehessen, ezzel ezekben az esetekben felülírva azt, amit esetlegesen
az előző feltétel előírt.

BINSETUP (i, j, l) ≤ BIN(i, j) ∀i, j, ∀l > j (3.20)

BINSETUP (i, j, l) ≤ BIN(i, l) ∀i, j, ∀l > j (3.21)
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Így egyben a fenti három feltétel adja az ekvivalencia → irányát.
A következő egyenlőtlenség pedig az ekvivalencia ← irányát biztosítja. Úgy, hogy

azt az esetet fedi le, amikor a jobb oldal teljesül, akkor ez a feltétel kényszeríti bele a
BINSETUP változót abba, hogy 1 értéket vegyen fel, hiszen ekkor a (3.20), és (3.21)

feltételek miatt ≤ 1, és ez a feltétel miatt pedig ≥ 1 kell, hogy legyen. A többi esetben ez
a feltétel nem mond sokat, ott inkább a többi egyenlőtlenség korlátoz.

BINSETUP (i, j, l) ≥ BIN(i, j) +BIN(i, l)− 1−
l−1∑

k=j+1

BIN(i, k) ∀i, j, ∀l > j

(3.22)

Tehát az ekvivalenciát úgy modellezzük, hogy mindkét iránynál csupán egy hamis eset
merülhet fel (hiszen implikációkról van szó). Ha ezt az esetet kizárjuk valahogyan, akkor
helyes a modellezés. És valóban ez történik fentebb.

Az alábbi egyenlőség arra szolgál, hogy minden két termék között az átállítást csak
egyszer számoljuk. Ehhez azt a tényt használja fel, hogy a termékek között létezik egy
termelési sorrend, amit minden esetben követnünk kell.

BINSETUP (i, j, l) = 0 ∀i, j, ∀l ≤ j (3.23)

A legutolsó feltétel valójában nem ad új korlátozást, vagy információt a modellhez,
hiszen amit állít annak már magától teljesülnie kell a fenti feltételek miatt. Viszont a cikk
szerzői azt vették észre, hogy ezzel a feltétellel együtt jelentősen nőtt a modellt megoldó
optimalizáló algoritmus gyorsasága. Azt írja elő szimplán, hogy minden egymást követő
gyártott termékpárhoz tartozzon egy pozitív értékű BINSETUP változó is, kivéve az
első, illetve utolsó gyártott termékhez.

P∑
j=1

BIN(i, j)−
P∑

j=1

P∑
l=1

BINSETUP (i, j, l) ≤ 1 ∀i (3.24)
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4. fejezet

A modell implementációja és megoldása

A következő fejezetben az előző fejezetben tárgyalt modell implementációját mutatom be.

4.1. A használt környezet

A modell implementációja GUSEK környezetben történt, amely a SciTE szövegszerkesztő
és a GLPK (GNU Linear Programming Kit) solver integrált fejlesztői környezete. A modell
leírására a GNU MathProg (GMPL) modellező nyelvet használtam, amely a GLPK prog-
ramcsomaghoz tartozik. Ez a programcsomag nagy méretű LP-, illetve MILP-modellek és
hasonló feladatok megoldására alkalmas. Többek között támogatja még a primál- és du-
ál szimplex módszert, valamint a branch-and-cut algoritmust. A jelenleg tárgyalt modell
megoldásához is ezeket az algoritmusokat használta fel a solver. [9]

A GLPK csomagban a modelleket kétféleképpen lehet felépíteni [1]:

1. Egy fájlból álló modell. Ilyenkor az egész program egyetlen „.mod” kiterjesztésű
fájlból áll, ez mindent tartalmaz, a megadott adatokat is beleértve.

2. Két fájlból álló program. Ebben a típusban a megoldandó modell két fájlból áll
össze. Egy „.mod”, illetve egy „.dat” kiterjesztésű fájlból. Az előzővel ellentétben itt
a feladathoz szükséges adatok nem a „.mod” fájlban szerepelnek, hanem a „.dat”
kiterjesztésűben. A két fájl elnevezéséhez célszerű ugyanazt a névalapot választani,
például „yogurt.mod”, illetve „yogurt.dat”.

A jelen dolgozatban tárgyalt modell implementálásához az utóbbi megoldást válasz-
tottam. Így két fájlból áll az egész modell. A „yogurt.dat” fájlban szerepelnek a különböző
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paraméterek, amik szükségesek a megoldáshoz, mint például a termelési időszak hossza
napokban, a termékek száma, az órabér és még sok másik paraméter, melyeket az előző
fejezetben felsoroltunk. A „yogurt.mod” fájlban pedig a modellhez tartozó korlátok, illetve
a célfüggvény szerepel.

4.2. A solver futása és a branch-and-cut módszer

A következő alfejezetben szereplő fogalmakat, algoritmusokat és magyarázataikat a [8]
kézikönyv alapján mutatjuk be.

A modell megoldása során a solver branch-and-cut algoritmust alkalmazott számos
különböző vágással, mint például a Gomory vegyes-, klikk-, fedési- és MIR-vágás. A GUS-
EK lehetőséget nyújt a vágások be- és kikapcsolására. A dolgozatban bekapcsoltam ezt az
opciót az algoritmus hatékonyságának érdekében, így minden elérhető vágást felhasznált
a solver az algortimusban.
Az algortimus menete röviden és az output

A modell futtatásához a következő parancsot használtam:

glpsol.exe --cover --clique --gomory --mir -m "yogurt.mod" -d "yogurt.dat"

Itt pontosan látható, hogy melyik vágásokat használja az algoritmus.
Első lépésként a solver beolvassa a két fájlt és legenerálja a feltételeket, valamint a

változókat. Ennek a folyamata látható alább:

--cover --clique --gomory --mir -m yogurt.mod -d yogurt.dat

Reading model section from yogurt.mod...

118 lines were read

Reading data section from yogurt.dat...

473 lines were read

Generating total_cost...

Generating help8...

Generating help16...

Generating max_production...

Generating min_production...

Generating total_balance...
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Generating inventory_balance_first...

Generating inventory_balance...

Generating target_inventory...

Generating time_definition...

Generating time_limit...

Generating setup_upper_logic...

Generating setup_lower_logic...

Generating setup_left...

Generating setup_right...

Generating forbidden_setup...

Generating setup_count...

A „Generating” szóval kezdődő sorokban az első kivételével mind a modell feltételeit
generáljuk. Az első ilyen sorban viszont a célfüggvényt. Ezek a nevek mind a modellben
szereplő feltétel-neveknek felelnek meg. Példa egy ilyen feltételre:

subject to max_production{i in DAYS, j in PRODUCTS}:

prod[i,j] <= M[j] * bin[i,j];

Ahogy a következő pár sorban le is van írva, összesen 5089 sorból és 2286 oszlopból
áll a feladat mátrixsza. Az is látható, hogy az összes változóból összesen 2052 darab
egészértékű került a modellbe, melyek közül mindegyik bináris változó. Az utolsó sorban
látszik, hogy a „preprocessing” folyamat is lezajlik, erről korábban más esett szó.

Model has been successfully generated

5089 rows, 2286 columns, 25038 non-zeros

2052 integer variables, all of which are binary

Preprocessing...

A következő sorokban az látható, hogy a preprocessing folyamata után mennyire le-
csökkent a feltételek, illetve a változók száma. Látszik, hogy elég nagy a különbség a
kezdeti modellhez képest, ebből érezhető, hogy a preprocessing mennyire fel tudja gyorsí-
tani az algoritmust.
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1681 constraint coefficient(s) were reduced

2982 rows, 1009 columns, 15203 non-zeros

816 integer variables, all of which are binary

Ezek után a solver megoldja a probléma LP-relaxáltját szimplex módszerrel, és elkezdi
az egészértékű optimalizálást:

OPTIMAL LP SOLUTION FOUND

Integer optimization begins...

Long-step dual simplex will be used

Gomory’s cuts enabled

MIR cuts enabled

Cover cuts enabled

Number of 0-1 knapsack inequalities = 1201

Clique cuts enabled

Constructing conflict graph...

Conflict graph has 733 + 99 = 832 vertices

Az látható, hogy bekapcsolja a vágásokat, amiket használni fog, illetve megkeresi a
hátizsák-feladatszerű feltételeket, mivel a fedési vágásokat ezekre a típusú sorokra tudja
használni. Ezek után pedig legenerálja a klikk-vágásokhoz használt konfliktus gráfot. És
innentől megkezdődhet a branch-and-cut módszer.

Az algortimus során a solver a részproblémák megoldásánál egy duál szimplex alapú
algoritmust használ. Ellenőrzi a létezést és az egészértékűséget az optimális bázismegol-
dásra. Ha nem létezik a problémának optimális bázismegoldása, akkor egy úgynevezett
általános pruning eljárást végez a részproblémák között, ami annyit jelent, hogy kidobja
az összes olyan részproblémát, ami rosszabb, mint az addig elért legjobb megoldás. Ugyan-
ezt elvégzi akkor is, hogyha az aktuális részprobléma megoldása rosszabb, mint az addigi
legjobb megoldás. (Ez a korábban leírt branch-and-cut módszer 2.b., lépésében lokálisan
történik csak meg.)

Ha pedig létezik érdembeli optimális megoldás a részfeladatra, akkor ezután alkalmazza
az aktuálisan használható vágásokat az új problémára és folytatja a részproblémákra
bontást, ugyanúgy mint a korábban bemutatott branch-and-cut algoritmusban.
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Ahogyan már említettem, a branch-and-bound típusú algoritmusokban egy keresési fát
tartunk fent, amelynek a csúcsai az aktuális részproblémák. Ez nem meglepően a GLPK
solverben is ugyanígy működik. A következő ábrán egy a speciálisan a solverben használt
lehetséges keresési fa látható.

4.1. ábra. Keresési fa [8]

Ahogyan az ábrán is látszik, minden csúcsnak négy lehetséges állapota lehet:

• current: ez az aktuális csúcs, amin dolgozunk

• active: ez egy olyan levél, amit még nem dolgoztunk fel

• non-active: egy már feldolgozott csúcs, amit nem dobtunk el

• fathomed: ez egy feldolgozott és eldobott csúcs

A solver végig ebben a fában ugrál, és minden lépésben kiírja, hogy milyen és mennyi
vágást használt az adott szinten. Ha kiürül a feldolgozandó feladatok listája, akkor az ak-
tuális legjobb megoldás lesz az optimális megoldás. A következő részben látható a branch-
and-cut algoritmus lefutása:

+ 1046: mip = not found yet >= -inf (1; 0)
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Cuts on level 0: gmi = 35; mir = 28; cov = 3;

Cuts on level 25: gmi = 50; mir = 32; cov = 3;

+ 2578: >>>>> 1.485358767e+04 >= 1.443463463e+04 2.8% (34; 1)

Cuts on level 21: gmi = 40; mir = 31; cov = 4;

+ 2902: >>>>> 1.480111000e+04 >= 1.443475813e+04 2.5% (48; 8)

A fenti output sorban az első szám az a szimplex módszer aktuális iteráció száma,
az utána következő pedig az eddig ismert legjobb egész megoldás (best_mip). Ezután a
globális korlát következik az egész megoldásokra (best_bnd). Végül a százalékos érték a
végén az úgynevezett relatív MIP-rés (relative MIP gap) szerepel, amit a következőképpen
számol a rendszer:

gap =
|best_mip− best_bnd|
|best_mip|+ ε

. [8]
Ezt folyamatosan számolja a solver minden lépésben. Minél közelebb kerül a „gap”

nullához annál jobb a megoldásunk. Ez láthatóan folyamatosan csökkent az outputban,
míg a végén elérte a 0%-ot, tehát optimális megoldáshoz jutottunk.

Legvégül pedig a sor végén lévő számpár első tagjában az aktív részproblémák száma,
a második tagjában pedig a „fathomed” állapotú csúcsok száma szerepel.

Cuts on level 21: gmi = 39; mir = 28; cov = 3;

+ 3224: >>>>> 1.470542667e+04 >= 1.443695687e+04 1.8% (62; 14)

Cuts on level 19: gmi = 41; mir = 29; cov = 3;

+ 3838: >>>>> 1.461189533e+04 >= 1.443919498e+04 1.2% (55; 53)

Cuts on level 22: gmi = 40; mir = 29; cov = 3;

+ 5269: >>>>> 1.456249833e+04 >= 1.446485553e+04 0.7% (80; 105)

Cuts on level 26: gmi = 43; mir = 30; cov = 3;

+ 6021: >>>>> 1.453892667e+04 >= 1.446772326e+04 0.5% (68; 171)

Cuts on level 31: gmi = 37; mir = 32; cov = 3;

+ 6352: >>>>> 1.451280833e+04 >= 1.446871610e+04 0.3% (67; 200)

Cuts on level 16: gmi = 45; mir = 32; cov = 3;

+ 7218: >>>>> 1.450883000e+04 >= 1.448362681e+04 0.2% (52; 253)

Cuts on level 27: gmi = 44; mir = 31; cov = 3;
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+ 7470: >>>>> 1.450694333e+04 >= 1.449745758e+04 < 0.1% (27; 290)

+ 7608: mip = 1.450694333e+04 >= tree is empty 0.0% (0; 413)

INTEGER OPTIMAL SOLUTION FOUND

A végén a következő kódrészlettel kiirattam a programmal a változók végső értékeit:

printf "\nTOTAL COST = %g\n\n", total_cost;

display prod;

display inv;

display time;

display bin;

display binsetup;

Miután a solver megoldotta a feladatot és kiexportáltam a hasznos változók megoldá-
sát, az eredményekből a következő ábra készült:

4.2. ábra.
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Míg a modell végeredményben nem adja meg a kezdési illetve végzési időket termé-
kenként, ezt a megoldásból, illetve a paraméterekből ki lehet számolni, és ezen a logikán
lehet ilyen ábrát készíteni. Csupán minden napra a pozitív BINSETUP változók értéke,
minden termék termelési sebessége, és a prod(i, j) változók értéke szükséges ehhez.

Még egy dolgot nagyon fontos kiemelni. Ahogyan már az előző fejezetben említettük,
a [4] cikk szerzői a modell végére beillesztettek egy olyan feltételt, ami igazából új korlá-
tozást nem jelent a feladat szempontjából, viszont nagyon felgyorsítja az algoritmust. Ez
a feltétel a következő volt:

subject to setup_count{i in DAYS}:

sum{j in PRODUCTS} bin[i,j]

-

sum{j in PRODUCTS, l in PRODUCTS} binsetup[i,j,l]

<= 1;

Ezt az elméletet én is leteszteltem, és valóban a fenti feltétel nélkül az algoritmus
futásideje a következő volt:

INTEGER OPTIMAL SOLUTION FOUND

Time used: 385.2 secs

Memory used: 156.9 Mb (164508319 bytes)

Ez láthatóan elég lassú, és sok memória-igényű, annak ellenére, hogy ez egy elég hét-
köznapi probléma. Tehát ennél még sokkal nagyobb és bonyolultabb modellekre is szükség
lehet.

Azonban az algoritmus futásideje az utolsó feltétel hozzáadásával:

INTEGER OPTIMAL SOLUTION FOUND

Time used: 2.3 secs

Memory used: 10.5 Mb (10973208 bytes)

Tehát valóban mind az időben, mind a felhasznált memóriában hatalmas különbséget
jelentett ez a feltétel.
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Alulírott Fodor Viola Mária nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészítése során az
alább felsorolt feladatok elkészítéséhez a megadott MI alapú eszközöket használtam fel.

Feladat Felhasznált

eszköz

Felhasználás

helye

Megjegyzés

Szövegezési és
stilisztikai
segítség,
szövegvázlat
készítése

GPT-5.5 5., 9., 10., 16.
oldalak
2.fejezet
1.1., 3.1., 3.2., 4.1.,
4.2. alfejezetek

Egyes mondatok, bekezdések
megfogalmazásának
javításában segítség,
stilisztikai javaslatok, nyelvi
ellenőrzés. Néhol
többmondatos vázlat
készítése inspirációs céllal.

Szakirodalom
és módszerek
megértése,
szakirodalom
keresés

GPT-5.5 Teljes dolgozat A dolgozatban szereplő
fogalmak, algoritmusok és
modellezési módszerek
megértésében segítség.
Néhol fordítási segítség.

Programozási
segítség, ábra
készítése

GPT-5.5 4. fejezet, 4.2. ábra GMPL/GUSEK modellek
fejlesztése, szintaxisbeli
segítség. Ábra elkészítése.

LaTeX
szerkesztési
segítség

GPT-5.5 Teljes dolgozat Képletek, jelöléseket
tartalmazó felsorolások és
egyéb LaTeX elemek
szerkesztésével kapcsolatos
technikai segítség.

A fent felsoroltakon túl más MI alapú eszközt nem használtam.
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