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Köszönetnyilvánítás
Szeretném kifejezni hálámat ezúton is témavezetőmnek, Kós Gézának, amiért a matema-
tika e területére vezetett, és amiért a szakdolgozat elkészítésének teljes folyamata során
mindvégig számíthattam rá. Szakmai iránymutatása, segítőkészsége, valamint a dolgozat
kéziratához fűzött értékes észrevételei nélkül ez a munka nem jöhetett volna létre.

Külön köszönettel tartozom feleségemnek, aki türelmével, megértésével és folyamatos
támogatásával végig mellettem állt a dolgozatírás során, és nagyban hozzájárult ahhoz,
hogy a munkát kitartással befejezhessem.

Szeretném továbbá megköszönni családomnak és barátaimnak, hogy türelemmel viselték
a dolgozatírás időszakának terheit, és biztatásukkal, támogatásukkal közvetett módon is
hozzájárultak ahhoz, hogy a szakdolgozat elkészülhessen.
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Bevezetés
Jól ismert, hogy a természetes számok között végtelen sok prím létezik. Ugyanakkor az is
megfigyelhető, hogy minél nagyobb számokat nézünk, annál ritkábban fordulnak elő. A
prímszámok eloszlása a számelmélet egyik legrégebbi kutatási területe, és e területen már
számos eredmény született. A 18. század végén Legendre és Gauss egymástól függetlenül
fogalmazták meg azt a sejtést, miszerint elég nagy x esetén a prímek relatív gyakorisága
az első x szám között 1/ ln x-szel becsülhető, vagyis a π(x) prímszámláló függvény és az
x/ ln x függvény hányadosa 1-hez tart. Számos matematikus próbálkozott ezt a később
prímszámtételként ismertté vált állítást bizonyítani, azonban erre több mint száz évig nem
került sor. [1, 2]

A fordulatot a komplex függvénytan eszközei hozták meg a 19. század végén. Riemann
1859-es forradalmi munkájában a prímek eloszlását a zéta-függvény analitikus tulajdonsá-
gaival kapcsolta össze [3]. A Riemann által kijelölt úton haladva Hadamard és de la Vallée
Poussin 1896-ban, egymástól függetlenül bebizonyították a prímszámtételt [2]. Mindketten
abból vezették le, hogy a ζ(s) függvénynek nincs zérushelye a ℜ(s) = 1 egyenesen. [1]

Minél pontosabban határoljuk be a zéta-függvény zérusmentes tartományát, annál
pontosabb hibatagot adnak a komplex függvénytani bizonyítások. Ezzel kapcsolatban a
legfontosabb nyitott kérdés a Riemann-sejtés, amely szerint a nemtriviális zérushelyek csak
a ℜ(s) = 1/2 egyenesen vannak. Ennek igazolásával a prímszámtétel hibájáról a lehető
legjobb becslést kapnánk.

Ez a dolgozat a prímszámtétel komplex függvénytani bizonyítását dolgozza fel Landau
[1] nyomán. Az első fejezetben bevezetjük a szükséges számelméleti függvényeket és
az ekvivalens alakokat. A második fejezetben mutatunk egy elemi bizonyítást ezekre,
illetve néhány elemi eszközt is bevezetünk. A harmadik és negyedik fejezet a komplex
függvénytan és a Riemann-féle zéta-függvény elméletének azon részeit foglalja össze,
amelyek a bizonyításhoz szükségesek. Végül az ötödik fejezetben a zérusmentes tartomány
és a zéta-függvény logaritmikus deriváljának becsléseiből levezetjük, hogy ψ(x)/x → 1, ha
x tart a végtelenbe, ami a prímszámtétellel ekvivalens.
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1. fejezet

A prímszámtétel

Ebben a fejezetben kimondjuk a prímszámtétel klasszikus alakját és bevezetünk néhány
alapfogalmat: a prímszámláló függvényt, az aszimptotikus jelöléseket (O, o, ∼). Ezenkívül
definiáljuk az ún. integrállogaritmus függvényt (Li(x)) valamint a Csebisev-függvényeket
(ϑ(x), ψ(x)). Megmutatjuk, hogy a prímszámtétel ekvivalens a π(x) ∼ Li(x), ϑ(x) ∼ x és
ψ(x) ∼ x állításokkal. A fejezet végén pedig felvázoljuk a dolgozatban tárgyalt bizonyítás
szerkezetét.

1.1. Jelölések

1.1.1. Definíció (Prím). Egy p ∈ N egész szám prím (prímszám), ha p > 1, és p pozitív
osztói pontosan 1 és p.

1.1.2. Definíció. Legyen x ∈ R valós szám. A prímszámláló függvényt a következőkép-
pen definiáljuk:

π(x) =
∑
p≤x
p prím

1.

1.1.3. Megjegyzés. A π(x) prímszámláló függvény az x-nél nem nagyobb prímek
számát adja meg. A függvény monoton növő, lépcsős, és minden értéke egész szám. Ha
pk a k-adik prímszám, akkor π(pk) = k.

6



1.1. Jelölések 7

1.1.4. Definíció. Legyen a ∈ R valós szám, és legyenek f, g : [a,∞) → R valós
függvények. Azt mondjuk, hogy f(x) = O(g(x)), ha léteznek pozitív C és x0 ≥ a valós
számok úgy, hogy minden x ≥ x0-ra

|f(x)| ≤ C · |g(x)|.

Az f(x) = h(x) +O(g(x)) egyenlet azt jelenti, hogy f(x) − h(x) = O(g(x)). [2]

1.1.5. Definíció. Legyen a ∈ R valós szám, és legyenek f, g : [a,∞) → R valós
függvények, ahol g(x) > 0. Azt mondjuk, hogy f(x) = o(g(x)), ha

lim
x→∞

f(x)
g(x) = 0,

Az f(x) = h(x) + o(g(x)) egyenlet azt jelenti, hogy f(x) − h(x) = o(g(x)). [1]

1.1.6. Definíció. Legyen a ∈ R valós szám, és legyenek f, g : [a,∞) → R valós
függvények. Feltesszük, hogy g(x) > 0 minden elég nagy x-re. Azt mondjuk, hogy f(x)
és g(x) aszimptotikusan egyenlők (f(x) ∼ g(x)), ha

lim
x→∞

f(x)
g(x) = 1,

[2]

Tehát f(x) ∼ g(x) jelölés azt jelenti, hogy a hányadosuk 1-hez tart, ha x tart a
végtelenhez.

1.1.7. Megjegyzés. Ha f(x) ∼ g(x), akkor

f(x) = g(x) + o
(
g(x)

)
.

Fordítva is igaz: ha
f(x) = g(x) + o

(
g(x)

)
,

akkor
f(x)
g(x) = 1 + o(1) → 1,

tehát f(x) ∼ g(x).

Most ezek a jelölések segítségével kimondjuk a prímszámtétel formális alakját.
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1.1.8. Tétel (Prímszámtétel).
π(x) ∼ x

ln x. (1.1)

1.2. Ekvivalens alakok

A prímszámtétel klasszikus alakja a π(x)-re ad egy közelítést. A bizonyításban azonban
közvetlenül a π(x) helyett kényelmesebb súlyozott prímösszegekkel dolgozni, ezért bevezet-
jük a Csebisev-féle függvényeket, ϑ(x)-t és ψ(x)-t. Megmutatjuk, hogy a prímszámtétel
ekvivalens a ϑ(x) ∼ x, illetve a ψ(x) ∼ x aszimptotikus egyenlőségekkel, viszont ezek
igazolására csak a második fejezetben kerül sor. A következőkben bemutatunk egy má-
sik függvényt, amely egy még jobb közelítése a prímszámláló függvénynek, és ezzel is
kimondjuk a prímszámtételt.

1.2.1. π(x) közelítése Li(x)-szel

Már Gauss is észrevette, hogy a logaritmikus integrál

Li(x) =
∫ x

2

dt

ln t

még pontosabban közelíti π(x)-et, és sejtése szerint π(x) ∼ Li(x).

1.2.1. Definíció. Legyen x ≥ 2 valós szám. Az integrállogaritmus függvényt (Li(x)), a
következőképpen definiáljuk:

Li(x) =
∫ x

2

dt

ln t ,

A definícióból nem látszik közvetlenül, hogy a Li(x) függvény jobb közelítés a prím-
számláló függvényre, mint az x/ ln x függvény.

A következő ábrán a π(x) függvényt (zöld görbe), a Li(x) függvényt (kék görbe),
valamint az x/ ln x függvényt (piros görbe) ábrázoljuk 1-től 5000-ig.

Az 1.1 ábra alapján jól látható, hogy a Li(x) görbéje sokkal jobban közelíti a π(x)
görbéjét, mint az x

lnx függvényé, vagyis a Li(x) ezen az intervallumon pontosabb becslést
ad a prímek számára. [9]

1.2.2. A ψ(x) és ϑ(x)

A prímszámtétel bizonyítása felé az első jelentős lépést Csebisev tette meg 1848-ban.
Csebisev felismerte, hogy a π(x) prímszámláló függvény helyett érdemes a később róla
elnevezett ϑ(x) = ∑

p≤x ln p és ψ(x) függvényeket vizsgálni. Ezek segítségével igazolta,
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1.1. ábra. A π(x) függvény és közelítései x = 5000-ig

hogy léteznek olyan 0 < A < 1 < B valós konstansok (például A ≈ 0,921 és B ≈ 1,106),
hogy minden elég nagy x esetén

A
x

ln x < π(x) < B
x

ln x,

tehát π(x) és x/ ln x azonos nagyságrendűek. Ennél is fontosabb eredménye volt, hogy
megmutatta, hogy ha a limx→∞

π(x) lnx
x

határérték létezik, akkor az egyenlő 1-gyel. [2]
Csebisev ezzel az eredményével igazán közel került a prímszámtétel igazolásához,

azonban a határérték létezését nem tudta bizonyítani. [1, 2]

1.2.2. Definíció. Legyen x > 0 valós szám. Az első Csebisev-függvényt a következőkép-
pen definiáljuk:

ϑ(x) =
∑
p≤x
p prím

ln(p),

[1]
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1.2. ábra. A ψ(x)/x (lila) és ϑ(x)/x (türkizkék) függvények

1.2.3. Definíció. Legyen x > 0 valós szám. A második Csebisev-függvényt (ψ(x)) a
következőképpen definiáljuk:

ψ(x) =
∑
pk≤x

p prím, k≥1

ln p.

[1]

A ϑ(x) függvény a prímeket, míg ψ(x) a prímhatványokat összegzi ln p súllyal.

1.2.4. Megjegyzés. A definícióból adódóan ψ(x) = ∑
k≥1 ϑ( k

√
x), és így minden x > 0

esetén ϑ(x) ≤ ψ(x).

1.2.5. Tétel. Az alábbi állítások a prímszámtétel ekvivalens alakjai:

(i) π(x) ∼ x

ln x .

(ii) π(x) ∼ Li(x).

(iii) ϑ(x) ∼ x.

(iv) ψ(x) ∼ x.

Bizonyítás. Most csak az (i) ⇔ (ii) állítást igazoljuk, a többit a második fejezetben
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bizonyítjuk.
Elég belátni, hogy Li(x) ∼ x

lnx . Parciális integrálással:

Li(x) =
∫ x

2

dt

ln t = x

ln x +
∫ x

2

dt

(ln t)2 − 2
ln 2

Ezért elegendő megmutatni, hogy

lim
x→∞

ln x
x

(∫ x

2

dt

(ln t)2 − 2
ln 2

)
= 0.

Osszuk az integrálási intervallumot két részre az x1/2-nél, és használjuk, hogy a logaritmus
monoton növő [4]:

ln x
x

∫ x

2

dt

(ln t)2 ≤ ln x
x

∫ x1/2

2

dt

(ln 2)2 + ln x
x

∫ x

x1/2

dt

(ln x1/2)2 .

Ezért

ln x
x

∫ x

2

dt

(ln t)2 ≤ ln x
x

· x
1/2 − 2
(ln 2)2 + ln x

x
· x− x1/2

(ln x1/2)2 = ln x
(ln 2)2 x1/2 + 4

ln x,

ami x → ∞ esetén 0-hoz tart. Ezzel igazoltuk, mert

ln x
x

(− 2
ln 2) → 0.

□

1.3. A bizonyítás felépítése

A dolgozatban bemutatott bizonyítás Landau klasszikus művén alapul [1] és két fő részből
áll. Az első (elemi) részben belátjuk a prímszámtétel ekvivalens alakjait és ezzel visszave-
zetjük a tételt a ψ(x) ∼ x állítás igazolására. A második (komplex függvénytani) részben
belátjuk a zéta-függvény néhány fontos tulajdonságát, köztük azt, hogy nincs zérushelye
a ℜ(s) = 1 egyenesen. Ezután egy komplex vonalintegrál segítségével felírunk egy sú-
lyozott prímhatvány-összeget, majd azt visszavezetjük ψ(x) ∼ x-re, amiből következik a
prímszámtétel.



2. fejezet

Elemi előkészületek

Ebben a fejezetben azokat az elemi eszközöket gyűjtjük össze, amelyekre a későbbi komplex
függvénytani bizonyítás során szükségünk lesz. Bevezetjük a T (x) = ln

(
⌊x⌋!

)
függvényt,

és bizonyítjuk néhány tulajdonságát. Definiáljuk a von Mangoldt-féle Λ függvényt, majd a
Legendre-formula segítségével megmutatjuk, hogy ψ(x) = O(x) és ϑ(x) = O(x). Végül az
Abel-átrendezéssel igazoljuk a prímszámtétel ekvivalens alakjait, ezzel a prímszámtétel
bizonyítását visszavezetjük a ψ(x) ∼ x igazolására.

2.1. Néhány elemi eredmény

2.1.1. A T (x) = ln(⌊x⌋!) függvény aszimptotikája

Most bevezetjük a T (x) függvényt, amely a fejezetben fontos szerepet kap, és megha-
tározzuk aszimptotikáját elemi integrálbecslésekkel. A következő definíció, állítás és a
bizonyítás Landau érvelését követi [1].

2.1.1. Definíció. Legyen x ≥ 0. Definiáljuk

T (x) = ln
(
⌊x⌋!

)
=
∑
n≤x

lnn.

Speciálisan, x < 1-re T (x) = 0. [1]

2.1.2. Állítás. Minden x ≥ 1 esetén

T (x) = x ln x+O(x). (2.1)

Bizonyítás. Legyen n := ⌊x⌋ ≥ 1. Ekkor T (x) = ∑n
k=1 ln k.

12
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Az ln függvény monoton növő, ezért k ≥ 2 esetén
∫ k

k−1
ln u du ≤ ln k ≤

∫ k+1

k
ln u du.

Összegezve k = 2, . . . , n-re kapjuk:

∫ n

1
ln u du ≤

n∑
k=2

ln k ≤
∫ n+1

2
ln u du.

Mivel ln 1 = 0 és ln u > 0 minden u ∈ (1, 2], ezért

∫ n

1
ln u du ≤ T (x) ≤

∫ n+1

1
ln u du.

Parciális integrálással: ∫ y

1
ln u du = y ln y − y + 1.

Ezért
n lnn− n+ 1 ≤ T (x) ≤ (n+ 1) ln(n+ 1) − (n+ 1) + 1.

Mivel ln(n+ 1) = lnn+ ln(1 + 1
n
) = lnn+O(1/n), ezért

(n+ 1) ln(n+ 1) − (n+ 1) + 1 = n lnn+ lnn+O(1) − n = n lnn+O(n).

A bal oldali kifejezés is n lnn+O(n), így összefoglalva

T (x) = n lnn+O(n).

Végül n = ⌊x⌋ = x+O(1), továbbá n lnn = x ln x+O(x), tehát

T (x) = x ln x+O(x).

□

2.1.2. A von Mangoldt-féle függvény

Bevezetjük a von Mangoldt-féle Λ függvényt, amely központi szerepet játszik a prímszámok
eloszlásának vizsgálatában [2]. A ψ(x) függvény felírható Λ(n) összegeként, ami a későbbi
becslésekhez hasznos. A következő állítások és bizonyításaik Apostol [2] érvelését követik.
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2.1.3. Definíció. Legyen n ∈ N természetes szám. A Λ(n) von Mangoldt-függvényt a
következőképpen definiáljuk:

Λ(n) =


ln p, ha n = pk valamely prím p és k ≥ 1 egész esetén,

0, különben.

Vagyis Λ(n) nem nulla pontosan a prímhatványokon, és ekkor az értéke a prím termé-
szetes logaritmusa. [2]

2.1.4. Állítás. Minden x > 0 valós számra

ψ(x) =
∑
n≤x

Λ(n) =
∑
pk≤x

p prím, k≥1

ln(p), (2.2)

ahol a szumma minden olyan (p, k) párra fut, ahol p prím, k ≥ 1 egész, és pk ≤ x.

Bizonyítás. A pk ≤ x egyenlőtlenség ekvivalens azzal, hogy p ≤ x1/k. Ezért az összegzést
k szerint rendezve kapjuk:

∑
pk≤x

p prím, k≥1

ln(p) =
∑
k≥1

∑
p≤x1/k

p prím

ln(p).

A belső szumma pontosan az első Csebisev-függvény értéke x1/k-en, így a 1.2.4 megjegyzés
miatt adódik az állítás. □

2.1.5. Állítás. Minden n ≥ 1 egész számra teljesül, hogy

lnn =
∑
d|n

Λ(d), (2.3)

ahol a szumma n pozitív egész osztóira fut. [2]

Bizonyítás. Az n = 1 eset triviális, mert ln 1 = 0, és ∑d|1 Λ(d) = Λ(1) = 0.
Tegyük fel most, hogy n > 1, és írjuk fel n prímtényezős felbontását:

n =
r∏

k=1
pak
k ,

ahol p1, . . . , pr különböző prímek és ak ≥ 1 egészek. Logaritmust véve:

lnn =
r∑

k=1
ak ln pk.
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Vizsgáljuk (2.3) jobb oldalát: ∑d|n Λ(d). A von Mangoldt-függvény definíciója szerint
Λ(d) = 0, ha d nem prímhatvány, ezért az összegben csak azok az osztók maradnak,
amelyek d = pmk alakúak valamely pk-ra és 1 ≤ m ≤ ak-ra. Így

∑
d|n

Λ(d) =
r∑

k=1

ak∑
m=1

Λ(pmk ) =
r∑

k=1

ak∑
m=1

ln pk =
r∑

k=1
ak ln pk = lnn,

□

2.1.3. Legendre-formula

A következő azonosság (Legendre-formula) megadja, hogy egy p prím hányszor szerepel
⌊x⌋! prímtényezős felbontásában. Az alábbi bizonyítás Apostol érvelését követi [2].

2.1.6. Tétel (Legendre-formula). Minden x > 0 esetén

⌊x⌋! =
∏
p

p
⌊ ⌊x⌋

p ⌋+
⌊

⌊x⌋
p2

⌋
+
⌊

⌊x⌋
p3

⌋
+··· =

∏
p

pα(p) (2.4)

ahol a szorzás minden prím p-re megy és α(p) := ∑
v≥1

⌊
⌊x⌋
pv

⌋
[2]

2.1.7. Megjegyzés. A szorzat véges, mert pα(p) = 1, ha p > x.

Bizonyítás. Legyen n := ⌊x⌋. A 2.1.5 állítás alapján minden m ≥ 1-re

lnm =
∑
d|m

Λ(d),

Ezt összegezve m ≤ n-re:

ln(n!) =
∑
m≤n

lnm =
∑
m≤n

∑
d|m

Λ(d).

A kettős összeg felcserélhető, és minden rögzített d pontosan ⌊n/d⌋ darab m ≤ n számra
osztó, ezért

ln(n!) =
∑
d≤n

Λ(d)
⌊
n

d

⌋
. (2.5)

Mivel Λ(d) = 0, ha d nem prímhatvány, továbbá Λ(pv) = ln p, kapjuk:

ln(n!) =
∑
p≤n

∑
v≥1

⌊
n

pv

⌋
ln p =

∑
p≤n

α(p) ln p = ln
∏
p≤n

pα(p)

 ,
mert ha pv > n, akkor ⌊n/pv⌋ = 0 és így α(p) = ∑

v≥1⌊n/pv⌋.
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Végül a logaritmus exponenciálásával

n! =
∏
p≤n

pα(p) =
∏
p

pα(p)

következik. Mivel n = ⌊x⌋, ez éppen (2.4). □

2.1.4. Kapcsolat T és Λ között

Az előző rész eredményét felhasználva felírunk egy azonosságot a T (x) függvényre vonat-
kozóan Landau nyomán [1]. Ennek segítségével fogjuk a T (x) aszimptotikájából a ψ(x)
függvény aszimptotikáját meghatározni.

2.1.8. Lemma. Ha x > 0 és 0 ̸= k ∈ N, akkor
⌊

⌊x⌋
k

⌋
=
⌊
x

k

⌋
.

[1]

Bizonyítás. Legyen g = ⌊x⌋. Ekkor g ≤ x < g + 1, tehát k > 0 miatt

g

k
≤ x

k
<
g + 1
k

.

Ha lenne olyan egész j, amelyre g
k
< j < g+1

k
teljesülne, akkor jk-ra

g < jk < g + 1,

ami lehetetlen. Így x/k és g/k közé nem esik egész, vagyis

⌊
x

k

⌋
=
⌊
g

k

⌋
=
⌊

⌊x⌋
k

⌋
.

□

2.1.9. Állítás. Minden x > 0 esetén fennáll

T (x) =
∑
k≤x

⌊
x

k

⌋
Λ(k) =

∑
k≤x

ψ
(
x

k

)
. (2.6)

[1]
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Bizonyítás. Legyen m = ⌊x⌋. A (2.5) egyenlőség és a fenti lemma miatt

T (x) = ln(m!) =
∑
n≤m

⌊
m

n

⌋
Λ(n) =

∑
n≤x

⌊
x

n

⌋
Λ(n).

Az összeget átrendezve és felhasználva, hogy
⌊
x

n

⌋
=

∑
k≤x/n

1,

kapjuk, hogy

∑
n≤x

⌊
x

n

⌋
Λ(n) =

∑
n≤x

∑
k≤x/n

Λ(n) =
∑
k≤x

∑
n≤x/k

Λ(n) =
∑
k≤x

ψ
(
x

k

)
,

ami éppen (2.6) második egyenlősége. □

2.1.5. Következmények: ψ(x) = O(x) és ϑ(x) = O(x)

Most megmutatjuk, hogy a Csebisev függvényekre

ψ(x) = O(x) és ϑ(x) = O(x).

Az érvelés az 2.1.9 állítás, valamint a T (x) függvény aszimptotikája Landaut követve. [1].

2.1.10. Lemma. Minden x > 0 esetén

T (x) − 2T
(
x

2

)
=
∑
n≥1

(−1)n+1ψ
(
x

n

)
.

[1]

Bizonyítás. A 2.1.9 állítás szerint

T (x) =
∑
n≤x

ψ
(
x

n

)
, T

(
x

2

)
=

∑
n≤x/2

ψ
(
x

2n

)
.

Adódik:

T (x) − 2T
(
x

2

)
=
∑
n≥1

ψ
(
x

n

)
− 2

∑
n≥1

ψ
(
x

2n

)
=
∑
n≥1

(−1)n+1ψ
(
x

n

)
.

Az összeg véges, mert ψ(y) = 0 ha 0 < y < 1, így ψ(x/n) = 0 minden n > x esetén. □
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2.1.11. Lemma. Minden x > 0 esetén teljesül, hogy

0 ≤ ψ(x) − ψ
(
x

2

)
≤ T (x) − 2T

(
x

2

)
. (2.7)

[1]

Bizonyítás. A ψ monoton növő, vagyis

ψ(x) ≥ ψ
(
x

2

)
≥ ψ

(
x

3

)
≥ · · · ,

tehát a 2.1.10 Lemma váltakozó sorában a tagok abszolút értéke csökken. Ekkor

T (x) − 2T
(
x

2

)
=
(
ψ(x) − ψ(x/2)

)
+
(
ψ(x/3) − ψ(x/4)

)
+ · · · ,

ahol minden zárójelben álló különbség nemnegatív, így adódik (2.7). □

2.1.12. Tétel. Létezik A > 0 úgy, hogy minden x ≥ 0 esetén

ψ(x) ≤ Ax,

azaz ψ(x) = O(x). [1]

Bizonyítás. A 2.1.2 állítás alapján

T (x) = x ln x+O(x).

Ebből

T (x) − 2T
(
x

2

)
=
(
x ln x+O(x)

)
− 2

(
x
2 ln x

2 +O(x)
)

= x ln 2 +O(x) = O(x),

tehát létezik C > 0, hogy x ≥ 0-re

T (x) − 2T
(
x

2

)
≤ Cx.

A 2.1.11 lemma miatt így
0 ≤ ψ(x) − ψ

(
x

2

)
≤ Cx.

Most legyen x ≥ 0 rögzített, és válasszunk N ∈ N-t úgy, hogy x
2N < 1 legyen. Ekkor

ψ(x/2N) = 0, és teleszkópikus-összeggel:

ψ(x) =
N−1∑
ν=0

(
ψ
(
x

2ν
)

− ψ
(

x

2ν+1

))
≤

N−1∑
ν=0

C
x

2ν ≤ Cx
∞∑
ν=0

1
2ν = 2Cx.
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Tehát ψ(x) ≤ Ax teljesül A = 2C-vel. □

2.1.13. Megjegyzés. A tételből következik, hogy ϑ(x) = O(x), mivel ψ(x) ≥ ϑ(x).

2.2. Abel-átrendezés

Az Abel-formula és az Abel-átrendezés gyakran használt eszközök, amelyekkel súlyozott
összegeket tudunk átalakítani. Számunkra különösen hasznos sorok és Dirichlet-sorok
konvergenciájának vizsgálatához, illetve aritmetikai függvényekhez kapcsolódó összegek
becsléséhez. A következő tétel az átrendezés integrálos alakját adja meg, majd levezetjük
ebből a diszkrét alakot is.

2.2.1. Tétel (Abel-formula). Legyen f folytonos és szakaszonként folytonosan differen-
ciálható [1, x]-en, és legyen

A(t) :=
∑
n≤t

an (t ≥ 1).

Ekkor minden x ≥ 1 esetén

∑
n≤x

anf(n) = A(x)f(x) −
∫ x

1
A(t)f ′(t)dt.

[5, 6]

Bizonyítás. Legyen k := ⌊x⌋. Mivel an = A(n) − A(n− 1), így

∑
n≤x

anf(n) =
k∑

n=1

(
A(n) − A(n− 1)

)
f(n)

=
k∑

n=1
A(n)f(n) −

k−1∑
n=0

A(n)f(n+ 1)

= A(k)f(k) −
k−1∑
n=1

A(n)
(
f(n+ 1) − f(n)

)
.

Mivel f(n+ 1) − f(n) =
∫ n+1
n f ′(t)dt és A(t) = A(n) t ∈ [n, n+ 1) esetén,

k−1∑
n=1

A(n)
(
f(n+ 1) − f(n)

)
=
∫ k

1
A(t)f ′(t)dt.

Tehát ∑
n≤x

anf(n) = A(k)f(k) −
∫ k

1
A(t)f ′(t)dt.
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Végül A konstans a [k, x] intervallumon, ezért

A(x)f(x) − A(k)f(k) =
∫ x

k
A(t)f ′(t)dt,

amiből ∑
n≤x

anf(n) = A(x)f(x) −
∫ x

1
A(t)f ′(t)dt

adódik. □

2.2.2. Következmény (Abel-átrendezés). Legyenek (an)n≥1 és (bn)n≥1 sorozatok, és
legyen

A(n) :=
n∑
k=1

ak, A(0) := 0.

Ekkor minden N ≥ 1 esetén

N∑
k=1

akbk = A(N)bN −
N−1∑
k=1

A(k)
(
bk+1 − bk

)
.

[5]

Bizonyítás. Legyen f : [1, N ] → R függvény a (n, bn) pontok szakaszonként lineáris
interpolációja, azaz f(k) = bk minden egész k-ra és f lineáris minden [k, k+1] intervallumon.
Ekkor t ∈ (k, k + 1) mellett

f ′(t) = bk+1 − bk.

Alkalmazzuk az Abel-formulát x = N -re:

N∑
k=1

akbk =
∑
k≤N

akf(k) = A(N)f(N) −
∫ N

1
A(t)f ′(t)dt = A(N)bN −

N−1∑
k=1

A(k)(bk+1 − bk),

mert A(t) = A(k) minden t ∈ [k, k + 1) mellett. □

2.3. Az ekvivalens alakok bizonyítása

Ebben a szakaszban megmutatjuk, hogy a prímszámtétel ekvivalens a bevezetésben említett
aszimptotikákkal. A bizonyításhoz az Abel-átrendezést fogjuk használni Landau mintájára
[1].

2.3.1. Lemma. ψ(x) − ϑ(x) = o(x).
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Bizonyítás. A 2.1.13 megjegyzés szerint ϑ(t) = O(t), ezért

ψ(x) − ϑ(x) =
∑
k≥2

ϑ(x1/k) = O

∑
k≥2

x1/k

 = O(x1/2 ln x) = o(x).

□

2.3.2. Állítás.
ψ(x) ∼ x ⇐⇒ ϑ(x) ∼ x (x → ∞).

Bizonyítás. A 2.3.1 lemmából

ψ(x) = ϑ(x) + o(x).

(⇒) Tegyük fel, hogy ψ(x) ∼ x. Ekkor a 1.1.7 megjegyzés alapján

ψ(x) = x+ o(x).

Ezért
ϑ(x) = ψ(x) − (ψ(x) − ϑ(x)) =

(
x+ o(x)

)
− o(x) = x+ o(x).

Ebből ϑ(x) ∼ x következik.

(⇐) Tegyük fel, hogy ϑ(x) ∼ x. Ekkor az 1.1.7 megjegyzés alapján

ϑ(x) = x+ o(x).

Ezért
ψ(x) = ϑ(x) + (ψ(x) − ϑ(x)) =

(
x+ o(x)

)
+ o(x) = x+ o(x).

Ebből ψ(x) ∼ x következik. □

2.3.3. Tétel. Az alábbi állítások ekvivalensek:

(i) π(x) ∼ x

ln x ,

(ii) ϑ(x) ∼ x,

(iii) ψ(x) ∼ x.

[1]

Bizonyítás. Elég megmutatnunk, hogy

π(x) ln x
x

− ϑ(x)
x

= o(1), (2.8)
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mert ekkor, ha az egyik kifejezés határértéke 1, akkor a másiké is 1.

Legyen N = ⌊x⌋. Mivel

ϑ(n) − ϑ(n− 1) =


lnn, ha n prím,

0, különben,

adódik, hogy n ≥ 2 esetén

π(n) − π(n− 1) = ϑ(n) − ϑ(n− 1)
lnn ,

így

π(x) =
N∑
n=2

ϑ(n) − ϑ(n− 1)
lnn .

Alkalmazzuk a 2.2.2 következményt az an = ϑ(n)−ϑ(n−1) és f(n) = 1/ lnn választásokkal.
Ekkor A(n) = ∑n

k=2 ak = ϑ(n), tehát

π(x) = ϑ(N)
lnN +

N−1∑
n=2

ϑ(n)
(

1
lnn − 1

ln(n+ 1)

)
.

Mivel ϑ(N) = ϑ(x), ezért ln x-szel való szorzás után:

π(x) ln x = ϑ(x) ln x
lnN + ln x

N−1∑
n=2

ϑ(n)
(

1
lnn − 1

ln(n+ 1)

)
.

Mivel ln x/ lnN = 1 + O(1/x), ezért az első tagból ϑ(x) lnx
lnN = ϑ(x) + O

(
ϑ(x)
x

)
adódik.

ϑ(x)-et kivonva:

π(x) ln x− ϑ(x) = ln x
N−1∑
n=2

ϑ(n)
(

1
lnn − 1

ln(n+ 1)

)
+O

(
ϑ(x)
x

)
.

Becsüljük a jobb oldalt. Felhasználjuk, hogy

0 < 1
lnn − 1

ln(n+ 1) = ln(n+ 1) − lnn
lnn ln(n+ 1) <

1
n(lnn)2 .

Ezzel és 2.1.13 megjegyzés felhasználásával kapjuk

π(x) ln x− ϑ(x) = ln x
∑
n≤x

ϑ(n)
n(lnn)2 +O(1) = ln x

∑
n≤x

O(1)
(lnn)2 +O(1) = O( x

ln x).
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Osztva x-szel kapjuk (2.8)-at:

π(x) ln x
x

− ϑ(x)
x

= O
( 1

ln x

)
= o(1). (2.9)

□

2.3.4. Megjegyzés. Tehát innentől a cél ψ(x) ∼ x bizonyítása.



3. fejezet

Komplex függvénytan eszköztár

A prímszámtétel bizonyításának második és egyben lényegi fele a komplex függvénytan
tételeire és eszközeire épül. Ebben a fejezetben áttekintjük azokat a fogalmakat és
eredményeket, amelyek a Riemann-féle zéta-függvény vizsgálatához és a vonalintegrálok
kiszámításához szükségesek.

Először ismertetjük a Weierstrass-tételt és következményeit, illetve a függvénysorok
egyenletes konvergenciájára vonatkozó Weierstrass-kritériumot, majd összefoglaljuk a
Dirichlet-sorok elméletének alapjait. Ismertetünk olyan magfüggvényeket, amelyek lehetővé
teszik, hogy számelméleti összegeket komplex vonalintegrálként írjuk fel, valamint felidézzük
a reziduumtételt és a logaritmikus derivált tulajdonságait. Ezek lesznek a későbbiekben a
vonalintegrál kiértékelésének és becslésének fő eszközei ([1], [2] és [6] alapján).

3.1. Weierstrass-tétel

A holomorf függvénysoroknál fontos kérdés, hogy a határfüggvény mikor holomorf, illetve
mikor végezhető el tagonként a deriválás. A Weierstrass-tétel pontosan ezt írja le.

3.1.1. Tétel (Weierstrass). Legyenek f1, f2, . . . holomorf függvények a

{s ∈ C : |s− s0| < r}

körlapon, és tegyük fel, hogy a
∞∑
n=1

fn(s) =: f(s)

sor minden 0 < ρ < r mellett egyenletesen konvergál a |s− s0| ≤ ρ zárt körlapon. Ekkor
f holomorf a |s− s0| < r körlapon. [1]

24
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3.1.2. Következmény. A 3.1.1 tétel feltevései mellett a tagonkénti deriválás tetszőleges
rendben megengedett: minden m = 1, 2, . . . esetén a deriváltak sorozata

∞∑
n=1

f (m)
n (s)

egyenletesen konvergens |s− s0| ≤ ρ-n, és

f (m)(s) =
∞∑
n=1

f (m)
n (s) (|s− s0| < r).

[1]

3.1.3. Tétel (Weierstrass M -teszt). Legyen A tetszőleges halmaz, és tegyük fel, hogy
létezik (Mn)n≥1 nemnegatív valós számokból álló sorozat úgy, hogy minden z ∈ A és
n ≥ 1 egész esetén

|fn(z)| ≤ Mn.

Ha ∑∞
n=1 Mn konvergens, akkor ∑∞

n=1 fn(z) abszolút és egyenletesen konvergens A-n.

3.2. Dirichlet-sorok

Euler 1737-ben a zéta-függvény
ζ(s) =

∞∑
n=1

1
ns

s → 1+ melletti viselkedését vizsgálva bizonyította be, hogy végtelen sok prímszám létezik.
Dirichlet híres tételét a számtani sorozatokban előforduló prímszámokról az

L(s, χ) =
∞∑
n=1

χ(n)
ns

sorokra építette, ahol χ Dirichlet-karakter és s > 1.
Mindkét függvény a Dirichlet-sorok egy speciális esete, amely függvények az analitikus

számelmélet egyik leghasznosabb eszközei. [2].

3.2.1. Definíció. Dirichlet-soron a

∞∑
n=1

an
ns

alakú sort értjük, ahol an ∈ C és s ∈ C.

A Dirichlet-sorok egyik lényeges tulajdonsága, hogy létezik egy σ = σc egyenes (ahol σc
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akár ±∞ is lehet), amitől jobbra a sor konvergens balra divergens. Hasonlóképp létezik egy
σ = σa egyenes amitől jobbra a sor abszolút konvergens és balra pedig nem. A σ = σc és σ =
σa egyeneseket a sor konvergencia-, illetve abszolút konvergenciaabszcisszájának nevezzük,
és ezeken a sor többféleképpen viselkedhet. Az abszolút konvergenciából következik a
konvergencia, így σa ≥ σc. A következő állítások és bizonyítások Apostol érvelését követik
[2].

3.2.2. Lemma. Legyen s0 = σ0 + it0, és tegyük fel, hogy a ∑ f(n)n−s0 Dirichlet-sor
részletösszegei korlátosak, vagyis létezik M > 0 úgy, hogy

∣∣∣∣∣∣
∑
n≤x

f(n)n−s0

∣∣∣∣∣∣ ≤ M (∀x ≥ 1).

Ekkor minden s-re, amelyre σ > σ0, és minden 1 ≤ a < b esetén fennáll, hogy
∣∣∣∣∣∣
∑

a<n≤b
f(n)n−s

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2Maσ0−σ
(

1 + |s− s0|
σ − σ0

)
.

Bizonyítás. Tegyük a(n) = f(n)n−s0 , és legyen a részletösszeg

A(x) =
∑
n≤x

a(n).

Ekkor f(n)n−s = a(n)ns0−s, így a 2.2.1 tétel alkalmazásával kapjuk, hogy

∑
a<n≤b

f(n)n−s = A(b)bs0−s − A(a)as0−s + (s− s0)
∫ b

a
A(t)ts0−s−1dt.

Mivel |A(x)| ≤ M , ezért
∣∣∣∣∣∣
∑

a<n≤b
f(n)n−s

∣∣∣∣∣∣ ≤ Mbσ0−σ +Maσ0−σ + |s− s0|M
∫ b

a
tσ0−σ−1dt

≤ 2Maσ0−σ + |s− s0|M
∣∣∣∣∣bσ0−σ − aσ0−σ

σ0 − σ

∣∣∣∣∣
≤ 2Maσ0−σ

(
1 + |s− s0|

σ − σ0

)
,

ahol az utolsó lépésben azt használtuk, hogy σ > σ0, ezért σ0 − σ < 0, továbbá bσ0−σ ≤
aσ0−σ. □

3.2.3. Tétel (Dirichlet-sor tétel). Tegyük fel, hogy a ∑ f(n)n−s Dirichlet-sor konvergens
valamely s0 = σ0 + it0 pontban. Ekkor minden σ > σ0 mellett is konvergens.
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Bizonyítás. Legyen s ∈ C tetszőleges úgy, hogy σ > σ0. A 3.2.2 lemma szerint
∣∣∣∣∣∣
∑

a<n≤b
f(n)n−s

∣∣∣∣∣∣ ≤ Kaσ0−σ,

ahol K nem függ a-tól. Mivel aσ0−σ → 0 ha a → ∞, ezért a Cauchy-konvergenciakritérium
alapján a ∑ f(n)n−s sor konvergens. □

3.2.4. Következmény. Tegyük fel, hogy a ∑ f(n)n−s Dirichlet-sor sem nem konvergens
minden s-re, sem nem divergens minden s-re. Ekkor létezik egy σc ∈ R szám (a
konvergenciaabszcissza) úgy, hogy a sor konvergens minden s = σ+ it esetén, ha σ > σc,
és divergens minden s esetén, ha σ < σc.

3.2.5. Tétel (Dirichlet-sorok egyenletes konvergenciája). Legyen a ∑ f(n)n−s Dirichlet-
sor konvergenciaabszcisszája σc. Ekkor bármely rögzített δ > 0, M > 0 és T > 0 esetén
a

σc + δ ≤ σ ≤ σc +M, |t| ≤ T

téglalapban a sor egyenletesen konvergens, következésképpen az összegfüggvény ott ho-
lomorf.

Bizonyítás. Rögzítsünk egy tetszőleges

R = [α, β] × [−T, T ]

téglalapot, ahol α > σc. Legyen σ0 olyan valós szám, hogy σc < σ0 < α. Mivel a Dirichlet-
sor σ0-ban konvergens, a részletösszegek sorozata itt korlátos, azaz létezik olyan M > 0,
hogy ∣∣∣∣∣∣

∑
n≤x

f(n)n−σ0

∣∣∣∣∣∣ ≤ M (x ≥ 1).

Alkalmazzuk a 3.2.2 lemmát az s0 = σ0 (és t0 = 0) választással. Ekkor minden s =
σ + it ∈ R esetén σ ≥ α > σ0, továbbá |s− s0| ≤ C valamely R-től és σ0-tól függő C > 0
konstansra. A lemma becslése szerint minden 1 ≤ a < b-re∣∣∣∣∣∣

∑
a<n≤b

f(n)n−s

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2Maσ0−σ
(

1 + C

σ − σ0

)
.

Mivel σ ≥ α, ezért σ0 − σ ≤ σ0 −α < 0, így aσ0−σ ≤ aσ0−α. Továbbá σ− σ0 ≥ α− σ0 > 0,
tehát

1 + C

σ − σ0
≤ 1 + C

α− σ0
.
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Legyen B := 2M
(

1 + C
α−σ0

)
. Ekkor minden s ∈ R és a < b esetén

∣∣∣∣∣∣
∑

a<n≤b
f(n)n−s

∣∣∣∣∣∣ ≤ Baσ0−α.

Mivel σ0−α < 0, a jobb oldal a → ∞ esetén 0-hoz tart, tehát a Cauchy-konvergenciakritérium
egyenletesen teljesül az R téglalapon. Így a sor egyenletesen konvergens R-en. A 3.1.1
Weierstrass-tételből következik, hogy az összegfüggvény holomorf. □

3.2.6. Következmény. Legyen

F (s) =
∞∑
n=1

f(n)
ns

egy Dirichlet-sor, és jelölje σc a konvergenciaabszcisszáját. Ekkor F holomorf a σ > σc

konvergencia-félsíkban, és deriváltja itt az

F ′(s) = −
∞∑
n=1

f(n) lnn
ns

.

Dirichlet-sor.

3.2.7. Tétel (Dirichlet-sorok szorzata). Legyenek

F (s) =
∞∑
n=1

f(n)
ns

, G(s) =
∞∑
n=1

g(n)
ns

,

Dirichlet-sorok. Ekkor abban a félsíkban, ahol mindkét sor abszolút konvergens

F (s)G(s) =
∞∑
n=1

h(n)
ns

,

ahol h = f ∗ g a Dirichlet-konvolúció, azaz

h(n) =
∑
d|n
f(d)g

(
n

d

)
.

Bizonyítás. Az abszolút konvergencia miatt a Cauchy-szorzat és a tagok átrendezése
megengedett, ezért

F (s)G(s) =
( ∞∑
n=1

f(n)
ns

)( ∞∑
m=1

g(m)
ms

)
=

∞∑
n=1

∞∑
m=1

f(n)g(m)
(nm)s .
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Csoportosítsunk k = nm szerint:

∞∑
n=1

∞∑
m=1

f(n)g(m)
(nm)s =

∞∑
k=1

( ∑
nm=k

f(n)g(m)
)

1
ks
.

Most ∑nm=k f(n)g(m) = ∑
d|k f(d)g(k/d) =: h(k), tehát

F (s)G(s) =
∞∑
k=1

h(k)
ks

,

□

3.3. Komplex vonalintegrálok és reziduumtétel

Ez a rész néhány alapvető fogalmat és tételt idéz fel komplex függvénytanból, amelyeket
csak kimondunk, viszon nem bizonyítunk. [6]

3.3.1. Görbe és vonalintegrál

3.3.1. Definíció. Görbe alatt egy

γ : [a, b] → C.

szakaszonként C1 leképezést értünk. A görbe képe γ([a, b]).

3.3.2. Definíció. A görbe hossza

ℓ(γ) :=
∫ b

a
|γ′(t)|dt.

3.3.3. Definíció. Legyen f folytonos a γ képén. A vonalintegrált a következőképpen
definiáljuk: ∫

γ
f(z)dz :=

∫ b

a
f(γ(t))γ′(t)dt.

3.3.4. Állítás (Függvénysorok tagonkénti integrálása). Legyen ∑∞
n=1 fn(z) függvénysor,

amely egyenletesen konvergál egy szakaszonként C1 γ görbe mentén, és minden fn

folytonos a görbe pontjaiban. Ekkor

∫
γ

∞∑
n=1

fn(z)dz =
∞∑
n=1

∫
γ
fn(z)dz.
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3.3.5. Definíció. Egy folytonos görbe zárt, ha γ(a) = γ(b).

3.3.2. Triviális becslés és levágási hibák

3.3.6. Tétel (Vonalintegrál triviális becslése). Legyen f folytonos a γ képén. Ekkor
∣∣∣∣∫
γ
f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ ℓ(γ) max
z∈γ([a,b])

|f(z)|.

3.3.7. Definíció. Legyen c ∈ R rögzített és F folytonos az ℜs = c egyenesen. A
következő improprius integrált így értelmezzük:

∫ c+i∞

c−i∞
F (s)ds := lim

T→∞

∫ c+iT

c−iT
F (s)ds,

ha a határ létezik.

3.3.3. Vonalintegrál homotóp görbéken és a reziduumtétel

3.3.8. Tétel (Cauchy-tétel). Legyen D ⊂ C egyszeresen összefüggő tartomány és f
holomorf D-n. Ha Γ D-ben fekvő folytonos, zárt görbe, akkor

∫
Γ
f(z)dz = 0.

3.3.9. Tétel. Legyen D ⊂ C tartomány és f holomorf D-n. Legyenek γ0, γ1 közös
kezdőpontú homotóp görbék D-ben. Ekkor

∫
γ0
f(z)dz =

∫
γ1
f(z)dz.

3.3.10. Definíció. Legyen f meromorf D-ben és z0 ∈ D izolált szinguláris pontja. A
z0-beli reziduum

Res(f, z0) vagy Ress=z0 f(s)

f Laurent-sorában a (z − z0)−1 együtthatója.
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3.3.11. Tétel (Reziduumtétel). Legyen D ⊂ C tartomány, Γ zárt, pozitív irányítású
Jordan görbe, és f meromorf D-ben. Tegyük fel, f-nek nincs szingularitása Γ képén,
és f -nek D-ben csak véges sok szinguláris pontja van a Γ által határolt tartományban.
Ekkor ∫

Γ
f(z)dz = 2πi

∑
zk

Res(f, zk),

ahol az összeg a Γ belsejében lévő szinguláris pontokra megy.

3.3.4. A logaritmikus derivált

3.3.12. Tétel. Legyen f meromorf z0 ∈ C környezetében, és legyen m ∈ Z az f rendje
z0-ban (m > 0 zérus rendje, m < 0 pólus rendje). Ekkor a

f ′(z)
f(z)

logaritmikus-deriváltnak z0-ban elsőrendű pólusa van, és

Res
(
f ′

f
, z0

)
= m.

Következésképpen f ′/f pólusai pontosan f zérusai és pólusai.

3.3.13. Következmény. Ha f holomorf és zérusmentes egy tartományban, akkor f ′/f

holomorf ugyanott.

3.4. Magfüggvények

A bizonyítás egyik fő lépéséhez szükségünk lesz arra, hogy az n ≤ x diszkrét feltételt komp-
lex integrálok segítségével fejezzük ki. Ezáltal lehetőségünk nyílik arra, hogy számelméleti
összegeket komplex vonalintegrálokra fordítsunk át és a fentiekben tárgyalt eszközöket,
főleg a residuum tételt alkalmazzuk a vizsgálatukhoz. Az átalakítást egy alkalmasan
választott magfüggvény segítségével csináljuk.

Legyen c > 0 rögzített, és tekintsük a következő ú.n. Perron-magfüggvényt:

K1(y) := 1
2πi

∫ c+i∞

c−i∞

ys

s
ds (y > 0).
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Megmutatható, hogy

K1(y) =


0, 0 < y < 1,

1, y > 1,

A magfüggvény tehát az y > 1 feltétel indikátorfüggvénye. Előnye, hogy pontosan elő lehet
vele állítani például a ψ(x) = ∑

n≤x Λ(n) összeget. Hátránya, hogy az integrál feltételesen
konvergens és így az összegzéssel való felcseréléséhez további feltételek szükségesek.

Ha a 1
s

helyett 1
s2 -et használunk, akkor ez a probléma már nem áll fenn:

K2(y) := 1
2πi

∫ c+i∞

c−i∞

ys

s2 ds.

Most az s = 0 másodrendű pólus, és ezért az integrál értéke y ≥ 1 esetén 1 helyett ln y
lesz:

K2(y) =


0, 0 < y ≤ 1,

ln y, y > 1,

Az alábbiakban ezt az azonosságot precízen kimondjuk és bizonyítjuk, majd megadjuk
a véges intervallumra vett integrál levágási hibáját is.

Landau a bizonyításában a K2 magfüggvényt használja [1]. Más magfüggvények is
definiálhatók, és a bizonyítás kis módosítással azokkal is elvégezhető. T. Apostol a
könyvében [2] például a következő magfüggvényt használja a prímszámtétel komplex
függvénytani levezetéséhez:

K3(y) = 1
2πi

∫ c+i∞

c−i∞

ys

s(s+ 1)ds =


0, 0 < y < 1,

1 − 1
y
, y > 1,

Tipikusan y = x/n helyettesítést fogjuk a további fejezetekben használni. Ekkor

n ≤ x ⇐⇒ x

n
≥ 1 ⇐⇒ y ≥ 1,

így egyK(x/n) magfüggvény az összegből pontosan azokat a tagokat választja ki, amelyekre
n ≤ x. Ez a motiváció áll a Dirichlet-sorok és a részösszegek komplex integrálos felírása
mögött.

3.4.1. A K2 magfüggvény

A következő lemma a második magfüggvény fent említett tulajdonságát mondja ki (és
bizonyítja Landau mintájára). Ennek a magfüggvénynek az előnye, hogy az integrál
abszolút konvergens. A hátránya az, hogy a ∑Λ(n) összeg helyett annak egy ln(x/n)-nel
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súlyozott átlagát adja.

3.4.1. Lemma. Legyen c > 0 és y > 0. Ekkor

1
2πi

∫ c+i∞

c−i∞

ys

s2 ds =


0, 0 < y ≤ 1,

ln y, y ≥ 1.

3.4.2. Megjegyzés. Az y = 1 helyen mindkét ág 0-t ad, így a K2(y) függvény folytonos.

A gyakorlatban az integrált csak véges [−T, T ] intervallumra tudjuk kiszámítani, ezért
fontos a levágásból adódó hiba nagyságrendje.

3.4.3. Lemma (Levágási hiba). Legyen c > 0, T > 0 és y > 0. Ekkor

1
2πi

∫ c+iT

c−iT

ys

s2 ds =


O
(
yc

T

)
, 0 < y ≤ 1,

ln y +O
(
yc

T

)
, y ≥ 1,

Bizonyítás. Csak az y ≥ 1 esetet bizonyítjuk, az y ≤ 1 eset hasonló módon bizonyítható
(jobbra záró félkörrel). Legyen T > c, és tekintsük a következő zárt görbét: a függőleges
szakaszt a c − iT és c + iT pontok között, valamint az ezeket a pontokat összekötő
balra zárt félkörívet, amelynek középpontja c és sugara T . Ezt a félkört az s = c+ Teiϑ

paraméterezéssel adjuk meg, ahol ϑ ∈ [π/2, 3π/2]. Ezt a zárt görbét pozitív irányítással
vesszük, ekkor a belsejében van az s = 0 másodrendű pólus és más szingularitás nincsen.
A 3.3.11 reziduumtétel szerint

∫ c+iT

c−iT

ys

s2 ds+
∫

félkör

ys

s2 ds = 2πiRess=0
ys

s2 = 2πi ln y,

ahol a reziduum az ys = es ln y = 1 + (ln y)s+ · · · sorfejtésből adódik, hogy ln y.
Ezért

1
2πi

∫ c+iT

c−iT

ys

s2 ds = ln y − 1
2πi

∫
félkör

ys

s2 ds.

A félkörön vett integrál becsléséhez használjuk, hogy a félkör mentén |s| ≥ T/2
elegendően nagy T -re. Továbbá y ≥ 1 miatt |ys| = yℜs = yc+T cosϑ ≤ yc, hiszen cosϑ ≤ 0
a bal félkörön. Így

∣∣∣∣∫
félkör

ys

s2 ds
∣∣∣∣ ≤

∫ 3π/2

π/2

yc

(T/2)2 |iTeiϑ|dϑ = 4yc
T 2 · Tπ = 4πyc

T
= O(y

c

T
)

□



4. fejezet

A zéta-függvény

A Riemann-féle zéta-függvény az analitikus számelmélet és a prímszámtétel bizonyításának
központi objektuma. Ebben a fejezetben röviden bemutatjuk a zéta-függvény felfedezésének
történetét és bizonyítjuk a szükséges analitikus tulajdonságait: az Euler-szorzat alakját, a
logaritmikus deriváltja és a von Mangoldt-függvény kapcsolatát, az analitikus kiterjesztését
a ℜ(s) > 0 félsíkra, valamint a zérusmentes tartományt. A fejezet fő célja annak igazolása,
hogy ζ(s) nem veszi fel a 0 értéket a ℜ(s) = 1 egyenesen, sőt egy azt balról megközelítő
görbétől jobbra sem. Ezek az eredmények teszik lehetővé, hogy a bizonyításban a vonal-
integrálos reprezentációban a zéta-függvény logaritmikus deriváltját tudjuk becsülni. Ez a
fejezet főleg Landau és Apostol könyvén alapszik [1, 2, 6].

4.1. Történeti háttér és definíció

A Riemann-féle zéta-függvény története szorosan kapcsolódik a prímek eloszlásának analiti-
kus vizsgálatához, de kiindulópontja egy híres sorösszeg-probléma volt. A Basel-probléma
azt a kérdés veti fel, hogy mennyi az

∞∑
n=1

1
n2

sor összege. A problémát a 18 éves Pietro Mengoli fogalmazta meg 17. században, és a
kor vezető matematikusai sokáig nem találtak zárt alakú választ. Euler 1735-ben volt az
első, akinek sikerült megválaszolnia a kérdést:

∞∑
n=1

1
n2 = π2

6 .

34
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Euler ezután a fenti sor általánosítását vizsgálta, és bevezette (először s > 1 valósakra) a

ζ(s) :=
∞∑
n=1

1
ns

függvényt. A harmonikus sor (s = 1-et helyettesítve) divergens de s > 1-re a sor konvergens.
[7]

A zéta-függvény és a prímszámok kapcsolata akkor vált világossá, amikor Euler felfe-
dezte a zéta-függvény prímszorzat alakját

ζ(s) =
∏

p prím

1
1 − p−s .

Ezt az azonosságot Euler-szorzatnak nevezzük. [8]
A 19. században Riemann kiterjesztette Euler definícióját komplex változóra, és 1859-es

dolgozatában a ζ(s)-t komplex függvényként vizsgálta. [3] Megmutatta, hogy a ℜ(s) > 1
félsíkban konvergens ζ(s)-t holomorfan kiterjeszthetjük az egész komplex síkra (az s = 1
kivételével ahol pólusa van), továbbá, hogy a zéta-függvény zérushelyei kapcsolatban állnak
a prímek eloszlásával. [7]

4.1.1. Definíció. Legyen s ∈ C úgy, hogy ℜ(s) > 1. A Riemann-féle zéta-függvényt az
alábbi Dirichlet-sorral definiáljuk:

ζ(s) :=
∞∑
n=1

1
ns
.

4.1.2. Állítás. A ζ(s) függvény abszolút konvergens, és holomorf a ℜ(s) > 1 félsíkban.

Bizonyítás. Legyen σ0 > 1. Ha ℜ(s) ≥ σ0, akkor
∣∣∣∣ 1
ns

∣∣∣∣ =
∣∣∣n−s

∣∣∣ = n−ℜ(s) ≤ n−σ0 .

Mivel ∑∞
n=1 n

−σ0 konvergens, a Weierstrass M-teszt (3.1.3) szerint a ∑∞
n=1 n

−s függvénysor
egyenletesen konvergens a ℜ(s) > σ0 tartományban.

A tagfüggvények s 7→ n−s = e−s lnn holomorfak, ezért a Weierstrass-tétel (3.1.1) alapján
az összegfüggvény holomorf az ℜ(s) > σ0 tartományban. Mivel σ0 > 1 tetszőleges, ezért
ζ(s) holomorf az ℜ(s) > 1 félsíkban. □

Az s = 1 pontban a ζ(s) divergens, ezért a konvergencia- és abszolút konvergenciaabsz-
cisszákra: σc = σa = 1.
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4.1.3. Megjegyzés. A 3.1.2 következmény szerint a ζ függvény a σ > 1 félsíkban
tagonként differenciálható. Speciálisan:

ζ ′(s) =
∞∑
n=1

(− lnn) 1
ns

= −
∞∑
n=1

lnn
ns

4.1.4. Megjegyzés. Minden olyan s-re, ahol ζ értelmezett,

ζ(s) = ζ(s).

Ennek oka, hogy ℜ(s) > 1 esetén ζ(s) = ∑
n≥1 n

−s abszolút konvergens sor, így a
konjugálás tagonként elvégezhető és n−s = n−s. Az azonosság az analitikus kiterjesztés
egyértelműsége miatt kiterjed a teljes tartományra.

4.2. Euler-szorzat és következményei

Most kimondjuk és bizonyítjuk a zéta-függvény prímszorzat-alakját:

4.2.1. Tétel (Euler-szorzat). Minden σ > 1-re:

ζ(s) =
∏
p

1

1 − 1
ps

, (4.1)

ahol a szorzat minden p prímre megy.

Bizonyítás. Legyen σ = ℜ(s) > 1. Ekkor p prímre teljesül, hogy

|p−s| = p−σ < 1,

tehát az
1

1 − p−s =
∞∑
k=0

p−ks.

geometriai sor abszolút konvergens. Rögzítsünk egy q > 2 egész számot, és tekintsük a

Pq(s) :=
∏
p<q

1
1 − p−s =

∏
p<q

( ∞∑
k=0

p−ks
)

részszorzatot. A szorzatban véges sok tényező szerepel, ezért ki tudjuk fejteni. Az
egyértelmű prímtényezős felbontás miatt ebben pontosan egyszer fordul elő minden olyan
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n egész szám, amelynek az összes prímosztója kisebb mint q. Tehát

Pq(s) =
∑
n≥1

p|n⇒p<q

1
ns
.

és a különbség
ζ(s) − Pq(s) =

∑
n≥1

∃p>q: p|n

1
ns
,

Most ezt fogjuk becsülni.
Mivel n < q esetén n minden prímosztója kisebb q, ezért ezek az n-ek szerepelnek

szerepelnek Pq(s)-ben, így a különbség abszolútértékére

∣∣∣ζ(s) − Pq(s)
∣∣∣ ≤

∑
n>q

1
nσ

−−−→
q→∞

0, (σ > 1).

Tehát Pq(s) → ζ(s), vagyis

ζ(s) = lim
q→∞

∏
p≤q

1
1 − p−s =

∏
p

1
1 − p−s .

□

4.2.2. Következmény. A ζ(s)-nek a σ > 1 félsíkban nincsen zérushelye.

4.2.1. A logaritmikus derivált és a von Mangoldt függvény kap-
csolata

4.2.3. Tétel. Legyen s ∈ C és σ := ℜ(s) > 1. Ekkor

ζ ′(s) = −
∞∑
n=1

lnn
ns

, (4.2)

−ζ ′(s)
ζ(s) =

∞∑
n=1

Λ(n)
ns

. (4.3)

[2]

Bizonyítás.
Tagonként deriválva:

ζ ′(s) = d

ds

∞∑
n=1

n−s =
∞∑
n=1

d

ds

(
e−s lnn

)
=

∞∑
n=1

(− lnn)n−s = −
∞∑
n=1

lnn
ns

.
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A 4.2.1 Euler-szorzat alapján ln ζ(s) = −∑
p ln(1 − p−s). Mindkét oldalt deriválva:

ζ ′(s)
ζ(s) = −

∑
p

p−s ln p
1 − p−s ,

mert d
ds

ln(1 − p−s) = p−s ln p
1−p−s . Ebből adódik

−ζ ′(s)
ζ(s) =

∑
p

p−s ln p
1 − p−s =

∑
p

∞∑
k=1

ln p
pks

=
∞∑
n=1

Λ(n)
ns

,

mert a kettős összegben a (p, k) párok pontosan a n = pk prímhatványokat futják be, és
Λ(pk) = ln p, és nem prímhatványokra Λ(n) = 0. □

4.3. Analitikus kiterjesztés ℜ(s) > 0-ba

A Riemann-féle zéta-függvényt a σ > 1 félsíkon konvergens Dirichlet-sorral definiáltuk,
azonban szükségünk van arra, hogy ζ(s)-t a konvergenciatartományon túl is értelmezzük.
Ismert, hogy ζ holomorf módon kiterjeszthető a komplex sík egészére, kivéve az s = 1
pontot, ahol elsőrendű pólusa van. A negatív páros egész számokban (−2,−4,−6, . . . )
elsőrendű zérusai vannak (ezeket hívjuk triviális gyököknek), és Riemann azt sejtette, hogy
a függvény minden nemtriviális zérusának valós része 1

2 . [7]
Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy ζ(s) holomorfan kiterjeszthető a jobb félsíkra

(ℜ(s) > 0) az s = 1 pont kivételével, ahol elsőrendű pólusa van 1 reziduummal.

4.3.1. Lemma. Legyen N ∈ N pozitív egész és σ = ℜ(s) > 1. Ekkor

∞∑
n=N+1

1
ns

= N1−s

s− 1 − s
∫ ∞

N

{x}
xs+1dx.

Bizonyítás. Legyen f(x) = x−s és A(x) = ∑
N<n≤x 1 = ⌊x⌋ −N . A 2.2.1 Abel-formula

szerint minden egész m > N -re

m∑
n=N+1

1
ns

= A(m)f(m) −
∫ m

N
A(x)f ′(x)dx.

Mivel f ′(x) = −sx−s−1,

m∑
n=N+1

1
ns

= (⌊m⌋ −N)m−s + s
∫ m

N

⌊x⌋ −N

xs+1 dx.
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Felhasználva, hogy ⌊x⌋ −N = (x−N) − {x}:

m∑
n=N+1

1
ns

= (⌊m⌋ −N)m−s + s
∫ m

N

x−N

xs+1 dx− s
∫ m

N

{x}
xs+1dx.

Az integrálra

s
∫ m

N

x−N

xs+1 dx = − s

s− 1
(
m1−s −N1−s

)
+N

(
m−s −N−s

)
,

így
m∑

n=N+1

1
ns

= N1−s

s− 1 − s
∫ m

N

{x}
xs+1dx+

(
⌊m⌋m−s − s

s− 1m
1−s
)
.

Ha σ > 1, akkor ⌊m⌋m−s → 0 és m1−s → 0, tehát m → ∞ határmenettel adódik az állítás.
□

4.3.2. Tétel. A ζ(s) függvény holomorf módon kiterjeszthető az ℜ(s) > 0 félsíkra, az
s = 1 pont kivételével, ahol elsőrendű pólusa van Ress=1 ζ(s) = 1 reziduummal.

Bizonyítás. A 4.3.1 lemma alapján bármely N ∈ N pozitív egészre és σ > 1-re

ζ(s) =
N∑
n=1

1
ns

+ N1−s

s− 1 − s
∫ ∞

N

{x}
xs+1dx. (4.4)

Tetszőleges σ0 > 0-ra, a {x} < 1 miatt
∣∣∣∣∣
∫ ∞

N

{x}
xs+1dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ ∞

N

dx

xσ+1 < ∞,

egyenletesen majorálja az integrált, tehát az ℜ(s) > σ0-ban holomorf függvényt állít elő.
A (4.4)-ban a jobboldal minden tagja holomorf ℜ(s) > 0-ban, kivéve N1−s

s−1 , amelynek
s = 1-ben elsőrendű pólusa van és reziduma N0 = 1. □

4.4. Felső becslések |ζ(s)|-re és |ζ ′(s)|-re

4.4.1. Lemma. Legyen s = σ + it úgy, hogy σ ≥ 1
2 és |t| > 3. Ekkor

ζ(s) =
∑
n≤t2

1
ns

+O(1),

Bizonyítás. Legyen N = ⌊t2⌋. A 4.3.1 lemma szerint (σ > 0 mellett)

ζ(s) =
∑
n≤N

1
ns

+ N1−s

s− 1 − s
∫ ∞

N

{x}
xs+1dx.
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Innen ∣∣∣∣∣∣ζ(s) −
∑
n≤N

1
ns

∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣N1−s

s− 1

∣∣∣∣∣+ |s|
∫ ∞

N

{x}
|xs+1|

dx

≤ N1−σ

|s− 1|
+ |s|

∫ ∞

N

dx

xσ+1 = N1−σ

|s− 1|
+ |s|
σNσ

.

Mivel |s− 1| =
∣∣∣(σ − 1) + it

∣∣∣ ≥ |t|, továbbá N ≤ t2 és N ≥ t2 − 1, ezért

N1−σ

|s− 1|
≤ (t2)1−σ

|t|
= |t|2(1−σ)

|t|
≤ 1 (σ ≥ 1

2),

illetve σ ≥ 1
2 -re Nσ ≥ (t2 − 1)1/2 =

√
t2 − 1, és |s| = |σ + it| ≤ σ + |t|, így

|s|
σNσ

≤ σ + |t|
σ

√
t2 − 1

= 1√
t2 − 1

+ |t|
σ

√
t2 − 1

= 1√
t2 − 1

+ 1
σ
√

1 − 1
t2

.

A jobb oldal |t| > 3 mellett korlátos, tehát
∣∣∣∣∣∣ζ(s) −

∑
n≤t2

1
ns

∣∣∣∣∣∣ = O(1),

□

4.4.2. Tétel. Legyen C > 0 tetszőleges. Ha |t| > 3 és

σ = ℜ(s) > max
(

1 − C

ln |t|
, 0
)
,

akkor

(a) ζ(s) = O(ln |t|),

(b) ζ ′(s) = O(ln2 |t|),

Bizonyítás. (a) Elég |t| > T -re egy kellően nagy T alsó korlát mellet bizonyítani, mert
a 3 ≤ |t| ≤ T tartomány kompakt, így ott ζ korlátos. Ezért választhatjuk T -t úgy, hogy
1 − C

ln |t| ≥ 1
2 teljesűljön.

Legyen N = ⌊t2⌋. Az előző 4.4.1 lemma szerint σ ≥ 1
2 , |t| > 3 esetén

ζ(s) =
∑
n≤N

1
ns

+O(1).
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Továbbá n ≤ N ≤ t2 mellett

∣∣∣∣ 1
ns

∣∣∣∣ = 1
nσ

= 1
n
n1−σ = 1

n
e(1−σ) lnn ≤ 1

n
e(1−σ) ln(t2) <

e2C

n
,

mert 1 − σ <
C

ln |t|
és ln(t2) = 2 ln |t|. Ezért

|ζ(s)| ≤
∑
n≤N

∣∣∣∣ 1
ns

∣∣∣∣+O(1) ≤ e2C ∑
n≤t2

1
n

+O(1) = O(ln |t|).

(b) Elég |t| > eC+2 esetén igazolni. Legyen r := 1/ ln |t|, és vegyük a B(s, r) zárt kört.
Ha w ∈ B(s, r), akkor ℜ(w) ≥ σ − r, így

ℜ(w) > 1 − C

ln |t|
− 1

ln |t|
= 1 − C + 1

ln |t|
≥ 1 − C + 2

ln |t|
.

Tehát az előbb bizonyított (a) állítás szerint kapjuk, hogy

max
w∈B(s,r)

|ζ(w)| = O(ln |t|).

A deriváltra vonatkozó Cauchy-formula szerint

ζ ′(s) = 1
2πi

∫
|w−s|=r

ζ(w)
(w − s)2dw,

amiből

|ζ ′(s)| ≤ 1
2π · (2πr) ·

max|w−s|=r |ζ(w)|
r2 = max|w−s|=r |ζ(w)|

r
= O(ln |t|) · ln |t| = O(ln2 |t|).

□

4.5. Alsó becslés és zérusmentes tartomány

4.5.1. Lemma. Minden x ∈ R esetén

3 + 4 cos x+ cos 2x ≥ 0.

Bizonyítás. Felhasználjuk az cos 2x = 2 cos2 x− 1 azonosságot. Ekkor

3+4 cos x+cos 2x = 3+4 cosx+(2 cos2 x−1) = 2+4 cos x+2 cos2 x = 2(cos x+1)2 ≥ 0.

□
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4.5.2. Lemma. Ha σ > 1, akkor minden t ∈ R valósra:

|ζ(σ)|3|ζ(σ + it)|4|ζ(σ + 2it)| ≥ 1.

Bizonyítás.
Vegyük a logaritmusát és alkalmazzuk az 4.5.1 Euler-szorzatot:

ln
(

|ζ(σ)|3|ζ(σ + it)|4|ζ(σ + 2it)|
)

= 3 ln |ζ(σ)| + 4 ln |ζ(σ + it)| + ln |ζ(σ + 2it)|

= 3ℜ ln ζ(σ) + 4ℜ ln ζ(σ + it) + ℜ ln ζ(σ + 2it)

= ℜ
∑
p

∑
k≥1

1
kpkσ

(
3 + 4p−ikt + p−i2kt

)
.

Mivel ℜ(p−ikt) = cos(kt ln p) és ℜ(p−i2kt) = cos(2kt ln p), kapjuk, hogy

ln
(

|ζ(σ)|3|ζ(σ + it)|4|ζ(σ + 2it)|
)

=
∑
p

∑
k≥1

1
kpkσ

(
3 + 4 cos(kt ln p) + cos(2kt ln p)

)
.

A 4.5.1 lemmából következik, hogy ez pozitív:

ln
(

|ζ(σ)|3|ζ(σ + it)|4|ζ(σ + 2it)|
)

≥ 0.

Végűl exponenciálással kapjuk, hogy

|ζ(σ)|3|ζ(σ + it)|4|ζ(σ + 2it)| ≥ 1.

□

4.5.3. Tétel. Léteznek b, c > 0 konstansok úgy, hogy ha |t| > 3 és σ > 1 − c
ln9 |t| , akkor

|ζ(σ + it)| > b

(ln |t|)7 .

Bizonyítás.
A 4.4.2 tétel miatt léteznek C1, C2 > 0 konstansok úgy, hogy σ1 > 1, |t| > 3 esetén

|ζ(σ1 + 2it)| ≤ C1 ln |t|, |ζ ′(x+ it)| ≤ C2(ln |t|)2 (1 − 1
(ln |t|) < x ≤ σ1). (4.5)

Legyen c := 1
2048C1C4

2
< 1 és d := c

ln9 |t| < 1 (választhatunk elég nagy C2-t ahoz, hogy
tlejesüljenek) továbbá legyen σ1 = σ + 2d. A 4.5.2 lemmából (σ1 > 1 miatt) kapjuk, hogy

|ζ(σ1)|3|ζ(σ1 + it)|4|ζ(σ1 + 2it)| ≥ 1,
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tehát
|ζ(σ1 + it)| ≥ |ζ(σ1)|−3/4|ζ(σ1 + 2it)|−1/4.

Mivel σ1 > 1 mellett n−σ1 ≤
∫ n
n−1 x

−σ1dx, ezért

ζ(σ1) ≤ 1 +
∫ ∞

1

dx

xσ1
= 1 + 1

σ1 − 1 ≤ 1 + 1
d
<

2
d
,

és így |ζ(σ1)|−3/4 > (d/2)3/4.
Felhasználva a (4.5) egyenlőtlenségeket

|ζ(σ1 + it)| >
(
d

2

)3/4
(C1 ln |t|)−1/4 =: C3

d3/4

(ln |t|)1/4 ,

ahol C3 := 2−3/4C
−1/4
1 .

A Newton-Leibniz miatt

ζ(σ1 + it) − ζ(σ + it) =
∫ σ1

σ
ζ ′(x+ it)dx,

tehát

|ζ(σ + it)| ≥ |ζ(σ1 + it)| −
∫ σ1

σ
|ζ ′(x+ it)|dx > C3

d3/4

(ln |t|)1/4 − C22d(ln |t|)2.

Behelyettesítve d-t

|ζ(σ + it)| > 2C2

(
C3

4C2

)4 1
(ln |t|)7 = b

(ln |t|)7 ,

ahol
b := 2C2

(
C3

4C2

)4
= C4

3
128C3

2
> 0.

□

4.6. Zérusmentesség a ℜ(s) = 1 egyenesen

Ebben a részben megmutatjuk, hogy

ζ(1 + it) ̸= 0 (t ∈ R),

azaz ζ(s)-nek a σ = 1 egyenesen sincs zérushelye.
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4.1. ábra. A Riemann-féle ζ függvény abszolútértékét ábrázolja a kritikus sávban és
környezetében. A világos színek nagy, míg a sötét színek kis függvényértékeket jelölnek. A
szaggatott fehér vonalak a σ = 0 és σ = 1 kritikus sáv határát, a piros folytonos vonal a
σ = 0,5 kritikus egyenest mutatja. A legsötétebb pontok a nemtriviális zérushelyeknek
felelnek meg.
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4.6.1. Tétel. Ha t ̸= 0, akkor
ζ(1 + it) ̸= 0.

Bizonyítás. A 4.5.2 lemmából tudjuk, hogy minden σ > 1 és t ∈ R esetén

|ζ(σ)|3|ζ(σ + it)|4|ζ(σ + 2it)| ≥ 1.

Írjuk ezt át a következő alakba úgy, hogy (σ − 1)-gyel szorzunk és osztunk:

(σ − 1) · |(σ − 1)ζ(σ)|3 ·
∣∣∣∣∣ζ(σ + it)
σ − 1

∣∣∣∣∣
4

· |ζ(σ + 2it)| ≥ 1. (4.6)

Indirekt tegyük fel, hogy ζ(1 + it) = 0 valamely t ̸= 0-ra. Mivel ζ holomorf az s = 1 + it

pontban, ezért

lim
σ→1+0

ζ(σ + it)
σ − 1 = lim

σ→1+0

ζ(σ + it) − ζ(1 + it)
σ − 1 = ζ ′(1 + it),

tehát ez a határérték véges. Továbbá ζ-nak s = 1-ben elsőrendű pólusa van 1 reziduummal,
így

lim
σ→1+0

((σ − 1)ζ(σ)) = 1.

Végül t ̸= 0 miatt ζ holomorf a 1 + 2it pontban, tehát |ζ(σ + 2it)| → |ζ(1 + 2it)| < ∞.
A fenti egyenlőtlenség bal oldala ezért, ha σ → 1 jobbról, akkor

(σ − 1) · |(σ − 1)ζ(σ)|3 ·
∣∣∣∣∣ζ(σ + it)
σ − 1

∣∣∣∣∣
4

· |ζ(σ + 2it)| −→ 0 · 13 · |ζ ′(1 + it)|4 · |ζ(1 + 2it)| = 0.

Így alkalmas σ-t választva a bal oldal kisebb lesz mint 1, ami ellentmond (4.6) egyenlőt-
lenséggel. □

4.7. Következmények a logaritmikus deriváltra

4.7.1. Következmény. Létezik c > 0 konstans úgy, hogy a Riemann–ζ függvény nem
nulla a komplex sík azon részén, amely a következő folytonos görbétől jobbra helyezkedik
el (a görbét is beleértve):

σ =


1 − 1

c ln9 |t|
, |t| > 3,

1 − 1
c ln9 3

, |t| ≤ 3,

Bizonyítás. A 4.5.3 tételből következik a |t| > 3 eset.
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Tekintsük a K := {s ∈ C : 0 ≤ ℜ(s) ≤ 1, |ℑ(s)| ≤ 3} kompakt halmazt. A ζ

meromorf, zérusai izoláltak, ezért K-ban csak véges sok zérusa van. Legyen

M := max{ℜ(ρ) : ρ ∈ K, ζ(ρ) = 0}.

A 4.6.1 tétel szerint ζ(1 + it) ̸= 0 minden t ≠ 0 mellett, így M < 1. Válasszunk ezért c-t
úgy, hogy

1 − 1
c ln9 3

> M.

□

4.7.2. Tétel. Létezik b > 0 úgy, hogy t ≥ 3 és σ ≥ 1 − 1
c ln9 t

esetén

∣∣∣∣∣ζ ′(σ + it)
ζ(σ + it)

∣∣∣∣∣ < b ln9 t.

Bizonyítás. A 4.5.3 tétel szerint

|ζ(σ + it)| > b1(ln |t|)−7,

tehát
1

|ζ(σ + it)| < (ln |t|)7.

Másrészt a 4.4.2 tétel (b) pontja szerint |ζ ′(σ + it)| < b2(ln |t|)2. Így
∣∣∣∣∣ζ ′(σ + it)
ζ(σ + it)

∣∣∣∣∣ = |ζ ′(σ + it)|
|ζ(σ + it)| < b1(ln |t|)7 · b2(ln |t|)2 =: b(ln |t|)9.

□



5. fejezet

A prímszámtétel bizonyítása

Ebben a fejezetben az eddigiekben bevezetett eszközöket felhasználva levezetjük a prím-
számtétel komplex függvénytani bizonyítását Landau érvelését követve [1]. A bizonyí-
tás alapjául a súlyozott von Mangoldt-összeg integrálreprezentációja szolgál, amelyet a
zéta-függvény logaritmikus deriváltjának integráljaként fejezünk ki a korábban tárgyalt
magfüggvény segítségével. Ezt az integrált közelítjük, úgy hogy egy zárt görbére felírjuk,
majd ezt reziduumtétellel és a zérusmentes tartomány ismeretében kiszámoljuk. Ezután a
görbe szakaszain az integrált becsüljük, ezáltal egy aszimptotikát kapunk a súlyozott von
Mangoldt-összegre. Végül a kapott összefüggésből levezetjük, hogy ψ(x) ∼ x, ami az 2.3.3
ekvivalencia-tétel alapján igazolja prímszámtételt.

5.1. Integrálreprezentáció a súlyozott von Mangoldt-
összegre

5.1.1. Állítás. ∑
n≤x

Λ(n) ln x
n

= − 1
2πi

∫ 2+i∞

2−i∞
xs
ζ ′(s)
ζ(s)

ds

s2 ,

Bizonyítás. Legyen x > 0 tetszőleges pozitív szám. A 4.2.3 tétel miatt σ > 1 esetén

−ζ ′(s)
ζ(s) =

∞∑
n=1

Λ(n)
ns

Szorozzunk xs/(2πis2)-tel majd (az egyenletes konvergencia miatt) a 3.3.4 állítás szerint
integrálhatunk tagonként:

− 1
2πi

∫ 2+iT

2−iT
xs
ζ ′(s)
ζ(s)

ds

s2 = 1
2πi

∫ 2+iT

2−iT

∞∑
n=1

Λ(n)
(
x

n

)s ds
s2 =

∞∑
n=1

Λ(n) · 1
2πi

∫ 2+iT

2−iT

(
x

n

)s ds
s2 .

47
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A 3.4.3 lemmát használva kapjuk:
∣∣∣∣∣ 1
2πi

∫ 2+iT

2−iT

(
x

n

)s ds
s2 − ln x

n

∣∣∣∣∣ = O( x
2

Tn2 ) (n ≤ x),

∣∣∣∣∣ 1
2πi

∫ 2+iT

2−iT

(
x

n

)s ds
s2

∣∣∣∣∣ ≤ O( x
2

Tn2 ) (n > x),

Így ∣∣∣∣∣∣− 1
2πi

∫ 2+iT

2−iT
xs
ζ ′(s)
ζ(s)

ds

s2 −
∑
n≤x

Λ(n) ln x
n

∣∣∣∣∣∣ = O(x
2

T
)

∞∑
n=1

Λ(n)
n2 . (5.1)

Mivel a (5.1) jobb oldal T → ∞ mellett 0-hoz tart, ezért

∑
n≤x

Λ(n) ln x
n

= − 1
2πi

∫ 2+i∞

2−i∞
xs
ζ ′(s)
ζ(s)

ds

s2 ,

□

5.1.2. Megjegyzés. Ha T := x2-et helyettesítünk az (5.1) egyenletbe, akkor kapjuk,
hogy ∑

n≤x
Λ(n) ln x

n
= − 1

2πi

∫ 2+ix2

2−ix2
xs
ζ ′(s)
ζ(s)

ds

s2 +O(1).

5.2. Az integrál közelítése zárt vonalintegrállal

Ebben a részben felírjuk a fenti integrált egy zárt görbére azért, hogy a residuum tétel
segítségével ki tudjuk számolni. Ehez felhasználjuk a korábban meghatározott zérusmentes
tartományt.

5.2.1. A görbe

A Γ görbe hat darab egyenként C1 szakaszból áll, ezek végpontjai sorban a következők:

A = 2 − x2i, B = 2 + x2i,

C = 1 − 1
c ln9(x2)

+ x2i, D = 1 − 1
c ln9(3)

+ 3i,

E = 1 − 1
c ln9(3)

− 3i, F = 1 − 1
c ln9(x2)

− x2i.

Itt c a 4.7.1 következményben szereplő konstans. A Γ görbében AB, BC, DE, FA
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egyenes szakaszok valamint a CD a

σ = 1 − 1
c ln9 t

, x2 ≥ t ≥ 3,

görberész, míg az EF a

σ = 1 − 1
c ln9(−t)

, −3 ≥ t ≥ −x2,

görberész (ld. 5.1 ábra).

σ

it σ = 1 σ = 2

A

BC

D

E

F

5.1. ábra. Az ABCDEFA görbe.

Mostantól tegyük fel, hogy x >
√

3. Tekintsük az

∫
Γ

xs

s2 · ζ
′(s)
ζ(s)

integrált, és erre akarjuk a residuum tételt alkalmazni.
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5.2.2. Szingularitások és reziduum

Az x
s

s2 függvény a tartományban és a határán holomorf, és s = 1-ben az értéke x. A ζ ′(s)
ζ(s)

függvény a tartományban és a határon holomorf, a belső s = 1 pont kivételével, ahol
elsőrendű pólusa van, residuuma −1. Így a residuumtétel a következőt adja:

∫ B

A

xs

s2
ζ ′(s)
ζ(s) ds+

∫ C

B

xs

s2
ζ ′(s)
ζ(s) ds+

∫ D

C

xs

s2
ζ ′(s)
ζ(s) ds+

∫ E

D

xs

s2
ζ ′(s)
ζ(s) ds

+
∫ F

E

xs

s2
ζ ′(s)
ζ(s) ds+

∫ A

F

xs

s2
ζ ′(s)
ζ(s) ds = −2πix

(5.2)

5.3. Szakaszonkénti becslések a görbe mentén

Most a Γ görbe minden szakaszán adunk egy nagyságrendi becslést az integrálra. Így
kapunk egy nagyságrendi becslést a vonalintegrál egészére Landau érvelését követve. [1]

5.3.1. A BC és FA szakaszok becslése

A 4.7.1 utolsó egyenlőtlenség, valamint a 4.1.4 megjegyzés szerinti szimmetria miatt

∫ F

A

xs

s2
ζ ′(s)
ζ(s) ds =

∫ C

B

xs

s2
ζ ′(s)
ζ(s) ds

=

∣∣∣∣∣∣
∫ 2

1− 1
c ln9(x2)

xσ+x2i

(σ + x2i)2
ζ ′(σ + x2i)
ζ(σ + x2i) dσ

∣∣∣∣∣∣ .
< b ln9(x2)

∫ 2

1− 1
c ln9(x2)

xσ

σ2 + x4dσ

< b ln9(x2)
∫ 2

0

x2

x4dσ = 2b ln9(x2)
x2 .

Tehát ∫ F

A

xs

s2
ζ ′(s)
ζ(s) ds =

∫ C

B

xs

s2
ζ ′(s)
ζ(s) ds = O

(
ln9 x

x2

)
. (5.3)

5.3.2. A DE szakasz becslése

Az DE szakasz hossza 6, és ott a 4.7.1 szerint
∣∣∣∣∣ 1
s2
ζ ′(s)
ζ(s)

∣∣∣∣∣ ≤ M
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valamilyen M konstansra. Ugyanakkor ott

|xs| = x1− 1
c ln9 3

is teljesül, ezért a triviális becsléssel:

∫ E

D

xs

s2
ζ ′(s)
ζ(s) ds = O

(
x1− 1

c ln9 3
)
. (5.4)

5.3.3. A CD és EF görbék becslése

Ugyanúgy a 4.7.1 miatt ∫ C

D

xs

s2
ζ ′(s)
ζ(s) ds =

∫ E

F

xs

s2
ζ ′(s)
ζ(s) ds

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∫ x2

3

x1− 1
c ln9 t

+it(
1 − 1

c ln9 t
+ it

)2

ζ ′
(

1 − 1
c ln9 t

+ it
)

ζ
(

1 − 1
c ln9 t

+ it
) ( 9

ct ln10 t
+ i
)
dt

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

<
∫ x2

3

x1− 1
c ln9 t

t2
b ln9 t

( 9
c · 3 ln10 3

+ 1
)
dt = O

∫ x2

3

x1− 1
c ln9 t

t2
ln9 tdt



= O

x ln9 x
∫ x2

3

x− 1
c ln9 t

t2
dt

 . (5.5)

Legyen x elég nagy, hogy
3 < e

10√lnx < x2.

A (5.5)-ben szereplő integrált két részre bontjuk, ezeket az e
10√lnx választja el, ekkor adódik:

∫ x2

3

x− 1
c ln9 t

t2
dt =

∫ e
10√ln x

3

x− 1
c ln9 t

t2
dt+

∫ x2

e
10√ln x

x− 1
c ln9 t

t2
dt

< x

− 1

c ln9
(

e
10√ln x

) ∫ e
10√ln x

3

dt

t2
+
∫ x2

e
10√ln x

dt

t2

< x
− 1

c ln
9

10 x

∫ ∞

3

dt

t2
+
∫ ∞

e
10√ln x

dt

t2

= O
(
e− 1

c
ln

1
10 x
)

+O
(
e− ln

1
10 x
)

= O
(
e− 1

c
10√lnx

)
.

Ha ezt behelyettesítjük (5.5)-ba,

∫ C

D

xs

s2
ζ ′(s)
ζ(s) ds =

∫ E

F

xs

s2
ζ ′(s)
ζ(s) ds = O

(
x ln9 x · e− 1

c
10√lnx

)
,
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= O
(
xe

− 1
11√ln x

)
, (5.6)

mert

lim
x→∞

ln9 x · e− 1
c

10√lnx

e
− 1

11√ln x

= lim
y→∞

y9 · e− 1
c

10√y

e
− 1

11√y

= lim
z→∞

z990 · e− 1
c
z10

e−z9

= lim
z→∞

z990 · ez9

e
1
c
z10 = 0.

A (5.3), (5.4) és (5.6) összefüggéseket behelyettesítjük (5.2)-be:

∫ B

A

xs

s2
ζ ′(s)
ζ(s) ds =

∫ 2+x2i

2−x2i

xs

s2
ζ ′(s)
ζ(s) ds = −2πix+O

(
x1− 1

c ln3 x

)
+O

(
ln9 x

x2

)
+O

(
xe− 11√lnx

)

= −2πix+ o(x).

vagyis a 5.1.2 megjegyzés miatt:

∑
n≤x

Λ(n) ln x
n

= x+ o(x). (5.7)

5.4. A bizonyítás lezárása

5.4.1. Kapcsolat a súlyozott összeg és ∑
n≤x

ψ(n)
n között

∑
n≤x

Λ(n) ln x
n

=
∑
n≤x

(
ψ(n) − ψ(n− 1)

)
ln x
n

=
∑
n≤x

ψ(n)
(

ln x
n

− ln x

n+ 1

)
+ ψ(x) ln x

⌊x⌋ + 1

=
∑
n≤x

ψ(n) ln
(

1 + 1
n

)
+ ψ(x) ln x

⌊x⌋ + 1

(5.8)

Felhasználva, hogy
ln
(

1 + 1
n

)
= 1
n

+O
( 1
n2

)
a (5.7)-ból és a (5.8)-ből következik:

x+ o(x) =
∑
n≤x

ψ(n) 1
n

+O

∑
n≤x

ψ(n) 1
n2

+O
(
ψ(x) · ln x+ 1

x

)

=
∑
n≤x

ψ(n)
n

+O

∑
n≤x

n lnn · 1
n2

+O
(
x ln x · 1

x

)

=
∑
n≤x

ψ(n)
n

+O(ln2 x) +O(ln x),
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tehát ∑
n≤x

ψ(n)
n

= x+ o(x). (5.9)

5.4.2. ψ(x) ∼ x levezetése

5.4.1. Tétel.
lim
x→∞

ψ(x)
x

= 1,

amiből a 2.3.3 tétel alapján következik az 1.1 prímszámtételt.

Bizonyítás. Legyen δ > 0 valós szám. Ekkor (5.9) alapján

⌊x+δx⌋∑
n=⌊x⌋+1

ψ(n)
n

= δx+ o(x).

Márpedig

⌊x+δx⌋∑
n=⌊x⌋+1

ψ(n)
n

≤ ψ(x+ δx)
⌊x+δx⌋∑
n=⌊x⌋+1

1
n
,

⌊x+δx⌋∑
n=⌊x⌋+1

ψ(n)
n

≥ ψ(x)
⌊x+δx⌋∑
n=⌊x⌋+1

1
n
.

tehát az alábbiak miatt:
⌊x+δx⌋∑
n=⌊x⌋+1

1
n

= ln(1 + δ) + o(1),

ψ(x)
(
ln(1 + δ) + o(1)

)
≤ δx+ o(x),

ψ(x+ δx)
(
ln(1 + δ) + o(1)

)
≥ δx+ o(x).

következésképpen

ψ(x) ≤ x · δ + o(1)
ln(1 + δ) + o(1) = δ

ln(1 + δ)x+ o(x), (5.10)

ψ(x+ δx) ≥ δ

ln(1 + δ)x+ o(x). (5.11)

vagy, ha (5.11)-ben x helyére x

1 + δ
-t helyettesítünk,

ψ(x) ≥ δ

ln(1 + δ)
x

1 + δ
+ o(x). (5.12)

Az (5.10) egyenlet szerint

lim sup
x→∞

ψ(x)
x

≤ δ

ln(1 + δ)
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minden δ > 0 esetén, így a
lim
δ→0

δ

ln(1 + δ) = 1

határérték miatt
lim sup
x→∞

ψ(x)
x

≤ 1. (5.13)

Az (5.12) egyenlet szerint

lim inf
x→∞

ψ(x)
x

≥ δ

ln(1 + δ) · 1
1 + δ

,

lim inf
x→∞

ψ(x)
x

≥ 1. (5.14)

Következésképpen (5.13) és (5.14) miatt

lim
x→∞

ψ(x)
x

= 1.

□

A bizonyításból pontosabb becslésekkel a

ψ(x) = x+O
(
x exp

(
−c(ln x)1/11

))

hibabecslést nyernénk valamely c > 0 konstanssal [1]. Így a (2.9) felhasználásával kapjuk,
hogy

π(x) = x

ln x +O

(
x

(ln x)2

)
,

vagyis a relatív hiba O(1/ ln x).
Ha igaz a Riemann-sejtés és minden nemtriviális gyök a ℜs = 1

2 egyenesre esik, akkor a
prímszámtétel hibájára a ψ(x) = x+O(x1/2 ln2 x) és π(x) = Li(x)+O(x1/2 ln x) becsléseket
kapnánk.

A sejtéstől függetlenül is vannak jelentős eredmények a zérusmentes tartomány ponto-
sabb behatárolására. 1899-ban de la Vallée-Poussin belátta, hogy ζ(s) ̸= 0, ha σ > 1− C

ln |t|
,

amiből
ψ(x) = x+O

(
xe−a

√
lnx
)

és
π(x) = Li(x) +O

(
xe−b

√
lnx
)

következik. Illetve Vinogradov 1958-ben igazolta azt, hogy ζ(s) ̸= 0,
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ha σ > 1 − C

(ln |t|)2/3(ln ln |t|)1/3 , ami pedig a

ψ(x) = x+O
(
x exp

(
−a(ln x)3/5(ln ln x)1/5

))
és

π(x) = Li(x) +O
(
x exp

(
−b(ln x)3/5(ln ln x)1/5

))
becsléshez vezet.

Dirichlet 1837-ben igazolta, hogy ha a és q relatív prímek, akkor az a modulo q mara-
dékosztályban végtelen sok prím van. A számtani sorozatokra vonatkozó prímszámtétel a
Dirichlet-féle L-függvények segítségével bizonyítható, hogy ha π(x, q, a) a prímek számát
jelöli a modulo q maradékosztályban, akkor

π(x, q, a) ∼ Li(x)
φ(q) ,

és a hibatagra a fentiekhez hasonló, a megfelelő L-függvények zérusmentes tartományától
függő becslések adhatók. [6, 10, 11]



Összegzés
A dolgozat a prímszámtétel klasszikus, komplex függvénytani bizonyítását tekintette át
Landau nyomán. Az első fejezetekben bevezettük a szükséges (π(x), ϑ(x), ψ(x) és Λ(n))
számelméleti függvényeket és az aszimptotikus jelöléseket, majd elemi becslésekkel igazoltuk
a Csebisev-függvények nagyságrendjét, valamint a prímszámtétel ekvivalens alakjait. Ezt
követően összefoglaltuk a komplex függvénytan és a Dirichlet-sorok elméletének azon
eszközeit, amelyek a Riemann-féle zéta-függvény vizsgálatához szükségesek. Bizonyítottuk,
hogy a ζ(s) analitikusan kiterjeszthető a σ = 0 egyenesig, az Euler-szorzatot, a logaritmikus
derivált és a von Mangoldt-függvény kapcsolatát, valamint beláttuk, hogy a zéta-függvény
nem veszi fel a 0 értéket a ℜ(s) = 1 egyenesen. Végül egy speciális magfüggvény és a
reziduumtétel segítségével levezettük a ψ(x) ∼ x aszimptotikát, amelyről beláttuk, hogy
ekvivalens a prímszámtétellel.
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Nyilatkozat

Alulírott Slézia Dávid nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészítése során az alább
felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI alapú eszközöket alkalmaztam:

Feladat Felhasznált eszköz Felhasználás helye Megjegyzés

Irodalomkeresés GPT-5.5 1., 2., 3., 4. és 5. feje-
zet

Történeti hát-
tér és motiváció

Ábra készítés Gemini 3.1 Pro 1.1, 1.2 és 4.1 ábra Python kód ge-
nerálás

DeepSeek-V4 5.1 ábra LaTeX kód ge-
nerálás

Szövegvázlat ké-
szítés és megfo-
galmazási javas-
latok

GPT-5.5 Bevezetés,
fejezet- és alfejezet-
bevezetők
5. fejezet, 54-55. ol-
dal
Összefoglalás

Kezdeti vázlat
és alternatív
megfogalmazá-
sok, a végleges
szöveg saját
szerkesztéssel.

LaTeX környe-
zet formázás

GPT-5.5 LaTeX Preambulum LaTeX kód ge-
nerálás

Nyelvhelyesség
és helyesírás
ellenőrzés

DeepSeek-V4 Teljes dolgozat

Irodalomjegyzék
formázás

GPT-5.5 Irodalomjegyzék LaTeX kód ge-
nerálás

LaTeX képletek
pontosítása

GPT-5.5 Teljes dolgozat LaTeX kód javí-
tás

A felsoroltakon túl más MI alapú eszközt nem használtam.
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