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Koszonetnyilvanitas

Szeretném kifejezni haldmat eztton is témavezetomnek, Kés Gézanak, amiért a matema-
tika e teriiletére vezetett, és amiért a szakdolgozat elkészitésének teljes folyamata soran
mindvégig szamithattam ra. Szakmai iranymutatasa, segitOkészsége, valamint a dolgozat
kéziratahoz fizott értékes észrevételei nélkiil ez a munka nem johetett volna létre.

Kilon koszonettel tartozom feleségemnek, aki tiirelmével, megértésével és folyamatos
tamogatasaval végig mellettem allt a dolgozatiras soran, és nagyban hozzajarult ahhoz,
hogy a munkat kitartassal befejezhessem.

Szeretném tovabba megkoszonni csalddomnak és barataimnak, hogy tiirelemmel viselték
a dolgozatiras idészakanak terheit, és biztatasukkal, tamogatasukkal kozvetett modon is

hozzajarultak ahhoz, hogy a szakdolgozat elkésziilhessen.



Tartalomjegyzék

Bevezetés

1. A primszamtétel
1.1. Jelolések . . . . . o,
1.2. Ekvivalens alakok . . . . . . . .

1.2.1.
1.2.2.

m(x) kozelitése Li(z)-szel . . . . . . .. ..o

A(z)ésd(z) .. ..o

1.3. A bizonyitas felépitése . . . . . . . . ...

2. Elemi el6késziiletek

2.1. Néhany elemi eredmény . . . . . . .. ...

2.1.1.
2.1.2.
2.1.3.
2.1.4.
2.1.5.

A T(x) =In(|z]!) fuggvény aszimptotikdja . . . . . . . . .. .. ..
A von Mangoldt-féle figgvény . . . . . . .. ... ...
Legendre-formula . . . . . . . ... ... ...
Kapcsolat T és A kozott . . . . . . . . . . ...
Kovetkezmények: ¢(z) = O(x) és d(z) =O(x) . . . . . . ... ...

2.2. Abel-atrendezés . . . . . . .

2.3. Az ekvivalens alakok bizonyitasa . . . . . . . . ... ... L.

3. Komplex fiiggvénytan eszkoztar
3.1. Welerstrass-tétel . . . . . . . . .
3.2. Dirichlet-sorok . . . . . . . . ..

3.3. Komplex vonalintegralok és reziduumtétel . . . . . .. ... ... ... ..

3.3.1.
3.3.2.
3.3.3.
3.3.4.

Gorbe és vonalintegral . . . . . . ... 0oL
Trivialis becslés és levagasi hibak . . . . . .. ... ... ... ...
Vonalintegral homotép gorbéken és a reziduumtétel . . . . . . . . .

A logaritmikus derivalt . . . . . . . ...

3.4. Magfiggvények . . . . . . .

3.4.1.

A Ky magfiiggvény . . . . . ..o

A zéta-fiiggvény

4.1. Torténeti hattér és definicié . . . . . . . . . . . . .

4.2. Euler-szorzat és kovetkezményei . . . . . . ... .o

4.2.1.

A logaritmikus derivalt és a von Mangoldt fiiggvény kapcsolata

11

12
12
12
13
15
16
17
19
20

24
24
25
29
29
30
30
31
31
32

34
34
36
37



Tartalomjegyzék 4
4.3. Analitikus kiterjesztés R(s) >0-ba . . . . . .. .. L 38
4.4. Fels becslések |((s)]-re és [('(s)]-re . . . . . . ..o 39
4.5. Also6 becslés és zérusmentes tartomany . . . ... ..o 41
4.6. Zérusmentesség a R(s) =1l egyenesen . . . . . . . ... 43
4.7. Kovetkezmények a logaritmikus derivaltra . . . . . .. ..o 45

5. A primszamtétel bizonyitasa 47
5.1. Integralreprezentacio a sulyozott von Mangoldt-Osszegre . . . . . . . . . .. 47
5.2. Az integral kozelitése zart vonalintegrallal . . . . . . . .. ... .. .. .. 48

5.2.1. Agorbe . . .. 48

5.2.2. Szingularitasok és reziduum . . . . . . ... ..o 50

5.3. Szakaszonkénti becslések a gorbe mentén . . . . . ..o 50
5.3.1. A BC és FA szakaszok becslése . . . . . .. .. ... ... ... .. 50

5.3.2. A DFE szakasz becslése . . . . . . . . ... L. 50

5.3.3. A CD és EF gorbék becslése . . . . . . ... ..o 51

5.4. A bizonyitas lezardsa . . . . . . . ... 52
5.4.1. Kapcsolat a silyozott osszeg és >, <, @ kozott . . . ..o 52

5.4.2. Y(x) ~xlevezetése . . . . ... 53
Osszegzés 56
Irodalomjegyzék 57



Bevezetés

Jol ismert, hogy a természetes szamok kozott végtelen sok prim létezik. Ugyanakkor az is
megfigyelhetd, hogy minél nagyobb szadmokat néziink, annél ritkdbban fordulnak el6. A
primszamok eloszlasa a szamelmélet egyik legrégebbi kutatasi teriilete, és e tertileten mér
szamos eredmény sziiletett. A 18. szdzad végén Legendre és Gauss egymastél fiiggetleniil
fogalmaztak meg azt a sejtést, miszerint elég nagy = esetén a primek relativ gyakorisaga
az els6 x szam kozott 1/ In z-szel becsiilhetd, vagyis a m(x) primszamlalé figgvény és az
z/Inz figgvény hanyadosa 1-hez tart. Szamos matematikus prébalkozott ezt a kés6bb
primszamtételként ismertté valt allitast bizonyitani, azonban erre tobb mint szaz évig nem
keriilt sor. [1, 2]

A fordulatot a komplex fiiggvénytan eszkozei hoztak meg a 19. szazad végén. Riemann
1859-es forradalmi munkédjaban a primek eloszlasat a zéta-fiiggvény analitikus tulajdonsa-
gaival kapcsolta 0ssze [3]. A Riemann 4ltal kijelolt titon haladva Hadamard és de la Vallée
Poussin 1896-ban, egymastol fiiggetlentil bebizonyitottak a primszamtételt [2]. Mindketten
abbol vezették le, hogy a ((s) figgvénynek nincs zérushelye a R(s) = 1 egyenesen. [1]

Minél pontosabban hataroljuk be a zéta-fliggvény zérusmentes tartomanyat, annal
pontosabb hibatagot adnak a komplex fiiggvénytani bizonyitasok. Ezzel kapcsolatban a
legfontosabb nyitott kérdés a Riemann-sejtés, amely szerint a nemtrivialis zérushelyek csak
a RN(s) = 1/2 egyenesen vannak. Ennek igazoldsdval a primszamtétel hibajarél a lehetd
legjobb becslést kapnank.

Ez a dolgozat a primszamtétel komplex fliggvénytani bizonyitasat dolgozza fel Landau
[1] nyomén. Az elsé fejezetben bevezetjitk a sziikséges szamelméleti fiiggvényeket és
az ekvivalens alakokat. A masodik fejezetben mutatunk egy elemi bizonyitast ezekre,
illetve néhany elemi eszkozt is bevezetiink. A harmadik és negyedik fejezet a komplex
fuggvénytan és a Riemann-féle zéta-fiiggvény elméletének azon részeit foglalja Ossze,
amelyek a bizonyitashoz sziikségesek. Végiil az 6todik fejezetben a zérusmentes tartomany
és a zéta-fuggvény logaritmikus deriviljanak becsléseibél levezetjiik, hogy ¢ (z)/z — 1, ha

x tart a végtelenbe, ami a primszamtétellel ekvivalens.



1. fejezet
A primszamtétel

Ebben a fejezetben kimondjuk a primszamtétel klasszikus alakjat és bevezetiink néhany
alapfogalmat: a primszamlalé fiiggvényt, az aszimptotikus jeloléseket (O, o, ~). Ezenkiviil
definidljuk az tn. integrallogaritmus fiiggvényt (Li(z)) valamint a Csebisev-fliggvényeket
(9(x), ¥(x)). Megmutatjuk, hogy a primszamtétel ekvivalens a 7(z) ~ Li(z), ¥(z) ~ z és
Y(x) ~ x allitdsokkal. A fejezet végén pedig felvazoljuk a dolgozatban térgyalt bizonyitas

szerkezetét.

1.1. Jelolések

e N
1.1.1. Definicié (Prim). Egy p € N egész szam prim (primszam), ha p > 1, és p pozitiv

0sztot pontosan 1 és p.
\ J

( )
1.1.2. Definicid. Legyen x € R valés szam. A primszamlalé figguényt a kovetkezdkép-
pen definidljuk:

m(z)= ) L.

p<z
p prim
. J

4 )
1.1.3. Megjegyzés. A 7(x) primszamldls figguény az x-nél nem nagyobb primek

szamdt adja meg. A fiigguény monoton névd, lépcsds, és minden értéke egész szdm. Ha

pr o k-adik primszam, akkor w(py) = k.
.
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4 )
1.1.4. Definicié. Legyen a € R walds szdm, és legyenek f,g : [a,00) — R wvalds

figgvények. Azt mondjuk, hogy f(z) = O(g(x)), ha léteznek pozitiv C' és xo > a valds

szamok gy, hogy minden x > xg-ra
|f(@)] < C-g(@)].

\Az f(z) = h(x) + O(g(x)) egyenlet azt jelenti, hogy f(x) — h(x) = O(g(x)). [2]

J

( 2
1.1.5. Definicié. Legyen a € R walds szdm, és legyenek f,g : [a,00) — R wvalds

figguények, ahol g(x) > 0. Azt mondjuk, hogy f(x) = o(g(x)), ha

im M =
MR gy~
\Az f(z) =h(z) +o(g(z)) egyenlet azt jelenti, hogy f(x) — h(xz) = o(g(x)). []]}

- 2
1.1.6. Definicié. Legyen a € R walds szdm, és legyenek f,g : [a,00) — R walds
fligguények. Feltesszik, hogy g(x) > 0 minden elég nagy x-re. Azt mondjuk, hogy f(z)
és g(x) aszimptotikusan egyenldk (f(x) ~ g(x)), ha

()

lim =22 =1,

[2]

g J

Tehat f(z) ~ g(z) jelolés azt jelenti, hogy a hdnyadosuk 1-hez tart, ha z tart a

végtelenhez.

p
1.1.7. Megjegyzés. Ha f(x) ~ g(x), akkor

f(z) = g(x) + o(g(x))-

Forditva is igaz: ha

akkor

ktehdt f(z) ~ g(x).

Most ezek a jelolések segitségével kimondjuk a primszamtétel formalis alakjat.
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1.1.8. Tétel (Primszamtétel).
m(x) ~ —. (1.1)

1.2. Ekvivalens alakok

A primszamtétel klasszikus alakja a 7(z)-re ad egy kozelitést. A bizonyitdsban azonban
kozvetleniil a 7(z) helyett kényelmesebb sulyozott primosszegekkel dolgozni, ezért bevezet-
juk a Csebisev-féle fiiggvényeket, ¥(z)-t és ¥ (x)-t. Megmutatjuk, hogy a primszamtétel
ekvivalens a ¥(z) ~ z, illetve a ¢ (x) ~ = aszimptotikus egyenléségekkel, viszont ezek
igazolasara csak a masodik fejezetben keriil sor. A kévetkezokben bemutatunk egy méa-
sik fliggvényt, amely egy még jobb kozelitése a primszamlalé fiiggvénynek, és ezzel is

kimondjuk a primszamtételt.

1.2.1. 7(x) kozelitése Li(z)-szel

Mar Gauss is észrevette, hogy a logaritmikus integral

Li(z) :/;dt

Int

még pontosabban kozeliti m(z)-et, és sejtése szerint 7(x) ~ Li(x).

1.2.1. Definicié. Legyen x > 2 valds szam. Az integrdllogaritmus figgvényt (Li(x)), a

kévetkezoképpen definidljuk: p
T dt

Li(z) = /Z =,

A definiciébdl nem latszik kozvetlentil, hogy a Li(z) fiiggvény jobb kozelités a prim-

szamlalé fuggvényre, mint az z/In z figgvény.

A kovetkez6 abran a w(x) fliggvényt (z6ld gorbe), a Li(x) fiiggvényt (kék gorbe),
valamint az =/ Inx fiiggvényt (piros gorbe) dbrazoljuk 1-t61 5000-ig.

Az 1.1 dbra alapjan jol lathato, hogy a Li(x) gorbéje sokkal jobban kozeliti a m(z)
gbrbéjét, mint az - fiiggvényé, vagyis a Li(z) ezen az intervallumon pontosabb becslést

ad a primek szamadara. [9]

1.2.2. A Y(x) és ¥(x)

A primszamtétel bizonyitasa felé az elsé jelentés 1épést Csebisev tette meg 1848-ban.
Csebisev felismerte, hogy a m(z) primszamlalo fiuggvény helyett érdemes a késébb réla

elnevezett ¥(z) = 3, Inp és Y(x) fliggvényeket vizsgalni. Ezek segitségével igazolta,
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1.1. dbra. A 7(x) figgvény és kozelitései x = 5000-ig

hogy 1éteznek olyan 0 < A < 1 < B valds konstansok (példaul A ~ 0,921 és B ~ 1,106),

hogy minden elég nagy x esetén

x x
A— B—
lna:<7r(x)< Inz’

tehét m(x) és x/Inx azonos nagysagrendiiek. Ennél is fontosabb eredménye volt, hogy
megmutatta, hogy ha a lim,_,. @ hatérérték létezik, akkor az egyenl6 1-gyel. [2]
Csebisev ezzel az eredményével igazan kozel kertilt a primszamtétel igazolasahoz,

azonban a hatarérték 1étezését nem tudta bizonyitani. [1, 2]

4 )
1.2.2. Definicié. Legyen x > 0 valds szam. Az elsé Csebisev-fligguényt a kovetkezdkép-
pen definidljuk:

O(x) = Y In(p),

p<z
p prim

[
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1.2. abra. A ¢(z)/x (lila) és 9¥(z)/x (turkizkék) fiiggvények

- a
1.2.3. Definicié. Legyen x > 0 wvalés szam. A mdsodik Csebisev-fiigguényt (Y(z)) a
kovetkezoképpen definidljuk:

[1]

. J

A Y(x) figgvény a primeket, mig 1)(z) a primhatvanyokat 6sszegzi Inp sillyal.

~N

g
1.2.4. Megjegyzés. A definiciobol adodoan (x) = Y31 V(/x), és igy minden x > 0
esetén V() < P(z).

.

s 2
1.2.5. Tétel. Az alabbi dllitdsok a primszdmtétel ekvivalens alakjai:
, i
(i) m(x) ~ nz
(i) w(x) ~ Li(z).
(1ii) 9(x) ~ .
(i) P(z) ~ .
N y

Bizonyitas. Most csak az (i) < (ii) allitast igazoljuk, a tobbit a mésodik fejezetben
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bizonyitjuk.

Elég belatni, hogy Li(x) ~ =. Parciélis integraldssal:

Li(z) /x dt x +/9«" dt 2
i(z) = | —=— - —
2 Int Inz J2 (Int)?2 In2

Ezért elegend6 megmutatni, hogy

limlnx /1’3 dt _l _0
evoo ¢ \Jo (Int)2 2/

Osszuk az integralasi intervallumot két részre az 2'/?-nél, és hasznaljuk, hogy a logaritmus

monoton novo [4]:

o gt A
r Jo (Int)2~ =z Jo (In2)2 =z Jaz (Inzl/2)?

Ezért

mt)2 = = (In2)? L (In 2:1/2)2 (1112)23131/2—i_lnx7

ln:z:/w dt <lnx 22 -2 lnz x—z'/? Inz 4
z Jo (

ami x — oo esetén 0-hoz tart. Ezzel igazoltuk, mert

Inz 2

. (_E) — 0.

1.3. A bizonyitas felépitése

A dolgozatban bemutatott bizonyitas Landau klasszikus miivén alapul [1] és két £& részbol
all. Az els6 (elemi) részben beldtjuk a primszamtétel ekvivalens alakjait és ezzel visszave-
zetjik a tételt a ¢ (r) ~ z allitas igazolasara. A masodik (komplex fliggvénytani) részben
belatjuk a zéta-fiiggvény néhany fontos tulajdonsagat, koztiik azt, hogy nincs zérushelye
a R(s) = 1 egyenesen. Ezutdn egy komplex vonalintegral segitségével felirunk egy su-
lyozott primhatviny-osszeget, majd azt visszavezetjilk 1(z) ~ z-re, amibdl kovetkezik a

primszamtétel.



2. fejezet

Elemi elokésziiletek

Ebben a fejezetben azokat az elemi eszkozoket gylijtjik 0ssze, amelyekre a késobbi komplex
fiiggvénytani bizonyitds soran sziikségiink lesz. Bevezetjik a T'(x) = ln(m !) fliggvényt,
és bizonyitjuk néhany tulajdonsagat. Definidljuk a von Mangoldt-féle A fiiggvényt, majd a
Legendre-formula segitségével megmutatjuk, hogy ¥ (x) = O(z) és ¥(x) = O(x). Végiil az
Abel-atrendezéssel igazoljuk a primszamtétel ekvivalens alakjait, ezzel a primszamtétel

bizonyitasat visszavezetjiik a ¢ (x) ~ x igazoldséra.

2.1. Néhany elemi eredmény

2.1.1. A T(z) =In(|z]!) fiiggvény aszimptotikija

Most bevezetjitk a T'(x) fiiggvényt, amely a fejezetben fontos szerepet kap, és megha-
tarozzuk aszimptotikajat elemi integralbecslésekkel. A koévetkezo definicio, allitas és a

bizonyitds Landau érvelését koveti [1].

s N

2.1.1. Definicid. Legyen x > 0. Definidljuk

T(x) = ln([xj!) => Inn.
n<x

Specidlisan, x < 1-re T'(z) = 0. [1]
N y
( - 2

2.1.2. Allitas. Minden x > 1 esetén

T(xz)=zlnx + O(z). (2.1)

\ y

Bizonyitas. Legyen n := |x] > 1. Ekkor T'(z) = >}_; Ink.

12



2.1. Néhany elemi eredmény 13

Az In figgvény monoton névo, ezért k > 2 esetén

k+1

k
/ lnuduglnk‘g/ In u du.
k k

-1

Osszegezve k = 2, ..., n-re kapjuk:

n n n+1
/ lnuduSZlnkS/ In u du.
1 = 2

Mivel In1 =0 és Inu > 0 minden u € (1, 2], ezért
n n+1
/ lnudugT(x)S/ In u du.
1 1

Parcialis integralassal:
y
/ Inudu=ylhy—y+1.
1

Ezért
nlnn—n+1<T(x)<(n+1)In(n+1)—(n+1)+1.

Mivel In(n+ 1) =Inn +1In(1 + 1) = Inn+ O(1/n), ezért
(n+1)Inn+1)—(n+1)+1=nlnn+Inn+0(1) —n=nlnn+ O(n).
A bal oldali kifejezés is nlnn + O(n), igy osszefoglalva
T(x) =nlon+ O(n).
Végil n = [z] =2+ O(1), tovabba nlnn = xInx + O(x), tehat

T(x) =zlnz+ O(x).

2.1.2. A von Mangoldt-féle fiiggvény

Bevezetjiik a von Mangoldt-féle A fliggvényt, amely kozponti szerepet jatszik a primszamok
eloszlasanak vizsgalataban [2]. A i(z) fiiggvény felirhaté A(n) Osszegeként, ami a késébbi

becslésekhez hasznos. A kévetkezd éllitasok és bizonyitasaik Apostol [2] érvelését kovetik.
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( )
2.1.3. Definicié. Legyen n € N természetes szim. A A(n) von Mangoldt-figgvényt a
kovetkezoképpen definidljuk:

Inp, han = p* valamely prim p és k > 1 egész esetén,
An) =

0, kiilonben.

Vagyis A(n) nem nulla pontosan a primhatvanyokon, és ekkor az értéke a prim termé-

szetes logaritmusa. [2]

- ~
2.1.4. Allitas. Minden x > 0 valds szamra

Y@)=> An)= > In(p) (2.2)

n<e P<e
p prim, k>1

ahol a szumma minden olyan (p, k) pdrra fut, ahol p prim, k > 1 egész, és p* < x.
- J

Bizonyitas. A p* < z egyenlétlenség ekvivalens azzal, hogy p < zV/*. Ezért az Gsszegzést

k szerint rendezve kapjuk:

>, In(p)=> > In(p).

pF<z k=21 p<agt/k
p prim, k>1 p prim

A belsé szumma pontosan az elsé Csebisev-fiiggvény értéke x'/*-en, igy a 1.2.4 megjegyzés

miatt adddik az allitas. O

e N
2.1.5. Allitas. Minden n > 1 egész szamra teljesiil, hogy

Inn =Y A(d), (2.3)

dn

ahol a szumma n pozitiv egész osztdira fut. [2]
. J

Bizonyitas. Az n =1 eset trividlis, mert In1 =0, és >4, A(d) = A(1) = 0.
Tegyiik fel most, hogy n > 1, és irjuk fel n primtényezos felbontasat:

,
n= 1[I
k=1
ahol pq, ..., p, killonbo6z6 primek és a; > 1 egészek. Logaritmust véve:

Inn = Zaklnpk.
k=1



2.1. Néhany elemi eredmény 15

Vizsgaljuk (2.3) jobb oldaldt: 3=, A(d). A von Mangoldt-figgvény definici6ja szerint
A(d) = 0, ha d nem primhatvany, ezért az osszegben csak azok az osztok maradnak,

amelyek d = pj' alaktak valamely pj-ra és 1 < m < qj-ra. Igy

ZA(d):i iA(pk Z Zlnpk—Zaklnpk Inn,

dn k=1 m=1 k=1 m=1

2.1.3. Legendre-formula

A kovetkezd azonossag (Legendre-formula) megadja, hogy egy p prim hanyszor szerepel

| ]! primtényezds felbontdsdban. Az aldbbi bizonyitas Apostol érvelését koveti [2].

p
2.1.6. Tétel (Legendre-formula). Minden x > 0 esetén

o)t = T R e e (2.4)

p

ahol a szorzds minden prim p-re megy és a(p) := >,>1 L%J [2]
- J

-
2.1.7. Megjegyzés. A szorzat véges, mert p*P) =1, ha p > x.
\§

Bizonyitas. Legyen n := |x]. A 2.1.5 4llitas alapjan minden m > 1-re

Inm =>_A(d)

dlm

Ezt 6sszegezve m < n-re:

n!) = ; Inm = ; ;A(d)

A kettSs Osszeg felcserélhetd, és minden rogzitett d pontosan |n/d| darab m < n szadmra

oszto, ezért

~ Y A(d) m (2.5)

d<n

Mivel A(d) = 0, ha d nem primhatvany, tovdbba A(p”) = In p, kapjuk:

=% 3|2 mp=Y

p<n v>1 p<n p<n

p)lnp =1In (H pa(p)) ,

mert ha p¥ > n, akkor |n/p”] =0 és igy a(p) = X1 |n/p"].
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Végiil a logaritmus exponencidldsaval

nl = H pa(p) _ Hpa(p)

p<n p

kovetkezik. Mivel n = [z ], ez éppen (2.4). O

2.1.4. Kapcsolat T és A kozott

Az el6z6 rész eredményét felhasznélva felirunk egy azonossagot a T'(x) fiiggvényre vonat-
kozdan Landau nyomén [1]. Ennek segitségével fogjuk a T'(x) aszimptotikdjabol a ¢ (x)

fiiggvény aszimptotikdjat meghatarozni.

(2.1.8. Lemma. Ha x>0 és 0 # k € N, akkor
L=l _ m
k| Lk)
(1]

L J

Bizonyitas. Legyen g = |z|. Ekkor g <z < g+ 1, tehat k£ > 0 miatt

+1
<9

T
< Z
Tk k

El NS

Ha lenne olyan egész j, amelyre { < j < %1 teljestilne, akkor jk-ra
g<jk<g+1,
ami lehetetlen. Igy x/k és g/k kozé nem esik egész, vagyis

3-12- 1)

4 )
2.1.9. Allitas. Minden x > 0 esetén fenndll

T@)=Y m AR = v (“z) . (2.6)

k<z

[1]
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Bizonyitas. Legyen m = |x]. A (2.5) egyenl6ség és a fenti lemma miatt

T(z) = In(m!) = ¥ WJ OEDS m An).

n<m n<lx

Az Osszeget atrendezve és felhasznalva, hogy

R=z

n k<z/n

kapjuk, hogy

S am =Y ¥ am=X ¥ aw=Yu(),

n<z nlz k<z/n k<z n<z/k k<zx

ami éppen (2.6) masodik egyenlésége. O

2.1.5. Kovetkezmények: ¢(x) = O(z) és ¥(z) = O(x)
Most megmutatjuk, hogy a Csebisev fiiggvényekre

Y(z) = O(x) és  J(x) =O(x).

Az érvelés az 2.1.9 allités, valamint a T'(x) fiiggvény aszimptotikdja Landaut kovetve. [1].

s N
2.1.10. Lemma. Minden x > 0 esetén

T(z) — 2T (‘;) = 3 (-1)"y (‘T) .

n>1 n

[1]

. J

Bizonyitas. A 2.1.9 allitas szerint

ro-xe(). 7()- S

n<z n<z/2

Adodik:

21 (3) - 50 (2) 250 (2) - 5o 2)

n>1 n>1 n>1

Az 6sszeg véges, mert ¢¥(y) =0 ha 0 <y < 1, igy ¥(x/n) = 0 minden n > x esetén. [
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-
2.1.11. Lemma. Minden x > 0 esetén teljestiil, hogy
i i
0 < v -v(3) < Tw-27(5). (2.7)
(1]
\ J

Bizonyitas. A 1 monoton nové, vagyis

¢($)Z¢(;>Z¢(§)z---,

tehat a 2.1.10 Lemma valtakozo sordban a tagok abszolut értéke csokken. Ekkor

T(w) =27 (5 ) = (¢(x) = 0(2/2)) + (v(2/3) — ¥(w/9) + -+,
2

ahol minden zar6jelben allé kilonbség nemnegativ, igy adodik (2.7). O

-
2.1.12. Tétel. Létezik A > 0 gy, hogy minden x > 0 esetén

P(z) < Az,

azaz P(x) = O(z). [1]

\ J

Bizonyitas. A 2.1.2 allitas alapjan
T(x)=zlnx + O(z).
Ebbél

T(x)—2T <;) = <x1nx + O(x)) - 2(’2” Ing + O(m)) =zrln2+ O(x) = O(x),

tehat létezik C' > 0, hogy x > O-re

X

T(x) —2T (2) <Cz.
A 2.1.11 lemma miatt igy
0< (@) -0 (3) <Cw

Most legyen x > 0 rogzitett, és valasszunk N € N-t ugy, hogy ;% < 1 legyen. Ekkor
Y(x/2N) =0, és teleszkopikus-osszeggel:

x):§<¢<;>_¢<2u+l)> NEZ: 05 <C i;’/:20x.

v=0
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Tehat ¢(z) < Az teljesil A = 2C-vel.

[2.1.13. Megjegyzés. A tételbdl kovetkezik, hogy ¥(x) = O(x), mivel P(x) > ¥(z). J

2.2. Abel-atrendezés

Az Abel-formula és az Abel-atrendezés gyakran hasznalt eszkozok, amelyekkel stlyozott
Osszegeket tudunk atalakitani. Szamunkra kiilondsen hasznos sorok és Dirichlet-sorok
konvergencidjanak vizsgalatahoz, illetve aritmetikai fiiggvényekhez kapcsol6dd osszegek
becsléséhez. A kovetkezd tétel az atrendezés integralos alakjat adja meg, majd levezetjitk
ebbdl a diszkrét alakot is.

~N

p
2.2.1. Tétel (Abel-formula). Legyen f folytonos és szakaszonként folytonosan differen-

cialhato [1, z]-en, és legyen

At) ==Y "a, (t>1).

n<t

Ekkor minden x > 1 esetén

S anf(n) = A@)f(z) = [ AWF @t

n<x

[5, 6]

&

Bizonyitas. Legyen k := |z]. Mivel a,, = A(n) — A(n — 1), igy

s
=
2

I
M=

> (A(n) — A(n— 1)) f(n)

= 3 A () = 3 A +1)
= A(k)f(k) = ;A(n) (fn+1) = f(n).

Mivel f(n+1) — f(n) = [P f/(t)dt és A(t) = A(n) t € [n,n + 1) esetén,

n

> A1) = fm) = [ AW @)

Tehat .
> anf(n) = A(R)F(K) = [ AW (t)dt.

n<x
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Végiil A konstans a [k, z] intervallumon, ezért

amibol

adédik. ]

( A
2.2.2. Kovetkezmény (Abel-atrendezés). Legyenek (an)n>1 €S (by)n>1 sorozatok, és

legyen
A(n) =" ay, A(0) :=0.
k=1

Ekkor minden N > 1 esetén

ivj arby, = A(N)by — Nf A(k) (brr — bi).
\ /5/)

Bizonyitas. Legyen f : [1, N] — R fiiggvény a (n,b,) pontok szakaszonként linedris
interpolécidja, azaz f(k) = by minden egész k-ra és f linedris minden [k, k+1] intervallumon.
Ekkor t € (k, k + 1) mellett

f(t) = by — by

Alkalmazzuk az Abel-formulat © = N-re:
S aibi = 3 axf () = ANVIN) — [ A@)f (0t = AN Yoy — 3 AR (s — b,

mert A(t) = A(k) minden ¢ € [k, k + 1) mellett. O

2.3. Az ekvivalens alakok bizonyitasa

Ebben a szakaszban megmutatjuk, hogy a primszamtétel ekvivalens a bevezetésben emlitett

aszimptotikakkal. A bizonyitashoz az Abel-atrendezést fogjuk hasznalni Landau mintajara

).
(2.3.1. T, i) — 6) = o) ]
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Bizonyitas. A 2.1.13 megjegyzés szerint ¥(t) = O(t), ezért

Y(x) —I(x) = Zﬁ(xl/k) =0 (Z xl/k) = 0(z"*Inz) = o(x).

k>2 k>2

2.3.2. Allitas.
Y(x)~r = JY(z)~z (x — 0).

Bizonyitas. A 2.3.1 lemmé&bdl
(x) = 9(x) + o(z).

(=) Tegytik fel, hogy ¢ (x) ~ x. Ekkor a 1.1.7 megjegyzés alapjan
Y(z) =z + o(x).

Ezért

Ebbdl d(x) ~ = kovetkezik.

(<) Tegytk fel, hogy ¥(x) ~ x. Ekkor az 1.1.7 megjegyzés alapjan
I(zx) =2+ o(x).

Ezért
v(x) = 9(z) + (V(x) = 9(2)) = (z+ o(x)) + o(x) =z + o(x).

Ebbél 1)(x) ~  kivetkezik. 0

(2.3.3. Tétel. Az aldabbi allitisok ekvivalensek:

(1) w(x) ~
(i) O(x) ~

x
Inz’

(1i7) Y(x) ~ .

[1]

\ J

Bizonyitas. Elég megmutatnunk, hogy

W(x:)vlnx B 195:) (1), (2.8)
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mert ekkor, ha az egyik kifejezés hatarértéke 1, akkor a masiké is 1.

Legyen N = |z|. Mivel

Inn, ha n prim,

d(n)—d(n—1)= {

0, kiilonben,

adodik, hogy n > 2 esetén
J(n) —d(n—1)
w(n) — m(n — 1) = T,

igy
_ N 9(n) —9(n — 1).

Inn

Alkalmazzuk a 2.2.2 kévetkezményt az a, = ¥(n)—9(n—1) és f(n) = 1/ Inn vilasztésokkal.
Ekkor A(n) = >1_,ar = ¥(n), tehét

J(N) = 1 1
(@) = my " 71;219(71) <lnn ~ In(n+ 1)) '

Mivel ¥(N) = 9J(x), ezért In z-szel vald szorzas utan:

Inz g 1 1
Inz=d(z) e 41 - .
m(z)Inx ﬁ(x)lnN+ nxnz:;ﬁ(n) <lnn ln(n—i—l))
Mivel Inz/In N = 1 + O(1/xz), ezért az els tagbol 9(z) 2% = J(z) + O (@) adodik.

Y(x)-et kivonva:

W(x)lnx—ﬂ(x)zlnx%fﬁ(n)< ! ! >+0<M>.

= Inn  In(n+1) T

Becsiiljiik a jobb oldalt. Felhasznaljuk, hogy

0 < 1 1 _ln(n—l—l)—lnn< 1
Inn  In(n+1) Innln(n+1) n(lnn)?’

Ezzel és 2.1.13 megjegyzés felhasznédlasaval kapjuk

J(n)

n(lnn)?

m(z)Inz —J(z) =Inz Y (ﬁlg; +0(1) = O(i)

n<x

+0(1) =Inz )
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Osztva z-szel kapjuk (2.8)-at:
m(x)lnz  J(z) < 1 >
— - — ) =o(1). 2.9
x T © Inx o(1) (2.9)
O

(2.3.4. Megjegyzés. Tehdt innentdl a cél Y(x) ~ x bizonyitdsa.




3. fejezet

Komplex fiiggvénytan eszkoztar

A primszamtétel bizonyitasanak masodik és egyben lényegi fele a komplex fiiggvénytan
tételeire és eszkozeire éptil. Ebben a fejezetben attekintjiikk azokat a fogalmakat és
eredményeket, amelyek a Riemann-féle zéta-fliiggvény vizsgalatahoz és a vonalintegralok
kiszamitasahoz sziikségesek.

El6szor ismertetjitk a Weierstrass-tételt és kovetkezményeit, illetve a fliggvénysorok
egyenletes konvergenciajara vonatkozo Weierstrass-kritériumot, majd osszefoglaljuk a
Dirichlet-sorok elméletének alapjait. Ismertetiink olyan magfiiggvényeket, amelyek lehetové
teszik, hogy szamelméleti 6sszegeket komplex vonalintegralként irjuk fel, valamint felidézziik
a reziduumtételt és a logaritmikus derivalt tulajdonsagait. Ezek lesznek a késobbiekben a

vonalintegral kiértékelésének és becslésének {6 eszkozei ([1], [2] és [6] alapjan).

3.1. Weierstrass-tétel

A holomorf fiiggvénysoroknal fontos kérdés, hogy a hatarfiiggvény mikor holomorf, illetve

mikor végezhetd el tagonként a derivalas. A Weierstrass-tétel pontosan ezt irja le.

-
3.1.1. Tétel (Weierstrass). Legyenek fi, fa, ... holomorf figguények a
{seC: |s—so| <r}

kérlapon, és tegyiik fel, hogy a

i fals) = £(s)

sor minden 0 < p < r mellett egyenletesen konvergdl a |s — so| < p zdrt korlapon. Ekkor

f holomorf a |s — so| <1 kérlapon. [1]
y Y

24
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4 )
3.1.2. Kovetkezmény. A 3.1.1 tétel feltevései mellett a tagonkénti derivdlds tetszdleges

rendben megengedett: minden m = 1,2, ... esetén a derivdltak sorozata
> fim(s)
n=1

egyenletesen konvergens |s — so| < p-n, és

1)

(3.1.3. Tétel (Weierstrass M-teszt). Legyen A tetszbleges halmaz, és tegyiik fel, hogy\
létezik (M,,)n>1 nemnegativ valos szdmokbol dllé sorozat igy, hogy minden z € A és
n > 1 egész esetén

|fa(2)] < M.

Ha Y% | M, konvergens, akkor >0° | fn(z) abszolit és egyenletesen konvergens A-n.
\ J

3.2. Dirichlet-sorok

Euler 1737-ben a zéta-fiiggvény
C(s) =2 —

s
n=1 n

s — 17 melletti viselkedését vizsgalva bizonyitotta be, hogy végtelen sok primszdm létezik.

Dirichlet hires tételét a szamtani sorozatokban el6fordul6é primszamokrél az

= x(n)
Lis,x) =Y =
n=1 n
sorokra épitette, ahol y Dirichlet-karakter és s > 1.
Mindkét fiiggvény a Dirichlet-sorok egy specidlis esete, amely fliggvények az analitikus

szamelmélet egyik leghasznosabb eszkozei. [2].

-
3.2.1. Definicié. Dirichlet-soron a
n=1 n?
alakd sort értjik, ahol a,, € C és s € C.
\ J

A Dirichlet-sorok egyik 1ényeges tulajdonsaga, hogy létezik egy o = o, egyenes (ahol o,
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akar +oo is lehet), amit6l jobbra a sor konvergens balra divergens. Hasonléképp létezik egy
o = 04 egyenes amitdl jobbra a sor abszolut konvergens és balra pedignem. A o = 0. éso =
0, egyeneseket a sor konvergencia-, illetve abszolit konvergenciaabszcisszajanak nevezziik,
és ezeken a sor tobbféleképpen viselkedhet. Az abszolut konvergencidbdl kovetkezik a

konvergencia, igy o, > o.. A kévetkezo allitdsok és bizonyitasok Apostol érvelését kovetik

12].

N

-
3.2.2. Lemma. Legyen sy = og + itg, €s tegyiik fel, hogy a Y f(n)n=*° Dirichlet-sor
részletosszegei korlatosak, vagyis létezik M > 0 gy, hogy

> fn | <M (Y >1).

n<x

Ekkor minden s-re, amelyre o > og, és minden 1 < a < b esetén fenndll, hogy

> f(n)n~® < 2Ma”° (1 + |S_SO|> :
a<n<b or =g
\ _ J

Bizonyitas. Tegyiik a(n) = f(n)n=°, és legyen a részletosszeg

n<x

Ekkor f(n)n=® = a(n)n*~°, igy a 2.2.1 tétel alkalmazéasaval kapjuk, hogy

Z f(n)n—s = A(b)bso_s — A(a)aso_s + (8 — Sg) /b A(t)tso_s_ldt,

a<n<b a
Mivel |A(z)| < M, ezért

> fln™

a<n<b

b
< Mb7~7 + Ma®= + |s — so|M / 170=0=1 gy

on—U _ ao’o—o’

< 2Ma®°™7 + |s — so|M

Og— O

< 2Ma®~° (1 + ‘5_5d> 7
O — 0y

ahol az utolsé 1épésben azt hasznaltuk, hogy o > g, ezért g — o < 0, tovabba b7077 <

a’° 7, O

3.2.3. Tétel (Dirichlet-sor tétel). Tegyiik fel, hogy a > f(n)n=* Dirichlet-sor konvergens

valamely sqg = oo + ity pontban. Ekkor minden o > oy mellett is konvergens.
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Bizonyitas. Legyen s € C tetszoleges gy, hogy o > 0p. A 3.2.2 lemma szerint

S Ka0'070'7

> fln™

a<n<b

ahol K nem fligg a-t6l. Mivel a7 — 0 ha a — oo, ezért a Cauchy-konvergenciakritérium

alapjan a Y~ f(n)n~® sor konvergens. O

~N

-

3.2.4. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy a 3 f(n)n=° Dirichlet-sor sem nem konvergens
minden s-re, sem nem divergens minden s-re. Ekkor létezik eqy 0. € R szam (a
konvergenciaabszcissza) igy, hogy a sor konvergens minden s = o +it esetén, ha o > o,

és divergens minden s esetén, ha o < o..
J

s N
3.2.5. Tétel (Dirichlet-sorok egyenletes konvergencidja). Legyen a > f(n)n=* Dirichlet-
sor konvergenciaabszcisszdja o.. Ekkor barmely régzitett 6 >0, M >0 és T > 0 esetén

a
o+ <o<o.+ M, It| <T

téglalapban a sor egyenletesen konvergens, kovetkezésképpen az 6sszegfiigguény ott ho-

lomorf.
§

Bizonyitas. Rogzitsiink egy tetszdleges
‘R::[a7ﬁ]x L_Yzjq

téglalapot, ahol a@ > o.. Legyen o olyan valos szam, hogy 0. < 09 < a. Mivel a Dirichlet-

sor op-ban konvergens, a részletosszegek sorozata itt korlatos, azaz létezik olyan M > 0,

hogy

> fn)n=

n<x

<M (x >1).

Alkalmazzuk a 3.2.2 lemmat az sy = oy (és tg = 0) valasztassal. Ekkor minden s =
o+ it € R esetén o > a > 0y, tovabba |s — s¢| < C valamely R-t6l és 0o-t6l fliggé C' > 0

konstansra. A lemma becslése szerint minden 1 < a < b-re

< 2Ma"°_"(1 + ¢ )

0O — 0y

> fln™

a<n<b

Mivel o > «, ezért 0g —o0 < 09— a < 0, igy a?°77 < a?°*. Tovabbd 0 — 09 > a— gy > 0,

tehat

C
<1+

1+ .
0O — 0Oy a — O
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Legyen B := 2M(1 + ai()) Ekkor minden s € R és a < b esetén

< Ba%°™%.

> fn™

a<n<b

Mivel op—a < 0, a jobb oldal a — oo esetén 0-hoz tart, tehat a Cauchy-konvergenciakritérium
egyenletesen teljesiil az R téglalapon. gy a sor egyenletesen konvergens R-en. A 3.1.1

Weierstrass-tételbdl kovetkezik, hogy az Osszegfiiggvény holomorf. 0

N

p
3.2.6. Kovetkezmény. Legyen

F(s)= >3 2

S
n=1 n

eqy Dirichlet-sor, és jeldlje o. a konvergenciaabszcisszdjat. Fkkor F holomorf a o > o,

konvergencia-félsikban, és derivaltja itt az

F'(s) = _i_'élf(n?zslnn

L Dirichlet-sor.

p
3.2.7. Tétel (Dirichlet-sorok szorzata). Legyenek

F(s) = i f?i?z)7 G(s) = i":l g(?;b)’

n

Dirichlet-sorok. Ekkor abban a félsikban, ahol mindkét sor abszolit konvergens

F(s)G(s) = 3 M)

S
nln

9

ahol h = f % g a Dirichlet-konvolicio, azaz

)= 2 @) (3)-

\ J

Bizonyitas. Az abszolit konvergencia miatt a Cauchy-szorzat és a tagok atrendezése

megengedett, ezért
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Csoportositsunk k& = nm szerint:

= & fmg(m) & BN

n=1m=1

3.3. Komplex vonalintegralok és reziduumtétel

Ez a rész néhany alapveto fogalmat és tételt idéz fel komplex fiiggvénytanbdl, amelyeket

csak kimondunk, viszon nem bizonyitunk. [6]

3.3.1. Gorbe és vonalintegral

(3.3.1. Definicié. Gorbe alatt egy
v : [a,b] = C.

szakaszonként C leképezést értink. A gorbe képe ~([a, b]).

\ y
- \
3.3.2. Definicié. A girbe hossza
b /
() = [ Wl
. ¢ J

f 2
3.3.3. Definici6. Legyen f folytonos a v képén. A wvonalintegrdlt a kévetkezéképpen
definidljuk: ,
[ 1)z = [ s @t
¥ a

G J

N

-
3.3.4. Allitas (Figgvénysorok tagonkénti integralasa). Legyen > 0% fn(z) fiiggvénysor,
amely egyenletesen konvergdl egy szakaszonként C' ~ gorbe mentén, és minden f,

folytonos a gorbe pontjaiban. Ekkor

/vgjlf”@dz = iLfn(Z)dz.

n=1
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(3.3.5. Definicié. Egy folytonos gorbe zart, ha v(a) = v(b). ]

3.3.2. Trivialis becslés és levagasi hibak

- 2
3.3.6. Tétel (Vonalintegral trividlis becslése). Legyen f folytonos a v képén. Ekkor
[ )| < ) _max |£().
Y ZG'Y([a?b])
J

( )
3.3.7. Definicid. Legyen ¢ € R rogzitett és F folytonos az Rs = ¢ egyenesen. A

kovetkezo improprius integrdlt igy értelmezzik:

c+i00 c+iT
/ F(s)ds := lim F(s)ds,

—i00 T—o00 Je—iT

kha a hatar létezik.

3.3.3. Vonalintegral homotop gorbéken és a reziduumtétel

N

-
3.3.8. Tétel (Cauchy-tétel). Legyen D C C egyszeresen osszefiiggd tartomdny és f
holomorf D-n. Ha I D-ben fekvd folytonos, zart gorbe, akkor

/Ff(z)dz = 0.

\. J

e 2
3.3.9. Tétel. Legyen D C C tartomany és f holomorf D-n. Legyenek ~y,v1 kézos
kezdoponti homotop gorbék D-ben. Ekkor

\ J

- 2
3.3.10. Definicié. Legyen f meromorf D-ben és zy € D izoldlt szinguldris pontja. A

zp-beli reziduum

Res(f, 20) vagy Res,—, £(s)

[ Laurent-sordban a (z — 29)~' egyiitthatdija.
\ J
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N

-
3.3.11. Tétel (Reziduumtétel). Legyen D C C tartomdny, I zdrt, pozitiv irdnyitdsi
Jordan gérbe, és f meromorf D-ben. Tegyiik fel, f-nek nincs szingularitdsa I' képén,

és f-nek D-ben csak véges sok szingularis pontja van a I' dltal hatdrolt tartomdanyban.

Ekkor
/Ff(z)dz = 2mi y_Res(f, zk),

ahol az dsszeq a T' belsejében lévd szingularis pontokra megy.

g

3.3.4. A logaritmikus derivalt

- \
3.3.12. Tétel. Legyen f meromorf zyg € C kérnyezetében, és legyen m € Z az f rendje

2p-ban (m > 0 zérus rendje, m < 0 pdlus rendje). Ekkor a

logaritmikus-derivdaltnak zy-ban elsorendii polusa van, és

Res (J}I, z0> =m.

Kovetkezésképpen f']f pélusai pontosan f zérusai és polusai.
J

G

( )
3.3.13. Kovetkezmény. Ha f holomorf és zérusmentes egy tartomdnyban, akkor f'/f

holomorf ugyanott.
\ J

3.4. Magfiiggvények

A bizonyitas egyik {6 1épéséhez sziikségilink lesz arra, hogy az n < x diszkrét feltételt komp-
lex integralok segitségével fejezziik ki. Ezaltal lehetéségiink nyilik arra, hogy szamelméleti
osszegeket komplex vonalintegralokra forditsunk at és a fentiekben targyalt eszkozoket,
foleg a residuum tételt alkalmazzuk a vizsgalatukhoz. Az atalakitast egy alkalmasan
valasztott magfigguény segitségével csinaljuk.

Legyen ¢ > 0 rogzitett, és tekintsiik a kovetkezo t.n. Perron-magfiiggvényt:

1 c+100 ys
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Megmutathaté, hogy
0, O0<y<1,
Ki(y) =
L, y>1,
A magfliggvény tehat az y > 1 feltétel indikatorfiiggvénye. Elénye, hogy pontosan el lehet
vele dllitani példaul a ¢ (x) = 3=, <, A(n) osszeget. Hatranya, hogy az integral feltételesen
konvergens és igy az Osszegzéssel valo felcseréléséhez tovabbi feltételek sziikségesek.

Ha a % helyett S%-et hasznalunk, akkor ez a probléma mar nem all fenn:

1 c+ioco 98
Ka(y) = / Y gs.

271 Je—ico 82

Most az s = 0 masodrendii pélus, és ezért az integral értéke y > 1 esetén 1 helyett Iny

lesz:
0, 0<y<1,
Ky (y) =
Iny, y>1,
Az alabbiakban ezt az azonossagot precizen kimondjuk és bizonyitjuk, majd megadjuk
a véges intervallumra vett integral levagasi hibajat is.
Landau a bizonyitdsaban a K> magfiiggvényt hasznélja [1]. Més magfiggvények is
definidlhaték, és a bizonyitas kis modositassal azokkal is elvégezhet6. T. Apostol a
konyvében [2] példdul a kovetkezé magfiiggvényt haszndlja a primszédmtétel komplex

fiiggvénytani levezetéséhez:

1 /c+ioo yS 0, 0< y < ].,

Ks(y) = e mds =

T omi 1
1_57 y>]-7

Tipikusan y = z/n helyettesitést fogjuk a tovabbi fejezetekben hasznalni. Ekkor
x
n<r<—-—2>1<=y>1,
n

igy egy K (x/n) magfiggvény az dsszegh6l pontosan azokat a tagokat valasztja ki, amelyekre
n < x. Ez a motivacié all a Dirichlet-sorok és a részosszegek komplex integralos felirdsa

mogott.

3.4.1. A K, magfiiggvény

A kovetkez6 lemma a masodik magfiggvény fent emlitett tulajdonsdgat mondja ki (és
bizonyitja Landau mintajara). Ennek a magfiiggvénynek az elénye, hogy az integral

abszolit konvergens. A hatranya az, hogy a > A(n) 6sszeg helyett annak egy In(x/n)-nel



3.4. Magtiggvények 33

sulyozott atlagat adja.

-
3.4.1. Lemma. Legyen ¢ >0 ésy > 0. Ekkor

1 ctioco ys 07 0< Yy S 17
Ly,

: . 7
278 Je—ico S my, y> 1

. J

- 2
3.4.2. Megjegyzés. Azy = 1 helyen mindkét ag 0-t ad, igy a Ko(y) fiigguény folytonos.
\ y

A gyakorlatban az integralt csak véges [—7', T intervallumra tudjuk kiszdmitani, ezért

fontos a levagasbol adodé hiba nagysagrendje.

-
3.4.3. Lemma (Levagasi hiba). Legyen ¢ >0, T'> 0 ésy > 0. Ekkor
yC
QN E== 0 <1
Ly
270 Je—iT §2 y°
1ny+O(T>7 yZ 17

N\

Bizonyitas. Csak az y > 1 esetet bizonyitjuk, az y < 1 eset hasonl6 médon bizonyithato
(jobbra zaré félkorrel). Legyen T > ¢, és tekintsiik a kovetkezd zart gorbét: a fiiggbleges
szakaszt a ¢ — T és ¢ + iT pontok kozott, valamint az ezeket a pontokat 6sszekoto
balra zart félkorivet, amelynek kozéppontja c és sugara T. Ezt a félkort az s = ¢ 4+ Te™
paraméterezéssel adjuk meg, ahol ¥ € [7/2,37/2]. Ezt a zart gorbét pozitiv irdnyitdssal
vessziik, ekkor a belsejében van az s = 0 masodrendli pélus és mas szingularitas nincsen.

A 3.3.11 reziduumtétel szerint

S

c+iT 448 s
/ y—ds +/ y—ds = 2mi Res,—g ¥ _ 2wt Iny,
e—il 8% félkor S2 52

ahol a reziduum az y* = ¥ = 1 + (Iny)s + - - - sorfejtésbdl adédik, hogy Iny.

Ezért
1 peHT g 1 Y
—_— Zds=lny — — / Zds.
27 /c—iT 52 y 271 Jreor s2

A félkoron vett integral becsléséhez hasznaljuk, hogy a félkor mentén |s| > T/2
elegendben nagy T-re. Tovabba y > 1 miatt |y°| = 3™ = y+T 5% < 9¢ hiszen cos?) < 0
a bal félkoron. Igy

ys 3m/2 yc i 4yc 47ryc y
— < Te* = T = = z
/félk('jr SQdS’ - /77/2 (T/2)? [iTe"|db 2 " T O(F)




4. fejezet
A zéta-fiiggvény

A Riemann-féle zéta-fliggvény az analitikus szamelmélet és a primszamtétel bizonyitasanak
kozponti objektuma. Ebben a fejezetben réviden bemutatjuk a zéta-fliggvény felfedezésének
torténetét és bizonyitjuk a sziikséges analitikus tulajdonsagait: az Euler-szorzat alakjat, a
logaritmikus derivaltja és a von Mangoldt-fiiggvény kapcsolatat, az analitikus kiterjesztését
a R(s) > 0 félsikra, valamint a zérusmentes tartomanyt. A fejezet f6 célja annak igazolasa,
hogy ((s) nem veszi fel a 0 értéket a R(s) = 1 egyenesen, sét egy azt balrél megkozelit
gorbétol jobbra sem. Ezek az eredmények teszik lehetévé, hogy a bizonyitasban a vonal-
integréalos reprezentacioban a zéta-fiiggvény logaritmikus derivaltjat tudjuk becsiilni. Ez a

fejezet f6leg Landau és Apostol konyvén alapszik [1, 2, 6].

4.1. Torténeti hattér és definicio

A Riemann-féle zéta-fliggvény torténete szorosan kapcesolddik a primek eloszlasanak analiti-
kus vizsgalatahoz, de kiindulopontja egy hires sorosszeg-probléma volt. A Basel-probléma
azt a kérdés veti fel, hogy mennyi az

<1

>

n=1 n2
sor Osszege. A problémat a 18 éves Pietro Mengoli fogalmazta meg 17. szazadban, és a
kor vezetd matematikusai sokdig nem taldltak zart alakd valaszt. Euler 1735-ben volt az

elso, akinek sikeriilt megvélaszolnia a kérdést:

ool 71_2
P

34
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Euler ezutén a fenti sor altalanositasat vizsgalta, és bevezette (eldszor s > 1 valbsakra) a

() =3 -

s
n=1 n

figgvényt. A harmonikus sor (s = 1-et helyettesitve) divergens de s > 1-re a sor konvergens.
7]
A zéta-fiiggvény és a primszamok kapcsolata akkor valt vilagossa, amikor Euler felfe-

dezte a zéta-fliggvény primszorzat alakjat

((s)= 1[I

]
p prim p

Ezt az azonossdgot Euler-szorzatnak nevezzik. [§]

dolgozataban a ((s)-t komplex fliggvényként vizsgilta. [3] Megmutatta, hogy a R(s) > 1
félsikban konvergens ((s)-t holomorfan kiterjeszthetjitk az egész komplex sikra (az s = 1
kivételével ahol polusa van), tovabba, hogy a zéta-fiiggvény zérushelyei kapcsolatban allnak

a primek eloszlasaval. [7]

~

-
4.1.1. Definicid. Legyen s € C dgy, hogy R(s) > 1. A Riemann-féle zéta-figguényt az
alabbi Dirichlet-sorral definialjuk:

()= =

5"
n:ln
N\ J

~N

p
4.1.2. Allitas. A ((s) figguény abszolit konvergens, és holomorf a R(s) > 1 félsikban.
J

¢

Bizonyitas. Legyen oy > 1. Ha R(s) > oy, akkor

1
ns

Mivel 30, n=7° konvergens, a Weierstrass M-teszt (3.1.3) szerint a > oo, n~* fiiggvénysor
egyenletesen konvergens a R(s) > oy tartoméanyban.

$ = e~*I"" holomorfak, ezért a Weierstrass-tétel (3.1.1) alapjan

A tagfiiggvények s — n~
az Osszegfiiggvény holomorf az R(s) > oy tartoméanyban. Mivel og > 1 tetsz6leges, ezért
((s) holomorf az R(s) > 1 félsikban. O

Az s =1 pontban a ((s) divergens, ezért a konvergencia- és abszolit konvergenciaabsz-

cisszakra: o, = o, = 1.
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( )
4.1.3. Megjegyzés. A 3.1.2 kévetkezmény szerint a  figguény a o > 1 félsikban

tagonként differencialhato. Specidlisan:

\§ J

Ennek oka, hogy R(s) > 1 esetén ((s) = Y ,>1n"° abszolit konvergens sor, igy a

konjugdlds tagonként elvégezhetd és n=° = n—5. Az azonossdq az analitikus kiterjesztés

egyértelmisége miatt kiterjed a teljes tartomdanyra.
\

J
4.2. Euler-szorzat és kovetkezményei
Most kimondjuk és bizonyitjuk a zéta-fliggvény primszorzat-alakjat:
r 2
4.2.1. Tétel (Euler-szorzat). Minden o > 1-re:
1
&) = [1—— (4.1)
Pl - —
pS
ahol a szorzat minden p primre megy.
\ y

Bizonyitas. Legyen o = R(s) > 1. Ekkor p primre teljesiil, hogy
Pl =p7 <1,

tehat az
1

(o)

—ks

—~=>.p "
L=p™ 5

geometriai sor abszolut konvergens. Rogzitsiink egy g > 2 egész szamot, és tekintsiik a

1 oo
P = = —ks
Q(S) H 1 _ p_s e <k:0p )

r<q

részszorzatot. A szorzatban véges sok tényezd szerepel, ezért ki tudjuk fejteni. Az

egyértelmli primtényezos felbontds miatt ebben pontosan egyszer fordul el6 minden olyan
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n egész szam, amelynek az 0sszes primosztoja kisebb mint ¢. Tehét

1
Pq<5): Z ne
n>1
pln=p<q

és a kiillonbség

1
()= Pls) = X -
Hp;l;lp\n

Most ezt fogjuk becsiilni.
Mivel n < q esetén n minden primosztéja kisebb ¢, ezért ezek az n-ek szerepelnek

szerepelnek P,(s)-ben, igy a killonbség abszolutértékére

n>q ne q—o
Tehat P,(s) — ((s), vagyis
1 1
¢(s) = lim -~ = -
—)OO;J;[(Z 1 —p S ];[ ]_ —-p s
U
(4.2.2. Kovetkezmény. A ((s)-nek a o > 1 félsikban nincsen zérushelye. ]

4.2.1. A logaritmikus derivalt és a von Mangoldt fiiggvény kap-

csolata
4 )
4.2.3. Tétel. Legyen s € C és o := R(s) > 1. Ekkor
2. Inn
((s)=-> o (4.2)
n=1 n
¢(s) _ = An)
— = . 4.3
o)~ )
[2]
N J
Bizonyitas.
Tagonként derivalva:
d & > d s > Inn
/ _ -5 _ 2 ( _—slnn — —1 -5 _ _ )
1= S = E ) = S = £
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A 4.2.1 Euler-szorzat alapjan In((s) = — >, In(1 — p=*). Mindkét oldalt derivalva:

((s) _ —p’lnp
¢(s) zp:l—p*s’

mert 4 1In(1 — p~*) = 222, Ebbl adédik

1—-p—s
((s) «phnp ~Slhp & An)
W) 2 ip e X w

mert a kettds sszegben a (p, k) parok pontosan a n = p* primhatvanyokat futjak be, és

A(p*) = Inp, és nem primhatvanyokra A(n) = 0. O

4.3. Analitikus kiterjesztés R(s) > 0-ba

A Riemann-féle zéta-fiiggvényt a o > 1 félsikon konvergens Dirichlet-sorral definialtuk,
azonban sziikségiink van arra, hogy ((s)-t a konvergenciatartoményon til is értelmezziik.
Ismert, hogy ¢ holomorf médon kiterjeszthetd a komplex sik egészére, kivéve az s = 1
pontot, ahol elsérendii pélusa van. A negativ paros egész szamokban (—2,—4,—6,...)
elsérendii zérusai vannak (ezeket hivjuk trividlis gyokoknek), és Riemann azt sejtette, hogy
a fiiggvény minden nemtrividlis zérusénak valos része 1. [7]

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy ((s) holomorfan kiterjesztheté a jobb félsikra

(R(s) > 0) az s = 1 pont kivételével, ahol elsérendii pélusa van 1 reziduummal.

4.3.1. Lemma. Legyen N € N pozitiv egész és o = R(s) > 1. Ekkor

i 1 N . o {x}

n=N+

dx

s—1 N xSt

ne
n

Bizonyitas. Legyen f(z) =27° és A(x) = Xnepe, 1 = (2] — N. A 2.2.1 Abel-formula

szerint minden egész m > N-re

S L= A~ [ AW )
n=N+1
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Felhasznélva, hogy |z| — N = (x — N) — {z}:

m m oy — N m
3 7:(LmJ—N)mS+3/ i d:v—s/ {+}1
N1 1 N s N 2%
Az integralra
my—N o S 1—s 1—s —s —s
S/N @ s—l(m - N )—i—N(m - N ),
igy m 1 les
Yo —= —5/ {m}ldx—l—(tmjms— i mls).
vyt os—1 N x5t s—1

Ha o > 1, akkor |m|m™ — 0 és m'~* — 0, tehat m — oo hatdrmenettel adédik az allitas.
UJ

4.3.2. Tétel. A ((s) figgvény holomorf mddon kiterjesztheté az R(s) > 0 félsikra, az

s =1 pont kivételével, ahol elsérendi polusa van Ress—1 ((s) = 1 reziduummal.

Bizonyitas. A 4.3.1 lemma alapjan barmely N € N pozitiv egészre és o > 1-re

(= L4V, I iﬁ}l da. (4.4)

n s—1 N

Tetszoleges og > O-ra, a {x} < 1 miatt

< {zr} < dx
/N xs+1dm| = /N xotl < 00,

egyenletesen majoréalja az integralt, tehat az R(s) > op-ban holomorf fiiggvényt 4llit elé.

A (4.4)-ban a jobboldal minden tagja holomorf R(s) > 0-ban, kivéve = amelynek

s—17

s = 1-ben elsérendi pélusa van és reziduma N° = 1. O

4.4. Fels6 becslések |((s)|-re és |('(s)|-re

4.4.1. Lemma. Legyen s = o + it gy, hogy o > % és |t| > 3. Ekkor

C(s) =) i +0(1),

n<t2

Bizonyitas. Legyen N = [t?]. A 4.3.1 lemma szerint (o > 0 mellett)

1 Nt < {r}
C(s) = + s xsﬂdx.

— — —
nn T s—1 N
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Innen
1 Ni=s o {r}
%*%mﬁer%|w
< Ni=e s < dx Ni=e N |s]
s = :
~ s —1 N z°tl  |s—1] oN°

Mivel |s — 1| = ’(a -1) ~|—it’ > |t|, tovdbba N < 2 és N > t? — 1, ezért

Nl-co (tZ)l—a B |t|2(1—a)

< = <1 (o >
s — 1 t] 2]

),

N

illetve 0 > 1re N7 > (2 = 1)V/2 = /12— 1, és |s| = |0 + it| < o +|t], igy

|| < o+t 1 N L1 N 1
oN° “ot2—1 VE2—-1 ovt2—1 i2—-1 g\/l_%'

t

A jobb oldal [t| > 3 mellett korlatos, tehat

1
n<t? n
0
s N
4.4.2. Tétel. Legyen C > 0 tetszdleges. Ha |t| > 3 és
o = R(s) > max 1—L,0 )
In |¢|
akkor
(a) ¢(s) = O(In]t]),
(b) ¢'(s) = O(In* |¢]),
\ y

Bizonyitas. (a) Elég |t| > T-re egy kelléen nagy T' alsé korlat mellet bizonyitani, mert
a 3 < |t| < T tartoméany kompakt, igy ott ¢ korlatos. Ezért valaszthatjuk T-t ugy, hogy
1— ﬁ > % teljestiljon.

Legyen N = [t?]. Az el6z6 4.4.1 lemma szerint o > 3, [t| > 3 esetén

(=3 L1 o0)

n<N
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Tovabba n < N < t% mellett

1

nS

2C
— i — lnl—a _ 16(1—0) Inn < le(l—cr)ln(tQ) < 67

ne n n n n

C
mert 1 — o < —— és In(t?) = 21n [¢|. Ezért
In |¢]

ns

L0 <Y L4 0(1) = ot t).

n<t2

IC(s)] < D

n<N

(b) Elég [t| > e“*2 esetén igazolni. Legyen r := 1/1In [t|, és vegyiik a B(s,r) zart kort.
Ha w € B(s,r), akkor R(w) > o —r, igy

C 1 C+1 C+2
Rw)>1—— -~ 1S5, &*2
Injt| Inl|tf In |¢| In |¢]

Tehét az el6bb bizonyitott (a) allitas szerint kapjuk, hogy

max |((w)| = O(In|t]).

weB(s,r)

A derivaltra vonatkoz6 Cauchy-formula szerint

=g [

- Tm —s|=r (w — 8)2
amibol

Xjw—s|=r |C Xjw—s|=r |§
(o) B G0 _ i GO0 _

C'(s)] < Inft]) - In [t] = O(In* [¢]).

1
27

O

4.5. Alsé becslés és zérusmentes tartomany

4.5.1. Lemma. Minden x € R esetén

3+ 4cosx + cos2x > 0.

Bizonyitas. Felhasznaljuk az cos 2z = 2 cos?x — 1 azonossagot. Ekkor
3+4cosx+cos2r =3+4dcosz+ (2cos’r—1) =2+4cosz+2cos’ x = 2(cosx+1)% > 0.

O
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4.5.2. Lemma. Ha o > 1, akkor minden t € R valosra:

1C(@)B|¢(o + it)|4|¢ (o + 2it)| > 1.

Bizonyitas.
Vegyiik a logaritmusat és alkalmazzuk az 4.5.1 Euler-szorzatot:
1n(|<(o)y3|g<a i)Yo + 2it)|> = 31n[C(0)| + Al [C(o + it)| + In |¢(o + 2it)]

=3RIn((0) +4RIn (0 +it) + R1In (o + 2it)

1 ) )
= §RZ Z W (3 + 4p71kt + pz2kt)'

P k>l
Mivel R(p~*t) = cos(ktInp) és R(p~12k*) = cos(2kt In p), kapjuk, hogy

1
kpka

in(I@F o+t +2i)]) = 53

P k>1

(3 + 4 cos(kt In p) + cos(2kt lnp)>.

A 4.5.1 lemm&bdl kévetkezik, hogy ez pozitiv:
In([¢() (0 + )| "lo(o +2it)]) > o
Végiil exponencialassal kapjuk, hogy
C(@)PI¢ (e +it)[*[¢(o + 2it)] > 1.

O

4.5.3. Tétel. Léteznek b, c > 0 konstansok gy, hogy ha |t| >3 éso >1— akkor

_<
In® |t]’

b
(I [¢])7

(0 +it)] >

Bizonyitas.

A 4.4.2 tétel miatt léteznek C;, Cy > 0 konstansok tgy, hogy o1 > 1, |t| > 3 esetén

1

Clor +2it)| < Culnfel,  [Cl@+in] < Gl (1=

<x<op). (4.5)

c
In® |¢|

tlejesiiljenek) tovabba legyen o1 = 0 + 2d. A 4.5.2 lemmabdl (o7 > 1 miatt) kapjuk, hogy

Legyen ¢ := W}chg <lésd:= < 1 (valaszthatunk elég nagy Cs-t ahoz, hogy

C(01) P|¢ (o1 + it)]*[¢(or + 2it)| > 1,
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tehat
C(oy +it)] > [¢(a0)| (¢ (o1 + 2it)[ 7%,

Mivel oy > 1 mellett n=7* < [ | x~7'dx, ezért

o dx
<1+/ — =1+
Clow) = 1 xo

és fgy [C(on)[ 7% > (d/2)*/".
Felhaszndlva a (4.5) egyenlétlenségeket

d3/4

' D mp = ¢
C(oy +it)| > <2> (Crln ft))=/" = i )/

ahol Cjy 1= 273/4C7 ™,

A Newton-Leibniz miatt

o1

C(og +it) — (o +it) = / ('(x + it)de,

g

tehat

o1 3/4

¢l +it)] = |¢(or +it)| — /a ¢ (z + it)|dz > C?’W

Behelyettesitve d-t

. Cs\* 1 b
(o +it)] > 202(4@) (I [t)? — ([t

ahol
Cs C§

4

4.6. Zérusmentesség a R(s) =1 egyenesen

Ebben a részben megmutatjuk, hogy
C(1+idt) #0 (t € R),

azaz ((s)-nek a o = 1 egyenesen sincs zérushelye.

— Cy2d(In |¢])2.



4.6. Zérusmentesség a R(s) = 1 egyenesen 44

4.1. abra. A Riemann-féle ( fiiggvény abszolutértékét abrazolja a kritikus savban és
kornyezetében. A vilagos szinek nagy, mig a sotét szinek kis fiiggvényértékeket jelolnek. A
szaggatott fehér vonalak a 0 = 0 és 0 = 1 kritikus sav hatarat, a piros folytonos vonal a

o = 0,5 kritikus egyenest mutatja. A legsotétebb pontok a nemtrivialis zérushelyeknek
felelnek meg.
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4.6.1. Tétel. Ha t # 0, akkor
C(1+1t) #0.

Bizonyitas. A 4.5.2 lemmabdl tudjuk, hogy minden o > 1 és t € R esetén
[C(@)P[¢(o +it)[*|¢ (o + 2it)] > 1.
Irjuk ezt 4t a kovetkezd alakba gy, hogy (o — 1)-gyel szorzunk és osztunk:

C0+zt
oc—1

(0—1)-(c—1) ’ IC(o + 2it)] > 1. (4.6)

Indirekt tegyiik fel, hogy ((1 + it) = 0 valamely ¢t # 0-ra. Mivel ¢ holomorf az s = 1 + it

pontban, ezért

lim (lo+it) _ lim C(o +it) — C(1 +at)

_ ! y
o—=1+0 g —1 o—14+0 o—1 o C (1 T Zt)’

tehat ez a hatarérték véges. Tovabba (-nak s = 1-ben elsérendii pélusa van 1 reziduummal,
igy

i (0~ 1)¢(0) = 1.
Végiil t # 0 miatt ¢ holomorf a 1 + 2it pontban, tehét |((o + 2it)| — |¢(1 + 2it)| < oc.

A fenti egyenlétlenség bal oldala ezért, ha o — 1 jobbrdl, akkor

Ca—i-zt

(7= 1)+ I = Do) [~ 2

| |C(o 4 2it)| — 0- 1% |¢'(1 44t)|* - [¢(1 + 24t)| = 0.

Igy alkalmas o-t valasztva a bal oldal kisebb lesz mint 1, ami ellentmond (4.6) egyenl6t-

lenséggel. 0

4.7. Kovetkezmények a logaritmikus derivaltra

4 )
4.7.1. Kovetkezmény. Létezik ¢ > 0 konstans gy, hogy a Riemann—C fiigguény nem
nulla a komplex sik azon részén, amely a kiovetkezd folytonos gorbétol jobbra helyezkedik

el (a gorbét is beleértve):

1
- —— |t| >3,
o — cln” |t]
o 1
11— 0 o) |t| S 37
cln’ 3
\ Y,

Bizonyitas. A 4.5.3 tételbdl kovetkezik a |¢t| > 3 eset.
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Tekintsitk a K := {s € C: 0 < R(s) < 1, [I(s)] < 3} kompakt halmazt. A (

meromorf, zérusai izolaltak, ezért K-ban csak véges sok zérusa van. Legyen
M = max{R(p) : p € K, C(p) = O}.

A 4.6.1 tétel szerint ((1 + it) # 0 minden ¢ # 0 mellett, igy M < 1. Valasszunk ezért c-t
gy, hogy

1— > M
cln®3
OJ
s : N
4.7.2. Tétel. Létezik b > 0 tgy, hogyt >3 éso > 1 — 7 esetén
cln
!/ t
GOt _pmos,
C(o + it)
\ y

Bizonyitas. A 4.5.3 tétel szerint
|C(o +it)| > by(In]t])~7,

tehat
1

[C(o +it)]

Mésrészt a 4.4.2 tétel (b) pontja szerint [¢'(o 4 it)| < bo(In |t])2. Igy

< (In|t])".

< by(In[t))7 - ba(In [t])? =: b(In [¢])°.

(o + it)| _ ¢ (0 +it)|
C(o +1it) |C(0 + it)|



5. fejezet
A primszamtétel bizonyitasa

Ebben a fejezetben az eddigiekben bevezetett eszkozoket felhasznalva levezetjiik a prim-
szamtétel komplex fliggvénytani bizonyitasiat Landau érvelését kovetve [1]. A bizonyi-
tas alapjaul a sulyozott von Mangoldt-6sszeg integralreprezentacioja szolgal, amelyet a
zéta-fiiggvény logaritmikus derivaltjanak integraljaként fejeziink ki a korabban targyalt
magfliggvény segitségével. Ezt az integralt kozelitjik, gy hogy egy zart gorbére felirjuk,
majd ezt reziduumtétellel és a zérusmentes tartomany ismeretében kiszamoljuk. Ezutan a
gorbe szakaszain az integralt becstljiik, ezdltal egy aszimptotikat kapunk a silyozott von
Mangoldt-6sszegre. Végil a kapott Osszefiiggésb6l levezetjiik, hogy ¢ (x) ~ x, ami az 2.3.3

ekvivalencia-tétel alapjan igazolja primszamtételt.

5.1. Integralreprezentacié a silyozott von Mangoldt-

osszegre

5.1.1. Allitas.

1 2tice  ('(s)ds
J,

3
— —_— x RS
n 2mi Jo—ico ~ ((8) 8%

Bizonyitas. Legyen z > 0 tetszOleges pozitiv szam. A 4.2.3 tétel miatt o > 1 esetén

) _ Al
C(S) n=1 nS
Szorozzunk x°/(2mis?)-tel majd (az egyenletes konvergencia miatt) a 3.3.4 4llitas szerint

integralhatunk tagonként:

1 24T ('(s)ds 1 /2+iT 0 <x>s ds @ 1 /24T /2N\5 ds
— 518088 A (2) S =X am- o [ (5) S
2mi /Q—iT ’ C(s) s 2mi Ja—ir Ez:l (n) n/ s? 2 A) 27mi Jo—ir \n/ s?

n=1

47
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A 3.4.3 lemmat hasznélva kapjuk:

— A N N B v _
211 /2—iT (n> 52 n n (T’I’L2) (n <x),
1 2+iT /1 \ S ds 2
o~ — | =1 <0(=—
2mi /2—Z'T (n) 2| — (T 2) (n>x),
fgy
1 2+4T C/(S) ds . 2 A(n)
2 e e 2 A= 0(7 - 5.1
‘ i e ¥y~ S A =0 L (5.1
Mivel a (5.1) jobb oldal 7" — oo mellett 0-hoz tart, ezért
T 1 2+i0c0 C’(S) ds
A 1 —_ = —7/ S o
é (n) nn 271 Jo—ico * ¢(s) 52’
O

5.1.2. Megjegyzés. Ha T := x*-et helyettesitink az (5.1) egyenletbe, akkor kapjuk,
hogy

1 2-+iz? "(s) d
/; #EE 8 L o),

5= -

—iz2  ((s) s?

5.2. Az integral kozelitése zart vonalintegrallal

Ebben a részben felirjuk a fenti integralt egy zart gorbére azért, hogy a residuum tétel
segitségével ki tudjuk szamolni. Ehez felhasznéaljuk a korabban meghatarozott zérusmentes

tartoméanyt.

5.2.1. A gorbe

A T gorbe hat darab egyenként C! szakaszbdl 4ll, ezek végpontjai sorban a kévetkezok:

A=2— 2%, B =2+ 2%,

1 1
C=1——5— +27%, D=1—-—5—+3i,
cln®(x2) o cln’(3) !
1 1
E=1-—¢% —3i, F=1-—3  —z%
cln”(3) ' cln”(22) '

Itt ¢ a 4.7.1 kovetkezményben szereplo konstans. A I' gorbében AB, BC', DE, FA
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egyenes szakaszok valamint a C'D a

1
o=1-——5, 2 >t>3,
cln”t
gorberész, mig az EF' a
1 L 3>t > —a?
o= — —x*,
cln?(—t) .
gorberész (1d. 5.1 abra).
it o ‘ 2
C B

5.1. abra. Az ABCDFEF A gorbe.

Mostantdl tegyiik fel, hogy = > v/3. Tekintsiik az
/ z* (s
s ()

integralt, és erre akarjuk a residuum tételt alkalmazni.
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5.2.2. Szingularitasok és reziduum

AR ) , . , -y ¢'(s)

Az — fiiggvény a tartomdnyban és a hataran holomorf, és s = 1-ben az értéke z. A (s)
s s

fliggvény a tartomanyban és a hataron holomorf, a bels6¢ s = 1 pont kivételével, ahol

elsérendii polusa van, residuuma —1. Igy a residuumtétel a kovetkezét adja:
/ ° C’s +/ @* ¢(s) / @ ¢(s) ij(’(s)ds
A 2 ((s) (s) () D s%((s)
) Aat(s)

SC/(S B .
2 (s) ds + ) (s) ds = —2mix

(5.2)
_l’_

5.3. Szakaszonkénti becslések a gorbe mentén

Most a I’ gorbe minden szakaszdn adunk egy nagysdgrendi becslést az integralra. Igy

kapunk egy nagysagrendi becslést a vonalintegril egészére Landau érvelését kovetve. [1]

5.3.1. A BC és FA szakaszok becslése

A 4.7.1 utolso egyenlotlenség, valamint a 4.1.4 megjegyzés szerinti szimmetria miatt

Fats), [Ca((s)
L sl 7™

2 pota’i (’(a—i—:ch)d
p— O—
- e (0 + 2%i)? ((0 + x210)
2 z°
9/ 2
<bln(x)/_191202+x4d0
9 (22)
In”(2?)
bIn’ 2/ > e — 2 .
< bln’(z) o x4 x?
bt Pergls), (O d) In?
x5 (' (s x5 (' (s n’xr
TSy :/ TS\ g . .
/A s? ((s) i ¢(s) ° O( x? ) (5:3)

5.3.2. A DFE szakasz becslése

Az DE szakasz hossza 6, és ott a 4.7.1 szerint

L@ ),

52 ((s)
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valamilyen M konstansra. Ugyanakkor ott
’1‘8’ = gjliclr}93

is teljesiil, ezért a trivialis becsléssel:

Pt ((s) —
[ 5Sn olera). o

5.3.3. A CD és EF gorbék becslése
Cat'(s) , _ [Fat(s)
b war® =l wear

22 gle eyt C’(l cln : + Zt) 9 .
a -
3 1

+1
2 10
. ; ctln™t
(1 Clnt+zt> C(l )
In? tdt)
2

clngt 9 272 xliﬁ
< bIn’ ¢ ( 1) dt = O /
/ n’ c¢-3In'°3 * ( 3 2
¥ T emIt
~0 (;;; 1n9x/3 . dt) . (5.5)

1
1\0/1n;r 2
3<e < x°.

Ugyanugy a 4.7.1 miatt

Legyen x elég nagy, hogy

A (5.5)-ben szerepl6 integralt két részre bontjuk, ezeket az e Vinz valasztja el, ekkor adédik:

z2 clngt cln9t clngt
/3 - + /10 Vinz
c1n9 (e 19 In z) ln?ﬁ dt a? dt
<x - T Y

3 t? e Vinz {2

-— dt © dt
<x“1nwz/3 t2+/81°¢m72
— O <€—i1n110 z) + 0] <€—ln110 x) — O <6_% lxo/lnm> ]

Ha ezt behelyettesitjik (5.5)-ba,

Cad(s),  Fatd(s), 1 Whe
/D SQC(S)ds—/F 2 C(S)ds—O(:clngx e ! ),
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5.4. A bizonyitas lezarasa

_ 1
=0 (:re Hlnw) (5.6)
mert 1o ) )
10
. lngx'e—z Vinz y y9_e—21%@ . jwo_e—;z
1m = |lim ¥—— = lim

T—00 e_illllnz Yy—+00 —711/5 Z—00 e—zg
9
) 2990_ e?

200 po%

A (5.3), (5.4) és (5.6) osszefuiggéseket behelyettesitjik (5.2)-b

/B i C,<S)d$ = /;er% x:C’(s)ds = —2mix + O (x cIn? z) +0 (113523:) +0 (:Be_ Wﬂ)

(5.7)

A 5% ((s) o2 82 ((s)
= —2miz + o(z).
vagyis a 5.1.2 megjegyzés miatt:
> An ln — =z + o(x).
n<x
5.4. A bizonyitas lezarasa
5.4.1. Kapcsolat a silyozott 6sszeg és >, <, @ kozott
> A(n) ln— Z(?ﬂ(ﬂ) —(n — 1)) ln%
nlx n<lx
T
_§¢ @_qn+0+m)LﬂH
x
= nzgjb(n)ln (1 + n> + ¥(x)In a1
Felhasznalva, hogy . . .
w(1+7) =7 +0(3)
a (5.7)-bdl és a (5.8)-bol kovetkezik:
z+o(z) => ¥(n) +O(Zw >+O<¢() 1n~”6+1>
nlx nlx xr
¥(n) 1
—7; - +0 ngzcnlnn O(xlnx az)

= EZL + O(In*z) + O(In2),

n<x

(5.8)
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tehat
v Y0 o). (5.9)
n<x n
5.4.2. ¢Y(x) ~ x levezetése
5.4.1. Tétel.
lim M =1,
T—r 00 x
amibol a 2.3.3 tétel alapjin kovetkezik az 1.1 primszdmtételt.
Bizonyitas. Legyen 0 > 0 valds szam. Ekkor (5.9) alapjan
|z+d0x |
> ¥(n) = dx + o(x).
n=|z|+1
Marpedig
|z+ox] w n [z+dz] 1 [z+dz] w n x40z 1
> Wity &y Weye v L
n=|z]+1 n n=|z]+1 n n=|z]+1 n n=|z]+1 n
tehat az alabbiak miatt:
|z+dz] 1
Z —=1In(l1+9)+o(1),
n=|z]+1 n
() (In(1 +0) + 0(1)) < oz + o),
Y(x + ) (ln(l +6) + 0(1)) > o0z + o(x).
kovetkezésképpen
J+o(1) )
< 7. = 1
> . A1
1/J(x+51:)_ln(1+6)$+0($) (5.11)
vagy, ha (5.11)-ben = helyére . j_ (5—‘5 helyettesitiink,
o=@ (5.12)

Y@ 2 Lag sy 1es oW

Az (5.10) egyenlet szerint

lims (z) < 0
ool 1 T In(1+9)
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minden d > 0 esetén, igy a

li 0 1
m-——-=
5—0 ln(l + 5)
hatarérték miatt
lim sup Ylz) <1. (5.13)
T—00 xr

Az (5.12) egyenlet szerint

liminfw(m)z i . ! ;
=00 In(1+9) 149§

lim inf ¥(z)

T—00 x

Kovetkezésképpen (5.13) és (5.14) miatt

> 1. (5.14)

lim P(z)

T—r 00 x

= 1.

A bizonyitasbdl pontosabb becslésekkel a
P(z) =2+ O(m exp(—c(ln x)1/11)>

hibabecslést nyernénk valamely ¢ > 0 konstanssal [1]. Igy a (2.9) felhasznaldséval kapjuk,
hogy

m(e) = ——+0 ((lnxx)2> ,

vagyis a relativ hiba O(1/Inz).

Ha igaz a Riemann-sejtés és minden nemtrividlis gyok a Rs = % egyenesre esik, akkor a
primszamtétel hibajara a i (x) = 2+O0(2'/?In* x) és 7(z) = Li(z) +O(x"/? In x) becsléseket
kapnank.

A sejtéstol fliggetlentl is vannak jelentés eredmények a zérusmentes tartomany ponto-
sabb behatérolasara. 1899-ban de la Vallée-Poussin belatta, hogy ((s) # 0, hao > 1— lr17|t|’
amibdl

Y(x)=x+0 (xe_“m)

m(z) = Li(z) + O (xe_bm>

kovetkezik. Illetve Vinogradov 1958-ben igazolta azt, hogy ((s) # 0,
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C
ha o >1— -
a o (111 |t|>2/3(1n In |t|)1/37 amil pedig a

¥(z) = 2+ O (zexp (—a(in2)**(nmz) %))

és

m(x) = Li(z) + O (x exp (—b(ln $)3/5(1n In $)1/5)>

becsléshez vezet.

Dirichlet 1837-ben igazolta, hogy ha a és g relativ primek, akkor az a modulo ¢ mara-
dékosztalyban végtelen sok prim van. A szamtani sorozatokra vonatkozd primszamtétel a
Dirichlet-féle L-fiiggvények segitségével bizonyithatd, hogy ha w(z,q,a) a primek szamat

jeloli @ modulo ¢ maradékosztalyban, akkor

Li(z)
©(q)

m(x, q,a) ~

9

és a hibatagra a fentiekhez hasonld, a megfelel6 L-fiiggvények zérusmentes tartomanyatol
fiiggd becslések adhatok. [6, 10, 11]



Osszegzés

A dolgozat a primszamtétel klasszikus, komplex fiiggvénytani bizonyitasat tekintette at
Landau nyomén. Az els6 fejezetekben bevezettiik a szitkséges (7(z), 9(z), ¥(x) és A(n))
szamelméleti fliggvényeket és az aszimptotikus jeloléseket, majd elemi becslésekkel igazoltuk
a Csebisev-fiiggvények nagysagrendjét, valamint a primszamtétel ekvivalens alakjait. Ezt
kovetden oOsszefoglaltuk a komplex fiiggvénytan és a Dirichlet-sorok elméletének azon
eszkozeit, amelyek a Riemann-féle zéta-fiiggvény vizsgalatdhoz sziikségesek. Bizonyitottuk,
hogy a ((s) analitikusan kiterjeszthet6 a o = 0 egyenesig, az Euler-szorzatot, a logaritmikus
derivalt és a von Mangoldt-fiiggvény kapcsolatat, valamint belattuk, hogy a zéta-fiiggvény
nem veszi fel a 0 értéket a R(s) = 1 egyenesen. Végil egy specidlis magfiggvény és a
reziduumtétel segitségével levezettiik a ¢ (z) ~ x aszimptotikat, amelyrol belattuk, hogy

ekvivalens a primszamtétellel.
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