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Köszönetnyilvánítás
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Bevezetés

A szakdolgozatom célja a holomorf függvények vizsgálata az egységkörben és a felső félsík-
ban. Ezen függvények tanulmányozásához a Blaschke-szorzatok adnak lehetőséget. Mint
a komplex síkban a polinomok a sík automorfizmusainak szorzatai, addig az egységkör-
ben ezt a szerepet Blaschke-szorzatok töltik be. A szakdolgozat folyamán sok hasonlóságot
fogunk látni a két függvények között. A véges Blaschke-szorzatok és a polinomok párhuza-
mának kiteljesedése a Gauss-Lucas tételekben fog megnyilvánulni. Az eredit Gauss-Lucas
tétel a polinom deriváltjának zérushelyei és a polinom zérushelyei közötti kapcsolatot vizs-
gálja euklideszi geometriában. Viszont ha a körhöz jobban illő hiperbolikus geometriával
elemezzük a Gauss-Lucas tételt, akkor ugyanaz mondható el a Blaschke-szorzat kritikus
pontjainak és zérushelyeinek kapcsolatáról (hiperbolikus geometriában), mint a polino-
moknál (euklideszi geometriában).

A szakdolgozatom második felében a végtelen Blaschke-szorzatotok tulajdonságait és
szerepét fejtegettem az egységkörön korlátos holomorf függvényekkel kapcsolatban. Meg-
mutatjuk, hogy helyezkedhetnek el a zérushelyei egy korlátos holomorf függvénynek, majd
végül karakterizálni fogjuk az egységkör belső függvényeit. A szakdolgozat azzal fog vég-
ződni, hogy a körben elért eredményeket átvisszük a felső félsíkba és ott is kimondjuk a
megfelelő tételeket.
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1. fejezet

Komplex függvénytani alapok

1.1. Alapismeretek

Ebben a fejezetben ismertetjük a komplex függvénytan alap fogalmait és tételeit, amikre
hivatkozni fogunk majd a témakör bemutatása közben. Mivel ezen állítások közül pár
előkerült az alapképzés tanóráin is, így ezek igazolásától, bizonyításától eltekintünk.

1.1.1. Definíció. Az f : C → C függvényt a z0 pontban (komplex értelemben) differenci-
álhatónak nevezzük, ha értelmezve van a z0 pont egy környezetében és létezik a véges

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

határérték.

1.1.2. Definíció. Legyen Ω ⊆ C tartomány. Az f : Ω → C függvényt holomorfnak
nevezzük, ha w minden pontjában komplex értelemben differenciálható.

A komplex függvénytan célja a holomorf függvények vizsgálata. Már többváltozós ana-
lízisből ismert, alapvetőbb tulajdonságaik, az w-n vett folytonosság, a derivilási szabályok
(összeg, szorzat és kompozíció deriválása). További egyedi tulajdonsága a holomorf függ-
vényeknek az ekvivalenciájuk az analitikus(hatványsorba fejthető) függvényekkel, ebből
következik hogy a C1 = C∞. Továbbiakban a függvény alatt egy, f : Ω → C komplex
függvényt fogunk érteni( ahol Ω ⊆ C tartomány)

1.1.3. Definíció. Legyen f : Ω → C f(z)=u(z)+iv(z) azt mondjuk, hogy f(z) harmonikus
ha mind u(z) és v(z) harmonikus, azaz teljesítik a Laplace-egyenletet(∂

2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

= 0).
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1.1.4. Definíció. Legyen f(z) holomorf z0 pontban. Azt mondjuk, hogy f(z)-nek a z0 pont-
ban n-szeres multiplicitással zérushelye van, ha f(z0) = f ′(z0) = ... = fn−1(z0) = 0 és
fn(z0) ̸= 0.

1.1.5. Definíció. Ha f(z) holomorf z0 egy Ḋ(z0, r) pontozott környezetében, akkor a z0

pontot izolált szingularitásnak nevezzük.

1.1.6. Definíció. A z0 pontot f(z) megszüntethető szingularitás helyének nevezzük, ha
létezik valamely D(z0, r) környezetben egy holomorf g(z) függvény, amelyre

g(z) = f(z) ∀z ∈ Ḋ(z0, r)

A g(z) függvényt, a f(z) holomorf kiterjesztésének nevezzük. Továbbá vegyük észre, hogy a
definícióból következik, hogy limz→z0f(z) = a határérték létezik és véges.

1.1.7. Definíció. Azt mondjuk, hogy az f(z) függvénynek a z0 pontban n-edrendű pólusa
van, ha az 1

f(z)
függvénynek a z0 pont megszüntethető szingularitás helye és 1

f(z)
holomorf

kiterjesztésének a z0 pontban n-szeres zérushelye van.

1.1.8. Definíció. Az f(z) függvényt a w tartományon meromorf függvénynek nevezzük,
ha holomorf, vagy csak pólus szinguralitásai vannak.

1.1.9. Definíció. Legyen f : Ω → C holomorf és injektív leképezés, ekkor f(z) egy konform
leképezés.

1.1.10. Tétel. (Cauchy intergál-formula körlapra) Legyen f(z) holomorf függvény w tar-
tományon és z0 ∈ Ω, r ∈ (0,∞) úgy, hogy D(z0, r) ⊆ w. Ekkor

f(z) =
1

2πi

∫
∂D(z0,r)

f(ζ)

z − ζ
dζ ∀z ∈ D(z0, r)

1.1.11. Tétel. (Inverzfüggvény-tétel) Legyen f(z) egy holomorf és injektív leképezés a Ω

tartományon. Ekkor f(Ω) is tartomány, amin f−1 holomorf és

(f−1)′(f(z0)) =
1

f ′(z0)

1.1.12. Tétel. (Maximum-elv) Legyen f(z) holomorf Ω tartományon. Ha f(z) nem kons-
tans, akkor az |f(z)| függvénynek nincs lokális maximuma Ω-ban.
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1.1.13. Következmény. A maximum-elv következménye, hogy ha f(z) nem konstans és
holomorf Ω tartományon, folytonos w-n, akkor |f(z)| maximumát csak is ∂w-n veheti fel,
azaz

|f(z)| ≤ max
ζ∈∂Ω

|f(ζ)| ∀z ∈ w

1.1.14. Tétel. (Unicitási tétel) Legyen f és g holomorf az Ω tartományon, z0 ∈ Ω. Tegyük
fel, hogy a zn → z0, zn ̸= z0 ∀n pontsorozaton f(zn) = g(zn) ∀n-re. Ekkor f(z)=g(z)
(∀z ∈ Ω)

1.1.15. Tétel. (Logartimus holomorfága) Ha f(z) holomorf az egyszeresen összefüggő Ω

tartományonés f(z) ̸= 0 ∀z ∈ Ω, akkor létezik w-n olyan λ(z) holomorf függvény, amely-
re eλ(z) = f(z) ∀z ∈ Ω.

1.1.16. Tétel. (Az algebra alaptétele) A komplex számok teste algebrailag zárt. Másképpen
minden p(z) ∈ C[z] nem konstans polinomnak van olyan zérushelye, vagyis ∃z0 ∈ C :

p(z0) = 0.

1.1.17. Lemma. (Fatou-lemma) Ha f1, f2, ... függvények mérhetők, akkor∫
X

(liminf fn)dµ ≤ liminf

∫
X

fn

1.1.18. Lemma. Legyen g egy mérhető pozitív (g(z) ≥ 0) függvény és∫
X

g dµ = 0

akkor g=0 majdnem mindenhol (azaz csak egy nullmértékű halmazon kívül mindenhol 0).

1.2. Az Aut(D) tulajdonságai

A későbbi témánkhoz elengedhetetlen, hogy megismerjük az egységkör automorfizmu-
sainak algebrai és analitikus tulajdonságait. Mielőtt elkezdenénk tárgyalni őket, előtte
bebizonyítunk egy lemmát, ami sokat fog segíteni nekünk az Aut(D) megértésében.

1.2.1. Definíció. (Schur-osztály) A Schur-osztályon az alábbi komplex függvényeket ért-
jük

S = {f : D → D−1 : fanalitikus}

1.2.2. Lemma. (Schwarz-lemma) Legyen f ∈ S és f(0) = (0). Ekkor
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(a) |f(z)| ≤ |z| ∀z ∈ D

(b) |f ′(0)| ≤ 1

Továbbá, ha a) vagy b) egyenlőséggel teljesül, akkor f(z) = ζz valamely ζ ∈ T, minden
z ∈ D-re.

Bizonyítás. Legyen g : D → C az alábbi függvény,

g(z) =


f(z)
z
, ha z ̸= 0

f ′(0), ha z = 0

g(z) analitikus a D \ {0}-on és 0-ban megszüntethető szingularitása van, limz→0 g(z) =

f ′(0).
∀r ∈ [0, 1)-re a maximum-elv(1.1.12) miatt a D(0,r) körlapon

∃ζ ∈ T : |g(z)| ≤ |g(rζ) ≤ |f(rζ)|
|rζ|

=
|f(rζ)
r

≤ 1

r

Az egyenlőség mindkét oldalán r → 1− mellett, megkapjuk az a) és b) állítást.
Továbbá |g(z0)| = 1 valamely z0 ∈ D-re, akkor az egy maximum-hely, így a maximum-

elv (1.1.12) miatt ∃ζ ∈ T : g(z) = ζ, amiből következik az, hogy f(z) = ζz ∀z ∈ D.
A |g(z0)| = 1 feltétel z0 = 0 esetén a |f ′(0)| = 1 feltételt teljesíti, egyénként meg a
|f(z0)| = |z0| feltételt teljesíti. □

1.2.3. Definíció. (Aut(D)) A komplex egységkör automorfizmusait az f : D → D bijektív,
holomorf függvények alkotják. Ezek függvények halmazát Aut(D)-vel jelöljük.

Legyen f ∈ Aut(D) automorfizmus, ekkor az inverzfüggvény-tétel (1.1.11) miatt f−1

is egy holomorf, bijektív függvény lesz, tehát f−1 ∈ Aut(D). Az identitás függvény az
id : D → D id(z)=z által definiált függvény. Erre igaz lesz, hogy (f ◦ f−1)(z) = (f−1 ◦
f)(z) = id(z) minden f ∈ Aut(D). Mivel az automorfizmusok zártak a kompozícióra és a
kompozíció egy asszociatív művelet, ezért az Aut(D) csoport lesz a kompozíció műveletére.

A következőkben két speciális automorfizmusát fogjuk jobban megismerni. Későbbi
meglátjuk, hogy miért különleges ez a két automorfizmus.

1.2.4. Definíció. Legyen γ ∈ T és w ∈ D. Ekkor ργ : D → D és τw : D → D legyenek az
alábbi függvények

ργ(z) = γz τw(z) =
w − z

1− wz
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Mivel |γ| = 1 ezért, ργ egy origó körüli arg(γ)-val való forgatás. Emiatt ργ ∈ Aut(D).
Továbbá

ργ1 ◦ ργ2 = ργ1γ2 ργ ◦ ργ = id.

A τw függvényről nehezebb lesz belátni, hogy automorfizmus. Ehhez az először ki kell
számolni, hogy

τw ◦ τw = id

Ebből látszik, hogy τw injektív a körlapon és a képe tartalmazza D-t. Ahhoz, hogy pon-
tosan megmutassuk hogy a képe maga az egységkör, vegyük észre hogy, ∀ζ ∈ T és w ∈ D,

|τw(ζ)| = | w − ζ

1− wζ
| = |w − ζ|

|w − ζ|
= 1

mivel |ζ| = 1. A maximum-elv (1.1.12) miatt |τw(z)| ≤ 1 ∀z ∈ D ebből következik, hogy
τw ∈ Aut(D). ebből a gondolatmenetből következik, hogy

{ργ ◦ τw : γ ∈ T, w ∈ D} ⊆ Aut(D)

A következő tétel megmutatja, hogy az előző állítás fordítottja is igaz.

1.2.5. Tétel. Legyen f ∈ Aut(D), ekkor egyértelműen létezik γ ∈ T és w ∈ D, oly módon,
hogy f = ργ ◦ τw. Másképpen

{ργ ◦ τw : γ ∈ T, w ∈ D} = Aut(D)

Bizonyítás. Mivel f ∈ Aut(D), ezért egyértelmű w melyre f(w) = 0. Ekkor a g :=

f ◦ τw ∈ Aut(D) és ráadásul g(0)=0, továbbá g−1(0) = 0. Erre a g(z) függvéynyre már
tudjuk alkalmazni a Schwarz-lemmát(1.2.2), hiszen Aut(D) ⊂ S . A lemma miatt

|g(z)| ≤ |z|, |g−1(z)| ≤ |z| (1.1)

Az előző egyenlőtlenségbe g(z)-t helyettesítve kapjuk, hogy

|z| = |g−1(g(z))| ≤ |g(z)|.

A fenti egyenlőtlenséget összevetve a 1.1-el |g(z)| = |z| ∀z ∈ D. Így a 1.2.2 tétel miatt
kapjuk, hogy létezik γ ∈ T, amire teljesül

g(z) = γz ⇔ f ◦ τw(z) = γz ⇔ f(z) = γτw(z)
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Utolsó lépésnél τw-t helyettesítettünk be és kihasználtuk, hogy τw ◦ τw = id. Ezzel be-
bizonyítottuk a létezést, márcsak az egyértelműség maradt hátra. Tegyük fel, hogy
létezik γ, γ′ ∈ T és w,w′ ∈ D számok, úgy hogy, ργ ◦ τw = f = ργ′ ◦ τw′ . Ezt az egyenletet
átrendezve azt kapjuk, hogy ργγ′ = τw′ ◦ τw.

ργγ′(0) = 0 ⇒ τw′ ◦ τw(0) = 0 ⇒ τw′(w) = 0 ⇒ w = w′ ⇒ ργγ′(z) = id(z) ⇒ γ = γ′

Ebből látszik az egyértelműség. □

1.2.6. Tétel. (Schwarz-Pick) Legyen f ∈ S , ekkor∣∣∣∣∣ f(z)− f(w)

1− f(w)f(z)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣ z − w

1− wz

∣∣∣∣ ∀z, w ∈ D, (1.2)

|f ′(z)|
1− |f(z)|2

≤ 1

1− |z|2
∀z ∈ D (1.3)

Továbbá, az alábbi állítások ekvivalensek:

(a) Egyenlőséggel teljesül az 1.2 egyenlőtlenség, két különböző z, w ∈ D pontokra.

(b) Egyenlőséggel teljesül az 1.2 egyenlőtlenség, minden z, w ∈ D z ̸= w pontokra.

(c) Egyenlőséggel teljesül az 1.3 egyenlőtlenség valamely z ∈ D, pontra.

(d) Egyenlőséggel teljesül az 1.3 egyenlőtlenség minden z ∈ D pontra.

(e) f ∈ Aut(D).

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy |f(w)| = 1 valamely w ∈ D-re, akkor a Maximum-elv
(1.1.12) miatt f(z) konstans függvény, így 1.2 és 1.3 teljesülnek. Ezentúl legyen w ∈ D fix
és f(w) ∈ D, a Maximum-elv (1.1.12) miatt f(D) ⊆ D. Legyen

g = τf(w) ◦ f ◦ τw, (1.4)

vegyük észre, hogy g : D → D holomorf (mivel holomorf függvények kompozíciója) és
g(0)=0 (mert τw(0) = w ⇒ τf(w)(f(w)) = 0). Mivel τw ◦ τw = id

g(τw) =
f(w)− f(z)

1− f(w)f(z)
és g′(0) =

1− |z|2

1− |f(z)|2
f ′(z),

ezeket az azonososságokat használva, láthatjuk hogy 1.2 ekvivalens

|g(τw(z))| ≤ |τw(z)| z, w ∈ D (1.5)
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és a 1.3 pedig ekvivalens a
|g′(0)| ≤ 1. (1.6)

Viszont a 1.5 és 1.6 egyenlőségek igazak a Schwarz-lemma (1.2.2) miatt.
Tegyük fel, hogy (a)-(d) közül bármelyik teljesül, ekkor a Schwarz-lemmát a g(z)-re

alkalmazva kapjuk, hogy g = pγ valamely γ ∈ T-re. A 1.4 miatt f ∈ Aut(D). Ellenkező
esetben, ha f ∈ Aut(D), akkor 1.4-ből következik, hogy g ∈ Aut(D) és g(0)=0, emiatt
g = pγ valamely γ ∈ T-re. Az ilyen g automorfizmusra, egyenlőséggel teljesül a 1.5 és a
1.6 egyenlőtlenségek, amiből következnek a 1.2 és 1.3 egyenlőséggel teljesülnek. Másszóval
(e)-ből következnek az (a)-(d) állítások. □

A Schwarz-Pick tételt (1.2.6) alkalmazva a f = τz0 a következő azonosságokat kapjuk:∣∣∣∣∣ τz0(z)− τz0(w)

1− τz0(w)τz0(z)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ z − w

1− wz

∣∣∣∣ (1.7)

∣∣τ ′z0(z)∣∣ = 1− |τz0(z)|2

1− |z|2
z ∈ D (1.8)
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2. fejezet

Véges Blaschke szorzatok

Valami szöveg arról, hogy miről fog szólni ez a fejezet és miért van ebben a szakdolgozatban

2.0.1. Definíció. Legyen z1, z2, ..., zn ∈ D véges pontsorozat és γ ∈ T, ekkor

B(z) = γ
n∏
k=1

z − zk
1− zkz

a véges Blaschke szorzat.

B(z) Blaschke szorzat egy normált konstans (γ ∈ T) és τz1 , τz2 , ..., τzn szorzata. B(z)-nek
pontosan n db zérushelye van a zj pontoknál és sehol máshol. B(z)-nak van egy meromorf
kiterjesztése Ĉ = C∪{∞}-re, pólusokkal a 1

z1
, 1
z2
, ..., 1

zn
helyeken, amelyek a De := Ĉ \D−

kiterjesztett külső körlapon vannak (kiterjesztett, mert zi = 0-ra, 1
zi

= ∞). Egy nem
konstans B(z) a kör automorfizmusainak szorzataként áll elő, ezért Schur-osztály beli lesz,
és teljesíti az alábbi feltételeket:

|B(z)| < 1, ∀z ∈ D (2.1)

|B(ζ)| = 1, ∀ζ ∈ T (2.2)

|B(z)| > 1, ∀z ∈ De (2.3)

Vegyük észre, hogy ζ ∈ T-re, ζ = 1
ζ
. Ebből kövektezik

B(ζ) =
1

B(ζ)
=

1

B(1
ζ
)

∀ζ ∈ T (2.4)

Mivel 1/B(1
ζ
) egy meromorf függvény Ĉ-n és egyenlő B(z)-vel T-n. At uicitás tétel(1.1.14)

miatt a két függvény megegyezik a Ĉ-n.

13



2.1. A véges Blaschke szorzatok tulajdonságai

2.1.1. Möbius-transzformációk

Az előző fejezetben tárgyalt kör automorfizmusait pγ, és τw függvényeket általánosíthatjuk
a Ĉ Riemann-gömbre. Ezek lesznek a Möbius-transzformációk.

2.1.1. Definíció. Legyenek a, b, c, d ∈ C, hogy ad− bc ̸= 0. Ekkor az f : Ĉ → Ĉ

f(z) =
az + b

cz + d

függvényt Möbius-transzforimácciónak (vagy lineáris törtfüggvénynek) nevezzük.

2.1.2. Állítás. A Möbius-transzformációk a Ĉ konform leképezései önmagára(azaz bijek-
tív és holomorf a C \ {f−1(∞)} tartományon).

Bizonyítás. Először nézzük meg azt az esetet, amikor f(∞) = ∞, ebből az következik
hogy f(z)=az+b, ami a C konform leképzései.

A következő esetben f(∞) = w0 ∈ C. Legyen l(z) = 1
z−w0

így l(∞) = w0. Az l ◦ f(z)
függvényre igaz lesz, hogy l◦f(∞) = ∞ és bijekció, mivel bijekciók kompozíciója. Az első
eset miatt

l(f(z)) = az + b, a ̸= 0 ⇒ 1

f(z)− w0

= az + b⇒ f(z) =
aw0z + (bw0 + 1)

az + b
.

□

2.1.3. Definíció. Azt mondjuk, hogy f : Ω → C egy szögtartó leképezés, ha ∀z0 ∈ Ω

minden z0-n átmenő γ, δ görbék szöge ugyanaz a z0 pontban mint, f(γ), f(δ) szöge az
f(z0) pontban.

γ, δ : (−ϵ, ϵ) → Ω γ(0) = δ(0) = z0, simák és γ′(0) ̸= 0, δ′(0) ̸= 0. A γ, δ görbék szöge
a γ és δ görbék érintők egyenesek szöge.

2.1.4. Állítás. Legyen f : Ω → C egy konform leképezés, ekkor f egy szögtartó.

Bizonyítás. Legyen z0 ∈ Ω, és γ, δ : (−ϵ, ϵ) → Ω, γ(0) = δ(0) = z0, simák és γ′(0) ̸=
0, δ′(0) ̸= 0. A láncszabályt a deriváláshoz felhasználva, ekkor γ és δ szöge

arg(γ′(0))− arg(δ′(0)) = arg

(
γ′(0)

δ′(0)

)
= arg

(
f ′(z0)γ

′(0)

f ′(z0)δ′(0)

)
= arg

(
f ′(γ(0))

f ′(δ(0))

)
□
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2.1.5. Lemma. A Möbius-transzformáció az egyenest és a kört vagy egyenesbe vagy körbe
képzei le.

Bizonyítás. Legyen f(z) = az+b
cz+d

, ahol ad − bc ̸= 0. Ha c=0 akkor f(z) egy lineáris
transzformáció lesz és a lemma állítása igaz lesz. Ezáltal feltehető, hogy c ̸= 0, ekkor

f(z) =
az + b

cz + d
=

a
c
(cz + d)− ad

c
+ b

cz + d
=
b− ad

c

cz + d
+
a

c
(2.5)

felbomlik lineáris függvényok egy inverzió kompozíciójára. Emiatt elég megmutatnunk a
z → 1

z
függvényre igaz az állítás. Egy kör képlete az R2 síkon

Ax+By + C(x2 + y2) = D (2.6)

ahol A,B,C,D ∈ R. Az egyenes esete amikor C=0. Ha z=x+iy, akkor

1

z
=

(
x

x2 + y2

)
+ i

(
−y

x2 + y2

)
= u+ iv. (2.7)

Ekkor ha 2.6-et elosztjuk x2 + y2-el, akkor

A

(
x

x2 + y2

)
+B

(
y

x2 + y2

)
+ C = D

(
1

x2 + y2

)
(2.8)

Au−Bv −D(u2 + v2) = −C. (2.9)

Ez az egyenlet egy kör képlete, ha D ̸= 0 és egy egyenesé, ha D=0. □

A kör automorfizmusai egy különleges esete a Möbius-transzformációknak, hiszen a
1.2.5 miatt, ha f ∈ Aut(D), akkor létezik w ∈ D, γ ∈ T hogy f = pγ ◦ τw.

f(z) = γ
w − z

1− wz
=
γw − γz

1− wz

Látszik, hogy f(z) egy lineáris törtfüggvény a = −γ, b = γw, c = −w, d = 1. Szóval a
kör automorfizmusai a Riemann gömb automorfizmusainak részcsoportja, pontosan azok
amik a D-t helyben hagyják. Így a Möbius-transzformációkra megállapított tulajdonságok
a kör automorfizmusaira is igazak lesznek.

2.1.2. Unicitás

Első kérdés amire válaszolni fogunk, hogy két véges Blaschke szorzat mikor lesz egyenlő.
Hasonlóan a polinomokhoz, ahol két n fokú polinom n+1 helyen megegyeznek, akkor
egyenlőek. Másképpen

p(z), q(z) ∈ C[x], deg(p(z)) = deg(q(z)) = n, ∃z1, z2, ..., zn+1, p(zj) = q(zj) ∀j

⇒ p ≡ q

15



A következő tételben bebizonyítjuk, hogy n-edrendű normált (γ = 1) Blaschke szorzatok-
nál, ha megegyeznek n különböző helyen, akkor az egész körön megegyeznek.

2.1.6. Tétel. (Howritz-Rubel) Legyen

B1(z) =
n∏
k=1

z − zk
1− zkz

, B2(z) =
n∏
k=1

z − λk

1− λkz

zk, λk ∈ D, ∀k ∈ {1, 2..., n}. Tegyük fel, hogy B1(wj) = B2(wj), ∀j ∈ {1, 2..., n}, wj ∈ D n
különböző pont, ekkor B1(z) = B2(z) ∀z ∈ D.

A bizonyítás előtt belátunk egy lemmát amit majd a tétel bizonyításához fogunk
használni.

2.1.7. Lemma. Legyen

B1(z) =
n∏
k=1

z − zk
1− zkz

, B2(z) =
n∏
k=1

z − λk

1− λkz

zi, λi ∈ D, ∀i ∈ {1, 2..., n}. Tegyük fel, hogy B1(wj) = B2(wj), ∀j ∈ {1, 2..., n}, wi ∈ D n
különböző pont, ekkor valamely ζ ∈ T-re B1(ζ) = B2(ζ).

Bizonyítás. B1(z) = B2(z) esetén,

n∏
k=1

z − zk
1− zkz

=
n∏
k=1

z − λk

1− λkz
(2.10)

n∏
k=1

(
z − zk
z − λk

/
1− zkz

1− λkz
) = 1 (2.11)

Ha |z| = 1 akkor a 2.11-t átalakíthatjuk,

n∏
i=1

[
z − zi
z − λi

/
z − zi
z − λi

] = 1 (2.12)

Mivel w
w
= e2iarg(w), a lemma bizonyításához elég belátnunk azt, hogy ∃ζ ∈ T, és m egész

szám, hogy

arg(
n∏
k=1

z − zk
z − λk

) = πm

Legyen F : C → C

F (z) =
n∏
k=1

z − zk
z − λk

. (2.13)
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F(z) holomorf és nullmentes |z| > 1 − δ-en valamely δ > 0. A logaritmus holomorfá-
ga(1.1.15) miatt, létezik H(z)=log(F(z))-nek egy holomorf ága |z| > 1 − δ-n (beleértve
∞-t is). Továbbá, F(∞)=1, így választhatjuk H(∞)=0-nak. Legyen g : D(0, 1

1−δ ) → R

g(z) = Im(H(
1

z
)), |z| < 1

1− δ

g(z) holomorf lesz a körlapon, így a 0 pontra a felírhatjuk a Cauchy integrál-formulát a
D-ra

0 = H(∞) = g(0) =
1

2πi

∫
T

g(ζ)

ζ
dζ =

1

2π

∫ 2π

0

g(eiθ)dθ

Mivel g(z) folytonos és holomorf a T-n, ezért ∃ζ ∈ T : g(ζ) = 0. Mivel H(z)=log(F(z)),
ezért Im(H(z)) az arg(F(z)) egy holomorf ága. Mivel arg(F(z)) két különböző holomorf
ága csak 2πl-el térhetnek el (ahol l ∈ Z), ezért

0 = g(ζ) = Im(H(ζ)) ≡ arg(F (z)) mod(2π)

□

Bizonyítás. (Hurwitz-Rubel tétel)
Legyen R(z) = B1(z)/B2(z). Mivel |R(ζ)| = 1, ∀ζ ∈ T, ezért

R(z)R(
1

z
) = 1 ∀ζ ∈ T

az unicitás tétel (1.1.14) miatt az egész Ĉ-n is igaz lesz a fenti egyenlőség. Mivel R(wi)=1,
ezért R( 1

wi
) = 1 ∀i ∈ {1, 2, ..., n}. Az előző lemma (2.1.7) miatt, ∃ζ ∈ T : R(ζ) = 1. Így az

R(z) egy 2n fokú racionális függvény 2n+1 különböző ponton w1, w2, ..., wn, 1
w1
, 1
w2
, ..., 1

wn

és ζ vesz fel 1 értéket a Ĉ-n. Emiatt R(z) ≡ 1, amiből következik hogy B1(z) ≡ B2(z). □

2.1.3. Blaschke szorzatok mint racionális függvények

Előző fejezetben láttuk a polinomok és a Blaschke szorzatok kapcsolatának egy részletét.
Most Blaschke szorzatok és a racionális törtfüggvények kapcsolatát fogjuk vizsgálni. Két
polinomot relatív prímnek nevezünk, ha nincsen nemkonstant közös osztójuk. Legyen P
és Q relatív prím polinomok és Q ne legyen a konstans nulla polinom. Ekkor az f=P/Q
racionális törtfüggvény foka

deg(f) := max{deg(P ), deg(Q)},
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ahol deg(P) és deg(Q) P és Q fokszáma. Egy véges Blaschke szorzatot átírhatjuk

B(z) = γ

∏n
k=1 z − zk∏n
k=1 1− zkz

(2.14)

alakba. Egyből látszik, hogy minden n-edrendű Blaschke szorzat egy n fokú racionális
törtfüggvény is. Milyen racionális törtfüggvények lesznek Blaschke szorzatok?

2.1.8. Tétel. Egy f=P/Q (P,Q ∈ C[z]) n fokú racionális törtfüggvény, akkor és csak
akkor lesz azonos egy n-edrendű Blaschke szorzattal, ha

(a) P minden zérushelye a D-be esik

(b) P = znQ(1/z) azaz, f = znQ(1/z)
Q(z)

=
αn+αn1z+...+α0zn

α0+α1z+...+αn
zn α0 ̸= 0

Bizonyítás. Írjuk fel B(z)-t a 2.14 szerint

B(z) = γ

∏n
k=1 z − zk∏n
k=1 1− zkz

,

ahol zi ∈ D ∀i ∈ {1, 2..., n} és legyen θ ∈ [0, 2π), hogy γ = eiθ. Ekkor Q(z) legyen

Q(z) = e−iθ/2
n∏
k=1

(1− zkz) (2.15)

így Q(z) egy n fokú polinom lesz.

znQ(1/z) = zneiθ/2
n∏
k=1

(1− zk/z) = zneiθ/2
n∏
i=1

(1− zi/z) =

= eiθ/2
n∏
k=1

(z − zk) (2.16)

Ebből következik

znQ(1/z)

Q(Z)
=

eiθ/2
∏n

k=1(z − zk)

e−iθ/2
∏n

i=k(1− zkz)
= γ

n∏
i=k

z − zk
1− zkz

= B(z).

P(z) zérushelyei a 2.16 miatt zi ∈ D ∀i ∈ {1, 2, ..., n}.
A másik irányhoz tegyük fel hogy, f egy olyan racionális törtfüggvény amely kielégíti az

(a) és (b) tulajdonságokat. Ekkor feltehetjük, hogy α0 ∈ T, hiszen bővííthetjük a törtfügg-
vényünket 1

|α0| ∈ R-el. Ekkor a számlálót fel tudjuk írni 2.16 alakban és az átalakításokat
visszafele követke a nevezőt pedig fel tudjuk írni 2.15 alakban. Ekkor

znQ(1/z)

Q(z)

egy 2.14 alakú véges Blaschke szorzat lesz. □
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2.1.9. Megjegyzés. Legyen a Q(z) ∈ C[z] komplex polinom, ekkor Q# alatt, az alábbi
polinomot értjük.

Q(z) = αnz
n + αn−1zn−1 + ...+ α0 (2.17)

Q#(z) = znQ(1/z) = α0z
n + α1z

n−1 + ...+ αn (2.18)

Egyszerű számítás következménye, hogy Q# = P ⇔ P# = Q. Az előző tételt ki
lehet úgy is mondani, hogy f = P/P# alakban. A következő fejezetekben pár esetben
kényelmesebb lesz ezt az alakot használni.

2.1.4. Véges Blaschke szorzatok mint n-az-1 függvények

Legyen B(z) egy n-edrendű Blaschke szorzat, nézzük a következő egyenletet

B(z) = w, (2.19)

ahol w ∈ Ĉ. A 2.1.8 tétel miatt felírhatjuk B(z)=P/P# alakban (a 2.1.9 miatt), ahol P
egy n-fokú polinom. Ekkor az előző egyenletet átrendezhetjük

P (z)− wP#(z) = 0,

alakúra melyben P (z)−wP#(z) polinom legfeljebb n fokú lesz. Láthattuk, hogy w = 0−ra
az 2.19 egyenletnek van n megoldása, még pedig a B(z) zérushelyei, azaz a z1, z2, ..., zn

megfelelő multiplicitással. Továbbá láthattuk, hogy w = ∞-re is létezik n megoldás, a
B(z) Blaschke szorzat pólusai, melyek a 1/z1, 1/z2, ..., 1/zn helyeken találhatóak megfelelő
multiplicitással. Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy az 2.19 egyenletnek minden
w ∈ Ĉ-ra van n megoldása.

2.1.10. Definíció. Egy f = f1f2...fn szorzat logaritmikus deriváltja alatt az alábbi össze-
get értjük:

f ′

f
=
f ′
1

f1
+
f ′
2

f2
+ ...+

f ′
n

fn

2.1.11. Lemma. Legyen B egy véges Blaschke szorzat, ekkor B′(ζ) ̸= 0 ∀ζ ∈ T

Bizonyítás.

B(z) = γ

n∏
k=1

z − zk
1− zkz

, γ ∈ T
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A logaritmikus deriváltja a B(z) Blaschke szorzatnak:

B′(z)

B(z)
=

n∑
k=1

(
z − zk
1− zkz

)′(
1− zkz

z − zk
) (2.20)

=
n∑
k=1

(1− zkz)− (z − zk)(−zk)
(1− zkz)2

(
1− zkz

z − zk
) (2.21)

=
n∑
k=1

1− |zk|2

(1− zkz)(z − zk)
(2.22)

Legyen ζ ∈ T, ekkor

ζ
B′(z)

B(z)
=

n∑
k=1

1− |zk|2

ζ(1− zkζ)(ζ − zk)
=

n∑
k=1

1− |zk|2

|ζ − zk|2
(2.23)

Mivel |B(ζ)| = |ζ| = 1, ezért 2.23 egyenlősgéből következik

|B′(ζ)| =
n∑
k=1

1− |zk|2

|ζ − zk|2
> 0 (2.24)

□

2.1.12. Következmény. Legyen B(z) egy véges Blaschke szorzat, ekkor

d

dt
argB(eit) = |B′(eit)|

Bizonyítás. Legyen ψ : [0, 2π] → R, úgy hogy B(eit) = eiψ(t) és ψ(2π) − ψ(0) = 2πm

valamely m ∈ Z. Ekkor a 2.23 egyenlet azt mutatja,

ψ′(t) = eit
B′(eit)

B(eit)
=

n∑
k=1

1− |zk|2

|eit − zk|2

A 2.24 egyenlet miatt, a ψ′(t) = |B′(eit)|. □

2.1.13. Tétel. Legyen B egy véges n-edrendű Blaschke szorzat. Minden w ∈ Ĉ-re a
B(z) = w (2.19) pontosan n megoldása van multiplicitással Ĉ-ben.

(a) Ha w ∈ D, ezek a megoldások D-ben vannak

(b) Ha w ∈ De, ezek a megoldások De-ben vannak

(c) Ha w ∈ T, ezek a megoldások T-ben vannak, és különbözők
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Bizonyítás. A 2.1.8 tétel miatt felírhatjuk a Blaschke szorzatunkat B = P/P# ilyen
alakban, ahol

P (z) = αnz
n + αn−1z

n−1 + ...+ α0, αn ̸= 0 (2.25)

Egy n-fkú polinom, aminek minden gyöke a D-ben van. A P/P# alakot nézve, eloszthatjuk
P(z)-t és P#(z)-t is |αn|-el, emiatt feltehetjük, hogy αn ∈ T. Legyenek z1, z2, ..., zn a P
zérushelyei multiplicitással számolva. Ekkor az algerbra alaptétele (1.1.16) miatt,

P (z) = αn(z − z1)(z − z2)...(z − zn)

Előző szorzatot kibontva összehasonlíthatjuk 2.25-as egyenlettel, amiből azt kapjuk

α0 = (−1)nz1z2...znαn ⇒ α0 ∈ D,

mivel |αn| = 1.
A megoldások a B(z) = w egyenletnek pontosan a P (z) − wP#(z) = 0 megoldásai.

A P (z) − wP#(z) = 0 poinom zn együtthatója αn − α0w, a polinom csak akkor lesz n
fokú, ha αn ̸= α0w. Ha w ∈ D, akkor |wα0| < |αn| = 1, így B(z) = w-nak pontosan n
megoldása van, megfelelő multiplicitással számolva a gyököket. Ha w ∈ De akkor a 2.4-et
és az előző gondolatmenetet használva, a B(z) = w-nak pontosan n megoldása van De-
ben, a megfelelő multiplicitással számolva.

Ha w ∈ T, akkor sem lesz zn együtthatója sem lesz 0. Ezenkívül a megoldások T-beliek
lesznek a |B(z)| = 1 ⇔ |z| = 1 azonosság miatt. A 2.1.11 miatt B’ nem lehet 0 T-n, így a
zérushelyek multiplicitása nem lehet 1-nél több. □

2.1.5. Blasche-szorzatok kompozíciója

Ebben a fejezetben két véges Blaschke-szorzat kompozícióját fogjuk megvizsgálni. Elő-
ször bebizonyítunk egy hasznos karakterizációját a véges Blaschle-szorzatoknak. Legyen
a A (D) azon komplex függvények halmaza, melyek holomorfak D-n és folytonosan kiter-
jednek T-re. Láttuk, hogy a Blaschke-szorzatok benne vannak az A (D) halmazban éd T-t
önmagára képezi le, most azt fogjuk megmutatni, hogy ennek a megfordítása is igaz.

2.1.14. Tétel. (Fatou) Legyen f holomorf D-n és

lim
|z|→1−

|f(z)| = 1,

akkor f(z) egy véges Blaschke-szorzat.
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Bizonyítás. Mivel |f(z)| → 1, ha z → 1, ezért létezik olyan r ∈ [0, 1), hogy f(z) nem
lesz nulla a {z : r ≤ |z| < 1}. Az unicitás tétel (1.1.14) miatt f(z)-nek a D(0,r) körön
belül csak véges sok zérushelye lehet. Legyen B az a véges Blaschke-szorzat amelynek a
gyökei (melyek a D(0,r)-be esnek) pontosan az f zérushelyei, multiplicitással számolva.
Ekkor f/B és B/f is holomorf D-n és

lim
|z|→1−

∣∣∣∣B(z)

f(z)

∣∣∣∣ = lim
|z|→1−

∣∣∣∣ f(z)B(z)

∣∣∣∣ = 1.

A maximum-evl (1.1.12) miatt |B/f | ≤ 1 és |f/B| ≤ 1 a D-n. Tehát f/B konstans az
egységkörön. Ez a konstans normált (azaz f/B = ζ, ζ ∈ T), tehát f egy normált skalár
szorzattal tér el a B(z) Blaschke-szorzattól. Azaz önamga is egy Blaschke-szorzat lesz. □

2.1.15. Következmény. Ha f ∈ A (D) és f(T) ⊆ T, akkor f egy véges Blaschke-szorzat.

Bizonyítás. Ha f ∈ A (D) akkor |f | folytonos D−. Mivel D− kompakt, ezért |f | egyenle-
tesen folytonos a halmazon, így |f(z)| → 1 egyenletesen, ha |z| → 1−. Így f-re alkalmaz-
hatjuk az előző tételt (2.1.14). □

2.1.16. Tétel. Legyen B1, B2 n1 és n2-edrendű véges Blaschke-szorzatok. Ekkor a B1 ◦B2

kompozíció egy n1n2-edrendű véges Blaschkeszorzat lesz.

Bizonyítás. Először nézzük meg egy τw w ∈ D kompozícióját a Blaschke szorzattal,
hiszen a Blaschke-szorzatok a különböző τw automorfizmusok szorzata. A τw ◦B holomorf
D-n, folytonos D−-on és τw ◦B(T) ⊆ T. Így a 2.1.15 következmény miatt a kompozíció is
egy véges Blaschke-szorzat lesz. Továbbá (τw ◦B)(z) = 0 akkor és csak akkor, ha B(z)=w,
a 2.1.13 tétel azt mondja, hogy a B(z)=w egyenletnek pontosan n megoldása van D-ben.
Így tehát, τw ◦ B egy n-edrendű véges Blaschke-szorzat. A 2.1.15-ből következik, hogy
B ◦ τw egy véges Blaschke-szorzat, a rendjét pedig ki tudjuk számolni

B(τw) = γ

n∏
j=1

τzk(τw) = γ

n∏
j=1

τz′k(z) = B′(z)

mivel B(z) kör automorfizmusainak szorzata és Aut(D) zárt a kompozícióra, így τzk ◦τw =

τz′k valamely z′k ∈ D-re.
Most már tudjuk, hogy B ◦ τw és τw ◦B is véges n-edrendű Blaschke-szorzat. Jelöljük

B1(z) nullhelyeit z1, z2, ..., zn1-el, ekkor

B1(z) = γ1(τz1τz2 ...τzn1
)
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ahol γ1 ∈ T. Ekkor

B1 ◦B2 = γ1(τz1 ◦B2)(τz2 ◦B2)...(τzn1
◦B2)

Így a bizonyítás elejét felhasználva minden (τzj ◦ B2) egy n2-edrendű Blaschke-szorzat.
Ebből következik, hogy B1 ◦B2 egy n1n2-edrendű Blaschke-szorzat. □

2.2. Hiperbolikus geometria

Az egységkörön, mint a komplex sík részhalmazán értelmezhetjük az euklideszi távolságot.

d(z, w) := |z − w|

Viszont D-n tudunk természetesebb és a Blaschke szorzatokhoz jobban illő távolságot
definiálva. Ebben a fejezetben bemutatjuk a hiperbolikus sík két modelljét, későbbi feje-
zetekben látni fogjuk hogyan kapcsolódnak a Blaschke szorzatokhoz.

2.2.1. Poincaré-féle körmodell

2.2.1. Definíció. A hiperbolikus metrika alatt a

λD|dz| =
2|dz|

1− |z|2

függvényt értjük. A hiperbolikus sík alatt a D egységkör és a λD hiperbolikus metrika (D,
λD) párját értjük.

A hiperbolikus metrika a D-n egy távolságfüggvényt indukál, ehhez előbb definiálnunk
kell egy görbe hiperbolikus hosszát.

2.2.2. Definíció. Legyen γ : [0, 1] → D sima (azaz C1 − beli, differenciálható) görbe.
Ekkor a γ(z) hiperbolikus ívhossza alatt az alábbi kifejezést értjük:

lD(γ) =

∫
γ

λD|dz|.

2.2.3. Definíció. Legyen z, w ∈ D. Ekkor a két pont hiperbolikus távolsága

dD(z, w) = inf{lD(γ) : γ : [0, 1] → D, γ(0) = z, γ(1) = w}

dD-t a hiperbolikus távolságnak nevezzük.
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A dD definíciójából látszik, hogy ez egy távolságfüggvény lesz azaz teljesíti az alábbi
axiómákat:

(a) dD(z, w) ≥ 0, dD(z, w) = 0 ⇔ z = w

(b) dD(z, w) = dD(w, z)

(c) dD(z, w) ≤ dD(z, v) + dD(v, w) ∀z, v, w ∈ D

Az a) és b) pont a γ görbe és integrál tulajdonságaiból következik, a c) pont pedig abból,
hogy egy halmaz infimumát vettük.

2.2.4. Definíció. Legyen f : D → D holomorf függvény. Azt mondjuk, hogy f izometriája
a λD(z)|dz|-nek, ha

λD(f(z))|f ′(z)| = λD(z) ∀z ∈ D.

Hasonlóan f izometriája dD távolságfüggvénynek, ha

dD(f(z), f(w)) = d(z, w) ∀z, w ∈ D.

2.2.5. Tétel. Legyen f : D → D holomorf függvény. Ekkor az alábbi állítások ekvivalensek:

(a) f ∈ Aut(D);

(b) f izometriája a λD(z) metrikának;

(c) f izometriája a dD távolságfüggvénynek.

Bizonyítás. Először is megmutatjuk, hogy (a) és (b) ekvivalensek. (a)-ből következik (b)
mivel, ha f ∈ Aut(D), akkor egyértelműen létezik w ∈ D és ζ ∈ T, hogy f = pζ ◦ τw a
1.2.5 tétel miatt. Ekkor felhasználva a 1.8-t és |γ| = 1-t

|f ′(z)|
1− |f(z)|2

=
|ζ(τw)′|

1− |ζτw|2
=

1

1− |z|2

emiatt (b) teljesül. Tegyük fel, hogy (b) igaz, ekkor f egy izometriája a hiperbolikus
metrikának. Bármilyen g ∈ Aut(D) automorfizmusra a h = g ◦ f megint egy izometria
lesz a hiperbolikus metrikára. Ha g-t úgy választjuk meg, hogy h(0) = g(f(0)) = 0 akkor

2|h′(0)| = λD(0) = 2,
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a Schwarz-lemma (1.2.2) miatt, ekkor h(z) = ξz valamely ξ ∈ T-re, azaz h ∈ Aut(D).
Viszont f = g−1 ◦ h ∈ Aut(D), hiszen Aut(D) csoport a kompozíció műveletre. Így meg-
mutattuk, hogy (a) és (b) ekvivalens.

Most pedig megmutatjuk, hogy (a) és (c) ekvivalensek. Ha f ∈ Aut(D), akkor f egy
izometriája a λD metrikának. Tehát, bármilyen sima(C1-beli) folytonos görbére ami az
egységkörben fekszik,

lD(f ◦ γ) =
∫
f◦γ

λD(w)|dw| =
∫
γ

λD(f(z))|f ′(z)||dz| = lD(γ).

Ebből következik, hogy dD(f(z), f(w)) ≤ dD(z, w) ∀z, w ∈ D. Mivel f ∈ Aut(D), ezért
ugyanezt a gondolatmenetet végig vihetjük f−1-re amiből következik, hogy f egy dD izo-
metria. Legyen g egy tetszőleges automorfizmusa az egységkörnek és f(0)-t a 0-ba viszi
(g(f(0))=0) és legyen h = g ◦ f . Ekkor h holomorf lesz és dD-izometria, mégpedig h(0)=0
tulajdonsággal. Ezáltal dD(0, h(z)) = dD(h(0), h(z)) = dD(0, z). Ebből következik, hogy
|h(z)| = |z| amiből következik, hogy h(z) = ζz (a Schwarz-lemma 1.2.2 miatt) valamely
ζ ∈ T-re. Így h(z) ∈ Aut(D), f = g−1 ◦ h és mivel az Aut(D) zárt a kompozícióra, így
f ∈ Aut(D). □

2.2.6. Tétel. A hiperbolikus távolságot dD(z, w) az egységkörön belül az alábbi függvény
adja meg

dD(z, w) = log
1 + pD(z, w)

1− pD(z, w)
= 2tanh−1pD(z, w). (2.26)

Ahol a pD a pseudo-hiperbolikus távolság

pD(z, w) =

∣∣∣∣ w − z

1− wz

∣∣∣∣ . (2.27)

Bizonyítás. Először azt fogjuk bebizonyítani, hogy −1 < x < y < 1 valós számok, akkor

dD(x, y) = log

(
1 + y−x

1−xy

1− y−x
1−xy

)
(2.28)

Legyen γ : [0, 1] → D egy sima görbe, ami x-et és y-t kapcsolja össze (γ(0) = x, γ(1) = y),
írjuk fel γ(t) = u(t) + iv(t). Ekkor

lD(γ) =

∫ 1

0

2|γ′(t)|
1− |γ(t)|2

dt ≥
∫ 1

0

2|u′(t)|
1− |u(t)|2

dt (2.29)

mivel |γ(t)|2 ≥ |u(t)|2 = u(t)2 és |γ′(t)| ≥ |u′(t)| ≥ u′(t). A második integrált viszont ki
tudjuk számolni az alábbi egyenlőtlenséget kapjuk

lD(γ) ≥ log

(
1 + y

1− y

1− x

1 + x

)
= log

(
1 + y−x

1−xy

1− y−x
1−xy

)
. (2.30)
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Az előbb megemlített alső becslés egyenlőséggel teljesül, ha a γ(t) = x + t(y − x) görbét
alkalmazzuk, így a 2.28 azonosság teljesül minden −1 < x < y < 1 számokra.

Most kiterjesztjük az 2.28 állítást minden z, w ∈ D-re. Az előző 2.2.5 tételből tudjuk,
hogy az origó körüli forgatás megtartja a hiperbolikus távolságot, így dD(0, z) = dD(0, |z|)
minden z ∈ D pontra. Legyen z, w ∈ D tetszőleges számok, ekkor a f(z) = τw(z) =

w−z
1−wz .

Mivel f(z) ∈ Aut(D) ezért a dD izometriája, tehát

dD(z, w) = dD(w, z) = dD(f(w), f(z)) = dD(0, f(z)) = dD(0, |f(z)| = dD(0, pD(z, w)).

(2.31)
Az 2.28 állítást felhasználva x=0 és y = pD(z, w)-re, megkapjuk a 2.26 egyenlőséget. □

A tétel bizonyításából az is kiderül, hogy ha γ egy sima görbe, ami x-ből y-ba megy,
úgy hogy −1 < x < y < 1, akkor lD(γ) = dD(x, y) akkor és csak akkor, ha γ a valós
tengely [x,y] szakaszán halad. Mivel a hiperbolikus izometriák által a körök és egyenesek
képe szintén kör vagy egyenes (2.1.5), a T-t önmagára képzi és szögtartók (2.1.4), ezért
definiálhatjuk a hiperbolikus geodéziákat (legrövidebb szakasz, ami összeköti x,y pontot)

2.2.7. Definíció. Legyen z és w két különböző pont a D-ben. Ekkor a hiperbolikus geodézia
ami összeköti z-t és w-t a C∩D szakasz, ahol C az egyértelmű euklideszi kör (vagy egyenes
szakasz) ami átmegy z-n és w-n is és merőleges T-re. Ha γ egy sima görbe ami összeköti
z-t és w-t az egységkörben, akkor a hiperbolikus hossza γ-nak akkor és csak akkor dD(z, w)
ha γ az egyszerű körív C ami D-ben összeköti z-t és w-t.

Az egységkört a hiperbolikus távolsággal a Poincaré-féle körmodellnek nevezzük. Az
egyenesek a hiperbolikus síkban a hiperbolikus geodézisek, amik euklideszi körívek (vagy
egyenesek) amelyek merőlegesek a T-re. Két hiperbolikus egyenes szöge a metszéspont-
jukban húzott érintő egyenesek közbe zárt szöge. A hiperbolikus sík teljesíti minden axió-
máját az euklideszi geometriának, kivétel a párhuzamossági axióma. Könnyen belátható,
hogy ha γ egy körbeli geodézia és z0 ∈ D, akkor létezik végtelen sok geodézia ami átmegy
z0-on és nem metszi γ-t, tehát párhuzamosak

2.2.2. Hiperbolikus geometria C+-on

Az előző fejezetben bemutattok a hiperbolikus geometriát D-n. A Möbius-transzformáció
segítségével át tudjuk vinni a D-ben kidolgozott elméletünket a felső félsíkra. Az alábbi
Möbius-transzformáció

ϕ(z) = i
1 + z

1− z
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egy konformális bijekció D és C+ között.

ϕ(1) = ∞, ϕ(−1) = 0, ϕ(i) = −1, ϕ(−i) = 1,

a 2.1.5 lemma miatt ϕ egy bijekció T \ {1} és R között. Mivel

Im(ϕ(z)) =
1− |z|2

|1− z|2
és ϕ′(z) =

2

|1− z|2
,

ebből az következik, hogy

|ϕ′(z)|
Im(ϕ(z))

=
2

1− |z|2
, z ∈ D.

Legyen Γ egy siima görbe D-ben, ekkor Υ = ϕ ◦ Γ. Ekkor Υ egy sima görbe lesz C+-ben,
hiszen ϕ egy bijekció a D és C+ sima görbéi között. Továbbá az előző számítások miatt

|Υ′|
ImΥ

=
2|Γ′|

1− |Γ|2
.

Mivel Γ hiperbolikus hossza

lD(Γ) =

∫
Γ

2|dz|
1− |z|2

,

ezért tudjuk definiálni Υ hiperbolikus hosszát C+-ben az alábbi képlettel

lC+(Υ) =

∫
Υ

|dz|
Imz

.

Mivel a ϕ Möbius-transzformáció szögtartó és egyenesek és körök képe egyenesek vagy
körök lesznek, ezért a felső félsíkban a geodézisek a R-re merőleges egyenesek vagy körívek
lesznek.

2.3. Gauss-Lucas tétel és a Blaschke szorzatok

Ebben a fejezetben megnézzük mi a kapcsolat a B(z) Blaschke szorzat zérushelyei és
B(z) = ζ gyökei között, rögzített ζ ∈ T-re. A fejezet későbbi részében megvizsgáljuk majd
a zérushelyeinek és a kritikus pontajainak a kapcsolatát is. Először ezekhez a Gauss-Lucas
tételt fogjuk bizonyítani.

2.3.1. Definíció. Legyen z1, z2, ..., zn ∈ C, ekkor a pontok konvex burkán a következő
halmazt értjük

conv{z1, z2, ..., zn} :=

{
n∑
j=1

λjzj : λj ∈ [0, 1],
n∑
j=1

λj = 1

}
(2.32)
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2.3.2. Tétel. (Gauss-Lucas) Legyenek z1, z2, ..., zn ∈ C és c1, c2, ..., cn ∈ R+ \ {0}. Ekkor

f(z) =
c1

z − z1
+

c2
z − z2

+ ...+
cn

z − zn
(2.33)

legfeljebb n-1 zérushelye van, amelyek mind a conv{z1, z2, ..., zn} halmazban vannak.

Bizonyítás. Szorozzuk fel a f(z)=0 egyenletet

(z − z1)(z − z2)...(z − zn)

egyszerűsítés után láthatjuk, hogy az egyenlet bal oldalán egy legfeljebb n-1 fokú polinom
van, így f(z)-nek C-ben maximum n-1 zérushelye van, multiplicitással számolva. Ha w
zérushelye a 2.33

c1
w − z1

+
c2

w − z2
+ ...+

cn
w − zn

= 0. (2.34)

Mivel c1, c2, ..., cn ∈ R+, ezért 2.34 ekvivalens az

c1
w − z1

+
c2

w − z2
+ ...+

cn
w − zn

= 0. (2.35)

Bővítsük az előző egyenletben a megfelelő törtet

w − zj
w − zj

így 2.34-t átalakíthatjuk

c1(w − z1)

|w − z1|2
+
c2(w − z2)

|w − z2|2
+ ...+

cn(w − zn)

|w − zn|2
= 0. (2.36)(

c1
|w − z1|2

+
c2

|w − z2|2
+ ...+

cn
|w − zn|2

)
w =

c1
|w − z1|2

z1 +
c2

|w − z2|2
z2 + ...+

cn
|w − zn|2

zn

(2.37)

Így megkaptuk, hogy
w = λ1z1 + λ2z2 + ...+ λnzn,

ahol

λj =

cj
|w − zj|2

c1
|w − z1|2

+ ...+
cj

|w − zj|2
. 1 ≤ j ≤ n.

Mivel c1, c2, ..., cn > 0, ezért következik, hogy

0 < λ1, λ2, ..., λn < 1 és λ1 + λ2 + ...+ λn = 1

Tehát w a conv{z1, z2, ..., zn} halmazban van. □
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2.3.3. Következmény. Legyen P (z) ∈ C[z] egy nem konstans polinom, ekkor P’(z) min-
den gyöke P(z) zérushelyeinek konvex burkába esik.

Bizonyítás. Feltehetjük, hogy P(z) normált (azaz αn = 1) és írjuk fel

P (z) = (z − z1)(z − z2)...(z − zn).

Ekkor a zérushelyei az alábbi racionális törtfüggvénynek

P ′(z)

P (z)
=

1

z − z1
+

1

z − z2
+ ...+

1

z − zn

pontosan a P’(z) zérushelyei. A Gauss-Lucas tétel (2.3.2) miatt P’(z)-nek n-1 gyöke van,
multiplicitással számolva és a con{z1, z2, ..., zn} halmazba esnek. □

Emlékezzünk vissza a 2.1.13 tételre, ami többek között azt is állítja, hogy minden
w ∈ T-re, a B(z)=w egyenletnek létezik n különböző megoldása.

2.3.4. Lemma. Legyen z1, z2, ..., zn−1 ∈ D,

B(z) = z
n−1∏
j=1

zj − z

1− zjz
,

és w ∈ T. Adottak ζ1, ζ2, ..., ζn különböző megoldásai a B(z)=w egyenletnek és definiáljuk
a λj-ket az alábbi módon

λk =

(
1 +

n−1∑
j=1

1− |zj|2

|ζk − zj|2

)−1

, 1 ≤ k ≤ n.

Ekkor
0 < λ1, λ2, ..., λn < 1 és λ1 + λ2 + ...+ λn = 1.

Továbbá

B(z)/z

B(z)− w
=

(z − z1)(z − z2)...(z − zn−1)

(z − ζ1)(z − ζ2)...(z − ζn)
=

λ1
z − ζ1

+
λ2

z − ζ2
+ ...+

λn
z − ζn

.

Bizonyítás. Vegyük észre, hogy

B(z)/z

B(z)− w
=
P (z)

Q(z)
,

amiben P(z),Q(z) polinomok és deg(P(z))=n-1, deg(Q(z))=n. P(z) zérushelyei z1, z2, ..., zn−1

míg Q(z)-nek ζ1, ζ2, ...ζn, így P(z)/Q(z)-t a következőre alakíthatjuk át

B(z)/z

B(z)− w
=
P (z)

Q(z)
= α

(z − z1)(z − z2)...(z − zn−1)

(z − ζ1)(z − ζ2)...(z − ζn)
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valamely α ̸= 0 konstansra. Szorozzuk fel az előző egyenletet z-vel és z → ∞, ebből
láthatjuk, hogy α = 1. Most bontsuk parciális törtekre a fenti azonosságot, így megkapjuk

B(z)/z

B(z)− w
=

λ1
z − ζ1

+
λ2

z − ζ2
+ ...

λn
z − ζn

valamely λ1, λ2, ..., λn ∈ C. Rögzítsük le k-t valamely 1,2,...,n-re, és szorozzuk be az előző
egyenlet mindkét oldalát z − ζk-val, majd z → ζk

λk = limz→ζk

B(z)

z

z − ζk
B(z)− w

(2.38)

=
B(ζk)

ζkB′(ζk)
(2.39)

=
1

1 +
∑n−1

j=1
1−|zj |2
|ζk−zj |2

((2.23) miatt) (2.40)

Ebből adódóan 0 < λk < 1. Figyeljük meg a z → ∞ határértéket a következő azonosság-
ban

B(z)

B(z)− w
=

λ1z

z − ζ1
+

λ2z

z − ζ2
+ ...

λnz

z − ζn

vegyük észre, hogy

λ1 + λ2 + ...+ λn = limz→∞
B(z)

B(z)− w
= 1.

□

2.3.5. Tétel. Legyen z1, z2, ..., zn−1 ∈ D,

B(z) = z

n−1∏
j=1

zj − z

1− zjz
,

és w ∈ T. Adottak ζ1, ζ2, ..., ζn különböző megoldásai a B(z)=w egyenletnek. Ekkor z1, z2, ..., zn−1 ∈
conv{ζ1, ζ2, ..., ζn}.

Bizonyítás. Az előző lemma (2.3.4) a következő azonosságot adja

B(z)/z

B(z)− w
=

λ1
z − ζ1

+
λ2

z − ζ2
+ ...+

λn
z − ζn

, (2.41)

amiben a jobb oldalon a konvex kombinációja van az alábbi függvényeknek

1

z − ζ1
,

1

z − ζ2
, ...,

1

z − ζn
.
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Mivel a számláló zérushelyei pont a z1, z2, ..., zn−1, így a Gauss-Lucas tétel (2.3.2) miatt
benne lesznek a ζ1, ζ2, ..., ζn konvex burkában. □

Az előző tétellel beláttuk a kapcsolatot a B(z)=w w ∈ T egyenlet megoldásai és B(z)
zérushelyei között. Most rátérünk a B(z) kritikus pontjainak w:B’(w)=0 és zérushelyének
vizsgálatára.

2.3.6. Definíció. Azt mondjuk, hogy Ω ⊂ D hiperbolikusan konvex, ha

z1, z2 ∈ Ω és t ∈ [0, 1] ⇒
z1 −

z1 − z2
1− z1z2

t

1− z1
z1 − z2
1− z1z2

t
∈ Ω

2.3.7. Tétel. Legyen B egy véges Blaschke szorzat, ekkor B’ zérushelyei D-ben vannak és
a B zérushelyeinek hiperbolikus konvex burkába esnek.

Bizonyítás. Legyen D+ := D ∩ {z : Im(z) > 0} és D− := D ∩ {z : Im(z) < 0} a felső és
alsó félkör. Tegyük fel, hogy B(z) minden zérushelye D+-ben van. Ekkor a 2.22 szerint

Im

(
B′(z)

B(z)

)
=

n∑
k=1

Im

(
1− |zk|2

(1− zkz)(z − zk)

)
. (2.42)

Legyen

ϕ(z) =
1− |a|2

(1− az)(z − a)
,

egy rögzített a ∈ D+-ra. A D− ϕ szerinti képének vizsgálatához először meg kell néznünk
D− határának képét. ∂D− := {eiθ : −π ≤ θ ≤ 0} ∪ [−1, 1], először a T− = {eiθ : −π ≤
θ ≤ 0} halmaz képét nézzük meg,

ϕ(eiθ) =
1− |a|2

(1− aeiθ)(eiθ − a)
=

1− |a|2

|eiθ − a|2
e−iθ

látható, hogy T− képe egy folytonos görbe a C+ ∪ R-en. t ∈ [−1, 1]-re,

ϕ(t) =
1− |a|2

(1− at)(t− a)
=

1− |a|2

|(1− at)(t− a)|2
(1− t2)Im(a).

[-1,1] képe is egy folytonos görbe ami a felső félsíkba esik(C+ ∪ R) és mivel D− határa
egy folytonos zárt görbe C+ ∪R-ben és, ϕ(z) holomorf leképezés cl(D−)-n ezért, D− képe
C+-be van. Másképpen megfogalmazva

z ∈ D− ⇒ Im(ϕ(z)) > 0.
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Mivel B(z) zérushelyei D+-ban vannak, a 2.42 azonosságból következik, hogy

z ∈ D− ⇒ Im

(
B′(z)

B(z)

)
> 0.

Tehát B’(z)-nek nincsen gyöke az alső félkörben. Továbbá, ha B(z) összes nullhelye a
D+ ∪ (−1, 1)-ben vannak, akkor B’(z)-nek is.

Legyen f = B ◦ τa, a 2.1.16 bizonyításából láthattuk, hogy f is egy véges Blaschke-
szorzat lesz τa(z1), τa(z2), ...τa(zn) zérushelyekkel. Ha w1, w2, ..., wn−1 a B’ nullhelyei D-
ben, akkor f’ gyökei D-ben

τa(w1), τa(w2), ..., τa(wn−1).

Válasszuk meg a-t, úgyhogy Im(τa(zk)) ≥ 0 minden 1 ≤ k ≤ n-re, az előző észrevételt
használva láthatjuk hogy ekkor

Im(τa(wk)) ≥ 0 1 ≤ k ≤ n− 1.

Ez azt jelenti, hogyha egy B(z) zérushelyei egyik oldalán van az alábbi hiperbolikus egye-
nesnek

a− z

1− az
= t, t ∈ [−1, 1],

akkor B’ nullhelyei is ugyanazon az oldalon vannak. Ez gondolatmenetet ugyanúgy al-
kalmazható τa helyett a pγ forgatásra is. Ezen hiperbolikus félsíkok metszete pontosan a
hiperbolikus konvex burkát adja a B zérushelyeinek. □
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3. fejezet

Végtelen Blaschke-szorzatok

Ebben a fejezetben a végtelen Blaschke-szorzatok a belső függvények és a Hardy terek
kapcsolatát vizsgáljuk. A téma elején a végtelen szorzatok konvergenciájáról és a végtelen
Blaschke-szorzat pár tulajdonságát mutatjuk be, amiket a későbbiekben használni fogunk.

3.1. Végtelen szorzat

3.1.1. Definíció. Legyen un szám sorozat C-ben, pn = (1 + u1)(1 + u2)...(1 + un) és
létezzen p = limn→∞pn, ekkor

p =
∞∏
k=1

(1 + uk).

pn-t a végtelen szorzat parciális szorzatának nevezzük. Akkor mondjuk, hogy a szorzat
konvergál, ha a pn sorozat konvergál.

A végtelen soroknál
∑
an a konvergencia azon múlik, hogy an milyen gyorsan tart

0-ba. Hasonlóan a végtelen szorzatoknál az lesz fontos, hogy a tényezők milyen gyorsan
közelítik az 1-et. Emiatt használjuk a (1 + uk) felírást, hiszen akkor lesz ez közel 1-hez,
ha uk közel van 0-hoz.

3.1.2. Lemma. Legyenek u1, u2, ..., un komplex számok, és

pn =
n∏
k=1

(1 + uk), p∗n =
n∏
k=1

(1 + |uk|), (3.1)

ekkor

p∗n ≤ e|u1|+|u2|+...+|un| (3.2)

|pN − 1| ≤ p∗n − 1 (3.3)
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Bizonyítás. A 1+x ≤ ex, x ∈ R egyenlőtlenséget felhasználva x helyére |u1|, ..., |un|-eket
írva és összeszorozva őket megkapjuk a 3.2-t. A 3.3-t teljes indukcióval bizonyítjuk. n=1
esetén triviális az állítás, legyen igaz j = 1, 2, ..., n− 1-re, ekkor

pj+1 − 1 = pj(1 + uj+1)− 1 = (pj − 1)(1 + uj+1) + uj+1,

így ha 3.3 igaz j-re akkor,

|pj+1 − 1| ≤ (p∗j − 1)(1 + |uj+1|) + |uj+1| = p∗j+1 − 1.

□

3.1.3. Tétel. Legyen gk egy korlátos függvény sorozat Ω-n, úgy hogy
∑

|gk(w)| egyenle-
tesen konvergál minden w ∈ Ω-ra. Ekkor

f(w) =
∞∏
k=1

(1 + gk(w)), w ∈ Ω, (3.4)

egyenletesen konvergál Ω-n, és f(w0) = 0, w0 ∈ Ω akkor és csak akkor, ha gk(w0) = −1

valamely k-ra. Továbbá f nem függ a gk sorrendjétől nem függ, azaz legyen {k1, k2, ...} egy
permutációja a {1, 2, ...}-nak, ekkor

f(w) =
∞∏
j=1

(1 + gkj(w)), w ∈ Ω.

Bizonyítás. A tétel feltételeiből következi, hogy
∑

|gk(w)| korlátos az Ω-n, így ha pn a
parciális szorzat, akkor az előző lemmából (3.1.2) következik, hogy létezik olyan konstans
C <∞, hogy |pn(w)| ≤ C minden n és w-ra. Válasszunk 0 < ϵ < 1

2
. Létezik N0, hogy

∞∑
k=N0

|gk(w)| < ϵ w ∈ Ω. (3.5)

Legyen {k1, k2, k3, ...} permutációja a pozitív egész számoknak. Ha N ≥ N0 és M olyan
nagy, hogy

{1, 2, ..., N} ⊂ {k1, k2, ..., kM},

qM(w) legyen az M parciális szorzata a
∏∞

j=1(1 + gkj(w))-nak, akkor

qM − pN = pN(
∏

(1 + gkj)− 1). (3.6)

A kj-k az előző egyenletből mind különbözőek és nagyobbak N0-nál. Tehát a 3.5 és a 3.1.2
miatt

|qM − pN | ≤ |pN |(eϵ − 1) ≤ 2|pN |ϵ ≤ 2Cϵ. (3.7)
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Ha kj = j minden j-re, akkor qM = pM , és a 3.7 azt mutatja, hogy pk egyenletesen
konvergál Ω-n és f(w) a határértéke. Továbbá 3.7 az is látszik, hogy

|pM − pN0| ≤ 2|pN0|ϵ M > N0 (3.8)

amiből |pM | ≥ (1− 2ϵ)|pN | következik,

|f(w)| ≥ (1− 2ϵ)|pN0(w)| w ∈ Ω, (3.9)

az alsó becslésből adódik, hogy f(w)=0 akkor és csak akkor, ha pN0 = 0. Végül a 3.7 azt
is megmutatja, hogy qk és pk határértéke ugyanaz. □

3.1.4. Tétel. Legyen 0 ≤ uk < 1. Ekkor

∞∏
k=1

(1− uk) > 0 akkor és csak akkor, ha
∞∑
k=1

uk <∞. (3.10)

Bizonyítás. Legyen pn = (1 − u1)...(1 − un), ekkor p1 ≥ p2 ≥ ..., pn > 0, tehát p =

limn→∞pn létezik. Ha
∑
uk < ∞, akkor 3.1.3 tételből következik, hogy p > 0. A másik

esetben

p ≤ pn =
n∏
k=1

(1− uk) ≤ e−u1−u2−...−un ,

e−u1−u2−...−un → 0, ha n→ ∞ és
∑
uk = ∞. □

3.1.5. Tétel. Legyen gn holomorf függvény sorozat Ω tartományon, ne legyen köztük a
konstans nulla függvény, és

∞∑
k=1

|1− gk(z)|

egyenletesen konvergál Ω minden kompakt részhalmazán. Ekkor

f(z) =
∞∏
k=1

gk(z) (3.11)

egyenletesen konvergál Ω minden kompakt részhalmazán, tehát holomorf Ω-n.
Továbbá, az is igaz lesz

m(f, z) =
∞∑
k=1

m(fk, z), (3.12)

ahol m(f,z) jelöli az f függvény z pontbeli zérusának multiplicitását.
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Bizonyítás. A tétel első része a 3.1.4 tételből következik. A második részéhez vegyük
észre, hogy minden z ∈ Ω pontnak van egy V környezete, melyben csak véges sok gk-
nak van zérushelye a

∑∞
k=1 |1 − gk(z)| feltétel miatt. Szorozzuk össze ezeket először (ezt

megtehetjük a 3.1.4 miatt), a maradék tagnak nem lesz zérushelye V-ben. A 3.1.4 tétel
miatt igaz lesz a második fele is a tételnek. Továbbá azt is láthatjuk, hogy csak véges sok
z pontra lesz m(f,z) pozitív. □

3.1.1. Jensen formula

A végtelen Blaschke-szorzatok vizsgálatához először belátunk pár állítást a logaritmus
integráljáról és a Cauchy integrálformula (1.1.10) kapcsolatáról.

3.1.6. Lemma.
1

2π

∫ π

−π
log|1− eiθ|dθ = 0. (3.13)

Bizonyítás. Legyen Ω = {z : Re(z) < 1}, mivel 1 − z ̸= 0 Ω-ban és Ω egyszeresen
összefüggő tartomány, ezért a 1.1.15 tétel miatt, létezik h : Ω → C holomorf függvény,

eh(z) = 1− z, z ∈ Ω,

h egyértelmű ha megköveteljük tőle, hogy h(0)=0. Mivel Re(1− z) > 0, ezért

Re(h(z)) = log|1− z|, |Im(h(z))| < π

2
z ∈ Ω. (3.14)

Legyen δ > 0 tetszőlegesen kicsi, és Γ pedig az alábbi görbe

Γ(t) = eit δ ≤ t ≤ 2π − δ, (3.15)

továbbá legyen γ az a félkör ami eiδ-ból megy e−iδ-ba az egységkörön belül. Ebből követ-
kezik, hogy

1

2π

∫ 2π−δ

δ

log|1− eiθ|dθ = Re

[
1

2π

∫
Γ

h(z)
dz

z

]
= Re

[
1

2π

∫
γ

h(z)
dz

z

]
(3.16)

Az utolsó egyenlőség a Cauchy integrál-formula miatt lesz igaz. Ne felejtsük el, hogy
h(0)=0. γ rövidebb πδ-nál, így 3.14 megmutatja, hogy az utolsó integrál abszolút értéke
kevesebb lesz, mint Cδ log(1/δ), ahol C egy konstans. δ → 0-val megkapjuk a lemma
állítását. □
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3.1.7. Tétel. (Jensen-formula) Legyen Ω = D(0, R), f holomorf Ω-n, f(0) ̸= 0, 0 < r <

R, és a1, a2, ..., an f zérushelyei a D(0, r)-ben multiplicitásukat figyelembe véve. Ekkor

|f(0)|
n∏
k=1

r

|ak|
= exp

{
1

2π

∫ π

−π
log|f(reiθ)|dθ

}
. (3.17)

Bizonyítás. Rendezzük fel aj-ket úgy, hogy a1, a2, ..., am ∈ D(0, r) és |am+1| = ... =

|an| = r. Definiáljuk g(z)-t az alábbiak szerint

g(z) = f(z)
m∏
k=1

r2 − akz

r(ak − z)

n∏
k=m+1

ak
ak − z

. (3.18)

Ekkor g holomorf lesz egy D = D(0, r + ϵ) körön, valamely ϵ >-ra, úgy hogy g-nek ne
legyen zérushelye D-ben. Emiatt log|g| harmonikus D-n, tehát

log|g(0)| = 1

2π

∫ π

−π
log|g(reiθ)|dθ. (3.19)

Ekkor a 3.18-ből

|g(0)| = |f(0)|
m∏
k=1

1

|ak|
(3.20)

Minden 1 ≤ n ≤ m, a törtek a 3.18 szorzatban az abszolút értéke 1, ha |z| = r. Ha
ak = reiθk m < k ≤ n, ebből következik hogy

log|g(reiθ)| = log|f(reiθ)| −
n∑

k=m+1

log|1− eθ−θk | (3.21)

Az előző 3.1.6 lemmából következik, hogy 3.19 iintegrál nem változik, ha g-t lecseréljük
f-re. A 3.19 és 3.20 egyenlőségeket összehasonlítva megkapjuk a tétel állítását. □

A Jensen-formulából következik egy egyenlőtlenség, ami amelyben szerepelnek a perem
értékei D-ben korlátos holomorf függvényeknek.

3.1.8. Definíció. H∞(D) a korlátos holomorf függvények halmaza (később Hardy-tér ∞
esete).

H∞(D) = {f : D → C : f holomorf, ||f ||∞ <∞}

ahol a ||.||∞ a suprémum norma, azaz ||f ||∞ = supz∈D |f(z)|.

3.1.9. Definíció. Legyen f ∈ H∞, ekkor a f ∗ a radiális határértékén az alábbi függvényt
értjük

f ∗(eiθ) = lim
r→1−

f(reiθ).
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3.1.10. Tétel. Legyen f ∈ H∞, f nem a konstans 0 függvény. Definiáljuk a következő
függvényeket

µr(f) =
1

2π

∫ π

−π
log|f(reiθ)|dθ 0 < r < 1, (3.22)

µ∗(f) =
1

2π

∫ π

−π
log|f ∗(eiθ)|dθ. (3.23)

Ekkor

µr(f) ≤ µs(f) 0 < r < s < 1, (3.24)

µr(f) → log|f(0)| r → 0, (3.25)

µr(f) ≤ µ∗(f) 0 < r < 1. (3.26)

Vegyünk észre egy következményt
Bizonyítás. Létezik m ≥ 0 egész szám, hogy f(z) = zmg(z), ahol g(z) ∈ H∞ és g(0) ̸= 0.
Használjuk a Jensen-formulát ˙(3.17) g-re f helyett. A baloldal egyértelműen nem csök-
kenhet, ha r növekszik. Így µr(g) ≤ µs(g), ha r < s. Mivel

µr(f) = µr(g) +mlog(r),

ezzel bebizonyítottuk a 3.24-et.
Tegyük fel az általánosság elvesztése nélkül, hogy |f | ≤ 1. Írjunk fr(eiθ) = f(reiθ) az f-ek
helyére. Ekkor fr → f(0), ha r → 0 és fr → f ∗ majdnem mindenhol, ha r → 1. Mivel
log(1/|fr|) ≥ 0, kétszer alkalmazva a Fatou lemmát, a 3.24-et felhasználva megkapjuk a
3.25 és 3.26-at. □

3.1.11. Megjegyzés. Választhatunk úgy r, hogy f(z) ̸= 0, ha |z| = r; ekkor µr(f) véges
és így µ∗(f) is véges lesz. Tehát a log|f ∗| ∈ L1(T), és f ∗(eiθ) ̸= 0 majdnem mindenhol.

3.1.2. A végtelene Blaschke-szorzatok tulajdonsága

3.1.12. Definíció. Legyen ak pontsorozat D-ben és m ∈ N. Ekkor

B(z) = zm
∞∏
k=1

ak − z

1− akz

|ak|
ak

z ∈ D (3.27)

a végtelen Blaschke-szorzat(innentől kezdve a Blaschke-szorzatok alatt a végtelen Blaschke-
szorzatot fogja jelenteni).
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Egy természetes kérdés a Blaschke-szorzatokkal kapcsolatban, hogy milyen ak sorozat-
ra lesz konvergens. A következő tétel ezt fogja megválaszolni.

3.1.13. Tétel. Legyen ak ̸= 0 pontsorozat az egységkörben és
∞∑
k=1

(1− |ak|) <∞, (3.28)

m egy pozitív egész szán, ekkor a

B(z) = zm
∞∏
k=1

ak − z

1− akz

|ak|
ak

, z ∈ D, (3.29)

Blaschke-szorzat H∞ halmazban van és pontosan ott an pontoknál van nullhelye (és 0-ban,
ha m > 0).

Bizonyítás. Az 3.1.3 tétel miatt elég azt belátnunk, hogy a
∞∑
k=1

∣∣∣∣1− ak − z

1− akz

|ak|
ak

∣∣∣∣
végtelen sor konvergál. Nézzük meg az összeg n-edik tagját∣∣∣∣an + |an|z

(1− anan

∣∣∣∣ (1− |an|) ≤
1 + r

1− r
(1− |an|)

Amikor |z| ≤ r. Ezt és a 3.1.5 tételt felhasználva láthatjuk, hogy B(z) holomorf lesz D-n
a megfelelő zérushelyekkel. □

3.1.14. Tétel. Legyen B(z) egy Blaschke-szorzat, ekkor |B∗(eiθ)| = 1 majdnem mindenhol
és

lim
r→1

1

2π

∫ π

−π
log|B(reiθ)|dθ = 0. (3.30)

Bizonyítás. Legyen B(z) egy Blaschke-szorzat, ekkor Bn

Bn(z) =
∞∏
k=n

ak − z

1− akz

|ak|
ak

.

Mivel log(|B/Bn|) folytonos egy nyílt halmazon ami tartalmazza T-t, így 3.30 nem változik
meg, ha lecseréljük B-t Bn-re. Alkalmazzuk a 3.1.10 Bn-re, ebből az alábbi azonosságot
kapjuk

log|Bn(0)| ≤ lim
r→1

1

2π

∫ π

−π
log|B(reiθ)|dθ ≤ 1

2π

∫ π

−π
log|B∗(eiθ)|dθ ≤ 0. (3.31)

Ahogy n-el végtelenhez tartunk a log|Bn(0)| 0-hoz fog tartani. Ez adja a 3.30-et, és meg-
mutatja, hogy

∫
log|B∗| = 0. Mivel log|B∗| ≤ 0 madjnem mindenhol, ezért tételből kö-

vetkezik, hogy log|B∗| = 0 majdnem mindenhol. □
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3.2. Belső függvények és Hardy-terek

3.2.1. Definíció. (Hardy-terek) Legyen fr(e
iθ) = f(reiθ) 0 ≤ r < 1,ha f folytonos függ-

vény D-n. Az Lp-normák szerint definiálhatjuk:

||fr||p =
(

1

2π

∫ π

−π
|fr(eiθ)|pdλ

) 1
p

(3.32)

||fr||∞ = sup
θ

|fr(eiθ)| (3.33)

||fr||0 = exp

{∫ π

−π
log+|fr(eiθ)|dθ

}
(3.34)

Ahol log+(t) = log(t), ha t ≥ 1 és 0 különben. Legyen f holomorf D-n és 0 ≤ p ≤ ∞.
Ekkor

||f ||p = sup
r
{||fr||p}. (3.35)

Ekkor 0 < p ≤ ∞-re definiáljuk a következő halmazt.

Hp := {f : D → C : f holomorf, ||f ||p <∞} (3.36)

p=0 esetén N := {f : D → C : f holomorf, ||f ||0 <∞}.

3.2.2. Megjegyzés. A definícióból látszik, hogy H∞ ⊂ Hp ⊂ Hs ⊂ N , ha 0 < s < p <

∞.

3.2.3. Tétel. Legyen f ∈ N nem a konstans nulla függvény D-n, és a1, a2, ... f zérushelyei
multiplicitást figyelembe véve. Ekkor

∞∑
k=1

(1− |ak|) ≤ ∞.

Bizonyítás. Ha f-nek van m-edrendű zérushelye nullában, akkor g(z) = z−mf(z), g ∈ N

és g-nek ugyanott vannak nullhelyei mint f-nek, kivétel az origóban. Ezért feltehetjük,
hogy f(0) ̸= 0. Legyen n(r) a f zérushelyeinek száma a D(0, r) körben. Rögzítsük n-t és
válasszunk olyan r < 1-et, hogy n < n(r). Ekkor a Jensen-formula (3.17)

|f(0)|
n(r)∏
k=1

r

|ak|
= exp

{
1

2π

∫ π

−π
log|f(reiθ)|dθ

}
(3.37)

amiből következik

|f(0)|
n∏
k=1

r

|ak|
≤ exp

{
1

2π

∫ π

−π
log+|f(reiθ)|dθ

}
. (3.38)

40



A feltétel, hogy f ∈ N ekvivalens azzal, hogy létezik egy C <∞ konstans, amely nagyobb
az előző egyenlőtlenség jobboldalánál, minden 0 < r < 1. Ebből az látszik, hogy

n∏
k=1

|ak| ≥ C−1|f(0)|rn. (3.39)

Ez az egyenlőtlenség teljesül minden n-re, és r → 1-re. Így

∞∏
k=1

|ak| ≥ C−1|f(0)| > 0.

Az utolsó egyenlőtlenség és a 3.1.4 tételből következik ezen tétel állítása. □

3.2.4. Tétel. Legyen f ∈ N , f ̸≡ 0, és B az f zérushelyeiből alkotott Blaschke-szorzat.
Legyen g = f/B, ekkor g ∈ N és ||g||0 = ||f ||0. Továbbá, ha f ∈ Hp akkor g ∈ Hp és
||g||p = ||f ||p.

Bizonyítás. Először is vegyük észre, hogy |g(z)| ≥ |f(z)| z ∈ D. Sőt szigorú egyenlőt-
lenség van minden z ∈ D-re, hacsak f-nek nincsen zérushelye az egységkörben. Ebben az
esetben viszont B=1 és f=g.

Ha s és t nemnegatív valós számok, akkor az egyenlőtlenség

log+(st) ≤ log+(s) + log+(t)

igaz lesz, hiszen a bal oldal 0 ha st < 1 és log(s)+log(t), ha st ≥ 1. Mivel |g| = |f |/|B|,
ezért az előző egyenlőtlenség miatt

log+|g| ≤ log+|f |+ log
1

|B|
.

A 3.1.14 tétel miatt ||g||0 ≤ ||f ||0, és mivel |g(z)| ≥ |f(z)| így ||g||0 = ||f ||0.
Tegyük fel, hogy f ∈ Hp valamely p > 0-ra. Legyen Bn a véges Blaschke-szorzat

amit az f első n zérushelye generál (sorba rendezzük valahogy f nullhelyeit, multiplicitást
figyelembe véve). Legyen gn = f/Bn. Minden n-re |Bn(re

iθ)| → 1 egyenletesen, ha r → 1.
Tehát ||gn||p = ||f ||p. Ahogy n-el végtelenbe tartunk, |gn| növekszik |g|-hez, így

||gr||p = lim
n→∞

||(gn)r||p 0 < r < 1,

a monoton konvergencia tétel miatt. Az előző egyenlősgé jobboldala legfeljebb ||f ||p, min-
den r < 1-re. Ha r → 1, akkor azt kapjuk hogy ||g||p ≤ ||f ||p. Az egyenlőség az előző
esethez hasonlóan a |g(z)| ≥ |f(z)|-ből következik. □
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3.2.5. Definíció. Azt mondjuk, hogy M ∈ H∞ egy belső függvény, ha |M∗| = 1 majdnem
mindenhol a T-n.
Ha ϕ egy pozitív mérhető függvény a T-n, úgy hogy logϕ ∈ L1(T), és ha

Q(z) = c exp

{
1

2π

∫ π

−π

eit + z

eit − z
logϕ(eit)dt

}
z ∈ D,

akkor Q(z)-t egy külső függvénynek hívjuk. Itt c egy konstans, |c| = 1.

3.1.14 tétel megmutatja, hogy minden Blaschke-szorzat egy belső függvény, de vannak
másak is. A következőképpen lehet őket leírni.

3.2.6. Tétel. (Faktorizációs tétel) Legyen c egy konstans, |c| = 1, B egy Blaschke-szorzat,
µ egy véges pozitív Borel mérték T-n ami szinguláris a Lebesgue-mértékre és

M(z) = cB(z) exp

{
−
∫ π

−π

eit + z

eit − z
dµ(t)

}
, z ∈ D, (3.40)

Ekkor M egy belső függvény és minden belső függvény előáll ilyen alakban.

A tétel bizonyítása előtt kimondunk 2 másik tételt amiket nem fogunk bizonyítani,
viszont eredményeiket felhasználjuk majd. Bizonyításaik a

3.2.7. Tétel. Minden x ∈ Rk-hoz rendeljünk egy {Ei(x)} sorozatot, amely szabályos
módon x-hez zsugorodik. Ha µ komplex Borel-mérték és µ ⊥ m, akkor

lim
i→∞

µ(Ei(x))

m(Ei(x))
= 0 m-majdnem minden x-re. (3.41)

3.2.8. Tétel. Tegyük fel, hogy u harmonikus a D-ban, 1 ≤ p ≤ ∞, és

sup
0<r<1

∥ur∥p =M <∞. (3.42)

(a) Ha p = 1, akkor létezik egyetlen olyan µ komplex Borel-mérték a T-n, amelyre
u = P [dµ].

(b) Ha p > 1, akkor létezik egyetlen olyan f ∈ Lp(T ) függvény, amelyre u = P [f ].

(c) Minden pozitív harmonikus függvény a D-ban egyetlen pozitív Borel-mérték Poisson-
integrálja a T-n.
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Bizonyítás. Először tegyük fel, hogy M(z) 3.40 alakban van és g = M/B, ekkor log|g|
a Poisson-integrálja −dµ-nek (3.2.8 tétel miatt), ezért log|g| ≤ 0, tehát g ∈ H∞, ez igaz
M-re is. Továbbá Dµ = 0 majdnem mindenütt, mivel µ szinguláris (3.2.7 tétel miatt),
ezért a log|g| radiális határértékei majdnem mindenütt nullák. Mivel |B∗| = 1 majdnem
mindenütt, azt kapjuk hogy M(z) belső függvény.

A másik irány, legyen B egy Blaschke-szorzat egy adott M belső függvény zérushelyeivel
és legyen g=M/B. Ekkor log|g| harmonikus D-ben. A 3.1.14 és 3.2.4 tételek miatt |g| ≤
1 D-ben és |g∗| = 1 majdnem mindenütt T-n. Tehát log|g| ≤ 0. A 3.2.8 tételből azt
kapjuk, hogy log|g| a -dµ mérték Poisson-integrálja valamely pozitív µ mértékre T-n.
Mivel log|g∗| = 0 majdnem mindenütt T-n, ezért Dµ = 0 majdnem mindenütt T-n, tehát
µ szinguláris. Végül log|g| a valós része annak a függvénynek amelyet,

h(z) = −
∫ π

−π

eit + z

eit − z
dµ(t).

ad meg. Ez azt jelenti, hogy létezik c konstans |c| = 1, hogy g=c exp(h(z)). Így M valóban
3.40 alakú. □
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4. fejezet

Általánosítás a felső félsíkra

Ahogyan a 2.2.2 fejezetben itt is a ϕ(z) = i1+z
1−z Möbius-transzformáció fog a segítségünkre

lenni. Ez egy konformis bijekció D és C+ között. Ennek segítségével tudjuk értelmezni

4.1. Véges Blaschke-szorzatok

4.1.1. Definíció. Legyen z1, z2, ..., zn ∈ C+ tetszőleges pontok. Ekkor ezekhez a pontokhoz
tartozó n-edrendű Blaschke-szorzat az a B : C+ → D holomorf függvény lesz, amely
felírható

B(z) = eiθ
n∏
k=1

z − zk
z − zk

θ ∈ [0, 2π] (4.1)

Miért pont ez a függvény lesz a Blaschke-szorzat a felső félsíkon? Először is, egyszerű
számolás után kijön hogy ezekre a függvénykre lesz igaz, hogy B ◦ϕ egy Blaschke-szorzat
lesz a körön. Mivel ϕ egy bijekció így, ez csak 1 fajta függvény családra (a fent definiált
Blaschke-szorzatokra lesz igaz). Továbbá ezekre a Blaschke-szorzatokra is igaz lesz a

|B(z)| < 1, z ∈ C+, (4.2)

|B(x)| = 1, x ∈ R, (4.3)

|B(z)| > 1 z ∈ C−, (4.4)

B(z) =
1

B(1/z)
, z ∈ Ĉ. (4.5)

Pontosan ezek a tulajdonságok jöttek elő az egységkör Blaschke-szorzatainál is. Fontos
különbség a kettő között, hogy a felső félsík nemkonstans Blaschke-szorzatainak mindig
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van egy véges pólusa, míg az egységkörnél a zi holomorf függvények az egész C-n. Követke-
zőkben kimondjuk a Blaschke-szorzat tulajdonságait, amiket beláttunk már az egységkör
Blaschke-szorzataira.

4.1.1. Tulajdonságai

4.1.2. Tétel. Legyen B1(z), B2(z) két normált (eiθ = 1) véges Blaschke-szorzat és legyenek
w1, w2, ..., wn ∈ C+, hogy B1(wi) = B2(wi) akkor B1(z) = B2(z) minden z ∈ C+-ra.

Mivel B ◦ ϕ egy véges Blaschke-szorzata lesz a körnek, ϕ pedig egy konform bijekció
így a tétel bizonyítása visszavezethető a 2.1.6 tétel bizonyítására.

4.1.3. Tétel. (n-az-1-be függvény) Legyen B egy n-edrendű Blaschke szorzat, ekkor a
B(z)=w egyenletnek pontosan n megoldása van. Továbbá, ha w ∈ D, akkor C+-ben vannak
a megoldásai, ha w ∈ T, akkor R-ben van n különböző megoldás, és ha w ∈ De akkor
C−-ben vannak a megoldások.

Ezentétel bizonyításához is elég felhasználni a B ◦ ϕ azonosságot és visszakapjuk az
egységkör esetét.

4.2. Végtelen-Blaschke szorzatok és Hardy-terek C+-ben

4.2.1. Definíció. Legyenek z1, z2, ... ∈ C+ ekkor ezen pontok által meghatározott végtelen
Blaschke-szorzat alatt a következő függvényt értjük

B(z) =
∞∏
k=1

z − zk
z − zk

|zk + 1|2

z2k + 1
(4.6)

4.2.2. Tétel. A fenti Blaschke-szorzat akkor és csak akkor fog konvergálni, ha
∞∑
k=1

Im(zk)

1 + |zk|2
<∞.

Az egységkörnél az volt a fontos, hogy a gyökök milyen gyorsan közelítik meg a T-t,
azaz a határt. Itt is hasonló van megfogalmazva, csak itt a határ a valós számok.

4.2.3. Definíció. Legyen f holomorf függvény a felső félsíkon. 0 < p < ∞, akkor lesz
f ∈ Hp(C+), ha

||f ||Hp = sup
y>0

{∫ ∞

−∞
|f(x+ iy)|pdx

} 1
p
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p = ∞ esetében, f ∈ H∞

||f ||H∞ = sup
y>0,x∈R

|f(x+ iy)| <∞

Hasonlóan az egységkörhöz itt is azokat az integrálokat nézzük, amelyek megközelítik
a tartomány határát.

4.2.4. Tétel. Minden f ∈ Hp(C+), 0 < p <∞, egyértelműen előáll

f(z) = eiαzb(z)s(z)G(z) (4.7)

alakban, ahol α ≥ 0, b(z) egy végtelen Blaschke-szorzat a felső félsíkban,

s(z) = exp

{
i

∫ ∞

−∞

1 + tz

t− z
dν(t)

}
valamiilyen (−∞,∞) intervallumon értelmezett, korlátos változású, nem csökkenő ν(t)

függvényre, amelyre ν ′(t) = 0 majdnem mindenütt és

G(z) = eiγexp

{
1

iπ

∫ ∞

−∞

(1 + tz) log ω(t)

(t− z)(1 + t2)
dt

}
valamely valós γ és mérhető ω(t) ≥ 0 függvényre, melyre∫ ∞

−∞

log ω(t)

1 + t2
> −∞ és

∫ ∞

−∞

[log ω(t)]p

1 + t2
<∞.

Ha f 4.7 alaklban áll elő, ahol α ≥ 0, b(z) egy tetszőleges Blaschke-szorzat, ν(t) és ω(t)
függvények megfelelnek a feltételnek, akkor f ∈ Hp(C+).
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5. fejezet

Összegzés

A szakdolgozatomban sikerült elérnem, hogy karakterizáljam a belső függvényeket mind
az egységkörben és a felső félsíkban. Ezen kívül siikerült egy szép párhuzamot mutatnom
a polinomok és véges Blaschke-szorzatok között.

47



Irodalom

[1] Petruska György, Komplex függvénytan, Nemzeti Tankkönyvkiadó, 1998, 7–140.

[2] S. R. Garcia, J. Mashreghi, W. T. Ross. Finite Blaschke Product and Theri Connec-
tions, Springer, 1–107.

[3] A. L. Horwitz és L. A. Rubel, A Uniqueness Theorem for Monic Blaschke Products,
Proceedings of the American Mathematical Society, 96(1), 1986, 180–182. (https:
//www.jstor.org/stable/2045676)

[4] A. F. Beardon és D. Minda, The Hyperbolic Metric and Geometric Function The-
ory, Quasiconformal Mappings and Their Applications, Narosa Publishing House,
New Delhi, 2007, 9–16. (https://www.math.stonybrook.edu/~bishop/classes/
math401.F09/Beardon-Minda.pdf)

[5] M. Marden, Geometry of Polynomials, American Mathematical Society, 1966. 1–25.

[6] W. Rudin, Real and Complex Analysis, 3rd ed., McGraw–Hill, New York, 1987, 142.
247. 298–343.

[7] P. L. Duren, Theory of Hp Spaces, Pure and Applied Mathematics, Vol. 38, Academic
Press, New York–London, 1970. 1–30, 188–194,

48

https://www.jstor.org/stable/2045676
https://www.jstor.org/stable/2045676
https://www.math.stonybrook.edu/~bishop/classes/math401.F09/Beardon-Minda.pdf
https://www.math.stonybrook.edu/~bishop/classes/math401.F09/Beardon-Minda.pdf


Alulírott Kiss Albert János nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészítése során az alább
felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI alapú eszközöket alkalmaztam:

Feladat Felhasznált esz-

köz

Felhasználás

helye

Megjegyzés

Irodalomkeresés Claude Sonnet
4.6
Litmaps

2.2 és 4. fejezet-
hez

források rendszere-
zése

helyesírás, nyelve-
zet javítása

claude sonnet 4.6 egész dolgozat

források fordítása Claude sonnet 4.6 2.2 és 4. fejezet ismétlődő szavak
elkerülése miatt

Szövegvázlat készí-
tés

Claude sonnet 4.6 3. fejezet,
4. fejezet

a szakdolgozat írás
előtt jegyzet készí-
téséhez vázlat

Táblázat készítése Gemini 3.5 Flash
Claude sonnet 4.6

MI nyilatkoz A táblázat latex
kódjának megírása
és az MI-nek feltett
kérdések összegyűj-
tése

A felsoroltakon túl más MI alapú eszközt nem használtam.
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