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Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni a témavezetémnek Kos Gézanak a munkajat. Tovabba koszénom

csaladomnak és bardtaimnak a tamogatast ebben az elmilt harom évben.
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Bevezetés

A szakdolgozatom célja a holomorf fliggvények vizsgélata az egységkorben és a felsé félsik-
ban. Ezen fliggvények tanulmanyozasahoz a Blaschke-szorzatok adnak lehetGséget. Mint
a komplex sikban a polinomok a sik automorfizmusainak szorzatai, addig az egységkor-
ben ezt a szerepet Blaschke-szorzatok toltik be. A szakdolgozat folyaméan sok hasonlésagot
fogunk latni a két fiiggvények kozott. A véges Blaschke-szorzatok és a polinomok parhuza-
manak kiteljesedése a Gauss-Lucas tételekben fog megnyilvanulni. Az eredit Gauss-Lucas
tétel a polinom derivaltjanak zérushelyei és a polinom zérushelyei kozotti kapcsolatot vizs-
géalja euklideszi geometridban. Viszont ha a kérhoz jobban ill6 hiperbolikus geometriaval
elemezziik a Gauss-Lucas tételt, akkor ugyanaz mondhat6 el a Blaschke-szorzat kritikus
pontjainak és zérushelyeinek kapcsolatarol (hiperbolikus geometridban), mint a polino-
moknél (euklideszi geometridban).

A szakdolgozatom maéasodik felében a végtelen Blaschke-szorzatotok tulajdonsagait és
szerepét fejtegettem az egységkoron korlatos holomorf fliggvényekkel kapcsolatban. Meg-
mutatjuk, hogy helyezkedhetnek el a zérushelyei egy korlatos holomorf fliggvénynek, majd
végiil karakterizalni fogjuk az egységkor belss fliggvényeit. A szakdolgozat azzal fog vég-
z8dni, hogy a kdrben elért eredményeket atvissziik a fels6 félsikba és ott is kimondjuk a

megfelels tételeket.



1. fejezet

Komplex fuggvénytani alapok

1.1. Alapismeretek

Ebben a fejezetben ismertetjiik a komplex fiiggvénytan alap fogalmait és tételeit, amikre
hivatkozni fogunk majd a témakoér bemutatasa kozben. Mivel ezen allitasok koziil par

elgkeriilt az alapképzés tanorain is, igy ezek igazolasatol, bizonyitasatol eltekintiink.

1.1.1. Definici6. Az f : C — C figguényt a zy pontban (komplex értelemben) differenci-
alhatonak nevezziik, ha értelmezve van a zy pont eqy kérnyezetében és létezik a véges

i 1) = £ ()

Z—20 z — ZO

hatarérték.

1.1.2. Definicié. Legyen €2 C C tartomdny. Az f : Q@ — C figgvényt holomorfnak

nevezzik, ha w minden pontjaban komplex értelemben differencidlhato.

A komplex fliggvénytan célja a holomorf fliggvények vizsgélata. Mar tobbvaltozos ana-
lizisbdél ismert, alapvetébb tulajdonsagaik, az w-n vett folytonossag, a derivilasi szabalyok
(6sszeg, szorzat és kompozicid derivalasa). Tovabbi egyedi tulajdonsiga a holomorf fiigg-
vényeknek az ekvivalenciajuk az analitikus(hatvanysorba fejthets) fliggvényekkel, ebbdl
kovetkezik hogy a C!' = C. Tovabbiakban a fiiggvény alatt egy, f : © — C komplex
fiiggvényt fogunk érteni( ahol 2 C C tartomany)

1.1.3. Definici6. Legyen f: Q — C f(z)=u(z)+iv(z) azt mondjuk, hogy f(z) harmonikus

ha mind u(z) és v(z) harmonikus, azaz teljesitik a Laplace—egyenletet(% + gi;; =0).



1.1.4. Definicio. Legyen f(z) holomorf zy pontban. Azt mondjuk, hogy f(z)-nek a zy pont-
ban n-szeres multiplicitdssal zérushelye van, ha f(z) = f'(20) = ... = f"1(2) = 0 és

f"(z0) # 0.

1.1.5. Definicié. Ha f(z) holomorf zy eqy D(zy,r) pontozott kirnyezetében, akkor a z

pontot izolalt szingularitdisnak nevezzik.

1.1.6. Definicié. A zy pontot f(z) megsziintethetd szingularitdas helyének nevezzik, ha

létezik valamely D(zg,r) kirnyezetben egy holomorf g(z) figguény, amelyre
9(2) = f(2) Vz € D(z,7)

A g(z) fugguényt, a f(z) holomorf kiterjesztésének nevezzik. Tovabbd vegyiik észre, hogy a

definiciobol kévetkezik, hogy lim,_,., f(2) = a hatdrérték létezik és véges.

1.1.7. Definicio. Azt mondjuk, hogy az f(z) figguénynek a zy pontban n-edrendd polusa
van, ha az ﬁ fiigguénynek a zy pont megsziintethetd szingularitds helye és ﬁ holomorf

kiterjesztésének a zo pontban n-szeres zérushelye van.

1.1.8. Definicié. Az f(z) figgvényt a w tartomdnyon meromorf fiigguvénynek nevezziik,

ha holomorf, vagy csak polus szinguralitdsai vannak.

1.1.9. Definicio. Legyen f : Q — C holomorf és injektiv leképezés, ekkor f(z) eqy konform

leképezés.

1.1.10. Tétel. (Cauchy intergdl-formula kérlapra) Legyen f(z) holomorf figgvény w tar-

tomdnyon és zp € Q, r € (0,00) gy, hogy D(z,7) C w. Ekkor

f(z) = L/a 1<) d¢ Vz € D(z,r)

270 Jop(egr) 2 =€
1.1.11. Tétel. (Inverzfiggvény-tétel) Legyen f(z) egy holomorf és injektiv leképezés a 2
tartomdnyon. Ekkor f(Q) is tartomdny, amin f~* holomorf és
1
f'(20)
1.1.12. Tétel. (Maximum-elv) Legyen f(z) holomorf 2 tartomdnyon. Ha f(z) nem kons-

tans, akkor az |f(z)| figgvénynek nincs lokdlis mazximuma Q2-ban.

(f ) (f(20)) =




1.1.13. Koévetkezmény. A maximum-elv kovetkezménye, hogy ha f(z) nem konstans és
holomorf Q tartomdnyon, folytonos w-n, akkor |f(z)| mazximumdt csak is Ow-n veheti fel,

azaz

1f(2)] < ggggﬁ(ﬁ)\ Vzew

1.1.14. Tétel. (Unicitdsi tétel) Legyen f és g holomorf az S tartomdnyon, zy € Q. Tegyiik
fel, hogy a z, — zo, zn, # 20 Yn pontsorozaton f(z,) = g(z,) Vn-re. Ekkor f(z)=g(z)
(Vz € Q)

1.1.15. Tétel. (Logartimus holomorfiga) Ha f(z) holomorf az egyszeresen dsszefiiggd
tartomdnyonés f(z) #0 Vz € Q, akkor létezik w-n olyan A(z) holomorf figgvény, amely-
re ) = f(z) Vze .

1.1.16. Tétel. (Az algebra alaptétele) A komplex szamok teste algebrailag zdrt. Mdsképpen

minden p(z) € C[z] nem konstans polinomnak van olyan zérushelye, vagyis 3z € C :

p(z0) = 0.

1.1.17. Lemma. (Fatou-lemma) Ha fi, fo, ... fligguények mérhetdk, akkor

/(liminf fa)dp < liminf/ In
X X

1.1.18. Lemma. Legyen g eqy mérhetd pozitiv (g(z) > 0) fiigguény és

/gd,u:O
b

akkor g=0 magjdnem mindenhol (azaz csak egy nullmértékd halmazon kivil mindenhol 0).

1.2. Az Aut(D) tulajdonsagai

A késébbi téméankhoz elengedhetetlen, hogy megismerjiik az egységkor automorfizmu-
sainak algebrai és analitikus tulajdonsagait. Miel6tt elkezdenénk targyalni Sket, elGtte

bebizonyitunk egy lemmat, ami sokat fog segiteni nekiink az Aut(D) megértésében.

1.2.1. Definicioé. (Schur-osztily) A Schur-osztalyon az aldbbi komplex fiigguényeket ért-
S ={f:D— D" fanalitikus}

1.2.2. Lemma. (Schwarz-lemma) Legyen f € . és f(0) = (0). Ekkor
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(a) [f(2)] <|z]  VzeD

(b) [F(0) <1

Tovdbbd, ha a) vagy b) egyenldséggel teljesil, akkor f(z) = (z valamely ¢ € T, minden
z € D-re.

Bizonyitas. Legyen g : D — C az alabbi fiiggvény,

18 haz#£0

z

f(0), haz=0

9(z) =

g(z) analitikus a D\ {0}-on és 0-ban megsziintethetd szingularitéasa van, lim, o g(z) =
f'(0).
Vr € [0,1)-re a maximum-elv(|1.1.12) miatt a D(0,r) korlapon

Az egyenl6ség mindkét oldalan r — 17 mellett, megkapjuk az a) és b) allitast.

IN

1
r

Tovabba |g(zp)| = 1 valamely zo € D-re, akkor az egy maximum-hely, igy a maximum-
elv (1.1.12) miatt 3¢ € T :  ¢(z) = (, amibdl kovetkezik az, hogy f(z) = (z Vz € D.
A |g(z)] = 1 feltétel zp = 0 esetén a |f'(0)] = 1 feltételt teljesiti, egyénként meg a
|f(20)| = |20]| feltételt teljesiti. O

1.2.3. Definicio. (Aut(D)) A komplex eqységkor automorfizmusait az f : 1D — D bijektiv,
holomorf fiigguények alkotjdk. Ezek figgvények halmazdt Aut(D)-vel jelolyik.

Legyen f € Aut(D) automorfizmus, ekkor az inverzfiiggvény-tétel miatt f!
is egy holomorf, bijektiv fiiggvény lesz, tehat f~! € Aut(D). Az identitds fiiggvény az
id : D — D id(z)=z altal definialt fiiggvény. Erre igaz lesz, hogy (fo f~1)(2) = (f ' o
f)(z) =id(z) minden f € Aut(D). Mivel az automorfizmusok zartak a kompoziciora és a
kompozicio egy asszociativ mivelet, ezért az Aut(ID) csoport lesz a kompozicioé miiveletére.

A kovetkezSkben két specialis automorfizmusat fogjuk jobban megismerni. Késgbbi

meglatjuk, hogy miért kiilonleges ez a két automorfizmus.

1.2.4. Definicié. Legyen v € T ésw € D. Ekkor p, : D — D és 7, : D — D legyenek az
alabbi fligguények




Mivel |y| = 1 ezért, p, egy origé koriili arg(vy)-val valo forgatas. Emiatt p, € Aut(D).
Tovabba
Py © Prz = Prive py 0 py = id.
A 1, fliggvényr6l nehezebb lesz belatni, hogy automorfizmus. Ehhez az elGszor ki kell

szamolni, hogy

Tw © T = 1d

Ebbdl latszik, hogy 7, injektiv a korlapon és a képe tartalmazza D-t. Ahhoz, hogy pon-
tosan megmutassuk hogy a képe maga az egységkor, vegyiik észre hogy, V( € T és w € D,

woC_w-d_,

Tl jo—¢)

mivel || = 1. A maximum-elv ([1.1.12)) miatt |7,(2)] <1 Vz € D ebbdl kévetkezik, hogy
Tw € Aut(D). ebbdl a gondolatmenetbdl kivetkezik, hogy

7w (O] = | | =

{pyo1y:v€T,weD} C Aut(D)
A kovetkezd tétel megmutatja, hogy az el6z¢ allitas forditottja is igaz.

1.2.5. Tétel. Legyen f € Aut(D), ekkor egyértelmiien létezik v € T ésw € D, oly maodon,
hogy f = py o Ty. Mdsképpen

{pyory:v€T,weD} = Aut(D)

Bizonyitas. Mivel f € Aut(D), ezért egyértelmi w melyre f(w) = 0. Ekkor a g :=
f o7, € Aut(D) és raadasul g(0)=0, tovabba ¢g~'(0) = 0. Erre a g(z) fliggvéynyre mar
tudjuk alkalmazni a Schwarz-lemmat(|1.2.2)), hiszen Aut(D) C .#. A lemma miatt

9(2)| <z, g7 (2)] < 2] (1.1)
Az el6z6 egyenlStlenségbe g(z)-t helyettesitve kapjuk, hogy
2] = g7 (g(2))] < lg(2)]-

A fenti egyenl6Stlenséget Gsszevetve a el l9(2)| = |2| VzeD.Igy a tétel miatt
kapjuk, hogy létezik v € T, amire teljesiil

9(z) =7z & [fom(z)=17z & [f(2)=77u(?)

10



Utolso 1épésnél 7,,-t helyettesitettiink be és kihasznaltuk, hogy 7, o 7, = id. Ezzel be-
bizonyitottuk a létezést, marcsak az egyértelmtiség maradt hétra. Tegyiik fel, hogy
létezik 7,7 € T és w,w’ € D szamok, ugy hogy, p, o7, = f = py o 7. Ezt az egyenletet

atrendezve azt kapjuk, hogy p. 7 = Ty 0 Ty
p’y?(o) =0= 7y 07(0) =0= () =0 = w=u = p’y?(z) =id(z) = v ="
Ebbdl latszik az egyértelmiség. [

1.2.6. Tétel. (Schwarz-Pick) Legyen f € .7, ekkor

f(z);f(w) - —_w Vz,w e D, (1.2)
L ff)| [T
el 1
- [P ST-pr 7 EP )

Tovdbbd, az aldabbi dllitasok ekvivalensek:
(a) Egyenldséggel teljesiil az egyenldtlenség, két kilonbozd z,w € D pontokra.
(b) Egyenldséggel teljestil az egyenldtlenség, minden z,w € D z # w pontokra.
(c) Egyenldséggel teljestil az eqyenldtlenség valamely z € D, pontra.
(d) Egyenldséggel teljestil az egyenldtlenség minden z € D pontra.
(e) [ € Aut(D).

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy |f(w)| = 1 valamely w € D-re, akkor a Maximum-elv
(1.1.12)) miatt f(z) konstans fiiggvény, igy és teljesiilnek. Ezentul legyen w € D fix
és f(w) € D, a Maximum-elv (1.1.12) miatt f(D) C D. Legyen

9= Tfw) © f O Tw, (1.4)

vegylik észre, hogy g : D — D holomorf (mivel holomorf fliggvények kompozicidja) és
g(0)=0 (mert 7,(0) = w = T4@w)(f(w)) = 0). Mivel 7, 0 7, = id

o f(w)_f(z> / _ (5

ezeket az azonosossagokat hasznalva, lathatjuk hogy [1.2] ekvivalens

11—z

9(7w(2))] < |7(2)] 2,0 eD (1.5)

11



és a[[.3| pedig ekvivalens a
lg'(0)] < 1. (1.6)

Viszont a és egyenl@ségek igazak a Schwarz-lemma miatt.

Tegyiik fel, hogy (a)-(d) koziil barmelyik teljesiil, ekkor a Schwarz-lemmat a g(z)-re
alkalmazva kapjuk, hogy g = p, valamely v € T-re. A miatt f € Aut(D). Ellenkezs
esetben, ha f € Aut(D), akkor [1.4b6l kivetkezik, hogy g € Aut(D) és g(0)=0, emiatt
g = p, valamely v € T-re. Az ilyen g automorfizmusra, egyenldséggel teljesiil a és a
[1.6] egyenldtlenségek, amibdl kovetkeznek a[1.2] és[1.3] egyenlSséggel teljesiilnek. Masszoval
(e)-bédl kévetkeznek az (a)-(d) allitasok. [

A Schwarz-Pick tételt alkalmazva a f = 7,, a kovetkez6 azonossagokat kapjuk:

TZO(Z) _Tzo(w) _ Z—w 1.7
L= r(@)ra()| 11— (L9
) =l sep (1.9

12



2. fejezet

Véges Blaschke szorzatok

Valami sz6veg arrol, hogy mirdl fog szolni ez a fejezet és miért van ebben a szakdolgozatban

2.0.1. Definici6. Legyen 21, 2o, ..., z, € D véges pontsorozat és v € T, ekkor

B(z) = ][ —=

a véges Blaschke szorzat.

B(z) Blaschke szorzat egy normalt konstans (y € T) és 7, Tsy, ..., T, Szorzata. B(z)-nek
pontosan n db zérushelye van a z; pontoknal és sehol mashol. B(z)-nak van egy meromorf
kiterjesztése C=Cu {o0}-re, polusokkal a %, %, . % helyeken, amelyek a D, := @\]D)_
kiterjesztett kiils§ korlapon vannak (kiterjesztett, mert z; = O-ra, Zé = 00). Egy nem
konstans B(z) a kor automorfizmusainak szorzataként all els, ezért Schur-osztaly beli lesz,

és teljesiti az alabbi feltételeket:

|B(z)| <1, VzeD (2.1)
IB(()| =1, VCeT (2.2)
|B(z)| > 1, VzeD, (2.3)

Vegyiik észre, hogy ¢ € T-re, ( = % Ebbdl kovektezik

BlO)= — =1 wer (2.4)

(€ B(3)

i

Mivel 1/3(%) egy meromorf fliggvény C-n és egyenls B(z)-vel T-n. At uicitas tétel(|1.1.14

miatt a két fiiggvény megegyezik a C-n.

13



2.1. A véges Blaschke szorzatok tulajdonsagai

2.1.1. Mobius-transzformaciok

Az el6z6 fejezetben targyalt kor automorfizmusait p.,, és 7, fiiggvényeket altalanosithatjuk

aC Riemann-gombre. Ezek lesznek a Mobius-transzformaciok.

2.1.1. Definicid. Legyenek a,b,c,d € C, hogy ad — be # 0. Ekkor az f : C—C

f(2)

_az—i—b
ez +d

figguényt Mébius-transzforimdcecionak (vagy linedris tortfigguénynek) nevezziik.

2.1.2. Allitas. A Mébius-transzformdcidk a C konform leképezései onmagdra(azaz bijek-

tiv és holomorf a C\ {f~'(c0)} tartomdnyon).

Bizonyitas. Elgszor nézziik meg azt az esetet, amikor f(oo) = oo, ebbdl az kovetkezik
hogy f(z)=az+b, ami a C konform leképzései.
A kovetkezd esetben f(oo) = wy € C. Legyen [(z) = —— igy [(00) = wp. Az L o f(2)

zZ—wo

fiiggvényre igaz lesz, hogy lo f(oo) = oo és bijekcio, mivel bijekciok kompozicitja. Az elsé

eset miatt

b 1
:az+b:>f(z):awoz+( Wo )

W) =aztb a? 0= e az+b

4

2.1.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy f : Q@ — C egy szogtarto leképezés, ha Vzy € €2
minden zg-n dtmend v, gorbék szdge ugyanaz a zy pontban mint, f(v), f() szdége az
f(z0) pontban.

7,0 : (—€,¢) = Q ~(0) = 06(0) = 2o, simdk és 7' (0) #0,6(0) #0. A ~,0 gorbék szige

ay ésd gorbék érintdk eqyenesek szdge.
2.1.4. Allitas. Legyen f : Q — C egy konform leképezés, ekkor f eqy szigtarto.

Bizonyitas. Legyen zy € Q, és 7,0 : (—¢,¢) — Q, v(0) = §(0) = zp, simak és 7/(0) #
0,6'(0) # 0. A lancszabéalyt a derivalashoz felhasznalva, ekkor v és d szoge

FEY O (F1((0)
f’(zo)5’(0)) - (f'<6<o>>>

argl0/(0) ~ arg(80) = arg (01} = arg (

14



2.1.5. Lemma. A Mdébius-transzformdcio az eqyenest és a kért vagy egyenesbe vagy kiorbe

képzei le.
Bizonyitas. Legyen f(z) = ijrrs, ahol ad — be # 0. Ha ¢=0 akkor f(z) egy linearis
transzformécio lesz és a lemma allitasa igaz lesz. Ezéltal feltehets, hogy ¢ # 0, ekkor
az+b  Ycz+d)— 2+ -y
= = ¢ ¢ et ¢ — 2
/() cz+d cz+d cz—l—d+c (25)

felbomlik linearis fiiggvényok egy inverzié kompoziciéjara. Emiatt elég megmutatnunk a

z— i fiiggvényre igaz az allitas. Egy kor képlete az R? sikon
Az +By+C(2*+y*) =D (2.6)
ahol A, B,C, D € R. Az egyenes esete amikor C=0. Ha z=x-t1iy, akkor

1 x , -y .
= (o) () = >0
Ekkor ha[2.6let elosztjuk a2 + y*-el, akkor

x Y B 1
At ) () oo () -

Au — Bv — D(u® + %) = —C. (2.9)

Ez az egyenlet egy kor képlete, ha D # 0 és egy egyenesé, ha D=0. [J
A kor automorfizmusai egy kiilonleges esete a Mobius-transzformacioknak, hiszen a
miatt, ha f € Aut(ID), akkor létezik w € D,y € T hogy f = p, o Ty.

L w—z  yw—92
1) 71—@2 1—wz

Latszik, hogy f(z) egy linearis tortfiiggvény a = —v, b = yw, ¢ = —w, d = 1. Szdval a
kor automorfizmusai a Riemann gomb automorfizmusainak részcsoportja, pontosan azok
amik a D-t helyben hagyjék. Igy a Mobius-transzforméaciokra megallapitott tulajdonsagok

a kor automorfizmusaira is igazak lesznek.

2.1.2. Unicitas

Els6 kérdés amire valaszolni fogunk, hogy két véges Blaschke szorzat mikor lesz egyenld.
Hasonlbéan a polinomokhoz, ahol két n fokd polinom n+1 helyen megegyeznek, akkor
egyenléek. Masképpen
p(2),q(z) € Clz], deg(p(z2)) = deg(q(2)) =n, Jz1, 22, z001, P(z5) = alz) V)
=DP=4q
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A kovetkezd tételben bebizonyitjuk, hogy n-edrendt normalt (v = 1) Blaschke szorzatok-

nal, ha megegyeznek n kiilénb6z6 helyen, akkor az egész korén megegyeznek.

2.1.6. Tétel. (Howritz-Rubel) Legyen

n

Bi(z) =[] — By(z) =[]

1—2zp2’ —
k1 k kel 1 /\kZ

2k, A € D,VE € {1,2...,n}. Tegyiik fel, hogy By(w;) = Ba(w;),Vj € {1,2....,n}, w; € D n
kiilonbozd pont, ekkor Bi(z) = Ba(z) Vz € D.

Z—)\k

A bizonyitas el6tt belatunk egy lemmat amit majd a tétel bizonyitasahoz fogunk

hasznalni.

2.1.7. Lemma. Legyen

n

zZ— 2z =\
Bl(z)zHl—z—:z’ Bate) = 1175

k=1 k=1 k

zi, \i € D, Vi € {1,2...,n}. Tegyik fel, hogy Bi(w;) = Ba(w;),Vj € {1,2...,n}, w; € D n
kiilonbézd pont, ekkor valamely ¢ € T-re B1(¢) = Ba(().

Bizonyitas. Bj(z) = By(z) esetén,

L 2 — L 2 — M
— = — (2.10)
kl;[l 1 =%z g 1— A2
S r— oz 1 —Z2
—) =1 2.11
g(z_)\k 1—/\kz ( )
Ha |z| = 1 akkor a t atalakithatjuk,
- Z—Z R — Z
=1 2.12
[ (212)

=1

Mivel ¥ = ¢%99(") 4 lemma bizonyitdsahoz elég belatnunk azt, hogy 3¢ € T, és m egész

szam, hogy

Legyen F: C — C

F(z) =[] —2. (2.13)



F(z) holomorf és nullmentes |z| > 1 — d-en valamely 6 > 0. A logaritmus holomorfa-
ga(1.1.15) miatt, létezik H(z)=log(F(z))-nek egy holomorf aga |z| > 1 — é-n (beleértve
oo-t is). Tovabba, F(oc0)=1, igy valaszthatjuk H(oo)=0-nak. Legyen ¢ : D(0, 1%5) —R

o(2) = Im(H(- :

) 2] < 1-5

g(z) holomorf lesz a korlapon, igy a 0 pontra a felirhatjuk a Cauchy integral-formulat a

D-ra
0= Hoo) = g00) = 51 [ “ac— o [ gteyap

Towiy ¢
Mivel g(z) folytonos és holomorf a T-n, ezért 3¢ € T : g(¢) = 0. Mivel H(z)=log(F(z)),
ezért Im(H(z)) az arg(F(z)) egy holomorf aga. Mivel arg(F(z)) két kiilonb6z6 holomorf
aga csak 2ml-el térhetnek el (ahol | € Z), ezért

0= g(¢) = Im(H(C)) = arg(F(z)) mod(2r)
U
Bizonyitas. (Hurwitz-Rubel tétel)
Legyen R(z) = Bi(z)/Ba(z). Mivel |[R(()| =1, V(€ T, ezért
1

R)R(

)=1 VCeT

az unicitéas tétel (1.1.14) miatt az egész C-nis igaz lesz a fenti egyenlgség. Mivel R(w;)=1,

ezért R(Z) = 1Vi € {1,2,...,n}. Az el6z6 lemma (2.1.7) miatt, 3¢ € T : R(¢) = 1. [gy az

R(z) egy 2n foku racionalis fiiggvény 2n-+1 kiilonb6z6 ponton wy, wa, ..., wy, w% L L

YWy Y W

és ¢ vesz fel 1 értéket a C-n. Emiatt R(z) = 1, amib6l kévetkezik hogy By (z) = Ba(z). O

2.1.3. Blaschke szorzatok mint racionalis fiiggvények

El6z6 fejezetben lattuk a polinomok és a Blaschke szorzatok kapcsolatanak egy részletét.
Most Blaschke szorzatok és a racionalis tortfiiggvények kapcsolatat fogjuk vizsgalni. Két
polinomot relativ primnek neveziink, ha nincsen nemkonstant koézos osztojuk. Legyen P
és Q relativ prim polinomok és Q ne legyen a konstans nulla polinom. Ekkor az f=P/Q

racionalis tortfiiggvény foka

deg(f) := max{deg(P),deg(Q)},

17



ahol deg(P) és deg(Q) P és Q fokszama. Egy véges Blaschke szorzatot atirhatjuk

B(z) = TIII:;# (2.14)

alakba. Egybdl latszik, hogy minden n-edrendt Blaschke szorzat egy n foku racionélis

tortfliggvény is. Milyen racionélis tortfiiggvények lesznek Blaschke szorzatok?

2.1.8. Tétel. Egy f=P/Q (P,Q € C|z]) n foki raciondlis téortfiggvény, akkor és csak

akkor lesz azonos eqy n-edrendi Blaschke szorzattal, ha

(a) P minden zérushelye a D-be esik

(b) P=2"Q(Uf7)  azaz,  f=ZgHD - ST g

Bizonyitas. Irjuk fel B(z)-t a szerint
[liiz — 2
B(z
(2) = M 1-52
ahol z; €D Vi € {1,2....,n} és legyen 6 € [0,27), hogy v = €. Ekkor Q(z) legyen

n

Q(z) =T - z2) (2.15)

k=1

igy Q(z) egy n foku polinom lesz.

n n

"Q(L/z) = 2P [ (1 —%/2) = 2" [ [(1 - 21/2) =

k=1 =1

n

= ¥/2 H(z — Zk) (2.16)

k=1
Ebbdl kovetkezik
"Q1/z) _ ePII (= — =) T2
Qz) ~ c PIIL(-72) 41— 7
P(z) zérushelyei a[2.16) miatt z; € D Vi € {1,2,...,n}.

A masik irdnyhoz tegyiik fel hogy, f egy olyan racionéalis tortfiiggvény amely kielégiti az
(a)| és @tulajdons&gokat. Ekkor feltehetjiik, hogy ag € T, hiszen béviithetjiik a tortfiigg-
Venyunket ‘ 1€ R-el. Ekkor a szamlalot fel tudjuk irni [2.16| alakban és az atalakitasokat
visszafele kovetke a nevezGt pedig fel tudjuk irni [2.15| alakban. Ekkor

"Q(1/2)
Q(2)
egy alaki véges Blaschke szorzat lesz. [

= B(2).

18



2.1.9. Megjegyzés. Legyen a Q(z) € C[z] komplex polinom, ekkor Q¥ alatt, az aldbbi

polinomot értjiik.

Q(2) = apz" +a™ 12" L+ (2.17)
Q7 (2) =2"Q(1/Z) = ap2" + a2 ' + ... + @, (2.18)

Eqgyszert szamitds kévetkezménye, hogy Q7 = P &  P#* = Q. Az el6z6 tételt ki
lehet 1igy is mondani, hogy f = P/P# alakban. A kivetkezd fejezetekben pdr esetben

kényelmesebb lesz ezt az alakot haszndlna.

2.1.4. Véges Blaschke szorzatok mint n-az-1 fiiggvények

Legyen B(z) egy n-edrendt Blaschke szorzat, nézziik a kovetkezs egyenletet
B(z) = w, (2.19)

ahol w € C. A tétel miatt felithatjuk B(z)—P/P# alakban (a miatt), ahol P

egy n-foku polinom. Ekkor az el6z6 egyenletet atrendezhetjiik
P(z) —wP*(z) =0,

alakira melyben P(z)—wP¥ (z) polinom legfeljebb n fokt lesz. Lathattuk, hogy w = 0—ra
az egyenletnek van n megoldasa, még pedig a B(z) zérushelyei, azaz a z1, 2, ..., 2,
megfelel6 multiplicitdssal. Tovabba lathattuk, hogy w = oco-re is létezik n megoldéas, a
B(z) Blaschke szorzat polusai, melyek a 1/Z7,1/%3, ..., 1/Z, helyeken taldlhatoak megfelels
multiplicitassal. Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy az [2.19| egyenletnek minden

w € C-ra van n megoldasa.

2.1.10. Definicié. Eqgy f = fifs...fn szorzat logaritmikus derivdltja alatt az aldbbi dssze-
get értyik:
/ !/ / /
L — ﬁ + é + ...+ sn
o ho Ja

2.1.11. Lemma. Legyen B egy véges Blaschke szorzat, ekkor B'(() #0 V(e T

Bizonyitas.
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A logaritmikus derivéltja a B(z) Blaschke szorzatnak:

B(z) ol -z 2z
_i 1 —Zg2) — z—zk)(—z_k)(l—z_kz) (2.21)
(1 —7z2)? 2z — 2 )
-y Lol (2.22)
2Tz~ =)
Legyen ¢ € T, ekkor
B'(z) 1— |z 1—lanf?
¢ -y (2.23)
RN e RO S
Mivel |B({)| = [¢]| =1, ezért egyenlésgébdl kovetkezik
1 — |z
B =) L=lml (2.24)

g

2.1.12. Kovetkezmény. Legyen B(z) egy véges Blaschke szorzat, ekkor

d /¢ it
—rargB(e") = |B(e")

Bizonyitas. Legyen v : [0,27] — R, ugy hogy B(e") = e¥® és o(21) — ¢(0) = 27m
valamely m € Z. Ekkor a egyenlet azt mutatja,

y() = 21 Z ‘1 ~ |zl

ezt zk|2

A egyenlet miatt, a ¢'(t) = |B'(e")|. O

2.1.13. Tétel. Legyen B eqy véges n-edrendd Blaschke szorzat. Minden w € C-re a
B(z) =w pontosan n megolddsa van multiplicitassal C-ben.

(a) Haw € D, ezek a megolddsok D-ben vannak
(b) Ha w € D, ezek a megolddsok D.-ben vannak

(¢) Haow € T, ezek a megolddsok T-ben vannak, és kilonbozdk
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Bizonyitas. A tétel miatt felirhatjuk a Blaschke szorzatunkat B = P/P# ilyen
alakban, ahol
P(2) = ap2" + 12" P g, an #0 (2.25)

Egy n-fkii polinom, aminek minden gydke a D-ben van. A P/P# alakot nézve, eloszthatjuk
P(z)-t és P#(2)-t is |, |-el, emiatt feltehetjiik, hogy a,, € T. Legyenek 2, 2y, ..., 2, a P
zérushelyei multiplicitassal szamolva. Ekkor az algerbra alaptétele (1.1.16]) miatt,

P(z) =an(z — 21)(z — z2)...(2 — zp)
El6z6 szorzatot kibontva 6sszehasonlithatjuk as egyenlettel, amibdl azt kapjuk
ap = (—1)"z129..2000p, = g €D,

mivel |a,| = 1.

A megoldasok a B(z) = w egyenletnek pontosan a P(z) — wP#(z) = 0 megoldésai.
A P(z) — wP#(z) = 0 poinom 2" egyiitthatéja a,, — @ow, a polinom csak akkor lesz n
fokd, ha «,, # apw. Ha w € D, akkor |wayg| < |a,| = 1, igy B(z) = w-nak pontosan n
megoldasa van, megfelel6 multiplicitassal szamolva a gyokoket. Ha w € D, akkor a[2.4}et
és az el6z6 gondolatmenetet hasznélva, a B(z) = w-nak pontosan n megoldasa van D,-
ben, a megfeleld multiplicitassal szamolva.

Ha w € T, akkor sem lesz 2" egyiitthatéja sem lesz 0. Ezenkiviil a megoldasok T-beliek
lesznek a |B(z)| = 1 < |z| = 1 azonossag miatt. A miatt B’ nem lehet 0 T-n, igy a

zérushelyek multiplicitasa nem lehet 1-nél tobb. [

2.1.5. Blasche-szorzatok kompozici6ja

c stz

Ebben a fejezetben két véges Blaschke-szorzat kompoziciojat fogjuk megvizsgalni. El6-
szOr bebizonyitunk egy hasznos karakterizaciojat a véges Blaschle-szorzatoknak. Legyen
a o/ (D) azon komplex fiiggvények halmaza, melyek holomorfak D-n és folytonosan kiter-
jednek T-re. Lattuk, hogy a Blaschke-szorzatok benne vannak az <7 (D) halmazban éd T-t

onmagéra képezi le, most azt fogjuk megmutatni, hogy ennek a megforditasa is igaz.

2.1.14. Tétel. (Fatou) Legyen f holomorf D-n és

lim [f(2)] =1,

|z| =1~

akkor f(z) egqy véges Blaschke-szorzat.
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Bizonyitas. Mivel |f(z)| — 1, ha z — 1, ezért létezik olyan r € [0, 1), hogy f(z) nem
lesz nulla a {z : r < |2| < 1}. Az unicitas tétel miatt f(z)-nek a D(0,r) koron
beliil csak véges sok zérushelye lehet. Legyen B az a véges Blaschke-szorzat amelynek a
gyokei (melyek a D(0,r)-be esnek) pontosan az f zérushelyei, multiplicitassal szamolva.
Ekkor f/B és B/f is holomorf D-n és

B(z)
1)
A maximum-evl miatt |B/f| < 1¢és|f/B| <1 aD-n. Tehat f/B konstans az
egységkoron. Ez a konstans normélt (azaz f/B = (, ¢ € T), tehat f egy normalt skalar

=1.

= lim M
B(z)

|z]—1— |z] =1~ zZ

szorzattal tér el a B(z) Blaschke-szorzattol. Azaz 6namga is egy Blaschke-szorzat lesz. [
2.1.15. Kovetkezmény. Ha f € /(D) és f(T) C T, akkor f eqy véges Blaschke-szorzat.

Bizonyitas. Ha f € o/ (D) akkor |f| folytonos D~. Mivel D~ kompakt, ezért | f| egyenle-

tesen folytonos a halmazon, igy |f(z)| — 1 egyenletesen, ha |z| — 17. Igy f-re alkalmaz-

hatjuk az el6z6 tételt (2.1.14). O

2.1.16. Tétel. Legyen By, By ny €s ny-edrendi véges Blaschke-szorzatok. Ekkor a By o By

kompozicio eqy ning-edrendi véges Blaschkeszorzat lesz.

c stz

hiszen a Blaschke-szorzatok a kiilonbo6zs 7, automorfizmusok szorzata. A 7, o B holomorf
D-n, folytonos D~-on és 7, 0 B(T) C T. Igy a kovetkezmény miatt a kompozicio is
egy véges Blaschke-szorzat lesz. Tovabba (7,0 B)(z) = 0 akkor és csak akkor, ha B(z)=w,
a tétel azt mondja, hogy a B(z)=w egyenletnek pontosan n megoldasa van D-ben.
Igy tehét, 7, o B egy n-edrendt véges Blaschke-szorzat. A b(’Sl kovetkezik, hogy

B o 1, egy véges Blaschke-szorzat, a rendjét pedig ki tudjuk szamolni
B(rw) =7 ][ () =7 ][ () = B'(2)
j=1 j=1

mivel B(z) kor automorfizmusainak szorzata és Aut(ID) zart a kompoziciora, igy ., o7, =
7. valamely z; € D-re.
Most mar tudjuk, hogy B o, és 7, o B is véges n-edrendti Blaschke-szorzat. Jeloljiik

Bj(2) nullhelyeit z1, 2o, ..., 2,,-€l, ekkor



ahol vy, € T. Ekkor
By o By = (72, 0 By)(7s, © Bg)...(Tznl o By)

Igy a bizonyitéas elejét felhasznalva minden (7., 0 Ba) egy ny-edrenditi Blaschke-szorzat.

Ebbdl kovetkezik, hogy By o By egy nins-edrendd Blaschke-szorzat. [J

2.2. Hiperbolikus geometria
Az egységkoron, mint a komplex sik részhalmazan értelmezhetjiik az euklideszi tavolsagot.
d(z,w) = |z — w|

Viszont D-n tudunk természetesebb és a Blaschke szorzatokhoz jobban ill§ tavolsagot
definidlva. Ebben a fejezetben bemutatjuk a hiperbolikus sik két modelljét, késébbi feje-
zetekben latni fogjuk hogyan kapcsolodnak a Blaschke szorzatokhoz.

2.2.1. Poincaré-féle kormodell

2.2.1. Definicidé. A hiperbolikus metrika alatt a

2|dz|
1= |27

)\D’d2| =

figgvényt értjik. A hiperbolikus sik alatt a D egységkor és a A\p hiperbolikus metrika (D,
Ap) pdrjat értjiik.

A hiperbolikus metrika a D-n egy tavolségfiiggvényt indukal, ehhez el6bb definialnunk
kell egy gorbe hiperbolikus hosszat.

2.2.2. Definici6. Legyen v : [0,1] — D sima (azaz C' — beli, differencidlhaté) gérbe.
Ekkor a (z) hiperbolikus tvhossza alatt az aldbbi kifejezést értyiik:

() = [ old].
v
2.2.3. Definici6. Legyen z,w € . Ekkor a két pont hiperbolikus tdvolsdga
(2, w) = in f{In(y) 7+ [0,1] = D,(0) = 2,4(1) = w}
dp-t a hiperbolikus tdavolsignak nevezziik.
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A dp definiciojabol latszik, hogy ez egy tavolsagfiiggvény lesz azaz teljesiti az aldbbi

axiomakat:
(a) dp(z,w) > 0,dp(z,w) =0 2z =w
(b) dp(z,w) = dp(w, 2)
(¢) dp(z,w) < dp(z,v) +dp(v,w) Vz,v,weD

Az a) és b) pont a 7 gorbe és integral tulajdonsagaibol kévetkezik, a ¢) pont pedig abbol,
hogy egy halmaz infimumét vettiik.

2.2.4. Definicié. Legyen f : 1D — D holomorf fiigguény. Azt mondjuk, hogy f izometridja
a Ap(2)|dz|-nek, ha
A(f (DI (2)] = Ap(z) Vz €D.

Hasonloan f izometridja dp tdvolsdgfiigguénynek, ha
dp(f(2), f(w)) =d(z,w) Vz,w e D.
2.2.5. Tétel. Legyen f : D — D holomorf fligguény. Ekkor az aldbbi dllitasok ekvivalensek:
(a) [ € Aut(D);
(b) fizometridja a Ap(z) metrikinak;
(c) fizometridja a dp tdvolsagfiiggvénynek.

Bizonyitas. Elgszor is megmutatjuk, hogy (a) és (b) ekvivalensek. (a)-bdl kovetkezik (b)
mivel, ha f € Aut(D), akkor egyértelmtien létezik w € D és ¢ € T, hogy f = pc o 7, &
tétel miatt. Ekkor felhasznalva a (1.8t és |y| = 1-t

FEL KE) 1
=[P 1-[CrP ~ 1- [P

emiatt (b) teljesiil. Tegyiik fel, hogy (b) igaz, ekkor f egy izometridja a hiperbolikus
metrikdnak. Barmilyen g € Aut(D) automorfizmusra a h = g o f megint egy izometria

lesz a hiperbolikus metrikara. Ha g-t tigy valasztjuk meg, hogy h(0) = ¢g(f(0)) = 0 akkor

211 (0)] = Ap(0) = 2,

24



a Schwarz-lemma miatt, ekkor h(z) = £z valamely ¢ € T-re, azaz h € Aut(D).
Viszont f = g~' o h € Aut(D), hiszen Aut(ID) csoport a kompozicié miiveletre. Igy meg-
mutattuk, hogy (a) és (b) ekvivalens.

Most pedig megmutatjuk, hogy (a) és (c) ekvivalensek. Ha f € Aut(D), akkor f egy
izometridja a A\p metrikdnak. Tehét, barmilyen sima(C'-beli) folytonos goérbére ami az
egységkorben fekszik,

(o) = [ dowldul = [ Aol eIzl = o).
oy

”
Ebbdl kovetkezik, hogy dp(f(z), f(w)) < dp(z,w) Vz,w € D. Mivel f € Aut(D), ezért
ugyanezt a gondolatmenetet végig vihetjiik f~!-re amibdl kovetkezik, hogy f egy dp izo-
metria. Legyen g egy tetsz6leges automorfizmusa az egységkornek és f(0)-t a 0-ba viszi
(g(£(0))=0) és legyen h = g o f. Ekkor h holomorf lesz és dp-izometria, mégpedig h(0)=0
tulajdonsaggal. Ezaltal dp(0,h(z)) = dp(h(0),h(z)) = dp(0, z). Ebbsl kovetkezik, hogy
|h(2)| = |z| amibé] kovetkezik, hogy h(z) = (z (a Schwarz-lemma [1.2.2] miatt) valamely
¢ € T-re. Igy h(z) € Aut(D), f = g~' o h és mivel az Aut(D) zart a kompoziciora, igy
f e Aut(D). O

2.2.6. Tétel. A hiperbolikus tdvolsigot dp(z,w) az eqységkidron belil az alabbi figgvény

adja meg
1+ pp(z,w) .
d = log————= = 2tanh : 2.26
]D)(Z7w> Og]_ —pD(Z,w) an PID)(Z77~U) ( )
Ahol a pp a pseudo-hiperbolikus tdvolsdg
w—z
po(z,w) = |T——1. (2.27)

Bizonyitas. El6szor azt fogjuk bebizonyitani, hogy —1 < x < y < 1 valés szamok, akkor

B 1+%
dp(r,y) = log = (2.28)

- 1—zy

Legyen v : [0,1] — D egy sima gorbe, ami x-et és y-t kapcsolja 6ssze (7(0) = z, (1) = y),
irjuk fel v(¢) = wu(t) + iv(t). Ekkor
b2l bo2p(t)]
l = / ———dt > / ————dt 2.29
PO T ROF" TP 22
mivel [y(t)|? > |u(t)|* = u(t)? és |/ ()| > |/ (t)| > /(t). A masodik integralt viszont ki
tudjuk szdmolni az alabbi egyenl&tlenséget kapjuk

1+yl—2x 1+ =
In(v) > log (Y —log [ — 1 ). 2
() 2 tog (12157 og<1_ (2.30)

1—zy
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Az el6bb megemlitett alss becslés egyenldséggel teljesiil, ha a v(t) = x + t(y — =) gorbét
alkalmazzuk, igy a [2.28| azonossag teljestil minden —1 < z < y < 1 szamokra.

Most kiterjesztjiik az [2.28 allitast minden z,w € D-re. Az el6z6 tételbsl tudjuk,
hogy az origo6 koriili forgatas megtartja a hiperbolikus tavolsagot, igy dp(0, z) = dp(0, |z|)

w—z

minden z € D pontra. Legyen z,w € D tetszéleges szamok, ekkor a f(2) = 7,(2) = 1%=.

Mivel f(z) € Aut(D) ezért a dp izometriaja, tehat

dp(z, w) = dp(w, z) = dp(f(w), f(2)) = dp(0, f(2)) = dp(0, | f(2)] = dp(0, pp(z, w)).
(2.31)
Az allitast felhasznalva x=0 és y = pp(z, w)-re, megkapjuk a egyenlGséget. [
A tétel bizonyitasabol az is kideriil, hogy ha 7 egy sima gorbe, ami x-bdl y-ba megy,
tgy hogy —1 < z < y < 1, akkor Ip(y) = dp(z,y) akkor és csak akkor, ha v a valos
tengely [x,y| szakaszén halad. Mivel a hiperbolikus izometridk altal a korok és egyenesek

képe szintén kor vagy egyenes ([2.1.5)), a T-t dnmagéra képzi és szogtartok (2.1.4)), ezért
definiadlhatjuk a hiperbolikus geodézidkat (legrovidebb szakasz, ami 6sszekoti x,y pontot)

2.2.7. Definicid. Legyen z és w két kiilonbozd pont a D-ben. Ekkor a hiperbolikus geodézia
ami 0sszekiti z-t és w-t a CND szakasz, ahol C az egyértelmi euklideszi kor (vagy egyenes
szakasz) ami dtmegy z-n és w-n is és merdleges T-re. Ha 7y egy sima gorbe ami 6sszekoti
2-t és w-t az eqységkorben, akkor a hiperbolikus hossza y-nak akkor és csak akkor dp(z,w)

ha v az eqyszerd koriv C ami D-ben dsszekdti z-t €s w-t.

Az egységkort a hiperbolikus tavolsdggal a Poincaré-féle kormodellnek nevezzik. Az
egyenesek a hiperbolikus sikban a hiperbolikus geodézisek, amik euklideszi korivek (vagy
egyenesek) amelyek merdlegesek a T-re. Két hiperbolikus egyenes szoge a metszéspont-
jukban huizott érinté egyenesek kozbe zart szoge. A hiperbolikus sik teljesiti minden axi6-
méjat az euklideszi geometrianak, kivétel a parhuzamossagi axioma. Konnyen belathato,
hogy ha v egy korbeli geodézia és 2y, € D, akkor létezik végtelen sok geodézia ami dtmegy

2p-on és nem metszi y-t, tehat parhuzamosak

2.2.2. Hiperbolikus geometria C"-on

Az el6z6 fejezetben bemutattok a hiperbolikus geometriat D-n. A Mobius-transzformécio
segitségével at tudjuk vinni a D-ben kidolgozott elméletiinket a fels félsikra. Az alabbi

Mobius-transzformacio
1+ 2

1—2

¢(z) =i
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egy konformaélis bijekcio D és Ct kozott.

¢(1) =00, ¢(=1)=0, ¢@i)=~-1, ¢(—i)=1,
a lemma miatt ¢ egy bijekcio T\ {1} és R kozott. Mivel

1—z? 2
(o) = = 6 96 =

ebbdl az kovetkezik, hogy

o 2
Tm(o(z)) 1 2P

Legyen I' egy siima gorbe D-ben, ekkor T = ¢ o I'. Ekkor T egy sima gorbe lesz C*-ben,

z € D.

hiszen ¢ egy bijekcio a D és CT sima gorbéi kozott. Tovabba az el6z8 szamitasok miatt

RS
ImY 11—

2|dz|
Ip(T) = / e

ezért tudjuk definialni T hiperbolikus hosszat C™-ben az alabbi képlettel

|dz|
v Imz’

Mivel I' hiperbolikus hossza

le+(T) =

Mivel a ¢ Mobius-transzformacié szogtarto és egyenesek és korok képe egyenesek vagy
korok lesznek, ezért a felss félstkban a geodézisek a R-re meréleges egyenesek vagy korivek

lesznek.

2.3. Gauss-Lucas tétel és a Blaschke szorzatok

Ebben a fejezetben megnézzitk mi a kapcsolat a B(z) Blaschke szorzat zérushelyei és
B(z) = ¢ gyokei kozott, rogzitett ¢ € T-re. A fejezet késbbi részében megvizsgaljuk majd
a zérushelyeinek és a kritikus pontajainak a kapcsolatét is. Elgszor ezekhez a Gauss-Lucas

tételt fogjuk bizonyitani.

2.3.1. Definicib. Legyen zq,zs,...,2, € C, ekkor a pontok konvex burkdn a kévetkezd

halmazt értjik

conv{zi, 2oy ooy 2n } 1= {Z)\ zi A €[0,1] Z } (2.32)
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2.3.2. Tétel. (Gauss-Lucas) Legyenek z1, za, ..., z, € C és ¢q,¢a, ...,c, € RT\ {0}. Ekkor

c c Cn
fle)=——+ 24+ .+ (2.33)
zZ—2 Z — 29 Z— Zn

legfeljebb n-1 zérushelye van, amelyek mind a conv{z, 2o, ..., 2, } halmazban vannak.
Bizonyitas. Szorozzuk fel a f(z)=0 egyenletet
(z—21)(2 — 22)...(z — 2zp)

egyszertsités utan lathatjuk, hogy az egyenlet bal oldalan egy legfeljebb n-1 foku polinom
van, igy f(z)-nek C-ben maximum n-1 zérushelye van, multiplicitassal szamolva. Ha w

zérushelye a [2.33
C1 Ca Cn

+ et = 0. (2.34)
w— 21 W — 29 w — Zp
Mivel ¢, ¢, ..., ¢, € RT, ezért ekvivalens az
c c Cn
— 2 44+ "= (2.35)
w — 21 W — 2o w — 2p
Bévitsiik az el6z6 egyenletben a megfeleld tortet
w — Zj
w — Zj
igy .34}t atalakithatjuk
cr(w—z co(w — 2z cn(w — 2z,
(w=2) ow=z2)  aw=-=)_, (2.36)
lw — 2|2 lw — 252 lw — z,|?
C1 i Ca T Cn C1 i C2 NI Cn
et ——Jw = z ot .+ —
lw— 2112 |w— 29)? lw — 2z, |2 |w — 2|2 ! |w — 29|? 2 lw — 2z, |2
(2.37)
Igy megkaptuk, hogy
w = )\121 + )\22’2 + ...+ )\nZn,
ahol
¢j
A] = a1 | '7| Cj | S J S n.
Tttt T/
w =z |w — 2|

Mivel ¢y, ¢s, ..., ¢, > 0, ezért kovetkezik, hogy
O<)\17)\27'-~7)\n<1 és >\1+)\2++)\n:1
Tehat w a conv{z, 2, ..., 2, } halmazban van. O
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2.3.3. Kovetkezmény. Legyen P(z) € Clz]| egy nem konstans polinom, ekkor P’(z) min-
den gydke P(z) zérushelyeinek konvex burkdba esik.

Bizonyitas. Feltehetjiik, hogy P(z) norméalt (azaz «,, = 1) és irjuk fel
P(z)=(z2—21)(z — 22)...(z — zp).

Ekkor a zérushelyei az alabbi racionalis tortfiiggvénynek

Pl(z) 1 1
P2) z—21 z—2 = z—2

pontosan a P’(z) zérushelyei. A Gauss-Lucas tétel (2.3.2) miatt P’(z)-nek n-1 gydke van,
multiplicitassal szamolva és a con{zi, 2, ..., 2, } halmazba esnek. O
Emlékezziink vissza a [2.1.13] tételre, ami tobbek kozott azt is allitja, hogy minden

w € T-re, a B(z)=w egyenletnek létezik n kiillonb6z6 megoldésa.

2.3.4. Lemma. Legyen z1, 29, ..., 2,1 € D,

_Zl_[ll—zj

ésw € T. Adottak (1, (s, ..., (, kiilonbézd megolddsai a B(z)=w egyenletnek és definidljuk

a \j-ket az aldbbi modon

Ekkor
0< A, A, o\, <1 és AMi+X+...+\, =1
Tovdbbad
B(z)/z _(z—z)(z—2)..(z—21) M - I N
B(z) —w (z—=C)(z— () (z— Cn) z2—0  z2—0( 22—y
Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy

B(z)/z  P(z)
B(z) —w  Q(z)’
amiben P(z),Q(z) polinomok és deg(P(z))=n-1, deg(Q(z))=n. P(z) zérushelyei 21, 29, ..., 2n—1
mig Q(z)-nek (1, (o, ...Cn, 18y P(2)/Q(z)-t a kovetkezdre alakithatjuk at
B(z)/z _ P(z) _ a(z —21)(z — 29)...(2 — 2p_1)
B(z) —w  Q(2) (z=G)(z = G)(z = Gu)
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valamely o # 0 konstansra. Szorozzuk fel az el6z6 egyenletet z-vel és z — o0, ebbdl

lathatjuk, hogy o = 1. Most bontsuk parcialis tortekre a fenti azonosségot, igy megkapjuk

B(Z)/Z o )\1 )\2 )‘n
B(z)—w z-( +Z—C2 +mz—<’n

valamely A\, Ao, ..., A\, € C. Rogzitsiik le k-t valamely 1,2,....n-re, és szorozzuk be az el6z6

egyenlet mindkét oldalat z — (i-val, majd z — (.

Mo = lim e, 2 i’z) B’EZ; E’“w (2.38)
B(Cr)
= 2.39
GB'(Cy) (2.39)
1
= ——— ((2.23]) miatt) (2.40)
L+ X

Ebbdl adodoan 0 < A, < 1. Figyeljiik meg a 2z — oo hatarértéket a kovetkezd azonosség-

ban B A A A
B _ Az e e
Biz)—w 22— z—0( 2=
vegyiik észre, hogy
: B(z)
M+A+ .+ A =lim._ =1
1+ A+ ...+ 1M, B(z)—w
U
2.3.5. Tétel. Legyen z1, 29, ..., 2,1 € D,
n—1 P
B(z) ==z ;-
r11 -7z
7=1

ésw € T. Adottak (1, (s, ..., Gy kiilonbozd megolddsai a B(z)=w egyenletnek. Ekkor zy, z9, ..., 21 €
conv{(y, Ca, .., Cu }-

Bizonyitas. Az el6z6 lemma ([2.3.4]) a kovetkezs azonossagot adja

B(z)/z X\ Ao An
B(z)—w_z—{’l—'—z—@—i_m—'—z—gn’

(2.41)

amiben a jobb oldalon a konvex kombinaci6ja van az aldbbi fiiggvényeknek

1 1 1
R
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Mivel a szamléalo zérushelyei pont a zq, 29, ..., 2,1, igy a Gauss-Lucas tétel miatt
benne lesznek a (3, (o, ..., (,, konvex burkdban. [

Az el6z6 tétellel belattuk a kapcsolatot a B(z)=w w € T egyenlet megoldasai és B(z)
zérushelyei kozott. Most ratériink a B(z) kritikus pontjainak w:B’(w)=0 és zérushelyének

vizsgalatéra.

2.3.6. Definicidé. Azt mondjuk, hogy 2 C D hiperbolikusan konvez, ha

21— 22

21— ——t

21,20 €Qést €[0,1] = 1;?? €N
1-Z———t
1—2122

2.3.7. Tétel. Legyen B eqy véges Blaschke szorzat, ekkor B’ zérushelyei D-ben vannak és

a B zérushelyeinek hiperbolikus konvex burkdba esnek.

Bizonyitas. Legyen D, :=DN{z:Im(z) >0} ésD_:=DN{z: Im(z) <0} a fels6 és
also félkor. Tegyiik fel, hogy B(z) minden zérushelye D, -ben van. Ekkor a szerint

B()\ o, (14l
[m(B<z>>‘,;I (5ew) 24
Legyen L Jaf
G = TG —a)

egy rogzitett a € D -ra. A D_ ¢ szerinti képének vizsgalatdhoz elGszor meg kell nézniink
D_ hatardnak képét. OD_ = {e? : —7r < 0 < 0} U [—1,1], el6szor a T_ = {e? : —7 <
6 < 0} halmaz képét nézziik meg,

1— |af? B et L g
(1 —ae) (e —a)  |e? — al?

oe”) =
lathato, hogy T_ képe egy folytonos gorbe a C, UR-en. ¢t € [—1, 1]-re,

o 1—fa® 1-]af 2
=T ai—a Gt —ap . ma

[-1,1] képe is egy folytonos gérbe ami a felsg félsikba esik(C, U R) és mivel D_ hatéra
egy folytonos zéart gorbe C, UR-ben és, ¢(z) holomorf leképezés cl(D_)-n ezért, D_ képe

C.-be van. Masképpen megfogalmazva
zeD_ = Im(¢(z)) >0.
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Mivel B(z) zérushelyei D, -ban vannak, a azonossaghol kovetkezik, hogy

reD. = Im(g<(5>)>>0.

Tehat B’(z)-nek nincsen gyoke az alsé félkérben. Tovabba, ha B(z) Gsszes nullhelye a
D; U (—1,1)-ben vannak, akkor B’(z)-nek is.

Legyen f = BoT,, a bizonyitasabol lathattuk, hogy f is egy véges Blaschke-
szorzat lesz 7,(21), Ta(22), ... Ta(2n) zérushelyekkel. Ha wy, wy, ..., w,_1 a B’ nullhelyei D-
ben, akkor f” gyokei D-ben

Ta(wy), To(wa), ooy Ta(Wp—1)-

Valasszuk meg a-t, ugyhogy Im(7,(2x)) > 0 minden 1 < k < n-re, az el6z6 észrevételt

hasznalva lathatjuk hogy ekkor
Im(r,(wg)) >0 1<k<n-—1.
Ez azt jelenti, hogyha egy B(z) zérushelyei egyik oldalan van az alabbi hiperbolikus egye-

nesnek
a—z

=t te|-1,1],
1—az [ ]

akkor B’ nullhelyei is ugyanazon az oldalon vannak. Ez gondolatmenetet ugyanigy al-
kalmazhato 7, helyett a p, forgatésra is. Ezen hiperbolikus félsikok metszete pontosan a

hiperbolikus konvex burkat adja a B zérushelyeinek. [J
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3. fejezet

Végtelen Blaschke-szorzatok

Ebben a fejezetben a végtelen Blaschke-szorzatok a belsé fiiggvények és a Hardy terek
kapcsolatat vizsgaljuk. A téma elején a végtelen szorzatok konvergenciajarol és a végtelen

Blaschke-szorzat par tulajdonsigéat mutatjuk be, amiket a késébbiekben hasznalni fogunk.

3.1. Végtelen szorzat

3.1.1. Definici6. Legyen u, szim sorozat C-ben, p, = (1 + u1)(1 + ugz)...(1 + u,) és

létezzen p = limy,_oopp, ekkor

p= ] +u)

k=1
pn-t a végtelen szorzat parcidlis szorzatdnak nevezziik. Akkor mondjuk, hogy a szorzat

konvergdl, ha a p, sorozat konvergdl.

A végtelen soroknal Y a, a konvergencia azon mulik, hogy a, milyen gyorsan tart
0-ba. Hasonléan a végtelen szorzatoknél az lesz fontos, hogy a tényezSk milyen gyorsan
kozelitik az 1-et. Emiatt hasznéaljuk a (1 + wy) felirast, hiszen akkor lesz ez kozel 1-hez,

ha wu; kozel van 0-hoz.

3.1.2. Lemma. Legyenek uy,us, ..., u, komplex szamok, és

po= ] +uw), v =[]+ lul), (3.1)
k=1 k=1
ekkor
p:; S €\u1|+\u2|+...+|un\ (32)
oy — 1] <pr—1 (3.3)
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Bizonyitas. A 1+x < e, x € R egyenl6tlenséget felhasznalva x helyére |uq|, ..., |u,|-eket
frva és Gsszeszorozva Gket megkapjuk a [3.2}t. A B3}t teljes indukcioval bizonyitjuk. n—=1

esetén trivialis az allitas, legyen igaz j = 1,2, ...,n — 1-re, ekkor
pjv1 — 1 =pj(1+uja) = 1= (p; = (1 + wjp1) + ujy,
igy ha igaz j-re akkor,
pjr — 1 < (p; — V(1 + [uja]) + [uja| = pjq — 1.
0

3.1.3. Tétel. Legyen gi eqy korldtos figgvény sorozat Q-n, igy hogy > |gr(w)| egyenle-

tesen konvergdl minden w € Q-ra. Ekkor

fw)=T]A+g(w)), weQ (34)
k=1
egyenletesen konvergdl Q-n, és f(wy) = 0, wy €  akkor és csak akkor, ha gi(wy) = —1

valamely k-ra. Tovabbd f nem figg a gy sorrendjétdl nem figg, azaz legyen {ki, ka, ...} eqy

permutdcidja a {1,2,...}-nak, ekkor
H + gk w € Q.
J=1

Bizonyitas. A tétel feltételeibdl kovetkezi, hogy >° |gp(w)| korlatos az Q-n, igy ha p, a
parcialis szorzat, akkor az el6z6 lemméabol (3.1.2)) kévetkezik, hogy létezik olyan konstans
C' < 00, hogy |p,(w)| < C minden n és w-ra. Vélasszunk 0 < e < 5. Létezik Ny, hogy

Z|gk ) <e we. (3.5)

k=No
Legyen {ki, ks, k3, ...} permutacioja a pozitiv egész szamoknak. Ha N > N, és M olyan

nagy, hogy
{1, 2, ceey N} - {kl, kQ, ceey k)M},

g (w) legyen az M parcidlis szorzata a [[[2, (1 + gx,; (w))-nak, akkor
gu —pnv =pn(J (L +gi,) = 1) (3.6)

A kj-k az el6z6 egyenletbl mind kiilénbozGek és nagyobbak Ny-nal. Tehat a3.5]és a[3.1.2]

miatt
lanr — pa| < |pwvl(ef — 1) < 2|pyle < 2Ce. (3.7)
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Ha k; = j minden j-re, akkor ¢y = pus, és a [3.7) azt mutatja, hogy py egyenletesen
konvergél (2-n és f(w) a hatarértéke. Tovabba az is latszik, hogy

|pM _pN0| < 2|pNO|€ M > Ny (38)
amibdl |py| > (1 — 2¢)|pn| kovetkezik,
[f(w)] = (1 = 2¢)|pn, (w)| w e, (3.9)

az alsé becslésbol adodik, hogy f(w)=0 akkor és csak akkor, ha py, = 0. Végiil a azt

is megmutatja, hogy qi és pr hatarértéke ugyanaz. [J

3.1.4. Tétel. Legyen 0 < up < 1. Ekkor

o0

(1 —ug) >0 akkor és csak akkor, ha Zuk < 0. (3.10)
k=1 k=1

Bizonyitas. Legyen p, = (1 — uy)...(1 — uy,), ekkor p; > py > ....,p, > 0, tehat p =
limy, oopn 1étezik. Ha > uy < oo, akkor tételbdl kovetkezik, hogy p > 0. A méasik

esetben
n

P | (P
k=1

et "Un 5 () han — 00 és » up = o00.

3.1.5. Tétel. Legyen g, holomorf fiigguény sorozat ) tartomdnyon, ne legyen koztik a

konstans nulla figgvény, és
Z 11— gi(2)]
k=1

egyenletesen konvergdl €2 minden kompakt részhalmazdn. Ekkor
f2) =11 o(2) (3.11)
k=1

egyenletesen konvergdl €2 minden kompakt részhalmazdin, tehdt holomorf Q-n.

Tovabba, az 1s 1gaz lesz

m(f,2) =Y mfi,2), (3.12)

ahol m(f,z) jeloli az f fiigguény z pontbeli zérusanak multiplicitasdt.
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Bizonyitas. A tétel elsé része a tételbdl kovetkezik. A masodik részéhez vegyiik
észre, hogy minden z € () pontnak van egy V kornyezete, melyben csak véges sok gp-
nak van zérushelye a > |1 — gi(2)| feltétel miatt. Szorozzuk dssze ezeket elGszor (ezt
megtehetjiik a miatt), a maradék tagnak nem lesz zérushelye V-ben. A tétel
miatt igaz lesz a masodik fele is a tételnek. Tovabba azt is lathatjuk, hogy csak véges sok

z pontra lesz m(f,z) pozitiv. O

3.1.1. Jensen formula

A végtelen Blaschke-szorzatok vizsgalatdahoz elGszor belatunk par allitast a logaritmus
integraljarol és a Cauchy integralformula ((1.1.10)) kapcsolatarol.

3.1.6. Lemma.
1 (7 <
gy /_W log|1l — €®|df = 0. (3.13)

Bizonyitas. Legyen Q = {z : Re(z) < 1}, mivel 1 — 2z # 0 Q-ban és  egyszeresen
Osszefliggd tartomény, ezért a [1.1.15] tétel miatt, 1étezik h : 2 — C holomorf fiiggvény,

e

=1—2z 2z€Q,
h egyértelmii ha megkéveteljik téle, hogy h(0)=0. Mivel Re(1 — z) > 0, ezért

Re(h(2)) = log|l — 2|, |Im(h(2))| < g 2 e (3.14)
Legyen § > 0 tetsz6legesen kicsi, és I' pedig az alabbi gorbe

[(t)=¢" §<t<2m—4, (3.15)

tovabba legyen v az a félkor ami e?-bol megy e -ba az egységkoron beliil. Ebbél kivet-

kezik, hogy

1 29 . 1 dz 1 dz
1 L — o®ld0 — pe | L 2 _pel L i 1
277/5 log|1 — e*|df = Re |:27T /Fh(z) z} Re {2# /wh(Z) z} (3.16)

Az utolso egyenléség a Cauchy integral-formula miatt lesz igaz. Ne felejtsiik el, hogy
h(0)=0. v révidebb wd-nal, igy megmutatja, hogy az utolso integral abszolut értéke
kevesebb lesz, mint C§ log(1/6), ahol C egy konstans. § — 0-val megkapjuk a lemma
allitasat. [
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3.1.7. Tétel. (Jensen-formula) Legyen Q2 = D(0, R), f holomorf Q-n, f(0) #0, 0 <r <
R, és a1, ay, ..., an [ zérushelyei a D(0,r)-ben multiplicitdsukat figyelembe véve. Ekkor

'Hym 6xp{21/ log|f(re’ )|d9}. (3.17)

Bizonyitas. Rendezziik fel aj-ket gy, hogy aq,as,...,an, € D(0,r) és |ams1] = ... =
|a,,| = r. Definialjuk g(z)-t az alabbiak szerint

o) = fo) [[ = ] % (3.18)

Pt r(ax — 2) oy Wk 2

Ekkor g holomorf lesz egy D = D(0,r + €) koron, valamely € >-ra, ugy hogy g-nek ne
legyen zérushelye D-ben. Emiatt log|g| harmonikus D-n, tehat

loglg(0)] = 5 [ Logla(re®)jdo. (3.19)

2 ) .
Ekkor a[3.18-bsl
LS
lg( H [ 1o (3.20)

Minden 1 < n < m, a tortek a szorzatban az abszolut értéke 1, ha |z| = r. Ha
a = re'% m < k < n, ebbdl kovetkezik hogy

loglg(re”)| = log| f(re®)| = ) log|l — "% (3.21)

k=m-+1

Az el6z6 lemmabol kdévetkezik, hogy iintegral nem valtozik, ha g-t lecseréljiik
fre. A és egyenldségeket Osszehasonlitva megkapjuk a tétel allitasat. [
A Jensen-formulabol kovetkezik egy egyenltlenség, ami amelyben szerepelnek a perem

értékei D-ben korlatos holomort fiiggvényeknek.

3.1.8. Definicio. H>*(D) a korldtos holomorf fiiggvények halmaza (késébb Hardy-tér oo
esete).
H*(D) ={f:D — C: f holomorf,||f||ec < o0}

ahol a ||.||ee @ suprémum norma, azaz || f||ec = sup,ep |f(2)]-

3.1.9. Definicié. Legyen f € H™, ekkor a f* a radidlis hatdrértékén az alabbi figguényt
értyiik
() = lim f(re?).

r—1-
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3.1.10. Tétel. Legyen f € H*, f nem a konstans 0 figgvény. Definidljuk a kévetkezd

fiigguényeket _
wr(f) = %/ log|f(re®)|dd 0<r <1, (3.22)
() =52 [ teals (a0 (3.23)
Ekkor
() < palf) 0<r<s<t, (3:24)
pr(f) = log|f(O)] 7 =0, (3.25)
pe(f) < pt(f) 0<r<L (3.26)

Vegyiink észre egy kovetkezményt
Bizonyitas. Létezik m > 0 egész szam, hogy f(z) = 2™g(z), ahol g(z) € H* és ¢g(0) # 0.
Hasznéljuk a Jensen-formulat ' g-re f helyett. A baloldal egyértelmtien nem csok-
kenhet, ha r névekszik. Igy u,(g) < ps(g), ha r < s. Mivel

e (f) = pr(g) +milog(r),

ezzel bebizonyitottuk a [3.24}et.

Tegyiik fel az altalanossag elvesztése nélkiil, hogy | f| < 1. Irjunk f.(e"?) = f(re?) az f-ek
helyére. Ekkor f, — f(0), har — 0 és f. — f* majdnem mindenhol, ha r — 1. Mivel
log(1/|f.]) > 0, kétszer alkalmazva a Fatou lemmat, a [3.24}et felhasznalva megkapjuk a
¢sB.26kat. O

3.1.11. Megjegyzés. Vilaszthatunk gy r, hogy f(z) # 0, ha |z| = r; ekkor u,(f) véges

és igy p*(f) is véges lesz. Tehdt a log|f*| € LY(T), és f*(e¥) # 0 majdnem mindenhol.

3.1.2. A végtelene Blaschke-szorzatok tulajdonsaga

3.1.12. Definicié. Legyen ay pontsorozat D-ben és m € N. Ekkor

B(z):zmH ax = 2 |l zeD (3.27)

a végtelen Blaschke-szorzat(innentdl kezdve a Blaschke-szorzatok alatt a végtelen Blaschke-

szorzatot fogja jelenteni).
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Egy természetes kérdés a Blaschke-szorzatokkal kapcsolatban, hogy milyen a; sorozat-

ra lesz konvergens. A kovetkezd tétel ezt fogja megvalaszolni.

3.1.13. Tétel. Legyen ay # 0 pontsorozat az eqységkiorben és

> (1= Jax]) < o0, (3.28)
k=1
m eqy pozitiv eqész szdn, ekkor a
(2) =" [ 2= lal e, (3.29)

11—akz a

Blaschke-szorzat H* halmazban van és pontosan ott a,, pontokndl van nullhelye (és 0-ban,
ha m > 0).

Bizonyitas. Az [3.1.3] tétel miatt elég azt belatnunk, hogy a

k—Z |ak’

1—aza
o kR Qg

végtelen sor konvergal. Nézziik meg az Osszeg n-edik tagjat
an + |an|z 1+
v — (1 —lan]) <

(1 —apa,

1- n

71— ol
Amikor |z| <. Ezt és a tételt felhasznalva lathatjuk, hogy B(z) holomorf lesz D-n
a megfelel§ zérushelyekkel. [

3.1.14. Tétel. Legyen B(z) egy Blaschke-szorzat, ekkor |B*(¢?)| = 1 majdnem mindenhol
€s
1
llj)l%%/ log| B(re®)|df = 0. (3.30)
Bizonyitas. Legyen B(z) egy Blaschke-szorzat, ekkor B,
o oan — 2 |ag

1 —aiz ay

k=n
Mivel log(| B/ By|) folytonos egy nyilt halmazon ami tartalmazza T-t, igy nem valtozik
meg, ha lecseréljiik B-t B,,-re. Alkalmazzuk a [3.1.10] B,-re, ebbdl az alabbi azonossagot
kapjuk
1 T ' 1 T .
< : _ i6 < _ * i0 < .
log| B, (0)] < lim o /_W log| B(re)|d6 < 27T/ log| B*(¢)[d6 < 0. (3.31)

Ahogy n-el végtelenhez tartunk a log|B,,(0)| 0-hoz fog tartani. Ez adja a et, és meg-
mutatja, hogy [ log|B*| = 0. Mivel log|B*| < 0 madjnem mindenhol, ezért tételbsl ko-
vetkezik, hogy log| B*| = 0 majdnem mindenhol. [J
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3.2. Belsé fiiggvények és Hardy-terek

3.2.1. Definicié. (Hardy-terek) Legyen f,(e?) = f(re®) 0 < r < 1,ha f folytonos fiigg-

vény D-n. Az LP-normdk szerint definidlhatjuk:

150, = (57 | 15 Z@)\w)l (3:32)

1 frlloe = sup | fr(e)] (3.33)

[ frllo = exp {/7r l09+|fr(ei9)|d0} (3.34)

Ahol log™ (t) = log(t), ha t > 1 és 0 kiilonben. Legyen f holomorf D-n és 0 < p < 0.
Ekkor

111> = sup{[[£[],} (3.35)

Ekkor 0 < p < oo-re definidljuk a kévetkezd halmazt.
H? :={f:D — C: f holomorf, ||f||, < oo} (3.36)

p=0 esetén N := {f : D — C: f holomorf, ||f|lo < oo}.

3.2.2. Megjegyzés. A definiciobol latszik, hogy H* C HP C H* C N, ha 0 < s < p <

Q0.

3.2.3. Tétel. Legyen f € N nem a konstans nulla fliiggvény D-n, és aq, as, ... f zérushelyer
multiplicitdst figyelembe véve. Ekkor

Z 1 — |CL]€‘
k=1

Bizonyitas. Ha f-nek van m-edrendi zérushelye nullaban, akkor g(z) = 27" f(z), g € N
és g-nek ugyanott vannak nullhelyei mint f-nek, kivétel az origbban. Ezért feltehetjiik,
hogy f(0) # 0. Legyen n(r) a f zérushelyeinek szama a D(0,r) kérben. Rogzitsiik n-t és
valasszunk olyan r < 1-et, hogy n < n(r). Ekkor a Jensen-formula ([3.17))

|nH‘ak| —e:pp{; / log|f(re’ )|d9} (3.37)

amibdl kovetkezik

FOITL i = eon{ 55 [ toatlstreian}. (3.38)
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A feltétel, hogy f € N ekvivalens azzal, hogy létezik egy C' < oo konstans, amely nagyobb
az el6z6 egyenlGtlenség jobboldalanal, minden 0 < r < 1. Ebbdl az latszik, hogy

n

[T laxl = = 1F(0)m (3.39)

k=1

Ez az egyenlGtlenség teljesiil minden n-re, és r — 1-re. Igy
[Tlaxl = Cf(0) > 0.
k=1

Az utols6 egyenlGtlenség és a tételbdl kovetkezik ezen tétel allitasa. [

3.2.4. Tétel. Legyen f € N, f #£ 0, és B az f zérushelyeibdl alkotott Blaschke-szorzat.
Legyen g = f/B, ekkor g € N és ||g|lo = ||f|lo. Tovdbbd, ha f € HP akkor g € HP és
gllo = 11/l

Bizonyitas. Elgszor is vegyiik észre, hogy |g(z)| > |f(2)| z € D. S6t szigort egyenldt-
lenség van minden z € ID-re, hacsak f-nek nincsen zérushelye az egységkérben. Ebben az
esetben viszont B=1 és f=g.

Ha s és t nemnegativ valos szamok, akkor az egyenlétlenség
log* (st) < log™(s) +log*(t)

igaz lesz, hiszen a bal oldal 0 ha st < 1 és log(s)+log(t), ha st > 1. Mivel |g| = |f|/|B],
ezért az el6z6 egyenlGtlenség miatt

1
log*lg| < log™|f] + log@-

A B.1.14 tétel miatt [[gllo < [|fllo, és mivel [g(2)| = [f(2)] 1gy [lgllo = If]o-
Tegyiik fel, hogy f € HP valamely p > 0-ra. Legyen B, a véges Blaschke-szorzat

amit az f elsé n zérushelye general (sorba rendezziik valahogy f nullhelyeit, multiplicitast
figyelembe véve). Legyen g,, = f/B,. Minden n-re | B, (re??)| — 1 egyenletesen, ha r — 1.
Tehat ||gn||, = || f||,- Ahogy n-el végtelenbe tartunk, |g,| névekszik |g|-hez, igy

lgellp = lim [[(gn)ell, O <r <1,

a monoton konvergencia tétel miatt. Az el6z6 egyenlsgé jobboldala legfeljebb || f||,, min-
den r < 1-re. Ha r — 1, akkor azt kapjuk hogy ||g||, < ||f]l,- Az egyenlSség az el6z6
esethez hasonléan a |g(z)| > |f(2)|-b6l kévetkezik. [
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3.2.5. Definici6. Azt mondjuk, hogy M € H™ egy belsd figgvény, ha |M*| = 1 majdnem
mindenhol a T-n.

Ha ¢ egy pozitiv mérhetd fiigguény a T-n, tgy hogy logp € L*(T), és ha

1 [Tet+z ;
Q(2) = cexp {% /ﬂ - Zlog¢(e t)dt} z €D,

akkor Q(z)-t egy kiilsd fiigguénynek hivjuk. Itt ¢ egy konstans, |c| = 1.

tétel megmutatja, hogy minden Blaschke-szorzat egy belsé fiiggvény, de vannak

masak is. A kovetkezGképpen lehet Gket lefrni.

3.2.6. Tétel. (Faktorizdcids tétel) Legyen c egy konstans, |c| = 1, B egy Blaschke-szorzat,

[ eqy véges pozitiv Borel mérték T-n ami szinguldris a Lebesque-mértékre és

M(z) = ¢B(z) exp {— /7r e+ Zd,u(t)} , z€D, (3.40)

_eit — 2

Ekkor M egy belsd fiigguény €s minden belsd fiigguény elddll ilyen alakban.

A tétel bizonyitasa el6tt kimondunk 2 masik tételt amiket nem fogunk bizonyitani,

viszont eredményeiket felhasznéaljuk majd. Bizonyitasaik a

3.2.7. Tétel. Minden x € RF-hoz rendeljiink eqy {E;(z)} sorozatot, amely szabdlyos

modon x-hez zsugorodik. Ha p komplexr Borel-mérték és u L m, akkor

1; w(Ei(z))

lim m(Ei(2)) =0 m-majdnem minden x-re. (3.41)

3.2.8. Tétel. Tegyiik fel, hogy u harmonikus a D-ban, 1 < p < oo, €s

sup ||lur|l, = M < oc. (3.42)
0<r<1

(a) Ha p = 1, akkor létezik egyetlen olyan p komplex Borel-mérték a T-n, amelyre
u = Pldu).

(b) Hap > 1, akkor létezik egyetlen olyan f € LP(T) figgvény, amelyre u = P[f].

(¢c) Minden pozitiv harmonikus figguény a D-ban egyetlen pozitiv Borel-mérték Poisson-

integralja a T-n.
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Bizonyitas. Elgszor tegyiik fel, hogy M(z) alakban van és g = M/ B, ekkor log|g|
a Poisson-integralja —du-nek tétel miatt), ezért loglg| < 0, tehat g € H™, ez igaz
M-re is. Tovabba Dp = 0 majdnem mindeniitt, mivel p szingularis tétel miatt),
ezért a log|g| radialis hatéarértékei majdnem mindeniitt nullak. Mivel |B*| = 1 majdnem
mindeniitt, azt kapjuk hogy M(z) belss fiiggvény.

A masik irany, legyen B egy Blaschke-szorzat egy adott M belsé fiiggvény zérushelyeivel
és legyen g=M/B. Ekkor log|g| harmonikus D-ben. A [3.1.14] és [3.2.4] tételek miatt |g| <
1 D-ben és |¢*| = 1 majdnem mindeniitt T-n. Tehéat log|g| < 0. A tételbdl azt
kapjuk, hogy log|g| a -du mérték Poisson-integralja valamely pozitiv p mértékre T-n.

Mivel log|g*| = 0 majdnem mindentitt T-n, ezért Dy = 0 majdnem mindeniitt T-n, tehat

p szingularis. Végiil loglg| a valos része annak a fiiggvénynek amelyet,

hz) = — /ﬂ CEE )

et — 2

ad meg. Ez azt jelenti, hogy létezik c konstans |c| = 1, hogy g—c exp(h(z)). Igy M valéban
3.40| alaka. [
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4. fejezet

Altalanositas a felss félsikra

Ahogyan a fejezetben itt is a ¢(z) = HZ Moébius-transzforméaci6 fog a segitségilinkre

lenni. Ez egy konformis bijekcio D és C* kozott. Ennek segitségével tudjuk értelmezni

4.1. Véges Blaschke-szorzatok

4.1.1. Definicié. Legyen zy, 23, ..., 2, € CT tetszdleges pontok. Ekkor ezekhez a pontokhoz
tartozé m-edrendid Blaschke-szorzat az a B : CT — D holomorf figguény lesz, amely
felirhato

ﬁ ST gelo,2n] (4.1)

Z—Zk

Miért pont ez a fliggvény lesz a Blaschke-szorzat a fels6 félsikon? El&szor is, egyszert
szamolas utéan kijon hogy ezekre a fiiggvénykre lesz igaz, hogy B o ¢ egy Blaschke-szorzat
lesz a koron. Mivel ¢ egy bijekcio igy, ez csak 1 fajta fiiggvény csaladra (a fent definialt

Blaschke-szorzatokra lesz igaz). Tovabba ezekre a Blaschke-szorzatokra is igaz lesz a

|B(2)] <1, ze€C*, (4.2)

|B(z)| =1, z€R, (4.3)

IB(z)|>1 zeC, (4.4)
1 .

B(z) = == € C. (4.5)

Pontosan ezek a tulajdonsagok jottek el6 az egységkor Blaschke-szorzatainal is. Fontos

kiilonbség a kettd kozott, hogy a fels§ félsik nemkonstans Blaschke-szorzatainak mindig
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van egy véges polusa, mig az egységkornél a z* holomorf fiiggvények az egész C-n. Kovetke-
z6kben kimondjuk a Blaschke-szorzat tulajdonsagait, amiket belattunk méar az egységkor

Blaschke-szorzataira.

4.1.1. Tulajdonsagai

4.1.2. Tétel. Legyen By(z), Ba(2) két normadlt (e = 1) véges Blaschke-szorzat és legyenek
Wy, Wa, ..., w, € CT, hogy Bi(w;) = Ba(w;) akkor By(z) = By(z) minden z € C*-ra.

Mivel B o ¢ egy véges Blaschke-szorzata lesz a kornek, ¢ pedig egy konform bijekcid
igy a tétel bizonyitasa visszavezethetd a tétel bizonyitasara.

4.1.3. Tétel. (n-az-1-be figguény) Legyen B egy n-edrendd Blaschke szorzat, ekkor a
B(z)=w egyenletnek pontosan n megolddisa van. Tovabbd, ha w € D, akkor C*-ben vannak
a megoldadsai, ha w € T, akkor R-ben van n kilonbozd megoldds, és ha w € D, akkor

C~-ben vannak a megolddsok.

Ezentétel bizonyitasahoz is elég felhasznélni a B o ¢ azonosségot és visszakapjuk az

egységkor esetét.

4.2. Végtelen-Blaschke szorzatok és Hardy-terek C*-ben

4.2.1. Definici6. Legyenek z1, 23, ... € CT ekkor ezen pontok dltal meghatdrozott végtelen

Blaschke-szorzat alatt a kovetkezd fligguényt értyik

z— 21 |z + 12
B —|| 4.6
(2) 2= 241 (4.6)

4.2.2. Tétel. A fenti Blaschke-szorzat akkor és csak akkor fog konvergdlni, ha

I

> <o

o 1+ |Zk|

Az egységkornél az volt a fontos, hogy a gyokok milyen gyorsan kozelitik meg a T-t,

azaz a hatart. Itt is hasonld van megfogalmazva, csak itt a hatar a valos szédmok.

4.2.3. Definicié. Legyen f holomorf fiigguény a felsd félsikon. 0 < p < oo, akkor lesz
f € HP(CT), ha

11l = sup {/Oo |f(x+iy)|”dx}p

—00
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p = oo esetében, f € H®

[ fllge = sup [f(z+idy)| < oo
y>0,z€R

Hasonloan az egységkorhoz itt is azokat az integralokat nézziik, amelyek megkozelitik

a tartomény hatarat.

4.2.4. Tétel. Minden f € HP(C"), 0 < p < 0o, egyértelmien elddll
f(z) = e**b(2)s(2)G (2) (4.7)
alakban, ahol o > 0, b(z) egy végtelen Blaschke-szorzat a felsd félsikban,

5(2) = exp {z/: it;dyu)}

valamiilyen (—o0,00) intervallumon értelmezett, korldtos vdltozasi, nem csékkend v(t)

figgvényre, amelyre V'(t) = 0 majdnem mindeniitt és

G(z) = eexp {i /OO (1 +t2) log w(t)dt}

im ) o (t—2)(1+12)

valamely valds vy és mérhetd w(t) > 0 figgvényre, melyre

J R C Iy o TTO

coo 112 feo 1422

Ha f[§.7 alaklban dll eld, ahol a > 0, b(z) egy tetszéleges Blaschke-szorzat, v(t) és w(t)
figgvények megfelelnek a feltételnek, akkor f € HP(CT).
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5. fejezet
Osszegzés

A szakdolgozatomban sikeriilt elérnem, hogy karakterizaljam a bels§ fiiggvényeket mind
az egységkorben és a felsd félsikban. Ezen kiviil siikeriilt egy szép parhuzamot mutatnom

a polinomok és véges Blaschke-szorzatok kozott.
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Alulirott Kiss Albert Janos nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése soran az aldbb

felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI alapi eszkozoket alkalmaztam:

Feladat Felhasznalt esz- Felhasznalas Megjegyzés
koz helye

Irodalomkeresés Claude  Sonnet 2.2 és 4. fejezet- forrasok rendszere-
4.6 hez zése
Litmaps

helyesirads, nyelve- | claude sonnet 4.6 egész dolgozat

zet javitasa

forrasok forditasa Claude sonnet 4.6 2.2 és 4. fejezet ismétlsds  szavak

elkertiilése miatt

Szovegvazlat készi- | Claude sonnet 4.6 3. fejezet, a szakdolgozat irés

tés 4. fejezet el6tt jegyzet készi-
téséhez vazlat

Tablazat készitése | Gemini 3.5 Flash ~ MI nyilatkoz A tablazat latex

Claude sonnet 4.6 kodjanak megirasa

és az MI-nek feltett
kérdések Osszegytj-

tése

A felsoroltakon tul méas MI alapu eszkdzt nem hasznaltam.
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