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Bevezetés

Manapság szinte minden nagyobb városban fontos szerepet játszik a tömegközlekedés.
Naponta több ezer, valahol több millió ember veszi igénybe ezeket a szolgáltatásokat. Az
utazókat jó ideje különböző útvonaltervező algoritmusok segítik, amikkel előrevetíthető a
kívánt utazás. Természetesen minden felhasználónak különböző igényei vannak, így nem
mindig tud egy algoritmus az összesnek eleget tenni.

Ebben a szakdolgozatban az ilyen valóságban használt módszerekhez hasonló célú
algoritmusokról lesz szó. Látni fogjuk a tömegközlekedési hálózatok különböző modell-
jeit, és a rajtuk futó optimalizációs algoritmusokat. Egyes algoritmusoknak különböző
módosításait is megvizsgáljuk.

Általában az utazó prioritása a minél hamarabbi érkezés, így először ebből a szem-
pontból optimalizálunk. Azonban sokaknak az is fontos, hogy ne kelljen túl sokszor át-
szállniuk, így ezt is figyelembe fogjuk venni. Mutatunk ezen túl több algoritmust, ami
ezt a két kritériumot egyszerre veszi figyelembe, sőt olyat is, ami ennél több kritériumot
is tud kezelni. Kitekintünk még a zónás árazásra is. Mutatunk továbbá valószínűségi mo-
delleket is, amik figyelembe veszik, hogy a tömegközlekedési járatok késhetnek, illetve ki
is maradhatnak.
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1. fejezet

Egyszerű algoritmusok

Egy tömegközlekedési hálózatot legegyszerűbben egy irányított gráffal modellezhetünk
[1]. Ebben a csúcsok adott járművek adott időpontbeli érkezését vagy távozását jelölik
a megfelelő megállóba/-ból. Egy érkezést jelző csúcsból egy távozást jelzőbe tartó él egy
adott megállóban várakozásnak felel meg, és élsúlyként a két esemény közt eltelt időt
kapja. Egy távozást jelző csúcsból egy érkezést jelzőbe tartó él pedig egy tömegközlekedési
járművel megtett utazásnak felel meg és az előzőekhez hasonlóan élsúlya a két esemény
közt eltelt idő. Így adott A és B csúcsok és hozzájuk tartozó tA és tB időpontok esetén a
gráfban a legrövidebb A−B út a valóságban a leggyorsabb A−B útnak fog megfelelni,
amiben A-ból tA időpontban indulunk és B-be tB időpontban érkezünk.

Egy ilyen, vagy hasonló gráfban a legrövidebb út keresésének klasszikus módszere a
Dijkstra-algoritmus [5], amellyel adott start és cél csúcsok esetén megtalálható a startból
célba haladó legrövidebb út, nemnegatív élköltségek mellett (feltesszük tehát, hogy az
adott gráf élsúlyai nemnegatívak). Az algoritmus minden csúcshoz fenntart egy címkét,
amely kezdetben a start csúcsnál 0, minden más csúcsnál pedig ∞ értéket vesz fel. Ezután
megvizsgálja az összes élt, amely a start csúcsból indul. Amennyiben az élek be-csúcsánál
lévő érték nagyobb a ki-csúcs értékének és az élköltségnek az összegénél, akkor erre módo-
sítja a be-csúcs címkéjét. Ezt a módszert nevezzük az élek relaxálásának. Miután minden
kimenő élt relaxált, a start csúcsot „átvizsgált”-nak jelöli. A következő iterációban az al-
goritmus veszi a nem átvizsgált csúcsok közül a legkisebb értékű címkével rendelkezőt,
relaxálja a ki-éleit, majd átvizsgálttá nyilvánítja a csúcsot. Ezt a folyamatot ismétli addig,
amíg a cél csúcsot átvizsgálttá teszi. Ekkor a cél csúcs, sőt minden átvizsgált csúcs cím-
kéjének értéke a legrövidebb út hossza oda a start csúcsból. Amennyiben addig futtatjuk
az algoritmust, amíg minden csúcs átvizsgált nem lesz, minden címkén a start-csúcsból
odavezető legrövidebb út hossza lesz (vagy ∞, ha az nem érhető el a start-csúcsból). Ha
pedig feljegyezzük minden csúcsra, hogy az utoljára melyik másik csúcs által kapott jobb
értéket, akkor rekonstruálhatjuk magát a legrövidebb utat is.
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Ahogy láttuk, a Dijkstra-algoritmus több csúcsra is feleslegesen kiszámolhatja a start-
ból oda vezető legrövidebb utat. Az ilyen csúcsok számán próbálhatunk javítani az A* (A-
csillag) algoritmus [6] segítségével. Így célirányosabban kereshetjük kizárólag a cél csúcsba
a legrövidebb utat. Az A* algoritmus lényegében a Dijkstra-algoritmus módosítása. A
Dijkstra-algoritmusban a csúcsokra definiált címkék értékét most úgy határozzuk meg,
hogy a Dijkstra-algoritmus által hozzájuk rendelt értékhez hozzáadunk egy heurisztikát,
a csúcs becsült távolságát a cél csúcstól. Az algoritmus egy iterációjában tehát az ezen
érték alapján legkisebb nem átvizsgált csúcs éleit fogjuk relaxálni az új módszer szerint.
Így egy adott csúcs címkéje mindig f(n) = g(n) + h(n) alakú lesz, ahol g(n) a csúcs
pontos távolsága a start csúcstól és h(n) a becsült távolsága a cél csúcshoz. Így mindig
a „legígéretesebb” csúccsal fogunk egy iterációban foglalkozni. Az A* algoritmus is akkor
áll le, ha átvizsgálta a cél csúcsot.

Bizonyított, hogy minden csúcsnál olyan h(n) heurisztika választása esetén, amellyel
minden uv élre igaz, hogy h(u)− h(v) nem haladja meg az él tényleges költségét, az A*
algoritmus helyes megoldást ad. Ilyen heurisztikát egyszerű találni, egy tömegközlekedési
hálózat esetén például vehetjük a két megálló közti út hosszát légvonalban, osztva a rend-
szer leggyorsabb járművének sebességével [1]. Érdemes még megemlíteni, hogy h(n) = 0

∀n esetén (minden csúcsra) visszakapjuk a Dijkstra-algoritmust. Ezen kívül, ha valamiért
pontosan tudjuk a h(n) által becsült értéket, ezt használva az A* algoritmus kizárólag
egy keresett legrövidebb út csúcsait fogja átvizsgálni.
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2. fejezet

A RAPTOR algoritmus

A következő két fejezet a [4] cikkben bevezetett RAPTOR algoritmust és módosításait
részletezi. Az eddig látottakkal szemben, ez nem egy gráf alapú algoritmus, ehelyett egy
menetrendet vesz alapul. A Dijkstra- és A* algoritmusokhoz hasonlóan determinisztikus,
viszont ezeknél sokkal egyszerűbben kiterjeszthető komplexebb feladatok megoldására.
Itt két főbb feladattal fogunk foglalkozni:

1. Legkorábbi érkezés: adottak ps start és pt cél megállók, valamint τ indulási idő. Cé-
lunk, hogy minél hamarabb elérjük pt-t ps-ből úgy, hogy legkorábban τ időpontban
indulunk.

2. Legkevesebb átszállás: most a lehető legkevesebb átszállással szeretnénk ps-ből pt-be
jutni úgy, hogy legkorábban τ időpontban indulunk.

A RAPTOR algoritmus lehetővé teszi ezen két feladat egyszerre kezelését, sőt tetsző-
leges további optimalizációs szempontok figyelembe vételét is.

2.1. Definíciók

Az algoritmusban a következő definíciókat fogjuk használni:
Π ⊂ N0: Azon időegységek halmaza, amelyekkel dolgozni szeretnénk (a nap másod-

percei, percei vagy bármilyen más időintervallumai).
M : megállók halmaza, ahol bármelyik minket érdeklő tömegközlekedési eszköz megáll.

Itt különbséget teszünk azonos nevű, de fizikailag más helyen tartózkodó megállók között
(például a Rudas Gyógyfürdő villamosmegálló és a Rudas Gyógyfürdő buszmegálló két
külön megállónak számít).

8



2.1. ábra. Járatok: itt például j1 és j2 egy adott számú busz két különböző időpontban
induló járata. Ugyanígy írható le j3 és j4 kapcsolata is.

J : járatok halmaza. Egy járat most egy konkrét jármű menetrend szerinti haladása
egy útvonalon adott időben (pl. 7-es busz, 4-es metró útja adott időben).

2.2. ábra. Útvonalak: s1 a fenti j1 és j2 járatok által bejárt útvonal. Hasonlóan s2 j3-hoz
és j4-hez, míg s3 j5-höz tartozik.

S: útvonalak halmaza. A járatokat útvonalakra bontjuk az alapján, hogy melyik másik
járatok teszik még meg pontosan ugyanazon megállók sorozatát ugyanabban a sorrend-
ben. A modell az útvonalakat úgy kezeli, hogy a rajtuk haladó járatok nem előzhetik meg
egymást.

G: gyalogutak halmaza, jelölhet átszállást (azonos nevű megálló két része között) és
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hosszabb távú sétát is két különböző nevű megálló között. Egy p1 megállóból p2 megállóba
tartó gyalogút jelölése: (p1, p2) ∈ G. Ebben a modellben feltesszük, hogy a gyalogutakra
igaz a tranzitivitás tulajdonsága: p1, p2, p3 ∈ M megállók esetén, ha létezik p1 és p2 között,
valamint p2 és p3 között sétaút, akkor léteznie kell p1 és p3 között is gyalogútnak.

U : utazások halmaza. Minden utazáshoz tartozik egy start és egy cél megálló. Egy uta-
zás járatok és gyalogutak egymásutánja használati sorrendben, amelyek igénybevételével
eljutunk a start megállóból a cél megállóba.

Egy járat menetrendjét a következőképpen ábrázoljuk: jelölje adott j ∈ J járat p ∈ M

megállójához érkezési idejét τarr(j,p) és ugyanebből a megállóból a távozási idejét τdep(j,p).
A járat kezdőállomásánál az érkezési időt, illetve a végállomásánál a távozási időt nem
definiáljuk. Természetesen minden járat és megálló esetén legyen τarr(j,p) ≤ τdep(j,p). Ezen
kívül kezeljük a gyalogutakat a következőképp: minden p1p2 ∈ G gyalogúthoz tartozzon
egy l(p1p2) konstans gyaloglási idő, amely alatt a gyalogút megtehető.

2.2. Az elvárt eredmény

2.2.1. Definíció. Pareto-optimalitás Több kritériumot is figyelembe vevő optimalizálási
probléma esetén Pareto-optimálisnak nevezünk egy megoldást, ha nem létezik másik meg-
oldás, ami jobb értéket ad ennél az egyik kritériumra bármely másik rontása nélkül. Pareto
optimális megoldások halmazát Pareto-halmaznak nevezzük.

2.2.2. Definíció. Az U1 utazás dominálja az U2 utazást, ha egyik vizsgált szempont sze-
rint sem ad U2-nél rosszabb értéket. Így egy páronként egymást nem domináló utazásokból
álló halmaz Pareto-halmaz lesz.

Az algoritmusnak inputként megadunk egy ps ∈ M start és egy pt ∈ M cél megállót
valamint egy τ ∈ Π indulási időt. Célunk eljutni ps-ből pt-be úgy, hogy ps-ből legkorábban
τ időpillanatban indulunk, az érkezési idő minimalizálása és az átszállások számának mi-
nimalizálása mellett. Az algoritmus outputjaként U utazások egy Pareto-halmazát várjuk
a start és a cél megálló között.

2.3. Az algoritmus

Minden p ∈ M megállóra jelölje τk(p) a legkorábbi időpillanatot amikor elértük p-t leg-
feljebb k járat használatával (azaz legfeljebb k − 1 átszállással). Ez alapján tartsunk
fenn minden p ∈ M megállóhoz egy τ(p) = (τ0(p), τ1(p), · · · , τK(p)) címkét, ahol K ∈ N
tetszőleges felső korlát. Legyen kezdetben ezek közül mindegyik ∞, kivéve τ0(ps) := τ .
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Az algoritmus iteratívan működik, ahol a k. iteráció célja minden megállóra kiszámolni
τk(p)-t, így meghatározni, hogy mi a leggyorsabb út ps-ből az adott megállóba legfeljebb k

járattal. Ezen módszer használatával a későbbi iterációk nem befolyásolják a korábbiakat,
ebből következik az algoritmus fontos invariáns tulajdonsága, miszerint a k-adik iteráció
kezdetekor minden p megállóra τ(p) a következő alakú: (τ0(p), τ1(p), · · · , τk−1(p),∞, · · · ,∞).
Célunk tehát az algoritmus végére τ(p) értékeit kiszámolni ∀0 ≤ k ≤ K esetén, ahol K a
fent is szereplő tetszőlegesen választott felső korlát.

A k-adik iteráció lépései: Először beállítjuk τk(p)-t: τk(p) := τk−1(p). Ezután ezen az
értéken szeretnénk útvonalanként javítani. Tetszőleges sorrendben megvizsgálunk minden
útvonalat és egy adott s ∈ S útvonalnál azokat az utazásokat nézzük, amikben a k-adik
elem (járat) s-beli.

Minden s ∈ S-re és pi ∈ s-re legyen t(s, pi) := argminj τdep(j,pi), amire τdep(j,pi) ≥
τk−1(pi), vagyis a pi-ből legkorábban induló s-beli járat, amit el tudunk érni. Ezt de-
finiáljuk minden lehetséges útvonal-megálló párra (amennyiben nem létezik ilyen járat,
t(s, pi) nem definiált). Ezután tetszőleges sorrendben elvégezzük minden s ∈ S útvonalon
pontosan egyszer a következőt: a megállóin a legkorábban érintettel kezdve végigmegyünk
és megkeressük az első olyan pi megállót, ahol t(s, pi) definiált. Erre a j járatra fogunk
ennél a megállónál felszállni és ezzel próbáljuk javítani az útvonal további megállóihoz
tartozó érkezési időnket. Az útvonal bejárása során mindig nyilvántartjuk az aktuálisan
legkedvezőbb j járatot és ha egy későbbi megállóban egy oda korábban érkező és onnan
korábban induló járat elérhetővé válik, az aktuális járatot erre frissítjük. Így a javítás
érdekében tehát tovább vizsgáljuk az útvonal megállóit a fenti sorrendben és minden pl

megállónál a következőképp járunk el:

• Ha hamarabb vagy ugyanakkor érkezünk meg a választott j járattal pl-be, mint
korábban, azaz ha τarr(j,pl) ≤ τk(pl), akkor frissítjük a címkét - τk(pl) := τarr(j,pl) - és
felveszünk egy j járatnak megfelelő pointert pl-ből abba a csúcsba, ahol felszálltunk
j-re.

• Ezen túl, ha τarr(j,pl) > τk−1(pl), akkor τk(pl) értéke nem változik, de frissítjük az
innentől használt járatunkat a t(s, pl) által meghatározott j′ járatra, hiszen ezzel
j-nél korábban érjük majd el a további megállókat.

Miután minden útvonalat végignéztünk, egy utolsó lépésben megvizsgáljuk a gyalog-
utakat is. A gyaloglást az eddigi utazás végére szeretnénk beilleszteni, így olyan gya-
logutakat keresünk, melyeknek végpontjába legfeljebb k járat használatával (közben is
lehetett gyaloglási szakasz), majd a gyalogút megtételével gyorsabban elérünk, mint a
gyalogút nélkül. Ezzel az iterációban utoljára frissítjük a címkéket: minden (pm, pn) ∈ G

gyalogútra τk(pn) := min{τk(pn), τk(pm) + l(pm, pn)}
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Az algoritmus leáll a k-adik iteráció után, ha ebben az iterációban egyik címke sem
javult, tehát ∀p ∈ M megállóra τk(p) = τk−1(p); vagy ha k = K, bár az iterációk számá-
nak felső korlátja igény szerint dinamikusan növelhető. Az output, az utazások keresett
Pareto-halmaza, a τ(pt) címke véges elemeiből olvasható vissza. A hozzájuk felvett poin-
terek segítségével rekonstruálhatjuk a megtett utazást. Az algoritmus leállásakor ezek az
utazások valóban Pareto-halmazt fognak alkotni, hiszen az elemeket a 0. indextől kezdve
sorba véve az érkezési idő monoton csökken, az átszállások száma pedig monoton nő.

2.4. Egy egyszerű példa

2.3. ábra. j1 és j2 járatok, (p2, p5) pedig egy gyalogút.

Tekintsük a 2.3 hálózatot. Ez mindössze öt megállóból, két járatból (j1, j2) és egy gyalog-
útból áll. Legyen a járatok által meghatározott két útvonal s1 és s2. Mindkét járat balról
jobbra közlekedik az alábbi időkben:

• j1 10:00-kor indul p1-ből és a p2, p3, p4 megállókat rendre 10:05-kor, 10:10-kor és
10:15-kor érinti.

• j2 10:07-kor indul p5-ből és a p3 megállót 10:09-kor, a p4 megállót pedig 10:11-kor
érinti.

• A (p2, p5) gyalogút megtétele 2 percet vesz igénybe.

Legyen a start megálló p1, a cél megálló p4 az indulási idő pedig 10:00.
Nézzük most a RAPTOR lépéseit ezen a példán. Az algoritmus nulladik iterációja

után τ0(p1) = 10 : 00 (ez az érték nem fog változni), minden másik megállóra pedig
τ0(pi) = ∞. Az első iteráció kezdetekor állítsuk be: τ1(pi) := τ0(pi). Ezután nézzük
először az s1 útvonalat. Ezen végig j1 járattal tudunk javítani, mivel t(s1, p1) = j1, így
τ1(p2) = 10 : 05, τ1(p3) = 10 : 10 és τ1(p4) = 10 : 15. Ezután nézzük az s2 útvonalat, itt
azonban még egyik megállóra sem tudtuk definiálni t(s2, pi) értékét, így ennek segítségével
nem fogunk tudni javítani. Az első iteráció utolsó lépéseként nézzük meg a gyalogutat.
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Ezen át p5-be hamarabb érkezhetünk, mint eddig, így javíthatjuk τ1(p5) értékét a gyalogút
által, τ1(p5) = 10 : 07 lesz.

Most következzen a második iteráció. Ennek kezdetekor is τ2(pi) := τ1(pi)-t állítsuk be
minden megállóra. Majd nézzük ismét elsőként az s1 útvonalat. Itt újra j1 járatot hasz-
nálva kell megpróbálnunk javítani az érkezési időkön, hiszen eddig ezen útvonal pontjait
csak ezzel értük el. Azonban most már nem tudunk j1-gyel javítani. Nézzük ezután az s2

útvonalat. t(s2, p5) = j2 már definiált, így j2-t használva javíthatunk s2 megállóin. Ezáltal
τ2(p3) = 10 : 09 és τ2(p4) = 10 : 11 lesz. Egyik megállóba se érkeztünk ennél hamarabb,
tehát nem kell kicserélnünk a járatot, amivel az időkön javítunk. Meggondolható, hogy ha
az útvonalakat az ellenkező sorrendben dolgozzuk fel, ugyanerre az eredményre jutottunk
volna. Végezetül megvizsgáljuk a gyalogutat, azonban ezen át most nem tudunk javítani.

Egy harmadik iterációt is lefuttatva látható, hogy minden megállóra τ2(pi) = τ3(pi)

lesz, tehát az algoritmus leáll. p4 célmegállóban így egy olyan Pareto-halmazt kaptunk,
ami a következő két utazást tartalmazza: j1 járattal megyünk p1-től p4-ig vagy p1-től p2-ig
j1-gyel utazunk, átsétálunk p5-be, majd j2-vel utazunk p5-től p4-ig. Ez valóban Pareto-
optimális halmaz, hiszen az egyik utazás gyorsabb több járat használatával, míg a másik
lassabb kevesebb járat használatával.

2.5. Gyorsítási lépések

2.5.1. Javuló útvonalak vizsgálata

Tekintsünk egy olyan s ∈ S útvonalat, melynek az algoritmus k − 1-edik iterációja után
egyik megállója sem javult τk−1(pi) értékében, azaz τk−1(pi) = τk−2(pi) minden meg-
állójára (nem tudtuk k − 1 járattal gyorsabban elérni). Ekkor ezzel az útszakasszal a
következő lépésben nem tudjuk javítani a τk(pi) értékeket, hiszen a k − 1-edik lépésben
már tapasztaltuk, hogy nem találunk náluk jobb eredményeket. Ennek következtében az s
útvonal segítségével csak akkor tudunk legközelebb javítani, miután egy másik s′ útvonal
által javítottuk az egyik megállóját. Vagyis nem is érdemes a k-adik iterációban az ilyen
útvonalakat figyelembe venni.

Ezt oly módon tesszük meg, hogy a k − 1-edik iteráció végén megjelöljük azokat a
pi megállókat, amiknek változott a τk−1(pi) értéke az iteráció során. Ezután a k-adik ite-
ráció elején meghatározzuk azon útvonalak Q halmazát, amelyekben található megjelölt
megálló. Így ebben az iterációban elegendő a Q-beli útvonalakon megkísérelnünk végre-
hajtani az algoritmus javító lépését, hiszen a fenti okokból csak ezeken lehetséges jobb
τk(pi) értékek elérése.

Szintén fontos észrevétel, hogy egy adott útvonal javítása csak egy megjelölt megálló-
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ból való kiindulással lehetséges (hiszen ha nem értünk korábban egy megállóba, a később
onnan használható járatok nem változnak, de ezekről tudjuk, hogy nem voltak javulásra
alkalmasak). Ezt kihasználva jegyezzük fel minden útvonal első (a járatok által időben
először érintett) megjelölt megállóját és a k-adik iterációban minden útvonalat csak ezen
megállójával kezdve tekintsük át.

2.5.2. Legkorábbi érkezés használata

Ezzel a módszerrel az algoritmus azon lépését szeretnénk helyettesíteni, amikor először
beállítjuk τk(pi) = τk−1(pi)-t. Ehelyett jegyezzük meg minden pi megállóra az eddig látott
legkorábbi érkezési időt, és legyen ez τ ∗(pi). Ekkor minden iteráció elején inicializálhatjuk
az új értéket τk(pi) := τ ∗(pi)-ként. Ezen felül a javító útvonalak vizsgálatánál pontosan
akkor kell megjelölnünk egy megállót, ha teljesül rá, hogy τk(pi) < τ ∗(pi), hiszen ekkor
értük el az eddig látottaknál hamarabb.

2.5.3. A cél megállóra szűkítés

Az eddig leírt algoritmus jelentősen több eredményt ad, mint amit vártunk, hiszen nem
csak pt-re, hanem minden megállóra megkapjuk a ps start megállóból odavezető legjobb
utak Pareto-halmazát (minden pi-re kiszámoltuk τ(pi)-t). Amennyiben erre csak a pt

megálló esetében vagyunk kíváncsiak, a következőképpen járhatunk el: az algoritmus k-
adik iterációjában (már a korábbi módosításokat alkalmazva) nem jelöljük meg azokat a pi

megállókat, ahol τ ∗(pi) > τ ∗(pt), vagyis ahová eddig mindig később érkeztünk meg, mint
pt-be (a leggyorsabb úton), hiszen ezekből indulva biztosan nem fogunk tudni javítani
τk(pt) értékén.
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3. fejezet

A RAPTOR algoritmus kiterjesztése

A következő fejezet a RAPTOR további módosításait tartalmazza, amelyek szintén [4]-ből
származnak.

3.1. Szigorú dominancia

3.1.1. Definíció. Az U1 utazás szigorúan dominálja az U2 utazást, ha egyik vizsgált szem-
pont szerint sem ad U2-nél rosszabb értéket és legalább egy szempont szerint jobb értéket
ad.

A Pareto-optimalitáshoz a dominancia helyett a szigorú dominancia fogalmát használ-
va eredményként bővebb Pareto-halmazt fogunk kapni, hiszen két, minden optimalitási
szempontból azonos értékkel rendelkező (azonos érkezési idejű és ugyanannyi átszállást
használó) utazás közül az „újabb” dominálta a „régebbit” (tehát az ilyenek közül mindig
pontosan egy darab szerepelt a Pareto-halmazunkban), most azonban ezek közül mind-
egyiknek szerepelnie kell.

Amikor egy pi megálló τk(pi) értékét javítjuk egy j járat segítségével, irányítsunk
pointert minden olyan p′ megállóba, ahol az aktuális járatra felszállhattunk, tehát ahol
τk(p

′) ≤ τdep(j, p
′).

3.2. Preferált átszállási helyek

Az algoritmus kisebb módosításával tudjuk kezelni azt az esetet is, amikor fennáll egy
preferenciasorrend a megállók között, az alapján, hogy mennyire szívesen szállnának ott
át az utazók. Adott tehát minden megálló esetében egy preferenciaérték, amely minél
nagyobb, annál szívesebben szállnak ott át.

Ezt a kritériumot az alábbi módon vehetjük figyelembe az output Pareto-halmaz létre-
hozásánál: amikor az algoritmus k-adik iterációjában az s útvonal vizsgálatánál a j járat
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használatával szeretnénk az érkezési időkön javítani, megjegyezzük j korábbi megállói kö-
zül a legmagasabb preferenciaértékűt. Amikor olyan pi megállóhoz érünk, aminek τk(pi)

értékét javítani tudjuk, ebből a megállóból az előzőekkel ellentétben, most a feljegyzett,
leginkább kedvelt megállóba irányítunk pointert.

3.3. Több szempont vizsgálata: a McRAPTOR algorit-

mus

Az eddigiekben az algoritmus csak a legkorábbi érkezés és a legkevesebb átszállás szem-
pontjait vette figyelembe. Azonban lehetővé tehető több szempont alkalmazása is.

Eddig a k-adik iterációban minden megállóhoz csak τk(pi)-t tartottuk fenn, most vi-
szont több, egymást nem domináló címke fenntartásával kell dolgoznunk. Ezek L(pi) =

(τk(pi), υk(pi), ωk(pi), · · · ) alakúak lesznek, ahol υk(pi), ωk(pi), · · · további tulajdonságo-
kat képviselnek.

Az alkalmazott változtatások: rendeljünk minden p ∈ M megállóhoz egy Bk(p) zsákot,
amelyben a k-adik iteráció címkéit tartjuk. Ez alapján módosítjuk az algoritmus k-adik
iterációjában az útvonalakon végigiteráló lépést.

Minden s ∈ S útvonalhoz létrehozunk egy Bs zsákot, amely kezdetben üres. Később
az algoritmus során ebben a fent látott L címkék lesznek. Ezen L-ek az algoritmus k-adik
iterációjában az aktuális szempontok egymást nem domináló állapotait jelzik. Minden
L ∈ Bs-hez tartozik egy j(L) aktív járat, aminek használatával javítani szeretnénk, azaz
amelyik járaton a címke által képviselt utazásban éppen vagyunk. Ha két címkéhez azonos
aktív járat tartozik, a dominált címke törölhető.

Az algoritmus során s útvonal átnézésekor a következő lépéseket tesszük minden p

megállón a járatok által időben először érintettel kezdve és sorban haladva:

1. Az eredeti RAPTOR működése szerint javítjuk (ha lehetséges) minden L ∈ Bs

érkezési idejét p-be j(L) aktív járatuk használatával.

2. Bs elemeit átmásoljuk Bk(p)-be és töröljük Bk(p) újonnan dominált címkéit. Ezt a
műveletet nevezzük mostantól beolvasztásnak.

3. Beolvasztjuk Bk−1(p)-t Bs-be és az új címkékhez aktív járatokat rendelünk (az
alapján, hogy a címkéhez tartozó utazásban éppen melyik járaton vagyunk).

Az eredeti algoritmushoz hasonlóan a k-adik iteráció végén minden gyalogutat külön
átnézünk. (pi, pj) gyalogút esetén lemásoljuk Bk(pi)-t, majd a benne lévő összes L cím-
ke érkezési idejéhez hozzáadjuk l(pi, pj)-t, az így keletkezett zsákot pedig beolvasztjuk
Bk(pj)-be.
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Az ezzel keletkezett algoritmus a McRAPTOR.

3.3.1. Gyorsítási lépések

A sima RAPTOR algoritmushoz hasonlóan a McRAPTOR-ra is alkalmazhatjuk a „Leg-
korábbi érkezés használata” és a „Cél megállóra szűkítés” módszereket. Definiáljuk min-
den p megállóra a B∗(p) zsákot, ami azokat a címkéket tartalmazza az eddigi körökben
előfordulók (valamelyik Bi(p), i ≤ k elemei) közül, amelyeket innen egyik sem domi-
nál. Ezt felhasználva, mielőtt egy L címkét hozzáadunk B(p) zsákhoz, ellenőrizzük, hogy
dominálja-e valamelyik címke B∗(p)-ből vagy B∗(pt)-ből. A RAPTOR algoritmushoz ha-
sonlóan, ha ez a helyzet áll fenn, ezzel a címkével a k. iterációban nem tudunk javítani.
Amennyiben azonban L-t nem dominálja a fenti zsákok címkéi közül egyik sem, adjuk
hozzá L-et B∗(p)-hez és ez alapján módosítsuk B∗(p)-t (amennyiben szükséges).

3.3.2. Zónás árazás

Az alábbiakban a McRAPTOR algoritmus egy alkalmazását mutatjuk be. A világ tö-
megközlekedési hálózatainak egy része (például Köln és sok más német város) a jegyárak
meghatározásánál zónákat alkalmaz. Zónákra osztják a hálózat területét és az alapján
határozzák meg a jegyárat, hogy az illető egy utazás alatt melyik zónákat érintette. A
zónák árazása egészen egyedi, így több zóna érintése nem feltétlenül lesz drágább, mintha
kevesebbet érintettünk volna. Minden megálló legalább egy zónához tartozik, azonban rit-
ka esetben egyszerre több zónához is tartozhat. A korábbiak mellett ebben a hálózatban
szeretnénk a lehető legkedvezőbben utazni, tehát a Pareto-optimalitáshoz a választott
szempontok most a legkorábbi érkezés, a legkevesebb átszállás és a legolcsóbb utazás
lesznek. Az árazások azonban az érintett zónák halmazától függően változhatnak, így
a „legolcsóbb utazás” szempontot az algoritmusban a „legjobb érintett zónák halmaza”
fogja helyettesíteni. A jegyek pontos értékét a Pareto-halmaz meghatározása után fogjuk
kiszámolni, így leszűkítve azt.

Legyen Z a zónák halmaza és legyen z(L) ⊆ Z az algoritmus során az adott utazás
közben érintett zónák halmaza. Itt z(p) minden p megállóra egy azon megállóhoz tartozó
költség. Most az algoritmus címkéi L = (τ(L), z(L)) alakúak lesznek, a címkék közti
dominanciát pedig az alábbi módon határozzuk meg: L1 dominálja L2-t pontosan akkor,
ha τ(L1) ≤ τ(L2) és z(L1) ⊆ z(L2).

Az algoritmus kezdetén B0(ps) zsák tartalma (τ, z(ps)). Innen futtathatjuk a McRAP-
TOR algoritmust azzal a módosítással, hogy mielőtt beolvasztunk egy L címkét Bk(p)-be,
módosítanunk kell z(L)-t z(L) ∪ z(p)-re, hiszen p megállót is érintettük az utazás során.
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3.4. További kiegészítések

A legtöbb nagyvárosban rendkívül fontos szerepet játszik a kerékpáros közlekedés. En-
nek fényében adjuk hozzá a bérelhető kerékpárok használatát a modellhez. Ezeket csak
adott állomásokon tudjuk felvenni, illetve lerakni, így a kerékpáros közlekedés csak ilyen
állomások között lesz lehetséges. Ennek modellezése érdekében induljon minden Π-beli
időpontban minden kerékpárállomásról egy adott távolságon belüli összes másik kerék-
párállomásra egy jk járat. Itt természetesen azt feltételezzük, hogy minden állomáson
mindig van szabad kerékpár és üres hely, ahova lerakhatjuk a használt járművet. Ezek
a járatok pontosan úgy funkcionálnak, mint a modell bármely más járata, azzal az apró
eltéréssel, hogy mindössze egy kezdő és egy végállomásuk van.

Felhasználói szempontból szintén fontos lehet a gyaloglási idő (és a gyaloglási távol-
ság) minimalizálása. A McRAPTOR algoritmus futtatásakor ezt is figyelembe vehetjük,
ugyanis ebben a változatban egyszerre bármennyi optimalizációs kritériumot kezelhe-
tünk. Tehát a legkorábbi érkezés és legkevesebb átszállás kritériumokhoz hozzávehetjük
a minél kevesebb gyaloglást is. Így az algoritmus futtatása után az eredményül kapott
Pareto-halmaz ezen feltétel alapján is rendezett lesz.
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4. fejezet

Gráf-algoritmusok

Ebben a fejezetben a RAPTOR által megoldott problémákat másképp megközelítő algo-
ritmusokat fogjuk vizsgálni. A bemutatott algoritmusok a RAPTOR-ral ellentétben gráf
alapúak, és viszonylag sűrű gráfokat használnak. A RAPTOR-ral ellentétben azonban
esetenként megtalálják az optimális megoldást, avagy az összes Pareto-optimális megol-
dást. Szintén szó lesz egy valószínűséget is használó algoritmusról, amely minden eddigi
módszerrel szemben figyelembe veszi a menetrendtől való eltérés lehetőségét.

4.1. Időkiterjesztett gráfok

Időkiterjesztett gráf alatt egy közlekedési rendszer azon szemléltetési módját értjük, ami-
kor azt egy irányított gráfnak feleltetjük meg, amiben a csúcsok „megálló-érkezési/indulási
időpont” pároknak felelnek meg. Ekkor két csúcs közt akkor húzunk élt, ha a két megállót
összeköti legalább egy „direkt” járat, ami a hozzájuk tartozó időpontokban indul, illetve
érkezik (természetesen az élek a közlekedési eszközök haladása szerint irányítottak). „Di-
rekt” járat alatt azt értjük, hogy az a két vizsgált megálló között más megállót nem érint.
A következőkben az időkiterjesztett gráfok [8]-ban említett alkalmazásait tekintjük át.

Ebben a modellben a csúcsokat a vizsgált közlekedési hálózat menetrendje alapján
alakítjuk ki: minden járathoz tartozó összes megálló-érkezési idő, illetve megálló-indulási
idő párhoz tartozzon egy csúcs. Megkülönböztetünk így érkezési, illetve indulási csúcsokat,
attól függően, melyik fajta esemény által jöttek létre. Ezen kívül az időkiterjesztett gráf
éleihez fix élsúlyokat rendelünk az utazási idő alapján.

Adott s start és t cél megálló, valamint meghatározott τ0 legkorábbi indulási idő ese-
tén a legkorábbi érkezési idő kiszámításához az alap gráfot tovább módosítjuk. Azonos
megállóhoz tartozó (más időpontokat jelképező) csúcsok között húzzunk be időrendi sor-
ban éleket (ezek tehát egy utat képeznek), amelyek súlya a két végpontjukhoz tartozó
időpontok közt eltelt idő. Ezek az adott megállóban történő várakozást fogják jelképezni.
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Látható, hogy az így keletkezett gráfban egy legrövidebb út egy s megállóhoz tar-
tozó, τ0-nál nem korábbi időpontot jelképező pont és bármely t-hez tartozó pont kö-
zött megegyezik egy keresett legkorábbi érkezési időt adó úttal. Egy ilyen út a Dijkstra-
algoritmussal kiszámítható.

A modellt tovább finomíthatjuk átszállási idők hozzáadásával. Az eddigiekben egy
megállónak - a RAPTOR-hoz igazodva - a fizikai megállókat tekintettük. Azonban ebben
a modellben tekinthetjük a közeli, azonos nevű megállóhelyeket ugyanannak a megállónak
(például a Rudas Gyógyfürdő nevű buszmegállók és villamosmegállók azonosnak számí-
tanak). Ennek elérése érdekében bevezetünk minden megállóhoz „átszállási” csúcsokat.
Másoljuk le egy megálló összes indulási és érkezési csúcsát: ezek lesznek az új átszállási
csúcsok. Most menjenek az egy megállóhoz tartozó csúcsok közt az élek a következőképp:
húzzunk minden érkezési csúcsból egy élt a legkorábbi idejű átszállási csúcsba, melyhez
későbbi idő tartozik és az időkülönbség legalább egy általunk meghatározott minimá-
lis átszállási idő. Húzzunk ezen kívül éleket az azonos megállóhelyről (RAPTOR-szerinti
megállóból) később induló csúcsokba. Az átszállási csúcsokat ezután kössük össze időrend-
ben, mint korábban az egy megállóba tartozókat. Az összes említett élen legyen az élsúly
a két időpont között eltelt idő. Az így keletkezett gráfon ismételten Dijkstra-algoritmussal
megtalálhatjuk a legrövidebb, τ0 után induló s− t utat, amiről újból bizonyítható, hogy
a legkorábbi érkezési időt adja t-be.

Ugyanezen a modellen kiszámíthatjuk a minimális számú átszállást igénylő s− t utat
is. Ehhez minden ténylegesen utazást jelentő él költségét vegyük 1-nek, minden másik él
költségét pedig 0-nak. Ismét a Dijkstra-algoritmust alkalmazva itt is a kívánt megoldáshoz
jutunk.

Most nézzük - ugyanúgy, mint a RAPTOR esetében - azt az esetet, amikor egyszerre
a lehető leghamarabb szeretnénk megérkezni a lehető legkevesebb átszállással.

Kiszámítható ebben az esetben a lexikografikusan első Pareto-optimális megoldás,
azaz az a megoldás, amely a minimális érkezési idő mellett a lehető legkevesebb átszállást
használ. Legyen minden élen két fajta költség, így legyen e él költsége (a, b) ahol a az
él költsége a legkorábbi érkezésre optimalizálás esetében (fentebb), b pedig az él költsége
az előbb említett, átszállások számára optimalizált esetben. Definiáljuk az összeadást az
alábbi módon: (a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2). Legyen ezen felül (a1, b1) < (a2, b2),
ha a1 < a2 vagy ha a1 = a2 és b1 < b2. Ezen a gráfon a Dijkstra-algoritmust futtatva
megkapjuk a lexikografikusan első Pareto-optimális megoldást, amennyiben a kezdőpont
címkéjét (0, 0)-nak vesszük és leállunk, amint az algoritmus átvizsgálta a cél megálló egy
csúcsát.

Hasonlóképpen kiszámolhatjuk azt az esetet is, amikor a minimális számú átszállást
igénylő utak közül a legkorábban érkezőt keressük.
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Most pedig keressük meg az összes Pareto-optimális megoldást erre a feladatra, a
módosított, átszállási időkkel dolgozó gráfban. Ezek megtalálásához fontos észrevétel,
hogy a cél megálló egy csúcsához legfeljebb egy Pareto-optimális megoldás tartozhat.
Mindez azért igaz, mivel a cél minden csúcsához pontos érkezési idő tartozik. Emiatt
egy adott csúcsnál az érkezési idő nem, csak az átszállások száma változhat különböző
utazások esetén. Ezek közül a legkevesebb átszállást használó utazás lehet egyedül Pareto-
optimális (hiszen minden utazás érkezési ideje megegyezik). Természetesen nem garantált,
hogy egy csúcshoz tartozik Pareto-optimális megoldás, hiszen egy másik csúcs egyszerűen
adhat kedvezőbb eredményt.

Ezt az észrevételt felhasználva alkalmazhatjuk a fenti, lexikografikusan első Pareto-
optimumot kereső algoritmust. Használjuk tehát a minimális érkezési idő mellett legkeve-
sebb átszállást kereső algoritmust. Most azonban ne állítsuk le, amikor átvizsgálta a cél
megálló egy csúcsát. Ezen csúcshoz tartozó értékeket (és utazást) vegyük be a Pareto-
optimális megoldások halmazába, majd futtassuk tovább az algoritmust. Amikor a cél
megálló egy újabb csúcsának átvizsgálásánál az eddigieknél kisebb átszállásszámot ka-
punk, ezen csúcs értékeit is vegyük be a Pareto-optimális megoldások közé. Most akkor
állítsuk le az algoritmust, amikor megtaláljuk a legkevesebb lehetséges átszálláshoz tar-
tozó utazást (ezt a fentebbi, legkevesebb átszállásra optimalizáló algoritmus futtatásával
határozhatjuk meg). Így bizonyítottan megtaláljuk a feladathoz tartozó összes Pareto-
optimális megoldást.

4.2. Időfüggő gráfok

Időfüggő gráf alatt egy közlekedési rendszer azon szemléltetési módját értjük, amikor azt
egy irányított gráfnak feleltetjük meg, amiben a csúcsok megállókat, az élek pedig (a
fentiek szerint) direkt járatokat jelképeznek. Ebben a modellben is élsúlyokat rendelünk
az élekhez, azonban az előzőekkel ellentétben itt az élsúlyok értékét csak optimalizálás
közben definiáljuk annak függvényében, hogy melyik időpillanatban kerülnek használatra
a megoldó algoritmus által. Itt a [8] cikkben taglalt időfüggő gráfokra vonatkozó algorit-
musokat fogjuk vizsgálni. Kezdetben ismét a RAPTOR-féle megállódefiníciót használjuk.

Az időfüggő modellhez fontos feltennünk, hogy két azonos útvonalon közlekedő járat
nem előzheti meg egymást. Tehát nincs olyan járat A és B megálló között, amely A-t
később hagyja el, de B-be korábban érkezik. Ebben a modellben az élsúlyokat a követ-
kezőképp határozzuk meg: egy (A,B) él súlya f(A,B)(t) − t ahol t az indulási idő A-ból,
f(A,B)(t) : T → T függvény az időben (T az időpontok halmaza), amelynek értéke a legko-
rábbi lehetséges érkezés B-be (ami legalább t). A legkorábbi érkezés feladat megoldására
ismételten a Dijkstra-algoritmust fogjuk alkalmazni. Most a δ(A) csúcscímkék az adott
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A megállóba ismert legkorábbi érkezési időt fogják jelenteni. Természetesen a kezdőpont
címkéjét az algoritmus elején az indulási időnek definiáljuk. Ha A csúcsot vizsgáljuk,
már tudjuk δ(A)-t, azaz a legkorábbi érkezési időt ide. A feltevésünk miatt ekkor tudjuk,
hogy az innentől leghamarabb érkező járattal érünk a leggyorsabban B megállóba, így ezt
vesszük igénybe. Ekkor az (A,B) él súlya már kiszámítható az A-ban történt várakozás
ideje és a választott járat utazási ideje összegeként. Ugyanígy meghatározható f(A,B)(t),
ami az élsúly és az A-ba érkezési idő összege.

Bizonyított, hogy a Dijkstra-algoritmus ily módon való alkalmazásával ténylegesen
megkapjuk a legkorábban érkező utat a cél állomásra.

Ez a modell is kiegészíthető átszállási időkkel. Ennek modellezéséhez használjuk a
RAPTOR algoritmusnál megismert útvonalak fogalmát. Ebben az esetben egy megállóhoz
több csúcs is tartozhat, ezért csoportosítsuk a csúcsokat az alábbi megállóhalmazokba:
M1,M2, · · · . Vegyünk fel ezen túl minden v1 csúcs mellé egy Pvi csúcshalmazt. Ezután
nézzünk végig minden s ∈ S útvonalat és minden általa érintett csúcshoz tartozó Pvi-
hez adjunk hozzá egy csúcsot, ami azt fogja jelképezni, hogy s áthalad a vi-hez tartozó
állomáson. Ezek lesznek az útvonal-csúcsok.

Tegyük fel, hogy a megállókon belüli átszállási idők konstansok. Ekkor a modell az
eddigi csúcshalmazon az alábbi éleket veszi fel:

• Minden megállóhoz tartozó vi csúcsból megy él a hozzá tartozó útvonal-csúcsokba
(Pvi csúcsaiba). Ezek egy járműre felszállást jelzik az adott útvonalon. Ezeknek
élsúlyát egy gi : T → T (T az időpontok halmaza) függvény határozza meg, ahol
gi(t) értéke t ∈ T esetén t és a vi-hez tartozó állomáson belüli átszállási idő összege.

• Hasonlóan minden Pvi-beli útvonal-csúcsból megy él vi-be. Ezek egy járműről le-
szállást jelzik az adott útvonalon, élsúlyuk a modellben 0.

• Végül a hozzájuk tartozó útvonalon egymást követő megállóhelyekhez tartozó útvonal-
csúcsok között is mennek élek. Ezek az utazást jelzik. Ezek élsúlyát egy f(a,b) : T →
T függvény által határozzuk meg (a és b útvonal élek). f(a,b)(t) értéke az időpont,
amikor b megállót elérjük feltéve, hogy a megállóból t időpontban indultunk.

Szükséges még feltennünk, hogy azonos útvonalon, ha egy járat egy megállóból előbb
indul, akkor a következő megállóba előbb is érkezik, megállók közt nem lehetséges előzni.

Ebben a modellben a fentebb használt Dijkstra-algoritmus segítségével (amely az
élsúly-függvényeket használja) megállapíthatjuk a legrövidebb utat adott start megál-
lóhelyről adott cél megállóhelyre rögzített legkorábbi indulás mellett. Bizonyítható, hogy
így ezzel biztosítjuk a legkorábbi érkezést a cél megállóhelyre.
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A modellnél az élköltségek módosításával és még több él beillesztésével elérhető, hogy
állomásokon belül változó átszállási időkkel is működőképes legyen. Ezen kívül az időki-
terjesztett modell mintájára itt is ki tudjuk számolni a Dijkstra-algoritmust használva a
lehető legkevesebb átszállással történő utazást: ebben az esetben a start megállón kívüli
megállókhoz tartozó csúcsokból útvonal csúcsba menő élek súlyát 1-re, a többi élsúlyt
0-ra kell állítanunk.

Az időkiterjesztett modellhez hasonlóan ebben az esetben is ki tudjuk számítani a
Pareto-optimumokat, illetve a lexikografikusan első Pareto-optimumot is bizonyos eset-
ben. Tehát innentől a feladatunk ismét: minél hamarabbi érkezés és minél kevesebb át-
szállás mellett eljutni a start megállóból a célba.

Meghatározhatjuk itt is azt a lexikografikusan első Pareto-optimumot, amikor mi-
nimális átszállásszám mellett a lehető leghamarabb érkezünk. Az időkiterjesztett modell
mintájára itt is minden élen definiáljuk az ott leírt kettős (a, b) élköltségeket a fent is hasz-
nált relációkkal. Itt most a a legkevesebb átszállásra optimalizáláskor használt, b pedig
a legkorábbi érkezésre optimalizáláskor használt élköltség (vagyis élköltség-függvény). Az
így keletkezett gráfban a start és cél állomások közti legrövidebb út fogja meghatározni a
keresett lexikografikusan első Pareto-optimumot, ami a Dijkstra-algoritmus segítségével
bizonyítottan megtalálható.

Minimális érkezési idő mellett a lehető legkevesebb átszállást tartalmazó útvonal meg-
találása azonban már nem lehetséges pusztán az élköltségek változtatásával. Helyette arra
az esetre létezik algoritmus, amikor az átszállások számának korlátozása mellett keressük
a legkorábbi érkezési időt. Ez az algoritmus is az alábbi cikkben részletezett [8]. Tehát így
legfeljebb M ∈ N átszállással a legkorábbi érkezési idő meghatározható. Említésre méltó,
hogy a RAPTOR is képes pontosan ezen értékek meghatározására, sűrű és komplikált
gráfok használata nélkül (azonban a RAPTOR használatával nem mindig találjuk meg
az összes Pareto-optimumot, hiszen K iteráció után leállítjuk, ha nem áll le korábban).

Ha a fent említett algoritmust iteratívan használjuk, megkaphatjuk az összes Pareto-
optimális megoldást. Ehhez először számoljuk ki a korábbi módszerekkel a legkorábbi
érkezés idejét és az ezt elérő utazáshoz tartozó átszállások számát. Legyen ez M . Ekkor
ki tudjuk számolni a legfeljebb M − 1,M − 2,· · · ,0 átszállásra a legkorábbi érkezési idő-
ket és ezekből összeáll a keresett Pareto-halmaz. Az algoritmus tulajdonságai miatt nem
szükséges minden átszállásszámra új algoritmust futtatnunk. Egyszerűen tovább iterál-
hatunk az előző átszállásszám eredményétől. Így tehát meg tudjuk határozni a feladathoz
tartozó összes Pareto-optimális megoldást.
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4.3. DEPART: még egy időfüggő módszer

A következő, [7]-ben bemutatott algoritmus szintén időfüggő gráfokat alkalmaz útvonal-
tervezésre, az előzőektől eltérő módon. Valós utazási adatok felhasználásával alakítja ki a
modellt és figyelembe veszi a menetrendtől való eltérés lehetőségét, illetve a fel- és leszál-
lás által okozott esetleges időtöbbletet. Dinamikus és statikus adatokat vegyítve alakítja
ki a DEPART útvonaltervező algoritmust.

A modell alapjául egy időfüggő gráf szolgál, aminek élköltségei a várakozási (tehát
például átszállási) időket és a két megálló közti utazási időket jelképezik. Az utazá-
si időket egy útvonal (a RAPTOR esetén használt értelemben) bármely két megállója
között meghatározzuk. A keresett értékeket a korábban megfigyelt utazási adatok alap-
ján sztochasztikusan modellezzük. Minden útvonalhoz időintervallumokat rendelünk a
tapasztalatok alapján. Ezután minden időintervallumra meghatározunk egy folytonos va-
lószínűségi eloszlást, amely az intervallumbeli időpontokkor induló járatok utazási idejét
modellezi. Ezek alapján az utazási időt az indulási idő függvényében egy lépcsős függvény
jellemezné. Ez azonban okozhat olyan problémát, hogy egy a járat egy „gyorsabb” inter-
vallum végén indul, míg b járat 3 perccel utána egy „lassú” intervallum elején, és emiatt
b előbb érkezik a következő állomásra, mint a. Ennek elkerülése érdekében linearizáljuk
a lépcsős függvényeket: minden időpontra vegyük a hozzá legközelebbi és második leg-
közelebbi időintervallum által adott utazási időt és ezek súlyozott átlagát vegyük az új
utazási időnek. Ekkor bizonyított, hogy amíg az új függvények meredeksége meghaladja
−1-et, teljesül, hogy egy megállóból hamarabb induló járat nem érkezik később azonos
útvonalon a következő megállóba, mint egy később induló járat.

A használt időfüggő gráf a következőképpen néz ki: minden megállóhoz (fizikai meg-
álló) tartozzon egy átszállást jelölő csúcs (átszállás-csúcs) és k útvonal-csúcs, ahol k a
megállót érintő útvonalak száma. Ezen a csúcshalmazon háromféle irányított éltípust
különböztetünk meg:

1. Átszállás-csúcsból útvonal-csúcsba irányuló él: ez a felszállást jelképezi és költsé-
ge a becsült várakozási idő az adott megállóban az aktuális útvonalra a felszállás
idejében.

2. Útvonal-csúcsból átszállás-csúcsba irányuló él: ez a leszállást jelképezi és költsége
0.

3. Két útvonal-csúcs közti él: a korábban meghatározott (becsült) utazási idő a két
általuk reprezentált megálló között.

A következőkben egyszerre több szempontból is szeretnénk optimalizálni az utazást, így
definiáljuk egy utazás többdimenziós költségét. Legyen c = [c(0), c(1), · · · , c(k − 1)], és
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definiáljuk a következő műveleteket: c1+ c2 = [c1(0)+ c2(0), c1(1)+ c2(1), · · · , c1(k− 1)+

c2(k − 1)] és c1 < c2 pontosan akkor, ha c1(i) ≤ c2(i) ∀0 ≤ i ≤ k − 1 és létezik egy
0 ≤ i ≤ k − 1, amire c1(i) < c2(i).

Ennek segítségével két szempont alapján szeretnénk optimális megoldást keresni:
adott start és cél állomások, valamint adott indulási idő mellett szeretnénk megtalálni a
leggyorsabb várható érkezési idejű, illetve a legmegbízhatóbb utazást. A megbízhatóságot
az utazási idők varianciájának összegével mérjük és ez alapján dolgozunk. A gráfon az
utazás mindig a start megálló átszállás-csúcsából indul és a cél megálló átszállás-csúcsába
érkezik.

A [7]-ben leírt algoritmus a következőképp működik: definiál a gráf minden csúcsára
li = (ni, ci) párokat, ahol ni a csúcs, ci pedig a korábban definiált több (most 2) dimen-
ziós költség, ami ebben az esetben a start megállóból ni-ig eljutáshoz szükséges költséget
jelenti. Az algoritmus futása közben minden csúcsra megjegyezzük az aktuális nem domi-
nált ci költségeket (tehát egy Pareto-optimális halmazt tartunk fenn), ezek jelennek meg
az li címkékben költségként. Szintén feljegyezzük azt a csúcsot minden li-re, ami által ez
az értékpár létrejött (tehát a címke ősét).

Az algoritmus iteratív, és minden iterációban a legkisebb (többdimenziós) költséggel
rendelkező, nem átvizsgált li címke által ni csúcsot vizsgálja (ha a legkisebb költség nem
egyértelmű, akkor a legkorábban létrejött címkét vizsgálja a legjobb költséggel rendelke-
zők közül). Átnézi a csúcsból induló éleket és frissíti az él másik végén lévő nj megállóba
érkezés költségét a következőképp: Nem adhatjuk egyszerűen össze ci költséget az utazás
élköltségével, mivel így nem vennénk figyelembe a fel- és leszállás idejét. Ez a problé-
ma kizárólag két útvonal-csúcs között áll fenn, hiszen ellenkező esetben az összeadás a
kívánt eredményt adja. Emiatt az algoritmus először ellenőrzi milyen éltípust vizsgál ép-
pen és ez alapján dönt. Két útvonal-csúcs, nb és nc közti él esetén megkeresi az utazás
legutóbbi na útvonal-csúcs ősét (ez nb vagy egy előtte érintett csúcs) és ennek a legjobb
költségéhez vagy költségeihez adja hozzá az na-ből nc-ba történő utazás költségét. Így
már figyelembe veszi a fel- és leszállási időket. Ezen kívül, ahogy már szerepelt, útvo-
nal és átszállás-csúcsok közti élek vizsgálatakor az aktuális csúcs költsége és az élköltség
összegét választjuk. Az így kapott költséget összevetjük az nj csúcs meglévő költségeivel,
és amennyiben ezek közül egyik sem dominálja, bevesszük a feljegyzett költségek közé,
majd felveszünk egy új lj címkét nj-re és erre az új értékre. Ezek után eltávolítjuk a
feljegyzett költségek közül az új érték által domináltakat. Végül az li címkét átvizsgált-
nak nyilvánítja, és nem választja ki újra. Az algoritmus akkor áll le, ha minden címke
átvizsgált.

Így az algoritmus leállásakor egy Pareto-optimális halmazt kapunk minden megállónál,
így a cél megállónál is, amely a start megállóból odavezető utakat érkezési idő és megbíz-
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hatóság alapján vizsgálja. Ez a Pareto-optimális halmaz tartalmazni fogja természetesen
a legkorábbi érkezési idővel rendelkező, illetve a leginkább megbízható utazásokat.
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5. fejezet

Valószínűségi modellek

Az előző fejezetben taglalt DEPART algoritmus esetén már láttuk, hogy érdemes figye-
lembe venni a tömegközlekedés pontatlanságát. A való életben rengeteg alkalommal tér
el a járatok tényleges tevékenysége a menetrendtől és ezt előnyös bármely útvonalterve-
zésben figyelembe venni.

A DEPART azonban annyiban hasonlít a részletezett determinisztikus algoritmusok-
hoz, hogy több útvonalat ajánl, és a felhasználó a körülmények (például érkezési idő,
megbízhatóság) ismeretében választhat ezek közül. Egyik eddigi algoritmus sem tudja
kezelni azt a helyzetet, amikor a tervezett járatot lekési a felhasználó. Ebben a helyzet-
ben az algoritmust újra le kell futtatnia és így tud tovább haladni. Ebben különböznek
ezen fejezet módszerei, amelyek felkészültek az ilyen esetekre és konkrét utazások helyett
utazási stratégiákat ajánlanak, így a felhasználó minden helyzetben tudja, mit kell tennie
célja eléréséhez.

5.1. A modell felépítése

Ebben a [2]-ban taglalt modellben a tömegközlekedési hálózatot a következőképp ábrá-
zoljuk: legyen V a megállók, J pedig a vizsgált járatok halmaza. Legyen ezen kívül Jv a v

megállóból induló járatok halmaza. Ebben az értelmezésben a j ∈ J járatok pontosan két
megálló között közlekednek, tehát minden tényleges tömegközlekedési eszköz útvonalát
egymást követő megállók közti járatokra bontjuk. Így minden j ∈ J járathoz tartozik egy
kezdőpont oj és egy végpont dj. Magát a tömegközlekedési hálózatot egy irányított gráf,
D(V,A) fogja jelképezni. Ezt a megállók V halmazán értelmezzük, A élhalmaza pedig
pontosan azokat az uv irányított éleket tartalmazza, ahol u = oj és v = dj valamilyen
j ∈ J járatra.

A modellbe a véletlent különböző valószínűségi változóosztályok segítségével vezetjük
be. Véletlennek tekintjük ugyanis a járatok érkezési idejét adott megállóba, távozási idejét
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adott megállóból, és utazási idejét két megálló között. Legyen így a j járat oj-ből távozási
idejét jelentő valószínűségi változó Dj, a dj-be való érkezési idejét jelentő valószínűségi
változó Aj és az oj és dj között megtett utazási időt jelentő valószínűségi változó Tj.
Ezek láthatóan nem függetlenek, hiszen minden j ∈ J esetében Dj + Tj = Aj. Azonban
tegyük fel, hogy azonos megállóból induló különböző járatok indulási idejei egymástól
független valószínűségi változók (Dji és Djk függetlenek minden ilyen járatra). Feltehető,
hogy létezik egy minimális utazási idő τ , amire τ ≤ Tj ∀j ∈ J . Ezen kívül az egyszerűség
kedvéért feltesszük, hogy két járat nem érkezhet egyszerre ugyanabba a megállóba.

5.1.1. Az útvonaltervezés formája

Az útvonaltervezés megvalósításához „stratégiákat” fogunk kialakítani, amelyek tájékoz-
tatják az utazót egy adott szituációban legkedvezőbb döntésekről. Valójában egy straté-
giában minden megálló-időpont pároshoz járatok egy halmazát rendeljük, amik közül a
leghamarabb indulóra érdemes az utazónak felszállnia. Egy utas egy megállóhoz érkezé-
sekor megkapja a követendő stratégiáját (az érkezési ideje alapján), és ez a megállóban
várakozás közben változatlan marad. Tehát adott megállóban a követendő stratégia ki-
zárólag az érkezés idejétől függ.

Legyen a lehetséges stratégiák halmaza P. Matematikailag egy stratégia egy P : V ×
R −→ 2J függvényt jelent, ahol Pv(t) := P (v, t) ⊆ Jv a stratégia által ajánlott járatok
halmaza. Tehát amennyiben egy utas t időben érkezik v megállóba és j ∈ Pv(t) járat
innen t′ > t időben indul, a stratégia azt ajánlja, szálljon fel erre a járatra t′ időpontban.
Természetesen így a stratégia ajánlása az lesz, hogy az utas az elsőként induló ilyen járatra
szálljon fel. Amennyiben több, a fentieknek megfelelő járat indul egyszerre, a stratégia
egyenletesen véletlenül választ közülük egyet, és az arra történő felszállást ajánlja.

5.1.2. A siker mértéke

A későbbi algoritmusunk optimalizációs szempontját a korábbiakkal ellentétben a fel-
használó határozhatja meg. A cél megállóhoz érkezés minden lehetséges időpontjához
rendel egy haszonértéket, attól függően, mennyire érzi „hasznosnak”, előnyösnek az adott
időben történő érkezést. Ezt matematikailag egy u : R −→ R függvény fogja jelképezni.
Természetesen minél nagyobb értéket ad a haszonfüggvény, annál kedvezőbb az érkezé-
si idő. Vezessünk be ezen kívül egy tend időpontot, ami után a haszonfüggvény értéke
mindenképp −∞.

Nézzük meg, hogyan mérhető egyes stratégiák haszna. Legyen a v megállóban t idő-
pontban P stratégia által indukált haszon UP

v (t). Ez a várható hasznot jelenti abban
az esetben, ha a v megállóba t időpontban érkezünk és az utunkat a P stratégia által
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ajánlott módon folytatjuk.
Ezen kívül legyen UP

v (t | j) a v megállóban t időpontban P stratégia és j járat által
indukált feltételes haszon, tehát a várható haszon abban az esetben, amikor v megállóban
t időpontban szállunk fel j járatra a P stratégia ajánlása szerint. Ezek várható értékek,
melyek a megfelelő folytonos valószínűségi változók sűrűségfüggvényei segítségével szá-
molhatók ki:

UP
v (t) =

∫ ∞

t

∑
j∈Pv(t)

UP
v (t

′ | j) fDj
(t′)

∏
j′∈Pv(t)
j′ ̸=j

(
1−

∫ t′

t

fDj′
(t′′) dt′′

) dt′ (5.1)

UP
v (t | j) =

∫ ∞

τ

UP
dj
(t+ t′) fTj

(t′) dt′ (5.2)

A fenti 5.1 kifejezésben a szorzat alak abból adódik, hogy az azonos megállóból induló
járatok indulási időit függetlennek tételeztük fel.

5.1.3. Az idő diszkretizálása

A későbbiekben szeretnénk a fentiekkel ellentétben véges sok, diszkrét időintervallummal
dolgozni. Ehhez tegyük fel, hogy létezik egy T időpont, ami után már nem vizsgáljuk
a modellt, illetve bontsuk az időt néhány másodpercnyi időegységekre. Fontos ügyelni
arra, hogy a legkisebb ilyen egység kisebb legyen a legrövidebb utazás hosszánál, hiszen
csak így kerülhetjük el a 0-idejű utazásokat és lehet minden utazási idő pozitív, hosszabb,
mint egy időegység. Ekkor feltehető, hogy minden korábbi esemény a t ∈ {1, 2, · · · , T}
időpontok valamelyikében történik. Ekkor minden korábban említett eloszlás diszkrét a
t ∈ {1, 2, · · · , T} halmazon, egy stratégia pedig egy P : V ×{1, 2, · · · , T} −→ 2J függvény.
Ebben a modellben a P stratégia által indukált haszon v megállóban t időpontban:

UP
v (t) =

T∑
t′=t

∑
j∈Pv(t)

UP
v (t

′ | j)P[Dj = t′]
∏

j′∈Pv(t)
j′ ̸=j

(
1−

t′−1∑
t′′=t

P[Dj′ = t′′]

) (5.3)

Hasonlóképp a P stratégia és j járat által indukált feltételes haszon v megállóban t

időpontban:

UP
v (t | j) =

T−t∑
t′=1

UP
dj
(t+ t′)P[Tj = t′] (5.4)

5.2. Optimális stratégiák

5.2.1. Definíció. Legyen V ′ ⊆ V és legyen adott minden v ∈ V ′ megállóhoz egy tv ∈ R
időpont. Amennyiben egy stratégia Pv(t) értékét csak t ≥ tv ∈ R időpontokra határozzuk
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meg minden v ∈ V esetén, ezt részstratégiának nevezzük.

5.2.2. Definíció. P ∈ P optimális stratégia, ha UP
v (t) ≥ UP ′

v (t) minden P ′ ∈ P, t ∈
{1, 2, · · · , T} és v ∈ V esetén.

5.2.3. Tétel. A fenti modellben mindig létezik optimális stratégia.

Bizonyítás. Legyen t ∈ {1, 2, · · · , T}. Tegyük fel, hogy létezik egy P részstratégia,
amely optimális minden t′ > t esetén a fenti definíció szerint. Vegyünk egy v ∈ V megállót
és X ⊆ Jv innen induló járatok részhalmazát és hozzunk létre a segítségükkel egy új PX

részstratégiát:

PX
w (t′) =

Pw(t
′) ha t′ > t,

X ha t′ = t és w = v.
(5.5)

Ennek segítségével meghatározhatjuk az Xopt optimális járatok halmazát: Xopt :=

argmaxX⊆Jv{UPX

v (t)}
Az Xopt-beli járatok közül szeretnénk majd t időpontban v megállóban az egyikre

felszállni, így ezzel a halmazzal szeretnénk kiegészíteni a korábbi részstratégiánkat. Így
Pv(t) = P

Xopt
v (t). A fenti eljárást minden v ∈ V megállóra megismételve olyan részstra-

tégiát kapunk, amely minden t′ ≥ t esetén optimális.
A leírt eljárással az időben visszafelé haladva világos, hogy felépíthető egy optimális

stratégia. Ehhez egy kiinduló pont megállapítható: T időpont után a haszonfüggvény −∞
minden megállóban, így T időpontban a cél megállón kívül minden v ∈ V -ben az indukált
haszon értéke is −∞ minden lehetséges stratégia esetén. Ezen kívül a célmegállónál az
optimális stratégia mindig üreshalmaz, így ebből az állapotból tudunk kiindulni (tehát a
T időpontbeli állapotból). □

5.2.4. Tétel. Bizonyítható, hogy bizonyos természetes monoton haszonfüggvények esetén
az optimális stratégia meghatározása NP-nehéz.

5.3. Útvonaltervezés diszkrét idő mellett: k-stratégiák

A fenti bizonyítást alapul véve szeretnénk kialakítani egy polinom idejű algoritmust,
amely bizonyos kereteken belül optimális megoldást ad. Mindezt azért, mivel a bizonyí-
tásban használt lépésekben minden v-t pár esetén Pv(t) meghatározásához ki kell szá-
molnunk az összes lehetséges X ⊆ Jv halmazra UPX

v (t) értékét, ami túl sok időt vesz
igénybe. Azonban ha korlátozzuk egy adott v-t párhoz egy stratégia által ajánlott jára-
tok számát, a fentieket alapul véve dinamikus programozás használatával erre az esetre
optimális stratégiát tudunk találni.
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k konstans mellett nevezzünk egy stratégiát k-stratégiának, ha |Pv(t)| ≤ k minden
v ∈ V és t ∈ {1, 2, · · · , T} esetén. Jelölje a k-stratégiák halmazát Pk. Egy k-stratégia
optimális (a k-stratégiák közül), ha UP

v (t) ≥ UP ′
v (t) minden P ′ ∈ Pk, t ∈ R és v ∈ V

esetén. Jelölje az optimális k-stratégiát v-t párra P k
v (t). A fenti bizonyítás mintájára

k-stratégiákra is fennáll az alábbi tulajdonság:

PX
w (t′) =

P k
w(t

′) ha t′ > t,

X ha t′ = t és w = v.
(5.6)

definíció mellett teljesül, hogy

arg max
X⊆Jv
|X|≤k

{
UPX

v (t)
}

(5.7)

Ezek felhasználásával pedig rekurzívan megállapítható az optimális haszonérték:

UPk

v (t) = max
X⊆Jv
|X|≤k

T∑
t′=t

∑
j∈X

UPk

v (t′ | j)P[Dj = t′]
∏
j′∈X
j′ ̸=j

(
1−

t′−1∑
t′′=t

P[Dj′ = t′′]

) . (5.8)

Ezzel meghatároztuk a dinamikus programozás alkalmazásához szükséges rekurziókat.
A keletkező algoritmus kezdőállapotát szintén a korábbi bizonyításból olvashatjuk ki:
Pv(t) := ∅ minden v ∈ V -re és t ∈ {1, 2, · · · , T}-re, és UP

v (t) = −∞ a célmegállón kívül
minden megállóra (v ̸= vd), a cél esetében pedig UP

vd
(t) = u(t) ahol u(t) az utas által

meghatározott haszonfüggvény.
Az így keletkezett algoritmust nevezzük Optimális k-stratégia algoritmusnak. Ez T

utolsó időpontból kiindulva visszafelé dolgozik az időben és az adott t időpontban op-
timális k-stratégiát számol minden v megállóra. Ezen t időponthoz tartozó számolások
megkezdésekor már tudjuk Pv(t

′) értékét minden t′ > t-re és az 5.6 és 5.7 összefüggések
alapján tudjuk kiszámolni a t′ = t eseteket.

5.4. Útvonaltervezés folytonos idő mellett

Térjünk vissza a modell eredeti állapotához, tehát tekintsük az időt ismét folytonosnak
(t ∈ R). Ezen kívül engedjük meg, hogy a stratégiák egy megállóban tartózkodás közben
folyamatosan változzanak, tehát függjön a követendő stratégia az érkezési idő helyett a
tényleges időponttól (az eddigi modellben a stratégia kizárólag az utas megállóba érkezési
időpontjától függött). A stratégiák továbbra is P : V ×R −→ 2J alakúak lesznek. Mindezzel
a [3] által leírt modell felépítését kapjuk, és mostantól ezt vizsgáljuk.

31



A diszkrét esettel ellentétben ilyenkor a modellben nem feltétlenül létezik optimális
stratégia, így nem tudunk az Optimális k-stratégia algoritmushoz hasonló megoldást adni,
amely ugyan egy szűkített feladatra, de optimális megoldást ad. Azonban az Optimális
k-stratégiához közeli módszerekkel kialakíthatunk olyan heurisztikákat, amelyek ezen a
modellen jobban teljesítenek, mint a klasszikus determinisztikus módszerek.

5.4.1. Egy példa

Az alábbi, [3]-ben említett példával megmutatható, hogy nem feltétlenül létezik opti-
mális stratégia, ha az időt folytonosnak tekintjük és az ajánlott stratégia a megállóban
tartózkodás közben változhat. Álljon a gráfunk mindössze két megállóból (v1 és v2) és
közlekedjen v1-ből v2-be a j1 és j2 járat. A j1 járat az [0, 1] időintervallumon egyenletes
eloszlással, a j2 pedig az [1 − ϵ, 2] időintervallumon egyenletes eloszlással hagyja el a v1

megállót. Emellett j1 járat 1, j2 járat pedig 1 + ϵ „idő” alatt ér v2-be. Ezen felül az u

haszonfüggvény értéke legyen 2, ha t < 2 időpillanatban érkezünk v2-be, 1 ha 2 ≤ t ≤ 3

időpillanatban érkezünk v2-be és 0 különben.
Keressünk egy 1− ϵ ≤ t ≤ 1 időpontban optimális stratégiát:

• Belátjuk, hogy j2 mindenképpen benne van egy optimális stratégia által ajánlott
járatok halmazában: ha nem lenne a stratégia által ajánlott, akkor ha j1 már ko-
rábban elment, akkor a t időpontban érkező j2-re nem szállnánk fel, így nem érnénk
el a célunkat, −∞ lenne a hasznunk.

• Tehát a j2 járat mindenképp benne van az optimális P stratégia ajánlásában 1 −
ϵ ≤ t ≤ 1 esetén. Ekkor az indukált haszon UP

v1
(0) < 2 hiszen ha j2-re ebben az

intervallumban vagy később szállunk fel, akkor a hasznunk legfeljebb 1 lehet. Tehát
UP
v1
(0) < 2 teljesül minden ezen intervallumban j2-t is ajánló stratégiára, így minden

optimális stratégiára is.

• Azonban a 0 ≤ t ≤ 2 intervallum minden pontjában P ′
v1
(t) = {j1}, mindig a j1-et

ajánló stratégia esetén UP ′
v1
(0) = 2 lesz, hiszen mindenképp felszállunk a j1-re ami-

kor érkezik. Így P ′ 0 időpontban v1-ben nagyobb hasznot indukál, mint bármelyik
lehetséges optimális stratégia (ahogy fent láttuk), vagyis ellentmondásra jutottunk,
nem létezik optimális stratégia.

A diszkrét esetben, érkezési idő által meghatározott és ezután fix stratégiákkal ez a
példa természetesen nem állja meg a helyét. Ebben az esetben ϵ legalább egy időegység-
nyi méretű kell hogy legyen. Ezzel együtt is azonban 1 − ϵ ≤ t ≤ 1 időpontban kapott
stratégiánkba továbbra is be kell választanunk j2-t a fenti okok miatt. A fentiekkel ellen-
tétben viszont ez nem lesz kihatással az UP

v2
(0) indukált haszonra, mivel itt a követendő
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stratégiát érkezési és nem aktuális idő alapján kapja az utazó. Vagyis ebben az esetben
létezni fog optimális megoldás: {j1, j2}, tehát ha t időpontban érkezünk, szálljunk fel arra
a járatra, ami előbb érkezik.

5.4.2. A gyenge indukált stratégia

A gyenge indukált stratégia előállításához is a T határidőtől kezdve szeretnénk haladni
az időben visszafelé. Eközben minden v ∈ V megállóra, t ∈ R időpontra és j ∈ Jv járatra
számítsuk ki az alábbiakat. Legyen P ′

w(t
′) = Pw(t

′) minden w ∈ V és t′ > t esetén
és legyen P ′

v(t) = {j}. Ezen P ′
v(t) kiszámítása után állapítsuk meg az eszerinti új Uv(t)

értéket és adjuk hozzá a j járatot a Pv(t) halmazhoz amennyiben UP ′
v (t) ≥ limt′→t+ UP

v (t
′).

Ebben a módszerben tehát akkor ajánlja a kapott stratégia egy járat használatát, amint
az megérkezik, ha az azzal utazás legalább akkora várható hasznot indukál, mint a további
várakozás.

5.4.3. Az erős indukált stratégia

Az előzőekhez hasonlóan T -től indulva, az időben visszafelé haladva számítjuk ki a kö-
vetkezőket: minden J ′ ⊆ Jv-re definiáljuk P ′-t a fentiek alapján, P ′

w(t
′) = Pw(t

′) minden
w ∈ V és t′ > t esetén és legyen P ′

v(t) = J ′. Ezután számítsuk ki az UP ′
v (t) értéke-

ket és válasszuk ki azon X ⊆ Jv halmazt, amire ez maximális. Ezek alapján állítsuk be
Pv(t) := X-et. Ismételjük ezt a kezdőidőpontig.

Az erős indukált stratégia a gyenge stratégiával szemben az érkező járatok részhalma-
zait vizsgálja, és ezek közül választ ki egy optimális halmazt (ugyanúgy, mint az optimális
k-stratégia algoritmus). Ezzel szemben a gyenge indukált stratégia egyesével tekinti a já-
ratokat, és akkor veszi fel őket az ajánlott járatok halmazába, ha igénybevételükkel a
további várakozásnál nagyobb várható haszon érhető el. Emiatt az erős indukált straté-
gia általában jobb eredményeket adhat, azonban kiszámítása több időt vesz igénybe.

5.5. Kiegészítések

A modell a korábban vizsgált determinisztikus modellek mintájára kiegészíthető gya-
logutakkal és kerékpárutakkal is. Mindkét esetben továbbra is fontos fenntartanunk a
tranzitivitást, tehát ha léteznek v1v2 és v2v3 utak, akkor léteznie kell v1v3 útnak is (így
hozzuk létre a gráfot). Mindkét esetet speciális járatokként modellezzük. Tj utazási ide-
jüket vegyük az egyszerűség kedvéért konstans valószínűségi változónak, hiszen két pont
közötti gyalogos, avagy kerékpáros közlekedést a tömegközlekedési eszközökkel szemben
jelentősen kisebb mértékben befolyásolja a forgalom állapota.
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Gyaloglás esetén induljon a megfelelő megállókból minden időpillanatban (diszkrét
idő mellett az adott időpontokban, folytonos idő mellett folyamatosan) biztosan gyalog-
lást jelentő járat (ez tehát determinisztikus). Amennyiben a követett stratégia tartalmaz
gyalogutat, sok esetben gyalogolni fogunk, hiszen egy gyalogútnak megfelelő járat minden
időpillanatban elhagyja az adott megállót.

Kerékpározás alatt ismételten a város által szolgáltatott kerékpárállomásokon kibé-
relhető és lerakható kerékpárok használatát értjük. Ennek fényében előfordulhat, hogy
új állomásokat kell hozzávennünk a modellhez, amik minimális gyaloglás által érhetőek
el. Kerékpározni kizárólag az ilyen kerékpárállomások között lehet. A gyaloglástól eltérő-
en azonban a kerékpáros közlekedés egy adott állomásról nem mindig lehetséges, hiszen
nem mindig található ott kerékpár. Emiatt legyen qv(t) annak a valószínűsége, hogy egy
v megállónak megfelelő kerékpárállomáson t időpontban tartózkodik kerékpár. Hasonló
módon modellezhető annak valószínűsége is, hogy egy cél állomáson található-e szabad
lerakóhely. Ezeket a járatok indulási és érkezési idejeihez hasonlóan megfigyelések alapján
határozzuk meg.
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Összefoglalás

Ebben a szakdolgozatban tömegközlekedésben alkalmazott útvonaltervezési algoritmu-
sokat mutattunk be és elemeztünk. Kezdve egy egyszerűbb irányított gráfon működő
Dijkstra és A* algoritmussal, amelyek kizárólag a legkorábbi érkezési időt tudták meg-
keresni. Később láttuk, hogy maga a gráfmodell és az algoritmusok is finomhangolhatók
voltak.

Az első részletezett összetettebb algoritmus a RAPTOR volt. Ezzel már egyszerre két
kritériumra is tudtunk optimalizálni: egyszerre minimalizáltuk az érkezési időt és az át-
szállások számát. Eredményül egy Pareto-halmazt kaptunk, és egy utazó az ezáltal tartal-
mazott utazásokból választhatott. Ezen felül az algoritmus minden másikkal ellentétben
nem egy gráfon, hanem egy menetrenden dolgozott (a vizualizáció érdekében tartozott
természetesen hozzá gráfmodell). Az alap algoritmus kifejtése után azt is megnéztük, ho-
gyan lehet azt gyorsítani. Majd különböző módosításait elemeztük. Részleteztük, hogy
alkalmazható akkor is, ha a Pareto-optimalitástól szigorú dominanciát követelünk, illetve
az utazó átszállóhelyek közti preferenciáját is tudja kezelni. Azonban talán a legfontosabb
módosítása maga a McRAPTOR algoritmus volt. Ezzel egyszerre akárhány optimalizációs
szempont szerint dolgozhattunk, és ezeket tetszőlegesen választhattuk. Az összes vizsgált
algoritmus közül ilyen eseteket csak a McRAPTOR tudott kezelni és ennek haszna a
zónás árazás példájából is levezethető volt. Megnéztük továbbá, hogyan alkalmazható a
McRAPTOR algoritmus a gyaloglás minimalizálására, illetve láttuk, hogyan kezelhetők
kerékpárutak a RAPTOR-modellben.

Ezután tekintettük át a már említett Dijsktra-algoritmus alkalmazását komplexebb
gráfokra. Bevezettük az időkiterjesztett és időfüggő gráfok fogalmát és mindkét esetben
láttuk, hogy az alap RAPTOR algoritmus által megoldott feladatok kezelésére ilyen grá-
fokon képes a Dijkstra-algoritmus. (Tehát a legkorábbi érkezést és a legkevesebb átszál-
lást is meg tudja határozni, valamint tud mindkét szempontra egyszerre optimalizálni.)
Annyiban jobbnak is bizonyultak ezek az esetek, hogy ha egyszerre két szempont alapján
optimalizáltunk, itt mindig minden Pareto-optimális megoldást megtaláltunk (a Dijkstra-
algoritmus mindenképp leállt K iteráció után). Viszont ezek a gráfok viszonylag sűrűek és
nagy méretűek, így például egy London méretű nagyváros tömegközlekedési hálózatának
átvizsgálása sok időt vehet igénybe.

Vizsgáltuk továbbá a DEPART algoritmust, ami ugyan egy időfüggő gráfon fut, vi-
szont már figyelembe veszi a tömegközlekedési járművek közlekedésében a véletlen szere-
pét. Valószínűségi eloszlásként tekintett minden (két megálló közti) útszakasz megtételére
és egyszerre kereste a legjobb érkezési időt és a legmegbízhatóbb utazást. Ezen két szem-
pont alapján hajtotta végre az optimalizálást és minden esetben Pareto-halmazt adott.
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Az ezáltal meghatározott utazások közül volt lehetősége a felhasználónak választani.
Azonban az utolsóként bemutatott valószínűségi modellek több olyan problémát tud-

tak kezelni, amit másik ismertetett algoritmus nem. Először is a felhasználó határozhatta
meg minden időpontra a cél megállóba érkezés hasznát (egy haszonfüggvénnyel), tehát
nem feltétlenül a legkorábbi érkezés elérése volt az algoritmus célja, hanem a haszon ma-
ximalizálása. Másrészt a DEPART-hoz hasonlóan figyelembe vették a menetrendtől való
eltérést, azonban konkrét útvonalak helyett stratégiákat ajánlottak. Egy stratégia minden
megállóhoz és időponthoz járatok egy halmazát tartalmazta, amelyek közül az először ér-
kezővel történő utazást ajánlotta a felhasználónak. Két főbb stratégiát különböztettünk
meg.

Diszkrét idő mellett alkalmaztunk olyan stratégiákat, amik egy megállóba érkezéskor
javasolják járatok egy halmazát és ez a megállóban tartózkodás közben nem változik,
tehát kizárólag ez érkezési időtől függ. Ekkor említettük, hogy mindig létezik optimális
stratégia (amely minden másiknál nagyobb hasznot indukál), azonban ennek kiszámítása
NP-nehéz. Emiatt vezettük be a k-stratégiákat, ahol k felső korlátot vezettünk be egy
stratégia által adott megállóban, adott időpontban ajánlott járatok számára. Láttuk,
hogy optimális k-stratégia meghatározására már létezik algoritmus.

A stratégiák másik fajtáját folytonos idő mellett elemeztük. Ekkor egy megállóba
érkezéskor kapott stratégiánk az ott tartózkodás alatt bármikor megváltozhatott, tehát
mindig az aktuális időtől függött. Láttunk rá példát, hogy ebben az esetben nem feltét-
lenül létezik optimális stratégia, és szintén láttuk, hogy a példa miért bukik meg diszkrét
idő és érkezési idő alapú stratégiák mellett. Optimális stratégiák hiányában egy elég jó
megoldás keresésére két heurisztikát láttunk: a gyenge és erős indukált stratégiát. Végül
a RAPTOR-hoz hasonlóan megnéztük hogyan kezelhető ezen modellekkel a gyaloglás,
illetve a kerékpározás.

Ezen valószínűségi modellek legnagyobb hiányossága a többi algoritmussal szemben
az volt, hogy nem tudták kezelni a több szempontú optimalizálást.
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Alulírott Turi Júlia Réka nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészítése során az alább
felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI alapú eszközöket alkalmaztam:

Feladat Felhasznált

eszköz

Felhasználás

helye

Megjegyzés

Ismeretlen fogalmak
értelmezése

GPT-4o 2.1 és 4.2 fejeze-
tek

LaTeX egyenletek GPT-4o 5.1, 5.2 és 5.3 fe-
jezetek

Összetett egyenletek megfo-
galmazása LaTeX kód formá-
jában.

Pontatlan fogalma-
zás és logikai hibák
detektálása

GPT-4o Teljes dolgozat

Nyelvhelyesség ellen-
őrzése

GPT-4o Teljes dolgozat

A felsoroltakon túl más MI alapú eszközt nem használtam.
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