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Bevezetés

Manapsag szinte minden nagyobb varosban fontos szerepet jatszik a tomegkozlekedés.
Naponta tobb ezer, valahol t6bb millié ember veszi igénybe ezeket a szolgaltatasokat. Az
utazokat jo ideje kiilonbozd utvonaltervezs algoritmusok segitik, amikkel el6revetithets a
kivant utazas. Természetesen minden felhasznalonak kiilonbo6zé igényei vannak, igy nem
mindig tud egy algoritmus az Gsszesnek eleget tenni.

Ebben a szakdolgozatban az ilyen valdsdgban hasznélt modszerekhez hasonld céla
algoritmusokrol lesz sz6. Latni fogjuk a tomegkozlekedési halozatok kiilonb6zé modell-
jeit, és a rajtuk futdé optimalizicids algoritmusokat. Egyes algoritmusoknak kiilonb6zd
modositasait is megvizsgaljuk.

Altalaban az utazé prioritdsa a minél hamarabbi érkezés, igy el6szor ebbdl a szem-
pontbol optimalizalunk. Azonban sokaknak az is fontos, hogy ne kelljen tul sokszor at-
szallniuk, igy ezt is figyelembe fogjuk venni. Mutatunk ezen tul tobb algoritmust, ami
ezt a két kritériumot egyszerre veszi figyelembe, s6t olyat is, ami ennél tobb kritériumot
is tud kezelni. Kitekintiink még a zonés arazasra is. Mutatunk tovabba valoszintiségi mo-
delleket is, amik figyelembe veszik, hogy a tomegkdzlekedési jaratok késhetnek, illetve ki

is maradhatnak.



1. fejezet
Egyszeri algoritmusok

Egy tomegkozlekedési halozatot legegyszertibben egy iranyitott graffal modellezhetiink
[1]. Ebben a cstcsok adott jarmiivek adott idépontbeli érkezését vagy tévozasat jelolik
a megfelels megalloba/-bol. Egy érkezést jelz6 csicsbol egy tavozast jelz6be tarto él egy
adott megélloban varakozasnak felel meg, és élsilyként a két esemény kozt eltelt idst
kapja. Egy tavozast jelzé csticsbol egy érkezést jelz6be tarto él pedig egy tomegkozlekedési
jarmiivel megtett utazasnak felel meg és az el6zGekhez hasonléan élsilya a két esemény
kozt eltelt ids. Igy adott A és B csticsok és hozzajuk tartozo ta és tp iddpontok esetén a
grafban a legrovidebb A — B 1ut a valésdgban a leggyorsabb A — B ttnak fog megfelelni,
amiben A-bol ¢4 idépontban indulunk és B-be tp id6pontban érkeziink.

Egy ilyen, vagy hasonlé grafban a legrévidebb tut keresésének klasszikus modszere a
Dijkstra-algoritmus [5], amellyel adott start és cél cstucsok esetén megtalalhato a startbol
célba halado legrovidebb ut, nemnegativ élkoltségek mellett (feltessziik tehat, hogy az
adott graf élsilyai nemnegativak). Az algoritmus minden csucshoz fenntart egy cimkeét,
amely kezdetben a start csicsnél 0, minden mas csticsnél pedig oo értéket vesz fel. Ezutan
megvizsgalja az Osszes élt, amely a start cstcsbol indul. Amennyiben az élek be-csticsanal
lévé érték nagyobb a ki-cstics értékének és az élkoltségnek az 6sszegénél, akkor erre moédo-
sitja a be-cstics cimkéjét. Ezt a modszert nevezziik az élek relaxaldsdnak. Miutan minden
kimend élt relaxalt, a start csicsot ,atvizsgalt”nak jeloli. A kovetkezd iteracioban az al-
goritmus veszi a nem atvizsgalt cstcsok koziil a legkisebb értéki cimkével rendelkezst,
relaxalja a ki-éleit, majd atvizsgaltta nyilvanitja a cstucsot. Ezt a folyamatot ismétli addig,
amig a cél csicsot atvizsgaltta teszi. Ekkor a cél cstics, s6t minden atvizsgalt cstics cim-
kéjének értéke a legrovidebb 1t hossza oda a start csicsbol. Amennyiben addig futtatjuk
az algoritmust, amig minden csics atvizsgéilt nem lesz, minden cimkén a start-csicsbol
odavezetd legrovidebb ut hossza lesz (vagy oo, ha az nem érhetd el a start-csticsbol). Ha
pedig feljegyezziik minden cstcsra, hogy az utoljara melyik masik cstcs altal kapott jobb

értéket, akkor rekonstrualhatjuk magat a legrévidebb utat is.



Ahogy lattuk, a Dijkstra-algoritmus tobb csticsra is feleslegesen kiszamolhatja a start-
bol oda vezetd legrovidebb utat. Az ilyen csuicsok szaman probalhatunk javitani az A* (A-
csillag) algoritmus [6] segitségével. Igy céliranyosabban kereshetjiik kizarélag a cél csticsba
a legrovidebb utat. Az A* algoritmus lényegében a Dijkstra-algoritmus modositasa. A
Dijkstra-algoritmusban a csiicsokra definialt cimkék értékét most tgy hatarozzuk meg,
hogy a Dijkstra-algoritmus altal hozzajuk rendelt értékhez hozzaadunk egy heurisztikat,
érték alapjan legkisebb nem atvizsgalt cstcs éleit fogjuk relaxalni az 4j modszer szerint.
Igy egy adott cstics cimkéje mindig f(n) = g(n) + h(n) alakt lesz, ahol g(n) a cstcs
pontos tavolsdga a start csticstél és h(n) a becsiilt tavolsaga a cél cstcshoz. Igy mindig
a ,legigéretesebb” csucesal fogunk egy iteracioban foglalkozni. Az A* algoritmus is akkor
all le, ha atvizsgalta a cél csticsot.

Bizonyitott, hogy minden csticsnél olyan h(n) heurisztika valasztasa esetén, amellyel
minden uv élre igaz, hogy h(u) — h(v) nem haladja meg az él tényleges koltségét, az A*
algoritmus helyes megoldast ad. Ilyen heurisztikat egyszerid talalni, egy tomegkozlekedési
halézat esetén példaul vehetjiik a két megalld kozti Gt hosszat légvonalban, osztva a rend-
szer leggyorsabb jarmtvének sebességével [1]. Erdemes még megemliteni, hogy h(n) = 0
Vn esetén (minden cstcsra) visszakapjuk a Dijkstra-algoritmust. Ezen kiviil, ha valamiért
pontosan tudjuk a h(n) altal becsiilt értéket, ezt hasznéalva az A* algoritmus kizarolag

egy keresett legrovidebb ut cstcsait fogja atvizsgalni.



2. fejezet

A RAPTOR algoritmus

A kovetkezd két fejezet a [4] cikkben bevezetett RAPTOR algoritmust és modositasait
részletezi. Az eddig latottakkal szemben, ez nem egy graf alapu algoritmus, ehelyett egy
menetrendet vesz alapul. A Dijkstra- és A* algoritmusokhoz hasonléan determinisztikus,
viszont ezeknél sokkal egyszertibben kiterjeszthetd komplexebb feladatok megoldasara.
Itt két f6bb feladattal fogunk foglalkozni:

1. Legkoréabbi érkezés: adottak p, start és p, cél megallok, valamint 7 indulési id6. Cé-
lunk, hogy minél hamarabb elérjiik p;-t ps-bél gy, hogy legkorabban 7 idépontban

indulunk.

2. Legkevesebb atszallas: most a lehetd legkevesebb atszallassal szeretnénk py-bél pi-be

jutni agy, hogy legkorabban 7 id6pontban indulunk.

A RAPTOR algoritmus lehet6vé teszi ezen két feladat egyszerre kezelését, s6t tetszo-

leges tovabbi optimalizacios szempontok figyelembe vételét is.

2.1. Definiciok

Az algoritmusban a kivetkezd definiciokat fogjuk hasznalni:

IT € Ng: Azon idGegységek halmaza, amelyekkel dolgozni szeretnénk (a nap masod-
percei, percei vagy barmilyen mas idGintervallumai).

M: megéllok halmaza, ahol barmelyik minket érdekls tomegkozlekedési eszkoz megéall.
Itt kiilonbséget tesziink azonos nevt, de fizikailag més helyen tartozkodd megallok kozott
(példaul a Rudas Gyogyfiirds villamosmegallo és a Rudas Gyogyfiirds buszmegéllo két

kiilon megallonak szamit).
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2.1. abra. Jaratok: itt példaul j; és jo egy adott szadmua busz két kiilonb6z id6pontban

indul6 jarata. Ugyanigy irhato le jz és j4 kapcsolata is.

J: jaratok halmaza. Egy jarat most egy konkrét jarmi menetrend szerinti haladasa

egy utvonalon adott idében (pl. 7-es busz, 4-es metro utja adott idében).

P1o

5] —
S9
P1 87— Pa
P3 P6 Pr /
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P4 /

2.2. abra. Utvonalak: s, a fenti j; és j, jaratok altal bejart ttvonal. Hasonloéan s, js-hoz

és js-hez, mig s3 j5-hoz tartozik.

S: utvonalak halmaza. A jaratokat itvonalakra bontjuk az alapjan, hogy melyik masik
jaratok teszik még meg pontosan ugyanazon megallok sorozatat ugyanabban a sorrend-
ben. A modell az atvonalakat gy kezeli, hogy a rajtuk haladé jaratok nem elézhetik meg
egymast.

G: gyalogutak halmaza, jelolhet atszallast (azonos nevii megéllo két része kozott) és



hosszabb tavi sétat is két kiilonb6z6 nevi megalld kozott. Egy p; megallobol po megalloba
tarto gyalogut jelolése: (p1,p2) € G. Ebben a modellben feltessziik, hogy a gyalogutakra
igaz a tranzitivitas tulajdonsaga: p1, p2, p3 € M megallok esetén, ha 1étezik p; és po kozott,
valamint py és ps kozott sétanut, akkor léteznie kell p; és ps kozott is gyalogutnak.

U: utazasok halmaza. Minden utazashoz tartozik egy start és egy cél megallo. Egy uta-
zas jaratok és gyalogutak egyméasutanja hasznalati sorrendben, amelyek igénybevételével
eljutunk a start megallobol a cél megalldba.

Egy jarat menetrendjét a kovetkezSképpen abrézoljuk: jelolje adott j € J jarat p € M
megallojahoz érkezési idejét 74,y €és ugyanebbdl a megallobol a tavozasi idejét Tgep(; p).-
A jarat kezdsallomasanal az érkezési id6t, illetve a végallomasanél a téavozasi id6t nem
definidljuk. Természetesen minden jarat és megalld esetén legyen 7o, (jp) < Taep(ip)- Ezen
kiviil kezeljiik a gyalogutakat a kovetkezSképp: minden pypy € G gyaloguthoz tartozzon
egy l(p1p2) konstans gyaloglasi id6, amely alatt a gyalogit megtehetd.

2.2. Az elvart eredmény

2.2.1. Definicié. Pareto-optimalitds Tobb kritériumot is figyelembe vevd optimalizdldsi
probléma esetén Pareto-optimadlisnak neveziink eqy megolddst, ha nem létezik mdsik meg-
oldds, ami jobb értéket ad ennél az eqyik kritériumra bdrmely mdsik rontdsa nélkil. Pareto

optimdlis megolddsok halmazdt Pareto-halmaznak nevezziik.

2.2.2. Definicié. Az Uy utazds domindlja az Uy utazdst, ha eqyik vizsgdlt szempont sze-
rint sem ad Us-nél rosszabb értéket. Igy eqy paronként eqymdst nem domindld utazdsokbol

allo halmaz Pareto-halmaz lesz.

Az algoritmusnak inputként megadunk egy ps € M start és egy p, € M cél megéllot
valamint egy 7 € II indulési id6t. Célunk eljutni ps-bél pi-be tgy, hogy ps-bdl legkorabban
7 id6pillanatban indulunk, az érkezési id6 minimalizalasa és az atszallasok szamanak mi-
nimalizalasa mellett. Az algoritmus outputjaként U utazésok egy Pareto-halmazat varjuk

a start és a cél megalld kozott.

2.3. Az algoritmus

Minden p € M megallora jeldlje 74(p) a legkorabbi iddpillanatot amikor elértiik p-t leg-
feljebb k jarat hasznalataval (azaz legfeljebb k — 1 atszallassal). Ez alapjan tartsunk
fenn minden p € M megallohoz egy 7(p) = (1o(p), 71(p), - - - , Tk (p)) cimkét, ahol K € N

tetszoleges felss korlat. Legyen kezdetben ezek koziil mindegyik oo, kivéve 74(ps) 1= 7.
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Az algoritmus iterativan miikodik, ahol a k. iteracié célja minden megallora kiszamolni
Tr(p)-t, igy meghatarozni, hogy mi a leggyorsabb 1t p,-bél az adott megalloba legfeljebb k
jarattal. Ezen modszer hasznalataval a késGbbi iteraciok nem befolyéasoljék a korédbbiakat,
ebbdl kdvetkezik az algoritmus fontos invaridns tulajdonsaga, miszerint a k-adik iteracio
kezdetekor minden p megéllora 7(p) a kovetkezs alaka: (1o(p), 1 (p), - -+ , Tk—1(p), 00, - -, 00).
Célunk tehat az algoritmus végére 7(p) értékeit kiszamolni V0 < k < K esetén, ahol K a
fent is szerepld tetszélegesen valasztott felsg korlat.

A k-adik iteracio lépései: Elgszor beallitjuk 74 (p)-t: 7(p) := 7x_1(p). Ezutén ezen az
értéken szeretnénk utvonalanként javitani. Tetsz6leges sorrendben megvizsgalunk minden
utvonalat és egy adott s € S utvonalnél azokat az utazésokat nézziik, amikben a k-adik
elem (jarat) s-beli.

Minden s € S-re és p; € s-re legyen t(s,p;) 1= argming Tgep(jp,), aMire Taep(jp) >
Tk—1(pi), vagyis a p;-bol legkorabban indul6 s-beli jarat, amit el tudunk érni. Ezt de-
finidljuk minden lehetséges ttvonal-megalld parra (amennyiben nem létezik ilyen jarat,
t(s, p;) nem definialt). Ezutén tetszdleges sorrendben elvégezziik minden s € S ttvonalon
pontosan egyszer a kovetkezét: a megélloin a legkorabban érintettel kezdve végigmegyiink
és megkeressiik az els6 olyan p; megéllot, ahol £(s, p;) definiélt. Erre a j jaratra fogunk
ennél a megallonal felszallni és ezzel probaljuk javitani az utvonal tovabbi megalldihoz
tartozo érkezési idénket. Az ttvonal bejarasa soran mindig nyilvantartjuk az aktualisan
legkedvezsbb j jaratot és ha egy késébbi megalloban egy oda korabban érkezé és onnan
korabban indulé jarat elérhetévé valik, az aktualis jaratot erre frissitjiik. Igy a javités
érdekében tehéat tovabb vizsgaljuk az utvonal megélloit a fenti sorrendben és minden p,

megallonal a kévetkezSképp jarunk el:

e Ha hamarabb vagy ugyanakkor érkeziink meg a valasztott j jarattal p;-be, mint
korabban, azaz ha 7o, (jp) < Ti(pr), akkor frissitjiik a cimkét - 7,(p1) := Tarr(jpy) - €8
felvesziink egy j jaratnak megfelel6 pointert p;-bél abba a csticsba, ahol felszalltunk

j-Te.

o Ezen tul, ha 74,(p) > Te-1(m), akkor 7. (p;) értéke nem valtozik, de frissitjik az
innentdl hasznélt jaratunkat a ¢(s,p;) altal meghatarozott j' jaratra, hiszen ezzel

j-nél korabban érjiik majd el a tovabbi megéllokat.

Miutan minden dtvonalat végignéztiink, egy utolséd 1épésben megvizsgaljuk a gyalog-
utakat is. A gyaloglast az eddigi utazas végére szeretnénk beilleszteni, igy olyan gya-
logutakat keresiink, melyeknek végpontjaba legfeljebb k jarat hasznalataval (kozben is
lehetett gyaloglasi szakasz), majd a gyalogit megtételével gyorsabban elériink, mint a

gyalogut nélkiil. Ezzel az iteracioban utoljara frissitjiik a cimkéket: minden (p,,,p,) € G

gyalogiitra 7i(p,) := min{7(pn), 7 (Pm) + {(Dm, Pn) }
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Az algoritmus leall a k-adik iteracié utan, ha ebben az iterdciéban egyik cimke sem
javult, tehat Vp € M megéllora 74 (p) = 7x_1(p); vagy ha k = K, bar az iteraciok szama-
nak fels6 korlatja igény szerint dinamikusan névelhets. Az output, az utazasok keresett
Pareto-halmaza, a 7(p;) cimke véges elemeibdl olvashato vissza. A hozzajuk felvett poin-
terek segitségével rekonstrualhatjuk a megtett utazast. Az algoritmus ledllasakor ezek az
utazéasok valoban Pareto-halmazt fognak alkotni, hiszen az elemeket a 0. indextél kezdve

sorba véve az érkezési id6 monoton csokken, az atszallasok szdma pedig monoton ng.

2.4. Egy egyszeri példa

P 1 P2 Pa Py

J2

2.3. abra. j; és jp jaratok, (po, ps) pedig egy gyalogut.

Tekintsiik a 2.3 halozatot. Ez minddssze 6t megéallobol, két jaratbol (jy, jo) és egy gyalog-
utbol all. Legyen a jaratok altal meghatarozott két titvonal s és so. Mindkét jarat balrol
jobbra kozlekedik az alabbi idékben:

e 7, 10:00-kor indul p;-bél és a po, p3, ps megallokat rendre 10:05-kor, 10:10-kor és
10:15-kor érinti.

e j> 10:07-kor indul ps-bdl és a ps megallot 10:09-kor, a ps megéllot pedig 10:11-kor

érinti.
o A (p2,ps) gyalogut megtétele 2 percet vesz igénybe.

Legyen a start megalld py, a cél megalld py az indulasi id6 pedig 10:00.

Nézziik most a RAPTOR 1épéseit ezen a példan. Az algoritmus nulladik iteracidja
utan 7o(p1) = 10 : 00 (ez az érték nem fog valtozni), minden masik megallora pedig
To(pi) = o00. Az els§ iteracio kezdetekor allitsuk be: 7(p;) = 70(p;). Ezutdn nézziik
elGszor az s; utvonalat. Ezen végig j; jarattal tudunk javitani, mivel ¢(s1,p1) = j1, igy
T1(p2) = 10 : 05, 74 (p3) = 10 : 10 és 71(ps) = 10 : 15. Ezutan nézziik az s, utvonalat, itt
azonban még egyik megallora sem tudtuk definialni ¢(sq, p;) értékét, igy ennek segitségével

nem fogunk tudni javitani. Az elsd iteracio utolso lépéseként nézziik meg a gyalogutat.
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Ezen at ps-be hamarabb érkezhetiink, mint eddig, igy javithatjuk 7 (ps) értékét a gyalogut
altal, 7 (ps) = 10 : 07 lesz.

Most kovetkezzen a mésodik iteracio. Ennek kezdetekor is 72 (p;) := 71 (p;)-t allitsuk be
minden megallora. Majd nézziik ismét els6ként az s; itvonalat. Itt Gjra j; jaratot hasz-
nalva kell megprobalnunk javitani az érkezési id6kon, hiszen eddig ezen utvonal pontjait
csak ezzel értiik el. Azonban most mar nem tudunk j;-gyel javitani. Nézziik ezutan az so
utvonalat. ¢(sq, p5) = jo mar definialt, igy jo-t hasznélva javithatunk s megélloin. Ezaltal
To(ps) = 10 : 09 és To(ps) = 10 : 11 lesz. Egyik megalloba se érkeztiink ennél hamarabb,
tehat nem kell kicserélniink a jaratot, amivel az id6kon javitunk. Meggondolhato, hogy ha
az Utvonalakat az ellenkezs sorrendben dolgozzuk fel, ugyanerre az eredményre jutottunk
volna. Végezetiil megvizsgaljuk a gyalogutat, azonban ezen 4t most nem tudunk javitani.

Egy harmadik iteraciot is lefuttatva lathato, hogy minden megéllora m2(p;) = 73(p;)
lesz, tehat az algoritmus leéll. py célmegalloban igy egy olyan Pareto-halmazt kaptunk,
ami a kovetkezd két utazast tartalmazza: j; jarattal megyiink p;-t6l py-ig vagy pi-t6l po-ig
J1-gyel utazunk, atsétalunk ps-be, majd jo-vel utazunk ps-t6l ps-ig. Ez valoban Pareto-
optimalis halmaz, hiszen az egyik utazas gyorsabb tobb jarat hasznalatédval, mig a mésik

lassabb kevesebb jarat hasznalataval.

2.5. Gyorsitasi lépések

2.5.1. Javul6 atvonalak vizsgalata

Tekintsiink egy olyan s € S utvonalat, melynek az algoritmus k — 1-edik iteracidja utan
egyik megalloja sem javult 7,_;(p;) értékében, azaz 7,_1(p;) = Tr_2(p;) minden meg-
allojara (nem tudtuk k — 1 jarattal gyorsabban elérni). Ekkor ezzel az tutszakasszal a
kévetkezs 1épésben nem tudjuk javitani a 7(p;) értékeket, hiszen a k — 1-edik 1épésben
mér tapasztaltuk, hogy nem taldlunk naluk jobb eredményeket. Ennek kévetkeztében az s
utvonal segitségével csak akkor tudunk legkozelebb javitani, miutan egy méasik s’ atvonal
altal javitottuk az egyik megéllojat. Vagyis nem is érdemes a k-adik iteracidoban az ilyen
utvonalakat figyelembe venni.

Ezt oly modon tessziik meg, hogy a k — 1-edik iteracid végén megjeldljiik azokat a
p; megallokat, amiknek valtozott a 74,_1(p;) értéke az iteracio soran. Ezutan a k-adik ite-
racio6 elején meghatarozzuk azon ttvonalak () halmazéat, amelyekben talalhaté megjelolt
megallo. Igy ebben az iteracioban elegends a Q-beli utvonalakon megkisérelniink végre-
hajtani az algoritmus javitd lépését, hiszen a fenti okokbol csak ezeken lehetséges jobb
Tk(p;) értékek elérése.

Szintén fontos észrevétel, hogy egy adott titvonal javitasa csak egy megjelolt megallo-
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bol valo kiindulassal lehetséges (hiszen ha nem értiink kordbban egy megalloba, a késébb
onnan hasznéalhato jaratok nem valtoznak, de ezekrdl tudjuk, hogy nem voltak javulésra
alkalmasak). Ezt kihasznalva jegyezziik fel minden utvonal els6 (a jaratok altal idében
elGszor érintett) megjelolt megallojat és a k-adik iteracioban minden utvonalat csak ezen

megallojaval kezdve tekintsiik at.

2.5.2. Legkorabbi érkezés hasznalata

Ezzel a modszerrel az algoritmus azon 1épését szeretnénk helyettesiteni, amikor elGszor
beéllitjuk 7(p;) = Tx—1(p;)-t. Ehelyett jegyezziik meg minden p; megéllora az eddig latott
legkorabbi érkezési id6t, és legyen ez 7*(p;). Ekkor minden iteracio elején inicializalhatjuk
az 0j értéket 7 (p;) := 7"(p;)-ként. Ezen felil a javité ttvonalak vizsgalatanal pontosan
akkor kell megjelolniink egy megallot, ha teljesiil ra, hogy 7x(p;) < 7*(p;), hiszen ekkor
értiik el az eddig latottaknal hamarabb.

2.5.3. A cél megallora sziikités

Az eddig leirt algoritmus jelent&sen tobb eredményt ad, mint amit vartunk, hiszen nem
csak pi-re, hanem minden megallora megkapjuk a p, start megallobol odavezets legjobb
utak Pareto-halmazat (minden p;-re kiszémoltuk 7(p;)-t). Amennyiben erre csak a p;
megallo esetében vagyunk kivancsiak, a kovetkez6képpen jarhatunk el: az algoritmus k-
adik iteraciojaban (mar a korabbi modositasokat alkalmazva) nem jeloljiik meg azokat a p;
megallokat, ahol 7*(p;) > 7*(p;), vagyis ahova eddig mindig késsbb érkeztiink meg, mint
pi-be (a leggyorsabb uton), hiszen ezekbdl indulva biztosan nem fogunk tudni javitani

Tk(pt) értékeén.
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3. fejezet

A RAPTOR algoritmus kiterjesztése

A kovetkezo fejezet a RAPTOR tovabbi modositasait tartalmazza, amelyek szintén [4]-bdl

szarmaznak.

3.1. Szigort dominancia

3.1.1. Definicié. Az U; utazdis szigorian domindlja az Us utazdst, ha eqyik vizsgdlt szem-
pont szerint sem ad Us-nél rosszabb értéket és legaldbb eqy szempont szerint jobb értéket
ad.

A Pareto-optimalitashoz a dominancia helyett a szigori dominancia fogalmét hasznal-
va eredményként b&vebb Pareto-halmazt fogunk kapni, hiszen két, minden optimalitési
szempontbol azonos értékkel rendelkezs (azonos érkezési ideji és ugyanannyi atszallast
hasznalo) utazas koziil az ,;ijabb” dominélta a ,régebbit” (tehat az ilyenek kézil mindig
pontosan egy darab szerepelt a Pareto-halmazunkban), most azonban ezek koziil mind-
egyiknek szerepelnie kell.

Amikor egy p; megallo 71.(p;) értékét javitjuk egy j jarat segitségével, iranyitsunk
pointert minden olyan p’ megéalloba, ahol az aktuélis jaratra felszallhattunk, tehéat ahol

Te(D') < Taep(J, 0')-

3.2. Preferalt atszallasi helyek

Az algoritmus kisebb modositaséaval tudjuk kezelni azt az esetet is, amikor fennall egy
preferenciasorrend a megallok kozott, az alapjan, hogy mennyire szivesen széallnanak ott
at az utazok. Adott tehat minden megélld esetében egy preferenciaérték, amely minél
nagyobb, annal szivesebben szallnak ott at.

Ezt a kritériumot az alabbi modon vehetjiik figyelembe az output Pareto-halmaz létre-

hozasanal: amikor az algoritmus k-adik iteracidjaban az s titvonal vizsgélatanél a j jarat
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hasznalataval szeretnénk az érkezési id6kon javitani, megjegyezziik 7 kordbbi megall6i ko-
ziil a legmagasabb preferenciaértékit. Amikor olyan p; megéllohoz értink, aminek 74 (p;)
értékét javitani tudjuk, ebbdl a megallobol az elézéekkel ellentétben, most a feljegyzett,

leginkabb kedvelt megalloba iranyitunk pointert.

3.3. Tobb szempont vizsgalata: a McRAPTOR algorit-

mus

Az eddigiekben az algoritmus csak a legkorabbi érkezés és a legkevesebb atszéllas szem-
pontjait vette figyelembe. Azonban lehetévé tehetd tobb szempont alkalmazésa is.

Eddig a k-adik iteracioban minden megallohoz csak 7 (p;)-t tartottuk fenn, most vi-
szont tobb, egyméast nem dominald cimke fenntartasaval kell dolgoznunk. Ezek L(p;) =
(7. (p:), vk (ps), wr(ps), - - - ) alakaak lesznek, ahol v (p;), wk(p;), -+ tovabbi tulajdonsago-
kat képviselnek.

Az alkalmazott valtoztatasok: rendeljiink minden p € M megallohoz egy By (p) zsakot,
amelyben a k-adik iteracié cimkéit tartjuk. Ez alapjan modositjuk az algoritmus k-adik
iteracivjaban az utvonalakon végigiterdlod lépést.

Minden s € S ttvonalhoz létrehozunk egy B, zsakot, amely kezdetben iires. Késébb
az algoritmus soran ebben a fent latott L cimkék lesznek. Ezen L-ek az algoritmus k-adik
L € Bg-hez tartozik egy j(L) aktiv jarat, aminek hasznalataval javitani szeretnénk, azaz
amelyik jaraton a cimke altal képviselt utazasban éppen vagyunk. Ha két cimkéhez azonos
aktiv jarat tartozik, a dominalt cimke torolhetd.

Az algoritmus soran s utvonal atnézésekor a kiévetkezd 1épéseket tessziik minden p

megallon a jaratok altal id6ben el6szor érintettel kezdve és sorban haladva:

1. Az eredeti RAPTOR mitkodése szerint javitjuk (ha lehetséges) minden L € B;

érkezeési idejét p-be j(L) aktiv jaratuk hasznalataval.

2. B; elemeit atmésoljuk By (p)-be és toroljik By(p) tjonnan dominalt cimkéit. Ezt a

miiveletet nevezziik mostantol beolvasztasnak.

3. Beolvasztjuk Bjy_1(p)-t Bs-be és az 0j cimkékhez aktiv jaratokat rendeliink (az

alapjan, hogy a cimkéhez tartozo utazésban éppen melyik jaraton vagyunk).

Az eredeti algoritmushoz hasonldéan a k-adik iteraci6 végén minden gyalogutat kiilon
atnéziink. (p;,p;) gyalogtt esetén leméasoljuk By (p;)-t, majd a benne 1év6 Gsszes L cim-
ke érkezési idejéhez hozzaadjuk [(p;, p;)-t, az igy keletkezett zsdkot pedig beolvasztjuk
By (p))-be.
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Az ezzel keletkezett algoritmus a McRAPTOR.

3.3.1. Gyorsitasi lépések

A sima RAPTOR algoritmushoz hasonléan a McRAPTOR-ra is alkalmazhatjuk a ,Leg-
korébbi érkezés hasznélata” és a ,,Cél megallora sziikités” modszereket. Definialjuk min-
den p megallora a B*(p) zsédkot, ami azokat a cimkéket tartalmazza az eddigi korokben
eléfordulok (valamelyik B;(p), i < k elemei) koziil, amelyeket innen egyik sem domi-
nal. Ezt felhasznalva, miel6tt egy L cimkét hozzdadunk B(p) zsdkhoz, ellenérizziik, hogy
dominéalja-e valamelyik cimke B*(p)-bdl vagy B*(p;)-bsl. A RAPTOR algoritmushoz ha-
sonldan, ha ez a helyzet all fenn, ezzel a cimkével a k. iteracioban nem tudunk javitani.
Amennyiben azonban L-t nem dominalja a fenti zsakok cimkéi koziil egyik sem, adjuk

hozza L-et B*(p)-hez és ez alapjan modositsuk B*(p)-t (amennyiben sziikséges).

3.3.2. ZO6nas arazas

Az alabbiakban a McRAPTOR algoritmus egy alkalmazasat mutatjuk be. A vilag to-
megkozlekedési halozatainak egy része (példaul Koln és sok méas német varos) a jegyarak
meghatarozasanél zondkat alkalmaz. Zonakra osztjak a hélozat teriiletét és az alapjan
hatarozzédk meg a jegyarat, hogy az illet6 egy utazas alatt melyik zonakat érintette. A
z6nék arazésa egészen egyedi, igy tobb zona érintése nem feltétleniil lesz dragabb, mintha
kevesebbet érintettiink volna. Minden megall6 legalabb egy zénahoz tartozik, azonban rit-
ka esetben egyszerre t6bb zonahoz is tartozhat. A korabbiak mellett ebben a halézatban
szeretnénk a lehet§ legkedvezébben utazni, tehat a Pareto-optimalitashoz a valasztott
szempontok most a legkorabbi érkezés, a legkevesebb atszallas és a legolcsobb utazas
lesznek. Az édrazésok azonban az érintett zondk halmazéatol fliggGen valtozhatnak, igy
a ,legolcsobb utazés” szempontot az algoritmusban a ,legjobb érintett zonédk halmaza”
fogja helyettesiteni. A jegyek pontos értékét a Pareto-halmaz meghatérozasa utan fogjuk
kiszamolni, igy lesztikitve azt.

Legyen Z a zonak halmaza és legyen z(L) C Z az algoritmus soran az adott utazas
kézben érintett zonak halmaza. Itt z(p) minden p megéllora egy azon megallohoz tartozo
koltség. Most az algoritmus cimkéi L = (7(L),2(L)) alakiak lesznek, a cimkék kozti
dominanciat pedig az aldbbi médon hatarozzuk meg: L; dominélja Lo-t pontosan akkor,
ha 7(L1) < 7(Lg) és z(Ly) C z(Lg).

Az algoritmus kezdetén By(ps) zsék tartalma (7, z(ps)). Innen futtathatjuk a McRAP-
TOR algoritmust azzal a modositassal, hogy miel6tt beolvasztunk egy L cimkét By (p)-be,

modositanunk kell z(L)-t z(L) U z(p)-re, hiszen p megallot is érintettiik az utazas soran.
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3.4. Tovabbi kiegészitések

A legtobb nagyvarosban rendkiviil fontos szerepet jatszik a kerékparos kozlekedés. En-
nek fényében adjuk hozza a bérelhetd kerékparok hasznalatat a modellhez. Ezeket csak
adott allomasokon tudjuk felvenni, illetve lerakni, igy a kerékparos kozlekedés csak ilyen
allomasok kozott lesz lehetséges. Ennek modellezése érdekében induljon minden Il-beli
idépontban minden kerékparallomasrol egy adott tavolsagon beliili 0sszes mésik kerék-
parallomasra egy jp jarat. Itt természetesen azt feltételezziik, hogy minden allomason
mindig van szabad kerékpar és iires hely, ahova lerakhatjuk a hasznalt jarmiivet. Ezek
a jaratok pontosan tgy funkcionalnak, mint a modell barmely més jarata, azzal az apro
eltéréssel, hogy mindossze egy kezdé és egy végallomasuk van.

Felhasznaloi szempontbol szintén fontos lehet a gyaloglasi id6 (és a gyaloglasi tavol-
sdg) minimalizalasa. A McRAPTOR algoritmus futtatasakor ezt is figyelembe vehetjiik,
ugyanis ebben a valtozatban egyszerre barmennyi optimalizaciés kritériumot kezelhe-
tiink. Tehat a legkorabbi érkezés és legkevesebb atszallas kritériumokhoz hozzavehetjiik
a minél kevesebb gyaloglast is. Igy az algoritmus futtatasa utan az eredményiil kapott

Pareto-halmaz ezen feltétel alapjan is rendezett lesz.
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4. fejezet

Graf-algoritmusok

Ebben a fejezetben a RAPTOR altal megoldott problémakat masképp megkdzelits algo-
ritmusokat fogjuk vizsgalni. A bemutatott algoritmusok a RAPTOR-ral ellentétben graf
alaptak, és viszonylag siirii grafokat hasznalnak. A RAPTOR-ral ellentétben azonban
esetenként megtalaljak az optimalis megoldést, avagy az Osszes Pareto-optimélis megol-
dast. Szintén sz6 lesz egy valdszintiséget is hasznald algoritmusrél, amely minden eddigi

modszerrel szemben figyelembe veszi a menetrendtél valo eltérés lehet&ségét.

4.1. Iddkiterjesztett grafok

Idskiterjesztett graf alatt egy kozlekedési rendszer azon szemléltetési modjat értjiik, ami-
kor azt egy iranyitott grafnak feleltetjiik meg, amiben a csticsok ,;megallo-érkezési/indulési
id6pont” paroknak felelnek meg. Ekkor két cstcs kozt akkor huzunk élt, ha a két megallot
Osszekoti legalabb egy ,direkt” jarat, ami a hozzajuk tartozé idépontokban indul, illetve
érkezik (természetesen az élek a kozlekedési eszk6zok haladasa szerint iranyitottak). ,Di-
rekt” jarat alatt azt értjiik, hogy az a két vizsgalt megalld kézott més megallot nem érint.
A kovetkezokben az idSkiterjesztett grafok [8]-ban emlitett alkalmazésait tekintjiik at.

Ebben a modellben a csticsokat a vizsgalt kozlekedési halozat menetrendje alapjan
alakitjuk ki: minden jarathoz tartoz6 osszes megallo-érkezési id6, illetve megallo-indulési
id6 parhoz tartozzon egy csiics. Megkiilonboztetiink igy érkezési, illetve indulési csticsokat,
attol fiiggben, melyik fajta esemény altal jottek létre. Ezen kiviil az idSkiterjesztett graf
éleihez fix élsulyokat rendeliink az utazasi idé alapjan.

Adott s start és t cél megalld, valamint meghatarozott 7y legkorabbi indulasi idé ese-
tén a legkorabbi érkezési id6 kiszamitasdhoz az alap grafot tovabb modositjuk. Azonos
megallohoz tartozo (mas idépontokat jelképezs) csticsok kozott hiuzzunk be idérendi sor-
ban éleket (ezek tehat egy utat képeznek), amelyek sulya a két végpontjukhoz tartozo

id6pontok kozt eltelt id6. Ezek az adott megalloban torténd varakozéast fogjak jelképezni.
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Lathato, hogy az igy keletkezett grafban egy legrévidebb 1t egy s megallohoz tar-
tozd, 1p-nal nem korabbi idépontot jelképezé pont és barmely t-hez tartozdé pont Kko-
zOtt megegyezik egy keresett legkorabbi érkezési id6t ado uttal. Egy ilyen ut a Dijkstra-
algoritmussal kiszamithato.

A modellt tovabb finomithatjuk atszallasi id6k hozzaadasaval. Az eddigiekben egy
megallonak - a RAPTOR-hoz igazodva - a fizikai megallokat tekintettiik. Azonban ebben
a modellben tekinthetjiik a kozeli, azonos nevii megallohelyeket ugyanannak a megallonak
(példaul a Rudas Gyogyfiirds nevii buszmegallok és villamosmegallok azonosnak szami-
tanak). Ennek elérése érdekében bevezetiink minden megéllohoz ,atszéllasi” cstucsokat.
Masoljuk le egy megalld Gsszes indulasi és érkezési csticsat: ezek lesznek az 1j atszallasi
csticsok. Most menjenek az egy megallohoz tartozo cstucsok kozt az élek a kovetkezGképp:
htizzunk minden érkezési cstucsbol egy élt a legkorabbi idejt atszallasi cstcsba, melyhez
késébbi id6 tartozik és az idGkiilonbség legaldbb egy altalunk meghatarozott minima-
lis atszallasi id6. Huazzunk ezen kiviil éleket az azonos megallohelyrsl (RAPTOR-szerinti
megallobol) késébb indulo csticsokba. Az atszallasi csticsokat ezutan kossiik 6ssze idérend-
ben, mint korabban az egy megélloba tartozokat. Az Gsszes emlitett élen legyen az élsily
a két id6pont kozott eltelt id6. Az igy keletkezett grafon ismételten Dijkstra-algoritmussal
megtalalhatjuk a legrovidebb, 7y utdn indulé s — ¢ utat, amirél jbol bizonyithato, hogy
a legkorabbi érkezési id6t adja t-be.

Ugyanezen a modellen kiszamithatjuk a minimaélis szamu atszallast igényls s — ¢ utat
is. Ehhez minden ténylegesen utazast jelentd él koltségét vegyiik 1-nek, minden mésik él
koltségét pedig 0-nak. Ismét a Dijkstra-algoritmust alkalmazva itt is a kivant megoldéashoz
jutunk.

Most nézziik - ugyanigy, mint a RAPTOR esetében - azt az esetet, amikor egyszerre
a lehets leghamarabb szeretnénk megérkezni a lehets legkevesebb atszallassal.

Kiszamithatoé ebben az esetben a lexikografikusan elsé Pareto-optimalis megoldas,
azaz az a megoldas, amely a minimalis érkezési id6 mellett a lehets legkevesebb atszallast
hasznél. Legyen minden élen két fajta koltség, igy legyen e él koltsége (a,b) ahol a az
él koltsége a legkorabbi érkezésre optimalizéalas esetében (fentebb), b pedig az él koltsége
az el6bb emlitett, atszallasok szaméara optimalizalt esetben. Definidljuk az Gsszeadast az
alabbi modon: (ay,by) + (ag, by) = (a1 + ag, by + by). Legyen ezen felil (a1, b1) < (ag, by),
ha a; < as vagy ha a; = as és by < by. Ezen a grafon a Dijkstra-algoritmust futtatva
megkapjuk a lexikografikusan els6 Pareto-optimélis megoldést, amennyiben a kezdGpont
cimkéjét (0,0)-nak vessziik és leallunk, amint az algoritmus atvizsgélta a cél megallo egy
csucsat.

Hasonloképpen kiszamolhatjuk azt az esetet is, amikor a minimélis szamu atszéallast

igényls utak koziil a legkorabban érkezét keressiik.
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Most pedig keressiik meg az Osszes Pareto-optimalis megoldast erre a feladatra, a
modositott, atszallasi idékkel dolgozd grafban. Ezek megtaldlasdhoz fontos észrevétel,
hogy a cél megallo egy csticsdhoz legfeljebb egy Pareto-optimalis megoldéas tartozhat.
Mindez azért igaz, mivel a cél minden csiicsahoz pontos érkezési id§ tartozik. Emiatt
egy adott csicsnal az érkezési id6 nem, csak az atszallasok szama valtozhat kiilonbo6zé
utazasok esetén. Ezek koziil a legkevesebb atszallast hasznéld utazas lehet egyediil Pareto-
optimalis (hiszen minden utazas érkezési ideje megegyezik). Természetesen nem garantéalt,
hogy egy cstucshoz tartozik Pareto-optimalis megoldés, hiszen egy mésik csiics egyszertien
adhat kedvezsbb eredményt.

Ezt az észrevételt felhasznélva alkalmazhatjuk a fenti, lexikografikusan els§ Pareto-
optimumot keresé algoritmust. Hasznéljuk tehat a minimalis érkezési id6 mellett legkeve-
sebb atszallast keres6 algoritmust. Most azonban ne allitsuk le, amikor atvizsgalta a cél
megallo egy csticsat. Ezen csticshoz tartozo értékeket (és utazast) vegyiik be a Pareto-
optimalis megoldasok halmazaba, majd futtassuk tovabb az algoritmust. Amikor a cél
megall6 egy tjabb cstcsanak atvizsgalasanal az eddigieknél kisebb &atszallasszémot ka-
punk, ezen cstucs értékeit is vegylik be a Pareto-optimélis megoldasok kozé. Most akkor
allitsuk le az algoritmust, amikor megtalaljuk a legkevesebb lehetséges atszallashoz tar-
tozd utazast (ezt a fentebbi, legkevesebb atszallasra optimalizalo algoritmus futtatasaval
hatarozhatjuk meg). Igy bizonyitottan megtalaljuk a feladathoz tartozé osszes Pareto-

optimélis megoldést.

4.2. Idéfiiggs grafok

Idstiiggs graf alatt egy kozlekedési rendszer azon szemléltetési modjat értjiik, amikor azt
egy iranyitott grafnak feleltetjiik meg, amiben a csicsok megallokat, az élek pedig (a
fentiek szerint) direkt jaratokat jelképeznek. Ebben a modellben is élstulyokat rendeliink
az élekhez, azonban az el6zGekkel ellentétben itt az élsilyok értékét csak optimalizalas
kézben definidljuk annak fliggvényében, hogy melyik idépillanatban keriilnek hasznalatra
a megoldo algoritmus altal. Itt a [8] cikkben taglalt id6fiiggs grafokra vonatkozo algorit-
musokat fogjuk vizsgalni. Kezdetben ismét a RAPTOR-féle megéllodefiniciot hasznéljuk.

Az id6fiiggs modellhez fontos feltenniink, hogy két azonos tatvonalon kozlekedd jarat
nem el6zheti meg egymast. Tehat nincs olyan jarat A és B megallo kozott, amely A-t
késébb hagyja el, de B-be korabban érkezik. Ebben a modellben az élsilyokat a kiévet-
kez6képp hatarozzuk meg: egy (A, B) él sulya fia p)(t) — ¢ ahol ¢ az indulasi id6 A-bol,
fia,p)(t) : T — T fiiggvény az iddben (T az idépontok halmaza), amelynek értéke a legko-
rabbi lehetséges érkezés B-be (ami legalabb t). A legkorabbi érkezés feladat megoldasara

ismételten a Dijkstra-algoritmust fogjuk alkalmazni. Most a §(A) csicscimkék az adott
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A megalloba ismert legkorabbi érkezési id6t fogjak jelenteni. Természetesen a kezd&pont
cimkéjét az algoritmus elején az indulasi idének definidljuk. Ha A csticsot vizsgaljuk,
mar tudjuk 6(A)-t, azaz a legkorébbi érkezési id6t ide. A feltevésiink miatt ekkor tudjuk,
hogy az innentdl leghamarabb érkez§ jarattal ériink a leggyorsabban B megélloba, igy ezt
vessziik igénybe. Ekkor az (A, B) él stulya mar kiszamithato az A-ban toértént varakozas
ideje és a valasztott jarat utazasi ideje Osszegeként. Ugyanigy meghatarozhato fa g)(t),
ami az élsuly és az A-ba érkezési id6 Osszege.

Bizonyitott, hogy a Dijkstra-algoritmus ily médon valé alkalmazasaval ténylegesen
megkapjuk a legkorabban érkezd utat a cél allomasra.

Ez a modell is kiegészithets atszéllasi id6kkel. Ennek modellezéséhez hasznaljuk a
RAPTOR algoritmusnal megismert itvonalak fogalmat. Ebben az esetben egy megallohoz
tobb cstics is tartozhat, ezért csoportositsuk a cstcsokat az alabbi megéllohalmazokba:
My, My, ---. Vegyiink fel ezen tul minden v; cstcs mellé egy P,, csucshalmazt. Ezutan
nézziink végig minden s € S utvonalat és minden &ltala érintett csicshoz tartozo P, -
hez adjunk hozzé egy cstucsot, ami azt fogja jelképezni, hogy s athalad a v;-hez tartozo
allomason. Ezek lesznek az ttvonal-csicsok.

Tegyiik fel, hogy a megallokon beliili atszallasi id6k konstansok. Ekkor a modell az

eddigi csticshalmazon az alabbi éleket veszi fel:

e Minden megallohoz tartozo v; csiicsbol megy él a hozza tartoz6 ttvonal-cstucsokba
(P,, csucsaiba). Ezek egy jarmire felszallast jelzik az adott utvonalon. Ezeknek
élsulyat egy ¢; : T — T (T az id6pontok halmaza) fiiggvény hatarozza meg, ahol

gi(t) értéke t € T esetén t és a v;-hez tartozo allomason beliili atszallasi id6 Gsszege.

e Hasonl6an minden P, -beli Gtvonal-cstcsbol megy él v;-be. Ezek egy jarmirsl le-

szallast jelzik az adott ttvonalon, élsulyuk a modellben 0.

e Végiil a hozzajuk tartozo ttvonalon egymaést kovets megallohelyekhez tartozo tutvonal-
csticsok kozott is mennek élek. Ezek az utazast jelzik. Ezek élsulyat egy fop : T —
T fiiggvény altal hatarozzuk meg (a és b utvonal élek). fi,p (t) értéke az idépont,

amikor b megallot elérjiik feltéve, hogy a megallobol t idépontban indultunk.

Sziikséges még feltenniink, hogy azonos dtvonalon, ha egy jarat egy megallobol el6bb
indul, akkor a kovetkezd megalloba el6bb is érkezik, megallok kozt nem lehetséges elGzni.

Ebben a modellben a fentebb hasznalt Dijkstra-algoritmus segitségével (amely az
élsuly-fiiggvényeket hasznélja) megallapithatjuk a legrévidebb utat adott start megal-
l6helyrdl adott cél megallohelyre rogzitett legkorabbi indulés mellett. Bizonyithato, hogy

igy ezzel biztositjuk a legkorabbi érkezést a cél megallohelyre.
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A modellnél az élkoltségek modositasaval és még tobb él beillesztésével elérhets, hogy
allomasokon beliil valtozo atszéllasi idékkel is miikodéképes legyen. Ezen kiviil az idéki-
terjesztett modell mintajara itt is ki tudjuk szamolni a Dijkstra-algoritmust hasznélva a
lehet6 legkevesebb atszéllassal torténd utazast: ebben az esetben a start megallon kiviili
megallokhoz tartozé csiicsokbol utvonal csticsba mend élek sulyat 1-re, a tobbi élsulyt
0-ra kell allitanunk.

Az iddkiterjesztett modellhez hasonléan ebben az esetben is ki tudjuk szamitani a
Pareto-optimumokat, illetve a lexikografikusan els6 Pareto-optimumot is bizonyos eset-
ben. Tehat innentdl a feladatunk ismét: minél hamarabbi érkezés és minél kevesebb &t-
szallas mellett eljutni a start megallobol a célba.

Meghatarozhatjuk itt is azt a lexikografikusan elsé Pareto-optimumot, amikor mi-
nimalis atszallasszam mellett a lehetd leghamarabb érkeziink. Az idékiterjesztett modell
mintajara itt is minden élen definialjuk az ott leirt kettds (a, b) élkoltségeket a fent is hasz-
nalt relaciokkal. Itt most a a legkevesebb atszallasra optimalizalaskor hasznalt, b pedig
a legkorabbi érkezésre optimalizalaskor hasznalt élkoltség (vagyis élkoltség-fiiggvény). Az
igy keletkezett grafban a start és cél alloméasok kozti legrovidebb ut fogja meghatéarozni a
keresett lexikografikusan els§ Pareto-optimumot, ami a Dijkstra-algoritmus segitségével
bizonyitottan megtalalhato.

Minimaélis érkezési id6 mellett a lehets legkevesebb atszallast tartalmazo utvonal meg-
talalasa azonban mar nem lehetséges pusztéan az élkoltségek valtoztatasaval. Helyette arra
az esetre létezik algoritmus, amikor az atszallasok szamanak korlatozasa mellett keressiik
a legkorabbi érkezési id6t. Ez az algoritmus is az alabbi cikkben részletezett [8]. Tehat igy
legfeljebb M € N atszallassal a legkorabbi érkezési id6 meghatarozhato. Emlitésre mélto,
hogy a RAPTOR is képes pontosan ezen értékek meghatéarozasara, strtd és komplikalt
grafok hasznalata nélkiil (azonban a RAPTOR hasznalataval nem mindig talaljuk meg
az Osszes Pareto-optimumot, hiszen K iteracié utan leallitjuk, ha nem &ll le korabban).

Ha a fent emlitett algoritmust iterativan hasznaljuk, megkaphatjuk az 6sszes Pareto-
optiméalis megoldast. Ehhez el6szor szamoljuk ki a korabbi modszerekkel a legkorabbi
érkezés idejét és az ezt elérG utazashoz tartozod atszéllasok szédmat. Legyen ez M. Ekkor
ki tudjuk szamolni a legfeljebb M — 1,M — 2,---,0 atszallasra a legkorabbi érkezési id6-
ket és ezekbdl Osszeall a keresett Pareto-halmaz. Az algoritmus tulajdonsagai miatt nem
sziikséges minden atszallasszamra 4j algoritmust futtatnunk. Egyszertien tovabb iteral-
hatunk az el6z6 atszallasszam eredmeényétsl. Igy tehat meg tudjuk hatarozni a feladathoz

tartozo Osszes Pareto-optimélis megoldést.

23



4.3. DEPART: még egy idé6fiiggé modszer

A kévetkezd, |7]-ben bemutatott algoritmus szintén idéfiiggd grafokat alkalmaz tutvonal-
tervezésre, az el6zGektdl eltéré modon. Valos utazasi adatok felhasznalasaval alakitja ki a
modellt és figyelembe veszi a menetrendtsl valo eltérés lehetGségét, illetve a fel- és leszal-
las altal okozott esetleges idétobbletet. Dinamikus és statikus adatokat vegyitve alakitja
ki a DEPART tutvonaltervezd algoritmust.

A modell alapjaul egy id6fliges graf szolgél, aminek élkoltségei a varakozasi (tehat
példaul atszallasi) idsket és a két megallo kozti utazasi iddket jelképezik. Az utaza-
si id6ket egy utvonal (a RAPTOR esetén hasznalt értelemben) barmely két megalldja
kozott meghatarozzuk. A keresett értékeket a kordbban megfigyelt utazasi adatok alap-
jan sztochasztikusan modellezziik. Minden tutvonalhoz id&intervallumokat rendeliink a
tapasztalatok alapjan. Ezutan minden idGintervallumra meghatarozunk egy folytonos va-
loszintiségi eloszlast, amely az intervallumbeli id6pontokkor indul6 jaratok utazési idejét
modellezi. Ezek alapjan az utazasi id6t az indulasi id6 fiiggvényében egy lépcss fiiggvény
jellemezné. Ez azonban okozhat olyan problémat, hogy egy a jarat egy ,gyorsabb” inter-
vallum végén indul, mig b jarat 3 perccel utdna egy ,lassi” intervallum elején, és emiatt
b el6bb érkezik a kovetkezs allomasra, mint a. Ennek elkeriilése érdekében linearizéaljuk
a lépcsss fiiggvényeket: minden idGpontra vegyiik a hozza legkozelebbi és mésodik leg-
kozelebbi idintervallum &ltal adott utazasi id6t és ezek silyozott atlagat vegyiik az 14j
utazasi idének. Ekkor bizonyitott, hogy amig az 1j fliiggvények meredeksége meghaladja
—1-et, teljesiil, hogy egy megéllob6l hamarabb indulé jarat nem érkezik késébb azonos
utvonalon a kovetkezé megélloba, mint egy késébb induld jarat.

A hasznalt id6fiigegs graf a kovetkezdképpen néz ki: minden megallohoz (fizikai meg-
allo) tartozzon egy atszallast jelols cstcs (atszallas-cstcs) és k atvonal-csics, ahol k a
megallot érinté utvonalak szama. Ezen a csicshalmazon haromféle iranyitott éltipust

kiilonboztetiink meg:

1. Atszallas-csticsbol ttvonal-csticsba iranyulé él: ez a felszallast jelképezi és koltsé-
ge a becsiilt varakozasi id6 az adott megalloban az aktualis itvonalra a felszallas

idejében.

2. Utvonal-csticsbol atszallas-csticsba iranyulo él: ez a leszallast jelképezi és koltsége
0.

3. Két utvonal-cstics kozti él: a korabban meghatéarozott (becstilt) utazési id6 a két

altaluk reprezentalt megalld kozott.

A kovetkezdkben egyszerre tobb szempontbol is szeretnénk optimalizalni az utazast, igy

definialjuk egy utazas tobbdimenzios koltségét. Legyen ¢ = [¢(0),c(1),--- ,c(k — 1)], és
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definialjuk a kovetkezd miveleteket: ¢ +co = [¢1(0) + ¢2(0), c1(1) + c2(1), -+ e (b —1) +
ca(k — 1)] és ¢1 < ¢y pontosan akkor, ha ¢1(i) < eo(i) VO < i < k — 1 és létezik egy
0<i<k—1, amire ¢ (i) < ca(7).

Ennek segitségével két szempont alapjan szeretnénk optimalis megoldast keresni:
adott start és cél allomasok, valamint adott indulési id6 mellett szeretnénk megtalalni a
leggyorsabb varhaté érkezési idejt, illetve a legmegbizhatobb utazast. A megbizhatosagot
az utazasi id6k variancidjanak osszegével mérjiik és ez alapjan dolgozunk. A grafon az
utazas mindig a start megallo atszallas-csiicsabol indul és a cél megalld atszallas-csicsaba
érkezik.

A [7]-ben leirt algoritmus a kovetkez6képp miikodik: definial a graf minden cstcsara
l; = (n;, ¢;) parokat, ahol n; a cstcs, ¢; pedig a korabban definialt t6bb (most 2) dimen-
zi6s koltség, ami ebben az esetben a start megallobol n;-ig eljutashoz sziikséges koltséget
jelenti. Az algoritmus futésa kdzben minden cstucsra megjegyezziik az aktualis nem domi-
nalt ¢; koltségeket (tehat egy Pareto-optimalis halmazt tartunk fenn), ezek jelennek meg
az [; cimkékben koltségként. Szintén feljegyezziik azt a csticsot minden [;-re, ami altal ez
az értékpar létrejott (tehat a cimke Gsét).

Az algoritmus iterativ, és minden iteracioban a legkisebb (tobbdimenzios) koltséggel
rendelkezd, nem atvizsgalt I; cimke altal n; cstuicsot vizsgalja (ha a legkisebb koltség nem
egyértelmt, akkor a legkordbban létrejott cimkét vizsgalja a legjobb koltséggel rendelke-
76k koziil). Atnézi a csticsbol indulo éleket és frissiti az él masik végén 16vo n; megalloba
érkezés koltségét a kovetkezGképp: Nem adhatjuk egyszertien Ossze ¢; koltséget az utazas
élkoltségével, mivel igy nem vennénk figyelembe a fel- és leszallas idejét. Ez a problé-
ma kizarolag két atvonal-cstucs kozott all fenn, hiszen ellenkezs esetben az Osszeadés a
kivant eredményt adja. Emiatt az algoritmus elGszor ellenérzi milyen éltipust vizsgal ép-
pen és ez alapjan dont. Két ttvonal-csiics, n, és n. kozti él esetén megkeresi az utazas
legutobbi n, utvonal-cstics Gsét (ez ny, vagy egy elStte érintett csiics) és ennek a legjobb
koltségéhez vagy koltségeihez adja hozza az n,-bdl ne-ba torténd utazas koltseget. Igy
mar figyelembe veszi a fel- és leszéllasi idéket. Ezen kiviil, ahogy mar szerepelt, ttvo-
nal és atszallas-csticsok kozti élek vizsgalatakor az aktualis cstcs koltsége és az élkoltség
Osszegét valasztjuk. Az igy kapott kdltséget Osszevetjiik az n; cstics meglévs koltségeivel,
és amennyiben ezek koziil egyik sem dominélja, bevessziik a feljegyzett koltségek kozé,
majd felvesziink egy 1j [; cimkét nj-re és erre az 0j értékre. Ezek utan eltavolitjuk a
feljegyzett koltségek koziil az 4j érték altal dominaltakat. Végiil az [; cimkét atvizsgalt-
nak nyilvanitja, és nem valasztja ki djra. Az algoritmus akkor all le, ha minden cimke
atvizsgalt.

Igy az algoritmus leallasakor egy Pareto-optimalis halmazt kapunk minden megallonal,

igy a cél megéllonal is, amely a start megallobol odavezet utakat érkezési id6 és megbiz-
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hatosag alapjan vizsgélja. Ez a Pareto-optimalis halmaz tartalmazni fogja természetesen

a legkorabbi érkezési idGvel rendelkezd, illetve a leginkdbb megbizhato utazasokat.
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5. fejezet
Valbszintiségi modellek

Az el6z6 fejezetben taglalt DEPART algoritmus esetén méar lattuk, hogy érdemes figye-
lembe venni a tomegkdzlekedés pontatlansdgat. A valo életben rengeteg alkalommal tér
el a jaratok tényleges tevékenysége a menetrendtsl és ezt elényos barmely ttvonalterve-
zésben figyelembe venni.

A DEPART azonban annyiban hasonlit a részletezett determinisztikus algoritmusok-
hoz, hogy tobb utvonalat ajanl, és a felhasznalo a kortilmények (példaul érkezési idé,
megbizhatosag) ismeretében valaszthat ezek koziil. Egyik eddigi algoritmus sem tudja
kezelni azt a helyzetet, amikor a tervezett jaratot lekési a felhasznalo. Ebben a helyzet-
ben az algoritmust tjra le kell futtatnia és igy tud tovabb haladni. Ebben kiilénb6znek
ezen fejezet modszerei, amelyek felkésziiltek az ilyen esetekre és konkrét utazéasok helyett
utazasi stratégiakat ajanlanak, igy a felhasznalé minden helyzetben tudja, mit kell tennie

célja eléréséhez.

5.1. A modell felépitése

Ebben a [2]-ban taglalt modellben a tomegkozlekedési halozatot a kovetkezSképp abréa-
zoljuk: legyen V' a megallok, J pedig a vizsgalt jaratok halmaza. Legyen ezen kiviil J, a v
megallobol indulo jaratok halmaza. Ebben az értelmezésben a j € J jaratok pontosan két
megallo kozott kozlekednek, tehat minden tényleges tomegkozlekedési eszkoz titvonalat
egymast kovets megallok kozti jaratokra bontjuk. Igy minden j € J jarathoz tartozik egy
kezd6pont o; és egy végpont d;. Magét a tomegkozlekedési halozatot egy irdnyitott graf,
D(V, A) fogja jelképezni. Ezt a megallok V' halmazan értelmezziik, A élhalmaza pedig
pontosan azokat az uv irdnyitott éleket tartalmazza, ahol u = o0; és v = d; valamilyen
J € J jaratra.

A modellbe a véletlent kiilonb6z6 valoszintiségi valtozoosztalyok segitségével vezetjiik

be. Véletlennek tekintjiik ugyanis a jaratok érkezési idejét adott megalloba, tavozasi idejét
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adott megallobol, és utazasi idejét két megélld kozott. Legyen igy a j jarat o;-bdl tavozasi
idejét jelents valdszintségi valtozoé D;, a dj-be vald érkezési idejét jelents valoszintségi
valtozo A; és az o; ¢és d; kozott megtett utazasi id6t jelentd valoszintségi valtozo Tj.
Ezek lathatoan nem fiiggetlenek, hiszen minden j € J esetében D; 4+ T; = A;. Azonban
tegylik fel, hogy azonos megallobol indul6 kiilénboz jaratok indulasi idejei egyméstol
fiiggetlen valoszintségi valtozok (Dj, és D, fiiggetlenek minden ilyen jaratra). Feltehetd,
hogy létezik egy minimalis utazéasi id6 7, amire 7 < T; Vj € J. Ezen kiviil az egyszertiség

kedvéért feltessziik, hogy két jarat nem érkezhet egyszerre ugyanabba a megalloba.

5.1.1. Az tutvonaltervezés formaja

Az utvonaltervezés megvalositasahoz ,stratégidkat” fogunk kialakitani, amelyek tajékoz-
tatjak az utazot egy adott szitudcidban legkedvezébb dontésekrdl. Valojaban egy straté-
giaban minden megall6-idépont paroshoz jaratok egy halmazat rendeljiik, amik koziil a
leghamarabb induléra érdemes az utazénak felszallnia. Egy utas egy megéllohoz érkezé-
sekor megkapja a kovetendd stratégiajat (az érkezési ideje alapjan), és ez a megalloban
varakozas kozben valtozatlan marad. Tehéat adott megalloban a kovetendd stratégia ki-
zarblag az érkezés idejétsl fligg.

Legyen a lehetséges stratégiak halmaza 3. Matematikailag egy stratégia egy P : V' X
R — 27 fiiggvényt jelent, ahol P,(t) := P(v,t) C J, a stratégia altal ajanlott jaratok
halmaza. Tehat amennyiben egy utas ¢ id6ben érkezik v megalloba és j € P,(t) jarat
innen ¢’ > t idében indul, a stratégia azt ajanlja, szalljon fel erre a jaratra t’ idépontban.
Természetesen igy a stratégia ajanlasa az lesz, hogy az utas az elsGként indul6 ilyen jaratra
szalljon fel. Amennyiben tobb, a fentieknek megfelel§ jarat indul egyszerre, a stratégia

egyenletesen véletleniil valaszt koziiliik egyet, és az arra torténd felszallast ajanlja.

5.1.2. A siker mértéke

A késébbi algoritmusunk optimalizaciés szempontjat a korabbiakkal ellentétben a fel-
hasznalé hatarozhatja meg. A cél megéllohoz érkezés minden lehetséges idépontjahoz
rendel egy haszonértéket, attol fiiggben, mennyire érzi ,hasznosnak”, elényosnek az adott
id6ben torténd érkezést. Ezt matematikailag egy v : R — R fiiggvény fogja jelképezni.
Természetesen minél nagyobb értéket ad a haszonfliggvény, annél kedvezsbb az érkezé-
si id6. Vezessiink be ezen kiviil egy t.,4 idSpontot, ami utan a haszonfiiggvény értéke
mindenképp —oo.

Nézziik meg, hogyan mérhets egyes stratégidk haszna. Legyen a v megalloban t id6-
pontban P stratégia altal indukélt haszon U (t). Ez a varhato hasznot jelenti abban

az esetben, ha a v megalloba ¢ id6pontban érkeziink és az utunkat a P stratégia altal
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ajanlott modon folytatjuk.

Ezen kiviil legyen U (t | j) a v megalléban t id6pontban P stratégia és j jarat altal
indukalt feltételes haszon, tehat a varhato haszon abban az esetben, amikor v megalloban
t id6pontban szallunk fel j jaratra a P stratégia ajanlasa szerint. Ezek varhato értékek,
melyek a megfelels folytonos valdszintiségi valtozok stirtiségfiiggvényei segitségével sza-

molhatok ki:

/ Z UL | ) fo,(t) (1—/ fo, ") dt”) dt’ (5.1)
eP(t)

JEP(t
J'#i

UL )= [ URGE ) e (5.2
A fenti 5.1 kifejezésben a szorzat alak abboél adddik, hogy az azonos megallobol indulo

jaratok indulési idGit fiiggetlennek tételeztiik fel.

5.1.3. Az idé diszkretizalasa

A késébbiekben szeretnénk a fentiekkel ellentétben véges sok, diszkrét idGintervallummal
dolgozni. Ehhez tegyiik fel, hogy létezik egy T idSpont, ami utan mar nem vizsgaljuk
a modellt, illetve bontsuk az id6t néhany masodpercnyi idéegységekre. Fontos iigyelni
arra, hogy a legkisebb ilyen egység kisebb legyen a legrévidebb utazas hosszanal, hiszen
csak igy kertilhetjiik el a 0-idejd utazasokat és lehet minden utazasi id6 pozitiv, hosszabb,
mint egy idGegység. Ekkor feltehets, hogy minden korabbi esemény a t € {1,2,--- T}
idépontok valamelyikében torténik. Ekkor minden korabban emlitett eloszlas diszkrét a
t € {1,2,---,T} halmazon, egy stratégia pedig egy P : V x {1,2,--- , T} — 27 fiiggvény.

Ebben a modellben a P stratégia altal indukélt haszon v megalloban ¢ idépontban:

z > |oweiem,—a 11 (1—2P[Dj/:t~1) 5.3

=t jEPy(t J'EPy(t) =t
J'#j
Hasonloképp a P stratégia és j jarat altal indukalt feltételes haszon v megélloban ¢
id6pontban:
Ut | 5) ZUd (t +t')P[T; =t (5.4)
t'=1

5.2. Optimalis stratégiak

5.2.1. Definici6. Legyen V' C V' és legyen adott minden v € V' megdllohoz egy t, € R
iddépont. Amennyiben egy stratégia P,(t) értékét csak t > t, € R idépontokra hatdrozzuk
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meg minden v € V' esetén, ezt részstratégianak nevezziik.

5.2.2. Definici6. P € P optimdlis stratégia, ha U (t) > UF'(t) minden P' € B, t €
{1,2,---,T} ésv €V esetén.

5.2.3. Tétel. A fenti modellben mindig létezik optimdlis stratégia.

Bizonyitas. Legyen t € {1,2,---,T}. Tegyiik fel, hogy létezik egy P részstratégia,
amely optiméalis minden ¢’ > t esetén a fenti definici6 szerint. Vegyiink egy v € V megallot
és X C J, innen indul6 jaratok részhalmazat és hozzunk létre a segitségiikkel egy 0j P

részstratégiat:

PX(Y) - P,(t') hat >t (55)
X hat' =t ésw=w.

Ennek segitségével meghatarozhatjuk az X,, optimalis jaratok halmazat: X, =
arg maxxc,, {UF" ()}

Az X,p-beli jaratok koziil szeretnénk majd ¢ id6pontban v megalloban az egyikre
felszallni, igy ezzel a halmazzal szeretnénk kiegésziteni a korabbi részstratégiankat. Igy
P,(t) = PX"'(t). A fenti eljardst minden v € V megéllora megismételve olyan részstra-
tégiat kapunk, amely minden ¢’ > ¢ esetén optimalis.

A leirt eljarassal az id6ben visszafelé haladva vilagos, hogy felépithets egy optimalis
stratégia. Ehhez egy kiindul6 pont megallapithato: T id6pont utan a haszonfiiggvény —oo
minden megalloban, igy 7" id6pontban a cél megallon kiviil minden v € V-ben az indukalt
haszon értéke is —oo minden lehetséges stratégia esetén. Ezen kiviil a célmegallonal az
optimalis stratégia mindig iireshalmaz, igy ebbdl az allapotbol tudunk kiindulni (tehat a
T idépontbeli allapotbol). O

5.2.4. Tétel. Bizonyithatd, hogy bizonyos természetes monoton haszonfiigguények esetén

az optimdlis stratégia meghatdrozdisa NP-nehéz.

5.3. Utvonaltervezés diszkrét idé mellett: k-stratégiak

A fenti bizonyitast alapul véve szeretnénk kialakitani egy polinom idejd algoritmust,
amely bizonyos kereteken beliil optimalis megoldast ad. Mindezt azért, mivel a bizonyi-
tasban hasznélt lépésekben minden v-t par esetén P,(t) meghatarozasahoz ki kell széa-
molnunk az dsszes lehetséges X C J, halmazra UF * (t) értékét, ami tal sok id6t vesz
igénybe. Azonban ha korlatozzuk egy adott v-t parhoz egy stratégia altal ajanlott jara-
tok szamat, a fentieket alapul véve dinamikus programozas hasznalataval erre az esetre

optimalis stratégiat tudunk talalni.
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k konstans mellett nevezziink egy stratégiat k-stratégianak, ha |P,(¢)| < k minden
veVeéste{l,2- - T} esetén. Jelolje a k-stratégiak halmazat B;. Egy k-stratégia
optimalis (a k-stratégidk koziil), ha UF(t) > UF'(t) minden P’ € Py, t € Résv € V
esetén. Jelolje az optimélis k-stratégiat v-t parra P¥(t). A fenti bizonyitds mint4jara

k-stratégiakra is fennall az alabbi tulajdonség:

PE(#) hat >t,
PX(t) = wlf) (5.6)
X hat =t és w=nw.

definicié mellett teljesiil, hogy

arg max {fo (t)} (5.7)
X<k

Ezek felhasznalasaval pedig rekurzivan megallapithaté az optimaélis haszonérték:

-1

ur k = max P k - = t"] . .

f§|ZZX oreiymo=al (1-Zee=r1) | 6
J'/?éj

Ezzel meghataroztuk a dinamikus programozas alkalmazésihoz sziikséges rekurzidkat.
A keletkez§ algoritmus kezddallapotat szintén a korabbi bizonyitasbol olvashatjuk ki:
P,(t) := 0 minden v € V-re és t € {1,2,--- ,T}-re, és UP(t) = —oco a célmegallon kiviil
minden megallora (v # vq), a cél esetében pedig U[ (t) = u(t) ahol u(t) az utas altal
meghatarozott haszonfiiggvény.

Az igy keletkezett algoritmust nevezziik Optimélis k-stratégia algoritmusnak. Ez T
utols6 idGpontbdl kiindulva visszafelé dolgozik az idében és az adott ¢ id6pontban op-
timalis k-stratégiat szamol minden v megallora. Ezen ¢ id6ponthoz tartozé szdmolasok
megkezdésekor mar tudjuk P,(t') értékét minden ¢ > t-re és az 5.6 és 5.7 Osszefliggések

alapjan tudjuk kiszamolni a t’ = t eseteket.

5.4. Utvonaltervezés folytonos id6 mellett

Térjiink vissza a modell eredeti allapotahoz, tehat tekintsiik az id6t ismét folytonosnak
(t € R). Ezen kiviil engedjiik meg, hogy a stratégidk egy megalloban tartozkodas kézben
folyamatosan valtozzanak, tehat fiiggjon a kdvetends stratégia az érkezési idG helyett a
tényleges id6ponttol (az eddigi modellben a stratégia kizarolag az utas megalloba érkezési
idspontjatol fiiggott). A stratégidk tovabbrais P : V xR — 27 alakiiak lesznek. Mindezzel

a [3] altal leirt modell felépitését kapjuk, és mostantol ezt vizsgaljuk.
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A diszkrét esettel ellentétben ilyenkor a modellben nem feltétleniil 1étezik optimalis
stratégia, igy nem tudunk az Optimaélis k-stratégia algoritmushoz hasonlé megoldast adni,
amely ugyan egy sztkitett feladatra, de optimalis megoldast ad. Azonban az Optimaélis
k-stratégiahoz kozeli modszerekkel kialakithatunk olyan heurisztikdkat, amelyek ezen a

modellen jobban teljesitenek, mint a klasszikus determinisztikus modszerek.

5.4.1. Egy példa

Az alabbi, [3]-ben emlitett példaval megmutathato, hogy nem feltétleniil létezik opti-
malis stratégia, ha az id6t folytonosnak tekintjiik és az ajanlott stratégia a megalloban
tartozkodas kozben valtozhat. Alljon a grafunk minddssze két megallobol (vy és vy) és
koézlekedjen v1-b6l vy-be a j; és jo jarat. A j; jarat az [0, 1] idGintervallumon egyenletes
eloszlassal, a js pedig az [1 — €, 2] idSintervallumon egyenletes eloszlassal hagyja el a v;
megallot. Emellett j; jarat 1, jo jarat pedig 1 + € ,idg” alatt ér vy-be. Ezen feliil az u
haszonfiiggvény értéke legyen 2, ha t < 2 idépillanatban érkeziink vo-be, 1 ha 2 <t < 3
idépillanatban érkeziink vo-be és 0 kiilonben.

Keressiink egy 1 — e <t < 1 id6pontban optimalis stratégiat:

e Belatjuk, hogy j> mindenképpen benne van egy optimalis stratégia altal ajanlott
jaratok halmazaban: ha nem lenne a stratégia altal ajanlott, akkor ha j; mér ko-
rabban elment, akkor a ¢ idépontban érkezd jo-re nem széallnank fel, igy nem érnénk

el a célunkat, —oo lenne a hasznunk.

e Tehat a jo jarat mindenképp benne van az optimalis P stratégia ajanlasdban 1 —
e <t <1 esetén. Ekkor az indukalt haszon Ui (0) < 2 hiszen ha jy-re ebben az
intervallumban vagy késébb szallunk fel, akkor a hasznunk legfeljebb 1 lehet. Tehat
U£ (0) < 2 teljesiil minden ezen intervallumban jo-t is ajanlo stratégiara, igy minden

optimélis stratégiara is.

e Azonban a 0 <t < 2 intervallum minden pontjaban P, (t) = {j:}, mindig a j;-et
ajanlo stratégia esetén UYL "(0) = 2 lesz, hiszen mindenképp felszallunk a ji-re ami-
kor érkezik. Igy P’ 0 idépontban v;-ben nagyobb hasznot indukél, mint barmelyik
lehetséges optimalis stratégia (ahogy fent lattuk), vagyis ellentmondasra jutottunk,

nem létezik optimalis stratégia.

;;;;;;

példa természetesen nem allja meg a helyét. Ebben az esetben € legalabb egy idGegység-
nyi méretd kell hogy legyen. Ezzel egyiitt is azonban 1 — e < ¢ < 1 id6pontban kapott
stratégiankba tovabbra is be kell valasztanunk jo-t a fenti okok miatt. A fentiekkel ellen-

tétben viszont ez nem lesz kihatassal az U, (0) indukalt haszonra, mivel itt a kévetends
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stratégiat érkezési és nem aktudlis id6 alapjan kapja az utaz6. Vagyis ebben az esetben
létezni fog optimalis megoldas: {j1, jo }, tehét ha t id6pontban érkeziink, szalljunk fel arra

a jaratra, ami el6bb érkezik.

5.4.2. A gyenge indukalt stratégia

A gyenge indukalt stratégia elGallitasihoz is a T' hatarid6tsl kezdve szeretnénk haladni
az id6ben visszafelé. Ekozben minden v € V megéallora, ¢ € R id6pontra és j € J, jaratra
szamitsuk ki az aldbbiakat. Legyen P! (t') = P,(t') minden w € V és t' > t esetén
és legyen P)(t) = {j}. Ezen P)(t) kiszamitasa utan allapitsuk meg az eszerinti 6j U, (¢)
értéket és adjuk hozza a j jaratot a P,(t) halmazhoz amennyiben UL (t) > limy .+ UF(t').
Ebben a modszerben tehat akkor ajanlja a kapott stratégia egy jarat hasznalatat, amint
az megérkezik, ha az azzal utazés legalabb akkora varhato hasznot indukal, mint a tovabbi

varakozas.

5.4.3. Az eré6s indukalt stratégia

Az el6z6ekhez hasonloan T-t6l indulva, az id6ben visszafelé haladva széamitjuk ki a ko-
vetkezSket: minden J' C J,-re definialjuk P’-t a fentiek alapjan, P, (t') = P,(t') minden
w € V és t' > t esetén és legyen P/(t) = J'. Ezutan szamitsuk ki az UF'(t) értéke-
ket és valasszuk ki azon X C J, halmazt, amire ez maximalis. Ezek alapjan allitsuk be
P,(t) :== X-et. Ismételjiik ezt a kezdGidSpontig.

Az erés indukalt stratégia a gyenge stratégiaval szemben az érkezé jaratok részhalma-
zait vizsgélja, és ezek koziil valaszt ki egy optimalis halmazt (ugyantgy, mint az optimalis
k-stratégia algoritmus). Ezzel szemben a gyenge indukalt stratégia egyesével tekinti a ja-
ratokat, és akkor veszi fel ket az ajanlott jaratok halmazaba, ha igénybevételiikkel a

tovabbi varakozésnél nagyobb varhatoé haszon érhetd el. Emiatt az erds indukalt straté-

gia altalaban jobb eredményeket adhat, azonban kiszdmitasa tobb id6t vesz igénybe.

5.5. Kiegészitések

A modell a korabban vizsgéalt determinisztikus modellek mintajara kiegészithet§ gya-
logutakkal és kerékparutakkal is. Mindkét esetben tovabbra is fontos fenntartanunk a
tranzitivitast, tehat ha léteznek vivy és vovs utak, akkor léteznie kell vyvs utnak is (igy
hozzuk létre a grafot). Mindkét esetet specialis jaratokként modellezziik. T utazési ide-
jiikket vegyiik az egyszertiség kedvéért konstans valoszintiségi valtozonak, hiszen két pont
kozotti gyalogos, avagy kerékpéros kozlekedést a tomegkozlekedési eszkozokkel szemben

jelentGsen kisebb mértékben befolyéasolja a forgalom &llapota.
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Gyaloglas esetén induljon a megfelel§ megallokbol minden iddpillanatban (diszkrét
id6 mellett az adott id6pontokban, folytonos id6 mellett folyamatosan) biztosan gyalog-
last jelentd jarat (ez tehat determinisztikus). Amennyiben a kévetett stratégia tartalmaz
gyalogutat, sok esetben gyalogolni fogunk, hiszen egy gyalogutnak megfelels jarat minden
idépillanatban elhagyja az adott megallot.

Kerékparozas alatt ismételten a varos altal szolgaltatott kerékparallomésokon kibé-
relhetd és lerakhatd kerékparok hasznalatat értjiik. Ennek fényében elGfordulhat, hogy
1j alloméasokat kell hozzavenniink a modellhez, amik minimalis gyaloglas altal érhetGek
el. Kerékpéarozni kizarolag az ilyen kerékpéarallomasok kozott lehet. A gyaloglastol eltérs-
en azonban a kerékparos kozlekedés egy adott allomasrol nem mindig lehetséges, hiszen
nem mindig talalhato ott kerékpar. Emiatt legyen ¢,(¢) annak a valoszintsége, hogy egy
v megallonak megfelels kerékparalloméson ¢ id6pontban tartézkodik kerékpéar. Hasonlo
modon modellezheté annak valdszintisége is, hogy egy cél alloméason talalhato-e szabad
lerakohely. Ezeket a jaratok indulasi és érkezési idejeihez hasonléan megfigyelések alapjan

hatarozzuk meg.
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Osszefoglalas

Ebben a szakdolgozatban tomegkozlekedésben alkalmazott ttvonaltervezési algoritmu-
sokat mutattunk be és elemeztiink. Kezdve egy egyszertibb iranyitott grafon miikods
Dijkstra és A* algoritmussal, amelyek kizarolag a legkorabbi érkezési id6t tudtak meg-
keresni. Kés6bb lattuk, hogy maga a grafmodell és az algoritmusok is finomhangolhatok
voltak.

Az els§ részletezett Osszetettebb algoritmus a RAPTOR volt. Ezzel mar egyszerre két
kritériumra is tudtunk optimalizalni: egyszerre minimalizaltuk az érkezési id6t és az at-
szallasok szamat. Eredményiil egy Pareto-halmazt kaptunk, és egy utazo az ezaltal tartal-
mazott utazasokbol valaszthatott. Ezen feliil az algoritmus minden masikkal ellentétben
nem egy grafon, hanem egy menetrenden dolgozott (a vizualizacié érdekében tartozott
természetesen hozza grafmodell). Az alap algoritmus kifejtése utan azt is megnéztiik, ho-
gyan lehet azt gyorsitani. Majd kiilonb6z6 modositasait elemeztiik. Részleteztiik, hogy
alkalmazhato akkor is, ha a Pareto-optimalitastol szigorti dominanciat koveteliink, illetve
az utazo atszallohelyek kozti preferenciajat is tudja kezelni. Azonban taléan a legfontosabb
modositasa maga a McRAPTOR algoritmus volt. Ezzel egyszerre akarhany optimalizacios
szempont szerint dolgozhattunk, és ezeket tetszélegesen valaszthattuk. Az Gsszes vizsgalt
algoritmus koziil ilyen eseteket csak a McRAPTOR tudott kezelni és ennek haszna a
zomas arazas példajabol is levezethets volt. Megnéztiik tovabbé, hogyan alkalmazhato a
McRAPTOR algoritmus a gyaloglas minimalizalasara, illetve lattuk, hogyan kezelhet&k
kerékparutak a RAPTOR-modellben.

Ezutan tekintettiik 4t a mar emlitett Dijsktra-algoritmus alkalmazasat komplexebb
grafokra. Bevezettiik az idGkiterjesztett és idofliggs grafok fogalmat és mindkét esetben
lattuk, hogy az alap RAPTOR algoritmus altal megoldott feladatok kezelésére ilyen gra-
fokon képes a Dijkstra-algoritmus. (Tehat a legkorabbi érkezést és a legkevesebb &tszal-
last is meg tudja hatarozni, valamint tud mindkét szempontra egyszerre optimalizalni.)
Annyiban jobbnak is bizonyultak ezek az esetek, hogy ha egyszerre két szempont alapjan
optimalizaltunk, itt mindig minden Pareto-optimalis megoldast megtalaltunk (a Dijkstra-
algoritmus mindenképp leallt K iteracié utan). Viszont ezek a grafok viszonylag strtiek és
nagy méretiiek, igy példaul egy London méretii nagyvaros tomegkozlekedési halozatanak
atvizsgalasa sok id6t vehet igénybe.

Vizsgaltuk tovabba a DEPART algoritmust, ami ugyan egy idéfiiggs grafon fut, vi-
szont mar figyelembe veszi a tomegkozlekedési jarmitivek kozlekedésében a véletlen szere-
pét. Valoszintségi eloszlasként tekintett minden (két megallo kozti) utszakasz megtételére
és egyszerre kereste a legjobb érkezési id6t és a legmegbizhatobb utazést. Ezen két szem-

pont alapjan hajtotta végre az optimalizaldst és minden esetben Pareto-halmazt adott.
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Az ezaltal meghatarozott utazasok koziil volt lehet&sége a felhasznalonak valasztani.

Azonban az utolsoként bemutatott valészintiségi modellek tébb olyan problémat tud-
tak kezelni, amit masik ismertetett algoritmus nem. ElGszor is a felhasznalo hatarozhatta
meg minden idépontra a cél megalloba érkezés hasznat (egy haszonfiiggvénnyel), tehat
nem feltétleniil a legkorabbi érkezés elérése volt az algoritmus célja, hanem a haszon ma-
ximalizalasa. Masrészt a DEPART-hoz hasonloan figyelembe vették a menetrendtél vald
eltérést, azonban konkrét itvonalak helyett stratégidkat ajanlottak. Egy stratégia minden
megallohoz és id6ponthoz jaratok egy halmazat tartalmazta, amelyek koziil az elGszor ér-
kezével torténd utazast ajanlotta a felhasznalonak. Két f6bb stratégiat kiillonboztettiink
meg.

Diszkrét id6 mellett alkalmaztunk olyan stratégidkat, amik egy megalloba érkezéskor
javasoljak jaratok egy halmazat és ez a megalloban tartézkodas kozben nem valtozik,
tehat kizarolag ez érkezési id6tsl fiigg. Ekkor emlitettiik, hogy mindig létezik optimalis
stratégia (amely minden masiknél nagyobb hasznot indukal), azonban ennek kiszamitésa
NP-nehéz. Emiatt vezettiik be a k-stratégiakat, ahol k fels6 korlatot vezettiink be egy
stratégia altal adott megalloban, adott idépontban ajénlott jaratok szémara. Lattuk,
hogy optimalis k-stratégia meghatarozésara méar létezik algoritmus.

A stratégiak masik fajtajat folytonos idé mellett elemeztiik. Ekkor egy megalloba
érkezéskor kapott stratégidnk az ott tartozkodés alatt barmikor megvaltozhatott, tehat
mindig az aktualis id6tdl fiiggott. Lattunk ra példat, hogy ebben az esetben nem feltét-
lentil létezik optimalis stratégia, és szintén lattuk, hogy a példa miért bukik meg diszkrét
id6 és érkezési id6 alapu stratégiak mellett. Optimalis stratégidk hianyaban egy elég jo
megoldas keresésére két heurisztikat lattunk: a gyenge és erés indukalt stratégiat. Végiil
a RAPTOR-hoz hasonléan megnéztiilk hogyan kezelhet6 ezen modellekkel a gyaloglas,
illetve a kerékparozas.

Ezen valoésziniiségi modellek legnagyobb hianyossaga a tobbi algoritmussal szemben

az volt, hogy nem tudtak kezelni a tobb szemponti optimalizalast.
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Alulirott Turi Julia Réka nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése soran az alabb

felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI alapi eszkozoket alkalmaztam:

Feladat Felhasznalt Felhasznalas Megjegyzés
eszkoz helye
Ismeretlen fogalmak | GPT-40 2.1 és 4.2 fejeze-
értelmezése tek
LaTeX egyenletek GPT-40 5.1, 5.2 és 5.3 fe- | Osszetett egyenletek megfo-
jezetek galmazasa LaTeX kod forméa-
jaban.
Pontatlan fogalma- | GPT-40 Teljes dolgozat
zas és logikai hibék
detektalasa
Nyelvhelyesség ellen- | GPT-40 Teljes dolgozat

Orzése

A felsoroltakon til més MI alapt eszkozt nem hasznaltam.
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