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Témavezető:
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Bevezetés

Ezen dolgozat témája egy geometriai mértékelméleti összefüggés. Jan Mycielski [5] cik-
kében definiálta az entrópiát, amelynek seǵıtségével egy Hausdorff-entrópia nevű halmaz-
függvényt konstruálunk Rn korlátos részhalmazain. Továbbá bevezetjük Rn valamely
halmaz eltoltjaival való legvékonyabb fedésének sűrűségét [3], amelyet a konvex, pozit́ıv
Lebesgue-mértékű halmazokon értelmezünk. Megmutatjuk, hogy bizonyos feltételek mel-
lett ez a két érték éppen egymás reciproka, [1].

Az első fejezetben először bemutatjuk a Mycielski [5] cikkében definiált entrópia alap-
vető tulajdonságait. Egy metrikus tér teljesen korlátos K részhalmaza és δ pozit́ıv szám
esetén a K halmaz δ-entrópiája EpK, δq az a minimális számosság, ahány legfeljebb δ
átmérőjű halmaz elég a K halmaz fedéséhez. Megmutatjuk, hogy ez mindig véges és
monoton változik, továbbá belátjuk, hogy a defińıcióban kizárólag zárt vagy konvex
fedéseket tekintve ugyanazt az EpK, δq értéket kapjuk. Példát adunk arra, hogy nýılt
fedésekre szoŕıtkozva viszont eltérő értéket is kaphatunk, amit nýılt entrópiának nevezünk
és ẼpK, δq-val jelölünk. Mivel a fenti két entrópiafogalom tulajdonságairól ezelőtt nem
készült részletes kutatás, a vázolt eredmények bizonýıtásai a szerzőtől származnak.

Ezután Donoghue [6] könyve alapján definiáljuk a Hausdorff-mértéket, és megmutat-
juk, hogy rögźıtett K halmaz mellett mind a hEpxq �

1
EpK,xq

, mind a hẼpxq �
1

ẼpK,xq

függvények seǵıtségével definiálható Hausdorff-mérték. Végül ismertetjük Mycielski ered-
ményét az [5] cikkből, amely az entrópia bevezetését motiválta. Továbbá bebizonýıtunk
egy gyengébb álĺıtást, amely bizonýıtás nélkül szerepel a cikkben.

A második fejezetben megvizsgáljuk az entrópia tulajdonságait abban a speciális esetben,
amikor a metrikus terünk az euklideszi tér. Choi, Jung és Nam [1] cikkükben bevezettek
egy az entrópiából származtatott Hausdorff-mértékhez hasonló halmazfüggvényt, amelyet
itt Hausdorff-entrópiának nevezünk és ψE-vel jelölünk. Bemutatjuk a Hausdorff-entrópia
alapvető tulajdonságait.

A harmadik fejezetben kiszámı́tjuk néhány konkrét halmaz Hausdorff-entrópiáját. A véges
halmazok esetét vizsgálva megválaszoljuk az [1] cikkben szereplő nyitott kérdést. Emellett
meghatározzuk a megszámlálható halmazok Hausdorff-entrópiáját, és a Cantor-halmazra
illetve annak egy Rn-beli általánośıtására is kitérünk.

A negyedik fejezetben Choi, Jung és Nam [1] cikke alapján definiáljuk a legvékonyabb
avagy leggazdaságosabb fedés sűrűségét, ϑ-t, illetve bemutatjuk Jung és Nam [3] eredmé-
nyét, amely egy újabb képlet ϑ-ra. Ezután az [1] és [3] cikkekben szereplő többi ϑ-ra
adott képlet helyességét bizonýıtjuk.

Végül az ötödik fejezetben a Hausdorff-entrópia és a legvékonyabb fedés sűrűsége közötti
összefüggést vizsgáljuk: tetszőleges kompakt, pozit́ıv Lebesgue-mértékű K � Rn halmaz
Hausdorff-entrópiája éppen Rn a zárt egységgömb eltoltjaival való legvékonyabb fedése
sűrűségének reciproka, vagyis ψEpKq �

1
ϑpBp0,1qq

. A bizonýıtás alapjául Choi, Jung és

Nam [1] cikke szolgált.
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1. Entrópia metrikus terekben

1.1. Defińıciók

Legyen pM,ρq metrikus tér. Jelölje Bpx, rq, illetve Bpx, rq az x körüli r sugarú nýılt,
illetve zárt gömböt, és legyen B a Borel-σ-algebra M -en. Továbbá jelölje dpAq az A �M
halmaz átmérőjét és |H| a H halmaz számosságát.

Az entrópia defińıciójához először be kell vezetnünk pozit́ıv δ-ra a δ-fedés fogalmát.

1.1. Defińıció. Legyen A � M a metrikus tér tetszőleges részhalmaza, δ pozit́ıv valós
szám, I megszámlálható indexhalmaz és minden i P I esetén Ui � M . Az tUiuiPI hal-
mazcsaládot az A halmaz egy δ-fedésének nevezzük, ha A �

�
iPI Ui és minden i P I-re

dpUiq ¤ δ. Továbbá jelölje Arδs az A halmaz δ-fedéseinek halmazát.

Mycielski [5] cikkében definiálja az entrópiát, alább ez alapján adjuk meg a δ-entrópia
defińıcióját.

1.2. Defińıció. Legyen K � M kompakt halmaz és δ pozit́ıv valós szám. Ekkor a K
halmaz δ-entrópiája

EpK, δq � mint|I| | tUiuiPI P Krδsu.

Az alábbi álĺıtásban megmutatjuk, hogy minden kompakt halmaz δ-entrópiája véges.

1.1. Álĺıtás. A δ-entrópia EpK, δq minden kompakt K és pozit́ıv δ esetén véges.

Bizonýıtás. Mivel K �
�

xPK Bpx,
δ
2
q és K kompakt, létezik olyan x1, . . . , xn P K, ame-

lyekre K �
�n

i�1Bpxi,
δ
2
q. Ekkor pedig EpK, δq ¤ n.

Azonban K a kompaktságnál gyengébb tulajdonsága is elég ahhoz, hogy a δ-entrópia
minden pozit́ıv δ esetén véges legyen: elég feltenni, hogy K teljesen korlátos.

1.3. Defińıció. A K �M részhalmazt teljesen korlátosnak nevezzük, ha minden pozit́ıv
valós δ esetén létezik véges sok olyan U1 . . . , Un �M fedő halmaz, amelyekre K �

�n
i�1 Ui

és minden i P t1, . . . , nu-re dpUiq   δ.

Nyilvánvaló, hogy minden kompakt K � M részhalmaz teljesen korlátos is. Terjesszük
ki a δ-entrópia fogalmát a teljesen korlátos részhalmazokra.

1.4. Defińıció. Ha K � M teljesen korlátos és δ pozit́ıv valós szám, akkor legyen a K
halmaz δ-enrópiája

EpK, δq � mint|I| | tUiuiPI P Krδsu.

1.2. Álĺıtás. A δ-entrópia EpK, δq minden teljesen korlátos K és pozit́ıv δ esetén véges.

Bizonýıtás. A teljesen korlátosságból rögtön adódik, hogy létezik egy olyan n P N, amelyre
EpK, δq ¤ n.

A következő álĺıtás az entrópia monotonitását mutatja be.
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1.3. Álĺıtás. Legyenek K,K1, K2 �M teljesen korlátos halmazok és δ, δ1, δ2 pozit́ıv valós
számok. Ekkor

(i) δ1 ¤ δ2 esetén EpK, δ1q ¥ EpK, δ2q,

(ii) K1 � K2 esetén EpK1, δq ¤ EpK2, δq.

Bizonýıtás. (i) A δ-fedés defińıciójából adódóan Krδ1s � Krδ2s, amiből

EpK, δ1q � mint|I| | tUiuiPI P Krδ1su ¥ mint|I| | tUiuiPI P Krδ2su � EpK, δ2q.

(ii) Ha tUiuiPI P K2rδs, akkor ¤
iPI

Ui � K2 � K1,

vagyis tUiuiPI P K1rδs, tehát EpK1, δq a bővebb halmaz minimuma.

A monotonitásból rögtön következik, hogy minden teljesen korlátos K esetén a δ-entrópia
EpK, δq legfeljebb megszámlálható sok pont kivételével folytonos a δ változóban. Mivel a
δ-entrópia egészértékű, ennél több is igaz, amit az alábbi következményként mondunk ki.

1.4. Következmény. Ha K teljesen korlátos, akkor legfeljebb megszámlálható sok pont
kivételével minden pozit́ıv δ-hoz létezik olyan pozit́ıv δ� és δ�, amelyekre δ�   δ   δ� és
az entrópia a rδ�, δ�s intervallumon konstans EpK, δq.

A δ-entrópia defińıciójában a fedő halmazokra vonatkozó egyetlen megkötés az, hogy az
átmérőjük nem lehet nagyobb δ-nál. Viszont akkor is értelmes defińıciót kapunk, ha egy
szűkebb halmazcsalád tagjaiból álló fedések felett veszünk minimumot. Alább az ı́gy
kapott függvényeket vetjük össze a δ-entrópiával.

1.5. Álĺıtás. Legyen K � M teljesen korlátos halmaz, és legyenek δ, δ1, δ2 pozit́ıv valós
számok. Ekkor

(i) EpK, δq � min
 
|I| | tUiuiPI P Krδs,minden i-re Ui konvex zárt

(
,

(ii) EpK, δq � min
 
|I| | tUiuiPI P Krδs,minden i-re Ui konvex

(
,

(iii) EpK, δq � min
 
|I| | tUiuiPI P Krδs,minden i-re Ui zárt

(
,

(iv) EpK, δq ¤ min
 
|I| | tUiuiPI P Krδs,minden i-re Ui nýılt

(
� ẼpK, δq,

(v) δ1   δ2 esetén EpK, δ1q ¥ ẼpK, δ2q.

Bizonýıtás. (i) Az álĺıtásban szereplő halmaz nemüres, hiszen tetszőleges tUiu P Krδs fedés
esetén minden fedő Ui halmazt tartalmaz egy dpUiq átmérőjű zárt gömb, amely konvex és
zárt. Mivel EpK, δq a bővebb halmaz minimuma,

EpK, δq ¤ min
 
|I| | tUiuiPI P Krδs,minden i-re Ui konvex zárt

(
.

Legyen tUiuiPI P Krδs tetszőleges δ-fedés. Minden fedő Ui halmazt tartalmaz egy dpUiq
átmérőjű konvex zárt halmaz, legyen ez Vi. Ekkor tViuiPI P Krδs vagyis megadtunk egy
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|I| számosságú konvex zárt δ-fedést, és ı́gy

EpK, δq ¥ min
 
|I| | tUiuiPI P Krδs,minden i-re Ui konvex zárt

(
.

A (ii) és (iii) pontok a fentiből rögtön következnek, hiszen 
tUiuiPI P Krδs | minden Ui konvex zárt

(
�
 
tUiuiPI P Krδs | minden Ui konvex

(
� Krδs,

valamint 
tUiuiPI P Krδs | minden Ui konvex zárt

(
�
 
tUiuiPI P Krδs | minden Ui zárt

(
� Krδs.

(iv) Az álĺıtásban szereplő halmaz nemüres, hiszen tetszőleges tUiu P Kr δ2s
fedés esetén

minden fedő Ui halmazt tartalmaz egy legfeljebb δ átmérőjű nýılt halmaz. Mivel EpK, δq
a bővebb halmaz minimuma, EpK, δq ¤ ẼpK, δq nyilvánvaló.

(v) Legyen tUiuiPI P Krδ1s tetszőleges δ1-fedés. Minden Ui fedő halmazhoz legyen

Vi �
¤
xPUi

B

�
x,
δ2 � δ1

2



.

Ekkor tViuiPI P Krδ2s és Vi nýılt minden i-re, vagyis megadtunk egy |I| számosságú nýılt

δ2-fedést, és ı́gy EpK, δ1q ¥ ẼpK, δ2q.

Láttuk, hogy teljesen korlátos K és pozit́ıv δ esetén a fenti speciális fedések közül egyedül
a nýılt halmazokkal való fedés adhat a K halmaz δ-entrópiájától különböző értéket. Van
is olyan eset, amikor a két érték eltér, például a számegyenesen K � r0, 1s és δ � 1 esetén:

Epr0, 1s, 1q � 1 � 2 � Ẽpr0, 1s, 1q.

Hasznos lehet tehát a nýılt halmazokkal való fedésekből kapott ẼpK, δq érték tulaj-
donságait is vizsgálni.

1.5. Defińıció. Ha K � M teljesen korlátos halmaz és δ pozit́ıv valós szám, akkor a K
halmaz nýılt δ-entrópiája

ẼpK, δq � min
 
|I| | tUiuiPI P Krδs, minden i P I-re Ui nýılt

(
.

Az 1.5. Álĺıtás (v) pontjából és abból, hogy teljesen korlátos halmaz δ-entrópiája minden
δ-ra véges, rögtön következik az alábbi álĺıtás.

1.6. Álĺıtás. A nýılt δ-entrópia ẼpK, δq minden teljesen korlátos K és pozit́ıv δ esetén
véges.

Az entrópiához hasonlóan a nýılt entrópia is monoton.

1.7. Álĺıtás. Legyenek K,K1, K2 �M teljesen korlátos halmazok és δ, δ1, δ2 pozit́ıv valós
számok. Ekkor

(i) δ1 ¤ δ2 esetén ẼpK, δ1q ¥ ẼpK, δ2q,
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(ii) K1 � K2 esetén ẼpK1, δq ¤ ẼpK2, δq.

A bizonýıtás lényegében megegyezik az álĺıtás általános entrópiára vonatkozó változatának
(1.3. Álĺıtás) bizonýıtásával.

1.8. Következmény. Ha K teljesen korlátos, akkor legfeljebb megszámlálható sok pont
kivételével minden pozit́ıv δ-hoz léteznek olyan pozit́ıv δ� és δ� számok, amelyekre δ�  
δ   δ� és a nýılt entrópia a rδ�, δ�s intervallumon konstans ẼpK, δq. Vagyis a nýılt
entrópia legfeljebb megszámlálható sok pontban szakad.

1.2. Az entrópiából származtatott Hausdorff-mérték

A továbbiakban legyen pM,ρq szeparábilis metrikus tér. Ekkor pM,ρq M2 tér is. A
Lindelöf tétel következménye, hogy minden pozit́ıv valós δ-hoz létezik megszámlálható
indexhalmaz I és létezik olyan tUiuiPI fedő halmazcsalád, amelyreM �

�
iPI Ui és minden

i-re dpUiq ¤ δ. Ekkor tehát minden A �M részhalmaz és minden pozit́ıv δ esetén létezik
az A halmaz δ-fedése, azaz Arδs � H.

Legyen továbbá h : r0, 1s Ñ R monoton növő, 0-ban folytonos és hp0q � 0. Definiáljuk a
Hausdorff-h-mértéket az pM,ρq téren, [6].

1.6. Defińıció. Ha A �M , akkor legyen

hδpAq � inf

#¸
iPI

hpdpUiqq | tUiuiPI P Arδs

+
.

A defińıcióban szereplő halmaz nemüres, és az összeg minden tagja nemnegat́ıv, ezért a
tagok tetszőlegesen átrendezhetők.

1.9. Álĺıtás. A hδ halmazfüggvény külső mérték M-en.

Bizonýıtás. Ha U � M és dpUq ¤ δ, akkor tUu P Hrδs, vagyis hδpHq ¤ hpdpUqq. Ekkor
pedig dpUq-val nulláhozhoz tartva limxÑ0� hpxq � 0 miatt hδpHq � 0.

Be kell még látnunk, hogy ha minden n P N-re An �M és H �
�

nPNAn, akkor

hδpHq ¤
¸
nPN

hδpAnq.

Ha tUiuiPI P p
�

nPNAnqrδs, akkor H �
�

nPNAn miatt tUiuiPI P Hrδs is teljesül, vagyis

hδpHq a bővebb halmaz infimuma, és ı́gy hδpHq ¤ hδ p
�

nPNAnq. Tehát elég belátni, hogy

hδ

�¤
nPN

An

�
¤

¸
nPN

hδpAnq.

Legyen ε pozit́ıv, ekkor ε �
°

nPN ε � 2
�pn�1q. Az An halmaznak ε � 2�pn�1q-hez van olyan

tUn,iuiPI P Anrδs fedése, amelyre¸
iPI

hpdpUn,iqq ¤ hδpAnq � ε � 2�pn�1q.
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Az tUn,i | i P I, n P Nu halmazcsalád fedi az
�

nPNAn halmazt, ezért

hδ

�¤
nPN

An

�
¤

¸
iPI,nPN

hδpdpUn,iqq �
¸
nPN

¸
iPI

hδpdpUn,iqq ¤

¤
¸
nPN

�
hδpAnq � ε � 2�pn�1q

�
� ε�

¸
nPN

hδpAnq.

Tehát minden pozit́ıv ε esetén

hδ

�¤
nPN

An

�
¤ ε�

¸
nPN

hδpAnq,

vagyis

hδ

�¤
nPN

An

�
¤

¸
nPN

hδpAnq.

1.7. Defińıció. Ha A �M , akkor legyen

µhpAq � lim
δÑ0�

hδpAq.

Tetszőleges pozit́ıv δ1   δ2 esetén Arδ1s � Arδ2s, ı́gy δ csökkenésével hδ monoton nő, ezért
a limesz létezik (lehet végtelen) és minden pozit́ıv δ-ra hδpAq ¤ µhpAq.

1.8. Defińıció. Legyen pM,ρq metrikus tér, A,B � M tetszőleges részhalmazok. Ekkor
az A és B halmazok távolsága

distpA,Bq � inftρpx, yq | x P A, y P Bu.

A és B pozit́ıv távolságú, ha distpA,Bq ¡ 0.

1.9. Defińıció. Legyen pM,ρq metrikus tér és µ külső mérték M -en. Ha tetszőleges
pozit́ıv távolságú A,B � M részhalmazok esetén µpA Y Bq � µpAq � µpBq, akkor µ
metrikus külső mérték M -en.

1.10. Álĺıtás. A µh halmazfüggvény metrikus külső mérték M-en.

Bizonýıtás. Először belátjuk, hogy µh külső mérték. Nyilvánvaló, hogy µhpHq � 0, hiszen
minden pozit́ıv δ-ra hδpHq � 0.

Be kell még látnunk, hogy ha minden n P N-re An �M és H �
�

nPNAn, akkor

µhpHq ¤
¸
nPN

µhpAnq.

9



Az 1.9. Álĺıtás bizonýıtása során láttuk, hogy hδpHq ¤ hδ p
�

nPNAnq, és ı́gy mindkét
oldalon δ-val nullához tartva

µhpHq � lim
δÑ0�

hδpHq ¤ lim
δÑ0�

hδ

�¤
nPN

An

�
� µh

�¤
nPN

An

�
.

Tehát elég belátni, hogy

µh

�¤
nPN

An

�
¤

¸
nPN

µhpAnq.

Legyen ε és δ pozit́ıv, és legyen tUn,iuiPI P pAnqrδs olyan δ-fedés, amelyre¸
iPI

hpdpUn,iqq ¤ hδpAnq � ε � 2�pn�1q ¤ µhpAnq � ε � 2�pn�1q.

Mindkét oldalon n szerint összegezve kapjuk, hogy¸
nPN

¸
iPI

hpdpUn,iqq ¤
¸
nPN

�
µhpAnq � ε � 2�pn�1q

�
� ε�

¸
nPN

µhpAnq.

Az tUn,i | i P I, n P Nu halmazcsalád fedi az
�

nPNAn halmazt, ezért

hδ

�¤
nPN

An

�
¤

¸
iPI,nPN

hδpdpUn,iqq �
¸
nPN

¸
iPI

hδpdpUn,iqq.

Mindkét oldalon δ-val nullához tartva

µh

�¤
nPN

An

�
� lim

δÑ0�
hδ

�¤
nPN

An

�
¤ ε�

¸
nPN

µhpAnq.

Tehát minden pozit́ıv ε esetén

µh

�¤
nPN

An

�
¤ ε�

¸
nPN

µhpAnq,

vagyis

µh

�¤
nPN

An

�
¤

¸
nPN

µhpAnq.

Ezután belátjuk, hogy tetszőleges pozit́ıv távolságú A,B � M részhalmazok esetén tel-
jesül a µhpAYBq � µhpAq�µhpBq egyenlőség. Ha δ   distpA,Bq és tUiuiPI P pAYBqrδs,
akkor minden i-re az Ui halmaz A és B közül legfeljebb az egyikbe metsz bele, vagyis
létezik egy olyan I � IA Y IB part́ıció, amelyre tUiuiPIA P Arδs és tUiuiPIB P Brδs, és ı́gy

tUiuiPIA Y tHuiPIB P Arδs és tUiuiPIB Y tHuiPIA P Brδs

az A és B halmazok I-vel indexelt δ-fedései. Felhasználva, hogy

hpdpHqq � hp0q � 0,

10



azt kapjuk, hogy a #¸
iPI

hpdpUiqq | tUiuiPI P pAYBqrδs

+

halmaz részhalmaza a#¸
iPI

hpdpViqq �
¸
iPI

hpdpWiqq | tViuiPI P pAqrδs, tWiuiPI P pBqrδs

+

halmaznak, vagyis

inf

#¸
iPI

hpdpUiqq | tUiuiPI P pAYBqrδs

+
¥

¥ inf

#¸
iPI

hpdpViqq �
¸
iPI

hpdpWiqq | tViuiPI P pAqrδs, tWiuiPI P pBqrδs

+
�

� inf

#¸
iPI

hpdpViqq | tViuiPI P pAqrδs

+
� inf

#¸
iPI

hpdpWiqq | tWiuiPI P pBqrδs

+
.

Tehát hδpAYBq ¥ hδpAq�hδpBq. Mivel a hδ halmazfüggvény külső mérték, hδpAYBq �
hδpAq�hδpBq. Mindkét oldalon δ-val nullához tartva kapjuk, hogy µhpAYBq � µhpAq�
µhpBq.

Tehát konstruáltunk a h függvényhez egy µh metrikus külső mértéket M -en. Az alábbi
tétel szerint ebből könnyű Borel-mértéket konstruálni: elég µh-t megszoŕıtani a Borel-σ-
algebrára.

1.11. Tétel. Ha µ metrikus külső mérték M-en, akkor minden Borel-halmaz µ-mérhető,
azaz µ |B mérték pM,Bq-n.

A bizonýıtás Falconer [2] könyvéből származik. Először egy lemmát látunk be.

1.12. Lemma. Legyen µ metrikus külső mértékM-en, és legyen minden n P N-re An �M
olyan, hogy pAnqnPN felszálló halmazsorozat, amelyre

�
nPNAn � A és minden n P N-re

distpAn, AzAn�1q ¡ 0. Ekkor µpAq � limnÑ8 µpAnq.

Bizonýıtás. Mivel µ külső mérték, An � A miatt µpAnq ¤ µpAq, és ı́gy limnÑ8 µpAnq ¤
µpAq. Tehát elég belátni, hogy µpAq ¤ limnÑ8 µpAnq.

Diszjunktizáljuk az pAnqnPN halmazsorozatot: legyen

Bn �

#
A0 ha n � 0

AnzAn�1 ha n ¡ 0.

Ekkor i ¤ j � 2 esetén
�i

n�0Bn � Ai és Bj � AjzAj�1 � AjzAi�1 � AzAi�1, tehát a

distpAi, AzAi�1q ¡ 0 feltétel miatt distp
�i

n�0Bn, Bjq ¡ 0. Így µ metrikus tulajdonságát
m-szer használva

µ

�
m¤

n�0

B2n

�
�

m̧

n�0

µpB2nq
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és

µ

�
m¤

n�0

B2n�1

�
�

m̧

n�0

µpB2n�1q.

Ha az ezen összegekből képzett két sor közül legalább az egyik divergens, akkor µpAnq
is a végtelenhez divergál, hiszen

�m
n�0B2n � A2m�1 és

�m
n�0B2n�1 � A2m�1 miatt

µp
�m

n�0B2nq ¤ µpA2m�1q és µp
�m

n�0B2n�1q ¤ µpA2m�1q. Így ebben az esetben µpAq ¤
limnÑ8 µpAnq biztosan teljesül.

Tehát feltehetjük, hogy mindkét sor konvergens. Ekkor

µpAq � µ

�¤
nPN

An

�
� µ

�
Am Y

¤
n¡m

Bn

�
¤ µpAmq �

¸
n¡m

µpBnq.

Mindkét oldalon m-mel végtelenhez tartva

µpAq ¤ lim
mÑ8

µpAmq � lim
mÑ8

¸
n¡m

µpBnq � lim
mÑ8

µpAmq,

hiszen a két sor összege is konvergens, és ı́gy ennek végszelete a nullához tart.

Ezután belátjuk az 1.11. Tételt.

Bizonýıtás. A µ-mérhető halmazok σ-algebrát alkotnak, amelyet a zárt halmazok ge-
nerálnak. Elég tehát belátni, hogy minden F � M zárt halmaz µ-mérhető, azaz hogy
tetszőleges A �M halmaz esetén µpAq � µpAXF q�µpAzF q. Mivel µ külső mérték, elég
azt megmutatni, hogy µpAq ¥ µpAX F q � µpAzF q.

Legyen

An �

"
x P AzF | distptxu, F q ¥

1

n

*
.

Ekkor distpAn, AX F q ¥ 1
n
, és ı́gy µ metrikus tulajdonsága miatt

µpAnq � µpAX F q � µpAn Y pAX F qq ¤ µpAq.

Megmutatjuk, hogy distpAn, pAzF qzAn�1q ¡ 0 minden n-re. Ha x P pAzF qzAn�1, akkor
létezik olyan z P F , amelyre ρpx, zq   1

n�1
. Így y P An esetén a metrikára vonatkozó

háromszög- egyenlőtlenségből ρpx, yq ¥ ρpy, zq � ρpx, zq ¡ 1
n
� 1

n�1
. Tehát ρpx, yq ¡

1
n
� 1

n�1
¡ 0 tetszőleges x P pAzF qzAn�1 és y P An esetén.

Ekkor az 1.12. Lemma feltételei teljesülnek: pAnqnPN� felszálló halmazsorozat, és F
zártsága miatt

�
nPN� An � AzF és distpAn, pAzF qzAn�1q ¡ 0 minden n-re. Tehát a

lemma szerint µpAzF q � limnÑ8 µpAnq, amiből azt kapjuk, hogy

µpAq ¥ lim
nÑ8

µpAnq � µpAX F q � µpAzF q � µpAX F q.
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1.13. Következmény. A µh |B halmazfüggvény mérték pM,Bq-n.

1.10. Defińıció. A µh � µh |B mérték neve a h-hoz asszociált Hausdorff-mérték vagy
Hausdorff-h-mérték.

Az entrópiából úgy tudunk Hausdorff-mértéket származtatni, hogy az entrópia seǵıtségé-
vel definiálunk egy hE függvényt, amely rendelkezik a megfelelő tulajdonságokkal ahhoz,
hogy létezzen a hozzá asszociált Hausdorff-hE-mérték.

1.14. Álĺıtás. Legyen K � M kompakt, végtelen számosságú és hE : p0, 1s Ñ R, ahol
hEpxq �

1
EpK,xq

. Ekkor hE monoton növő és limxÑ0� hEpxq � 0.

Bizonýıtás. Az 1.3. Álĺıtás szerint tetszőleges pozit́ıv δ1   δ2 esetén EpK, δ1q ¥ EpK, δ2q,
tehát 1

EpK,xq
monoton növő. Belátjuk, hogy tetszőleges r P p0, 1s és N P N esetén van

olyan δ P p0, rq, amelyre EpK, δq ¥ N .

Legyen KN � K egy N elemű részhalmaz, továbbá legyen

δ �
1

3
�min ptρpx, yq | x, y P KN , x � yu Y truq .

Ekkor minden legfeljebb δ átmérőjű fedő halmaz legfeljebb egy KN -beli pontot fedhet,
ı́gy K fedéséhez legalább N darab ilyen halmazra van szükség, vagyis EpK, δq ¥ N .

Tehát lim supxÑ0�EpK, xq � 8, amiből lim infxÑ0� hEpxq � lim infxÑ0�
1

EpK,xq
� 0. Mi-

vel hE monoton növő, limxÑ0� hEpxq � 0.

1.15. Következmény. Minden kompakt, végtelen számosságú K �M esetén létezik a

hEpxq �

#
1

EpK,xq
ha x P p0, 1s

0 ha x � 0

függvényhez asszociált µhE
Hausdorff-hE-mérték pM,Bq-n.

1.11. Defińıció. Az 1.15. Következményben definiált µhE
mérték elnevezése az entrópiá-

ból származtatott Hausdorff-mérték.

Ahogy korábban az entrópiánál tettük, a Hausdorff-h-mérték defińıcióját is módośıthatjuk
úgy, hogy csak nýılt fedéseket engedünk meg. Ebben az esetben is mértéket kapunk a
Borel-halmazokon.

1.16. Álĺıtás. Ha A �M , akkor legyen

νhpAq � lim
δÑ0�

inf

#¸
iPI

hpdpUiqq | tUiuiPI P Arδs,minden i P I-re Ui nýılt

+
.

Ekkor a νh � νh |B halmazfüggvény mérték pM,Bq-n.
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Az álĺıtásban szereplő halmaz nemüres, és a limesz létezik (lehet végtelen). A bizonýıtás
ugyanúgy megy, mint az általános fedő halmazok esetében. Speciális h függvény esetén
(például ha s rögźıtett valós szám és hpxq � xs, [2]) νh megegyezik a h-hoz asszociált
Hausdorff-mértékkel.

Az entrópiához hasonló módon a nýılt entrópiából is származtatható monoton, nullában
jobbról folytonos függvény a r0, 1s intervallumon.

1.17. Álĺıtás. Legyen K �M kompakt, végtelen számosságú és hẼ : r0, 1s Ñ R,

hẼpxq �

#
1

ẼpK,xq
ha x P p0, 1s

0 ha x � 0,

Ekkor hẼ monoton növő és limxÑ0� hẼpxq � 0.

A bizonýıtás megegyezik az entrópia esetével, hiszen csupán a monotonitást használtuk.

1.18. Következmény. Ha K �M kompakt, végtelen számosságú és hẼ-hez νhẼ
mint az

1.16. Álĺıtásban, akkor νhẼ
mérték pM,Bq-n.

1.12. Defińıció. Az 1.18. Következményben definiált νhẼ
mértéket nevezzük a nýılt

entrópiából származtatott Hausdorff-mértéknek.

Fontos megjegyezni, hogy mı́g az entrópiából származtatott Hausdorff-mérték megegyezik
a hE függvényhez asszociált Hausdorff-hE-mértékkel, addig a nýılt entrópiából származta-
tott Hausdorff-mérték nem feltétlenül egyezik meg a hẼ függvényhez asszociált Hausdorff-
hẼ-mértékkel, hiszen νhẼ

defińıciójában csak nýılt fedéseket engedtünk meg.

1.3. Az entrópia alkalmazása invariáns mérték konstruálására

Ez a fejezet Mycielski [5] cikkén alapszik, amelyben egy metrikus tér Borel-halmazain
konstruál invariáns mértéket az entrópia seǵıtségével. Az invariáns mérték fogalmához
először definiáljuk, hogy két halmaz mikor izometrikus.

1.13. Defińıció. Legyen pX, ρq metrikus tér, A,B � X. A és B izometrikus, ha létezik
olyan φ : AÑ B bijekció, amelyre minden x, y P A esetén ρpφpxq, φpyqq � ρpx, yq.

Olyan mértéket nevezünk invariánsnak, amely izometrikus halmazokon azonos értéket
vesz fel. A tétel kimondásához definiálnunk kell továbbá a vastag halmazokat egy X
metrikus térben.

1.14. Defińıció. Az H � K � X kompakt halmazt X-ben vastagnak nevezzük, ha van
olyan K � U � X nýılt halmaz és α P R, hogy EpD, δq ¤ αEpK, δq minden D � U
kompakt halmaz és δ P p0, 1s esetén.

Mycielski az alábbi tételt bizonýıtotta be.

1.19. Tétel. Legyen pX, ρq metrikus tér, K kompakt és vastag X-ben. Ekkor létezik olyan
reguláris µ mérték pX,Bq-n, amelyre µpKq � 1 és µpAq � µpBq minden izometrikus, nýılt
A,B esetén (vagyis µ invariáns a nýılt halmazokon).
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Ha X kompakt tér, akkor a defińıcióban D � X és α � 1 választással X vastag X-ben, és
ı́gy a tételből K � X választással adódik egy reguláris, izometrikus, valósźınűségi mérték
létezése pX,Bq-n. Alább egy ennél gyengébb álĺıtást látunk be.

1.20. Álĺıtás. Legyen pM,ρq szeparábilis metrikus tér, K �M kompakt, végtelen számos-
ságú és α ¡ 0. Tegyük fel, hogy K minden véges sok nýılt halmazból álló U1, . . . , Un

fedésére
°n

i�1 hẼpdpUiqq ¥ α, ahol

hẼpxq �

#
1

ẼpK,xq
ha x P p0, 1s

0 ha x � 0.

Ekkor létezik olyan µ mérték pM,Bq-n, amelyre µpKq � 1 és µpAq � µpBq minden
izometrikus A,B P B esetén.

Bizonýıtás. Legyen νhẼ
a nýılt entrópiából származtatott Hausdorff-mérték pM,Bq-n. Azt

fogjuk belátni, hogy a

µ �
νhẼ

νhẼ
pKq

halmazfüggvény megfelel a feltételeknek.

Mivel K kompakt, az 1.6. Álĺıtás szerint a nýılt δ-entrópia ẼpK, δq minden pozit́ıv δ
esetén véges. Legyen δ pozit́ıv, n � ẼpK, δq és tUiu

n
i�1 P Krδs egy n elemű nýılt fedés.

Ekkor

inf

#¸
iPI

hẼpdpWiqq | tWiuiPI P Krδs, minden i-re Wi nýılt

+
¤

¤
ņ

i�1

hẼpdpUiqq ¤
ņ

i�1

1

ẼpK, δq
� n �

1

n
� 1.

Ebből δ-val nullához tartva kapjuk, hogy νhẼ
pKq ¤ 1.

Legyen δ pozit́ıv és tViuiPI P Krδs olyan δ-fedés, amelyre minden i P I esetén Vi nýılt.
Mivel K kompakt, ebből kiválasztható egy véges részfedés, legyen ez tViju

k
j�1. Ekkor az

álĺıtás feltétele miatt

α ¤
ķ

j�1

hẼpdpVijqq ¤
¸
iPI

hẼpdpViqq ¤

¤ inf

#¸
iPI

hẼpdpWiqq | tWiuiPI P Krδs, minden i-re Wi nýılt

+
.

Ebből δ-val nullához tartva α ¤ νhẼ
pKq. Tehát α ¤ νhẼ

pKq ¤ 1 miatt
νh

Ẽ

νh
Ẽ
pKq

értelmes,

és µpKq �
νh

Ẽ
pKq

νh
Ẽ
pKq

� 1.

Legyen A,B P B izometrikus, φ : A Ñ B izometria, δ pozit́ıv és tUiuiPI P Arδs az A
halmaz nýılt halmazokból álló δ-fedése. Ehhez fogunk megadni egy nýılt halmazokból
álló tViuiPI P Brδs fedést.
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Legyen BpφpUi X Aqq a φpUi X Aq halmaz határa, és minden x P BpφpUi X Aqq ponthoz
legyen dx olyan, hogy Bpφ�1pxq, dxq � Ui. Ha

Vi � φpUi X Aq Y

�
� ¤

xPBpφpUiXAqq

Bpx, dxq

�

,

akkor Vi nýılt és dpViq ¤ dpUiq ¤ δ. Ekkor B �
�

iPI Vi, és ı́gy tViuiPI P Brδs nýılt
halmazokból álló δ-fedés. A nýılt entrópiából származtatott hẼ függvény monotonitásából¸

iPI

hẼpdpViqq ¤
¸
iPI

hẼpdpUiqq.

Tehát minden nýılt tUiuiPI P Arδs fedéshez megadtunk egy olyan nýılt tViuiPI P Brδs fedést,
amelyre a fenti egyenlőtlenség teljesül, ı́gy

inf

#¸
iPI

hẼpdpUiqq | tUiuiPI P Brδs, minden i-re Ui nýılt

+
¤

inf

#¸
iPI

hẼpdpUiqq | tUiuiPI P Arδs, minden i-re Ui nýılt

+
,

és δ-val nullához tartva νhẼ
pBq ¤ νhẼ

pAq. Szimmetria miatt νhẼ
pAq � νhẼ

pBq.
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2. Entrópia Rn-ben

Legyen n rögźıtett pozit́ıv egész, és pRn, }.}q az n-dimenziós euklideszi tér. Ez a fejezet
ebben a speciális esetben tárgyalja az entrópiát. Bemutatjuk az entrópia néhány olyan
tulajdonságát, ami az általános esetben nem feltétlenül teljesül.

2.1. A δ-entrópia

Korábban láttuk, hogy egy metrikus térben minden teljesen korlátos halmaz entrópiája
véges. Mivel Rn tetszőleges K részhalmaza pontosan akkor teljesen korlátos, ha korlátos,
elég feltennünk K korlátosságát ahhoz, hogy a δ-entrópia EpK, δq véges legyen. Így
tetszőleges korlátos K � Rn halmaz és pozit́ıv δ esetén a δ-entrópia

EpK, δq � min
 
m P N | tUiu

m
i�1 P Krδs

(
.

Felhasználva, hogy Rn-ben nincs izolált pont, a defińıcióban szereplő fedések családja
szűḱıthető.

2.1. Defińıció. Legyen A � Rn a tér tetszőleges részhalmaza, δ pozit́ıv valós szám, I
megszámlálható indexhalmaz és minden i P I esetén Ui � M . Az tUiuiPI halmazcsaládot
az A halmaz egy pozit́ıv δ-fedésének nevezzük, ha A �

�
iPI Ui és minden i P I-re 0  

dpUiq ¤ δ. Továbbá jelölje Apδq az A halmaz pozit́ıv δ-fedéseinek halmazát.

Tehát a pozit́ıv δ-fedések abban térnek el a δ-fedésektől, hogy a pozit́ıv esetben megköve-
teljük, hogy minden fedő halmaz átmérője pozit́ıv legyen, azaz ne legyen egypontú vagy
üres fedő halmaz. Belátjuk, hogy Rn-ben a δ-entrópia defińıciójában a δ-fedések családja
felcserélhető a pozit́ıv δ-fedések családjával.

2.1. Álĺıtás. Legyen K � Rn korlátos halmaz és δ pozit́ıv valós szám. Ekkor

min
 
m P N | tUiu

m
i�1 P Krδs

(
� min

 
m P N | tUiu

m
i�1 P Kpδq

(
.

Bizonýıtás. Először megmutatjuk, hogy az
 
m P N | tUiu

m
i�1 P Kpδq

(
halmaz nemüres. Le-

gyen tUiu
m
i�1 P Krδs tetszőleges δ-fedés, ehhez fogunk megadni egy tViu

m
i�1 P Kpδq pozit́ıv

δ-fedést. Minden 1 ¤ i ¤ m esetén legyen

Vi �

$'&
'%
Ui ha |Ui| ¥ 2,

B
�
x, δ

2

�
ha Ui � txu,

B
�
0, δ

2

�
ha Ui � H.

Ekkor minden i-re Ui � Vi, amiből K �
�m

i�1 Vi, és mivel Rn-ben nincs izolált pont,
0   dpViq ¤ δ, tehát valóban egy pozit́ıv δ-fedést adtunk meg.

Ebből rögtön látszik az is, hogy

min
 
m P N | tUiu

m
i�1 P Krδs

(
¥ min

 
m P N | tUiu

m
i�1 P Kpδq

(
,

hiszen tetszőleges m elemű fedéshez van m elemű pozit́ıv fedés is.

Mivel a min
 
m P N | tUiu

m
i�1 P Krδs

(
szám a bővebb halmaz minimuma, a másik irány

nyilvánvaló.
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A fentiek alapján Rn-ben a δ-entrópia alábbi defińıciója ekvivalens a 1. fejezetben kimon-
dott, általános metrikus tér részhalmazára vonatkozó változattal.

2.2. Defińıció. Legyen K � Rn korlátos halmaz és δ pozit́ıv valós szám. Ekkor a K
halmaz δ-entrópiája

EpK, δq � min
 
m P N | tUiu

m
i�1 P Kpδq

(
.

Az entrópia meghatározásához Rn-ben defińıció szerint kizárólag pozit́ıv δ-fedéseket fo-
gunk tekinteni és általános δ-fedésekre már nem lesz szükség, ı́gy az egyszerűség kedvéért
a továbbiakban a pozit́ıv δ-fedésekre is legtöbbször csak δ-fedésekként hivatkozunk.

Az alábbi álĺıtásban összefoglaljuk az entrópia egyszerű tulajdonságait, amelyek a de-
fińıcióból rögtön következnek.

2.2. Álĺıtás. Legyenek K,K1, K2 korlátosak, K nemüres, δ, δ1, δ2 pozit́ıv valós számok és
x P Rn. Ekkor

(i) 1 ¤ EpK, δq   8,

(ii) K1 � K2 esetén EpK1, δq ¤ EpK2, δq,

(iii) δ1 ¤ δ2 esetén EpK, δ1q ¥ EpK, δ2q,

(iv) Eptxu, δq � 1.

Ezután meghatározzuk a véges halmazok entrópiáját.

2.3. Álĺıtás. Ha K véges halmaz és δ   mint}x�y} | x, y P K, x � yu, akkor a δ-entrópia
megegyezik K számosságával, vagyis

EpK, δq � |K|.

Bizonýıtás. Legyenek aK halmaz elemei az x1, . . . , xk pontok. Ekkor tBpxi,
δ
2
quki�1 P Kpδq,

ı́gy EpK, δq ¤ k.

Tetszőleges tUlu
m
l�1 P Kpδq fedés, 1 ¤ l ¤ m és i � j esetén dpUlq ¤ δ   }xi � xj}, ı́gy

Ul nem tartalmazhatja egyszerre az xi és xj pontokat. Vagyis minden Ul legfeljebb egy
K-beli pontot tartalmaz, és ı́gy legalább k darab Ul halmaz szükséges K fedéséhez, tehát
EpK, δq ¥ k.

2.2. A Hausdorff-entrópia

Az 1.2. fejezetben az entrópiából úgy származtattunk egy metrikus tér részhalmazain
értelmezett halmazfüggvényt (majd ezt a Borel-σ-algebrára megszoŕıtva mértéket), hogy
rögźıtettünk egy kompakt K� halmazt, és tetszőleges A halmaz esetén µhE

pAq-t a követ-
kező módon definiáltuk:

µhE
pAq � lim

δÑ0�
inf

#¸
iPI

hEpdpUiqq
��tUiuiPI P Arδs

+
,
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ahol

hEpxq �

#
1

EpK�,xq
ha x ¡ 0

0 ha x � 0.

Ezt módośıtva definiálunk egy halmazfüggvényt Rn korlátos részhalmazain. Ha K �
Rn korlátos, akkor EpK, xq minden pozit́ıv x-re létezik és véges, ı́gy nincs szükség egy
kompakt K� rögźıtésére, elég a K halmaz entrópiáját vennünk. Továbbá hogy elkerüljük
az esetszétválasztást, tekintsünk általános δ-fedések helyett pozit́ıv δ-fedéseket, ı́gy nincs
x � 0 eset. Ekkor az alábbi defińıciót kapjuk.

2.3. Defińıció. Legyen H � K � Rn korlátos. Ekkor a K halmaz Hausdorff-entrópiája

ψEpKq � lim
δÑ0�

inf

#¸
iPI

1

EpK, dpUiqq

����tUiuiPI P Kpδq

+
.

A 2.2. Álĺıtás (i) pontjából következik, hogy minden pozit́ıv d esetén 0   1
EpK,dq

¤ 1, ı́gy

a defińıcióban szereplő összeg létezik (lehet végtelen), nemnegat́ıv, és tagjai tetszőlegesen
átrendezhetők. Mivel Kpδq � H, nemüres halmaz infimumát vesszük. Ha δ1   δ2, akkor
Kpδ1q � Kpδ2q, vagyis δ csökkenésével az infimum monoton nő, ı́gy a limesz létezik. Tehát
minden nemüres, korlátos K esetén ψEpKq létezik és ψEpKq ¥ 0.

2.4. Álĺıtás. Legyen K � Rn korlátos. Ekkor ψEpKq ¤ 1.

Bizonýıtás. Belátjuk, hogy tetszőleges pozit́ıv δ esetén

inf

#¸
iPI

1

EpK, dpUiqq

����tUiuiPI P Kpδq

+
¤ 1.

Mivel K korlátos, a δ-entrópia EpK, δq véges. Legyen k � EpK, δq és vegyük a K halmaz
egy k elemszámú δ-fedését, legyen ez tUiu

k
i�1. A 2.2. Álĺıtás (iii) pontja szerint

ķ

i�1

1

EpK, dpUiqq
¤

ķ

i�1

1

EpK, δq
�

ķ

i�1

1

k
� k �

1

k
� 1.

Tehát valóban minden pozit́ıv δ esetén

inf

#¸
iPI

1

EpK, dpUiqq

����tUiuiPI P Kpδq

+
¤ 1,

és ebből

ψEpKq � lim
δÑ0�

inf

#¸
iPI

1

EpK, dpUiqq

����tUiuiPI P Kpδq

+
¤ 1.

Tehát megmutattuk, hogy minden korlátos K � Rn halmaz esetén 0 ¤ ψEpKq ¤ 1.
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3. Néhány konkrét halmaz Hausdorff-entrópiája

Ebben a fejezetben kiszámoljuk ψE értékét néhány konkrét halmaz esetén: meghatározzuk
minden korlátos, megszámlálható halmaz és a Cantor-halmaz Hausdorff-entrópiáját.

3.1. Véges halmazok

Először az egypontú halmazokról mutatjuk meg, hogy a Hausdorff-entrópiájuk 1.

3.1. Álĺıtás. Minden x P Rn pont esetén az txu halmaz Hausdorff-entrópiája

ψEptxuq � 1.

Bizonýıtás. Legyen δ pozit́ıv, ehhez tUiuiPI P txupδq tetszőleges δ-fedés és j P I. Ekkor¸
iPI

1

Eptxu, dpUiqq
¥

1

Eptxu, dpUjqq
� 1,

hiszen az egypontú halmaz δ-entrópiája minden pozit́ıv δ esetén 1. Így minden pozit́ıv
δ-ra

inf

#¸
iPI

1

Eptxu, dpUiqq

����tUiuiPI P txupδq

+
¥ 1,

emiatt pedig

1 ¥ ψEptxuq � lim
δÑ0�

inf

#¸
iPI

1

Eptxu, dpUiqq

����tUiuiPI P txupδq

+
¥ 1.

Tehát ψEptxuq � 1.

Ezután megmutatjuk, hogy minden véges sok pontból álló halmaz Hausdorff-entrópiája
1.

3.2. Álĺıtás. Minden véges K � Rn halmaz Hausdorff-entrópiája

ψEpKq � 1.

Bizonýıtás. Az 1 pontú halmaz esetére beláttuk, ı́gy |K| � k ¥ 2 feltehető. Legyen
δ   mint}x � y} | x, y P K, x � yu és tUiuiPI P Kpδq tetszőleges. A 2.3. Álĺıtás szerint
EpK, δq � k, ı́gy I elemszáma legalább k, és emiatt

¸
iPI

1

EpK, dpUiqq
¥

ķ

j�1

1

EpK, dpUijqq
� k �

1

k
� 1.

Így kellően kicsi δ esetén

inf

#¸
iPI

1

EpK, dpUiqq

����tUiuiPI P Kpδq

+
¥ 1,
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és emiatt

1 ¥ ψEpKq � lim
δÑ0�

inf

#¸
iPI

1

EpK, dpUiqq

����tUiuiPI P Kpδq

+
¥ 1.

Tehát ψEpKq � 1.

Ginkyu Choi, Soon-Mo Jung és Doyun Nam [1] cikkükben bebizonýıtották, hogy minden
kompakt, pozit́ıv Lebesgue-mértékű K � R halmaz esetén a Hausdorff-entrópia

ψEpKq � 1.

A cikkben a következő nyitott problémát vetik fel. Legyen K � R kompakt halmaz.
Igaz-e, hogy ψEpKq � 1 pontosan akkor teljesül, ha K Lebesgue-mértéke pozit́ıv?

Ezt a kérdést most már meg tudjuk válaszolni, hiszen láttuk, hogy minden véges K � R
halmaz Hausdorff-entrópiája 1. Mivel R minden véges részhalmaza kompakt és Lebesgue-
nullmértékű, a fenti ekvivalencia nem teljesül.

Tehát az eddigieket összefoglalva:

� minden kompakt, pozit́ıv Lebesgue-mértékű K � R halmaz esetén ψEpKq � 1;

� létezik olyan kompakt, Lebesgue-nullmértékű K � R halmaz, amelyre ψEpKq � 1.

Létezik olyan kompakt, Lebesgue-nullmértékű halmaz is, amelyre ψE � 1. Erre példa a
Cantor-halmaz C, amely Hausdorff-entrópiája

ψEpCq �
1

2
.

3.2. A Cantor-halmaz

Ha A � Rn és a P Rn, akkor jelölje A � a az A halmaz a vektorral való eltoltját, azaz
A � a � tx� a | x P Au. Ha A � Rn és c pozit́ıv szám, akkor jelölje cA és c � A az A
halmaz c-szeresét, azaz cA � tcx | x P Au.

Definiáljuk a Cantor-halmazt R-ben a szokásos módon: legyen C0 � r0, 1s és minden k
pozit́ıv egész esetén legyen

Ck �
1

3
Ck�1 Y

�
1

3
Ck�1 �

2

3



.

Ekkor a Cantor-halmaz

C �
8£

k�0

Ck.

Továbbá legyen k P N esetén Ck a Ck összefüggőségi komponenseinek halmaza, azaz a Ck
halmaz 2k darab 3�k hosszú diszjunkt zárt intervallumból áll.

3.3. Álĺıtás. A Cantor halmaz Hausdorff-entrópiája

ψEpCq �
1

2
.
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A bizonýıtáshoz először egy lemmát látunk be.

3.4. Lemma. A Cantor-halmaz δ-entrópiája tetszőleges pozit́ıv δ esetén

EpC, δq � 2mintkPN|δ¥3�ku.

Bizonýıtás. Legyen K � mintk P N | δ ¥ 3�ku. A CK halmazcsalád 2K darab 3�K

hosszú intervallumból áll, amelyek uniója fedi CK-t. Mivel δ ¥ 3�K és C � CK , a CK
halmazcsalád a Cantor-halmaz δ-fedése. Tehát EpC, δq ¤ 2K .

Ha K � 0, akkor 2K � 1 ¤ EpC, δq mindig teljesül. Tegyük fel, hogy K ¡ 0. Legyen
J1, J2 P CK�1, ekkor J1 � J2 esetén mint}x1 � x2} | x1 P J1, x2 P J2u ¥ 3�pK�1q ¡ δ, ı́gy
minden fedő halmaz legfeljebb egyetlen CK�1-beli intervallumba metsz bele. Ha J P CK�1,
akkor min J,max J P C, ı́gy dpJq � 3�pK�1q ¡ δ miatt legalább két fedő halmaz szükséges
J intervallum C-beli részének fedéséhez. Tehát minden J P CK�1 intervallumhoz két fedő
halmaz kell, és különböző J-k esetén a fedő halmazok is különbözők, ezért legalább 2�2K�1

darab fedő halmazra van szükség, vagyis EpC, δq ¥ 2K .

Ebből tetszőleges k-ra δ � 3�k választással rögtön adódik az alábbi következmény.

3.5. Következmény. Minden k P N esetén EpC, 3�kq � 2k.

Ezt felhasználva belátjuk a 3.3. Álĺıtást.

Bizonýıtás. Először belátjuk, hogy

lim
δÑ0�

inf

#¸
iPI

1

EpC, dpUiqq

����tUiuiPI P Cpδq

+
¤

1

2
.

Ehhez minden pozit́ıv δ és minden pozit́ıv ε   1 esetén megadunk egy olyan tUiuiPI P Cpδq

fedést, amelyre ¸
iPI

1

EpC, dpUiqq
 

1

2
� ε.

Legyen Nδ P N olyan, hogy 3�Nδ   δ, és ehhez Nδ,ε P N olyan, hogy 2Nδ

2
Nδ,ε

  ε. Továbbá

legyen minden J P CNδ
intervallumhoz UJ1 � rmin J,min J � 3�Nδ,εs, UJ2 � rmin J �

3�Nδ,ε ,max Js. Ekkor tUJ1 , UJ2u a J intervallum δ-fedése. A 3.4. Lemma szerint

EpC, dpUJ1qq � EpC, 3�Nδ,εq � 2Nδ,ε .

A 2Nδ

2
Nδ,ε

  ε egyenlőtlenség miatt Nδ   Nδ,ε, és ı́gy 3�Nδ,ε ¤ 1
3
� 3�Nδ . Ezt felhasználva

dpUJ2q � 3�Nδ � 3�Nδ,ε ¥ 2
3
� 3�Nδ ¡ 1

3
� 3�Nδ � 3�pNδ�1q. Emellett dpUJ2q   3�Nδ , ı́gy

mintk P N | δ ¥ 3�ku � Nδ � 1, tehát a 3.4. Lemma szerint

EpC, dpUJ2qq � 2Nδ�1.
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Ha I � tJ1 | J P CNδ
u Y tJ2 | J P CNδ

u, akkor tUiuiPI P Cpδq a Cantor-halmaz δ-fedése, és
erre ¸

iPI

1

EpC, dpUiqq
�

¸
JPCNδ

�
1

EpC, dpUJ1qq
�

1

EpC, dpUJ2qq



,

hiszen csupán a tagok sorrendjét változattuk meg az összegben. Tehát¸
iPI

1

EpC, dpUiqq
� 2Nδ �

�
1

2Nδ,ε
�

1

2Nδ�1



 

1

2
� ε.

Ezután belátjuk, hogy

lim
δÑ0�

inf

#¸
iPI

1

EpC, dpUiqq

����tUiuiPI P Cpδq

+
¥

1

2
.

Ehhez azt fogjuk megmutatni, hogy minden pozit́ıv δ és minden tUiuiPI P Cpδq fedés esetén¸
iPI

1

EpC, dpUiqq
¥

1

2
.

Minden i P I esetén legyen Ki � mintk P N | dpUiq ¥ 3�ku, ekkor EpC, dpUiqq � 2Ki .
Ha J1, J2 P CKi�1 és J1 � J2, akkor min t}x1 � x2} | x1 P J1, x2 P J2u ¥ 3�pKi�1q, és mivel
dpUiq   3�pKi�1q, az Ui halmaz legfeljebb egyetlen CKi�1-beli intervallumba metsz bele,
legyen ez Vi. Mivel Vi X C fedhető két CKi

-beli intervallummal, a Vi X C halmaz Ui által
fedett része is fedhető ezzel a két intervallummal, legyenek ezek Vi,1, Vi,2. Ekkor

C � C X

�¤
iPI

Ui

�
�
¤
iPI

pUi X Cq �
¤
iPI

pUi X Vi X Cq �

�
¤
iPI

pVi,1 Y Vi,2q X C �
¤

pi,jqPI�t1,2u

pVi,j X Cq .

Legyen ν a szokásos valósźınűségi mérték a Cantor-halmazon: minden J P Ck intervallum-
ra νpJXCq � 2�k, ekkor νpCq � 1 és ν addit́ıv relat́ıv külső mérték az tHuY

�
kPNtJXC |

J P Cku félgyűrűn, ı́gy a Carathéodory-tétel szerint ν egyértelműen kiterjed a félgyűrű által
generált σ-algebrára.

A Vi,j X C halmazok ν-mérhetők, és minden i P I esetén

νpVi,1 X Cq � νpVi,2 X Cq � 2�Ki �
1

EpC, dpUiqq
.

Tehát

1 � νpCq � ν

�
� ¤

pi,jqPI�t1,2u

pVi,j X Cq

�

¤

¸
iPI

νpVi,1XCq�
¸
iPI

νpVi,2XCq � 2�
¸
iPI

1

EpC, dpUiqq
,

és ı́gy
1

2
¤
¸
iPI

1

EpC, dpUiqq
.
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3.3. Cantor-szimplexek Rn-ben

Megvizsgáljuk a Cantor-halmaz egy Rn-beli általánośıtását.

3.1. Defińıció. Ha d pozit́ıv valós szám, tx1, . . . , xku � Rn és tetszőleges i, j P t1, . . . , ku,
i � j indexek esetén }xi � xj} � d, akkor az x1, . . . , xk pontok konvex burkát k csúcsú, d
élhosszú reguláris szimplexnek nevezzük. A szimplex csúcsai az x1, . . . , xk pontok.

A defińıcióból rögtön következik, hogy a k csúcsú d élhosszú reguláris szimplex átmérője
d, továbbá n szerinti teljes indukcióval könnyen belátható, hogy Rn-ben minden pozit́ıv
d-re van n� 1 csúcsú, d élhosszú reguláris szimplex.

Az alábbi egy saját defińıció az Rn-beli n� 1 csúcsú Cantor-szimplexre.

3.2. Defińıció. Legyen C0 � Rn egy n � 1 csúcsú, 1 élhosszú reguláris szimplex, amely
csúcsai az x1, . . . , xn�1 pontok. Legyen minden k pozit́ıv egészre

Ck �
n�1¤
j�1

�
1

3
Ck�1 �

2

3
xj



.

Ekkor az n� 1 csúcsú Cantor-szimplex

C �
£
kPN

Ck.

A konstrukció lényege, hogy minden lépésben 1
3
-szorosára kicsinýıtjük a halmazt, majd

ennek egy-egy példányát eltoljuk az eredeti szimplex minden csúcsába.

Jelölje Ck a Ck halmaz összefüggőségi komponenseinek halmazát, ekkor a Ck halmaz pn�
1qk darab n� 1 csúcsú, 3�k élhosszú reguláris szimplexből áll.

A fenti terminológiával a triadikus Cantor-halmaz kétcsúcsú Cantor-szimplex. Az alábbi
ábrán a śıkbeli, 3 csúcsú Cantor-szimplex konstrukciójának első néhány lépése látható.

C0 C1 C2 C3 C4

1. ábra. A śıkbeli Cantor-szimplex konstrukciója.

Az n � 1 csúcsú Cantor-szimplex nemüres, kompakt és Lebesgue-nullmértékű. Alább
meghatározzuk az n� 1 csúcsú Cantor-szimplex Hausdorff-entrópiáját.
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3.6. Álĺıtás. Az n� 1 csúcsú Cantor-szimplex Hausdorff-entrópiája

ψEpCq �
1

n� 1
.

Bizonýıtás. Jelöljék x0, . . . , xn a C0 szimplex csúcsait. A Hausdorff-entrópia eltolásin-
varianciája miatt az általánosság megszoŕıtása nélkül feltehető, hogy x0 � p0, . . . , 0q P Rn.
Ekkor }x1} � � � � � }xn} � 1.

Először azt mutatjuk meg, hogy ham tetszőleges pozit́ıv egész és U � p1� 3�mqC0, akkor
a Cm halmaz nm darab olyan szimplexet tartalmaz, amelyet U nem fed le. Az alábbi ábra
az n � 2, m � 3 esetet illusztrálja. A szürke háromszög felel meg az U szimplexnek.

x0 x1

x2

2. ábra. Fedés az U szimplexszel.

Minden Z P Cm szimplexhez van olyan fZ : t1, . . . ,mu Ñ t0, . . . , nu hozzárendelés, amely-
re

Z �
1

3

�
. . .

�
1

3

�
1

3
C0 �

2

3
xfZp1q



�

2

3
xfZp2q



� . . .



�

2

3
xfZpmq �

� 3�mC0 � 2 �
m�1̧

j�0

3j�mxfZpj�1q � 3�mC0 � uZ .

Az fZ függvény és a Z szimplex kölcsönösen egyértelműen meghatározzák egymást.

Jelölje convpHq a H halmaz konvex burkát. Ha c P 3�mC0 � 3�m convpx0, . . . , xnq, akkor
a c pontot az x0, . . . , xn vektorok lineáris kombinációjaként feĺırva minden együttható
nemnegat́ıv és összegük 3�m. Továbbá a fenti egyenletben az xfZp1q, . . . , xfZpmq vektorok
együtthatóinak összege

2

�
m�1̧

j�0

3j�m

�
� 2 � 3�m

m�1̧

j�0

3j � 2 � 3�m3m � 1

3� 1
� 1� 3�m,
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vagyis Z � convpx0, . . . , xnq � C0.

Mivel x0 a nullvektor, uZ az x1, . . . , xn vektorok nemnegat́ıv együtthatós lineáris kom-
binációja, ı́gy van olyan r nemnegat́ıv valós szám és u P convpx1, . . . , xnq vektor, hogy
uZ � ru. Ekkor uZ P convpx0, rx1, . . . , rxnq.

Továbbá mint3j�m | j P t0, . . . ,m�1uu � 30�m, ezért ha fZ felveszi a 0 értéket, akkor uZ
defińıciójában az x1, . . . , xn vektorok együtthatóinak összege legfeljebb 1�3�m�3�m � 1�
2 �3�m. Emiatt r ¤ 1�2 �3�m, és ı́gy uZ P conv px0, p1� 2 � 3�mqx1, . . . , p1� 2 � 3�mqxnq.

A 3�mC0 szimplex tartalmazza az origót, ezért uZ P Z. Tehát dpZq � 3�m és }x1} �
� � � � }xn} � 1 miatt Z � conv px0, p1� 3�mqx1, . . . , p1� 3�mqxnq.

Az U szimplex csúcsai éppen az origó és az p1� 3�mqx1, . . . , p1� 3�mqxn pontok, ı́gy
Z � U .

Ha az fZ sehol sem nulla, akkor uZ defińıciójában az x1, . . . , xn vektorok együtthatóinak
összege 1�3�m, ezért c P 3�m convpx1, . . . , xnq � 3�mC0 esetén c�uZ P convpx1, . . . , xnq.
Ekkor c� uZ P ZzU , tehát U nem fedi le a Z szimplexet.

Mivel az t1, . . . ,mu Ñ t1, . . . , nu függvények száma nm, a Cm halmaz valóban nm darab
olyan szimplexet tartalmaz, amelyet U nem fed le.

Ezt felhasználva belátjuk a ψEpCq ¤
1

n�1
irányt.

Legyen ε   1 pozit́ıv szám. Minden pozit́ıv δ-hoz megadunk egy olyan tUiuiPI P Cpδq

fedést, amelyre ¸
iPI

1

EpC, dpUiqq
 

1

n� 1
� ε.

Legyen N P N olyan, hogy 3�N ¤ δ, és ehhez Nε ¡ N olyan pozit́ıv egész, amelyre

pn� 1qN �
�

n
n�1

�Nε
  ε. Továbbá legyen S P CN tetszőleges szimplex.

Vegyük észre, hogy az S X CNε halmaz feĺırható 3�NCNε�N � uS alakban, ahol uS P
convpx0, . . . , xnq. Ezt az alábbi ábrák szemléltetik.

CN CNε�N

x0 x1

x2

x0 x1

x2

S

3. ábra. Az S szimplex és a CNε�N halmaz.
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CNε

x0 x1

x2

S X CNε

4. ábra. Az S X CNε halmaz mint CNε�N kicsinýıtett eltoltja.

Tehát S X CNε � 3�NCNε�N � uS.

Legyen U �
�
1� 3N�Nε

�
C0, és minden S P CN szimplexhez legyen

UpS,0q � 3�NU � uS.

A CNε�N halmaz szimplexei között nNε�N darab olyan van, amelyet U nem fed le, és
emiatt az S X CNε � 3�NCNε�N � uS halmaz szimplexei között nNε�N darab olyan van,
amelyet az UpS,0q � 3�NU � uS halmaz nem fed le. Legyenek az UpS,0q által nem fedett,
S X CNε-beli szimplexek UpS,jq, ahol j P t1, . . . , n

Nε�Nu.

Ekkor tUpS,jq | j P t0, . . . , n
Nε�Nuu az S szimplex δ-fedése, és ı́gy I � tpS, jq | S P CN , j P

t0, . . . , nNε�Nuu esetén tUiuiPI P Cpδq az n� 1 csúcsú Cantor-szimplex δ-fedése.

Megmutatjuk, hogy E
�
C, 3�Nε

�
� pn�1qNε . A CNε halmaz pn�1qNε darab 3�Nε átmérőjű

szimplexből áll és C �
�

CNε , ezért E
�
C, 3�Nε

�
¤ pn � 1qNε . A CNε-beli szimplexek

egymás eltoltjai, vagyis alkalmas választással valamely T szimplexre és ttj P Rn | j P
t1, . . . , pn�1qNεuu pontokra CNε � tT � tj | j P t1, . . . , pn�1qNεuu. Jelölje t0 a T szimplex
egyik csúcsát, ekkor a tt0 � tj | j P t1, . . . , pn � 1qNεuu halmaz pn � 1qNε darab pontot
tartalmaz, amelyek közül bármely kettő távolsága több 3�Nε-nál, ı́gy C ezen pontjai csak
külön fedő halmazokkal fedhetők. Vagyis E

�
C, 3�Nε

�
¥ pn� 1qNε .

Ezután megmutatjuk, hogy EpC, 3�N � 3�Nεq � pn � 1qN�1. Mivel Nε ¡ N , azt kapjuk,
hogy 3�N � 3�Nε � 3�N

�
1� 3N�Nε

�
¡ 0. Ha az S P CN szimplex csúcsai az s1, . . . , sn�1

pontok, akkor  �
1� 3N�Nε

�
S � 3N�Nεsj | j P t1, . . . , n� 1u

(
fedi S-t. Tehát a CN halmaz pn � 1qN darab szimplexének bármelyike fedhető n � 1
darab 3�N �

�
1� 3N�Nε

�
� 3�N � 3�Nε átmérőjű szimplexszel, ı́gy EpC, 3�N � 3�Nεq ¤

pn� 1qN�1. Az tS csúcsa | S P CNu halmaz pn� 1qN�1 darab pontot tartalmaz, amelyek
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közül bármely kettő távolsága legalább 3�N ¡ 3�N � 3�Nε , ı́gy C ezen pontjai csak külön
fedő halmazokkal fedhetők. Emiatt EpC, 3�N � 3�Nεq ¥ pn� 1qN�1.

Ekkor ¸
iPI

1

EpC, dpUiqq
�

¸
SPCN

�
1

EpC, dpUS0qq
�

nNε�N¸
j�1

1

EpC, dpUSj
qq

�
�

�
¸

SPCN

�
1

EpC, 3�N � 3�Nεq
�

nNε�N¸
j�1

1

EpC, 3�Nεq

�
�

� pn� 1qN
�

1

pn� 1qN�1
�

nNε�N

pn� 1qNε



�

1

n� 1
� pn� 1qN

nNε�N

pn� 1qNε
 

 
1

n� 1
� pn� 1qN

�
n

n� 1


Nε

 
1

n� 1
� ε.

Ezután belátjuk a ψEpCq ¥
1

n�1
irányt. Ehhez megmutatjuk, hogy minden pozit́ıv δ-ra

tetszőleges tUiuiPI P Cpδq fedés esetén

¸
iPI

1

EpC, dpUiqq
¥

1

n� 1
.

Legyen minden i P I indexre Ni � mintk P N | dpUiq ¥ 3�ku. Ekkor dpUiq   3�pNi�1q,
ı́gy Ui legfeljebb egyetlen CNi�1-beli szimplexbe metsz bele, legyen ez Vi. Mivel Vi X C
fedhető n� 1 darab CNi

-beli szimplexszel, a C halmaz Ui-vel fedett része is fedhető velük,
legyenek ezek Vi,1, . . . , Vi,n�1. Ekkor tehát

C � C X

�¤
iPI

Ui

�
�
¤
iPI

pC X Uiq �
¤
iPI

pC X Viq �

�
¤
iPI

�
C X

�
n�1¤
j�1

Vi,j

��
�
¤
iPI

n�1¤
j�1

pVi,j X Cq.

Továbbá dpUiq ¥ 3�Ni , és a C halmazt fedi a CNi
halmaz 3Ni darab 3�Ni átmérőjű szimp-

lexe, ı́gy EpC, dpUiqq ¤ 3Ni .

Definiálunk egy ν valósźınűségi mértéket az n � 1 csúcsú Cantor-szimplexen. Legyen
M � tHu Y

�
kPNtS X C | S P Cku, ekkor M félgyűrű. Legyen νpHq � 0 és minden

k pozit́ıv egészre tetszőleges S P Ck esetén νpS X Cq � pn � 1q�k. Tehát ν addit́ıv
relat́ıv külső mérték az M félgyűrűn, és ı́gy a Carathéodory-féle kiterjesztési tétel szerint
ν egyértelműen terjed ki mértékké az M által generált σ-algebrán. Ekkor

1 � νpCq � ν

�¤
iPI

n�1¤
j�1

pVi,j X Cq

�
¤
¸
iPI

�
pn� 1q � 3�Ni

�
¤ pn� 1q

¸
iPI

1

EpC, dpUiqq
,

amiből rögtön következik, hogy 1
n�1

¤
°

iPI
1

EpC,dpUiqq
.
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3.4. Megszámlálható halmazok

Eddig csak olyan halmazokra láttunk példát, amelyek Hausdorff-entrópiája pozit́ıv. Vi-
szont a Hausdorff-entrópia nulla is lehet: minden korlátos, megszámlálhatóan végtelen
számosságú halmazra ψE � 0.

3.7. Álĺıtás. Legyen K � Rn korlátos és |K| � ℵ0. Ekkor K Hausdorff-entrópiája

ψEpKq � 0.

Bizonýıtás. Legyen K � tak | k P Nu, ahol j1 � j2 esetén aj1 � aj2 . Minden pozit́ıv ε és
δ esetén megadunk egy olyan tUiuiPI P Kpδq fedést, amelyre

¸
iPI

1

EpK, dpUiqq
  ε.

Legyen I � N és k P N esetén Uk � Bpak, dkq, ahol a dk sugarakat a következőképpen
választjuk. Legyen m P N olyan, hogy 2�pm�1q   ε, és legyen

dk �
1

3
�min

� 
}aj1 � aj2} | j1   j2 ¤ 2m�k

(
Y tδu

�
.

Ekkor 0   dpUkq   δ, tehát tUkukPN P Kpδq, továbbá egy dpUkq átmérőjű halmaz legfeljebb
egyet fed le K első 2m�k pontja közül, ı́gy legalább 2m�k darab fedő halmazra van szükség,
vagyis EpK, dpUkqq ¥ 2m�k. Ekkor pedig

¸
kPN

1

EpK, dpUkqq
¤

¸
kPN

1

2m�k
� 2�pm�1q   ε.

Vagyis minden pozit́ıv ε esetén

0 ¤ ψEpKq � lim
δÑ0�

inf

#¸
iPI

1

EpK, dpUiqq
| tUiuiPI P Kpδq

+
¤ ε,

és emiatt ψEpKq � 0.
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4. A legvékonyabb fedés sűrűsége

Ebben a fejezetben definiáljuk Rn egy tetszőleges halmaz eltoltjaival való legvékonyabb
fedésének sűrűségét, továbbá bemutatjuk a sűrűség alapvető tulajdonságait és megadunk
néhány különböző képletet a meghatározásához.

4.1. Defińıciók

Legyen pRn, }.}q az n-dimenziós euklideszi tér és I megszámlálható indexhalmaz.

4.1. Defińıció. Ha K � Rn és léteznek Rn pontjai taiuiPI , amelyekre

Rn �
¤
iPI

K � ai,

akkor Rn fedhetőK eltoltjaival. Ekkor aK eltoltjaival való fedések halmazát jelölje UpKq,
azaz

UpKq �

#
tK � aiuiPI

����Rn �
¤
iPI

K � ai

+
.

Megmutatjuk, hogy konvex, pozit́ıv Lebesgue-mértékűK esetén Rn fedhetőK eltoltjaival.

4.1. Álĺıtás. Legyen K � Rn konvex, pozit́ıv Lebesgue-mértékű. Ekkor UpKq � H.

Bizonýıtás. A K halmazt nem tartalmazhatja n � 1 dimenziós hiperśık, hiszen minden
n � 1 dimenziós hiperśık Lebesgue-nullmértékű. Tehát vannak olyan K-beli x1, . . . , xn
pontok, amelyek nem esnek egy n� 1 dimenziós hiperśıkba. Legyen

P �

#
ņ

k�1

λkxk

����
ņ

k�1

λk � 1, minden i-re λi ¥ 0

+
.

Ekkor P véges sok nýılt féltér metszete, tehár nýılt halmaz, és K konvexitása miatt
P � K. Mivel a tP � yuyPRn halmazcsalád Rn nýılt fedése és az pRn, }.}q tér M2 tér, a
Lindelöf-tétel szerint létezik megszámlálható részfedés, legyen ez tP � yiuiPI . Ekkor pedig
P � K miatt

Rn �
¤
iPI

P � yi �
¤
iPI

K � yi.

Ezután definiáljuk a K halmaz eltoltjaival való legvékonyabb fedés sűrűségét.

Legyen minden pozit́ıv s-re Ws � Rn az origó középpontú,
”
balról zárt, jobbról nýılt”,

tengelypárhuzamos élű és 2s élhosszúságú kocka, azaz

Ws �
n¹

j�1

r�s, sq.

Továbbá jelölje λ az n-dimenziós Lebesgue-mértéket.
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4.2. Defińıció. Legyen K � Rn konvex, pozit́ıv Lebesgue-mértékű halmaz. Ekkor Rn a
K halmaz eltoltjaival való legvékonyabb (avagy leggazdaságosabb) fedésének sűrűsége

ϑpKq � inf
tK�aiuiPIPUpKq

lim inf
sÑ8

1

λpWsq

¸
K�ai�Ws

λpK � aiq.

Vegyük észre, hogy ha K nem korlátos, akkor ϑpKq � 0, hiszen tetszőleges tK � aiuiPI P
UpKq fedés és s pozit́ıv valós szám eseténWs nem tartalmazzaK semelyik eltoltját, vagyis
az összeg minden tagja 0. Azonban korlátos K esetén a K-val való legvékonyabb fedés
sűrűsége mindig legalább 1.

4.2. Álĺıtás. Legyen K � Rn korlátos, konvex, pozit́ıv Lebesgue-mértékű halmaz. Ekkor
ϑpKq ¥ 1.

Bizonýıtás. Legyen tK � aiuiPI P UpKq és s ¡ 3dpKq. A K halmaz eltoltjai fedik Rn-t,
ı́gy

n¹
k�1

�
� ps� dpKqq, s� dpKq

�
�
¤
iPI

K � ai.

Ha K � ai X
±n

k�1

�
� ps� dpKqq, s� dpKq

�
� H, akkor K � ai � Ws, ezért

¤
K�ai�Ws

K � ai �
n¹

k�1

�
� ps� dpKqq, s� dpKq

�
.

Emiatt pedig

¸
K�ai�Ws

λpK � aiq ¥ λ

�
n¹

k�1

�
� ps� dpKqq, s� dpKq

��
� p2s� 2dpKqqn.

Ebből s-sel végtelenhez tartva

lim inf
sÑ8

1

λpWsq

¸
K�ai�Ws

λpK � aiq ¥ lim inf
sÑ8

p2s� 2dpKqqn

p2sqn
� 1,

majd infimumot véve ϑpKq ¥ inftK�aiuiPIPUpKq 1 � 1.

Korlátos K esetén az is teljesül, hogy a legvékonyabb fedés sűrűsége véges.

4.3. Álĺıtás. Legyen K � Rn korlátos, konvex, pozit́ıv Lebesgue-mértékű halmaz. Ekkor
ϑpKq   8.

Bizonýıtás. Megadunk egy olyan tK�aiuiPI P UpKq fedést és ehhez egy pskqkPN végtelen-
hez divergáló sorozatot, hogy limkÑ8

1
Wsk

°
K�ai�Wsk

λpK � aiq   8.

A 4.1. Álĺıtás bizonýıtásában láttuk, hogy K-nak van nýılt részhalmaza, ı́gy van olyan
tengelypárhuzamos élű, zárt kocka F , amelyre F � K. Ekkor van olyan x P Rn pont és r
pozit́ıv szám, hogy F � x �

±n
j�1r�r, rs.
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Legyen az indexhalmaz I � 2r � Zn � tp2rxjq
n
j�1 | x1, . . . , xn P Zu. Ekkor Rn �

�
iPIpF �

xq � i �
�

iPI K � px � iq, vagyis ai � x � i választással valóban fedést adtunk meg K
eltoltjaival. Továbbá legyen sk � p2k � 1qr, ekkor λpWskq � p2p2k � 1qrqn. Ha i R Wsk ,
akkor i P pF � xq � i � K � ai miatt a Wsk kocka nem tartalmazza a K � ai halmazt.
Mivel |I XWsk | � p2kqn, a Wsk kocka legfeljebb p2kqn darab fedő halmazt tartalmaz, ı́gy

1

λpWsq

¸
K�ai�Ws

λpK � aiq �
1

p2p2k � 1qrqn
p2kqnλpKq �

�
k

2k � 1


n
λpKq

rn
.

Ekkor pedig limkÑ8

�
k

2k�1

�n λpKq
rn

� λpKq
p2rqn

  8, hiszen K korlátos.

A következő álĺıtásban megmutatjuk, hogy egy tetszőleges tengelypárhuzamos kocka el-
toltjaival való legvékonyabb fedés sűrűsége 1.

4.4. Álĺıtás. Legyen K �
±n

k�1 Ik, ahol minden k-ra p0, rq � Ik � r0, rs tetszőleges
intervallum valamely r pozit́ıv számra. Ekkor ϑpKq � 1.

Bár az álĺıtást csak olyan K kockára mondtuk ki, amelynek egyik csúcsa az origó és min-
den pontja pozit́ıv koordinátájú, ϑ eltolásinvarianciája miatt minden tengelypárhuzamos
kockára igaz.

Bizonýıtás. Megadunk egy olyan fedést K eltoltjaival, amelyre

lim inf
sÑ8

1

λpWsq

¸
K�ai�Ws

λpK � aiq ¤ 1.

Legyen az indexhalmaz I � r � Zn � tprxjq
n
j�1 | x1, . . . , xn P Zu és minden i P I-re

ai � pai,jq
n
j�1 �

�
ij � sgnpijq � r

ij¸
m�1

1

2m

�n

j�1

,

ahol ij az i P I pont j-edik koordinátáját jelöli. Vagyis szemléletesen úgy kapjuk meg
a fedést, hogy az r hosszú rácsközű kockarács minden kockájába belehelyezzük K egy
eltoltját, majd azt kicsivel az eredeti K felé toljuk, hogy a szomszédos eltoltak messék
egymást.

Legyen továbbá sk � rk. Tetszőleges k-ra r
°k

m�1
1
2m

  r, ı́gy

¤
iPr�t�k,...,kun

K � ai �
n¹

j�1

�
�rpk � 1q � r

ķ

m�1

1

2m
, rpk � 1q � r

ķ

m�1

1

2m

�
�

�
n¹

j�1

r�rk, rkq � Wsk .

Tehát minden k-ra
�

iPI K � ai � Wsk , ezért
�

iPI K � ai � Rn, vagyis valóban fedést
adtunk meg. Továbbá

¤
iPr�t�k,...,kun

K � ai �
n¹

j�1

�
�rpk � 1q � r

ķ

m�1

1

2m
, rpk � 1q � r

ķ

m�1

1

2m

�
�
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�
n¹

j�1

r�rpk � 1q, rpk � 1qq � Wsk�1
,

ı́gy i P r �t�k, . . . , kun esetén K�ai � Wsk�1
. Ha i P Izr �t�k, . . . , kun és x P K�ai, akkor

az x pont minden koordinátájának abszolútértéke legalább rpk � 1q �
°k

m�1
1
2m

, és mivel
K oldalhossza r, a K � ai eltoltnak van olyan pontja is, amely minden koordinátájának
abszolútértéke legalább rpk� 1q�

°k
m�1

1
2m
� 1 ¡ rpk� 1q. Vagyis ekkor a K�ai eltoltat

nem tartalmazza a Wsk�1
kocka. Tehát az pskqkPN sorozat mentén

1

λpWsk�1
q

¸
K�ai�Wsk�1

λpK � aiq �
p2k � 1qnrn

p2rpk � 1qqn
�

�
2k � 1

2k � 2


n

,

amiből k-val végtelenhez tartva

lim
kÑ8

1

λpWsk�1
q

¸
K�ai�Wsk�1

λpK � aiq � 1.

Vagyis találtunk olyan sorozatot, amely mentén a limesz 1, ı́gy

lim inf
sÑ8

1

λpWsq

¸
K�ai�Ws

λpK � aiq ¤ 1,

amiből ϑpKq ¤ 1. Mivel ϑ nem lehet 1-nél kisebb, ϑpKq � 1.

Ebből rögtön következik az alábbi.

4.5. Következmény. Minden korlátos, konvex, pozit́ıv Lebesgue-mértékű K � R hal-
mazra ϑpKq � 1.

Bizonýıtás. A számegyenes korlátos, konvex, pozit́ıv Lebesgue-mértékű részhalmazai ép-
pen a nem elfajuló intervallumok, azaz a kockák.

Az 5. Fejezetben be fogjuk bizonýıtani, hogy minden pozit́ıv Lebesgue-mértékű kompakt
K � Rn halmaz Hausdorff-entrópiája éppen a zárt egységgömbbel való legvékonyabb fedés
sűrűségének reciproka, azaz

ψEpKq �
1

ϑpBp0, 1qq
.

Korábban, a 3.1. fejezetben megemĺıtettük, hogy minden kompakt, pozit́ıv Lebesgue-
mértékű K � R halmaz Hausdorff-entrópiája 1. Ez a fenti összefüggést felhasználva
nyilvánvaló:

ψEpKq �
1

ϑpBp0, 1qq
�

1

ϑpr�1, 1sq
�

1

1
� 1

a 4.5. Következmény alapján.
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4.2. Különböző képletek a sűrűségre

A bizonýıtás során használni fogunk még néhány újabb képletet, amelyek szintén meg-
adják a legvékonyabb fedés sűrűségét.

4.6. Tétel. Legyen K � Rn kompakt, konvex, pozit́ıv Lebesgue-mértékű halmaz. Ekkor
Rn K halmaz eltoltjaival való legvékonyabb fedésének sűrűsége

ϑpKq � lim
δÑ0�

inf
tδK�aiuiPIPUpδKq

1

λpGq

¸
δK�aiXG�H

λpδK � aiq,

ahol G tetszőleges élhosszúságú, origó középpontú, tengelypárhuzamos élű nýılt kocka,
vagyis valamely s pozit́ıv számra G �

±n
j�1p�s, sq.

A tételt Soon-Mo Jung és Nam Doyun bizonýıtották [3] cikkükben. Ennek egy változata
az alábbi álĺıtás, melynek bizonýıtásához ezt az eredményt is felhasználjuk.

4.7. Álĺıtás. Legyen K � Rn kompakt, konvex, pozit́ıv Lebesgue-mértékű halmaz. Ekkor
Rn K halmaz eltoltjaival való legvékonyabb fedésének sűrűsége

ϑpKq � lim
δÑ0�

inf
tδK�aiuiPIPUpδKq

1

λpG1q

¸
δK�aiXG1�H

λpδK � aiq,

ahol G1 tetszőleges élhosszúságú, origó középpontú, tengelypárhuzamos élű zárt kocka,
vagyis valamely s pozit́ıv számra G1 �

±n
j�1r�s, ss.

A bizonýıtáshoz először egy lemmát látunk be.

4.8. Lemma. Legyen K � Rn konvex, pozit́ıv Lebesgue-mértékű és m pozit́ıv valós szám.
Ekkor

UpmKq � ttmpK � aiquiPI | tK � aiuiPI P UpKqu .

Bizonýıtás. Mivel Rn � mRn,

UpmKq �

#
tmK � biuiPI

���¤
iPI

mK � bi � Rn

+
�

#
tmK � biuiPI

���¤
iPI

K �
1

m
bi � Rn

+
.

Ebből ai �
1
m
bi jelöléssel UpmKq �

!
tmpK � aiquiPI

����iPI K � ai � Rn
)
.

Ezután belátjuk a 4.7. Álĺıtást.

Bizonýıtás. Legyen

fHpδq � inf
tδK�aiuiPIPUpδKq

1

λpHq

¸
δK�aiXH�H

λpδK � aiq,

ahol a H halmaz a G �
±n

j�1p�s, sq nýılt kocka vagy a G1 �
±n

j�1r�s, ss zárt kocka. Azt
kell megmutatnunk, hogy limδÑ0� fG1pδq � ϑpKq.
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Mivel tetszőleges pozit́ıv δ és tδK � aiuiPI P UpδKq fedés esetén

tδK � ai | δK � ai XG � Hu � tδK � ai | δK � ai XG1 � Hu ,

az fG1pδq képletében szereplő összeg nagyobb mint az fGpδq képletében, ı́gy fG ¤ fG1 .

Legyen pδkqkPN tetszőleges pozit́ıv tagú, nullához tartó sorozat. Azt fogjuk megmutatni,
hogy fG1pδkq ¤ fG

�
k

k�1
δk
�
�
�
k�1
k

�n
.

Legyen tδkK � aiuiPI P UpδkKq tetszőleges fedés. Ha δkK � ai belemetsz G1-be, akkor
k

k�1
pδkK � aiq belemetsz G1 belsejébe, azaz G-be, ı́gy

!
i P I

���δkK � ai XG1 � H
)
�

"
i P I

��� k

k � 1
pδkK � aiq XG � H

*
.

Továbbá λ
�

k
k�1

pδkK � aiq
�
�
�

k
k�1

�n
λpδkK � aiq, ezért

¸
k

k�1
pδkK�aiqXG�H

λ

�
k

k � 1
pδkK � aiq



¥

¸
δkK�aiXG1�H

λ

�
k

k � 1
pδkK � aiq



�

�
¸

δkK�aiXG1�H

�
k

k � 1


n

λpδkK � aiq �

�
k

k � 1


n ¸
δkK�aiXG1�H

λpδkK � aiq.

A 4.8. Lemma szerint Up k
k�1

δkKq � tt k
k�1

pδkK � aiquiPI | tδkK � aiuiPI P UpδkKqu. Így
a λpGq � λpG1q egyenlőséget felhasználva

fG

�
k

k � 1
δk



� inf

tδkK�aiuiPIPUpδkKq

1

λpGq

¸
k

k�1
pδkK�aiqXG�H

λ

�
k

k � 1
pδkK � aiq



¥

¥ inf
tδkK�aiuiPIPUpδkKq

1

λpGq

�
k

k � 1


n ¸
δkK�aiXG1�H

λpδkK � aiq �

�
k

k � 1


n

fG1pδkq,

amiből fG1pδkq ¤
�
k�1
k

�n
fG

�
k

k�1
δk
�
. Ekkor fG ¤ fG1 miatt

fGpδkq ¤ fG1pδkq ¤ fG

�
k

k � 1
δk



�

�
k � 1

k


n

,

ahol k-val végtelenhez tartva a két szélső kifejezés az 4.6. Tétel szerint ϑpKq-hoz tart,
ezért limkÑ8 fG1pδkq � ϑpKq. Ez tetszőleges pozit́ıv tagú, nullához tartó pδkqkPN sorozatra
teljesül, ı́gy limδÑ0� fG1pδq � ϑpKq.

Ebből azonnal kapjuk az alábbit.

4.9. Következmény. Legyen K � Rn kompakt, konvex, pozit́ıv Lebesgue-mértékű halmaz.
Ekkor Rn a K halmaz eltoltjaival való legvékonyabb fedésének sűrűsége

ϑpKq � lim
δÑ0�

inf
tδK�aiuiPIPUpδKq

1

λpHq

¸
δK�aiXH�H

λpδK � aiq,

ahol G � H � G1 tetszőleges halmaz.
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Bizonýıtás. Az előző bizonýıtás jelöléseit használva fG ¤ fH ¤ fG1 , amelyből rögtön
következik, hogy limδÑ0� fHpδq � ϑpKq.

Ezt felhasználva megmutatjuk, hogy δK � ai X H � H helyett δK � ai � H mentén
összegezve szintén helyes képletet kapunk.

4.10. Álĺıtás. Legyen K � Rn kompakt, konvex, pozit́ıv Lebesgue-mértékű halmaz. Ekkor
Rn a K halmaz eltoltjaival való legvékonyabb fedésének sűrűsége

ϑpKq � lim
δÑ0�

inf
tδK�aiuiPIPUpδKq

1

λpHq

¸
δK�ai�H

λpδK � aiq,

ahol H tetszőleges
±n

j�0p�s, sq � H �
±n

j�0r�s, ss halmaz és s tetszőleges pozit́ıv szám.

Bizonýıtás. Legyen

fXpδq � inf
tδK�aiuiPIPUpδKq

1

λpHq

¸
δK�aiXH�H

λpδK � aiq

és

f�pδq � inf
tδK�aiuiPIPUpδKq

1

λpHq

¸
δK�ai�H

λpδK � aiq.

Azt kell megmutatnunk, hogy limδÑ0� f�pδq � ϑpKq.

Mivel tetszőleges pozit́ıv δ és tδK � aiuiPI P UpδKq fedés esetén

tδK � ai | δK � ai � Hu � tδK � ai | δK � ai XH � Hu ,

az fXpδq képletében szereplő összeg nagyobb mint az f�pδq képletében, ı́gy f� ¤ fX.

Legyen pδkqkPN tetszőleges pozit́ıv tagú, nullához tartó sorozat. Azt fogjuk megmutatni,
hogy δk  

s
dpKq

esetén fXprkδkqprkq
�n ¤ f� pδkq, ahol

rk �
s� 1

k

s� δkdpKq
.

Legyen tδK � aiuiPI P UpδkKq tetszőleges fedés. Megmutatjuk, hogy rk pδkK � aiqXH �
H esetén δkK � ai � H.

Tegyük fel indirekt, hogy van olyan x P δkK � ai pont, amelyre x R H. Ekkor x-nek van
olyan xj koordinátája, amelyre |xj| ¥ s. Tetszőleges y P δkK � ai esetén a háromszög-
egyenlőtlenség szerint

|yj| ¥ |xj|� |xj � yj| ¥ s� δkdpKq,

amiből

|prkyqj| � rk|yj| ¥ rkps� δkdpKqq � s�
1

k
¡ s,

és ı́gy rky R H. Tehát ti P I | rkpδkK � aiq XH � Hu � ti P I | δkK � ai � Hu.
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Továbbá λprkpδkK � aiqq � prkq
nλpδkK � aiq, ı́gy¸

rkpδkK�aiqXH�H

λprkpδkK � aiqq ¤
¸

δkK�ai�H

prkq
nλpδkK � aiq.

Mivel a 4.8. Lemma szerint UprkδkKq � ttrkpδkK � aiquiPI | tδkK � aiuiPI P Upδkqu, a
következő egyenlőtlenséget kapjuk:

fXprkδkq � inf
tδkK�aiuiPIPUpδkKq

1

λpHq

¸
rkpδkK�aiqXH�H

λprkpδkK � aiqq ¤

¤ inf
tδkK�aiuiPIPUpδkKq

1

λpHq

¸
δkK�ai�H

prkq
nλpδkK � aiq � prkq

nf�pδkq,

amiből fXprkδkqprkq
�n ¤ f� pδkq. Ekkor f� ¤ fX miatt

fXprkδkqprkq
�n ¤ f�pδkq ¤ fXpδkq.

Mivel limkÑ8 rk � 1 és a 4.9. Következmény szerint limδÑ0� fXpδq � ϑpKq, a két szélső
kifejezés k-val végtelenhez tartva ϑpKq-hoz tart. Így limkÑ8 f�pδkq � ϑpKq, és mivel
ez tetszőleges pozit́ıv tagú, nullához tartó pδkqkPN sorozatra teljesül, limδÑ0� f�pδq �
ϑpKq.

Idáig olyan képletekkel adtuk meg a legvékonyabb fedés sűrűségét, amelyekben origó
középpontú kockákat használtunk. Azonban a sűrűség tetszőleges kocka seǵıtségével is
megadható.

4.11. Álĺıtás. Legyen K � Rn kompakt, konvex, pozit́ıv Lebesgue-mértékű halmaz. Ekkor
Rn a K halmaz eltoltjaival való legvékonyabb fedésének sűrűsége

ϑpKq � lim
δÑ0�

inf
tδK�aiuiPIPUpδKq

1

λpHq

¸
δK�ai�H

λpδK � aiq �

� lim
δÑ0�

inf
tδK�aiuiPIPUpδKq

1

λpHq

¸
δK�aiXH�H

λpδK � aiq

ahol H tetszőleges intF � H � F halmaz és F tetszőleges tengelypárhuzamos élű zárt
kocka.

Bizonýıtás. Legyen x P Rn az a pont, amelyre F � x origó középpontú kocka. Ekkor a
4.10. Álĺıtásból

ϑpKq � lim
δÑ0�

λpδKq

λpHq
inf

tδK�aiuiPIPUpδKq
|ti P I | δK � ai � H � xu| �

� lim
δÑ0�

λpδKq

λpHq
inf

tδK�aiuiPIPUpδKq
|ti P I | δK � pai � xq � Hu| �

� lim
δÑ0�

λpδKq

λpHq
inf

tδK�biuiPIPUpδKq
|ti P I | δK � bi � Hu| �
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� lim
δÑ0�

inf
tδK�aiuiPIPUpδKq

1

λpHq

¸
δK�ai�H

λpδK � aiq.

A másik képlet ugyańıgy levezethető a 4.9. Következményből.

Az utolsó észrevételünk a legvékonyabb fedés sűrűségének képletére vonatkozóan, hogy
ha minden ptδK � aiuiPI , Hq párhoz hozzárendelünk egy TtδK�aiuiPI ,H számot, amelyre

|ti P I | δK � ai � Hu| ¤ TtδK�aiuiPI ,H ¤ |ti P I | δK � ai XH � Hu|,

akkor

1

λpHq

¸
δK�ai�H

λpδK � aiq ¤
λpδKq

λpHq
TtδK�aiuiPI ,H ¤

1

λpHq

¸
δK�aiXH�H

λpδK � aiq,

és ı́gy infimumot véve, majd δ-val nullához tartva

ϑpKq � lim
δÑ0�

inf
tδK�aiuiPIPUpδKq

λpδKq

λpHq
TtδK�aiuiPI ,H .

A fejezetben bemutatott képleteket az alábbi álĺıtásban foglaljuk össze.

4.12. Álĺıtás. Legyen K � Rn kompakt, konvex, pozit́ıv Lebesgue-mértékű halmaz, legyen
F tengelypárhuzamos élű zárt kocka és legyen H tetszőleges intF � H � F halmaz.
Minden pozit́ıv δ-ra minden tδK�aiuiPI P UpδKq fedéshez rendeljünk hozzá egy TtδK�aiuiPI

számot, amelyre

|ti P I | δK � ai � Hu| ¤ TtδK�aiuiPI ¤ |ti P I | δK � ai XH � Hu|.

Ekkor Rn a K halmaz eltoltjaival való legvékonyabb fedésének sűrűsége

ϑpKq � lim
δÑ0�

λpδKq

λpHq
inf

tδK�aiuiPIPUpδKq
TtδK�aiuiPI .
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5. A két halmazfüggvény kapcsolata

A dolgozat hátralevő részében a Hausdorff-entrópia és Rn zárt egységgömb eltoltjaival
való legvékonyabb fedésének sűrűsége közötti kapcsolatot mutatjuk be, amelyről először
Ginkyu Choi, Soon-Mo Jung és Doyun Nam ı́rtak [1] cikkükben. Az alábbi tételt fogjuk
bebizonýıtani.

5.1. Tétel. Legyen K � Rn kompakt, pozit́ıv Lebesgue-mértékű halmaz. Ekkor

ψEpKq �
1

ϑpBp0, 1qq
.

A bizonýıtás alapjául Choi, Jung és Nam [1] cikke szolgált.

5.1. Lemmák

A tétel bizonýıtásához belátunk néhány lemmát. Először azt fogjuk megmutatni, hogy
tetszőleges pozit́ıv ε-ra minden K kompakt halmaz fedhető véges sok nýılt kockával
úgy, hogy a fedő kockák mértékeinek összege nem haladja meg ε-nál többel a K hal-
maz mértékét.

5.2. Lemma. Legyen K � Rn kompakt halmaz. Ekkor minden pozit́ıv ε-hoz létezik ten-
gelypárhuzamos élű nýılt kockák véges családja tGiu

m
i�1, hogy

K �
m¤
i�1

Gi és
m̧

i�1

λpGiq ¤ λpKq � ε.

Bizonýıtás. A Lebesgue-mérték regularitása miatt K-hoz létezik olyan Gε nýılt halmaz,
amelyre K � Gε és λpGεq ¤ λpKq � ε

2
. A Gε nýılt halmaz előáll megszámlálható sok

Fk egymásba nem nyúló, tengelypárhuzamos élű kocka uniójaként, vagyis Gε �
�

kPN Fk.
Legyen minden k P N-hez Gk olyan tengelypárhuzamos élű nýılt kocka, amelyre Fk � Gk

és λpGkq ¤ λpFkq �
ε

2k�2 .

Ekkor K �
�

kPNGk, ı́gy van véges sok olyan Gk1 , . . . , Gkm nýılt kocka, amelyre K ��m
i�1Gki . Továbbá

m̧

i�1

λpGkiq ¤
¸
kPN

λpGkq ¤
¸
kPN

�
λpFkq �

ε

2k�2

	
� λpGεq �

ε

2
¤ λpKq � 2 �

ε

2
.

A következő lemmában azt mutatjuk meg, hogy bár δ csökkenésével a δ-entrópia monoton
nő, δ-val nullához tartva kompakt, Lebesgue-nullmértékű halmaz esetén a δ-entrópia és a
δ-átmérőjű gömb Lebesgue-mértékének szorzata nullához tart.

5.3. Lemma. Legyen K � Rn kompakt, Lebesgue-nullmértékű halmaz. Ekkor

lim
δÑ0�

EpK, δq � λ

�
B

�
0,
δ

2




� 0.
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Bizonýıtás. Legyen ε tetszőleges pozit́ıv szám. Az 5.2. Lemma szerint léteznek olyan
tGju

m
j�1 tengelypárhuzamos élű nýılt kockák, amelyekre K �

�m
j�1Gj és

°m
j�1 λpGjq ¤

λpKq� ε � ε. Először azt fogjuk megmutatni, hogy ha δ kellően kicsi pozit́ıv szám, akkor
minden j-re

EpGj, δq ¤
λpGjq

λ
�
B
�
0, δ

2

�� � 2ϑpBp0, 1qq.
A 4.12. Álĺıtás szerint

ϑpBp0, 1qq � lim
δÑ0�

λpBp0, δqq

λpGjq
inf

tBpai,δquiPIPUpBp0,δqq
|ti P I | Bpai, δq XGj � Hu| �

� lim
δÑ0�

λ
�
B
�
0, δ

2

��
λpGjq

inf
tBpai, δ2quiPIPUpBp0,

δ
2qq

����
"
i P I

���B�
ai,

δ

2



XGj � H

* ����.
Minden

 
B
�
ai,

δ
2

�(
iPI

P U
�
B
�
0, δ

2

��
fedés fedi a Gj kockát is, ı́gy

inf
tBpai, δ2quiPIPUpBp0,

δ
2qq

����
"
i P I

���B�
ai,

δ

2



XGj � H

* ���� ¥

¥ min

#
k P N | Dx1, . . . , xk P Rn, amelyekre Gj �

k¤
j�1

B

�
xi,

δ

2


+
.

Továbbá a Gj kocka δ-entrópiája felülről becsülhető azzal a minimális k-val, amelyre Gj

fedhető a B
�
0, δ

2

�
gömb k darab eltoltjával, vagyis

EpGj, δq ¤ min

#
k P N | Dx1, . . . , xk P Rn, melyekre Gj �

k¤
i�1

B

�
xi,

δ

2


+
.

Tehát

ϑpBp0, 1qq ¥ lim
δÑ0�

λ
�
B
�
0, δ

2

��
λpGjq

min

#
k P N | Dx1, . . . , xk P Rn, hogy Gj �

k¤
j�1

B

�
xi,

δ

2


+

¥ lim
δÑ0�

λ
�
B
�
0, δ

2

��
λpGjq

EpGj, δq,

vagyis kellően kis δ-ra
λpBp0, δ2qq

λpGjq
EpGj, δq ¤ 2ϑpBp0, 1qq teljesül, és ı́gy EpGj, δq ¤

λpGjq

λpBp0, δ2qq
�

2ϑpBp0, 1qq.

Mivel K �
�m

j�1Gj, a Gj halmazok tetszőleges fedéseinek uniója fedi a K halmazt, ı́gy
EpK, δq ¤

°m
j�1EpGj, δq. Ezt behelyetteśıtve kellően kis δ-ra

EpK, δq � λ

�
B

�
0,
δ

2




¤ λ

�
B

�
0,
δ

2



 m̧

j�1

EpGj, δq ¤
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λ

�
B

�
0,
δ

2



 m̧

j�1

λpGjq

λ
�
B
�
0, δ

2

�� � 2ϑpBp0, 1qq � 2ϑpBp0, 1qq
m̧

j�1

λpGjq ¤ 2ϑpBp0, 1qqε,

hiszen a tGju
m
j�1 fedő kockákat ı́gy választottuk. Tehát minden pozit́ıv ε-ra

lim sup
δÑ0�

EpK, δq � λ

�
B

�
0,
δ

2




¤ 2ϑpBp0, 1qqε,

és a 4.3. Álĺıtás szerint ϑpBp0, 1qq   8, ı́gy lim supδÑ0�EpK, δq � λ
�
B
�
0, δ

2

��
� 0. Ebből

pedig limδÑ0�EpK, δq � λ
�
B
�
0, δ

2

��
� 0.

Felidézünk egy további tételt, amelyre szükségünk lesz.

5.4. Tétel (Vitali-féle fedési tétel, [4]). Legyen A � Rn tetszőleges halmaz, továbbá ε
és δ tetszőleges pozit́ıv számok. Ekkor léteznek olyan tBiuiPI diszjunkt, zárt, legfeljebb δ
átmérőjű gömbök, amelyekre

λ

�
Az

¤
iPI

Bi

�
� 0 és

¸
iPI

λpBiq ¤ λpAq � ε,

ahol λ a Lebesgue-féle külső mértéket jelöli.

5.2. A bizonýıtás

Bebizonýıtjuk az 5.1. Tételt, vagyis hogy minden K � Rn kompakt, pozit́ıv Lebesgue-
mértékű halmaz esetén ψEpKq �

1
ϑpBp0,1qq

.

Bizonýıtás. Először a ψEpKq ¥
1

ϑpBp0,1qq
irányt látjuk be, ehhez azt fogjuk megmutatni,

hogy tetszőleges pozit́ıv ε esetén

ψEpKq ¥
λpKq

pλpKq � εq
�
ϑpBp0, 1qq � ε

� .
Legyen ε tetszőleges pozit́ıv szám. Az 5.2. Lemma szerint vannak olyan tGju

m
j�1 ten-

gelypárhuzamos élű nýılt kockák, amelyekre K �
�m

j�1Gj és
°m

j�1 λpGjq ¤ λpKq � ε.
Ekkor

EpK, δq ¤
m̧

j�1

E pGj, δq ¤
m̧

j�1

inf
tBpai, δ2 quiPIPUpBp0,

δ
2qq

¸
Bpai, δ2qXGj�H

1 �

�
m̧

j�1

λpGjq

λ
�
B
�
0, δ

2

�� inf
tBpai, δ2 quiPIPUpBp0,

δ
2qq

1

λpGjq

¸
Bpai, δ2qXGj�H

λ

�
B

�
ai,

δ

2




.

A 4.11. Álĺıtás szerint minden j-re

ϑ
�
Bp0, 1q

�
� lim

δÑ0�
inf

tBpai, δ2quiPIPUpBp0,
δ
2qq

1

λpGjq

¸
Bpai, δ2qXGj�H

λ

�
B

�
ai,

δ

2




,
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ezért van olyan δ�, hogy minden pozit́ıv δ   δ� esetén minden j-re

inf
tBpai, δ2 quiPIPUpBp0,

δ
2qq

1

λpGjq

¸
Bpai, δ2qXGj�H

λ

�
B

�
ai,

δ

2




  ϑ

�
Bp0, 1q

�
� ε.

Tehát δ   δ� esetén

EpK, δq  
m̧

j�1

λpGjq

λ
�
B
�
0, δ

2

�� �ϑ �Bp0, 1q�� ε
�
¤
pλpKq � εq

�
ϑ
�
Bp0, 1q

�
� ε

�
λ
�
B
�
0, δ

2

�� ,

hiszen a tGju
m
j�1 kockákat úgy választottuk, hogy

°m
j�1 λpGjq ¤ λpKq�ε teljesüljön. Ezt

felhasználva alulról becsüljük ψEpKq-t.

ψEpKq � lim
δÑ0�

inf

#¸
iPI

1

EpK, dpUiqq
| tUiuiPI P Kpδq

+
¥

¥
1

pλpKq � εq
�
ϑ
�
Bp0, 1q

�
� ε

� � lim
δÑ0�

inf

#¸
iPI

λ

�
B

�
0,
dpUiq

2




| tUiuiPI P Kpδq

+
.

Jelölje convUi az Ui halmaz konvex burkát, ekkor dpclpconvUiqq � dpUiq. Mivel a

clpconvUiq halmaz konvex és zárt, a Lebesgue-mértéke legfeljebb λ
�
B
�
0, dpUiq

2

		
, [2].

A tclpconvUiquiPI halmazcsalád fedi K-t, ı́gy az alábbi becslést kapjuk:

ψEpKq ¥
1

pλpKq � εq
�
ϑ
�
Bp0, 1q

�
� ε

� � lim
δÑ0�

inf

#¸
iPI

λ pclpconvUiqq | tUiuiPI P Kpδq

+
¥

¥
λpKq

pλpKq � εq
�
ϑ
�
Bp0, 1q

�
� ε

� .
Ez minden pozit́ıv ε-ra teljesül, ezért

ψEpKq ¥ sup
ε¡0

λpKq

pλpKq � εq
�
ϑ
�
Bp0, 1q

�
� ε

� � 1

ϑ
�
Bp0, 1q

� .
Ezután belátjuk a ψEpKq ¤

1

ϑpBp0,1qq
irányt, ehhez azt mutatjuk meg, hogy minden ε  

min
�
λpKq, ϑ

�
Bp0, 1q

��
pozit́ıv számra

ψEpKq ¤
λpKq � ε

pλpKq � εq
�
ϑ
�
Bp0, 1q

�
� ε

� .
Legyen ε   min

�
λpKq, ϑ

�
Bp0, 1q

��
pozit́ıv szám. A K halmaz belseje előáll diszjunkt,

tengelypárhuzamos élű, balról zárt és jobbról nýılt tGjujPI kockák uniójaként, ahol K
kompaktsága miatt λpKq � λpintKq �

°
jPI λpGjq. Ekkor van olyan m P N, hogy°m

k�1 λpGjkq ¡ λpKq � ε.
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Mivel a Gj1 , . . . , Gjm kockák diszjunktak és
�m

k�1Gjk � K, a K halmaz bármely fedésének
tetszőleges tagját legfeljebb egy Gjk kocka tartalmazhatja. Emiatt tetszőleges pozit́ıv δ
esetén

EpK, δq ¥
m̧

k�1

inf
tBpai, δ2quiPIPUpBp0,

δ
2qq

¸
Bpai, δ2q�Gjk

1 �

�
m̧

k�1

λpGjkq

λ
�
B
�
0, δ

2

�� inf
tBpai, δ2quiPIPUpBp0,

δ
2qq

1

λpGjkq

¸
Bpai, δ2q�Gjk

λ

�
B

�
ai,

δ

2




.

A 4.11. Álĺıtás szerint minden jk-ra

ϑ
�
Bp0, 1q

�
� lim

δÑ0�
inf

tBpai, δ2quiPIPUpBp0,
δ
2qq

1

λpGjkq

¸
Bpai, δ2q�Gjk

λ

�
B

�
ai,

δ

2




,

ezért van olyan δ�, hogy minden pozit́ıv δ   δ� esetén minden jk-ra

inf
tBpai, δ2quiPIPUpBp0,

δ
2qq

1

λpGjkq

¸
Bpai, δ2q�Gjk

λ

�
B

�
ai,

δ

2




¡ ϑ

�
Bp0, 1q

�
� ε.

Tehát δ   δ� esetén

EpK, δq ¡
m̧

k�1

λpGjkq

λ
�
B
�
0, δ

2

�� �ϑ �Bp0, 1q�� ε
�
¡
pλpKq � εq

�
ϑ
�
Bp0, 1q

�
� ε

�
λ
�
B
�
0, δ

2

�� .

Ezt felhasználva minden pozit́ıv δ   δ�-hoz megadunk egy olyan tVδ,iuiPI P Kpδq fedést,
hogy

lim
δÑ0�

¸
iPI

1

EpK, dpVδ,iqq
¤

λpKq � ε

pλpKq � εq
�
ϑ
�
Bp0, 1q

�
� ε

� .
AVitali-féle fedési tétel szerint vannak olyan tBδ,jujPN diszjunkt, zárt, legfeljebb δ átmérőjű

gömbök, hogy λ
�
Kz

�
jPNBδ,j

	
� 0 és

°
jPN λpBδ,jq ¤ λpKq� ε. Továbbá a Kz

�
jPNBδ,j

halmaznak van Mδ � E
�
Kz

�
jPNBδ,j, δ

	
elemszámú tWδ,wk

uMδ
k�1 P

�
Kz

�
jPNBδ,j, δ

	
pδq

fedése. Legyen I � NY tw1, . . . , wMδ
u és

Vδ,i �

#
Bδ,i ha i P N,
clWδ,wk

ha i � wk,

ı́gy tVδ,iuiPI a K halmaz δ-fedése. Ekkor

¸
iPI

1

EpK, dpVδ,iqq
�

¸
jPN

1

EpK, dpBδ,jqq
�

Mδ̧

k�1

1

EpK, dpWδ,wk
qq
¤

¤
1

pλpKq � εq
�
ϑ
�
Bp0, 1q

�
� ε

�
�¸

jPN

λ pBδ,jq �
Mδ̧

k�1

λ

�
B

�
0,
dpWδ,wk

q
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¤
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¤
1

pλpKq � εq
�
ϑ
�
Bp0, 1q

�
� ε

�
�
λpKq � ε� E

�
Kz

¤
jPN

Bδ,j, δ

�
� λ

�
B

�
0,
δ

2



�
¤

¤
λpKq � ε

pλpKq � εq
�
ϑ
�
Bp0, 1q

�
� ε

��
�

1

pλpKq � εq
�
ϑ
�
Bp0, 1q

�
� ε

�E
�
cl

�
Kz

¤
jPN

Bδ,j

�
, δ

�
� λ

�
B

�
0,
δ

2




.

Mivel a cl
�
Kz

�
jPNBδ,j

	
halmaz kompakt és

λ

�
cl

�
Kz

¤
jPN

Bδ,j

��
¤ λ

�
Kz

¤
jPN

Bδ,j

�
�
¸
jPN

λpBBδ,jq � 0,

az 5.3. Lemma szerint limδÑ0�E
�
cl
�
Kz

�
jPNBδ,j, δ

		
� λ

�
B
�
0, δ

2

��
� 0. Emiatt pedig

lim
δÑ0�

¸
iPI

1

EpK, dpVδ,iqq
¤

λpKq � ε

pλpKq � εq
�
ϑ
�
Bp0, 1q

�
� ε

� .
Tehát

ψEpKq � lim
δÑ0�

inf

#¸
iPI

1

EpK, dpUiqq
| tUiuiPI P Kpδq

+
¤ lim

δÑ0�

¸
iPI

1

EpK, dpVδ,iqq
¤

¤
λpKq � ε

pλpKq � εq
�
ϑ
�
Bp0, 1q

�
� ε

� .
Ez minden pozit́ıv ε-ra teljesül, ı́gy

ψEpKq ¤ inf
ε¡0

λpKq � ε

pλpKq � εq
�
ϑ
�
Bp0, 1q

�
� ε

� � 1

ϑ
�
Bp0, 1q

� .

44



Hivatkozások

[1] G. Choi, S.-M. Jung and D. Nam, On a relationship between the Hausdorff measure
and the density of the thinnest covering of Rn, J. Math. Anal. Appl. 494 (2021), no. 2,
Paper No. 124667, 12 pp.

[2] K. J. Falconer, The geometry of fractal sets, Cambridge University Press (1985), Chap-
ter No. 1

[3] S.-M. Jung and Doyun Nam, On the density of the thinnest covering of Rn, Real
Analysis Exchange 45 (2020), no. 2, 387-400.

[4] P. Mattila, Geometry of sets and measures in Euclidean Spaces, Cambridge University
Press (1995), Chapter No. 2.

[5] J. Mycielski, Remarks on invariant measures in metric spaces, Colloq. Math. 32 (1974),
105–112.

[6] Jr. W. F. Donoghue, Distributions and Fourier Transforms, Academic Press New York
(1969), Chapter 6.
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