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Bevezetés

Ezen dolgozat témdja egy geometriai mértékelméleti osszefiiggés. Jan Mycielski [5] cik-
kében definialta az entrépiat, amelynek segitségével egy Hausdorff-entropia nevii halmaz-
fiiggvényt konstrudalunk R™ korlatos részhalmazain. Tovabba bevezetjiik R™ valamely
halmaz eltoltjaival valé legvékonyabb fedésének stiriiségét [3]|, amelyet a konvex, pozitiv
Lebesgue-mértékii halmazokon értelmeziink. Megmutatjuk, hogy bizonyos feltételek mel-
lett ez a két érték éppen egymaés reciproka, [1].

Az els6 fejezetben elészor bemutatjuk a Mycielski [5] cikkében definidlt entrépia alap-
vetd tulajdonsagait. Egy metrikus tér teljesen korlatos K részhalmaza és § pozitiv szam
esetén a K halmaz d-entrépidja F(K,J) az a minimélis szamossdg, ahdny legfeljebb §
atméroji halmaz elég a K halmaz fedéséhez. Megmutatjuk, hogy ez mindig véges és
monoton valtozik, tovabba belatjuk, hogy a definiciéban kizardlag zart vagy konvex
fedéseket tekintve ugyanazt az F(K,0) értéket kapjuk. Példat adunk arra, hogy nyilt
fedésekre szoritkozva viszont eltérd értéket is kaphatunk, amit nyilt entrépianak nevezink

és F(K,J)-val jeloliink. Mivel a fenti két entrépiafogalom tulajdonségairdl ezel6tt nem
késziilt részletes kutatas, a vazolt eredmények bizonyitasai a szerzotol szarmaznak.

Ezutdn Donoghue [6] konyve alapjan definidljuk a Hausdorff-mértéket, és megmutat-
juk, hogy rogzitett K halmaz mellett mind a hgp(z) = @, mind a hg(x) = ﬁ
fiiggvények segitségével definidlhaté Hausdorff-mérték. Végiil ismertetjiikk Mycielski ered-
ményét az [5] cikkbdl, amely az entrépia bevezetését motivélta. Tovabba bebizonyitunk

egy gyengébb allitast, amely bizonyitas nélkiil szerepel a cikkben.

A maésodik fejezetben megvizsgédljuk az entropia tulajdonsagait abban a specialis esetben,
amikor a metrikus teriink az euklideszi tér. Choi, Jung és Nam [1] cikkiikben bevezettek
egy az entropiabol szarmaztatott Hausdorff-mértékhez hasonlé halmazfiiggvényt, amelyet
itt Hausdorff-entropianak neveziink és 1g-vel jeloliink. Bemutatjuk a Hausdorff-entrépia
alapvet6 tulajdonsagait.

A harmadik fejezetben kiszamitjuk néhany konkrét halmaz Hausdorff-entréopiajat. A véges
halmazok esetét vizsgdlva megvalaszoljuk az [1] cikkben szerepl6 nyitott kérdést. Emellett
meghatarozzuk a megszamlalhaté halmazok Hausdorff-entropidjat, és a Cantor-halmazra
illetve annak egy R™-beli altaldnositasara is kitériink.

A negyedik fejezetben Choi, Jung és Nam [1] cikke alapjan definidljuk a legvékonyabb
avagy leggazdasdgosabb fedés stirtiségét, v-t, illetve bemutatjuk Jung és Nam [3] eredmé-
nyét, amely egy ujabb képlet ¥-ra. Ezutdn az [1] és [3] cikkekben szereplé tobbi -ra
adott képlet helyességét bizonyitjuk.

Végil az otodik fejezetben a Hausdorff-entrépia és a legvékonyabb fedés stirtisége kozotti
osszefiiggést vizsgaljuk: tetszoleges kompakt, pozitiv Lebesgue-mértékii K < R™ halmaz
Hausdorff-entrépidja éppen R™ a zart egységgomb eltoltjaival vald legvékonyabb fedése
stirliségének reciproka, vagyis ¢g(K) = m. A bizonyitas alapjaul Choi, Jung és
Nam [1] cikke szolgalt.



1. Entréopia metrikus terekben

1.1. Definiciok

Legyen (M, p) metrikus tér. Jelolje B(x,r), illetve B(x,r) az x koriili r sugard nyilt,
illetve zart gombdt, és legyen B a Borel-o-algebra M-en. Tovabbd jelolje d(A) az A ¢ M
halmaz atmérdjét és |H| a H halmaz szdmossagét.

Az entropia definiciéjahoz el6szor be kell vezetniink pozitiv é-ra a d-fedés fogalmat.

1.1. Definicié. Legyen A ¢ M a metrikus tér tetszoleges részhalmaza, o pozitiv valds
szam, I megszamlalhaté indexhalmaz és minden i € I esetén U; < M. Az {U;};; hal-
mazcsaladot az A halmaz egy J-fedésének nevezziik, ha A < | J,.; U; és minden i € I-re
d(U;) < d. Tovabba jeldlje Aps) az A halmaz J-fedéseinek halmazat.

Mycielski [5] cikkében definidlja az entrépiat, alabb ez alapjdn adjuk meg a d-entrépia
definicigjat.
1.2. Definicié. Legyen K < M kompakt halmaz és 0 pozitiv valés szam. Ekkor a K
halmaz d-entrépidja

E(K,0) = min{|I| | {U;}ier € Kig1}-
Az alabbi allitdsban megmutatjuk, hogy minden kompakt halmaz d-entrépidja véges.

1.1. Allit4s. A §-entropia E(K,0) minden kompakt K és pozitiv 0 esetén véges.

Bizonyitas. Mivel K < |, B(x, g) és K kompakt, létezik olyan z4,...,z, € K, ame-

lyekre K < |J;, B(z;, %). Ekkor pedig E(K, ) < n. O
Azonban K a kompaktsagnal gyengébb tulajdonsdga is elég ahhoz, hogy a d-entrépia
minden pozitiv § esetén véges legyen: elég feltenni, hogy K teljesen korldtos.

1.3. Definicié. A K < M részhalmazt teljesen korlatosnak nevezziik, ha minden pozitiv
valds ¢ esetén létezik véges sok olyan Uy ..., U, < M fed halmaz, amelyekre K <  J; | U;
és minden i € {1,...,n}-re d(U;) < §.

Nyilvanvalo, hogy minden kompakt K < M részhalmaz teljesen korlatos is. Terjessziik
ki a d-entropia fogalmét a teljesen korlatos részhalmazokra.

1.4. Definicié. Ha K < M teljesen korlatos és 0 pozitiv valos szam, akkor legyen a K
halmaz §-enrépidja

E(K,0) = min{|I| | {Ui}ier € Kig1}-
1.2. Allitas. A d-entrépia E(K,d) minden teljesen korldtos K és pozitiv 0 esetén véges.

Bizonyitds. A teljesen korlatossagbdl rogton adodik, hogy 1étezik egy olyan n € N, amelyre
E(K,)) <n. O

A kovetkezo allitas az entropia monotonitasat mutatja be.



1.3. Allitas. Legyenek K, Ky, Ko € M teljesen korldtos halmazok és 9,01, 0o pozitiv valos
szamok. FEkkor

(Z) 51 < 52 esetén E(K, 51) = E(K, (52),
(ii) Ki c Ky esetén E(K1,d) < E(Ks,0).

Bizonyitds. (i) A 0-fedés definiciéjabdl adédéan K51 < Kis,1, amibol
E(K,6) = win{|1] | {Ushier € Kpsy} = ming| 1] | {Uihier € Kigg} = E(K, 62).

(ii) Ha {U;}ier € Kops), akkor
U Ui o Ky o Ky,
el

vagyis {U;}ier € K15, tehat E(K, ) a bévebb halmaz minimuma. O

A monotonitasbol rogton kovetkezik, hogy minden teljesen korlatos K esetén a d-entrépia
E(K,9) legfeljebb megszamlalhat6 sok pont kivételével folytonos a ¢ véaltozéban. Mivel a
0-entrépia egészértékill, ennél tobb is igaz, amit az alabbi kovetkezményként mondunk ki.

1.4. Kovetkezmény. Ha K teljesen korldtos, akkor legfeljebb megszamldlhato sok pont
kivételével minden pozitiv 0-hoz létezik olyan pozitiv 6_ €s 6., amelyekre 6_ < 6 < o, €és
az entropia a [0—, 04| intervallumon konstans E(K,0).

A d-entrépia definicigjaban a fed6 halmazokra vonatkozo egyetlen megkotés az, hogy az
atmérdjiik nem lehet nagyobb d-nal. Viszont akkor is értelmes definiciot kapunk, ha egy
sziilkebb halmazcsalad tagjaibol allo fedések felett vesziink minimumot. Alabb az igy
kapott fiiggvényeket vetjiik Gssze a d-entrépiaval.

1.5. Allitas. Legyen K < M teljesen korldtos halmaz, €és legyenek 6,01, 0o pozitiv valos
szamok. Fkkor

(i) BE(K
(ii) E(K
(iv) E(K

,0) = min {|I| | {U;}ier € K5}, minden i-re U; konvex zdrt},
K,6) = min {|I| | {Ui}ier € K{s), minden i-re U; konvez},

,0) = min {|I| | {U;}ier € K5, minden i-re U; zdrt},
,0) <

/\/\/\/\

min {|I| | {U;}ier € K5}, minden i-re U; nyilt} =: E(K,6),
(v) 0y < 0y esetén E(K,0,) = E(K, ).

Bizonyitds. (i) Az allitasban szereplé halmaz nemiires, hiszen tetszéleges {U;} € K5 fedés
esetén minden fed6 U; halmazt tartalmaz egy d(U;) dtméréji zart gémb, amely konvex és
zart. Mivel E (K, §) a bévebb halmaz minimuma,

E(K, ) < min{|I] | {Ui}ier € K[5), minden i-re U; konvex zért} .

Legyen {U;}ier € K5 tetszéleges 0-fedés. Minden fedd U; halmazt tartalmaz egy d(U;)
atmérdji konvex zart halmaz, legyen ez V;. Ekkor {Vi}ie; € K5 vagyis megadtunk egy



|I| szdmossagi konvex zéart d-fedést, és igy
BE(K,6) = min {|I] | {U;}ier € K5, minden i-re U; konvex zart} .
A (ii) és (iii) pontok a fentibdl rogtén kévetkeznek, hiszen
{{Ui}id € K5 | minden U; konvex zért} c {{Ui}ie[ € K5 | minden U; konvex} < Kig),
valamint
{{Ui}iel € K5 | minden U; konvex Zért} c {{Ui}iel € K5 | minden U; zért} c K.

(iv) Az éllitdsban szereplé halmaz nemiires, hiszen tetsz6leges {U;} € K 2] fedés esetén
2

minden fed§ U; halmazt tartalmaz egy legfeljebb 0 atmérdjii nyflt halmaz. Mivel E (K, §)
a b&vebb halmaz minimuma, E(K,0) < E(K, ) nyilvanvalo.

(v) Legyen {U;}ier € K5, tetszOleges d1-fedés. Minden U; fedé halmazhoz legyen

)

zeU;

Ekkor {V;}ier € K551 és Vi nyilt minden i-re, vagyis megadtunk egy |/| szdmossagui nyilt
do-fedést, és igy E(K,01) = E(K, d,). O

Lattuk, hogy teljesen korlatos K és pozitiv ¢ esetén a fenti specidlis fedések koziil egyediil
a nyilt halmazokkal val6 fedés adhat a K halmaz d-entrépiajatol kiilonbozé értéket. Van
is olyan eset, amikor a két érték eltér, példdul a szdmegyenesen K = [0,1] és § = 1 esetén:

E([0,1],1) = 1 # 2 = E([0,1],1).

Hasznos lehet tehdt a nyilt halmazokkal valé fedésekbdl kapott E(K,d) érték tulaj-
donségait is vizsgalni.

1.5. Definicié. Ha K < M teljesen korlatos halmaz és § pozitiv valds szam, akkor a K
halmaz nyilt J-entropiaja

E(K,68) = min {|] | {U;}ier € Kj5), minden i € I-re U; nyilt} .

Az 1.5. Allités (v) pontjabdl és abbdl, hogy teljesen korlatos halmaz §-entrépidja minden
0-ra véges, rogton kovetkezik az aldbbi allitas.

1.6. Allitas. A nyilt 5-entropia E(K, d) minden teljesen korldtos K és pozitiv § esetén
véges.

Az entréopiahoz hasonléan a nyilt entrépia is monoton.

1.7. Allitas. Legyenek K, Ky, Ko ¢ M teljesen korldtos halmazok és 9,61, 0o pozitiv valos
szamok. FEkkor

(i) 61 < 0y esetén E(K,0,) = E(K, ),



(i) Ky c Ky esetén E(Ky,8) < E(K>,0).
A bizonyitéas lényegében megegyezik az allitds altalanos entréopiara vonatkozo valtozatanak
(1.3. Allités) bizonyitasaval.

1.8. Kovetkezmény. Ha K teljesen korldtos, akkor legfeljebb megszamldlhato sok pont
kwvételével minden pozitiv 0-hoz léteznek olyan pozitiv 6 és 0, szamok, amelyekre §_ <
§ < 0, és a nyilt entrdpia a [0_,0.] intervallumon konstans E(K,68). Vagyis a nyilt
entropia legfeljebb megszamlalhato sok pontban szakad.

1.2. Az entrépiabdl szarmaztatott Hausdorff-mérték

A tovébbiakban legyen (M, p) szepardbilis metrikus tér. Ekkor (M, p) M, tér is. A
Lindelof tétel kovetkezménye, hogy minden pozitiv valds d-hoz létezik megszamlalhato
indexhalmaz I és létezik olyan {U;}e; fed6 halmazcsalad, amelyre M = | J,.; U; és minden
i-re d(U;) < 6. Ekkor tehat minden A ¢ M részhalmaz és minden pozitiv § esetén létezik
az A halmaz d-fedése, azaz Afs) # .

Legyen tovédbbd h : [0,1] — R monoton névé, 0-ban folytonos és h(0) = 0. Definidljuk a
Hausdorfl-h-mértéket az (M, p) téren, [6].

1.6. Definicié. Ha A < M, akkor legyen

el

mm%ﬂﬁ{ZhMWM|ﬁHMeAw}

A definiciéban szereplé halmaz nemiires, és az Osszeg minden tagja nemnegativ, ezért a
tagok tetszolegesen atrendezhetok.

1.9. Allitas. A hs halmazfiiggvény kilsé mérték M -en.
Bizonyitis. Ha U < M és d(U) < 6, akkor {U} € g1, vagyis hs() < h(d(U)). Ekkor
pedig d(U)-val nulldhozhoz tartva lim,_,04 h(z) = 0 miatt hs() = 0.

Be kell még latnunk, hogy ha minden n € N-re A, c M és H < |

hs(H) < hs(Ay).

neN

Ha {U}ier € (U, en An)[5]> akkor H < |J,,on An miatt {U;}ier € Hig) is teljesiil, vagyis
hs(H) a bévebb halmaz infimuma, és igy hs(H) < hs (| ,,on An). Tehét elég beldtni, hogy

m(U&J<Z%mJ

neN neN

A, akkor

neN

Legyen € pozitiv, ekkor ¢ = Y, e-27"*). Az A, halmaznak ¢ - 2~("*D_hez van olyan
{Un,i}ier € Ays) fedése, amelyre

D h(d(Un,)) < ho(Ay) + 270D,

iel



Az {U,; | i € I,n € N} halmazcsalad fedi az | J, .y An halmazt, ezért

e (U An> < Y mldUn) = 33 hsld(U, ) <

neN i€el,neN neN iel

< 3] () e 2 0) — ek Yl

neN neN

Tehat minden pozitiv € esetén

h5 (U An> <€+Zh5(14n)a
neN neN
vagyis

hs (U An> < > hs(An).

1.7. Definicié. Ha A < M, akkor legyen

Tn(A) = lim hs(A).

a 6—0+
TetszOleges pozitiv 0, < dy esetén Ars,) < Aps,), igy 0 csokkenésével hs monoton nd, ezért
a limesz létezik (lehet végtelen) és minden pozitiv d-ra hs(A) < @y (A).

1.8. Definicié. Legyen (M, p) metrikus tér, A, B < M tetsz6leges részhalmazok. Ekkor
az A és B halmazok tavolsaga

dist(A, B) = inf{p(z,y) | v € A,y € B}.

A és B porzitiv tavolsiagu, ha dist(A, B) > 0.

1.9. Definicié. Legyen (M, p) metrikus tér és u kiilsé mérték M-en. Ha tetszdleges
pozitiv tavolsdgi A, B < M részhalmazok esetén u(A v B) = p(A) + u(B), akkor p
metrikus kiilsé mérték M-en.

1.10. Allitas. A i, halmazfigguény metrikus kulsé mérték M-en.
Bizonyitds. Elészor belatjuk, hogy miy, kiilsé mérték. Nyilvanvald, hogy 71, () = 0, hiszen
minden pozitiv d-ra hs() = 0.
Be kell még latnunk, hogy ha minden n € N-re A, ¢ M és H < | J, .y An, akkor
F(H) < 3 (A,

neN



Az 1.9. Allitds bizonyitasa soran lattuk, hogy hs(H) < hs (e An), és igy mindkét
oldalon ¢-val nullahoz tartva

pi(H) = lim ho(H) < Jim b (U A ) -7 (U An> .
neN neN
Tehat elég belatni, hogy

o (U An> < D (A

neN neN

Legyen € és 6 pozitiv, és legyen {U, ;}ier € (Ay)[s) Olyan é-fedés, amelyre
D h(A(Uns)) < ho(An) + 227D < i(A,) + -2,
i€l

Mindkét oldalon n szerint 0sszegezve kapjuk, hogy

202 hAU)) < ) (Aw(An) +e-270) = e 4 ) (A

neN el neN neN

Az {U,; | i € I,n € N} halmazcsaldd fedi az | .y An halmazt, ezért

hs (U An> < 3 hs(d(Un)) = 32 S hsd(U]

neN iel,neN neN el

Mindkét oldalon d-val nulldhoz tartva
m(UAn> = lim hs <UAn> <e+ ) (A
neN 0=0+ neN neN
Tehat minden pozitiv € esetén

7<UAn> <e+ Y (A

neN neN

Tin (U An> <> (A
neN neN

Ezutan belatjuk, hogy tetszéleges pozitiv tavolsagu A, B © M részhalmazok esetén tel-
jesiil a i (AU B) = Tip,(A) + [in(B) egyenléség. Ha 0 < dist(A, B) és {Us}ier € (AU B)s,
akkor minden i-re az U; halmaz A és B kozil legfeljebb az egyikbe metsz bele, vagyis
létezik egy olyan I = I4 U Ip partici6, amelyre {U;}ier, € Aps) és {Uitier, € Bys), és gy

{Usbicra W {QDYiery € Ars) és {Uskier, W {T}ier € B

vagyis

az A és B halmazok [-vel indexelt §-fedései. Felhasznalva, hogy
h(d()) = h(0) =

10



azt kapjuk, hogy a

{Zh I{U}zeze(AuB)[]}

el

halmaz részhalmaza a

{Z h(d(V;)) + Z R(d(W;)) | {Vitier € (A)s), {Witier € (B)[é]}

i€l i€l
halmaznak, vagyis

1nf{2h |{U}ze]€(AUB) ]}

el

> inf {Zh ) + D (d(W)) | {Vidier € (A)pg), {Wikier € (B)[é]} =

el el

mf{Zh N | {Vitier € (A) } mf{Zh N | {Witier € (B )[5]}.

el 1€l
Tehat hs(Au B) = hs(A) + hs(B). Mivel a hs halmazfiiggvény kiilsé mérték, hs(Au B) =
hs(A) + hs(B). Mindkét oldalon -val nulldhoz tartva kapjuk, hogy 71, (A U B) = i, (A) +
n(B). O

Tehat konstrualtunk a h fliggvényhez egy 71, metrikus kiilsé mértéket M-en. Az alabbi
tétel szerint ebbdl konnyli Borel-mértéket konstrudlni: elég 7i,-t megszoritani a Borel-o-
algebrara.

1.11. Tétel. Ha p metrikus killsd mérték M-en, akkor minden Borel-halmaz pi-mérhetd,
azaz p |g mérték (M, B)-n

A bizonyitas Falconer [2] konyvébdl szarmazik. Eldszor egy lemmét 1l4tunk be.

1.12. Lemma. Legyen p metrikus kiilsd mérték M -en, és legyen mindenn € N-re A,, ¢ M
olyan, hogy (An)nen felszdllo halmazsorozat, amelyre | = A és minden n € N-re
dist(An, A\Ani1) > 0. Ekkor p(A) = lim, 0 n(A,).

neN

Bizonyitds. Mivel p kiilsé mérték, A, < A miatt pu(A,) < p(A), és igy lim, o p(A,) <
p(A). Tehdt elég beldtni, hogy pu(A) < lim, o u(A,).

Diszjunktizaljuk az (A, )en halmazsorozatot: legyen

. AO han =20
" ANA,—1 han>0.

Ekkor i < j — 2 esetén UZ:O B, c A; és B = AN\A;_1 < A\A;1 < A\A,.4, tehdt a
dist(A;, A\A;11) > 0 feltétel miatt dist(| J;,_, Bn, Bj) > 0. [gy p metrikus tulajdonsdgét

m-szer hasznalva
H <U BQn) Z BQ”
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és

! <O B2n+1> = i p(Bant1).

n=0

Ha az ezen Osszegekbdl képzett két sor kozill legalabb az egyik divergens, akkor p(A,)
is a végtelenhez divergdl, hiszen |J|_,Bon < Aomi1 és Uy Bons1 © Aomy1 miatt

M(UZL:() Byn) < p(Agmir) és N(UZL:() Bony1) < pi(Agmyr)- fgy ebben az esetben p(A) <
lim,, 0 11(A,,) biztosan teljesiil.

Tehat feltehetjiik, hogy mindkét sor konvergens. Ekkor
1(A) = p <U An> = (Am v Bn> < p(Am) + Y 1(By).
neN n>m n>m

Mindkét oldalon m-mel végtelenhez tartva

u(A) < lim p(A,,) + lim Z w(By) = lim p(A,),

m—0o0 m—00 m—a0
n>m

hiszen a két sor osszege is konvergens, és igy ennek végszelete a nullahoz tart. O]
Ezutan belatjuk az 1.11. Tételt.

Bizonyitds. A pu-mérheté halmazok o-algebrat alkotnak, amelyet a zart halmazok ge-
neralnak. Elég tehat belatni, hogy minden F' < M zart halmaz p-mérhetd, azaz hogy
tetszéleges A < M halmaz esetén pu(A) = u(An F) + p(A\F). Mivel u kiilsé mérték, elég
azt megmutatni, hogy p(A) = p(A n F) + p(A\F).

Legyen
1
A, = {x e A\F | dist({z}, F) = —} .
n
Ekkor dist(A,,An F) = %, és 1gy p metrikus tulajdonsaga miatt
H(A) + 1A A F) = i Ay 0 (A F)) < p(A).

Megmutatjuk, hogy dist(A,, (A\F)\A,+1) > 0 minden n-re. Ha x € (A\F)\A,;1, akkor

létezik olyan z € F, amelyre p(z,z2) < n+r1 Igy y € A, esetén a metrikara vonatkozo
haromszog- egyenlStlenséghdl p(z,y) = p(y,z) — p(z,z) > + — 2. Tehdt p(x,y) >
L — — > 0 tetszéleges z € (A\F)\An41 és y € A, esetén.

Ekkor az 1.12. Lemma feltételei teljesiilnek: (A, )nen+ felszéllé halmazsorozat, és F
zartsaga miatt | J, o+ An = A\F és dist(A,, (AAF)\An+1) > 0 minden n-re. Tehat a
lemma szerint p(A\F) = lim,,_,, pt(A4,), amibdl azt kapjuk, hogy

u(A) = lim p(A,) + (A0 F) = p(A\F) + (A o F).
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1.13. Kovetkezmény. A [y, |5 halmazfiggvény mérték (M, B)-n

1.10. Definicié. A p, = [, | mérték neve a h-hoz asszocidlt Hausdorff-mérték vagy
Hausdorff-~A-mérték.

Az entropiabdl ugy tudunk Hausdorff-mértéket szarmaztatni, hogy az entrépia segitségé-
vel definialunk egy hg fiiggvényt, amely rendelkezik a megfelel6 tulajdonsagokkal ahhoz,
hogy létezzen a hozza asszocialt Hausdorff-hg-mérték.

1.14. Allitas. Legyen K — M kompakt, végtelen szdmossigi és hg : (0,1] — R, ahol
he(r) = % Ekkor hg monoton névé és lim, .o hp(x) = 0.

Bizonyitds. Az 1.3. Allitas szerint tetszéleges pozitiv d; < 0y esetén E(K, ;) = E(K, 6,),
tehat % monoton noévé. Belatjuk, hogy tetszileges r € (0,1] és N € N esetén van
olyan ¢ € (0,r), amelyre E(K,0) = N

Legyen Ky © K egy N elemi részhalmaz, tovabba legyen

5= 5 -min({p(e,9) | 7.y € Ko 2 9} 0 (7).

Ekkor minden legfeljebb ¢ atmérdji fedé halmaz legfeljebb egy K y-beli pontot fedhet,
igy K fedéséhez legaldbb N darab ilyen halmazra van sziikség, vagyis E(K,0) > N.

Tehat limsup, ,,, E(K,z) = oo, amibél liminf, ,o; hp(xr) = liminf, o % = 0. Mi-

vel hgy monoton nové, lim, o4 hg(x) = 0. O

1.15. Kovetkezmény. Minden kompakt, végtelen szamossdgu K < M esetén létezik a

=~ ha x e (0,1]
h _ E(K,x) )
5() {0 hax =0

fiigguényhez asszocidlt pu,, Hausdorff-hg-mérték (M, B)-n

1.11. Definicié. Az 1.15. Koévetkezményben definialt p,,, mérték elnevezése az entrépia-
bél szarmaztatott Hausdorff-mérték.

Ahogy korabban az entrépianal tettiik, a Hausdorff-h-mérték definiciéjat is médosithatjuk
ugy, hogy csak nyilt fedéseket engediink meg. Ebben az esetben is mértéket kapunk a
Borel-halmazokon.

1.16. Allitas. Ha A = M, akkor legyen

7h(A) = 11151 inf {Z h(d(U;)) | {Ui}ier € Aps), minden i € I-re U; nyilt .
=0+ el

Ekkor a v, = Uy, | halmazfigguény mérték (M, B)-n
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Az éllitasban szerepl6 halmaz nemiires, és a limesz 1étezik (lehet végtelen). A bizonyitas
ugyanugy megy, mint az altalanos fedé halmazok esetében. Specidlis h fliggvény esetén
(példaul ha s rogzitett valés szam és h(x) = z°, [2]) v, megegyezik a h-hoz asszociélt
Hausdorff-mértékkel.

Az entrépidhoz hasonlé moédon a nyilt entrépiabdl is szarmaztathaté monoton, nullaban
jobbrdl folytonos fiiggvény a [0, 1] intervallumon.

1.17. Allitas. Legyen K < M kompakt, végtelen szdmossigi és hg - [0,1] — R,

—1 ha z € (0,1]
hal(x) = E(K,x) ?
5() {0 ha x =0,

Ekkor hg monoton nové és lim,_,o4 hp(z) = 0.
A bizonyitas megegyezik az entrépia esetével, hiszen csupan a monotonitast hasznaltuk.

1.18. Kovetkezmény. Ha K < M kompakt, végtelen szdmossdgi és hg-hez vy, mint az
1.16. Allitdsban, akkor Vp, mérték (M, B)-n.

1.12. Definici6. Az 1.18. Kovetkezményben definidlt vy, mértéket nevezziik a nyilt
entropiabdl szarmaztatott Hausdorff-mértéknek.

Fontos megjegyezni, hogy mig az entrépiabol szarmaztatott Hausdorff-mérték megegyezik
a hg fiiggvényhez asszocialt Hausdorft-h g-mértékkel, addig a nyilt entrépiabol szarmazta-
tott Hausdorff-mérték nem feltétleniil egyezik meg a hj fiiggvényhez asszocidlt Hausdorfi-
h g-mértékkel, hiszen v, definicidjaban csak nyilt fedéseket engedtiink meg.

1.3. Az entrépia alkalmazasa invarians mérték konstrualasara

Ez a fejezet Mycielski [5] cikkén alapszik, amelyben egy metrikus tér Borel-halmazain
konstrudl invarians mértéket az entrépia segitségével. Az invarians mérték fogalmahoz
el6szor definidljuk, hogy két halmaz mikor izometrikus.

1.13. Definicié. Legyen (X, p) metrikus tér, A, B < X. A és B izometrikus, ha létezik
olyan ¢ : A — B bijekci6, amelyre minden x,y € A esetén p(p(z), o(y)) = p(x,y).

Olyan mértéket neveziink invaridnsnak, amely izometrikus halmazokon azonos értéket
vesz fel. A tétel kimondasédhoz definialnunk kell tovabba a vastag halmazokat egy X
metrikus térben.

1.14. Definicié. Az @5 # K < X kompakt halmazt X-ben vastagnak nevezziik, ha van
olyan K < U < X nyilt halmaz és a € R, hogy F(D,d) < aF(K,J) minden D ¢ U
kompakt halmaz és d € (0, 1] esetén.

Myecielski az alabbi tételt bizonyitotta be.

1.19. Tétel. Legyen (X, p) metrikus tér, K kompakt és vastag X -ben. Ekkor létezik olyan
reguldris p mérték (X, B)-n, amelyre u(K) = 1 és u(A) = p(B) minden izometrikus, nyilt
A, B esetén (vagyis p invaridns a nyilt halmazokon).
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Ha X kompakt tér, akkor a definiciéban D = X és a = 1 valasztassal X vastag X-ben, és
igy a tételbol K = X vélasztassal adodik egy reguldris, izometrikus, valdszintiségi mérték
létezése (X, B)-n. Aldbb egy ennél gyengébb &llitast latunk be.

1.20. Allit4s. Legyen (M, p) szepardbilis metrikus tér, K < M kompakt, végtelen szdmos-
sagu €s a > 0 Teqgyiik fel, hogy K minden véges sok nyilt halmazbol allo Uy, ..., U,
fedésére 37" | hp(d(U;)) = «, ahol

— ha z € (0,1]
hi(x) = {E(K’I)

0 ha z = 0.

Ekkor létezik olyan p mérték (M,B)-n, amelyre p(K) = 1 és u(A) = wu(B) minden
izometrikus A, B € B esetén.

Bizonyitds. Legyen vy, . a nyilt entropidbol szarmaztatott Hausdorfl-mérték (M, B)-n. Azt

fogjuk beldtni, hogy a
__hg
r ()

E

halmazfiiggvény megfelel a feltételeknek.

Mivel K kompakt, az 1.6. Allitas szerint a nyilt J-entrépia E (K,¢) minden pozitiv ¢
esetén véges. Legyen 0 pozitiv, n = E(K, ) és {U;}i, € K egy n elemi nyilt fedés.
Ekkor

inf {Z hi ) | {Witier € K51, minden i-re W; nyﬂt} <
el
< i hg(d(U, i = . l = 1.
i = E(K,9) n
Ebbdl 6-val nullahoz tartva kapjuk, hogy vy, . (K)< 1.

Legyen § pozitiv és {V;}ier € K[5) olyan d-fedés, amelyre minden ¢ € I esetén V; nyilt.
Mivel K kompakt, ebbél kivalaszthaté egy véges részfedés, legyen ez {V;, };‘?:1. Ekkor az

allitas feltétele miatt
o < Y hp(d(Vi) < Y hg(d(v,

7j=1 el

< inf {Zh d(W3)) | {Wi}ier € K5}, minden i-re W; nyﬂt} )

i€l
Ebbél §-val nulldhoz tartva o < v, (K). Tehdt a < v, (K) < 1 miatt Vh—EK értelmes,
Vi (K)
, vh - (K)
E

Legyen A, B € B izometrikus, ¢ : A — B izometria, ¢ pozitiv és {U;}ier € A az A
halmaz nyilt halmazokbdl all6 d-fedése. Ehhez fogunk megadni egy nyilt halmazokbdl
allo {Vi}iej € B[(g] fedést.
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Legyen d(p(U; n A)) a o(U; n A) halmaz hatéra, és minden x € d(¢(U; n A)) ponthoz
legyen d, olyan, hogy B(p~'(x),d,) < U;. Ha

Vi=pUnA) v U B(z,d,) |,

zed(p(UinA))

akkor V; nyilt és d(V;) < d(U;) < 6. Ekkor B < J,; Vi, és 1gy {Vilier € Bis nyilt

halmazokbdl all6 d-fedés. A nyilt entrépiabdl szarmaztatott h; fiiggvény monotonitasabél
2 he(d(Vi) < X ha(d(U,
1€l i€l

Tehat minden nyilt {U;},e; € Afs) fedéshez megadtunk egy olyan nyilt {V;}ier € Bps) fedést,
amelyre a fenti egyenlétlenség teljesiil, igy

inf {Z h ) | {Ui}ier € Bis), minden i-re U; nyﬂt} <
i€l
inf {2 hg )) | {Ui}ier € Aps), minden i-re U; nyﬂt} ,
el
és 0-val nulldhoz tartva vy, (B) < vy, (A). Szimmetria miatt v,_(A) = v, _(B). O
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2. Entroépia R"-ben

Legyen n rogzitett pozitiv egész, és (R",|.|) az n-dimenzids euklideszi tér. Ez a fejezet
ebben a specidlis esetben targyalja az entropiat. Bemutatjuk az entrépia néhany olyan
tulajdonsagat, ami az altalanos esetben nem feltétleniil teljesiil.

2.1. A /-entroépia

Korabban lattuk, hogy egy metrikus térben minden teljesen korlatos halmaz entrépidja
véges. Mivel R" tetszoleges K részhalmaza pontosan akkor teljesen korlatos, ha korlatos,
clég feltenniink K korldtosségat ahhoz, hogy a d-entrépia E(K,d) véges legyen. Igy
tetszoleges korlatos K < R™ halmaz és pozitiv § esetén a d-entrépia

E(K,5) =min{m e N [ {U;}", € K[5)} -

Felhasznélva, hogy R"-ben nincs izolalt pont, a definicidban szereplo fedések csaladja
szlikitheto.

2.1. Definicié. Legyen A < R" a tér tetszoleges részhalmaza, J pozitiv valés szam, [
megszamldlhaté indexhalmaz és minden i € I esetén U; < M. Az {U,}ie; halmazcsalddot
az A halmaz egy pozitiv 0-fedésének nevezziik, ha A < | J,.; U; és minden i € [-re 0 <
d(U;) <. Tovabba jelolje Ay az A halmaz pozitiv -fedéseinek halmazat.

Tehat a pozitiv -fedések abban térnek el a d-fedésektol, hogy a pozitiv esetben megkdve-
teljiik, hogy minden fedé halmaz atmérdje pozitiv legyen, azaz ne legyen egypontu vagy
tires fed6 halmaz. Belatjuk, hogy R™-ben a d-entrépia definiciéjaban a d-fedések csaladja
felcserélheto a pozitiv 6-fedések csaladjaval.

2.1. Allitas. Legyen K < R™ korldtos halmaz és 8 pozitiv valds szdm. Ekkor
min {m € N| {U;}]", € Kjs)} =min{m e N| {U;}]", € K}

Bizonyitas. Eloszor megmutatjuk, hogy az {m eN|{U}, e K(g)} halmaz nemiires. Le-
gyen {U;}72, € Kg tetszoleges d-fedés, ehhez fogunk megadni egy {Vi}i2, € K(s) pozitiv
0-fedést. Minden 1 < i < m esetén legyen
Vi=4B(z,2) haU ={z},
B(0,%) halU;=g.
Ekkor minden i-re U; < V;, amib6l K < J;", V;, és mivel R"-ben nincs izoldlt pont,
0 < d(V;) < 9, tehat valéban egy pozitiv -fedést adtunk meg.
Ebbdl rogton latszik az is, hogy
min {m € N | {U;}72, € K|} 2 min {m e N | {U;}[2, € K5},

hiszen tetszoéleges m elemi fedéshez van m elemi pozitiv fedés is.

Mivel a min {m eN|{U}r, e K[(;]} szam a bévebb halmaz minimuma, a maésik irdny
nyilvanvalé. [
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A fentiek alapjan R™-ben a -entrépia alabbi definicidja ekvivalens a 1. fejezetben kimon-
dott, altalanos metrikus tér részhalmazéara vonatkozo valtozattal.

2.2. Definicié. Legyen K < R"™ korlatos halmaz és ¢ pozitiv valés szam. Ekkor a K
halmaz d-entréopidja

E(K,§) =min{m e N | {U}1", € K5} .

Az entréopia meghatarozéasahoz R"-ben definicié szerint kizardlag pozitiv d-fedéseket fo-
gunk tekinteni és altalanos d-fedésekre mar nem lesz sziikség, igy az egyszeriiség kedvéért
a tovabbiakban a pozitiv d-fedésekre is legtobbszor csak d-fedésekként hivatkozunk.

Az aldbbi allitasban Osszefoglaljuk az entrépia egyszerii tulajdonsigait, amelyek a de-
finiciébol rogton kovetkeznek.

2.2. Allit4s. Legyenek K, K1, Ky korldatosak, K memiires, 6,01, 02 pozitiv valos szamok €és
x € R™. Ekkor

(i) 1 < E(K,0) < o
(ii) Ki c Ky esetén E(K1,0) < E(Ks,0),
(iii) 61 < 09 esetén E(K,d1) = E(K,dy),
(iv) E({x},0) =1.
Ezutan meghatarozzuk a véges halmazok entrépiajat.

2.3. Allitas. Ha K véges halmaz és 6 < min{|z—y| | z,y € K,z # y}, akkor a 6-entrdpia
megegyezik K szamossagaval, vagyis

B(K,5) = |K]|.

Bizonyitds. Legyenek a K halmaz elemei az 21, ..., z;, pontok. Ekkor {B(z;, 2)}F, € Ki3),
gy E(K,0) < k.

Tetszéleges {U;}", € K5y fedés, 1 <1 < m és i # j esetén d(U;) < § < |z; — ], igy
U; nem tartalmazhatja egyszerre az xz; és x; pontokat. Vagyis minden U; legfeljebb egy
K-beli pontot tartalmaz, és igy legalabb k darab U; halmaz sziikséges K fedéséhez, tehat
E(K,0) = k. m

2.2. A Hausdorff-entrépia

Az 1.2. fejezetben az entrépiabdl gy szarmaztattunk egy metrikus tér részhalmazain
értelmezett halmazfiiggvényt (majd ezt a Borel-o-algebrara megszoritva mértéket), hogy
rogzitettiink egy kompakt K* halmazt, és tetszéleges A halmaz esetén fiy, (A)-t a kovet-
kez6 moédon definialtuk:

Ty (A) = hm inf {Z hg(d {U Vier € Aps }

0+
0= iel
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ahol
) hax >0

1
hol(x) = E(K*x
5(2) {O ha x = 0.

Ezt modositva definidlunk egy halmazfiiggvényt R™ korlatos részhalmazain. Ha K <
R™ korldtos, akkor E(K,z) minden pozitiv z-re létezik és véges, igy nincs sziikség egy
kompakt K* rogzitésére, elég a K halmaz entropiajat venniink. Tovabba hogy elkertiljiik
az esetszétvalasztast, tekintsiink altalanos d-fedések helyett pozitiv d-fedéseket, igy nincs
x = 0 eset. Ekkor az alabbi definiciét kapjuk.

2.3. Definicié. Legyen J # K < R” korlatos. Ekkor a K halmaz Hausdorff-entrépiaja

Vp(K) = Jim inf {2 m‘”f bt € K“”}

A 2.2. Allités (i) pontjabdl kévetkezik, hogy minden pozitiv d esetén 0 < ) K 5 < < 1, igy

a definicidban szerepl6 Osszeg 1étezik (lehet végtelen), nemnegativ, és tagjai tetszélegesen
dtrendezhetok. Mivel K5 # &, nemiires halmaz infimumdt vessziik. Ha 6, < ¢, akkor
K5,y © Kisy), vagyis ¢ csokkenésével az infimum monoton nd, igy a limesz létezik. Tehdt
minden nemiires, korldtos K esetén ¢ (K) létezik és ¢g(K) = 0.

2.4. Allitas. Legyen K < R™ korldtos. Ekkor ¢g(K) < 1.

Bizonyitds. Belatjuk, hogy tetszéleges pozitiv § esetén

) 1
inf {Z m‘{(] }zel € K(a)} 1.

iel

Mivel K korlétos, a d-entrépia E(K, ) véges. Legyen k = E(K, §) és vegyiik a K halmaz
egy k elemszamu o0-fedését, legyen ez {Ui}le. A 2.2. Allitas (iii) pontja szerint

k k k
=1 =1 =1
Tehat valoban minden pozitiv § esetén

) 1
" {Z sy e K@}

wl»—k
?rlr—k

és ebbdl
@Z)E(K) = 61—1%1-',- inf {Z E(T‘{U }ze[ € K((S)} <1

Tehét megmutattuk, hogy minden korldtos K < R™ halmaz esetén 0 < ¢¥p(K) < 1.
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3. Néhany konkrét halmaz Hausdorff-entrépiaja

Ebben a fejezetben kiszamoljuk 15 értékét néhany konkrét halmaz esetén: meghatarozzuk
minden korlatos, megszamlalhaté halmaz és a Cantor-halmaz Hausdorff-entrépidjat.

3.1. Véges halmazok
El6szor az egyponti halmazokrol mutatjuk meg, hogy a Hausdorff-entrépidjuk 1.

3.1. Allitas. Minden x € R® pont esetén az {x} halmaz Hausdorff-entrdpidja
ve({z}) = L.

Bizonyitds. Legyen d pozitiv, ehhez {U;}ier € {x}(5) tetszéleges d-fedés és j € I. Ekkor

1 1
2 By d@y) © B dwy) ~

iel

hiszen az egypontd halmaz d-entrépidja minden pozitiv § esetén 1. Igy minden pozitiv

o-ra
' 1
inf {ZEZI W‘{Uz}zel € {x}(é)} = 17

emiatt pedig

1> ¢p({a}) = lim inf {Z; m‘{m}ﬁ € {x}((g)} > 1.
Tehat Yg({z}) = 1. 0

Ezutan megmutatjuk, hogy minden véges sok pontbdl all6 halmaz Hausdorff-entropiaja
1.

3.2. Allitas. Minden véges K < R™ halmaz Hausdorff-entropidja
Yp(K) = 1.

Bizonyitds. Az 1 pontu halmaz esetére belattuk, igy |K| = k > 2 feltehet6. Legyen
0 <minf|z —y|| | z,y € K,z # y} és {Us}ier € Ks) tetszoleges. A 2.3. Allitds szerint
E(K,0) =k, igy I elemszama legaldbb k, és emiatt

1 u 1 1
2 EwdT) 2 LEEAU) R

el i

[gy kell6en kicsi § esetén
inf Z; {Ustier € K5y p = 1,
o E(K,d(U;))
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és emiatt

1= ¢p(K) = lim inf {Z ‘{U bier € K((;)} > 1.

6—0+ 7
Tehét ¢ (K) = 1. O

Ginkyu Choi, Soon-Mo Jung és Doyun Nam [1] cikkiikben bebizonyitottdk, hogy minden
kompakt, pozitiv Lebesgue-mértéki K < R halmaz esetén a Hausdorff-entrépia

bi(K) =

A cikkben a kovetkezO nyitott problémat vetik fel. Legyen K < R kompakt halmaz.
Igaz-e, hogy 1p(K) = 1 pontosan akkor teljesiil, ha K Lebesgue-mértéke pozitiv?

Ezt a kérdést most méar meg tudjuk valaszolni, hiszen lattuk, hogy minden véges K < R
halmaz Hausdorff-entropiaja 1. Mivel R minden véges részhalmaza kompakt és Lebesgue-
nullmérték, a fenti ekvivalencia nem teljesiil.

Tehat az eddigieket Gsszefoglalva:
e minden kompakt, pozitiv Lebesgue-mértékii K < R halmaz esetén ¢p(K) = 1;
e létezik olyan kompakt, Lebesgue-nullmértékii K < R halmaz, amelyre ¢p(K) = 1.

Létezik olyan kompakt, Lebesgue-nullmértékii halmaz is, amelyre ¢ g # 1. Erre példa a
Cantor-halmaz C', amely Hausdorff-entrépidja

us(C) = 5

3.2. A Cantor-halmaz

Ha A c R” és a € R", akkor jelolje A + a az A halmaz a vektorral vald eltoltjat, azaz
A4+a={x+a|xeA}. Hao A c R" és ¢ pozitiv szam, akkor jelélje cA és ¢- A az A
halmaz c-szeresét, azaz cA = {cz | v € A}.

Definidljuk a Cantor-halmazt R-ben a szokdsos médon: legyen Cy = [0, 1] és minden k

pozitiv egész esetén legyen
1 1 2
Cr=-C)_ —Cr1+=]).
k= 30k 1U(3 k 1+3)

Ekkor a Cantor-halmaz

C = ﬁ Ck.
k=0

Tovabba legyen k € N esetén Cy a C), Osszefiiggdségi komponenseinek halmaza, azaz a Cy
halmaz 2% darab 37* hosszti diszjunkt zart intervallumbdl All.

3.3. Allitas. A Cantor halmaz Hausdorff-entropidja



A bizonyitashoz el6szor egy lemmat latunk be.

3.4. Lemma. A Cantor-halmaz d-entrdpidja tetszdleges pozitiv 6 esetén
E(C, (S) _ 2min{keN\5>3_k}'

Bizonyitds. Legyen K = min{k € N | § > 37%}. A Cg halmazcsalad 2K darab 37K
hosszt intervallumbél 4ll, amelyek uniéja fedi Cx-t. Mivel § = 37K és C < Ok, a Cx
halmazcsaldd a Cantor-halmaz d-fedése. Tehat E(C,d) < 2K.

Ha K = 0, akkor 2% = 1 < E(C,§) mindig teljesiil. Tegyiik fel, hogy K > 0. Legyen
J1, Jo € Cx_1, ekkor J; # Jo esetén min{|z, — 25| | 21 € Ji, 20 € Jo} = 37D > § gy
minden fed6 halmaz legfeljebb egyetlen Cx_1-beli intervallumba metsz bele. Ha J € Cx_1,
akkor min J, max J € C, igy d(J) = 3751 > § miatt legaldbb két fedé halmaz sziikséges
J intervallum C-beli részének fedéséhez. Tehat minden J € Cx_; intervallumhoz két fedd
halmaz kell, és kiilonbozd J-k esetén a fedé halmazok is kiilonboz6k, ezért legaldbb 2251
darab fed6 halmazra van sziikség, vagyis E(C, ) = 2K. O

Ebbdl tetszéleges k-ra § = 37% valasztassal rogton adédik az alabbi kévetkezmény.
3.5. Kovetkezmény. Minden k € N esetén E(C,37%) = 2F.
Ezt felhaszndlva beldtjuk a 3.3. Allft4st.

Bizonyitas. Eloszor belatjuk, hogy

o 1
513& inf {ZGZI m‘{Ui}iel € C(&)} <

Ehhez minden pozitiv § és minden pozitiv e < 1 esetén megadunk egy olyan {U;}er € C(s)
fedést, amelyre

N | —

1 1
LI
Legyen N5 € N olyan, hogy 37" < §, és ehhez N;. € N olyan, hogy ;NL;S < . Tovabba

legyen minden J € Cy, intervallumhoz U;, = [minJ,minJ + 37|, Uy, = [minJ +
3 Nse max J|. Ekkor {U;,,U,,} a J intervallum d-fedése. A 3.4. Lemma szerint

E(C,d(Uy,)) = E(C,3 oe) = 2%,

A 2215565 < € egyenlStlenség miatt N5 < Nj., és igy 37 Voe < 4. 37N Ezt felhaszndlva

dUy) =3 Ne =3 Noe > 2.37°No > 1.37°N = 3=Vt Emellett d(Uy,) < 37, igy
min{k € N | § = 37F} = N; + 1, tehdt a 3.4. Lemma szerint

E(C,d(Uy,)) = 2N+,

22



Ha I = {J; | JeCn;} u{Js|J € Cp}, akkor {U;},.; € Cs5y a Cantor-halmaz d-fedése, és
erre

1 1 1
Z E(C, d(Uz)) - Z <E(C7 d(UJl)) i E(O’ d(UJz))> ’

iel JECN5

hiszen csupan a tagok sorrendjét valtozattuk meg az osszegben. Tehat

Z—l — 2N I B S
E(C,d(U;)) 2Nse QN5+l 2

iel

Ezutan belatjuk, hogy

1
61—1>r(§1+ inf {iél E(C. d(U)) ‘{Uz}ze[ € C’(é)} =

Ehhez azt fogjuk megmutatni, hogy minden pozitiv ¢ és minden {U;},e; € C(s) fedés esetén

N | —

1 1
LEC ) C v

el
Minden i € I esetén legyen K; = min{k € N | d(U;) = 37%}, ekkor E(C,d(U;)) = 2Ki.
Ha Jy,Jy € Cx, 1 és Ji # Jo, akkor min {||z; — x| | 21 € J1, 25 € Jo} = 37K~ 45 mivel
d(U;) < 37=D " az U; halmaz legfeljebb egyetlen Cy,_;-beli intervallumba metsz bele,
legyen ez V;. Mivel V; n C fedhetd két Ck,-beli intervallummal, a V; n C halmaz U, altal
fedett része is fedhetd ezzel a két intervallummal, legyenek ezek V; 1,V 2. Ekkor

czcm(Uu) ~JWn0) =JWnvine) =

i€l i€l i€l
= JViauVig)nC = | (Vi;n0).
iel (ij)elx {1,2}
Legyen v a szokasos valdszintiségi mérték a Cantor-halmazon: minden J € Cy, intervallum-
rav(JnC) = 27% ekkor v(C) = 1 és v additiv relativ kiilsé mérték az { &} v n{JNC |
J € Ci} félgytiriin, igy a Carathéodory-tétel szerint v egyértelmiien kiterjed a félgytir(i altal
generalt o-algebréra.

AV, ; n C halmazok v-mérhetdk, és minden i € I esetén

1
f = ; = _Ki = T TN
v(VianC)=v(Vian C) =2 E(C,d(U;))

1=v(C)=v U (Vi; nC) <ZV(V1‘,1ﬁC)+ZV(Vi,2“C) :2"2 m’

(i,)el x{1,2} i€l el
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3.3. Cantor-szimplexek R"-ben

Megvizsgdaljuk a Cantor-halmaz egy R"-beli altalanositasat.

3.1. Definicié. Ha d pozitiv valés szam, {zy,...,x} < R" és tetsz6leges i, € {1,..., k},
i # j indexek esetén ||z; — x;| = d, akkor az xy,. .., x; pontok konvex burkat k cstcst, d
élhosszu regularis szimplexnek nevezziik. A szimplex cstcsai az 1, . ..,z pontok.

A definiciobdl rogton kovetkezik, hogy a k cstucsu d élhosszi regularis szimplex atméroje
d, tovabba n szerinti teljes indukciéval konnyen belathatd, hogy R™-ben minden pozitiv

d-re van n + 1 csucesu, d élhosszu regularis szimplex.

Az alabbi egy sajat definicié az R"-beli n + 1 cstcsu Cantor-szimplexre.

3.2. Definicié. Legyen Cy < R™ egy n + 1 cstcsu, 1 élhosszu reguléris szimplex, amely

csucsai az xq,...,T,+1 pontok. Legyen minden k pozitiv egészre
n+1
1 2
Cy = —Cg1+ -z | .
k jLJl (3 k—1 3 ])

Ekkor az n + 1 cstucsu Cantor-szimplex

C=()C

keN

A konstrukcié lényege, hogy minden 1épésben %—

ennek egy-egy példanyat eltoljuk az eredeti szimplex minden cstcsaba.

szorosara kicsinyitjiik a halmazt, majd

Jelolje Cy, a Cy halmaz Gsszefiiggdségi komponenseinek halmazat, ekkor a Cy halmaz (n +

1)* darab n + 1 csticsd, 3% élhosszi reguléris szimplexbdél 4ll.

A fenti terminoldgiaval a triadikus Cantor-halmaz kétcstiicsii Cantor-szimplex. Az aldbbi
abran a sikbeli, 3 cstucsu Cantor-szimplex konstrukciéjanak els6 néhany lépése lathato.

A ‘
A A S0k
‘ ‘ A A AAA AAA
A A A A A‘A AAA AAA AAA
Co 4 Cy

Cs Cy

1. dbra. A sikbeli Cantor-szimplex konstrukciéja.

Az n + 1 csicsi Cantor-szimplex nemiires, kompakt és Lebesgue-nullmértékii.
meghatarozzuk az n + 1 cstcsi Cantor-szimplex Hausdorff-entrépidjat.
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3.6. Allitas. Azn + 1 csicsi Cantor-szimplex Hausdorff-entropidja

1
C) = :
¥u(C) n+1
Bizonyitds. Jeloljék xg,...,x, a Cy szimplex csicsait. A Hausdorff-entrépia eltoldsin-
variancidja miatt az dltalanossag megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy xo = (0,...,0) € R™.

Ekkor |z1| =+ = ||z, = L.

El6szor azt mutatjuk meg, hogy ha m tetsz6leges pozitiv egész és U = (1 — 37™) Cy, akkor
a C,, halmaz n™ darab olyan szimplexet tartalmaz, amelyet U nem fed le. Az alabbi abra
az n = 2, m = 3 esetet illusztrélja. A sziirke hdromszog felel meg az U szimplexnek.

Q;OAA A A A A A A

2. abra. Fedés az U szimplexszel.

Minden Z € C,, szimplexhez van olyan f : {1,...,m} — {0,... n} hozzérendelés, amely-
1 1/1 2 2 2
7 = 5 ( .. (g (500 + gl’fz(l)) + gfo(Q)) + .. ) + gxfz(m) =
m—1 ‘
= 3—mc«0 +2- Z 3J_m$fz(j+1) = 3—m00 + uy.
=0

Az f; fiiggvény és a Z szimplex kolcsonosen egyértelmiien meghatarozzak egymaést.

Jelolje conv(H) a H halmaz konvex burkat. Ha ¢ € 37"Cy = 37™ conv(zy, . . ., x,), akkor
a ¢ pontot az xg,...,x, vektorok linearis kombindaciéjaként felirva minden egytitthato
nemnegativ és osszegiik 37™. Tovdbbd a fenti egyenletben az xy, 1y, ..., 7, m) vektorok
egyiitthatoinak Gsszege

m—1 m—1 3m _q
2 Fml =2.37m N 3 =9.3" =1-3",
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vagyis Z < conv(xg,...,x,) = Cp.

Mivel zy a nullvektor, uy az zq,...,x, vektorok nemnegativ egyilitthatés linedris kom-
bindcidja, {gy van olyan r nemnegativ valds szdm és u € conv(zy,...,x,) vektor, hogy
uyz = ru. Ekkor uy € conv(zg, rzy, ..., 12,).

Tovdbbd min{3’~™ | j € {0,...,m—1}} = 3™ ezért ha f felveszi a 0 értéket, akkor uy
definiciéjaban az 1, . . . , z,, vektorok egyttthatdinak 6sszege legfeljebb 1-37""—37" = 1—

2-37™, Emiatt r < 1—-2-3"™ ésigy uz € conv (zg, (1 —2-37)xq,...,(1 =2-37™)x,).

A 37™(C} szimplex tartalmazza az origdt, ezért uy € Z. Tehédt d(Z) = 37™ és x| =
o+ = |z,] = 1 miatt Z < conv (zg, (1 —37™)xq,..., (1 —37™) z,).

Az U szimplex csicsai éppen az origd és az (1 —37")zy,...,(1 —37™)z, pontok, igy
Z cU.

Ha az f; sehol sem nulla, akkor uy definiciéjaban az x4, ..., x, vektorok egyiitthatéinak
Osszege 1 —3™™ ezért c € 37 conv(xy, ..., x,) < 37"Cy esetén ¢ +uy € conv(xy, ..., Ty,).
Ekkor ¢ 4+ uy € Z\U, tehat U nem fedi le a Z szimplexet.

Mivel az {1,...,m} — {1,...,n} fliggvények szdma n™, a C,, halmaz valéban n” darab
olyan szimplexet tartalmaz, amelyet U nem fed le.

Ezt felhasznalva belatjuk a g (C) < n+r1 irdnyt.

Legyen ¢ < 1 pozitiv szdam. Minden pozitiv 6-hoz megadunk egy olyan {Ui}ier € Cls)
fedést, amelyre

1 1
2 EC.dU)) “nyl TF

el
Legyen N € N olyan, hogy 37V < §, és ehhez N. > N olyan pozitiv egész, amelyre
(n+1)N. (HLH)NS < e. Tovabbd legyen S € Cy tetszoleges szimplex.

Vegyiik észre, hogy az S n Cy. halmaz felithaté 3=VCy._n + ug alakban, ahol ug €
conv(xg, ..., T,). Ezt az alabbi dbrak szemléltetik.

X2 )

A

A A
2N A A
xOA A A A 0 -

ON C’Ng—N

3. dbra. Az S szimplex és a Cy._n halmaz.
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4. dbra. Az S n Cy. halmaz mint C'y__y kicsinyitett eltoltja.

Tehat S C’Ng = 37NCNS_N + ug.

Legyen U = (1 — 3N _NE) Cp, és minden S € Cy szimplexhez legyen
U(S,O) =37VU + Ug.

A Cn._n halmaz szimplexei kozott n’=~ darab olyan van, amelyet U nem fed le, és
emiatt az S N Cy, = 37 ¥Opn._y + ug halmaz szimplexei kozott n™==» darab olyan van,
amelyet az Uiy = 37NU + ug halmaz nem fed le. Legyenek az Us,o) altal nem fedett,
S n Cy.-beli szimplexek Ug jy, ahol j € {1,...,n""N}.

Ekkor {Us,jy | j € {0,...,nN="N}} az S szimplex o-fedése, és igy I = {(S,j) | SeCn,j€
{0,...,nN"N}} esetén {U;},.; € C5) az n + 1 csticsi Cantor-szimplex d-fedése.

Megmutatjuk, hogy F (C, 3_N€) = (n+1)M. A Cy. halmaz (n+1)": darab 3=V 4&tmérsjfi
szimplexbdl &ll és C' < |JCy., ezért E (C,37V) < (n+ 1)M. A Cy.-beli szimplexek
egymds eltoltjai, vagyis alkalmas vélasztassal valamely 7" szimplexre és {t; € R" | j €
{1,...,(n+1)"}} pontokra Cy, = {T+¢; | j€{1,...,(n+1)Ne}}. Jelolje ty a T szimplex
egyik csicsat, ekkor a {to +t; | j € {1,...,(n + 1)V}} halmaz (n + 1)¢ darab pontot
tartalmaz, amelyek koziil barmely ketté tavolsdga tobb 3~e-ndl, igy C' ezen pontjai csak
kiilon fed8 halmazokkal fedheték. Vagyis E (C,37) = (n + 1)

Ezutdn megmutatjuk, hogy E(C,3 " —3 M) = (n + 1)V*L. Mivel N, > N, azt kapjuk,
hogy 3~V — 37N = 3=V (1 — 3N*NE) > 0. Ha az S € Cy szimplex csicsai az Sq, ..., 8,41
pontok, akkor

{(1=3""N) 543V Mg | je{l,...,n+1}}

fedi S-t. Tehat a Cy halmaz (n + 1)V darab szimplexének barmelyike fedheté n + 1
darab 37V . (1 =3V "Ne) = 37N — 37N 4tmérdjil szimplexszel, igy E(C,37 Y —37V) <
(n+ 1)N*1 Az {S csticsa | S € Cy} halmaz (n + 1)V*! darab pontot tartalmaz, amelyek
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koziil barmely kettd tavolsaga legalabb 37V > 37N — 37N {oy (' ezen pontjai csak kiilon
fedd halmazokkal fedheték. Emiatt E(C,3™Y —37V) > (n + 1)N+L.

Ekkor

1 1 v 1
L EC ) & (E(C,dwso)) T E(O,dws'.))) B

el

1 ST
= — — + — =
Sév (E(C’,3 N3Ny T 4 E(C,3 Ne)>

1 N:—N 1 N:.—N
=(n+1)N< + >= n+1)N 2 <

_l’_
(n+ )N+~ (n+ 1)Ne n+1

n e 1
+(n+1)N< ) < +e.

n+1 n+1

n+1

/ e 1 -z . . .
Ezutan beldtjuk a ¢g(C) = +— irdnyt. Ehhez megmutatjuk, hogy minden pozitiv d-ra

tetsz6leges {U;}ier € C(s) fedés esetén

1 1
> > .
o ECdU;)) " n+1
Legyen minden ¢ € I indexre N; = min{k € N | d(U;) = 3 *}. Ekkor d(U;) < 3~ WNi-1),
igy U, legteljebb egyetlen Cy,_;-beli szimplexbe metsz bele, legyen ez V;. Mivel V; n C
fedhet6 n 4+ 1 darab Cy,-beli szimplexszel, a C' halmaz U;-vel fedett része is fedhetd veliik,
legyenek ezek Vi, ..., Vi,ny1. Ekkor tehét

C=0Cn <UUZ> :U(CﬁUi):U(CmW):

i€l i€l iel

n+1 n+1
- <Cﬂ (U Vé,j>> - Wi, n0).
iel j=1 iel j=1

Tovabbé d(U;) = 37Vi, és a C halmazt fedi a Cy, halmaz 3™ darab 3= 4tmérdjii szimp-
lexe, gy E(C,d(U;)) < 3™

Definidlunk egy v valdszintiségi mértéket az n + 1 csicsu Cantor-szimplexen. Legyen
M = {} U UientS 0 C | S € Ci}, ekkor M félgytirti. Legyen v(f) = 0 és minden
k pozitiv egészre tetszéleges S € Cp, esetén v(S n C) = (n + 1)"*. Tehdt v additiv
relativ kiilsé mérték az M félgytirin, és igy a Carathéodory-féle kiterjesztési tétel szerint
v egyértelmiien terjed ki mértékké az M altal generalt o-algebran. Ekkor

1=0(C) = (U Ui 0)) <3+ 037 <04 ) S gy

iel j=1 iel i€l

amibdl rogton kovetkezik, hogy %H < Der m.
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3.4. Megszamlalhaté halmazok

Eddig csak olyan halmazokra lattunk példat, amelyek Hausdorff-entrépidja pozitiv. Vi-
szont a Hausdorff-entrépia nulla is lehet: minden korlatos, megszamlalhatéoan végtelen
szamossagu halmazra g = 0.

3.7. Allitas. Legyen K — R" korldtos és |K| = Ry. Ekkor K Hausdor{f-entrdpidja
ve(K) =0.

Bizonyitds. Legyen K = {ay | k € N}, ahol j; # jo esetén a;, # aj,. Minden pozitiv ¢ és
§ esetén megadunk egy olyan {U;},., € K fedést, amelyre

el

1
o
pr E(K,d(U;))
Legyen I = N és k € N esetén Uy, = B(ag,dy), ahol a dj. sugarakat a kdvetkezOképpen
vélasztjuk. Legyen m € N olyan, hogy 2~ (™1 < ¢, és legyen
r . . m
dy = 3 - min ({laj, —apl [ 51 < g2 <2™*} 0 {6}) .

Ekkor 0 < d(Ux) < 9, tehat {Uk}ren € K(s5), tovabba egy d(Uy) atméréjii halmaz legfeljebb
egyet fed le K elsé 2™** pontja koziil, igy legalabb 2% darab fedd halmazra van sziikség,
vagyis E(K,d(Uy)) = 2™ *. Ekkor pedig

1 1
— <Y —— =MD ¢
% E(K,d(Uy)) %:w 2m+k

Vagyis minden pozitiv € esetén

0 < ¢Yp(K) = lim inf {Z | {Uitier € K((;)} <e

6—0
—04+ 7

és emiatt Yp(K) = 0. O
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4. A legvékonyabb fedés siirtisége

Ebben a fejezetben definialjuk R"™ egy tetszoleges halmaz eltoltjaival valé legvékonyabb
fedésének stirtiségét, tovabba bemutatjuk a stirtiség alapveto tulajdonsagait és megadunk
néhany kiilonbozo képletet a meghatarozasahoz.

4.1. Definiciok

Legyen (R™, ||.||) az n-dimenziés euklideszi tér és I megszamlalhat6 indexhalmaz.
4.1. Definicié. Ha K < R” és léteznek R™ pontjai {a;}ics, amelyekre
HQ” ZZL‘J}('+ a;,
i€l

akkor R™ fedhet6 K eltoltjaival. Ekkor a K eltoltjaival valé fedések halmazat jelolje U (K),

azZaz
R" = UK+az}.

el

UK) = {{K“l‘ai}ie[

Megmutatjuk, hogy konvex, pozitiv Lebesgue-mértékii K esetén R™ fedheté K eltoltjaival.
4.1. Allitas. Legyen K < R"™ konvez, pozitiv Lebesque-mértékii. Ekkor U(K) # .
Bizonyitds. A K halmazt nem tartalmazhatja n — 1 dimenzids hipersik, hiszen minden

n — 1 dimenzids hipersik Lebesgue-nullmértékii. Tehat vannak olyan K-beli xq,...,z,
pontok, amelyek nem esnek egy n — 1 dimenzids hipersikba. Legyen

P = {Zn: )\kfﬂk

k=1

Z Ar = 1, minden ¢-re \; = 0} .
k=1

Ekkor P véges sok nyilt féltér metszete, tehar nyilt halmaz, és K konvexitdsa miatt
P < K. Mivel a {P + y},egr halmazcsaldd R™ nyilt fedése és az (R", |.||) tér M; tér, a
Lindelof-tétel szerint 1étezik megszamlalhato részfedés, legyen ez {P + y;} Ekkor pedig
P c K miatt

w€el”

R = JP+yc| JK+u

i€l iel

Ezutan definidljuk a K halmaz eltoltjaival valé legvékonyabb fedés stirtiségét.

Legyen minden pozitiv s-re W, < R™ az origd kozéppontt, ,,balrél zart, jobbrdl nyilt”,
tengelyparhuzamos ¢l és 2s élhosszusagu kocka, azaz

n

W, = n[—s,s).

j=1

Tovabba jelolje A az n-dimenzids Lebesgue-mértéket.
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4.2. Definicié. Legyen K < R" konvex, pozitiv Lebesgue-mértékii halmaz. Ekkor R™ a
K halmaz eltoltjaival valé legvékonyabb (avagy leggazdasigosabb) fedésének stiriisége

HK) = inf lim inf
( ) {K-&-aigileu(l() lsnigl )\(Ws)

Z MK + a;).

K-‘r(liCWs

Vegyiik észre, hogy ha K nem korldtos, akkor J(K) = 0, hiszen tetszOleges {K + a;}ics €
U(K) fedés és s pozitiv valos szam esetén W nem tartalmazza K semelyik eltoltjat, vagyis
az Osszeg minden tagja 0. Azonban korldtos K esetén a K-val valé legvékonyabb fedés
stirtisége mindig legaldbb 1.

4.2. Allitas. Legyen K < R"™ korlatos, konvex, pozitiv Lebesque-mértéki halmaz. Ekkor
WK) = 1.

Bizonyitds. Legyen {K + a;}ier € U(K) és s > 3d(K). A K halmaz eltoltjai fedik R"-t,
igy

n

[T1- (= dw). s = d(5) = | K +a.

k=1 iel

(
Ha K +a; n[[i_, [ = (s — d(K)),s — d(K)) # &, akkor K + a; = W, ezért

U E+a>]][-(s—dK)),s—dK)).
K+4a;,cWs k=1
Emiatt pedig

> /\(K+ai)2/\<

K+a;cWs

n

[~ (s — d()), s - d(K))) = (25— 24(K))".

k=1
Ebbdl s-sel végtelenhez tartva

1 (25 — 2d(K))"

liminf ———— MK + a;) = liminf =1,
= A(W5) K+;CWS 50 (2s5)"
majd infimumot véve V(K) = inf(x g}, ey 1 = 1. O

Korlatos K esetén az is teljesiil, hogy a legvékonyabb fedés stirtisége véges.

4.3. Allitas. Legyen K < R"™ korlatos, konvex, pozitiv Lebesque-mértéki halmaz. Ekkor
WK) < 0.

Bizonyitds. Megadunk egy olyan {K + a;}icr € U(K) fedést és ehhez egy (si)ren végtelen-
hez divergdlé sorozatot, hogy limy e 57— 2k ra e ) MK + a;) < o0.
Sk 1 S

A 4.1. Allftés bizonyitasaban lattuk, hogy K-nak van nyilt részhalmaza, igy van olyan
tengelyparhuzamos él1, zart kocka F', amelyre F' < K. Ekkor van olyan x € R™ pont és r
pozitiv szém, hogy F +x = [ [}_,[-r,7].

31



Legyen az indexhalmaz [ = 2r - Z" = {(2rx;)7_, | x1,..., 2, € Z}. Ekkor R" = J,.;(F +
z) +1 C ;e K + (x4 1), vagyis a;, = x + ¢ vélasztédssal valéban fedést adtunk meg K
eltoltjaival. Tovabba legyen s, = (2k + 1)r, ekkor A\(W;,) = (2(2k + 1)r)". Ha i ¢ W,
akkor i € (F'+ z) + i < K + @; miatt a W,, kocka nem tartalmazza a K + a; halmazt.
Mivel |I n W, | = (2k)™, a W, kocka legfeljebb (2k)™ darab fedé halmazt tartalmaz, igy

vlv > )\(K+ai)=;n(2k)”)\([()=( i )”(K).

A(Ws) ot (2(2k + 1)r) 2k + 1 rn

£)" AU )
2k+1 rn 2r)n

Ekkor pedig limy 4 ( < o0, hiszen K korléatos. O

A kovetkez6 allitasban megmutatjuk, hogy egy tetszdleges tengelyparhuzamos kocka el-
toltjaival valé legvékonyabb fedés strtisége 1.

4.4. Allitas. Legyen K = [[}_, Ir, ahol minden k-ra (0,7) < I < [0,7] tetszdleges
intervallum valamely r pozitiv szamra. Ekkor 9(K) = 1.

Bar az allitast csak olyan K kockara mondtuk ki, amelynek egyik csucsa az origd és min-
den pontja pozitiv koordinataju, ¢ eltolasinvariancidja miatt minden tengelyparhuzamos
kockara igaz.

Bizonyitds. Megadunk egy olyan fedést K eltoltjaival, amelyre

1
lim inf MK +a;) < 1.
s> \(Wy) K+§WS
Legyen az indexhalmaz [ = r-Z" = {(rx;)7_, | x1,..., 2, € Z} és minden i € I-re
. N
a; = (aiz)jo = |4 —sen(iy) -7 Z om ’
m=1 j=1

ahol i; az ¢ € I pont j-edik koordinatdjat jeloli. Vagyis szemléletesen gy kapjuk meg
a fedést, hogy az r hosszi racskozi kockaracs minden kockédjaba belehelyezziik K egy
eltoltjat, majd azt kicsivel az eredeti K felé toljuk, hogy a szomszédos eltoltak messék
egymast.

Legyen tovabba s, = rk. Tetszoleges k-ra ernzl 2%,1 <r,igy

S [-rk.rk) =W,
j=1

Tehat minden k-ra | J,.; K + a; © W, ezért | J,.; K + a; = R”, vagyis valoban fedést
adtunk meg. Tovabba

U K—l—aicnl—r(/ﬁ—i—l)—i—rZ%n, r(k—l—l)—rZ%n]c

ier-{—k,...k}" j=1
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cn r(k+1),r(k+1)) =W.

Sk+1?

igyier-{—k, ... k}"esetén K—i—az W,

Sk+1"°

Haie I\r-{—k,... k}" ész € K+a,;, akkor
az x pont minden koordinatdjanak abszolutértéke legaldbb r(k + 1) — anzl 2%,” és mivel
K oldalhossza r, a K + a; eltoltnak van olyan pontja is, amely minden koordinatajanak
abszolitértéke legaldbb r(k+1) = 3F | 5= +1 > r(k+1). Vagyis ekkor a K + a; eltoltat

nem tartalmazza a Wi, kocka. Tehdt az (Sk)ken sorozat mentén

1 2k + 1) 2k +1\"
AW, 2, ME+a) = @r(k+ 1) (2k+2) ’

Sk+1 ) K+aiCWsk+1

amibol k-val végtelenhez tartva

1
lim ———— ME+a)=1
k—aoo )\(Wsk+1) K+aiCZVVsk+1

Vagyis talaltunk olyan sorozatot, amely mentén a limesz 1, igy

1
liminf ———— MK +a;) <1,
s> \(Wy) K+§Ws

amib6l J(K) < 1. Mivel ¥ nem lehet 1-nél kisebb, J(K) = 1. O

Ebbdl rogton kovetkezik az alabbi.

4.5. Kovetkezmény. Minden korldtos, konvex, pozitiv Lebesque-mértéki K < R hal-
mazra V(K) = 1.

Bizonyitds. A szamegyenes korlatos, konvex, pozitiv Lebesgue-mértékii részhalmazai ép-
pen a nem elfajuld intervallumok, azaz a kockak. O

Az 5. Fejezetben be fogjuk bizonyitani, hogy minden pozitiv Lebesgue-mértékii kompakt
K < R" halmaz Hausdorff-entrépidja éppen a zart egységgombbel valé legvékonyabb fedés

strtiségének reciproka, azaz
1

9(B(0,1))
Korabban, a 3.1. fejezetben megemlitettiik, hogy minden kompakt, pozitiv Lebesgue-

mértéklit K < R halmaz Hausdorff-entrépidja 1. Ez a fenti Osszefiiggést felhasznalva
nyilvanvalé:

Vp(K) =

1 1 1
VuK) = 9(B0,1)) d([-1,1]) 1 1

a 4.5. Kovetkezmény alapjan.

33



4.2. Kilonbozo képletek a stirtiségre

A bizonyitas soran hasznalni fogunk még néhany ujabb képletet, amelyek szintén meg-
adjak a legvékonyabb fedés stirtiségét.

4.6. Tétel. Legyen K < R™ kompakt, konvex, pozitiv Lebesque-mértékii halmaz. Ekkor
R"™ K halmaz eltoltjaival valo leguékonyabb fedésének sirisége

1
I(K) = li inf — AOK + a;),
(K) 0% {5K+aﬁi,eu(5f<) A( )6K+§G¢® (0K + ai)

ahol G tetszidleges élhosszisagu, origo kozépponti, tengelypdrhuzamos éli nyilt kocka,
vagyis valamely s pozitiv szdimra G = ]_[?Zl(—s, s).

A tételt Soon-Mo Jung és Nam Doyun bizonyitotték [3] cikkiikben. Ennek egy véltozata
az alabbi allitds, melynek bizonyitdsahoz ezt az eredményt is felhasznéljuk.

4.7. Allitas. Legyen K < R™ kompakt, konvex, pozitiv Lebesque-mértéki halmaz. Ekkor
R™ K halmaz eltoltjaival valo leguékonyabb fedésének siriisége

. . 1
) = i oo MO ma;g#@ AOK + a,),

ahol G’ tetszbleges élhosszisagu, origd kézépponti, tengelypdrhuzamos élld zdrt kocka,
vagyis valamely s pozitiv szdimra G' = H;L:1[_5a s].
A bizonyitashoz eloszor egy lemmat latunk be.

4.8. Lemma. Legyen K < R" konvex, pozitiv Lebesque-mértéki és m pozitiv valos szdm.
Ekkor
U(mK) = {{m(K + ai)}ig | {K + ai}ie[ S U(K)} .

Bizonyitas. Mivel R = mR",

el i€l

U(mK) = {{mKeri}ieI |JmK +b; = R”} = {{mKeri}ieI K+ %bi = R”}.

Ebbsl a; = Lb; jeloléssel U(mK) = {{m(K + )i

K+a,~=R”}. 0

el
Ezutén beldtjuk a 4.7. Allitast.

Bizonyitas. Legyen

L > MK +ay),

inf
{0K +ai}iereU(OK) )‘(H) SK+a;nH#Y

fu(6) =

ahol a H halmaz a G = [[7_,(—s, s) nyilt kocka vagy a G' = [ [7_,[~s, 5] zdrt kocka. Azt
kell megmutatnunk, hogy lims o4 fer(0) = V(K).
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Mivel tetsz6leges pozitiv 6 és {0 K + a;}ier € U(OK) fedés esetén
{0K +a; | K +a;nG # J} < {6K +a; | K +a; n G # &},
az fcr(0) képletében szerepld Osszeg nagyobb mint az f(0) képletében, igy fo < for.

Legyen (0x)ren tetszéleges pozitiv tagi, nulldhoz tartd sorozat. Azt fogjuk megmutatni,
hogy fer(dr) < fo (7570) - (577)"
Legyen {0x K + a;}ier € U(01K) tetszOleges fedés. Ha 0K + a; belemetsz G'-be, akkor

k+1(5kK + a;) belemetsz G’ belsejébe, azaz G-be, igy

{iEI‘ékK+aiﬁGl;é@}C{iE[‘kLH((SkK+ai)ﬁG¢@}.

Tovabbd A (5 (0. K + a;)) = (+27)" MK + a;), ezért

k+1

> A (kiﬂ(ékl( + ai)) > > A <kLH(5kK + ai)> -

kL_H(CSkK—i-CLi)ﬁG#@ SkK+ainG'£0
— Z <—k _]T_ 1)” MoK + a;) = (kL_H)n Z A0 K + a;).
o K+a;nG'# oK +a;nGl £

A 4.8. Lemma szerint U(276:K) = {5 (06K + ai)bier | {005 + ai}ier € U0 K)}. Igy
a AM(G) = AG") egyenlbséget felhasznalva

k 1 k
o | = inf — M — K +a;)) =
Je (k: +1 k) {6kK+a£iIeL{(6kK) AG) Z (k: + 1( Ri T a ))

kiﬂ((skKﬁ*ai)ﬂG;ﬁ@

1 k" k\"
> inf — | — MoK + a;) = 1(O),
{(SpK+ai},e €U(LK) AN(G) (k + 1) 5kK+alng,¢® (O ) (k + 1) Jor(O%)

amibdl fG" (5]€) < (%) fG (kJrl ) Ekkor fG < fG’ miatt

fald) < 160 < Jo (i) - (S4)

ahol k-val végtelenhez tartva a két széls6 kifejezés az 4.6. Tétel szerint J(K')-hoz tart,
ezért limy_,o, for (0) = O(K). Ez tetszoleges pozitiv tagi, nulldhoz tartd (dx )ken sorozatra
teljesiil, gy lims_o1 for (6) = H(K). O

Ebbdl azonnal kapjuk az alabbit.

4.9. Kovetkezmény. Legyen K < R" kompakt, konvez, pozitiv Lebesque-mértéki halmaz.
FEkkor R™ a K halmaz eltoltjaival valo leguékonyabb fedésének sirisége
1

I(K) = 1 inf S NOK + a;),
(K) 6—1>I(§l+{5K+aigi[eu(5K) A( )§K+aZmJH;é@ (0K + a)

ahol G ¢ H < G’ tetszdleges halmaz.
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Bizonyitds. Az eloz6 bizonyitas jeloléseit hasznalva fo < fyg < for, amelybdl rogton
kovetkezik, hogy lims 0. fr(d) = V(K). O

Ezt felhasznalva megmutatjuk, hogy 0K + a; n H # & helyett 6K + a; € H mentén
osszegezve szintén helyes képletet kapunk.

4.10. Allit4s. Legyen K < R™ kompakt, konvex, pozitiv Lebesque-mértéki halmaz. Ekkor
R™ a K halmaz eltoltjaival valo leguékonyabb fedésének siirisége

1
I(K) = li inf B NOK + ay),
(K) 5—1>%1+{5K+aigijeu(6l() A( )6K-§CH (0K + a)

ahol H tetszdleges [ [j_o(—s,8) = H < [[j_[—s, s] halmaz és s tetszdleges pozitiv szdm.

Bizonyitdas. Legyen
1
fn(8) = inf —— > AMOK +a)

 {0K+ai}ierU(OK) ANH) SK+a;inH£D

és |
= >, AOK +a).

inf
{0K+a;}ier€U(OK) )\(H) SK+a,cH

fc(5) =
Azt kell megmutatnunk, hogy lims_,o; f=(9) = I(K).
Mivel tetsz6leges pozitiv 6 és {0 K + a;}ier € U(OK) fedés esetén

az f~(9) képletében szerepld Osszeg nagyobb mint az f-(0) képletében, igy fo < f.

Legyen (0x)ren tetszéleges pozitiv tagi, nulldhoz tartd sorozat. Azt fogjuk megmutatni,

hogy 45, < TRy esetén f- (rkdg) (ri) ™ < fz (0x), ahol
s+ %

T = ————— -

S — 5kd(K)

Legyen {0K + a;}ier € U(01K) tetszOleges fedés. Megmutatjuk, hogy ri (0, K + a;) 0 H #
& esetén 0, K +a; < H.

Tegyiik fel indirekt, hogy van olyan x € 0 K + a; pont, amelyre ¢ H. Ekkor z-nek van
olyan z; koordinatdja, amelyre |z;| > s. TetszOleges y € K + a; esetén a haromszog-
egyenlotlenség szerint
lyi| = |zj| = |z; —ys] = s = ded(K),
amibol .
|(rey)il = lys] = (s = wd(K)) = s + > 5,

és {gy rpy ¢ H. Tehdt {i € I | rg(p K +a;)) " H # Fyc{iel | K+ a; < H}.
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Tovabba \(r, (0K + a;)) = (16)" MoK + a;), igy

> Are(0K +a)) < D)0 ()" MK + ay).

Tk(lskK+ai)ﬁH¢@ opK+a;,cH

Mivel a 4.8. Lemma szerint U(rydpK) = {{ri(0xK + a;)}ier | {0xK + ai}ier € U(0k)}, a
kovetkezo egyenl6tlenséget kapjuk:

1
~(Tr0r) = inf —_— AMry(0s K + a;)) <
f ( k k?) {(SkK-‘rdi}ig[EU((skK) )\( )T‘k(dkK—;)mH#g ( k( k ))
1
< lnf R Tn)\(SK—i—ai:r”C(;,
Gk vetd(6 ) N(H) KZH< " AOK + a;) = (r)" e (5%)

amib8l f~ (riox)(re) "™ < fe (0x). Ekkor fo < f~ miatt
fa(reon) (re) ™" < f(0k) < fa ().

Mivel limg_,oo 7 = 1 és a 4.9. Kovetkezmény szerint lims_,04 f~(0) = V(K), a két szE1s6
kifejezés k-val végtelenhez tartva ¥(K)-hoz tart. Igy limy o fc(dx) = P(K), és mivel
ez tetszbleges pozitiv tagu, nulldhoz tarté (0 )gen sorozatra teljesiil, limgs o, fo(d) =
HK). O

Idéig olyan képletekkel adtuk meg a legvékonyabb fedés stirtiségét, amelyekben origd
kozépponti kockakat haszndltunk. Azonban a silirliség tetszoleges kocka segitségével is
megadhato.

4.11. Allit4s. Legyen K < R™ kompakt, konvex, pozitiv Lebesque-mértéki halmaz. Ekkor
R™ a K halmaz eltoltjaival valo lequékonyabb fedésének stirisége

1

IHE) = 1i £ i ANOK +a;) =
( ) (5_1’%1"" {(SK‘F(M%ZIEM((SK) )\( ) 6K+Za-ch ( + a )
1
= lim inf —_— ANOK + a;
50+ {6 K +a;hiered(6K) N(H ) 5K+a;H¢® ( )

ahol H tetszbleges int F < H < F halmaz és F' tetszoleges tengelypdrhuzamos €éli zdrt

kocka.

Bizonyitas. Legyen x € R™ az a pont, amelyre F' + x origd kozéppontu kocka. Ekkor a
4.10. Allitasbdl

. AOK) )
WK) = 613& —A(H) {6K+a,},efeu(§K)|{Z €l|0K +a;c H+xa}| =
AOK) .
lim ———= I|0K — H}Y =
5—1>%1+ A H) {6K+al}21€u( i€ I 0K + (a; —z) = H}}|
zlimM i Hiel |dK+0b c H}| =

50+ N(H) {6K+b; }leleu(a(
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1

= i inf — ANOK + a;).
50 {5K+aigi[eu(6l{) A(H) 5K§d{ ( @)
A masik képlet ugyanigy levezetheto a 4.9. Kovetkezménybol. O]

Az utolso észrevételink a legvékonyabb fedés strtiségének képletére vonatkozdan, hogy
ha minden ({0K + a;}ier, H) parhoz hozzarendeliink egy Tisk 1q,},c;,n Szamot, amelyre

|{Z el | 0K + a; < H}| < T{5K+ai}iel7H < |{Z el | 0K + a; M H # @}l,

akkor

1 AOK) 1
— AOK + a;) < Tiskcrat g < —— AGK + ay),
)\(H) 5K+Z¢,7;CH ( ) (ol " )\( ) 6K+a¢ZmH;tQ ( )

és 1gy infimumot véve, majd J-val nulldhoz tartva

. AOK)
HK) =1 ——=T] N H-
(K) 50 (6K +as}erell(6K) ANH) oK taiker, H
A fejezetben bemutatott képleteket az alabbi allitdsban foglaljuk Ossze.

4.12. Allit4s. Legyen K < R™ kompakt, konvex, pozitiv Lebesque-mértéki halmaz, legyen
F' tengelypdrhuzamos €l zdart kocka és leqgyen H tetszoleges intF < H < F halmaz.
Minden pozitiv 0-ra minden {0 K +a;}ier € U(OK) fedéshez rendeljiink hozzd eqy Tisi ta}ier
szamot, amelyre

{iel | 0K +a;,c HY| < Tskaye, < |{i€l | 0K +a;n H # J}|.
Ekkor R™ a K halmaz eltoltjaival valo lequékonyabb fedésének strisége

. AOK) )
HK) =1 — f T, At
(K) 50t A H) {5K+aiﬁ,eu(m) (0K +aibier
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5. A két halmazfuggvény kapcsolata

A dolgozat hétralevo részében a Hausdorff-entropia és R™ zart egységgomb eltoltjaival
valo legvékonyabb fedésének siirtisége kozotti kapcesolatot mutatjuk be, amelyrdl el6szor
Ginkyu Choi, Soon-Mo Jung és Doyun Nam irtak [1] cikkiikben. Az aldbbi tételt fogjuk
bebizonyitani.

5.1. Tétel. Legyen K < R™ kompakt, pozitiv Lebesque-mértéki halmaz. Ekkor

1

wE(K) = 19(?(0, 1))

A bizonyitas alapjaul Choi, Jung és Nam [1] cikke szolgélt.

5.1. Lemmak

A tétel bizonyitasahoz belatunk néhany lemmat. ElGszor azt fogjuk megmutatni, hogy
tetszoleges pozitiv e-ra minden K kompakt halmaz fedhetd véges sok nyilt kockéval
ugy, hogy a fedé kockdk mértékeinek Osszege nem haladja meg e-nédl tobbel a K hal-
maz mértékét.

5.2. Lemma. Legyen K < R"™ kompakt halmaz. Ekkor minden pozitiv e-hoz létezik ten-
gelypdrhuzamos €l nyilt kockdk véges csalddja {G;}", hogy

Kc|JGiés Y MG < MK) +e.
=1 i=1

Bizonyitds. A Lebesgue-mérték regularitasa miatt K-hoz létezik olyan G. nyilt halmaz,
amelyre K < G. és AMG.) < MK) + 5. A G, nyilt halmaz eléall megszamlalhaté sok
F}, egymésba nem nyl6, tengelyparhuzamos €l kocka unidjaként, vagyis G. = Uy F-
Legyen minden k € N-hez G olyan tengelyparhuzamos €l nyilt kocka, amelyre Fj, < G
és MGy) < MEFr) + 7152

Ekkor K < J;en Gi, 18y van véges sok olyan Gy, ..., Gy, nyilt kocka, amelyre K
U, Gi,. Tovédbba

YIMG) < MG < Y (ME) + 55 ) = MG +

i=1 keN keN

<>\(K)+2-%.

N ™

]

A kovetkez6 lemmaban azt mutatjuk meg, hogy bar § csokkenésével a d-entrépia monoton
no, 6-val nullahoz tartva kompakt, Lebesgue-nullmértékii halmaz esetén a d-entrépia és a
0-atméroji gomb Lebesgue-mértékének szorzata nullahoz tart.

5.3. Lemma. Legyen K < R" kompakt, Lebesque-nullmértéki halmaz. Ekkor

_ _ /6
Jlim E(K,8) - ) (B (o, 5)) — 0.
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Bizonyitds. Legyen e tetszoleges pozitiv szam. Az 5.2. Lemma szerint léteznek olyan
{G;}7, tengelyparhuzamos élti nyilt kockdk, amelyekre K < (Ji2, G és 370, A(Gy) <
AMK) + e = e. Eloszor azt fogjuk megmutatni, hogy ha 0 kell6en kicsi pozitiv szam, akkor
minden j-re

MG)) _
E(G;,0) < —=—2 . 29(B(0,1)).
A(B(0,3))
A 4.12. Allités szerint
_ A(B(0,6)) _ , _
9(B(0,1)) = lim 2 f e 1] B(a;,0)nG; # -
(B0.1)) 50 AMG) {E<ai,a>}i§eu<§<o76)>|{Z | Bla:,0) 0 G = &}

- A(B . om0
“BTNG) (et oy U (2) 0022}

Minden {E (ai, g)}

el

(50} o (5(0.2) {redfp(ws) nessof|>

k
— )
> min{k € N|3xy,..., 2z € R", amelyekre G; < UB <:E,~, 5) } :
j=1

Tovdbba a G; kocka d0-entropidja felilr6l becstilhetd azzal a minimalis k-val, amelyre G
fedheté a B (0, %) gomb k darab eltoltjaval, vagyis

k
E(G;,0) < min {k e N|3zy,..., 2z, € R", melyekre G, < UE (xi, g) } .
i=1

Tehat

N[

— . A(B(o, . N
Y(B(0,1)) = 6lir(r)1+%j)))mm{k e N|3zq,...,2, € R", hogy G; CjL;JlB (:cl,§>}

NS,

. A(B(0,3))
> fm =Gy PG

s o '
vagyis kell6en kis 0-ra %E(Gﬁ J) < 29(B(0, 1)) teljesiil, ésigy E(Gj,d) < ng))
2

29(B(0,1)).

Mivel K < |J*, G;, a G; halmazok tetszleges fedéseinek unidja fedi a K halmazt, igy

E(K,)) < Zm]TE(Gj, 9). Ezt behelyettesitve kelléen kis d-ra

E(K,68) -\ (E (0, g)) <A (E (0, g)) iE(Gj,é) <
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A (E (0, g)) i % -29(B(0,1)) = 29(B i (B(0,1))e,

=1 )
hiszen a {G;}7., fed kockédkat igy vélasztottuk. Tehdt minden pozitiv e-ra

limsup E(K,J) - A (E <0, g)) < 20(B(0,1))e,

6—0+

és a 4.3. Allitas szerint 9(B(0,1)) < oo, gy limsups o, F(K,d) - (B(0,2)) = 0. Ebbél
pedig lims 0, E(K,8)- A (B(0,3)) =0. O
Felidéziink egy tovabbi tételt, amelyre sziikségiink lesz.

5.4. Tétel (Vitali-féle fedési tétel, [4]). Legyen A < R™ tetszéleges halmaz, tovdbbd e
és 0 tetszdleges pozitiv szamok. FEkkor léteznek olyan {B;}ier diszjunkt, zdrt, legfeljebb &
atméroji gombok, amelyekre

A (A\UBZ) =0és Y MB) < MA) +¢,

ahol X a Lebesque-féle kiilsé mértéket jeldli.

5.2. A bizonyitas

Bebizonyitjuk az 5.1. Tételt, vagyis hogy minden K < R"™ kompakt, pozitiv Lebesgue-

mértékii halmaz esetén g (K) = 19@(10 o

Bizonyitds. Elészor a ¢g(K) irdnyt latjuk be, ehhez azt fogjuk megmutatni,

1
Z 9B
hogy tetszdleges pozitiv ¢ esetén

MEK)
(MK) +¢) (9(B(0,1)) +¢)

Vp(K) =

Legyen ¢ tetszdleges pozitiv szam. Az 5.2. Lemma szerint vannak olyan {G;}7", ten-
gelyparhuzamos élii nyilt kockdk, amelyekre K < (JiL, G és X7, A(Gj) < )\(K ) +
Ekkor




ezért van olyan 6*, hogy minden pozitiv § < 0* esetén minden j-re

oy 5@, S MF(w3)) <o GO+

E(a g)mG #

Tehdt § < 6* esetén

E(K,0) < Z’i% (0 (B(0,1)) +¢) < A (B (0.2) ;

hiszen a {G}7; kockdkat gy valasztottuk, hogy > 77, A(G;) < A(K) + ¢ teljesiiljon. Ezt
felhasznalva alulrél becsiiljik ¢ g(K)-t.

Yp(K) = 5li%l+inf {Zm | {Uitier € K(S)}

Z 0@ + o) (ﬁl(E(o,1))+g ali%ilnf{ZA( < U))> |{U}’EIEK6)}

i€l
Jelolje convU; az U; halmaz konvex burkét, ekkor d(cl(convU;)) = d(U;). Mivel a
cl(conv U;) halmaz konvex és zart, a Lebesgue-mértéke legfeljebb A (B (0, @)), 2].
A {cl(conv U;)}ier halmazesalad fedi K-t, igy az alabbi becslést kapjuk:

1 .
Vvp(K) = OME) +2) (19 (E(O, 1)) + 8) .51_1,I(€l+ inf {;)\(Cl(conv Ui)) | {Uibier € K(5)} =

. MK) |
(MEK) +¢) (0 (B(0,1)) +¢)

Ez minden pozitiv e-ra teljesiil, ezért

AK) o
vell) =0 Ty @ (@BO.1))+2) 9(BO,1)

Ezutan beldtjuk a ¢p(K) < m iranyt, ehhez azt mutatjuk meg, hogy minden ¢ <

min (A(K), 9 (B(0,1))) pozitiv szémra

MK) +¢e
(E) =) (7 (BO, 1)) =)

Legyen € < min (A\(K),9 (B(0,1))) pozitiv szém. A K halmaz belseje el6all diszjunkt,
tengelyparhuzamos éld, balrdl zart és jobbrdl nyilt {G;};e; kockdk uniéjaként, ahol K
kompaktsdga miatt A(K) = A(int K) = > ., A(G;). Ekkor van olyan m € N, hogy
Zzlzl A(G]k) s A(K) -

Ye(K) <
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Mivel a G, ..., G}, kockék diszjunktak és | J;* , G;, © K, a K halmaz barmely fedésének
tetszdleges tagjat legfeljebb egy G, kocka tartalmazhatja. Emiatt tetszOleges pozitiv ¢
esetén

7(B(0,1)) = S {B(ai,é)}:jgu(B(o,g)) A(Cl;jk) 2 (E (% g)) 7

E(ai,%)Cij
ezért van olyan 0*, hogy minden pozitiv § < 0* esetén minden j;-ra

(B t)} o (5(0.3) A(Clm DI (E ( 2)) >0 (B(0,1)) -

E(ai,§)CG]’k

Tehdt § < 6* esetén

E(K,0) i ’2)) (¥ (B(0,1)) —

o= (MK) =€) (0 (B(0,1)) —¢)
A(B(0,3))

Ezt felhaszndlva minden pozitiv § < 0*-hoz megadunk egy olyan {Vj;},.; € K fedést,

hogy

i Z 1 _ MK) +e
-0+ = B(K,d(Vs:) — (MK) —e) (9 (B(0,1)) —¢)

A Vitali-féle fedési tétel szerint vannak olyan { By ; }jen diszjunkt, zart, legfeljebb 6 atméréji
gombik, hogy A (K\ Usen Bg,j) = 065 X, A(Bsj) < A(K) + . Tovébbd a K\ ey Bs,

halmaznak van Ms; = E (K\ UjGN B(s,j,é) elemszamu {W(g,wk},i\i‘sl € (K\ UjGN B(;7j,5>

fedése. Legyen I = N u {wy, ..., wp;,} és

(%)

BJi ha’L’GN,
Vsi= ’ .
cl Wi, hat=wy,

igy {Vsi}ier & K halmaz d-fedése. Ekkor

1
;mzzm A(Bs,)) *2 T

JeN

IO <ZA Ba) *ZA( ( WT”))) <

43




1 — )
S ) -9 @0 (BO.D) —9) <A(K) et <K\jg35’j’5> s 5») )

< MK) + ¢ N

O(K) —2) (0 (BO.1) —9)
! = )
"E - OB - (d (K\%B“> ’5> (2 (03))

Mivel a cl (K \Ujen Bg’j) halmaz kompakt és

A <c1 (K\ U Bg,j>> <A (K\U B(;,j> + " M(@Bsy) =0,

jeN JeN jeN

az 5.3. Lemma szerint lims_,o4 F (cl (K\ UjeN Bs ;, 5)) A (F (0, g)) = 0. Emiatt pedig

lim

BT S
-0+ & B(K,d(Vs,)) — (A(K) —e) (9 (B(0,1)) —¢)

Tehat

1 1
— Tim i - . < 1 - <
vp(K) = lim mf{Z B,y | Uik € K@} < Jm D B awy) <
el el ’

MK) +¢e
(E) =) (0 (B0, 1)) —¢)°

Ez minden pozitiv e-ra teljestl, igy

<

. AE) + ¢ 1
5 < inf = - B )
Yp(K) < inf (\K)—e) (9 (B(0,1)) —¢) 9 (B(0,1))
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