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Bevezeto

A szakdolgozat célja a Brauer-csoportok konstrukcidja és Osszekapcsoldsa a koho-
moldgiaelmélettel.

Test feletti centralis egyszerli algebrakhoz definidl egy ekvivalenciarelaciot ami szerint
azok csoportot alkotnak, ehhez tenzorszorzast hasznal. Késébb a konstrudalt csoportrél
bizonyit be allitdsokat, Osszekapcsolva azt a csoportkohomolégiaval, végil kiterjeszti a
Brauer-csoportra vonatkozo allitdsokat nem csak véges Galois-b6vitések esetére provéges
halmazok segitségével.

A szakdolgozat f6 eredményei a Brauer-csoport konstrukcidja, izomorfidja a masodik
kohomolégiacsoporttal, minden K feletti centrélis ferdetest felbomlasa K felett primhatvany-
rendii ferdetestek tenzorszorzatara, végiil ekvivalens karakterizacié szeparabilis bévitések
Brauer-csoportjanak trivialitdsara.



1. fejezet

Elso fejezet

Az idd, amit a rézsddra vesztegettél:
az teszi olyan fontossd a rozsddat.
— A kis herceg

1.1. Kellékek

Tenzorszorzat

1.1.1. Definicié. Legyen R egységelemes kommutativ gytrd, F, M;, Ma egyarant R-
modulusok, 8 : My x My — F bihomomorfizmus.

Ekkor My, Ms-nek -ra vonatkozé M; ® M, tenzorszorzata F', ha VN R-modulusra
Vf:M; x My — N bihomomorfizmusra 3!¢y homomorfizmus, amire f = ¢ o 3

Myx My —P o F =My @ M,

ey
f 3

N

A tenzorszorzat megkonstrudlhaté a kovetkezé médon:

Legyen K egy R-modulus, 8 : M; X My — K homomorfizmus,

F= @ Rﬁ(ml;mz)

a B(ml; msz) elemek &ltal generélt szabad R-modulus,
L =< B(my+mh;ma)—B(my;me) —B(mh; ma); B(ma; me+mb) — B(my; ma) — B(ma;mh);

B(rmy;ma) — rB(my;ma); B(my;rma) — rB(my;me)|ms, m; € My, r € R >
részmodulusa F-nek
A kovetkezdk bizonyitdsa megtaldlhaté a [Emi07] konyvben.
1.1.2. Tétel, B
B:M; x My — F/L,(my;mz) — B(myi;ms) + L

bihomomorfizmus, melyre VN R-modulusra Vf : My x My — N bihomomorfizmusra 3¢y :

f=¢pop U



1.1.3. Kovetkezmény. M, ®p My = F/L. O
1.1.4. Allitdas. Homp(A ®p B;C) = Biling(A x B;C) = Homg(A; Homg(B;C)) O
Galois-elmélet

1.1.5. Allitas. Legyen K test, L > K véges Galois-bévités, G = Gal(L/K). Vegyiik L-et
két példanyban, egyszer trividlis G-hatdssal, mdsodszor G mint Galois-csoport hatdsdval
elldtva.

Ekkor L @k L-et a 0(a ®b) = a ® o(b) hatdssal elldtva

Lok L= P Le,,
oeG

ahol G a jobb oldalon az e, bdziselemek permutdldsdval hat.

Bizonyitas. L > K Galois, igy 1étezik f(z) € K|x] 1-f6egyiitthatds irreducibilis polinom
melyre L = K[z]/f(x), f-nek egy a € L gyokét véve f felbomlik [, . (z—0(a)) alakban,
igy a féidedlgyfiriikre vonatkozé kinai maradéktétel miatt (minden test f6l6tti egyvaltozos
polinomgytirti féidedlgyfir{i)

Lok L= Klz]/f(z) = Kla]/(] ] (z - o(a))) = €D Kla]/(z — o(a))

ceG oce@G
O

1.1.6. Lemma. (Speiser) Legyen K test, L > K véges Galois-bévitése, G = Gal(L/K),
V' egy L-vektortér ellitva egy szemilinedris G-hatdssal, azaz olyan G hatdssal melyre
YoeG,veV, e K-ra
o(A) =a(N)o(v)
Ekkor a
ANVERK LV
természetes leképezés egy izomorfizmus.
Bizonyitds. Vegyiik a V ® i L tenzorszorzatot, ahol V-n a G Galois csoportként hat, L-en
trividlisan.
Elég belatni, hogy a

M (Vg L)@k L -V ®k L
leképezés izomorfizmus, ugyanis G hatasa szerint
(Veox L)Y =2VSekL,

igy valéjaban Ay : (V¢ ®k L) ®x L — V ®@k L, melyb8l Ker(\) = A # 1 esetén
Ker(Ap) =A®rg L#1.

Elébbi allitas miatt V® g L mint L® g L-modulus felbomlik direkt 6sszegként V &y L =
@D, cc Weo, o(er) = e, médon. Ekkor (V @k L) = Wey, melybél

(Vexk Lok L= @ We; =2V ok L
oeG

O

1.1.7. Lemma. Legyen K test, L > K szepardbilis bovités, L az L Galois-lezdrtja,
G =Gal(L/K), H=Gal(L/L), hasson G mint Galois-csoport az L @k L tenzorszorzat
masodik tényezdjén. Ekkor létezik

X

(L@x L)* = Mg(L")

kanonikus izomorfizmus.



Bizonyitds. 3o € L : L = K(a). Ekkor L éppen az m, minimédlpolinomnak felbontasi
teste. Legyenek 1 = o1,...,0, € G a H szerinti mellékosztilyok reprezentansai, ekkor
f-nek L-beli gyokei éppen a o;(a) elemek, ahol 1 <i<n=|G: H|=|L: K|.
Ekkor 1.1.5 bizonyitasdhoz hasonléan
Loy L=L[x)/ H(x —0i(a)) = Homy(Z|G),L) = M§ (L)
i=1

A lemma az invertalhaté elemekre valé megszoritasbdl kovetkezik.

Homolégiaelmélet

1.1.8. Definicié. Legyen G csoport, H < G részcsoportja, A egy H-modulus = Z[G] a
kanonikus G-hatéssal szintén H-modulus. Ekkor

M§(A) := Homy(Z[G], A)
egy G-modulus, amin a G hatésa egy

(09)(9) = ¢(g0), ¢ : Z[G] — A

médon megadott H-homomorfizmus dltal meghatarozott (azaz ¢ € Hompg(Z[G], A)),
ahol g béziseleme Z[G]-nek.

1.1.9. Lemma. Legyenek G, A, Z|G] mint eldbb, tovibbd M egy G-modulus. Ekkor létezik
Homg(M, Homy (Z[G), A)) = Homy (M, A)

kanonikus izomorfizmus.
Ez indukdlt egy m — ¢, G-homomorfizmust m — ¢, (1) H-homomorfizmusba kildé
leképezés dltal.

Bizonyitds. Legyen A : M — A egy H-homomorfizmus, vegyiik az
m = (Am 1 g MNgm)) € Homy(Z[G], A)

leképezést, belatjuk hogy ez izomorfizmus aminél egymds inverzei.

< Minden m € M-re

Dy (m) := dm

egy Z|G] — A homomorfizmus amit a g € G generdtorokon definidltunk, ugyanis A H-
homomorfizmus voltdbdl Vh € H, g € G-re ¢, (hg) = A((hg)m) = A(h(gm)) = hA(gm) =
hém(9)-

Most beldtjuk hogy @, egy G-homomorfizmus. G hatdsa Hompy (Z[G], A)-n (go¢)(x) =
¢(xgo) médon adott, igy Px(gom) = ¢gom-re Vg € G-re

Pgom (9) = Mg(gom)) = A(ggo(m)) = dm(9g0) = Lr(m)(990) = (90Pr(m))(9),

melybdl @, (gom) = goPx(m)
— Legyen ¥ : M — Hompy(Z|G], A) egy G-homomorfizmus, definidljuk a

Ag(m) =¥ (m)(1),M — A

leképezést. Ez egy H-homomorfizmus, ugyanis Vh € H-ra Ag(hm) = ¥(hm)(1) =
rRU(m)(1) = ¥(m)(1-h) = ¥(m)(h) (utébbi azért mert ¥(m) € Hompg(Z[G], A)),
melybdl Mg (hm) = h - Ag(m)

e, (m) = 2A(m)(1) = ¢ (1) = A(1 - m) = A(m).

Dy, (m)(g) = Aw(gm) = ¥(gm)(1) = (g¥(m))(1) = ¥(m)(g) minden g € G-re,
melyb6l @y, (m) = ¥(m) minden m € M-re. O



1.1.10. Kovetkezmény. (Shapiro lemma) G csoport, H < G részcsoport, A H-modulusra
Vi > 0-ra létezik . 4
HY (G, M (A) = HY(H, A)

kanonikus izomorfizmus.

Bizonyitds. Kovetkezik el6z6 lemmabdl és a kohomoldgia derivalt funktoros definicidjabol.
O

1.1.11. Allitss. Legyenek A, B, C egyardnt I'-modulusok. Ha
0+A—=B->C—=0
sorozat egzakt, akkor a
.. — HYD,C) — HYT,A) — HY(T',B) — ...

sorozat is egzakt.

1.2. Hasitas véges bovitéssel

A, B K-algebrakra A ® x B tenzorszorzaton a szorzas (a1 ® by)(as @bs) = (a1a2) @ (b1b2)
modon definidlt, elemi tenzorok linearis kombinacidjara A® i B disztributivitasi szaballyal
kiterjesztve K-algebra.

X K" — K™Y : K™ — K™ lineéris leképzesésekre és M, N = ((ng;))q,; matrixaikra
XY : K"@K™ > K"@K™ a®b— X(a)®Y(b) az X és Y tenzorszorzata, melynek

matrixa ((Mng;))q,;

1.2.1. Allitas. V k-dimenziés K folott, W l-dimenzios K folott = V @ W kl-dimenzids
K folott.

Bizonyitds. Legyen V standard bézisa by, ..., b, W standard bézisa cq,...,¢;. Belatjuk,
hogy b, @ ¢; bazis (1 < i<k, 1<j<I). > ti(v; ® w;)-ben @ bilinearitdsa miatt Vi-re
v; ® w; generdlhaté b; ® c; elemekkel, igy ezek generdljdk V @ W-t.

Legyen [v] a v € V-hez tartozé oszlopvektor a by, ..., by bdzisban, [w] a w € W-hez
tartozé oszlopvektor ci, ..., ¢; bazisban. Ekkor f(v,w) = [v]-[w]T-hez 3¢ : Vo W — Kk
linedris leképezés: ¢p(v@w) = [v]-[w]T, marpedig ezen leképezésben b; @ ¢; vektorok képei
linearisan fiiggetlen matrixok, igy maguk is fiiggetlenek. O

1.2.2. Lemma. m,n € N*-ra M,,(K) @k M,(K) = M, (K).

Bizonyitds. X : K" — K", Y : K™ — K™ matrixok tenzorszorzata X @ Y : K" Qg
K™ — K" ®g K™, ahol K™ @ K™ egy k- m dimenziés vektortér K {olott, igy 3
M, (K) @k My (K) = Mpm(K) injektiv gytirithomomorfizmus, ami dimenzié okokbdl
sziirjektiv is. O

1.2.3. Allitas. My, My, K (bal) R-modulusokra (My x Ma) @ K =2 (M1 @ K) x (M ® K).

Bizonyitds. Legyen m = (mq1;mg) € My X My, k € K. Ekkor f(m;k) = (m1 @ k;ma ® k)
bihomomorfizmus, {gy dtvezethetd a tenzorszorzaton, azaz 3¢ homomorfizmus: ¢(m &
k)= f(m;k) = (m1 @ k;ma @ k).

filmisk) = (m1;0) @ k és fa(ma; k) = (0;m2) ® k bihomomorfizmusokat a tenzor-
szorzaton keresztiil vezetve a hozzdjuk tartozé ¢; : M; @ K — (MixMs) ® K homomor-
fizmusokra (213 22) = ¢1(21) + ¢2(22) egy (M1 ® K) x (M2 ® K) — (My x Mz) ® K

homomorfizmus. O



1.2.4. Allitas. A K-algebrdra M, (K)®x A~ M,(A). Ha A centrdlis egyszeri algebra,
akkor M, (A) is az.

Bizonyitds. n = l-re r;,s; € K,b; € Ara )y, ri(s; @b;) =1 (3, 1i8:b;), azaz gk K @ A
minden eleme 1 ® b alaki alkalmas b € A-ta = ¢ : A = (K ® A),b — 1 ® b sziirjektiv
homomorfizmus.

fi (K xA)— A, (r;b) — r-b bihomomorfizmus &tvezethetd a tenzorszorzaton, azaz
I (K ® A) - A homomorfizmus: ¢(r ® b) = f(r;b) = r-b. Specidlisan r = 1-re
Y=¢"'=> Kox A=A,

n>lre Mpy(K)2 K" 2K x Kx .. x K222 M, (K) 9k A2 Ax Ax ...x A

My (A). O

1.2.5. Allit4s. (1) A centrdlis egyszert algebra K folott, L > K véges bdvités = AQg L
centrdlis eqyszert; algebra L félott

(2) A K-algebra, 3 L > K véges: A Q@ L centrdlis egyszeri, algebra L folott = A
centrdlis egyszert algebra K folott.

Bizonyitds. (2) I<A= (I®k L)<(A®k L)=1=0vagy I = A= A egyszeril.
Indirekt Z(A) > K = dim(Z(A)®@k L) = dimg(Z(A)) > 1, marpedig Z(A)®@x L C
Z(A®k L) , dimp(Z(A®k L)) = dimp(L) = 1, ellentmondva feltevéstinknek.

(1) A centralis egyszerii algebra K {616tt Medderburn ttele. I INT, D ferdetest:

A = M, (D). Eléz6 4llitds miatt feltehetd, hogy A = D (n = 1), ugyanis A @k L
M,(D)®x L =2 M,(K) ®x D ®x L =2 M,(D ®k L). L-nek egy ui,...,u; bézisdra
Va € (D @k L): 3 dy,...dy € D: a = Y5 (di ©x w). o € Z(D @k L) esetén
Vd € D: YF(dd) @k u; = (d @k 1)a = a(d 9k 1) = Yy, (did) @ u;, mérpedig a
felirds egyértelmf, igy Vi: dd; = d;d = Vi : d; € Z(D) =K = a € K@ L =L =
Z(D K L) = L.

Legyen 0 # J < D ®g L kétoldali idedl, z1, ..., 2. ennek egy bdzisa D folott. (1 @k
U1)y .y (1 ® ug) D Qi L-nek egy béazisa D {6lott, gy z1,..., 2. ezekkel kiegészithetd
D ®k L egy bézisava, azaz feltehetd, hogy 21, ..., zr, (1 ®k Ury1),...(1 @k ui) egy bazisa
(D ®x L)ynek D folstt = D ox L = J & (B,
Jyoi; € D: 1@ u; = y; + Z?:'rdrl @ij ® uj, marpedig 1 @ u; = (d7' @ 1)(1 ® u;)(d ®
) =(d ' 'ely(dol)+ Y5 (d tayd) @uy, (A @ Dyi(d® 1) € J, igy a felirs
egyértelmfiségébdl (d~! @ 1)y;(d ® 1) = y;, (d"'avijd) = ayj, specidlisan a;; € Z(D) = K
=y =10u — Y (0 ®uy) € K@y L =L, azaz J-nek 3 (J N L)-beli elemekbol
allé generdtorrendszere, marpedig (J N L) <« L miatt J N L = L, mert L test. = L C
JA(D®kg L) = (D®k L)=J = D Qg L egyszerti. O

(D ®K uj)), specidlisan 3! y; €

Megjegyzés: Elobbi allitas tetszoleges L > K algebrai bévitésre igaz. [J

1.2.6. Tétel. Legyen A végesdimenzids algebra K test folott. Ekkor A centrdlis eqyszert
algebra K folott <= In € NT,L > K véges: A @y L= M,(L).

Bizonyitds. < éppen el6z6 allités.

=: Ekkor A®y K centrélis egyszerti algebra az algebrailag zart K folott, igy In > 1:
A®rg K =2 M,(K). Legyen e;; € M,(K) azon métrix, melynek i. sordnak j. eleme 1,
minden més 0 (1 <4,j <n).

Ao K = Uk <1 <Rveéges bovites(A @k L) miatt 3L > K véges bévités: Vivj: e;; € L.
Ezen elemek L folott linedrisan fiiggetlenek, dimy, (A ®x L) = n? van beldliik, igy A®x L
egy L folotti bazisat adjék. (A ®x L)-ben e;; - epr = ey, ha j = k, 0 killénben. Ekkor
ezen bazis megad egy izomorfizmust A @k L és M, (L) kozott. O

1.2.7. Kovetkezmény. A K folotti centrdlis eqyszert algebrai K feletti dimenzidja
négyzetszam.



Bizonyitds. dimy(A) = dimp(A ®x L) = dimp(M,(L)) = n?. O
n =+/dimgA az A centrélis egyszerli algebra foka.

Ha A centrélis egyszerdi algebra K test {6l6tt, L > K véges bévités, AQx L = M, (L),
akkor L az A egy felbontdsi teste (a felbontdsi test nem egyértelmil); ekkor L > K bovités
felhasitja A-t.

Ha A = M, (K), akkor A hasad K folott.

1.2.8. Allitas. A centrdlis egyszerd algebra K folott, L > K felhasitja A-t, F > L véges
= F felhasitja A-t.

Bizonyitds. F algebra L folott, igy 1.2.4 miatt AQx F = AQx L®p F =2 M, (L)®p F =
M, (F). O

1.2.9. Ko6vetkezmény. A, B centrdlis egyszert algebrdk K folott = A Q@ B centrdlis
egyszeri algebra K félott.

Bizonyitds. 1.2.6 miatt elég beldtni, hogy (A® x B)®k L egy L feletti teljes matrixgytiriivel
izomorf alkalmas L > K véges bovitésre (n > 1). A, B centrdlis egyszerii algebrék, igy
felhasadnak véges bovités folott. Ha L mindkettonek tartalmazza egy felbontési testét,
akkor 1.2.8 miatt A ®x L = M, (L), B®k L = M,,(L) alkalmas n,m > 1-re.

Vegyiik észre, hogy (AQx B)®x L — (AQk L)@k (B®K L), (a®@b)@X — (a®@N)®(b®
1) = (a®1)® (b ) leképezés szorzattartd, L-linedris (mert az elemi tenzorokon megadott
leképezést L-linedrisan terjesztjiik ki) és sziirjektiv. Mindkét oldal dimenziéja n?m?, igy

ez izomorfizmus, marpedig jobb oldal 1.2.2 miatt izomorf M,, (L)@ My, (L) & My, (L)-lel

126, 4 ®x B centrilis egyszerii algebra K folott. -

Ha A centralis egyszeri K-algebra, akkor A°P is az, mert ugyanazon testbévités hasitja
fel.

1.2.10. Allitas. A n-edfoki centrdlis eqyszert algebra K folott = A®x AP = M, (K),
azaz A Qi A°P hasad.

Bizonyitds. Vegylk észre, hogy
®: (AQRK A?) — Endk(A), (a®b) — (z — axd)

K-linedris leképezés szorzattart6 (kompozicié a szorzat), {gy ® homomorfizmus két azonos
dimenzids algebra kozott, marpedig ® # 0 és A® x A°P egyszerii (1.2.9) = ® izomorfizmus

Endp (A)=(A— A K-linearisak)
dimy (A)=n? = Endg (A)=M 2 (K)

n

A® AP 2 M2 (K)

O

1.2.11. Allitas. A n-edfoki centrdlis egyszert algebra K folott, L < A résztest: |L :
K|=n = A hasad L fslott.

Bizonyitds. L kommutativ = L < AP részgyliri = A®x L C AQk AP = M,2(K). A
vektortér L folott (bal- és jobbszorzdssal) = dimp(A) = dimg (A)/dimk (L) = n.
A jobbszorzéssal vektortér L f6lott

Ap€Lia,z€ A=P(a®N) (zp)=azpr=axAp=>(a®N) (z)u= ® L-linedris

D(A®xL) C Endy(A) C Endg(A)

dimp (Endy (A))=n?

(A @y L) = Endy(A) = M,(L). 0

10



1.2.12. Kovetkezmény. 3 résztest A-ban, ami felhasitja A-t.

A-beli résztestek kereséséhez Wedderburn tétele miatt feltehetd, hogy A = D ferdetest.
Mivel véges ferdetest ami nem test nem létezik, igy az is feltehetd, hogy a K alaptest
végtelen.

1.2.13. Tétel. D centrdlis n-edfoki ferdetest K folott, |K| = co = 3L < D résztest:
L/K n-edfoki szepardbilis bévités. Specidlisan D @ L = M, (L).

Bizonyitds. Olyan a € D elemet keresiink, melyre m,,(z) n-edfoki és nincs t6bbszoros
gyoke, ekkor ugyanis irreducibilis (mert D nullosztémentes), igy L = K(a) < D meg-
felel. Azt fogjuk beldtni, hogy D szinte mindegyik eleme ilyen tulajdonsigi: {a €
Dldeg(mq(z))) = n} Zariski-nyilt:

1.2.14. Lemma. Legyen 8 € D(= A)-nek mg(x) € Klz] D-beli minimdlpolinomja.
Ekkor B ® 1 € (A®k K) = M,(K) mdtriz minimdlpolinomja mg(z). Specidlisan
deg(mp(z)) < n.

Bizonyitds. mp(f®1) =mg(f)®1=0.

sg: D — D,y — [y K-lineéris leképezés, f(x) € K[z]-re f(sg) éppen az f(/5)-val
val6 balrdl szorzés, specidlisan sg minimélpolinomja mg(z). A minimélpolinom nem filigg
a bézistdl; legyen M az mg(x) métrixa. Ekkor

M e an(K) C Mn2(?) = (A®Kf)a

azaz M megegyezik sgg1 1 A @x K — A ®k K linedris leképezés matrixaval, melyb6l
M1 = Msyg, = Ma(x) € K[z], mirpedig a Cayley-Hamilton tétel szerint egy n x n-es
matrix minimalpolinomja legfeljebb n-edfoki. O

Legyen ey, ...,e,2 D-nek egy bazisa K {0lott, a-t a = Z;Lilijj alakban keresstik
alkalmas y; € K elemekre. Ekkor o ® l-nek M, = Z?; Mjy; métrix felel, ahol
My, ..., M2 € M, (K): (e;®1)-nek lemmabeli (A®x K) = M, (K) szerinti azonosft4snél
M; felel meg (j =1, ..., n?). Ha y;-ket sikeriil gy véalasztani, hogy M, karakterisztikus

polinomjanak ne legyen tobbszros gyoke, akkor az megegyezik a minimalpolinommal, igy
az n-edfoku.

’ﬂ2

F(x,2z1, ..., 2p2) = det(z] — Z) € K[z, 21, ., 2n2]

Jj=1
(n? 4 1)-véltozés polinomnak

R(F,(6F/éx)) = H(21, ..., 2n2) € K[21, ..., 2p2]
x szerinti diszkriminanséra H(yi, ..., yn2) 7 0 esetén
F(z,y1, ..., Yn2) = det(xl — M)

karakterisztikus polinomnak nincs t6bbszoros gyoke, igy ez a minimalpolinomja, marpedig
H # 0, ugyanis |K| = oo miatt 3M,, (K)-beli matrix, melynek n paronként kiilénbozé
sajatértéke van, azaz Ju; € K: H(uy,..,un2) # 0. Valtozészdm szerinti indukciéval
igazolhato, hogy ha K végtelen test, akkor az u; elemek vélaszthaték K-belieknek is. [J

1.2.15. Kovetkezmény. A centrdlis egyszerii algebra K test folétt = AL > K wvéges
Galois-bévités, ami folott A hasad.

Bizonyitds. ¥V véges szeparabilis bévités benne van egy Galois-bovitésben. O
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1.3. Brauer csoport konstrukciéja

1.3.1. Allités. D ferdetest = D™ egyszert modulus M, (D) folitt (mdtriz-vektor szorzdssal).

Bizonyitds. D"-nek D folotti ey, ..,.e, bdzisira 0 # v € D™ JA € M,(D): Av = e;
(ugyanis Ji: v; # 0 miatt azon A megfelel, melynek i1 eleme v; ', minden més 0),
marpedig Vi: dB;: Bje; = e;. O

Tehat M, (D) mint 6nmaga felette balmodulus el8all egyszerii modulusok direkt Gssze-
geként, ugyanis Mj-vel jelolve azon matrixokat, melyeknek csak j. oszlopdban lehet # 0
eleme, M, (D) = @j_, M;, marpedig Vj: M; = D",

1.3.2. Kovetkezmény. M, (D) ferdetest folotti teljes matrizgytdird folott izomorfia erejéig
egyetlen egyszerd (bal)modulus 3.

Bizonyitds. M egyszer(i M, (D)-modulus eléall M,,(D) = @?:1 M szabad modulus fak-
tormodulusaként, azaz Im: M = @?:1 M; — M: sziirjektiv homomorfizmus, melyre 3j:

7T|Mj %O

M és M; egyszer( . , - ~
—————> 7 izomorfizmus M; és M kozott, azaz M; = M. O

1.3.3. Kovetkezmény. Wedderburn tételében n > 1 és D ferdetest izomorfia erejéig

egyértelmiien meghatdrozott az A egyszerd algebra dltal. Azaz M, (D) = M,,(D’) esetén
n=mésD=2D".

Bizonyitds. Elébbi kovetkezményben szerepl6 izomorfia erejéig egyértelmii M egyszerii
A = M, (D) & M,,(D’)-modulusra Wedderburn tételének konstrukciéja szerint D°P =
Enda(M) =2 D'°P és n = dimpor = m. O

A, B centrélis egyszerti algebrak Brauer-ekvivalensek (jelolés: A ~ B), ha 3D fer-
detest és n,m > 1: A = M,(D),B = M,,(D). A centrilis egyszerii algebra Brauer-
ekvivalenciaosztalyat [A] jeldli.

Elébbi kovetkezmény szerint V Brauer-ekvivalenciaosztalyban izomorfia erejéig pon-
tosan 1 ferdetest van.

1.3.4. Lemma. Legyenek A, B centrdlis eqyszeri algebrdk K folétt. Ekkor A ~ B <—
Ak, k' >1: A®x Mp(K) = Bk My (K).

Bizonyitds. =: Nyilvanvalé.
<: ARk Mk(K) = Mk(A) = Mk(Mn(D)) = Mkn(D)> B ®k Mk/(K) = Mk/(B> =
My (M (D)) 2 My, (D')), mérpedig el6bbi megjegyzés szerint D = D', O

1.3.5. Allitas. K test esetén a K feletti centralis egyszert algebrdk Brauer-ekvivalencia-
osztalyai Abel-csoportot alkotnak [A][B] = [A ® k B] miveletre nézve, melyben id = [K],
[A]7Y = [A°P]. Azon centrdlis egyszerti algebrdk osztdlyai, melyek L > K (véges) bbvités
folott hasadnak, részcsoportot alkotnak.

Bizonyitds. A miivelet jéldefinidltsdgahoz azt kell igazolni, hogy A ~ A’, B ~ B’ centralis
egyszerl algebrdkra A®yg B ~ A’ @ g B’: Wedderburn tétele szerint 3D, E ferdetestek és
n,n',m,m’ >1: A= M,(D),A" 2 M, (D),B = M,(E), B = M, (E), igy el6z6 lemma
miatt A @ B & Mnm(D QK E) 2D E= Mn/m/(D K E) >~ A Qg B

1.2.10 miatt [A%P] = [A]7L.

Az igy kapott csoportot Br(K)-val, az L bovités folott hasadd centralis egyszerii al-
gebrak Brauer-ekvivalenciaosztalyainak részcsoportjat Br(L| K )-val jelolve 1.2.9 bizonyitdsa
szerint ha A, B hasad L folott, akkor A ®x B is hasad L folott, azaz Br(L|K) <
Br(K). O
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Br(K) a K Brauer-csoportja. A centrilis egyszerii K-algebra Brauer-osztédlya trividlis
(vagyis az egységelem) <= A hasad K {6l6tt.

Az R £616tti nullosztémentes algebrakrél sz6l6 Frobenius-tétel szerint Br(R) & Zs.

F, véges testre (¢ = p/ primhatviny) Wedderburn véges ferdetestek kommutati-
v1tasarol sz616 tétele szerint Br(F,) = {1}

1.3.6. Lemma. Legyen K test. Ekkor M, (K) V K-linedris automorfizmusa belséd, azaz
Vo : Mp(K) — M, (K) K-linedris automorfizmushoz 3C € GL,(K) invertdlhatd:

VM € M, (K)-ra (M) =CMC™*

Specidlisan Auty (M, (K)) =2 PGL,(K) = GL,(K)/Z(GL,(K)).

Bizonyitds. Vegyiik azon I < M, (K) részgyfirtiket amik csak az r-hez tartozé oszlopuk-
ban nem feltétlen nulldk, ezek balidealok is egyben, rdadasul minimélisak, mind izomorfak
egymassal, M, (K) = €p,. I, mindegyik izomorf egy egyszerti M, (K )-modulussal, egyben
K-vektortérrel.

Legyen I <« M, (K) egy ilyen minimdlis balidedl, A € Aut(M,(K)). Tudjuk hogy
M, (K) egy centralis egyszer(i algebra, ennek centruma az identitds skaldrszorosainak a
konjugaltjaibdl all, feltehetd tehdt hogy A(I1) = I1. Legyen ey, ..., e, bdzisa K"-nek mint
K folotti vektortérnek. Ekkor az

Mn—>Mel,Il — K"

leképezés K-vektortereknek izomorfizmusa, igy A a K™ egy automorfizmusat indukalja.
Ez meghatarozott egy C invertalhat6é métrix altal. Azt kaptuk tehat, hogy VM € M, (K)-
ra a K™nek standard bdzison A\(M) mddon definidlt endomorfizmusdnak a métrixa
cMC1!

A mésodik részhez létezik

Cw (M= CMC™Y),GL,(K) — Aut(M, (K)

természetes homomorfizmus, ez sziirjektiv a el6bbiek miatt, Kernelje éppen GL,,(K) cent-
ruma, igy részcsoportja a skalarmatrixoknak. O

A centralis egyszeri K-algebrara el6z6 fejezet utolsé kovetkezménye szerint 3L > K
Galois-b&vités, amire 3f : M, (L) - A @k L izomorfizmus.
G = Gal(L/K) eltéréen hat mindkét oldalon.
Legyen g € G-re
falg)=f"o(idg)ofog™":
g} id®g, !
M, (L) = My (L )—>A®KL A®g L — My(L)

L-linearis, azaz
falg) € Aut(My (L)),
ugyanis X € M, (L), € L esetén

fa(XX) = FHid @ g(f(g~H(XN)))
= id®g(f(g7 " (X)g (M)
=M id @ g(f(g7 (X))
= fHEd @ g(f(g~ (X))

= fa(g)(X)A
g, h€G: AP,Q € M,(L): fa(g) és fa(h) rendre a P-vel és Q-val valé konjugalas.
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Ekkor
falgh) = f~H(id @ g(id @ h(f(h~ g~ (X)))))
= [THid@g(f(f~Hid @ h(f(h™ g™ (X)))))))
=M deg(f(Qg T (X)Q™))
= ideg(flg~ (9(@Q)Xg (@)
=Pg(Q)Xg " (QP"

Tehat
falgh) = fa(g)g(fa(h))

Tegyiik fel hogy G csoport automorfizmusokkal hat H csoporton, azaz Jda : G —
Aut(H) csoporthomomorfizmus. Ekkor ¢ : G — H fiiggvény keresztezett homomorfiz-
mus, ha

d(gh) = (g)a(g)(p(h))

A konstans 1 fiiggvény VH-ra keresztezett homomorfizmus; ez a trividlis keresztezett
homomorfizmus.

Vildgos, hogy ha G trividlisan hat H-n, akkor a G — H keresztezett homomorfizmusok
éppen a G — H csoporthomomorfizmusok.

G = Gal(L/K) hat H = PGL,(L)-en az automorfizmusokkal, ugyanis ¢ € G, P €
GL,(L)-re g hat P V elemén, mésrészt g(P) osztdlya PGL, (L)-ben csak P osztalyatdl
fiigg, mert skalarmétrix Galois-konjugdltja skaldrmatrix.

Tovabbiakban megvizsgaljuk, hogy A centrilis egyszer(i K-algebra és L test (ami
folott A hasad) mennyire hatérozza meg fa : Gal(L/K) — PGL, (L) keresztezett homo-
morfizmust.

El6bbi konstrukciéban csak f : A @ L — M, (L) izomorfizmusnal volt szabad
valasztasunk. (f #)f : A®x L — M,(L) izomorfizmusra f~! o f automorfizmusa
M, (L)-nek, igy el6bbi lemma szerint ez egy alkalmas P € GL,, (L) métrixszal val6 kon-
jugélas, tehat g € Gal(L/K), X € M, (L) esetén

falg)(X) =P Y id® g(f(Pg~ " (X)P™Y)))P
=P ' id®g(flg " (g(P)Xg ' (P)))))
= P~ fa(9)9(P)Xg ' (P))P,
Falg) =P falg)g(P),

ahol P jeloli P osztalyat PGL,,(L)-ben.

Tegyiik fel, hogy G csoport automorfizmusokkal hat H csoporton. FEkkor ¢, :
G — H keresztezett homomorfizmusok ekvivalensek (jelolés: ~), ha 3h € H : 9(g) =
h=t¢(g9)g(h). Ellenérizhets, hogy ez valdban ekvivalenciareldcié. A keresztezett homo-
morfizmusok ekvivalenciaosztdlyai G csoport H egytitthatds els6é kohomoldgiahalmaza,
melyet H(G, H) jeldl; ez egy pontozott halmaz: a trivialis keresztezett homomorfizmu-
sok osztalya a kitilintetett elem.

1.3.7. Kovetkezmény. H-t PGL, (L)-nek vdlasztva az elébb leirtak megadnak egy
CSAp(n) + HYG,PGL,(L))

bijekcidt a bdziselemek kozott, ahol CSAL(n) az L folott n fokkal hasadd centrdlis eqyszerd
algebrdk K -izomorfiaosztdlyait jeloli.

Bizonyitds. Joldefinidltsdg el6bb megvolt. Injektivitdsért és sziirjektivitdsért lasd a [Ger]
jegyzetet. O

A Speiser lemménak ezek utan vont kovetkezménye:
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1.3.8. Kovetkezmény. (Hilbert 90-es tétele) Legyen K test, L > K véges Galois-bévités,
G = Gal(L/K). Ekkor H(G,GL, (L)) = {1} minden n-re.

Bizonyitds. Legyen n > 1, f : G — GL, (L) keresztezett homomorfizmus, vegyiikk G-nek
f-fel csavart 8 hatdsat a V = L™-en mint L-vektortéren, azaz g € G,v € L"-re legyen

B(g)(v) = f(g) - 9(v)

Ekkor 1.1.6 szerint V = L @5 V(@ A VB (G nek egy K foltti vy, ..., v, bézisit véve
az izomorfusmus azt jelenti hogy ez L folotti bazis V-ben és G csavart hatdsa ezeken az
elemeken trividlis, azaz minden i-re.

f(g) - g(vi) = v;

Ezeket az L"-beli elemeket egy P € GL,(L) matrixba gylijtve el6bbi azonossigok
atirhatok
flg)-9(P)=P
Ez minden g € G-re fennall, igy f(g) = (P71)"'g(P~!) ekvivalens a trividlis keresztezett

homomorfizmussal.
O

Hilbert 90-es tételének n = 1 esete mar a Galois-elméletben is fontos, ldsd [Mil22, 5.
fejezet].
A kovetkezd allitds bizonyitdsa megtaldlhaté a [Ger] jegyzetben:

1.3.9. Allitas. H kommutativ csoport (és a miveletet additivan irjuk)
=

G — H keresztezett homomorfizmusok Z(G,H) csoportot alkotnak a szorzdsra. FEkkor
HYG,H)=Z(G,H)/B(G,H) Abel,

ahol B(G,H) ={ f € Z(G,H)|3h € H : ¥g € G : f(g9) = g(h) — h } a principdlis
keresztezett homomorfizmusok részcsoportja.

Tehdt kommutativ H esetén beszélhetiink els§ homoldgiacsoportrdl (alkalmazasokban
altaldban H kommutativ).
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2. fejezet

Masodik fejezet

Az eredetiség a magdnybol sziiletik,

mentesen a rank zdporozo mindenféle kilsd hatdstol,
amik megbénitjik az alkoto szellemet.

Legyél egyediil, ez a feltaldlds titka;

legyél egyediil, mert ekkor sziiletnek a gondolatok.
Ezért van az, hogy szdmtalan féldi csoda

egyszert kornyezetben jott létre.

— Nikola Tesla

2.1. Centralizator, centrum, Noether-Skolem tétel

El6z6 fejezetben megmutattuk hogy egy bovités felett hasadé centralis egyszeri al-
gebrak egy ekvivalenciarelacio szerinti osztalyai csoportot alkotnak:
A [GS17], [Mil20] és a [Ger] forrdsokat hasznéljuk.

2.1.1. Allitas. K test esetén a K feletti centralis egyszeri algebrdk Brauer-ekvivalencia-
osztdlyai Abel-csoportot alkotnak [A|[B] = [A @ xk B] miveletre nézve, melyben id = [K],
[A]7! = [A°P]. Azon centrdlis egyszerii algebrdk osztdlyai, melyek L > K (véges) bévités
folott hasadnak, részcsoportot alkotnak.

2.1.2. Allitas. Legyenek A és A’ egyardnt K-algebrdk, B és B' rendre az A és A’
részalgebrdi, C(B) és C(B') ezek centralizdtorai A és A’-ben.
Ekkor B ® B'-nek A ® A’-beli centralizdtora éppen C(B) @ C(B'):

Cagra (B B') = Ca(B) ® Car(B')

Bizonyitds. Nyilvan
C(B)® C(B") CC(B® B')

Fordftott tartalmazdshoz legyen (f;); egy bézisa A’-nek mint K 616tti vektortérnek. Ek-
kor (1 ® f;); elemek egy bézisét adjdk A ® A’-nek mint A-modulusnak, igy tetszSleges
a € A egyértelmiien felirhaté a = )", (a; ® f;) médon valamilyen o; € A elemekkel.
Tetszéleges 8 € B-re a € A pontosan akkor cserélhetd fel 5 ® 1-gyel, ha el6bbi
felirasaban 16v6 «; elemekre o = Pay, tehdt Cyuga (B ® 1) = C(B) ® A’, hasonléan
Ceppa(1® B) = C(B) @ C(B).
Nyilvan
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CBe®B)CCB®1)=C(B)® A
= C(B® B') C Copen(l® B') = C(B) © C(B)),
amit bizonyitani akartunk. O

Megjegyzés: Két K-algebra tenzorszorzatdanak centruma a centrumaiknak tenzorszor-
zata: Z(AQk B) = Z(A) @k Z(B).

2.1.3. Kovetkezmény. FEgyszerti K-algebra centruma test.

Bizonyitds. Egy ferdetest centruma test, marpedig Wedderburn tétele szerint minden
egyszeri K-algebra izomorf egy D ferdetest feletti M, (D) matrixgyfirtivel, igy M, (D) =
M, (K) ®x D miatt

Z(My,(D)) = Z(My(K)) ® Z(D)

~ K ®k Z(D) = Z(D), marpedig egy ferdetest centruma test. O

Megjegyzés: Ezen kovetkezmény szerint minden egyszerti K-algebra centrélis egyszeri
a K-nak egy véges bovitése felett.

2.1.4. Tétel. (Noether-Skolem): Legyenek A, B egyardnt K-algebrdk, f,g : A — B
homomorfizmusok.
Ha A egyszerii és B centrdlis egyszerii, akkor 3b € B invertdlhatd elem, melyre

Vac A: f(a)=b-g(a) - b},
azaz [ és g csak a B egy belsé automorfizmusdban térnek el.

Bizonyitas. El6szor tegyiik fel hogy B = M, (K) = Endg (K™).

Ekkor minden A — B homomorfizmus az A egy csoporthatasdt definidlja K™-en, mivel
A minden eleme megad egy K™ < K™ bijekciét. Jeldljik az f, g ilyen médon megadott
hatdsait Vy, Vg-vel.

Tudjuk, hogy barmely két azonos dimenzidji A-modulus izomorf egymassal, igy 1étezik
b:V, = V; izomorfizmus is, mérpedig ez egy K™ <> K" bijekcid, igy eleme M, (K)-nak,
melyre Va € A-ra f(a)-b=0b- f(a).

Altaldnos esetben vegyiik az

f®lgel: ARk B°P?P - B Q) BPP

homomorfizmusokat.
Lattuk, hogy B ®k BPP izomorf egy K felett matrixgytrivel, igy a bizonyitds elsé
esete szerint 1étezik b € B @ B°PP, melyre Va € A, b € B°PP elemre

(felaab)=bgel)axb )b
a = 1-et helyettesitve el6bbi azonossagba kapjuk, hogy
Vo' € B’ (1@0)=b1®0b0)b*
= b e OB@Bopp(K ® Bopp) == CB(K) ®K CBopp(Bopp) = B ®K I(7
azaz b = (bp ® 1) valamilyen by € B-re.
ElSbbi azonossdgba b’ = 1-et helyettesitve kapjuk, hogy Va € A-ra
(fel)(a®l)=(bh®1)(g@1)(a@1)(b®1)~" = (bog(a)by ') @1,

igy by megfelel. O
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2.1.5. Kovetkezmény. Legyen A centrdlis egyszeri algebra K folott, By, By az A egy-
szerd részalgebrdi K szerint. Ekkor Yf : By — Bg izomorfizmus A-nak eqy belsé auto-
morfizmusa altal indukdlt, azaz

Jac A:VbeBy: f(b)=a-b-a"!

Bizonyitds. Ez éppen el6z0 tétel a By ER By — A és By d, By, — A figgvényekre. O
2.1.6. Kovetkezmény. Egy centralis egyszeri K -algebra minden automorfizmusa belsd.

Példaul M, (K) automorfizmus csoportja éppen

PGL,(K) = GL,(K)/K*I,

2.1.7. Allités. Legyen A centrdlis eqyszert; K -algebra, B az A-nak egyszeri K -részalgebrdja.
Ekkor C = Ca(B) egyszert, tovdbbd

B =C4(C) =Ca(Ca(B))

Tovabbd
|B:K|-|C:K|=]|A: K|

Bizonyitds. Jeloljik V-vel B-t mint K-vektorteret. Ekkor B és B°PP hat V-n rendre
jobb- és balszorzassal, belathaté hogy ennél egyméds centralizatorai.
Vegyiik az A @ Endgk (V) centrdlis egyszer(i algebrat. ElSbbiek szerint

CA®KEndK(V)(B K 1) = CA(B) KK OEndK(V)(l) =CQ®g EndK(V),

tovabba
Cagendr(v)(1 @ B) = Ca(1) @ Cpnay(v)(B) = A® B

b—>b®1ésb—12b: B— A® Endg (V) bedgyazdsokra a 2.1.4t alkalmazva
Jue AR End,(V):YbeB:b@1=u-(1®b)-u*

Tehat
CA@Endk(V) (B ® 1) = CA@Endk(V) (u : (1 ® B) ’ uil)
~ C(B®1)~C(1 B)

A opp - .
285 ey, 0w Endg (V) egyszerii

VadC:a@KEndK(V)<IC’®KEndK(V)

C egyszeri

Mivel |Endg (V) : K| = |B : K|?, ezért
(C®FEndg(V)): K|=|C:K|-|B: K|

[((A®B°PP):K |=| A:K|-| B:K|

|A:K|=|B: K| |C: K|

B’ = C4(C) jeloléssel elébbi gondolatmenetet eljatszva C' egyszerii algebrara |A :

K|=|C:K|-|B':K|=|B :K|=|B: K| 222 C,(CA(B)) = B' = B O

2.1.8. Kovetkezmény. Ha eldzd tételben B centrdlis egyszerd K-algebra, akkor C is az,
és a By C — A kanonikus homomorfizmus egyben izomorfizmus is.

18



Bizonyitds. Nyilvan Cp(B) C B,C és Co(C) C C, mésrészt el6z6 tétel miatt Co(C) C
C4(C) = B, igy C5(B) = Co(C) = BN C 22285, ¢ centralis.

= B ®k C centralis egyszerii K-algebra = B Q@ C — A injektiv. Ez sziirjektiv is,
mert |(B®g C) : K| =1]4: K|. O

2.1.9. Kovetkezmény. Legyen A centrdlis eqyszerii K-algebra, L > K részteste A-nak.
Ekvivalensek:

(a) L=Ca(L)

(b) |A:K|=|L:K|?

(¢) L egy mazimdlis kommutativ K -részalgebrdja A-nak.

Bizonyitis. (a) < (b): L C C4(L) mert L kommutativ, mésrészt elézd tétel szerint
AT K| = 12 K| |Ca(L) K], igy

L=0C4(l) <= |A:K|=|L: K

(b) = (c): Legyen L' O L maximdlis kommutativ K-részalgebrija A-nak. Ekkor
L' C Ca(L), igy elézd tétel miatt

A:K|=|L:K| |Ca(L): K| > |L:K|-|L' K| > |L: K25 L=/

(¢) = (a): Indirekt L # Ca(L), ekkor Ja € C(L)\L-re L[] kommutativ K-
részalgebra A-ban, ellentmondva L maximalitdsanak. O

2.1.10. Kovetkezmény. A maximdlis L > K résztestei eqy D ferdetesnek éppen azok,

melyekre |L : K| = +/|D : L|.
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2.2. Masodik kohomolégiacsoport

Ebben az alfejezetben megmutatjuk, hogy testek L/K Galois-b6vitésére H?(L/K) =
H?(Gal(L/K),L*) jeléléssel H?>(L/K) = Br(L/K).

Tovéabbiakban megadunk egy izomorfizmust H2(L/K) és Br(L/K) kozott.

Legyen L/K véges Galois-b8vités, G = Gal(L/K), jelolje A(L/K) azon K folotti A
centralis egyszerfi algebrak osztalyat, amik tartalmazzak L-et és amikre |A : K| = |L : K|?
(1attuk, hogy ezek pontosan azon L-ek amik megegyeznek az A-beli centralizatorukkal).
Elészor megadunk egy A(L/K) — H?(L/K) bijektiv leképezést.

Legyen A € A(L/K), o € G. Ekkor a 2.1.4 Tétel miatt

fla)=0-a,9(a)=a:L— A

homomorfizmusokra

EIeUEA:VaGL:J~a:eU~a~e;1

Itt e, szorzas erejéig meghatdrozott L* egy eleme altal, ugyanis egy ugyanilyen tulaj-
donsdggal rendelkezd f, € A elemre f, ! e, centralizdlja L-et (az evvel valé konjugalds
helyben hagyja).

El6bbi azonosséag felirhatd

YVa€eL:e, -a=o0a-e,

alakban.
oTa = eyerae; e = (e e;)alese,) miatt

Ap(o,7) € L* s ey -7 = P(0,T) - €5r

= epleser) = ep(B(0,T)eor) = p- #(0,T)eqr - €p
=p-¢(0,7)P(p,0T) - €pory
tovabba
(epeo)er = ¢(p,0)eprer = ¢(p,0)P(p0, T) - €por
= pg(0,7) - d(p,0T) = ¢(p,0) - P(po, T)

Beldthat6, hogy G csoport, L G-modulusra H?(G,L) minden osztilya egy el6bbi
tulajdonsaggal rendelkezd ¢ : G x G — L* 2-kociklus altal reprezentélt, evvel megadtunk
egy joldefinidlt A — v(A) : A(L/K) — H?*(L/K) leképezést.

2.2.1. Tétel. v: A(L/K) — H*(L/K) sziirjektiv.
Bizonyitds.

2.2.2. Lemma. Legyen A, e, mint elébb. Ekkor (ey)sca egy bdzisa A-nak mint L feletti
bal-vektortérnek.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy
dhnK(A)
= - =N
dMnK(L) ’
igy elég megmutatni hogy minden e, linearisan fiiggetlen. Indirekt tegyiik fel hogy a

legnagyobb ilyen fliggetlen halmaz (e, )ye .
T¢J:3Y (a5 - es) felirds valamilyen a, € L elemekkel. Legyen a € L. Ekkor

dhnL(A)

era = Tae,; = E (Ta - ayey), mésrészt
oed

e a = Z(agega) = Z(aa coa-ey)

oeJ ocJ
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=VoeJ:Ta-a, =0a-a,
:>36€J:a”¢0 doeJ:17=o0,
ellentmondva annak hogy 7 ¢ J

=J=0G

O

Eddig A egyértelmiien meghatérozott egy L feletti (e,)scq bazisa, ca = e,ae,! és

eser = ¢(0,T)esr azonossigok dltal.

Legyen A’ € A(L/K),v(A) = v(4’). Ekkor az el6bbi két feltételt teljesité A-hoz
tartozo (eq)oca és A’-hoz tartozé (e)),eq bazisokra és a hozzdjuk tartozd ¢ 2-kociklusra
Yoweclses) = Y calagel,) K-algebrik egy izomorfizmusét adja.

Most tegyiik fel, hogy A és A" az A(L/K) egymadssal izomorf elemei, azaz 3f : A — A’
izomorfizmus; a 2.1.4 Tétel szerint ez vélaszthaté dgy hogy f|r identikus legyen, ha
tehdt e,-ra teljesiilnek az A-t meghatdrozé azonossiagok akkor f(e,)-ra is, igy (€s)oeca
és f(es)ocq vélasztéssal A és A’ ugyanazt a ¢ 2-kociklust definidljdk. Tehat A — ~(A)
hozzéarendelés egy

(A(L/K)/ =) = HA(L/K)

injektiv leképezést definidl.

Megmutatjuk hogy ez sziirjektiv is, ehhez elég megadni egy inverzét.

Legyen tehdt ¢ : G x G — L* egy normalizdlt (amire ¢(1,7) = ¢(0,1) = 1) 2-
kociklus, tovabbd A(¢) azon (e,)seq bazisi L-vektortér amin a szorzdsra érvényesek a
oa = egaegl és eyer = @(0,7T) - e,r azonossigok. Ekkor szorzdsndl e; identikus, a ¢
2-kociklusokra teljesiild

¢(0,7)¢(p,07) = d(po, T)p(p, 0)
azonossag szerint
ep(eser) = (epe0)er,

tehdt A(¢p) szorzédsra félesoport és egységelemes, igy K-algebra.
Azonositsuk L testet Le; mint A(¢) résztesteként.
A kovetkez6 lemma bizonyitdsahoz sziikségiink van egy allitdsra.

2.2.3. Allitas. Legyen adott eqy (e;)icr bdzisu K test folotti V vektortér és annak eqy W
altere. Ekkor azon w =Y (a;e;) € W elemek, melyekre J(w) = {i € I|a; # 0} minimdlis
és melyekre i : a; = 1 (primordidlis elemek) kifeszitik W -t.

Bizonyitds. Legyen w € W primordidlis elem, 0 # w’ € W. Beldtjuk, hogy J(w') C
J(w) <= 0 #£ce K :w' = cw, és ekkor J(w') = J(w).

<:w' = cw,c# 0 esetén nyilvan J(w') = J(w).

=1 Legyen w = 7y (@i€i), w' = 37,y (bi€s), J(w') € J(w). Ekkor j € J(w')-
re J(w — ajbj_lw’) C J(w)\{j}

J(w)minim4&lis 1
w = a;b; w'

Legyen most 0 # w = EiEJ(w)(aiei) € W tetszéleges, megmutatjuk hogy egy olyan
altérben van amit primordialis elemek feszitenek ki.

Legyen 0 # w’ € W olyan, melyre J(w') C J(w) és amire az ilyenek koztl J(w’)
minim4lis elemszdmu, ekkor w’-nek valamilyen wy = > (bse;) skaldrszorosa pri-
mordidlis, feltehet6 hogy b; = 1.

Ekkor w = ajwo+(w—ajwp), (w—a;we) € W és |J(w—a;wg)| < J(w). Ha (w—a;wp)
mar linedris kombinacidja primordiélis elemeknek, akkor w is, kiilonben elébbi folyamatot
iteralva véges sok 1épésben eljutunk egy ilyen w-hez. O

i€J (wo)

2.2.4. Lemma. A(9) centrdlis egyszerii K -algebra.
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Bizonyitds. Legyen a =) ~(ase,) € Cyg)(L), a € L. Ekkor

Za(ageg) =a0 =qaa = Z(ageg)a = Z(agaaeg),

=0# lrea, =0
= a=aie; €L
:>CA(¢,)(L):L

Legyen a € Z(A(9)). Ekkor o € Cy(¢)(L), gy el6bbiek szerint o € L, felteheté hogy
« = aey valamilyen a € L-re.

0aes = €,00 = €y = A€y,

vagyis ezen elemeken o € Gal(L/K) = Aut(L/K) identikusan hat (specidlisan o« = aej-en
is), igy @ € K, tehét A(¢) centralis.

Legyen U < A(¢) kétoldali idedl, ekkor U egy L szerinti altere A(¢)-nek. Ha U tartal-
mazza valamelyik e, bdziselemet, akkor e,e, = ¢(0,T)e,, azonossig miatt tartalmazza
az Osszeset, gy U = A(d). Tegyiik fel hogy U # 0, legyen a = > (a,€,) primordidlis
eleme, felteheto hogy a,, = 1. a,, # 0, 01 # 0¢ esetén

Va € L: (01a)a — aa = Zag(ala —oa)e, €U

Jda € L : 01a # opa, ezen a elemnek kevesebb nem nulla eleme van mint a-nak,
ellentmondva annak hogy a primordidlis. Tehat o = e,, € U, igy minden béaziselem
U-ban van, tehdt U = A(¢). O

Legyenek ¢, ¢’ kohomoldg 2-kociklusok (ugyanazt az osztalyt reprezentaljdk H?(L/K)-
ban), azaz tegyiik fel hogy Ja: G — L* :

a(o)oa(r)d' (o,7) = aloT)d(o, T)

Ellendrizhetd hogy az ezéltal megadott L-linedris A(¢) — A(¢') leképezés e -t a(o)el -be
kiildi és K-algebrak izomorfizmusa.

Tehét ¢ — A(¢) egy H?*(L/K) — (A(L/K)/ =) leképezést definidl ami inverze
A+ y(A)-nak. Evvel a tételt bebizonyitottuk. O

2.2.5. Lemma. Legyen A centralis eqyszerd K-algebra, L > K véges.
Ekkor L felhasitja A-t K folott
—

3B D L algebra : A~ B és |B: K|=|L: K|

Bizonyitds. < iranyt elézéekben lattuk B =2 A-val.
=: Ekkor L felhasitja A°PP centrélis egyszerii algebrat is, igy A°PP @ L = M,, (L) =
Endr(V), azaz
Cindg(v)(L) = A" @K L,

fgy C(C(L)) = L miatt C’EndK(V)(AO;D;D QK L) = L.
Legyen B = CEndK(V) (AOP;D)

A°PP centrélis egyszerli, B = C(A°PP)

B centrélis egyszerti,

mérpedig B O L, B @k A°P? = Endg (V) miatt
M,2(B) 2B M,2(K) 2 BQy AP @x A= Endg (V) @k A= M,(A)
=B~A

22



2.2.6. Tétel. Legyen L/K véges Galois-bdvités. Ekkor
¢ = [A(9)]
H?*(L/K) — Br(L/K)

Abel-csoportok eqy izomorfizmusa.
Bizonyitds. Lattuk hogy

JH*(L/K) — (A(L/K)/ =) bijekcid,
igy a megadott leképezés bijektivitasahoz elég megmutatni hogy az

A~ [A]: (A(L/K)/ =) — Br(L/K)

leképezés bijektiv.

A Brauer-csoportban azonos ekvivalenciaosztalyba esé A, A’ centrélis egyszeri K-
algebrdkra 3D ferdetest: A ~ D ~ A') azaz In,n' : A = M,(D),A’ =2 M,/ (D). Ha
|A: K|=|A": K|, akkor n =n/, igy A= A, tehdt

(A(L/K)/ =) — Br(L/K)

leképezés injektiv, marpedig el6bbi lemma szerint sziirjektiv is.
Most megmutatjuk hogy homomorfizmus:

2.2.7. Lemma. ¢, ¢’ 2-kociklusokra A(¢ + ¢') ~ A(¢) @k A(P').

Bizonyitds. Legyen A = A(¢),B = A(¢'),C = A(¢ + ¢'). Ekkor A, B bal-L-modulusok
a szorzassal, legyen
V=A®r B

Ekkor V a legnagyobb olyan faktortér A ® x B-ben melyre
Vae AVbe B)Vle L:la®r,b=a®plb
V-n mint K-vektortéren létezik egyértelmii jobb-(A ® x B)-modulus struktira melyre
Va',a€e Aésb,be B: (d @LV)(a®@kb)=da®bb
és egyértelmi bal-C-modulus struktira melyre
VieLioc€GacAbeB:l(e)a®rb)=le,a®r elb,
ahol (e, ), (€)), (€2) rendre az A, B, C standard bézisai.

o g

Ezen modulusok &ltal definialt hatdsok kommutalnak, igy a jobb hatas definidlja K-
algebrak egy
f:A®k B — Endc(V)

homomorfizmusat, ami injektiv mert A ® ¢ B egyszeri.

Mivel |(A @k B)°PP : K| = |Endc(V) : K| = n*, ahol n = |L : K|, ezért f izomor-
fizmus is. Masrészt egyszeri gyliri feletti azonos dimenziéji modulusok izomorfak, igy
V = C™ mint C-modulus, igy

Endc(V) = Endc(C™) = M, (C°PP)
Ezen izomorfizmust f-fel kompondlva kapjuk K-algebrak egy
(A®K B)PP — M, (C)°PP
egy izomorfizmusat. Ugyanezen leképezés értelmezheté mint egy
(A®k B) — M,(C)

izomorfizmus. O
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Evvel belattuk hogy a tételben megadott leképezés homomorfizmus, marpedig bijekcio
igy izomorfizmus is. O

2.2.8. Kovetkezmény. K-nak tetszéleges K szepardbilis algebrai lezdrtjdra
3Br(K) — H*(K"/K) kanonikus izomorfizmus

Bizonyitds. Bévitések F > L > K tornyara ahol E/K és L/K véges Galois-b&vités,
igazolhaté hogy

H2(L/K) L H2(B/K)

| |

Br(L/K) —— Br(B/K)

diagram kommutativ, ahol a fiiggdleges leképezések a ¢ — [A(¢)] hozzarendelések, és az
Inf leképezést gy kapjuk, hogy ¢ € H*(L/K) : Gal(L/K) — L* és o,7 € Gal(L/K)-
hoz az

Inf(¢)(o,7) = ¢(r(0),n(7)) € L* C E*
értéket rendeljiik, ahol

m(o) =0l : Ga(E/K) = Gal(L/K)

természetes sziirjekcio.
Az ezekbdl alkotott

®: H*(K"/K) = | JH*(L/K) — | Br(L/K) = Br(K)

leképezés a kommutativitds miatt joldefinialt:
Tegyiik fel ugyanis hogy o € H?(K%/K), ekkor ehhez 3L > K véges Galois : 3z :
®(a) = ¢r(z) € Br(L/K), ezt hay € H?>(E/K)-val prébaljuk reprezentdlni, ahol £ > K

véges Galois, akkor y = Inf(x), igy ¢r(y) = ¢p(Inf(x)) = ¢r(x), azaz ¢r(y) és ¢r(x)
Brauer-ekvivalenciaosztdlya megegyezik. O

2.2.9. Kovetkezmény. K testre Br(K) torzidcsoport, tovdbbd minden L > K wvéges
bévitésre Y € Br(L/K)-ra
! FEl = iq

Br(K)-ban (azaz Br(L/K) minden elemének rendje osztja |L : K|-t)

Bizonyitds. Ugyanez igaz kohomoldgiacsoportra is. O
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2.3. Index és periodus

K test folotti A centrélis egyszerti algebra indg (A) indexe D-nek K feletti foka, ahol D
azon ferdetest, melyre A 2 M, (D).
Tehat D centralis ferdetest K folotti foka és indexe ugyanaz, tovabba egy centralis egy-

szer(i algebra indexét a Brauer csoportbeli ekvivalenciaosztdlya meghatdrozza. indg (A) =
1 <= A hasad K folott.

Ebben az alfejezetben megmutatjuk, hogy minden K feletti centralis ferdetest egyértelmiien
felbomlik K felett primhatvany foku ferdetestek tenzorszorzatara.

2.3.1. Allitas. Legyen D centrdlis ferdetest K folott. Ha 3 L C D résztest amire |L :
K| =indg (D), akkor D hasad L félétt.

Bizonyitds. Az éllitdsban szereplé L-re a kommutativitds miatt L C DOPP is teljesill, igy
D ®k D°PP = Endg (D)-b6l

3 : D@k L — Endg (D)

injekcié. D-t a jobbszorzassal L-vektortérnek tekintve Im(i) C Endp (D). Definicié
szerint Endr (D) = M, (K), ahol n = indg (D), igy K feletti dimenziéja n?, marpedig
dimp(D @ L) = dimg (D) = n?, igy i valéjdban izomorfizmus. O

Legyen A centrélis egyszerii K-algebra, aminek K feletti foka n. Legyen L > K véges
Galois, L az A-nak felbontési teste G Galois-csoporttal, ekkor definicié szerint létezik
¢: M,(L) = A®g L izomorfizmus.

Ekkor

o a, =¢ too(e): G — Autp (M, (L))

1-kociklus, ugyanis (0 € G hat A ® ¢ L-en a mésodik tényezén keresztiil
oz ®A) =2 ® o(\) médon)

aor = ¢~ (07)(¢) = ¢~ 'o(7(¢)) = ¢~ 0 0(doar)

=¢'o o(¢)oo(ar) =as-o(ar)

Az {gy megadott 1-kociklus egy csavart hatdst ad M,,(L)-en, ez megad egy G-ekvivaridns
M, (L) = A ®k L izomorfizmust, igy

(M (L))" = A

Vegytik a
det : M,(L) — L

leképezést. Tudjuk, hogy M, (L) minden L-automorfizmusa belsd, igy a,-hoz IC, €
GL,(L) invertdlhat6é matrix, hogy az avval valé konjugélds éppen a,-t adja, tovabbd

det(Coo(M)C; 1) = det(o(M)) = o(det(M)),
azaz a det leképezés G-ekvivaridns (kompatibilis G-vel), {gy G-invariancidt véve
Nrd: A= (M,(L))Y - L¢ = K

leképezés joldefinialt, neve redukalt norma.

Vegyiik észre hogy el6bbi konstrukcié fliggetlen ¢ és L vélasztasatdl, ugyanis a,-val
ekvivalens 1-kociklust véve a kapott leképezés métrixa DC' D! valamilyen D-re, aminek
ugyanannyi a determinansa mint C-nek.

2.3.2. Allitas. Minden A centrdlis egyszert; K-algebra hasad egy indg (A) foki L > K
szeparabilis bovités felett. Tovabbd 3 ilyen L az A-nak K-részalgebrdi kézott is.
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Bizonyitds. a € A-nak a redukélt karakterisztikus polinomjét P,(T) = Nrd(T — a) €
K[T) médon definidlva L = K valasztassal AQx K = M,,(K) miatt P,(T) éppen az a-hoz
tartoz6 M, matrix karakterisztikus polinomjat adja, egyiitthatéi valamilyen polinomjai
M, elemeinek.

2.3.3. Lemma. Allitdsban szereplé A-ra létezik a € A gy, hogy P,(T)-nek kilonbozd
gyokei vannak.

Bizonyitds. P,(T)-nek pontosan akkor vannak kiilénboz6 gyokei ha D, determindnsa nem
nulla, elég tehdt olyan P,(T) € K[T]-t keresni aminek determindnsa nem nulla. Ismert

hogy D, kifejezhet§ a P,(T) egyiitthatéinak polinomjaként. Tekintsiik M, (K) elemeit
mint K feletti n?-dimenziés pontokat.

Azon pontok amik ilyen médon azokhoz a métrixokhoz lettek rendelve amik ka-
rakterisztikus polinomjanak determinansa nem nulla nyilt halmazt alkotnak a Zariski-
topoldgidban, ezen halmazban egy k-raciondlis pont éppen a lemmaéanak megfelel6 a € A
elemet szolgdltat. O

Wedderburn tétele szerint A hasad egy D ferdetest felett és indg (A) = indk (D), igy
elég belatni hogy D hasad L felett, masképp felteheté hogy A ferdetest. Lemma miatt
van olyan a € A amire P,(T)-nek csupa kiilonbézé gyokei vannak. P,(T) egy K feletti
karakterisztikus polinomja az M, matrixnak, igy M,-nak egyszeres sajatértékei vannak,
tehdt P,(T") egyben a miniméalpolinomja is M,-nak.

= P,(T) irreducibilis K 5l6tt = P,(T) irreducibilis K f5l6tt

= L = K[T)/(P.(T)) szeparabilis bévitése K-nak, azaz L = K(a)

Ekkor a természetes
K[T| - AT—a

homomorfizmus L-et résztestként bedgyazza A-ba, foka éppen
deg(P,(T)) = degi (A) = indg (A),

igy eléz6 allitds miatt készen vagyunk.

2.3.4. Allitas. Legyen G csoport,
1-A—-B—=>C—1

egzakt sorozat G-hatdssal elldtva, ahol A, B,C csoportok, A kommutativ és benne van B
centrumdban. FEkkor létezik pontozott halmazoknak

1A% 5 BY - % - HY(G,A) - HY(G,B) - HY(G,C) — H?*(G, A)
egzakt sorozata.

2.3.5. Definici6. Legyen K test, L > K annak véges Galois-bévitése, G = Gal(L/K),
m > 0. El6bbi kovetkezményt az

1— L* = GLy(L) = PGLy(L) =1
egzakt sorozatra alkalmazva létezik pontozott halmazok
HY(G,GLy (L)) = HY(G, PGL, (L)) 2= H(G, L*)

egzakt sorozata. Vegyiik észre hogy 1.3.8 miatt H'(G,GL,,(L)) triviélis, igy az egzaktsig
definicidja szerint Ker(d,,) = {1}, tehdt 4, injektiv.
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n, m > 0-ra vegyilk azon GL,(K) — GLpn (K) leképezést ami az M métrixot m-szer
lemaésolja az 4tléba, mashova 0-t ir. Ez indukal egy

A HY (G, PGL,(K)) — HY (G, PGLn(K))

leképezést: 1.3.6 Lemma miatt A centrélis egyszerii algebra osztélya H'(G, PGL,,(K))-
ban az A ® g M, (K )-nak osztalydba képzett A, altal.

2.3.6. Lemma.
HY(G, PGL,(K)) —2= H2(G,K*)

- Ju

HY(G, PGLyn(K)) < H*(G,K*)

diagram kommutativ YVm,n > 0-ra.

El6z6 lemmaban a H (G, PGL,,(K)) halmazok uniéjét véve a A\, leképezésre meg-

szoritva kapunk egy
0o : HY(G, PGLo) — H*(G,K*)

leképezést. Beldthaté hogy ez egy csoporthomomorfizmus (egy bizonyitds megtaldlhaté
a[GS17] koényvben)

2.3.7. Tétel.
0o : HY(G, PGLo(K)) = H*(G,K*)

Abel-csoportok egy izomorfizmusa.

2.3.8. Allitas. Legyen K test, L > K szepardbilis bévitése, |L: K| =n. Ekkor a
8, HY(K, PGL,(K,)) — Br(K)
leképezés egy
ker(H(K, PGL,(K,)) — H'(L, PGL,(K,))) = Br(L/K)
bijekciot indukdl.

Bizonyitds. Lattuk hogy &, injektiv, kell hogy sziirjektiv is. Jelolje L az L szeparabilis
lezartjat. Ekkor G-modulusok

151" - (Leg L)X - (Leg L)X /L~

rovid egzakt sorozatdhoz tartozé hosszi egzakt sorozatnak (G az L @k L-en a masodik
tényezén hat)

HYG,(Leg L)*)T*) = H*(G, L") — H*(G, (L ®x L))
részét véve az 1.1.7 és az 1.1.10 Lemma és el6z6 tételbol kovetkezd
H*(G,(L®g L)) = HX(G,M§(L™)) = H*(H, L") = Br(L/L)
izomorfidkat és H*(G, L) = Br(L/K) izomorfidt hasznélva kapunk egy
a:HY(G,(Log L)* /L") = Br(L/K)
sziirjekciot.
Mésrészt L-nek K-bazisénak védlasztdsa megad egy L — M, (K) bedgyazdst, igy egy

G-ekvivarians L @k L — M, (L) leképezést is, amit az invertalhaté elemekre megszoritva
kapunk egy (L ®x L)* — GL,(K) leképezést.
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Belathaté hogy a

HYG, (K @y K)*/K*) —%— H2(G,K*)

| J

HY(G,PGL,(K)) —— > H?(G,K*)

diagram kommutativ, @ sziirjektivitdsabol Br(L/K) C HQ(G,ZX) minden eleme egy
H'(G, PGLy,(L))-beli elembdl jon. d, injektivitisdbol ezen elem megszoritasa az 1 a
HY(H, PGL,(L)-ban.

O

2.3.9. Allitas. Legyen A centrdlis egyszert K -algebra. Ekkor ind(A) a legnagyobb kézos
osztdja az A-t hasité L > K szepardbilis bévitések fokainak.

Bizonyitds. 2.3.2 Allités miatt elég megmutatni hogy ha L > K ilyen bovités, |L : K| = n,
akkor indg (A) osztja n-et. Legyen L ilyen bévités, ekkor A-nak Br(L/K)-beli osztélya a
2.3.8 Allités szerint a H'(K, PGL,(K,)) egy osztalyabdl ered, ami 1.3.7 Kovetkezmény
szerint egy m-edfoku B centrélis egyszerii algebra &ltal reprezentdlt, marpedig az index
éppen a neki megfelel§ ferdetest K feletti foka, igy indx(B)|degix(B) = n, marpedig

2.3.10. K6vetkezmény. Legyen A centrdlis egyszerd K-algebra. Ekkor
indg(A) =min{|L: K|: L > K véges szepardbilis hasitja A-t}

Bizonyitds. A halmaz nem tres a 2.3.2 Allitas miatt, {gy az azonossag az el6z6 allitasbél
kovetkezik. O

2.3.11. Kovetkezmény. Legyenek A, B centrdlis eqyszeri, K -algebrdak oylanok hogy ugyan-
azt a részcsoportot generdljdk Br(K)-ban. Ekkor

Bizonyitds. Ha egy bévités hasitja A-t akkor hasitja A®-t is, ahol A®® az A-nak i-szer
onmagaval vett tenzorszorzatat jeloli, igy az allitas miatt

Mésrészt alkalmas i, j-re [A®Y] = [B] és [B®/] = [A] a Brauer-csoportban, mérpedig
Brauer-ekvivalens elemek indexe megegyezik. O

2.3.12. Kovetkezmény. Legyen L > K véges szepardbilis bovités. Ekkor
1. indL(A®K L) | anK(A) | |LK|Z’I’LdL(A®K L)

2. Ha Indg(A) relativ prim |L : K|-hoz, akkor Indk(A) = Ind(A®k L),
19y ha A ferdetest akkor A @k L is az.

Bizonyitds. Elég belatni az 1. részt. Az els6 oszthatésag kovetkezik az allitdsbdl és abbol
hogy ha L hasitja A-t K folott akkor L' > L hasitja A @ L-et L folott.

A miésodik részhez 2.3.2 Allitds miatt 1étezik L' > L véges szepardbilis bévités ami
hasitja A ® x L-et és melyre |L' : L| = ind,(A @k L). Ekkor A-t hasitja L’ is, igy
indi(A) | |[L' : K| =indL(A®k L) - |L: K. O

2.3.13. Definicié. A centrélis egyszeri K-algebra periédusa a Br(K)-beli ekvivalencia-
osztéalydnak rendje. Jelolés: per(A)
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2.3.14. Allitas. (Brauer) Legyen A egy centrdlis egyszerd K -algebra. Ekkor
1. per(A) osztja ind(A)-t.
2. per(A)-nak és ind(A)-nak ugyanazok a primosztdi.

Bizonyitds. A bizonyitashoz sziikséglink van egy lemmara:

2.3.15. Lemma. Legyen p prim ami nem osztja per(A)-t. Ekkor A hasad eqgy F > K
véges szepardbilis bévités felett melynek foka relativ prim p-hez.

Bizonyitds. Legyen L > K véges Galois-b6vités ami hasitja A-t, P egy p-Sylow részcsoport
G = Gal(L/K)-ban, F = L? az L-nek eszerinti fixteste.

Véges Abel-csoportban a p-torzié részcsoport és a p-Sylow részcsoport egybeesik, igy
P valéjaban p-torzié részcsoport, melybél

P =Hompr(L,L) = Gal(L/L") = Gal(L/F)

228, Br(L/F) =~ H(P,L*)

A Galois-elmélet f6tétele szerint |P| = |L : K|, igy 2.2.8 kévetkezmény szerint Br(L/F')
p nem osztja |L:K|-t

p-torzidesoport A-nak képe a

Br(L/K)— Br(L/F)

megszoritdsndl trividlis <= A hasad F' f6l6tt, marpedig a Galois-elmélet fététele szerint
|F: K| = |G : P|, ami relativ prim p-hez. O

Most beldtjuk az allitast. 2.3.2 szerint A hasad egy indk (A) fokd L > K szeparabilis
bévités felett. 2.3.8 szerint [A] mint Br(K)-beli osztaly annihildlédik a

Res: Br(K) — Br(L),[A] — [A®k L]
leképezés dltal, azaz Resk([A]) = 0 a Br(L)-ben. Ezt komponalva a
Cor : Br(L) — Br(K)
leképezéssel 3.2.4 szerint [A] annihildlédik az |L : K| = indk (A)-val valé szorzés éltal,
tehdt A periédusa osztja indg (A)-t.
Mésodik részhez legyen p prim ami nem osztja perg (A)-t. Ekkor elébbi lemma miatt

van olyan L > K véges szeparabilis bovités amire |L : K| relativ prim p-hez, igy 2.3.9
szerint indg (A) is relativ prim p-hez. O

Most belatjuk ennek a résznek a f6 allitdsat, ehhez el6bb tesziink egy megjegyzést:

Minden kommutativ torziécsoport felbomlik p-Sylowjainak direkt Gsszegére, ugyanis
ha g egy elemének rendje n = pi* - ... pi*, akkor az m; = n/p;" relativ primekre vannak
u; egészek hogy > (u;m;) = 1, melybdl Y u;(mig) = g és m;g rendje p"m;g = ng =0
miatt osztdja p;-nek, tehat m;g benne van egy p-Sylowban.
2.3.16. Allit4s. (Brauer) Legyen D centrdlis ferdetest K folott. Vegyiik az

indg (D) = py* - py™* - py

primtényezds felbontdst. Ekkor vannak olyan D; centrdlis ferdetestek melyekre

DD ®x Dy ... 5 D,

és ind(D;) = p;** minden i-re. Ezek izomorfia erejéig egyértelmien meghatdrozottak.
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Bizonyitds. Br(K) kommutativ torziécsoport?2® 1évén felbomlik p-Sylowjainak direkt
Osszegére, azaz

Br(K) = Br(K)(p)
Ebben a felbontasban D osztalya felbomlik

[D] = [D1] + ...+ [Dr]

modon, ahol a D;-k olyan ferdetestek amikre [D;] € Br(K)(p;). Ekkor 2.3.16 szerint
minden i-re indg (D;) egy p;-hatvany.

Az A = Dy ®k ... @k D, centrilis egyszerii algebra K feletti foka [ [, ind(D;) és mivel
D-vel azonos osztalyban vannak ezért indexe ugyanaz mint D-nek, ekkor

ind(D) = ind(A) | deg(A) = Hmd(Di)

Rogzitett i-re a 2.3.2 Allitast minden J # i-re a D; centrélis egyszerii algebrakra alkal-
mazva 1.2.8 szerint kapunk egy olyan K felett p;-hez relativ prim foku K; > K véges
szeparabilis b6vitést ami felett minden j # i-re D; hasad. Ekkor D ®x K; és D; @k K;
Brauer-ekvivalensek Br(K;)-ben, igy 2.3.12 elsé része szerint

K; fokara vonatkozé konstrukciéja és 2.3.12 méasodik része szerint D; @ i K; szintén ferde-
test melynek indexe indg (D;). Osszességében beldttuk hogy minden i-re indg (D;) | indk (D),
melybél

H Z’I’LdK(Dl) = anK(D)

D és Dy ®k ... ®k D,. centrélis egyszeri K-algebraknak ugyanaz az ekvivalenciaosztaly
felel meg, mérpedig dimenzidjuk is megegyezik, igy sziikkségképpen izomorfak. A D;-k
egyértelmiiség ugyanez miatt all fenn. O
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3. fejezet

Harmadik fejezet

Bella Istvan: Paralelldk

Bolyai mondd: a végtelenben taldlkoznak;

de midta a végtelen te vagy, magam is tudom,
ha pdrhuzamosaimmal — a napot, a holdat —
dtkarollak,

s ujjatmat — a wvildg végén valahol —

a derekadon

osszekulcsolom.

3.1. Provéges halmazok

A kovetkezd részekben azt fogjuk megvizsgalni, hogy egy K test Brauer-csoportjanak
milyen esetben lehet nemtrividlis p-torzié részcsoportja.

Ehhez provéges®2'1 csoportokat fogunk hasznalni, a [Hau] kényv 4., 9. és 10. fejezetét
vessziik alapul.

3.1.1. Definicié. Legyen A irdnyitott halmaz f,s dtmenetleképezésekkel és (Eq, f3a)
inverz rendszer,

E=lmE, =A{(e,) € I | E, | faalep) = e, minden a < f-ra}
ps
acA

az inverz limesze az F, halmazoknak ahol o € A. Ekkor az E-n vett provéges topoldgia
azon topolégia ami a 7, !(z) nyilt halmazok &ltal indukalt ahol

Ta: B — E,
a természetes projekcié, melyre a < f-ra fgo 0 T3 = Ty

E topologikus tér provéges halmaz ha (E,)aeca véges halmazok inverz limesze, ahol
A iranyitott halmaz. Ekkor az E-n vett topoldgia a provéges topoldgia.

3.1.2. Lemma. Legyen E provéges halmaz, azaz E, véges halmazok inverz limesze.
Ekkor E-nek minden nyilt részhalmaza elddll

U ng(xa)
alakban valamilyen I C A-ra és x, € E, elemekre.
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Bizonyitds. Legyen U C E nyilt, u € U, ekkor u-nak 1étezik kornyezete ami benne van
U-ban, azaz 3oy, ...,an € A, z; € E,, Ugy, hogy

ol (z1) NN W;j (zn)

tartalmazza u-t és része U-nak. A iranyitott és nemiires volta miatt van olyan o € A
hogy minden 1 < i < n-re a; < . Legyen tehét

Ty = To(w)

Ekkor u € ;! (z4), masrészt minden i-re 7, ' (z4) C 7, (), melybdl
7, (24) C U, ezek unidja megfelel. O

A kovetkez6 allitds topologiabol ismeretes:

3.1.3. Allitas. Legyen X topologikus tér, Y Hausdorff-tér, f,g : X — Y folytonos
figgvények.
Ekkor a H={x € X : f(z) = g(x)} halmaz zart X -ben.

3.1.4. Kévetkezmény. (E,, fos) inverz rendszer inverz limeszeként definidlt E provéges

topologikus tér zdrt a [],cp Ea szorzattérben.

Bizonyitds. Minden fgo(eg) = eq azonossig egy zart halmaz a szorzattérben, az inverz
limesz éppen ezek metszete, marpedig az fgo fiiggvények folytonosak és zart halmazok
metszete zart. O

3.1.5. Kovetkezmény. Minden provéges halmaz kompakt.

Bizonyitds. Mivel minden véges topologikus tér kompakt, és Tyihonov tétele szerint kom-
pakt topologikus terek szorzata kompakt, ezért a szorzattér is kompakt, mérpedig kom-
pakt topologikus tér zart altere kompakt, igy 3.1.4 miatt készen vagyunk. O

3.1.6. Definicié. Csoportoknak egy (G, ¢as) rendszere inverz rendszer ha teljesiti a
kovetkezdket:

1. Van egy (A, <) részbenredezett halmaz amiben minden «, 8 € A-ra létezik v € A
gy, hogy a <, B <«

2. Minden a € A-ra G, egy csoport

3. Minden a < f-ra van ¢og : Gg = G, homomorfizmus amire o < 3 < v esetén

¢oz'y = ¢aﬁ o ¢,6”y

Csoportok egy (Ga, ¢ap) inverz rendszerének inverz limesze a direkt szorzatuknak egy
olyan

limG, < [] Ga

aEA

részcsoportja ami azon (g, ) sorozatokat tartalmazza amikre minden o < S-ra

¢aﬂ (gﬁ) = Ga

3.2. Provéges csoportok

3.2.1. Definicié. G topologikus csoport provéges ha izomorf véges csoportok inverz
limeszével.

A G-modulus folytonos ha G-nek G x A — A hatédsa folytonos a provéges topoldgian.
Késébb belatjuk hogy diszkrét topoldgia esetén A pontosan akkor folytonos ha minden
a € A-nak G szerinti stabilizdtora nyilt G-ben.3-2-
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G-nek G, = G/U, faktorcsoportjaira az AV« részmodulus egy G,-modulus. Egy
0ap : Gg — G kanonikus sziirjekcié ezen faktorok kozott minden ¢ > O-ra indukal egy

Inf? . H(G,, AV) — H'(Gg, AV?)

infliciés leképezést. A ¢or = dap © P, feltétel miatt a H'(G,, A) csoportok az Inf?
leképezések egy direkt rendszert alkotnak a kdvetkezd értelemben:

3.2.2. Definicié. Abel-csoportoknak egy (B, ¥qs) rendszere direkt rendszer ha teljesiti
a kovetkezdket:

1. Van egy (A, <) irdnyitott részbenrendezett halmaz
2. Minden « € A-ra B, Abel-csoport
3. Minden o < B-ra 9a8 : Bo — Bs olyan homomorfizmus amire av < 3 < y esetén

1%7 = wﬁ'y o %43

Csoportok egy (Ba,%ap) direkt rendszerének a direkt limesze a P, Ba direkt
Osszegiiknek egy olyan faktorcsoportja aminél a csoportot amivel faktorizaltunk a bg —
Yap(ba) alaki elemek generaljak. Jellés: lim_, B,

3.2.3. Definicié. Legyen G provéges csoport, annak H < G zéart részcsoportja, A egy
folytonos G-modulus. Definidljuk a folytonos

Res: H'(G,A) — H'(H, A)

leképezéseket a ‘ A
HY (G /Uy, AY~) — HY(H/(H N U,), AY~)

szokasos megszoritasok direkt limeszeként, ahol az U,-k a nyilt normélosztéi G-nek.
Ha H nyilt akkor hasonlé médon definidlhaték a folytonos

Cor: H'(H,A) — H(G, A)
leképezések.
Belathaté a kévetkezé allitds, bizonyitdsa megtaldlhaté a [GS17] kényvben:

3.2.4. Allitas. Legyen G provéges csoport, H annak egy nyilt részcsoportja, |G : H| = n
és A eqy diszkrét topolégiaval elldtott folytonos G-modulus. Ekkor minden i > 0-ra a

Coro Res: H'(G, A) — H'(G, A)
kompozicio meghatdrozott az n-nel vald szorzds dltal. Kévetkezésképpen a
Res: H'(G,A) — H'(H, A)
leképezés injektiv az n-hez prim torzié részén a H'(G, A)-nak.

Legyen I' provéges csoport ami az A irdnyitott halmazbdl és I',, véges csoportok
I' = lim_ 'y, inverz limeszeként &ll eld, jelolje m, : I' — 'y, a megfelel projekcidkat.
Legyen tovabba U, = ker(my)

3.2.5. Lemma. Legyen I' provéges csoport.
(4) Legyen U C T nyilt halmaz, uw € U. Ekkor van olyan o € A amire

ulU, CU
(i) U < T részcsoport pontosan akkor nyilt ha zdrt és véges indexi.
(4i7) Ha T egy részcsoportja tartalmaz eqy nyilt részcsoportot akkor maga is nyilt.
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Bizonyitds. (i) 3.1.2 szerint van olyan « € A és z, € E, hogy
uem, () CU

Ekkor uU, C U

(#i) A = irdnyhoz legyen U < T' nyflt részcsoport, legyen U-nak az S a I-beli komp-
lementere. Ekkor S = U'ye YU, mérpedig a yU alakd halmazok egy I'-homeomorfizmus
(bal-szorzds y-val) képei igy nyiltak, igy S is nyilt, tehat U zart. Az (i)-et u = 1-gyel
alkalmazva kapjuk hogy van olyan o € A amire U D U,, marpedig a homomorfizmustétel
miatt I'/U, = T'y-bdl U,-nak véges az indexe I'-ban igy U-nak is.

A < irdnyhoz legyen H < T zart részcsoport véges indexszel. Ekkor ennek kompleme-
nete a vH alakiak uniéja ahol a v elemek a I" egy véges részét jarjak be (I'/H valamilyen
reprezentansait), marpedig vH zart, igy H komplementere is zért, tehat H nyilt.

(7i7) Legyen H < T részcsoport ami tartalmaz egy U < I' nyilt részcsoportot. Ek-
kor H = HU = J, .y hU, mérpedig a hU halmazok egy I'-homeomorfizmus képei, igy
nyiltak, melybdl H is nyilt. U

3.2.6. Lemma. Legyen X halmaz elldtva a I' provéges csoport hatdsdval.
Ekkor ekvivalensek:

(i) T' x X — X hatds folytonos a diszkrét topoldgidval X -en.

(it) Minden x € X fizdlt o T valamilyen nyilt részcsoportja dltal.

Bizonyitds. (i) = (ii) : Legyen © € X, ekkor a I' — X, g — g - 2 valdjdban egy T' =
I x {z} € T x X — X leképezés, ahol az utolsé nyil a hatds, ami feltevés szerint
folytonos, igy € X-nek Osképe a diszkrét topoldgia miatt nyilt ['-ban, ez fixalja z-et.
(#3) = (3) : &,y € X-re jelolje U,, C I' azon halmazt aminek v elemeire vz = y.
Ekkor U, , vagy iires vagy van olyan v € U, amire U, , = yU,,. Feltevés szerint
U, . tartalmaz nyilt részcsoportot igy 3.2.5 szerint maga is nyilt, melybdl U, , nyilt.
AT x X — X hatdsnal tetszéleges y € X 6sképe (J,cx(Us,y x {x}), ami X diszkrét
topolégidja miatt nyilt. O

3.2.7. Definicié. Ha el6bbi lemma feltételei teljesiilnek a I hatasaval ellatott X-re akkor
azt mondjuk hogy X diszkrét I'-halmaz. Egy diszkrét I'-halmaz ellatva egy I'-ekvivarians
csoportstrukturaval egy diszkrét I'-csoport. Ha egy diszkrét I'-csoporthoz rendelt csoport
Abel-csoport akkor diszkrét I'-modulus.

A kovetkezd &llitas segitségével minden diszkrét kohomoldgiacsoportokra bizonyitott
allitas atvihetd folytonos kohomoldgiacsoportokra, példaul a Shapiro lemma és a rovid-
hosszii egzakt sorozatokra vonatkozé allitdsok is. Bizonyitdsa megtaldlhaté a [Sha20],
[Hau] jegyzetekben:

3.2.8. Allitas. Legyen A irdnyitott halmaz, (Uy)aeca a T normdlosztdinak egy direkt
rendszere. Tegytik fel hogy I'-nak minden nyilt normdlosztoja tartalmazza U, -t valamilyen
a € A-ra. Legyen A diszkrét T-modulus, minden o € A-ra A, C AY~ diszkrét T-
részmodulus. Tegyiik fel hogy minden oo < B-ra Ag C A, tovdbbd A =], cp Aa-

Ekkor léteznek

li_I>nC"(1"/Ua,Aa) =C"(I',A) és lgnH”(F/Ua,Aa) = H"(T,A)
természetes megfeleltetések.
3.2.9. Lemma. Legyen I' provéges csoport, A, B,C diszkrét I'-modulusok. Ekkor ha a
0—-A—=-B—-C—=0
sorozat egzakt, akkor a
.. — H7YD,C) - HYT,A) - HYT',B) - HY(T,C) — ...

Abel-csoportok egzakt sorozata.
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3.2.10. Lemma. (Shapiro lemma - provéges verzid) Legyen I' provéges csoport, H C T’
zart részcsoportja, B egy H-modulus. FEkkor minden q-ra a

ESF
HO(T, MJ (B)) ““ HI(H, M},(B)) 2 H(H, B)
kompozicio bijektiv.

3.2.11. Allitas. Legyen L > K véges Galois bévités, |L : K| =n, G = Gal(L/K). Ekkor
a
HY(G,PGL,(L)) = H*(G,L*)

leképezés bijektiv.
Bizonyitds. Kovetkezik 1.3.7 és 2.2.6-bdl. O

3.2.12. Lemma. Legyen X diszkrét I'-halmaz, F C X wvéges részhalmaza. Ekkor van
I'-nak olyan nyilt részcsoportja ami minden F-beli elemet fixdl.

Bizonyitds. 3.2.6 szerint minden f € F-hez van Uy < I' nyilt részcsoport ami fixalja f-et.
Ekkor a (¢ p Uy nyilt részcsoport fixdlja F-et. O

3.2.13. Lemma. Legyen X diszkrét I'-halmaz, n € N. Ekkor minden T'™ — X folytonos
leképezés valamilyen U < T nyilt normdlosztora faktorizdlodik

(r/u) — xY

leképezésen keresztiil.
Megforditva, minden I'™ — X leképezés amihez van U < T nyilt normdloszto hogy fakto-
rizalodik a
T/U)" — XY
vetitésen keresztil, folytonos.

Bizonyitds. Ha I'™ — X valamilyen U nyilt normaloszté altal faktorizalédik a (I'/U)™ —
XU leképezésen keresztiil akkor (I'/U)™ diszkrét topolégidja miatt mind a T™ — (T'/U)™
és a (I'/U)" — X leképezések folytonosak, igy kompozicidjuk is folytonos.
Miésik irdnyhoz legyen I'™ — X leképezés folytonos, f(I'™) =Y C X.

I’ provéges igy 3.1.5 szerint kompakt, melybol I'" kompakt, marpedig kompakt folytonos
képe kompakt igy Y is kompakt, mésrészt diszkrét is igy véges. X diszkrét I'-halmaz, igy
3.2.12 szerint van olyan U’ < T nyilt részcsoport ami fixdlja Y minden elemét, 3.2.5 (4)
részét u = 1-re alkalmazva U tartalmaz egy U, normdlosztét, melybol

frmcx?

Minden x € X-re f~1(x) nyilt I'"-ben, minden g € f~!(x)-re vannak olyan W7y, ..., W,, C
I" nyilt részhalmazok melyekre

G=(91,s9n) EW1 x ... x W,, C ()
Ekkor 3.2.5 szerint vannak olyan Vg ; nyilt normalosztéi I'-nak melyekre
9iVyi CW;

Legyen V, =V, 1N ...N V., ekkor g(V,)™ nyilt részhalmaza f~!(z)-nek. Tehat f~!(x)
fedett (e -1,y 9(Vy)" dltal

minden g € £~ (x)-re g(V,)" nyilt, f~(z) nyiltsdga miatt zart>2-5 {gy I kompaktsiga miatt kompakt

van olyan F, C f~1(z) véges halmaz amire f~!(z) C Uger, (9(Ve)")
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Ekkor
U=V

geF,
nyilt normaloszt6 I'-ban, igy Y végessége miatt U = () .y U, is az. Ekkor az (U")"-nek
I'-n vett jobb hatdsa minden z € X-re stabilizélja f~!(z)-et, azaz f faktorizalédik a
I‘n — (F/U//)n — (F/U//)n
leképezésen keresztiil.
Ekkor U = U’ NU" egy jé valasztas. O

G,, = GLy az a K-csoport amire minden L > K szeparabilis bévitésre G,, (L) = L*

Tudjuk3-2-? hogy az
1—-G,, »~GL, - PGL, — 1

egzakt sorozat egy
HY(K,GL,) — H'(K, PGLy) > H*(K,G,)

egzakt sorozatot indukal.
Hasznaljuk az additiv jelélést a miiveletre H?(K, G,,)-en.

3.2.14. Lemma. Legyen A centrdlis egyszeri K -algebra aminek a fokan. Ekkor H*(K, G,,)-
ben 0, ([A]) =0 <= A hasad K félott

Bizonyitds. Ha A hasad akkor [A] = [K], igy mivel §,, morfizmus sziikségképpen 6([A]) =
0. A megforditas abbdl jon hogy 6, injektiv Hilbert 90-es tételének folytonos valtozata
szerint amit megkaphatunk 1.3.8 és 3.2.8-bol. O

Belathato a kovetkez6 lemmas:

3.2.15. Lemma. Legyenck A, B,C, A", B’',C’ diszkrét T'-csoportok, C = BJ/A,C' =
B'/A és

1 A B C 1
I
1 Al B’ c’ 1

olyan kommutativ diagram aminek sorai egzaktak és a € A,b € B-re a-b =b-a, hasonloan
a € A',b e B'-re. Ekkor ehhez tartozik egy

{+x} — Al — B — Cc' — HYT',A) — HYT,B) — HYI',C) — H?*(T, A)

I T

{+x} — AT —- BT — ¢t — HY(T,A") — HY(I',B") — HYI,C") — H*T,A)

kommutativ diagram aminek sorai egzaktak.

Ha G egy K-csoport amire K a szeparsbilis lezdrt akkor
H*(K,G) := H*(Gal(K /k), G(K))
Ekkor H%(K,G,,) = H2([,K ) ahol T = Gal(K /K)

3.2.16. Lemma. Legyenek A, B centrdlis egyszert K-algebrdk, m = degx(A),n =
degk (B). Ekkor

5m([A]) + 6,([B]) = 6mn([A @K B]) € H*(K, G,,)
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Bizonyitds. A

1l —— G, x G,, — GL,, x GL,, —— PGL,, x PGL,, ——— 1

| | |

1 Gm GLn PGLyy, ——— 1

soraiban egzakt kommutativ diagramra 3.2.15-et alkalmazva kapunk egy

H'(K,PGL,,) x H'(k,PGL,) — H'(K,PGL,, x PGL,) —— H'(K,PGLy,,,)

(5m,5n)J J Jémn

H?*(K,G,,) x H*(K,G,,) ———— H*(K,G,, x G,,) ———— H?*(K,G,,)

kommutativ diagramot. Itt a G,, x G,, — G,, leképezés a G,,-en az operacid, igy az
alsé 1ész kompozicidja az operdcié a H2(K,G,,)-en, a felsé kompozicidja az ([A], [B])-t
[A ®f Bl-be viszi

3.2.17. Allitas. Az A centrdlis eqyszert; K -algebrdkra vett A — Odegr (A) ([A]) hozzdrendelés
€qy
Br(K) — H*(K,G,,)
injektiv csoport morfizmust indukdl.
Bizonyitds. Legyen A egy m-edfoki centralis egyszerii K-algebra. Ekkor 4, ([M,,(K)])
a

0 miatt €l6z8 lemmdt hasznélva kapjuk hogy ., ([4]) = dmn([Mn(A)]). Ekkor a A
dm([A]) egy Br(K) — H?(K, G,,) leképezést indukal ami 3.2.14 szerint injekt{v.

o4

3.2.18. Allitas. Elsbbi dllitdsban szerepld leképezés eqy izomorfizmus:
Br(K) = H*(K,G,,)
Bizonyitds. El6z6 allitasban lattuk hogy injektiv. 3.2.13 szerint minden
Gal(K/K) x Gal(K/K) - K~
2-kociklus faktorizalodik egy
a:Gal(L/K) x Gal(L/K) — (K )G E/L) =

2-kocikluson keresztiil, ahol L/K véges Galois-b8vités.

Legyen n = |L : K|,G = Gal(L/K). Ekkor 3.2.11 szerint a-nak H?(G,L*)-beli
osztalya meghataroz egy 6sképet H'(G, PGL,(L))-ben, aminek H'(K, PGL,)-beli képe
éppen az 6sképe az eredeti H?(K, G,,)-beli 2-kociklusnak. Tehdt a leképezés sziirjektiv
is. O

3.2.19. Koévetkezmény. Ha n € INT relativ prim a K karakterisztikdjdhoz akkor a
Br(K) — Br(K) n-nel vald szorzds morfizmus magja izomorf H(K, y,, )-nel, ahol ji,(L) =
{zel”|z" =1}
Bizonyitds. Ekkor

"

1=y, > G, —— G, — 1

sorozat egzakt, ehhez elég hogy maéasodik fele sziirjektiv: a € K aa X" —a polinom
szeparabilis, mert nX"~! derivéltja nem nulla feltevés szerint, igy van b € K" gyoke, ez

éppen a Osképe.
Ekkor ez indukalja

HYK,G,,) — H*(K, p,) — H*(K,G,,) = H*(K,G,)

pontozott halmazok egzakt sorozatét, marpedig 1.3.8 és 3.2.8 szerint H'(K, G,,) trividlis
igy el6z6 allitas miatt készen vagyunk. O
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3.3. Kohomologikus dimenzio

Tovabbiakban jeloljon I' egy provéges csoportot, p egy primet, A egy Abel-csoportot,
A(p) C A a p-torzié részcsoportot. Azt mondjuk hogy egy diszkrét I'-modulus p-torzié
ha mint Abel-csoport p-torzio.

3.3.1. Definicié. I' provéges csoport p-kohomologikus dimenzidja
cdy(T) :=inf{n € N | Vg > n : V¥ p-torzié6 A I'-modulusra H(T', A) = 0}
I" provéges csoport kohomologikus dimenzidja

cd(T) = sup edp(T)

p prim
3.3.2. Megjegyzés.
cdy(T') = sup{g € IN | 3 p-torzié6 A I'modulus: HY(T', A) # 0} € INU {0}

3.3.3. Lemma. Legyen I' provéges csoport, H C T zdrt részcsoportja, B diszkrét H -
modulus.
Ekkor ha B p-torzié akkor M} (B) is p-torzid.

Bizonyitds. f € M5(B) egy I' — B folytonos leképezés, igy 3.1.5 miatt és mert kompakt
folytonos képe kompakt kapjuk hogy f(I') kompakt, mérpedig diszkrét is {gy véges. Ekkor
a feltevés miatt f(I') C B egy p-hatvany altal annihildlédik, igy definicié szerint f is. O

3.3.4. Lemma. Ha n olyan hogy minden A diszkrét p-torzio I'-modulusra
H" (T, A) =0,

akkor
cdp(T) <n

Bizonyitds. Tudjuk hogy ¢ > n-re minden A diszkrét p-torzié I-modulusra H4(I', A) = 0.
g-ra val6 indukciéval bizonyitunk, ¢ = n 4+ 1 éppen a feltevés. Legyen A diszkrét
p-torzié I'-modulus. Ekkor a

o: A= M (A),a— (y+— va,T — A)

injektiv csoport morfizmus, igy A tekintheté az M| (A) egy I'-részmodulusinak. 3.3.3
szerint M} (A) egy diszkrét p-torzié I'-modulus, igy a Q = M (A)/A faktora is. Ekkor
az 3.2.9 szerint

HYNT,Q) — HYT, A) — HI(T', M{ (A))

egy hosszii egzakt sorozat része, marpedig 3.2.10 szerint H4(T', M (A)) = HI(1,A) =0
és indukcié miatt H9~1(T", Q) = 0, igy sziikségképpen HY(T', A) = 0. O

3.3.5. Lemma. Legyen T egy pro-p-csoport (ahol a nyilt részcsoportok indezxe p-hatvdiny),
A diszkrét p-torzid T'-modulus. Ekkor ha A # 0 akkor A tartalmaz egy Z./p-vel izomorf
trivialis I'-hatdssal ellatott diszkrét I'-modulust.

Bizonyitds. Konstrudlunk egyet. Legyen a € A, U« egy nyilt norméloszté ami trividlisan
hat a-n. Ekkor az
E=A{ya|~vyel}

véges, ugyanis ellathaté a véges32-5 I'/U faktorcsoport egy tranzit{v hatdsaval (ahol csak
egy orbit van, azaz minden elem dtvihetd egy mdasikba valamilyen elemmel valé hatédssal).
Az FE altal generdlt B < A részcsoport egy diszkrét I'-részmodulus, és T' hatdsa B-n
felbomlik a véges

G=T/U
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faktorcsoporton keresztiil. Mivel A p-torzié ezért B véges és elemszama p-hatvany. G
egy véges p-csoport (mert U nyilt) és B # 0 ezért B # 0 (kiilonben B felbomlana a
G nemtrividlis p-rendii orbitjainak és a 0-nak a diszjunkt unidjara, igy elemszama nem
lenne oszthaté p-vel).

Legyen 0 # b € B és n a legkisebb egész amire p™b = 0. Ekkor a p"~!b 4ltal generalt
részcsoportja BE-nek éppen izomorf Z /p-vel, ami egy trividlis T-hatdssal ellatott diszkrét
[-részmodulusa A-nak. O

3.3.6. Lemma. Legyen I' pro-p-csoport, ldssuk el Z./p diszkrét T'-modulust trividlis hatdssal.
Ekkor ha
H" ™, Z/p) =0
akkor
cdp(T) <n

Bizonyitds. Legyen A p-torzié diszkrét I'-modulus, ekkor 3.3.4 szerint elég megmutatni
hogy H"*1(I',A) = 0. Indirekt H"*1(I', A) # 0. Rendezziik tartalmazds szerint A
diszkrét T-részmodulusainak $ halmazét. Ha (Ay)a C S totdlisan rendezett akkor

B= U A,
diszkrét I'-modulus, igy 3.2.8 szerint

H™ (T, B) = lim H"™Y(T', A,)
—

Tehat ha minden a-ra H" (', A,) = 0 akkor H"*1(T", B) = 0.

Zorn-lemma szerint van B maximélis diszkrét I-részmodulusa A-nak amire H" (", B) =
0. Ekkor A # B, {gy €l6z6 lemma szerint az A/B diszkrét I'-modulusnak létezik diszkrét
[-részmodulusa ami izomort Z/p-vel. Létezik A-nak diszkrét I'-részmodulusa amire a

0—-B—>C—Z/p—0
sorozat egzakt, ez 3.2.9 szerint indukal egy
H™ T, B) - H"™(T,C) — H"" (I, Z/p)

egzakt sorozatot, marpedig ennek két széle trividlis {gy sziikségsékkepen H" (T, C) = 0,
ellentmondva B maximalitdsanak. O

3.3.7. Lemma. Legyen I' provéges csoport, H < T' zdrt részcsoportja. Ekkor

() cdy(H) < cdy(T)

(#4) Ha minden U < T nyilt normdlosztéra |[T/U : H/(U N H)| relativ prim p-hez
akkor cd,(H) = cdp(T)

Bizonyitds. (i) Legyen B diszkrét H-modulus p-torzié gy hogy HY(H,B) # 0. Ek-
kor 3.3.3 szerint C = ML (B) diszkrét H-modulus p-torzi6, 3.2.10 szerint HY(T',C) =
HY(H,B) #0

(#7) Legyen A diszkrét I-modulus p-torzié gy hogy HY(T, A) # 0. BeldthatoHaul
hogy a megadott feltételekkel Rest, : HY(I', A) — HY(H, A) injektiv, igy HI(H, A) #
0. O

Jeldlje G, a K szeparabilis lezartjanak additiv csoportjat.

3.3.8. Definicié. Legyen A K-algebra. Ekkor

X(A) :=Hompg_qq(A, K)
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3.3.9. Definicié. Legyen G véges csoport, I' az abszolit Galois-csoport, A kommutativ
K-algebra, ellitva a K-algebrak automorfizmusdval megadott G egy baloldali hatasaval.
Ekkor A egy G-algebra.
Ha emellett A¢ = K, dimg(A) > |G| akkor A Galois G-algebra.

A Galois G-algebra hasad ha I" trividlisan hat X (A)-n.

A kovetkezo 4llitas bizonyitasa megtaldlhaté a [Hau] jegyzetben:

3.3.10. Allit4s. Legyen A Galois G-algebra, F' > K test, Ap = AQgF, A — K leképezés
K-algebrdk morfizmusa. Ekkor az Ap Galois G-algebra hasad F folott. Tovabbd ekkor
A= ME(K) mint Z|G]-modulusok.

3.3.11. Allitas. Minden q > 1-re H1(K,G,) =0

Bizonyitds. Legyen L > K véges Galois-b&vités, G = Gal(L/K). Legyen F az L test a
trividlis G-hatdssal. Ekkor az L Galois G-algebra hasad F felett, igy Ly = M (F) mint
Z[G]-modulusok, igy 3.2.10 szerint HY(G, Lr) = 0. K direkt dsszeadandé F-ben mint
K-vektortér, igy az L Z[G]-modulus direkt 6sszeadandé Lp-ben. Ekkor H1(G, L) direkt
osszeadand6 HY(G, Lr) = 0-ban, {gy eltlinik. Minden ilyen L-re limeszt véve kapjuk az
allitast. O

3.3.12. Lemma. Ha K test karakterisztikdja p > 0, akkor van
1=7Z/p— Gy 5 Gy — 1
K-algebrdk egzakt sorozata gy hogy minden L > K szepardbilis bovitésre
v:L—Lxzw—xP—p

Bizonyitds. Itt v K-csoportok egy morfizmusa, kerv egybeesik az I, C L primtesttel
minden L > K szeparébilis bovitésre, igy kerv = Z/p.

v : K — K sziirjektfv mert minden a € K-ra az X — X — a € K[X] polinom
szeparébilis (derivéltja -1), egy b € K gydkére v(b) = a. O

3.3.13. Definicié. Egy P részcsoport a I' provéges csoport pro-p-Sylow részcsoportja
ha zért, pro-p-csoport, minden U nyi{lt normélis részcsoportra P képe I'/U-ban p-Sylow
részcsoport.

3.3.14. Kovetkezmény. Legyen K test karakterisztikdja p > 0.
Ekkor o
cdy(Gal(K/K)) < 1

Bizonyitds. Legyen P egy pro-p-Sylow részcsoportja Gal(K/K)-nak (ilyen létezik, 1dsd
[Hau]). Ekkor 3.3.7 masodik része szerint cd,(Gal(K/K)) = cd,(P). K-t K" te cserélve

feltehetd hogy Gal(K /K) pro-p-csoport.
3.3.12 indukélja K-csoportok egy

HY(K,G,) - H*(K,Z/p) — H*(K,G,)

egzakt sorozatat, marpedig 3.3.11 szerint a sz€ls6 elemei eltlinnek, igy a kozépso is, tehét
3.3.6 szerint készen vagyunk. O

A kovetkezo két dllitas a fejezet {6 eredménye, az elébbi részekben kimondott allitdsokkal
igazolhat6k [Haul, a jegyzetben a 10.2.10 és 10.2.11-es allitdsok:

3.3.15. Allit4s. Legyen p prim. Ekvivalensek:
(7) Minden F > K szepardbilis bévitésre Br(F)-nek nincs nemtrividlis p-hatvanyrendd
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eleme (nem-p-torzid)
(i) Minden F > K szepardbilis bévitésre, p-foki L > I Galois-bévitésre

NLZFSLX*)FX

norma szirjektv, ahol Np>r(x) = [1,cqar, r o(@)
(i1i)  cdp(Gal(K/K)) < 1.

3.3.16. Allitds. A kovetkezdk ekvivalensek:

(7) Gal(K/K) < 1, és ha K karakterisztikdja p > 0 akkor a Br(L)-nak nincs p-
torzioja minden L > K szepardbilis bovitésre.

(#4) Minden F > K szepardbilis bévitésre Br(L) =0

(#i1) Minden F > K szepardbilis és minden L > F véges Galois-bbuvitésre

NLZFZLX%FX

norma szurjektiv.
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Alulirott Madéar Patrik nyiltakozom, hogy a diagramok szerkesztéséhez Geminit, a
szakdolgozat szerkesztésének mas aspektusahoz mesterséges intelligenciat nem hasznaltam.
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