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Bevezető
A szakdolgozat célja a Brauer-csoportok konstrukciója és összekapcsolása a koho-

mológiaelmélettel.
Test feletti centrális egyszerű algebrákhoz definiál egy ekvivalenciarelációt ami szerint

azok csoportot alkotnak, ehhez tenzorszorzást használ. Később a konstruált csoportról
bizonýıt be álĺıtásokat, összekapcsolva azt a csoportkohomológiával, végül kiterjeszti a
Brauer-csoportra vonatkozó álĺıtásokat nem csak véges Galois-bőv́ıtések esetére provéges
halmazok seǵıtségével.

A szakdolgozat fő eredményei a Brauer-csoport konstrukciója, izomorfiája a második
kohomológiacsoporttal, mindenK feletti centrális ferdetest felbomlásaK felett pŕımhatvány-
rendű ferdetestek tenzorszorzatára, végül ekvivalens karakterizáció szeparábilis bőv́ıtések
Brauer-csoportjának trivialitására.
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1. fejezet

Első fejezet

Az idő, amit a rózsádra vesztegettél:
az teszi olyan fontossá a rózsádat.

— A kis herceg

1.1. Kellékek

Tenzorszorzat

1.1.1. Defińıció. Legyen R egységelemes kommutat́ıv gyűrű, F,M1,M2 egyaránt R-
modulusok, β :M1 ×M2 → F bihomomorfizmus.

Ekkor M1,M2-nek β-ra vonatkozó M1 ⊗M2 tenzorszorzata F , ha ∀N R-modulusra
∀f :M1 ×M2 → N bihomomorfizmusra ∃!ϕf homomorfizmus, amire f = ϕf ◦ β

M1 ×M2 F =M1 ⊗M2

N

β

f
ϕf

A tenzorszorzat megkonstruálható a következő módon:
Legyen K egy R-modulus, β :M1 ×M2 → K homomorfizmus,

F =
⊕

Rβ(m1;m2)

a β(m1;m2) elemek által generált szabad R-modulus,

L =< β(m1+m
′
1;m2)−β(m1;m2)−β(m′1;m2);β(m1;m2+m

′
2)−β(m1;m2)−β(m1;m

′
2);

β(rm1;m2)− rβ(m1;m2);β(m1; rm2)− rβ(m1;m2)|mi,m
′
i ∈Mi, r ∈ R >

részmodulusa F -nek
A következők bizonýıtása megtalálható a [Emi07] könyvben.

1.1.2. Tétel.
β :M1 ×M2 → F/L, (m1;m2) 7→ β(m1;m2) + L

bihomomorfizmus, melyre ∀N R-modulusra ∀f :M1×M2 → N bihomomorfizmusra ∃!ϕf :
f = ϕf ◦ β □
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1.1.3. Következmény. M1 ⊗R M2 = F/L. □

1.1.4. Álĺıtás. HomR(A⊗R B;C) ∼= BilinR(A×B;C) ∼= HomR(A;HomR(B;C)) □

Galois-elmélet

1.1.5. Álĺıtás. Legyen K test, L ≥ K véges Galois-bőv́ıtés, G = Gal(L/K). Vegyük L-et
két példányban, egyszer triviális G-hatással, másodszor G mint Galois-csoport hatásával
ellátva.

Ekkor L⊗K L-et a σ(a⊗ b) = a⊗ σ(b) hatással ellátva

L⊗K L ∼=
⊕
σ∈G

Leσ,

ahol G a jobb oldalon az eσ báziselemek permutálásával hat.

Bizonýıtás. L ≥ K Galois, ı́gy létezik f(x) ∈ K[x] 1-főegyütthatós irreducibilis polinom
melyre L = K[x]/f(x), f -nek egy α ∈ L gyökét véve f felbomlik

∏
σ∈G(x−σ(α)) alakban,

ı́gy a főideálgyűrűkre vonatkozó ḱınai maradéktétel miatt (minden test fölötti egyváltozós
polinomgyűrű főideálgyűrű)

L⊗K L ∼= K[x]/f(x) ∼= K[x]/(
∏
σ∈G

(x− σ(α))) ∼=
⊕
σ∈G

K[x]/(x− σ(α))

1.1.6. Lemma. (Speiser) Legyen K test, L ≥ K véges Galois-bőv́ıtése, G = Gal(L/K),
V egy L-vektortér ellátva egy szemilineáris G-hatással, azaz olyan G hatással melyre
∀σ ∈ G, v ∈ V , λ ∈ K-ra

σ(λv) = σ(λ)σ(v)

Ekkor a
λ : V G ⊗K L→ V

természetes leképezés egy izomorfizmus.

Bizonýıtás. Vegyük a V ⊗KL tenzorszorzatot, ahol V -n a G Galois csoportként hat, L-en
triviálisan.

Elég belátni, hogy a

λL : (V ⊗K L)G ⊗K L→ V ⊗K L

leképezés izomorfizmus, ugyanis G hatása szerint

(V ⊗K L)G ∼= V G ⊗K L,

ı́gy valójában λL : (V G ⊗K L) ⊗K L → V ⊗K L, melyből Ker(λ) = A ̸= 1 esetén
Ker(λL) = A⊗K L ̸= 1.

Előbbi álĺıtás miatt V⊗KLmint L⊗KL-modulus felbomlik direkt összegként V⊗KL ∼=⊕
σ∈GWeσ, σ(e1) = eσ módon. Ekkor (V ⊗K L)G ∼=We1, melyből

(V ⊗K L)G ⊗K L ∼=
⊕
σ∈G

We1 ∼= V ⊗K L

1.1.7. Lemma. Legyen K test,  L ≥ K szeparábilis bőv́ıtés, L az L Galois-lezártja,
G = Gal(L/K), H = Gal(L/L), hasson G mint Galois-csoport az L⊗K L tenzorszorzat
második tényezőjén. Ekkor létezik

(L⊗K L)× ∼=MG
H (L

×
)

kanonikus izomorfizmus.
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Bizonýıtás. ∃α ∈ L : L = K(α). Ekkor L éppen az mα minimálpolinomnak felbontási
teste. Legyenek 1 = σ1, ..., σn ∈ G a H szerinti mellékosztályok reprezentánsai, ekkor
f -nek L-beli gyökei éppen a σi(α) elemek, ahol 1 ≤ i ≤ n = |G : H| = |L : K|.

Ekkor 1.1.5 bizonýıtásához hasonlóan

L⊗K L ∼= L[x]/

n∏
i=1

(x− σi(α)) ∼= HomH(Z[G], L) ∼=MG
H (L)

A lemma az invertálható elemekre való megszoŕıtásból következik.

Homológiaelmélet

1.1.8. Defińıció. Legyen G csoport, H ≤ G részcsoportja, A egy H-modulus ⇒ Z[G] a
kanonikus G-hatással szintén H-modulus. Ekkor

MG
H (A) := HomH(Z[G], A)

egy G-modulus, amin a G hatása egy

(σϕ)(g) = ϕ(gσ), ϕ : Z[G]→ A

módon megadott H-homomorfizmus által meghatározott (azaz ϕ ∈ HomH(Z[G], A)),
ahol g báziseleme Z[G]-nek.

1.1.9. Lemma. Legyenek G,A,Z[G] mint előbb, továbbá M egy G-modulus. Ekkor létezik

HomG(M,HomH(Z[G], A))
∼−→ HomH(M,A)

kanonikus izomorfizmus.
Ez indukált egy m 7→ ϕm G-homomorfizmust m 7→ ϕm(1) H-homomorfizmusba küldő

leképezés által.

Bizonýıtás. Legyen λ :M → A egy H-homomorfizmus, vegyük az

m 7→ (λm : g 7→ λ(gm)) ∈ HomH(Z[G], A)

leképezést, belátjuk hogy ez izomorfizmus aminél egymás inverzei.
← Minden m ∈M -re

Φλ(m) := ϕm

egy Z[G] → A homomorfizmus amit a g ∈ G generátorokon definiáltunk, ugyanis λ H-
homomorfizmus voltából ∀h ∈ H, g ∈ G-re ϕm(hg) = λ((hg)m) = λ(h(gm)) = hλ(gm) =
hϕm(g).

Most belátjuk hogy Φλ egyG-homomorfizmus. G hatásaHomH(Z[G], A)-n (g0ϕ)(x) =
ϕ(xg0) módon adott, ı́gy Φλ(g0m) = ϕg0m-re ∀g ∈ G-re

ϕg0m(g) = λ(g(g0m)) = λ(gg0(m)) = ϕm(gg0) = Φλ(m)(gg0) = (g0Φλ(m))(g),

melyből Φλ(g0m) = g0Φλ(m)
→ Legyen Ψ :M → HomH(Z[G], A) egy G-homomorfizmus, definiáljuk a

λΨ(m) = Ψ(m)(1),M → A

leképezést. Ez egy H-homomorfizmus, ugyanis ∀h ∈ H-ra λΨ(hm) = Ψ(hm)(1) =
hΨ(m)(1) = Ψ(m)(1 · h) = Ψ(m)(h) (utóbbi azért mert Ψ(m) ∈ HomH(Z[G], A)),
melyből λΨ(hm) = h · λΨ(m)
−1 λΦλ

(m) = Φλ(m)(1) = ϕm(1) = λ(1 ·m) = λ(m).
ΦλΨ(m)(g) = λΨ(gm) = Ψ(gm)(1) = (gΨ(m))(1) = Ψ(m)(g) minden g ∈ G-re,

melyből ΦλΨ
(m) = Ψ(m) minden m ∈M -re.
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1.1.10. Következmény. (Shapiro lemma) G csoport, H ≤ G részcsoport, A H-modulusra
∀i ≥ 0-ra létezik

Hi(G,MG
H (A))

∼−→ Hi(H,A)

kanonikus izomorfizmus.

Bizonýıtás. Következik előző lemmából és a kohomológia derivált funktoros definiciójából.

1.1.11. Álĺıtás. Legyenek A,B,C egyaránt Γ-modulusok. Ha

0→ A→ B → C → 0

sorozat egzakt, akkor a

...→ Hq−1(Γ, C)→ Hq(Γ, A)→ Hq(Γ, B)→ ...

sorozat is egzakt.

1.2. Haśıtás véges bőv́ıtéssel

A,B K-algebrákra A⊗K B tenzorszorzaton a szorzás (a1⊗ b1)(a2⊗ b2) = (a1a2)⊗ (b1b2)
módon definiált, elemi tenzorok lineáris kombinációjára A⊗KB disztributivitási szabállyal
kiterjesztve K-algebra.

X : Kn → Kn, Y : Km → Km lineáris leképzesésekre ésM,N = ((nqj))q,j mátrixaikra
X ⊗Y : Kn⊗Km → Kn⊗Km, a⊗ b 7→ X(a)⊗Y (b) az X és Y tenzorszorzata, melynek
mátrixa ((Mnqj))q,j

1.2.1. Álĺıtás. V k-dimenziós K fölött, W l-dimenziós K fölött ⇒ V ⊗W kl-dimenziós
K fölött.

Bizonýıtás. Legyen V standard bázisa b1, ..., bk, W standard bázisa c1, ..., cl. Belátjuk,
hogy bi ⊗ cj bázis (1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ l).

∑
ti(vi ⊗ wi)-ben ⊗ bilinearitása miatt ∀i-re

vi ⊗ wi generálható bj ⊗ cj elemekkel, ı́gy ezek generálják V ⊗W -t.
Legyen [v] a v ∈ V -hez tartozó oszlopvektor a b1, ..., bk bázisban, [w] a w ∈ W -hez

tartozó oszlopvektor c1, ..., cl bázisban. Ekkor f(v, w) = [v] · [w]T -hez ∃ϕ : V ⊗W → Kkxl

lineáris leképezés: ϕ(v⊗w) = [v] · [w]T , márpedig ezen leképezésben bi⊗cj vektorok képei
lineárisan független mátrixok, ı́gy maguk is függetlenek.

1.2.2. Lemma. m,n ∈ N+-ra Mn(K)⊗K Mm(K) ∼=Mnm(K).

Bizonýıtás. X : Kn → Kn, Y : Km → Km mátrixok tenzorszorzata X ⊗ Y : Kn ⊗K

Km → Kn ⊗K Km, ahol Kn ⊗K Km egy k · m dimenziós vektortér K fölött, ı́gy ∃
Mn(K) ⊗K Mm(K) → Mnm(K) injekt́ıv gyűrűhomomorfizmus, ami dimenzió okokból
szürjekt́ıv is.

1.2.3. Álĺıtás. M1,M2,K (bal) R-modulusokra (M1×M2)⊗K ∼= (M1⊗K)× (M2⊗K).

Bizonýıtás. Legyen m = (m1;m2) ∈M1×M2, k ∈ K. Ekkor f(m; k) = (m1⊗ k;m2⊗ k)
bihomomorfizmus, ı́gy átvezethető a tenzorszorzaton, azaz ∃ϕ homomorfizmus: ϕ(m ⊗
k) = f(m; k) = (m1 ⊗ k;m2 ⊗ k).

f1(m1; k) = (m1; 0) ⊗ k és f2(m2; k) = (0;m2) ⊗ k bihomomorfizmusokat a tenzor-
szorzaton keresztül vezetve a hozzájuk tartozó ϕi : Mi ⊗K → (M1xM2)⊗K homomor-
fizmusokra ψ(x1;x2) = ϕ1(x1) + ϕ2(x2) egy (M1 ⊗ K) × (M2 ⊗ K) → (M1 ×M2) ⊗ K
homomorfizmus.
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1.2.4. Álĺıtás. A K-algebrára Mn(K)⊗K A ∼=Mn(A). Ha A centrális egyszerű algebra,
akkor Mn(A) is az.

Bizonýıtás. n = 1-re ri, si ∈ K, bi ∈ A-ra
∑

i ri(si ⊗ bi) = 1 ⊗ (
∑

i risibi), azaz KK ⊗ A
minden eleme 1 ⊗ b alakú alkalmas b ∈ A-ra ⇒ ϕ : A → (K ⊗ A), b 7→ 1 ⊗ b szürjekt́ıv
homomorfizmus.

f : (K × A)→ A, (r; b) 7→ r · b bihomomorfizmus átvezethető a tenzorszorzaton, azaz
∃ψ : (K ⊗ A) → A homomorfizmus: ψ(r ⊗ b) = f(r; b) = r · b. Speciálisan r = 1-re
ψ = ϕ−1 ⇒ K ⊗K A ∼= A.

n > 1-re Mn(K) ∼= Kn2 ∼= K ×K × ...×K 1.2.3
===⇒ Mn(K)⊗K A ∼= A×A× ...×A ∼=

Mn(A).

1.2.5. Álĺıtás. (1) A centrális egyszerű algebra K fölött, L ≥ K véges bőv́ıtés⇒ A⊗KL
centrális egyszerű algebra L fölött

(2) A K-algebra, ∃ L ≥ K véges: A ⊗K L centrális egyszerű algebra L fölött ⇒ A
centrális egyszerű algebra K fölött.

Bizonýıtás. (2) I ◁ A⇒ (I ⊗K L) ◁ (A⊗K L)⇒ I = 0 vagy I = A⇒ A egyszerű.
Indirekt Z(A) > K ⇒ dimL(Z(A)⊗K L) = dimK(Z(A)) > 1, márpedig Z(A)⊗K L ⊆

Z(A⊗K L) , dimL(Z(A⊗K L)) = dimL(L) = 1, ellentmondva feltevésünknek.

(1) A centrális egyszerű algebra K fölött
Wedderburn tétele
============⇒ ∃n ∈ N+, D ferdetest:

A ∼= Mn(D). Előző álĺıtás miatt feltehető, hogy A = D (n = 1), ugyanis A ⊗K L ∼=
Mn(D) ⊗K L ∼= Mn(K) ⊗K D ⊗K L ∼= Mn(D ⊗K L). L-nek egy u1, ..., uk bázisára

∀α ∈ (D ⊗K L): ∃! d1, ..., dk ∈ D: α =
∑k

i=1(di ⊗K ui). α ∈ Z(D ⊗K L) esetén

∀d ∈ D:
∑k

i=1(ddi) ⊗K ui = (d ⊗K 1)α = α(d ⊗K 1) =
∑k

i=1(did) ⊗K ui, márpedig a
feĺırás egyértelmű, ı́gy ∀i: ddi = did ⇒ ∀i : di ∈ Z(D) = K ⇒ α ∈ K ⊗K L = L ⇒
Z(D ⊗K L) = L.

Legyen 0 ̸= J ◁ D ⊗K L kétoldali ideál, z1, ..., zr ennek egy bázisa D fölött. (1 ⊗K

u1), ..., (1 ⊗K uk) D ⊗K L-nek egy bázisa D fölött, ı́gy z1, ..., zr ezekkel kiegésźıthető
D ⊗K L egy bázisává, azaz feltehető, hogy z1, ..., zr, (1⊗K ur+1), ...(1⊗K uk) egy bázisa

(D ⊗K L)-nek D fölött ⇒ D ⊗K L = J ⊕ (
⊕k

j=r+1(D ⊗K uj)), speciálisan ∃! yi ∈
J, αij ∈ D: 1 ⊗K ui = yi +

∑k
j=r+1 αij ⊗ uj , márpedig 1 ⊗ ui = (d−1 ⊗ 1)(1 ⊗ ui)(d ⊗

1) = (d−1 ⊗ 1)yi(d ⊗ 1) +
∑k

j=r+1(d
−1αijd) ⊗ uj , (d−1 ⊗ 1)yi(d ⊗ 1) ∈ J , ı́gy a feĺırás

egyértelműségéből (d−1 ⊗ 1)yi(d⊗ 1) = yi, (d
−1αijd) = αij , speciálisan αij ∈ Z(D) = K

⇒ yi = 1⊗ ui −
∑k

j=r+1(αij ⊗ uj) ∈ K ⊗K L = L, azaz J-nek ∃ (J ∩ L)-beli elemekből
álló generátorrendszere, márpedig (J ∩ L) ◁ L miatt J ∩ L = L, mert L test. ⇒ L ⊆
J ◁ (D ⊗K L)⇒ (D ⊗K L) = J ⇒ D ⊗K L egyszerű.

Megjegyzés: Előbbi álĺıtás tetszőleges L ≥ K algebrai bőv́ıtésre igaz. □

1.2.6. Tétel. Legyen A végesdimenziós algebra K test fölött. Ekkor A centrális egyszerű
algebra K fölött ⇐⇒ ∃n ∈ N+, L ≥ K véges: A⊗K L ∼=Mn(L).

Bizonýıtás. ⇐ éppen előző álĺıtás.
⇒: Ekkor A⊗K K centrális egyszerű algebra az algebrailag zárt K fölött, ı́gy ∃n ≥ 1:

A ⊗K K ∼= Mn(K). Legyen eij ∈ Mn(K) azon mátrix, melynek i. sorának j. eleme 1,
minden más 0 (1 ≤ i, j ≤ n).

A⊗K K =
⋃

K≤L≤Kvéges bőv́ıtés(A⊗K L) miatt ∃L ≥ K véges bőv́ıtés: ∀i∀j: eij ∈ L.
Ezen elemek L fölött lineárisan függetlenek, dimL(A⊗K L) = n2 van belőlük, ı́gy A⊗K L
egy L fölötti bázisát adják. (A ⊗K L)-ben eij · ekl = eil, ha j = k, 0 különben. Ekkor
ezen bázis megad egy izomorfizmust A⊗K L és Mn(L) között.

1.2.7. Következmény. A K fölötti centrális egyszerű algebrai K feletti dimenziója
négyzetszám.
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Bizonýıtás. dimK(A) = dimL(A⊗K L) = dimL(Mn(L)) = n2.

n =
√
dimKA az A centrális egyszerű algebra foka.

Ha A centrális egyszerű algebra K test fölött, L ≥ K véges bőv́ıtés, A⊗K L ∼=Mn(L),
akkor L az A egy felbontási teste (a felbontási test nem egyértelmű); ekkor L ≥ K bőv́ıtés
felhaśıtja A-t.

Ha A ∼=Mn(K), akkor A hasad K fölött.

1.2.8. Álĺıtás. A centrális egyszerű algebra K fölött, L ≥ K felhaśıtja A-t, F ≥ L véges
⇒ F felhaśıtja A-t.

Bizonýıtás. F algebra L fölött, ı́gy 1.2.4 miatt A⊗K F = A⊗K L⊗L F ∼=Mn(L)⊗L F ∼=
Mn(F ).

1.2.9. Következmény. A,B centrális egyszerű algebrák K fölött ⇒ A ⊗K B centrális
egyszerű algebra K fölött.

Bizonýıtás. 1.2.6 miatt elég belátni, hogy (A⊗KB)⊗KL egy L feletti teljes mátrixgyűrűvel
izomorf alkalmas L ≥ K véges bőv́ıtésre (n ≥ 1). A,B centrális egyszerű algebrák, ı́gy
felhasadnak véges bőv́ıtés fölött. Ha L mindkettőnek tartalmazza egy felbontási testét,
akkor 1.2.8 miatt A⊗K L ∼=Mn(L), B ⊗K L ∼=Mm(L) alkalmas n,m ≥ 1-re.

Vegyük észre, hogy (A⊗KB)⊗KL→ (A⊗KL)⊗K (B⊗KL), (a⊗b)⊗λ 7→ (a⊗λ)⊗(b⊗
1) = (a⊗1)⊗(b⊗λ) leképezés szorzattartó, L-lineáris (mert az elemi tenzorokon megadott
leképezést L-lineárisan terjesztjük ki) és szürjekt́ıv. Mindkét oldal dimenziója n2m2, ı́gy
ez izomorfizmus, márpedig jobb oldal 1.2.2 miatt izomorfMn(L)⊗KMm(L) ∼=Mnm(L)-lel
1.2.6
===⇒ A⊗K B centrális egyszerű algebra K fölött.

Ha A centrális egyszerűK-algebra, akkor Aop is az, mert ugyanazon testbőv́ıtés haśıtja
fel.

1.2.10. Álĺıtás. A n-edfokú centrális egyszerű algebra K fölött ⇒ A⊗K Aop ∼=Mn2(K),
azaz A⊗K Aop hasad.

Bizonýıtás. Vegyük észre, hogy

Φ : (A⊗K Aop)→ EndK(A), (a⊗ b) 7→ (x 7→ axb)

K-lineáris leképezés szorzattartó (kompoźıció a szorzat), ı́gy Φ homomorfizmus két azonos
dimenziós algebra között, márpedig Φ ̸= 0 és A⊗KA

op egyszerű (1.2.9)⇒ Φ izomorfizmus

dimK(A)=n2
EndK (A)=(A→A K-lineárisak)

====================⇒EndK(A)∼=Mn2 (K)

===========================================⇒ A⊗Aop ∼=Mn2(K)

1.2.11. Álĺıtás. A n-edfokú centrális egyszerű algebra K fölött, L ≤ A résztest: |L :
K| = n ⇒ A hasad L fölött.

Bizonýıtás. L kommutat́ıv ⇒ L ≤ Aop részgyűrű ⇒ A⊗K L ⊆ A⊗K Aop ∼=Mn2(K). A
vektortér L fölött (bal- és jobbszorzással) ⇒ dimL(A) = dimK(A)/dimK(L) = n.

A jobbszorzással vektortér L fölött

λ,µ∈L;a,x∈A⇒Φ(a⊗λ)(xµ)=axµλ=axλµ=Φ(a⊗λ)(x)µ⇒ Φ L-lineáris
=============================================⇒ Φ(A⊗KL) ⊆ EndL(A) ⊆ EndK(A)

dimL(EndL(A))=n2

=============⇒ Φ(A⊗K L) = EndL(A) ∼=Mn(L).
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1.2.12. Következmény. ∃ résztest A-ban, ami felhaśıtja A-t.

A-beli résztestek kereséséhez Wedderburn tétele miatt feltehető, hogy A = D ferdetest.
Mivel véges ferdetest ami nem test nem létezik, ı́gy az is feltehető, hogy a K alaptest
végtelen.

1.2.13. Tétel. D centrális n-edfokú ferdetest K fölött, |K| = ∞ ⇒ ∃L ≤ D résztest:
L/K n-edfokú szeparábilis bőv́ıtés. Speciálisan D ⊗K L ∼=Mn(L).

Bizonýıtás. Olyan α ∈ D elemet keresünk, melyre mα(x) n-edfokú és nincs többszörös
gyöke, ekkor ugyanis irreducibilis (mert D nullosztómentes), ı́gy L = K(α) ≤ D meg-
felel. Azt fogjuk belátni, hogy D szinte mindegyik eleme ilyen tulajdonságú: {α ∈
D|deg(mα(x))) = n} Zariski-nýılt:

1.2.14. Lemma. Legyen β ∈ D(= A)-nek mβ(x) ∈ K[x] D-beli minimálpolinomja.
Ekkor β ⊗ 1 ∈ (A ⊗K K) ∼= Mn(K) mátrix minimálpolinomja mβ(x). Speciálisan
deg(mβ(x)) ≤ n.

Bizonýıtás. mβ(β ⊗ 1) = mβ(β)⊗ 1 = 0.
sβ : D → D, γ 7→ βγ K-lineáris leképezés, f(x) ∈ K[x]-re f(sβ) éppen az f(β)-val

való balról szorzás, speciálisan sβ minimálpolinomja mβ(x). A minimálpolinom nem függ
a bázistól; legyen M az mβ(x) mátrixa. Ekkor

M ∈Mn2(K) ⊆Mn2(K) ∼= (A⊗K K),

azaz M megegyezik sβ⊗1 : A ⊗K K → A ⊗K K lineáris leképezés mátrixával, melyből
mβ⊗1 = msβ⊗1

= mβ(x) ∈ K[x], márpedig a Cayley-Hamilton tétel szerint egy n × n-es
mátrix minimálpolinomja legfeljebb n-edfokú.

Legyen e1, ..., en2 D-nek egy bázisa K fölött, α-t α =
∑n2

j=1 yjej alakban keressük

alkalmas yj ∈ K elemekre. Ekkor α ⊗ 1-nek Mα =
∑n2

j=1Mjyj mátrix felel, ahol

M1, ...,Mn2 ∈Mn(K): (ej⊗1)-nek lemmabeli (A⊗KK) ∼=Mn(K) szerinti azonośıtásnál
Mj felel meg (j = 1, ..., n2). Ha yj-ket sikerül úgy választani, hogy Mα karakterisztikus
polinomjának ne legyen többszrös gyöke, akkor az megegyezik a minimálpolinommal, ı́gy
az n-edfokú.

F (x, z1, ..., zn2) = det(xI −
n2∑
j=1

) ∈ K[x, z1, ..., zn2 ]

(n2 + 1)-változós polinomnak

R(F, (δF/δx)) = H(z1, ..., zn2) ∈ K[z1, ..., zn2 ]

x szerinti diszkriminánsára H(y1, ..., yn2) ̸= 0 esetén

F (x, y1, ..., yn2) = det(xI −Mα)

karakterisztikus polinomnak nincs többszörös gyöke, ı́gy ez αminimálpolinomja, márpedig
H ̸= 0, ugyanis |K| = ∞ miatt ∃Mn(K)-beli mátrix, melynek n páronként különböző
sajátértéke van, azaz ∃uj ∈ K: H(u1, ..., un2) ̸= 0. Változószám szerinti indukcióval
igazolható, hogy ha K végtelen test, akkor az uj elemek választhatók K-belieknek is.

1.2.15. Következmény. A centrális egyszerű algebra K test fölött ⇒ ∃L ≥ K véges
Galois-bőv́ıtés, ami fölött A hasad.

Bizonýıtás. ∀ véges szeparábilis bőv́ıtés benne van egy Galois-bőv́ıtésben.
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1.3. Brauer csoport konstrukciója

1.3.1. Álĺıtás. D ferdetest⇒ Dn egyszerű modulus Mn(D) fölött (mátrix-vektor szorzással).

Bizonýıtás. Dn-nek D fölötti e1, .., .en bázisára 0 ̸= v ∈ Dn: ∃A ∈ Mn(D): Av = e1
(ugyanis ∃i: vi ̸= 0 miatt azon A megfelel, melynek i1 eleme v−1i , minden más 0),
márpedig ∀i: ∃Bi: Bie1 = ei.

TehátMn(D) mint önmaga felette balmodulus előáll egyszerű modulusok direkt össze-
geként, ugyanis Mj-vel jelölve azon mátrixokat, melyeknek csak j. oszlopában lehet ̸= 0
eleme, Mn(D) =

⊕n
j=1Mj , márpedig ∀j: Mj

∼= Dn.

1.3.2. Következmény. Mn(D) ferdetest fölötti teljes mátrixgyűrű fölött izomorfia erejéig
egyetlen egyszerű (bal)modulus ∃.

Bizonýıtás. M egyszerű Mn(D)-modulus előáll Mn(D) =
⊕n

j=1Mj szabad modulus fak-

tormodulusaként, azaz ∃π: M =
⊕n

j=1Mj →M : szürjekt́ıv homomorfizmus, melyre ∃j:

π|Mj
̸= 0

M és Mj egyszerű
============⇒ π izomorfizmus Mj és M között, azaz Mj

∼=M .

1.3.3. Következmény. Wedderburn tételében n ≥ 1 és D ferdetest izomorfia erejéig
egyértelműen meghatározott az A egyszerű algebra által. Azaz Mn(D) ∼= Mm(D′) esetén
n = m és D ∼= D′.

Bizonýıtás. Előbbi következményben szereplő izomorfia erejéig egyértelmű M egyszerű
A = Mn(D) ∼= Mm(D′)-modulusra Wedderburn tételének konstrukciója szerint Dop ∼=
EndA(M) ∼= D′op és n = dimDop = m.

A,B centrális egyszerű algebrák Brauer-ekvivalensek (jelölés: A ∼ B), ha ∃D fer-
detest és n,m ≥ 1: A ∼= Mn(D), B ∼= Mm(D). A centrális egyszerű algebra Brauer-
ekvivalenciaosztályát [A] jelöli.

Előbbi következmény szerint ∀ Brauer-ekvivalenciaosztályban izomorfia erejéig pon-
tosan 1 ferdetest van.

1.3.4. Lemma. Legyenek A,B centrális egyszerű algebrák K fölött. Ekkor A ∼ B ⇐⇒
∃k, k′ ≥ 1: A⊗K Mk(K) ∼= B ⊗K Mk′(K).

Bizonýıtás. ⇒: Nyilvánvaló.
⇐: A ⊗K Mk(K) ∼= Mk(A) ∼= Mk(Mn(D)) ∼= Mkn(D), B ⊗K Mk′(K) ∼= Mk′(B) ∼=

Mk′(Mm(D′)) ∼=Mk′m(D′)), márpedig előbbi megjegyzés szerint D ∼= D′.

1.3.5. Álĺıtás. K test esetén a K feletti centrális egyszerű algebrák Brauer-ekvivalencia-
osztályai Abel-csoportot alkotnak [A][B] = [A ⊗K B] műveletre nézve, melyben id = [K],
[A]−1 = [Aop]. Azon centrális egyszerű algebrák osztályai, melyek L ≥ K (véges) bőv́ıtés
fölött hasadnak, részcsoportot alkotnak.

Bizonýıtás. A művelet jóldefiniáltságához azt kell igazolni, hogy A ∼ A′, B ∼ B′ centrális
egyszerű algebrákra A⊗K B ∼ A′⊗K B′: Wedderburn tétele szerint ∃D,E ferdetestek és
n, n′,m,m′ ≥ 1: A ∼=Mn(D), A′ ∼=Mn′(D), B ∼=Mm(E), B′ ∼=Mm′(E), ı́gy előző lemma
miatt A⊗K B ∼=Mnm(D ⊗K E) ∼= D ⊗K E ∼=Mn′m′(D ⊗K E) ∼= A′ ⊗K B′.

1.2.10 miatt [Aop] = [A]−1.
Az ı́gy kapott csoportot Br(K)-val, az L bőv́ıtés fölött hasadó centrális egyszerű al-

gebrák Brauer-ekvivalenciaosztályainak részcsoportjátBr(L|K)-val jelölve 1.2.9 bizonýıtása
szerint ha A,B hasad L fölött, akkor A ⊗K B is hasad L fölött, azaz Br(L|K) ≤
Br(K).
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Br(K) a K Brauer-csoportja. A centrális egyszerű K-algebra Brauer-osztálya triviális
(vagyis az egységelem) ⇐⇒ A hasad K fölött.

Az R fölötti nullosztómentes algebrákról szóló Frobenius-tétel szerint Br(R) ∼= Z2.
Fq véges testre (q = pf pŕımhatvány) Wedderburn véges ferdetestek kommutati-

vitásáról szóló tétele szerint Br(Fq) = {1}

1.3.6. Lemma. Legyen K test. Ekkor Mn(K) ∀ K-lineáris automorfizmusa belső, azaz

∀ϕ :Mn(K)→Mn(K) K-lineáris automorfizmushoz ∃C ∈ GLn(K) invertálható:

∀M ∈Mn(K)-ra ϕ(M) = CMC−1

Speciálisan AutK(Mn(K)) ∼= PGLn(K) = GLn(K)/Z(GLn(K)).

Bizonýıtás. Vegyük azon Ir ≤Mn(K) részgyűrűket amik csak az r-hez tartozó oszlopuk-
ban nem feltétlen nullák, ezek balideálok is egyben, ráadásul minimálisak, mind izomorfak
egymással,Mn(K) =

⊕
r Ir, mindegyik izomorf egy egyszerűMn(K)-modulussal, egyben

K-vektortérrel.
Legyen I1 ◁ Mn(K) egy ilyen minimális balideál, λ ∈ Aut(Mn(K)). Tudjuk hogy

Mn(K) egy centrális egyszerű algebra, ennek centruma az identitás skalárszorosainak a
konjugáltjaiból áll, feltehető tehát hogy λ(I1) = I1. Legyen e1, ..., en bázisa Kn-nek mint
K fölötti vektortérnek. Ekkor az

M 7→Me1, I1 → Kn

leképezés K-vektortereknek izomorfizmusa, ı́gy λ a Kn egy automorfizmusát indukálja.
Ez meghatározott egy C invertálható mátrix által. Azt kaptuk tehát, hogy ∀M ∈Mn(K)-
ra a Kn-nek standard bázison λ(M) módon definiált endomorfizmusának a mátrixa
CMC−1

A második részhez létezik

C 7→ (M 7→ CMC−1), GLn(K)→ Aut(Mn(K)

természetes homomorfizmus, ez szürjekt́ıv a előbbiek miatt, Kernelje éppen GLn(K) cent-
ruma, ı́gy részcsoportja a skalármátrixoknak.

A centrális egyszerű K-algebrára előző fejezet utolsó következménye szerint ∃L ≥ K
Galois-bőv́ıtés, amire ∃f :Mn(L)→ A⊗K L izomorfizmus.

G = Gal(L/K) eltérően hat mindkét oldalon.
Legyen g ∈ G-re

fA(g) = f−1 ◦ (id⊗ g) ◦ f ◦ g−1 :

Mn(L)
g−1

−−→Mn(L)
f−→ A⊗K L

id⊗g−−−→ A⊗K L
f−1

−−→Mn(L)

L-lineáris, azaz
fA(g) ∈ Aut(Mn(L)),

ugyanis X ∈Mn(L), λ ∈ L esetén

fA(Xλ) = f−1(id⊗ g(f(g−1(Xλ))))

= f−1(id⊗ g(f(g−1(X)g−1(λ))))

= f−1(id⊗ g(f(g−1(X)))λ)

= f−1(id⊗ g(f(g−1(X))))λ

= fA(g)(X)λ

g, h ∈ G: ∃P,Q ∈Mn(L): fA(g) és fA(h) rendre a P -vel és Q-val való konjugálás.
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Ekkor
fA(gh) = f−1(id⊗ g(id⊗ h(f(h−1g−1(X)))))

= f−1(id⊗ g(f(f−1(id⊗ h(f(h−1g−1(X)))))))

= f−1(id⊗ g(f(Q(g−1(X))Q−1)))

= f−1(id⊗ g(f(g−1(g(Q)Xg−1(Q)))))

= Pg(Q)Xg−1(Q)P−1

Tehát
fA(gh) = fA(g)g(fA(h))

Tegyük fel hogy G csoport automorfizmusokkal hat H csoporton, azaz ∃α : G →
Aut(H) csoporthomomorfizmus. Ekkor ϕ : G → H függvény keresztezett homomorfiz-
mus, ha

ϕ(gh) = ϕ(g)α(g)(ϕ(h))

A konstans 1 függvény ∀H-ra keresztezett homomorfizmus; ez a triviális keresztezett
homomorfizmus.

Világos, hogy ha G triviálisan hatH-n, akkor a G→ H keresztezett homomorfizmusok
éppen a G→ H csoporthomomorfizmusok.

G = Gal(L/K) hat H = PGLn(L)-en az automorfizmusokkal, ugyanis g ∈ G,P ∈
GLn(L)-re g hat P ∀ elemén, másrészt g(P ) osztálya PGLn(L)-ben csak P osztályától
függ, mert skalármátrix Galois-konjugáltja skalármátrix.

Továbbiakban megvizsgáljuk, hogy A centrális egyszerű K-algebra és L test (ami
fölött A hasad) mennyire határozza meg fA : Gal(L/K)→ PGLn(L) keresztezett homo-
morfizmust.

Előbbi konstrukcióban csak f : A ⊗K L → Mn(L) izomorfizmusnál volt szabad
választásunk. (f ̸=)f ′ : A ⊗K L → Mn(L) izomorfizmusra f−1 ◦ f automorfizmusa
Mn(L)-nek, ı́gy előbbi lemma szerint ez egy alkalmas P ∈ GLn(L) mátrixszal való kon-
jugálás, tehát g ∈ Gal(L/K), X ∈Mn(L) esetén

f ′A(g)(X) = P−1f−1(id⊗ g(f(Pg−1(X)P−1)))P

= P−1f−1(id⊗ g(f(g−1(g(P )Xg−1(P )))))

= P−1fA(g)g(P )Xg
−1(P ))P,

azaz
f ′A(g) = P

−1
fA(g)g(P ),

ahol P jelöli P osztályát PGLn(L)-ben.
Tegyük fel, hogy G csoport automorfizmusokkal hat H csoporton. Ekkor ϕ, ψ :

G → H keresztezett homomorfizmusok ekvivalensek (jelölés: ∼), ha ∃h ∈ H : ψ(g) =
h−1ϕ(g)g(h). Ellenőrizhető, hogy ez valóban ekvivalenciareláció. A keresztezett homo-
morfizmusok ekvivalenciaosztályai G csoport H együtthatós első kohomológiahalmaza,
melyet H1(G,H) jelöl; ez egy pontozott halmaz: a triviális keresztezett homomorfizmu-
sok osztálya a kitüntetett elem.

1.3.7. Következmény. H-t PGLn(L)-nek választva az előbb léırtak megadnak egy

CSAL(n)↔ H1(G,PGLn(L))

bijekciót a báziselemek között, ahol CSAL(n) az L fölött n fokkal hasadó centrális egyszerű
algebrák K-izomorfiaosztályait jelöli.

Bizonýıtás. Jóldefiniáltság előbb megvolt. Injektivitásért és szürjektivitásért lásd a [Ger]
jegyzetet.

A Speiser lemmának ezek után vont következménye:
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1.3.8. Következmény. (Hilbert 90-es tétele) Legyen K test, L ≥ K véges Galois-bőv́ıtés,
G = Gal(L/K). Ekkor H1(G,GLn(L)) = {1} minden n-re.

Bizonýıtás. Legyen n ≥ 1, f : G → GLn(L) keresztezett homomorfizmus, vegyük G-nek
f -fel csavart β hatását a V = Ln-en mint L-vektortéren, azaz g ∈ G, v ∈ Ln-re legyen

β(g)(v) = f(g) · g(v)

Ekkor 1.1.6 szerint V ∼= L ⊗K V β(G). A V β(G)-nek egy K fölötti v1, ..., vn bázisát véve
az izomorfusmus azt jelenti hogy ez L fölötti bázis V -ben és G csavart hatása ezeken az
elemeken triviális, azaz minden i-re.

f(g) · g(vi) = vi

Ezeket az Ln-beli elemeket egy P ∈ GLn(L) mátrixba gyűjtve előbbi azonosságok
át́ırhatók

f(g) · g(P ) = P

Ez minden g ∈ G-re fennáll, ı́gy f(g) = (P−1)−1g(P−1) ekvivalens a triviális keresztezett
homomorfizmussal.

Hilbert 90-es tételének n = 1 esete már a Galois-elméletben is fontos, lásd [Mil22, 5.
fejezet].

A következő álĺıtás bizonýıtása megtalálható a [Ger] jegyzetben:

1.3.9. Álĺıtás. H kommutat́ıv csoport (és a műveletet addit́ıvan ı́rjuk)

⇒

G → H keresztezett homomorfizmusok Z(G,H) csoportot alkotnak a szorzásra. Ekkor
H1(G,H) = Z(G,H)/B(G,H) Abel,

ahol B(G,H) ={ f ∈ Z(G,H)|∃h ∈ H : ∀g ∈ G : f(g) = g(h) − h } a principális
keresztezett homomorfizmusok részcsoportja.

Tehát kommutat́ıv H esetén beszélhetünk első homológiacsoportról (alkalmazásokban
általában H kommutat́ıv).
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2. fejezet

Második fejezet

Az eredetiség a magányból születik,
mentesen a ránk záporozó mindenféle külső hatástól,

amik megbéńıtják az alkotó szellemet.
Legyél egyedül, ez a feltalálás titka;

legyél egyedül, mert ekkor születnek a gondolatok.
Ezért van az, hogy számtalan földi csoda

egyszerű környezetben jött létre.
— Nikola Tesla

2.1. Centralizátor, centrum, Noether-Skolem tétel

Előző fejezetben megmutattuk hogy egy bőv́ıtés felett hasadó centrális egyszerű al-
gebrák egy ekvivalenciareláció szerinti osztályai csoportot alkotnak:

A [GS17], [Mil20] és a [Ger] forrásokat használjuk.

2.1.1. Álĺıtás. K test esetén a K feletti centrális egyszerű algebrák Brauer-ekvivalencia-
osztályai Abel-csoportot alkotnak [A][B] = [A ⊗K B] műveletre nézve, melyben id = [K],
[A]−1 = [Aop]. Azon centrális egyszerű algebrák osztályai, melyek L ≥ K (véges) bőv́ıtés
fölött hasadnak, részcsoportot alkotnak.

2.1.2. Álĺıtás. Legyenek A és A′ egyaránt K-algebrák, B és B′ rendre az A és A′

részalgebrái, C(B) és C(B′) ezek centralizátorai A és A′-ben.
Ekkor B ⊗B′-nek A⊗A′-beli centralizátora éppen C(B)⊗ C(B′):

CA⊗KA′(B ⊗K B′) = CA(B)⊗ CA′(B′)

.

Bizonýıtás. Nyilván
C(B)⊗ C(B′) ⊆ C(B ⊗B′)

Ford́ıtott tartalmazáshoz legyen (fi)i egy bázisa A′-nek mint K fölötti vektortérnek. Ek-
kor (1 ⊗ fi)i elemek egy bázisát adják A ⊗ A′-nek mint A-modulusnak, ı́gy tetszőleges
α ∈ A egyértelműen feĺırható α =

∑
i(αi ⊗ fi) módon valamilyen αi ∈ A elemekkel.

Tetszőleges β ∈ B-re α ∈ A pontosan akkor cserélhető fel β ⊗ 1-gyel, ha előbbi
feĺırásában lévő αi elemekre αiβ = βαi, tehát CA⊗A′(B ⊗ 1) = C(B) ⊗ A′, hasonlóan
CC(B)⊗A′(1⊗B) = C(B)⊗ C(B′).

Nyilván
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C(B ⊗B′) ⊆ C(B ⊗ 1) = C(B)⊗A′
⇒ C(B ⊗B′) ⊆ CC(B)⊗A′(1⊗B′) = C(B)⊗ C(B′),
amit bizonýıtani akartunk.

Megjegyzés: Két K-algebra tenzorszorzatának centruma a centrumaiknak tenzorszor-
zata: Z(A⊗K B) = Z(A)⊗K Z(B).

2.1.3. Következmény. Egyszerű K-algebra centruma test.

Bizonýıtás. Egy ferdetest centruma test, márpedig Wedderburn tétele szerint minden
egyszerű K-algebra izomorf egy D ferdetest feletti Mn(D) mátrixgyűrűvel, ı́gy Mn(D) ∼=
Mn(K)⊗K D miatt

Z(Mn(D)) ∼= Z(Mn(K))⊗ Z(D)
∼= K ⊗K Z(D) ∼= Z(D), márpedig egy ferdetest centruma test.

Megjegyzés: Ezen következmény szerint minden egyszerű K-algebra centrális egyszerű
a K-nak egy véges bőv́ıtése felett.

2.1.4. Tétel. (Noether-Skolem): Legyenek A,B egyaránt K-algebrák, f, g : A → B
homomorfizmusok.

Ha A egyszerű és B centrális egyszerű, akkor ∃b ∈ B invertálható elem, melyre

∀a ∈ A : f(a) = b · g(a) · b−1,

azaz f és g csak a B egy belső automorfizmusában térnek el.

Bizonýıtás. Először tegyük fel hogy B =Mn(K) = EndK(Kn).
Ekkor minden A→ B homomorfizmus az A egy csoporthatását definiáljaKn-en, mivel

A minden eleme megad egy Kn ↔ Kn bijekciót. Jelöljük az f, g ilyen módon megadott
hatásait Vf , Vg-vel.

Tudjuk, hogy bármely két azonos dimenziójú A-modulus izomorf egymással, ı́gy létezik
b : Vg → Vf izomorfizmus is, márpedig ez egy Kn ↔ Kn bijekció, ı́gy eleme Mn(K)-nak,
melyre ∀a ∈ A-ra f(a) · b = b · f(a).

Általános esetben vegyük az

f ⊗ 1, g ⊗ 1 : A⊗K Bopp → B ⊗K Bopp

homomorfizmusokat.
Láttuk, hogy B ⊗K Bopp izomorf egy K felett mátrixgyűrűvel, ı́gy a bizonýıtás első

esete szerint létezik b ∈ B ⊗K Bopp, melyre ∀a ∈ A, b′ ∈ Bopp elemre

(f ⊗ 1)(a⊗ b′) = b(g ⊗ 1)(a⊗ b′)b−1

a = 1-et helyetteśıtve előbbi azonosságba kapjuk, hogy

∀b′ ∈ Bopp : (1⊗ b′) = b(1⊗ b′)b−1

⇒ b ∈ CB⊗Bopp(K ⊗Bopp) = CB(K)⊗K CBopp(Bopp) = B ⊗K K,
azaz b = (b0 ⊗ 1) valamilyen b0 ∈ B-re.
Előbbi azonosságba b′ = 1-et helyetteśıtve kapjuk, hogy ∀a ∈ A-ra

(f ⊗ 1)(a⊗ 1) = (b0 ⊗ 1)(g ⊗ 1)(a⊗ 1)(b0 ⊗ 1)−1 = (b0g(a)b
−1
0 )⊗ 1,

ı́gy b0 megfelel.
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2.1.5. Következmény. Legyen A centrális egyszerű algebra K fölött, B1, B2 az A egy-
szerű részalgebrái K szerint. Ekkor ∀f : B1 → B2 izomorfizmus A-nak egy belső auto-
morfizmusa által indukált, azaz

∃a ∈ A : ∀b ∈ B1 : f(b) = a · b · a−1

Bizonýıtás. Ez éppen előző tétel a B1
f−→ B2 → A és B1

id−→ B1 → A függvényekre.

2.1.6. Következmény. Egy centrális egyszerű K-algebra minden automorfizmusa belső.

Például Mn(K) automorfizmus csoportja éppen

PGLn(K) ∼= GLn(K)/K×In

2.1.7. Álĺıtás. Legyen A centrális egyszerű K-algebra, B az A-nak egyszerű K-részalgebrája.
Ekkor C = CA(B) egyszerű, továbbá

B = CA(C) = CA(CA(B))

Továbbá
|B : K| · |C : K| = |A : K|

Bizonýıtás. Jelöljük V -vel B-t mint K-vektorteret. Ekkor B és Bopp hat V -n rendre
jobb- és balszorzással, belátható hogy ennél egymás centralizátorai.

Vegyük az A⊗K EndK(V ) centrális egyszerű algebrát. Előbbiek szerint

CA⊗KEndK(V )(B ⊗K 1) = CA(B)⊗K CEndK(V )(1) = C ⊗K EndK(V ),

továbbá
CA⊗EndK(V )(1⊗B) = CA(1)⊗ CEndK(V )(B) = A⊗Bopp

b→ b⊗ 1 és b→ 1⊗ b : B → A⊗ EndK(V ) beágyazásokra a 2.1.4t alkalmazva

∃u ∈ A⊗ Endk(V ) : ∀b ∈ B : b⊗ 1 = u · (1⊗ b) · u−1

Tehát
CA⊗Endk(V )(B ⊗ 1) = CA⊗Endk(V )(u · (1⊗B) · u−1)

⇒ C(B ⊗ 1) ∼= C(1⊗B)

A⊗Boppegyszerű
===========⇒ C ⊗ EndK(V ) egyszerű

∀α◁C:α⊗KEndK(V )◁C⊗KEndK(V )
========================⇒ C egyszerű

Mivel |EndK(V ) : K| = |B : K|2, ezért

|(C ⊗ EndK(V )) : K| = |C : K| · |B : K|2

|(A⊗Bopp):K|=|A:K|·|B:K|
==================⇒ |A : K| = |B : K| · |C : K|

B′ = CA(C) jelöléssel előbbi gondolatmenetet eljátszva C egyszerű algebrára |A :

K| = |C : K| · |B′ : K| ⇒ |B′ : K| = |B : K| B′⊇B
====⇒ CA(CA(B)) = B′ = B

2.1.8. Következmény. Ha előző tételben B centrális egyszerű K-algebra, akkor C is az,
és a B ⊗K C → A kanonikus homomorfizmus egyben izomorfizmus is.
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Bizonýıtás. Nyilván CB(B) ⊆ B,C és CC(C) ⊆ C, másrészt előző tétel miatt CC(C) ⊆
CA(C) = B, ı́gy CB(B) = CC(C) = B ∩ C B centrális

=======⇒ C centrális.

⇒ B ⊗K C centrális egyszerű K-algebra ⇒ B ⊗K C → A injekt́ıv. Ez szürjekt́ıv is,
mert |(B ⊗K C) : K| = |A : K|.

2.1.9. Következmény. Legyen A centrális egyszerű K-algebra, L ≥ K részteste A-nak.
Ekvivalensek:

(a) L = CA(L)
(b) |A : K| = |L : K|2
(c) L egy maximális kommutat́ıv K-részalgebrája A-nak.

Bizonýıtás. (a) ⇐⇒ (b): L ⊆ CA(L) mert L kommutat́ıv, másrészt előző tétel szerint
|A : K| = |L : K| · |CA(L) : K|, ı́gy

L = CA(L) ⇐⇒ |A : K| = |L : K|2

(b) ⇒ (c): Legyen L′ ⊇ L maximális kommutat́ıv K-részalgebrája A-nak. Ekkor
L′ ⊆ CA(L), ı́gy előző tétel miatt

|A : K| = |L : K| · |CA(L) : K| ≥ |L : K| · |L′ : K| ≥ |L : K|2 (b)
==⇒ L = L′

(c) ⇒ (a): Indirekt L ̸= CA(L), ekkor ∃α ∈ C(L)\L-re L[α] kommutat́ıv K-
részalgebra A-ban, ellentmondva L maximalitásának.

2.1.10. Következmény. A maximális L ≥ K résztestei egy D ferdetesnek éppen azok,
melyekre |L : K| =

√
|D : L|.
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2.2. Második kohomológiacsoport

Ebben az alfejezetben megmutatjuk, hogy testek L/K Galois-bőv́ıtésére H2(L/K) =
H2(Gal(L/K), L×) jelöléssel H2(L/K) ∼= Br(L/K).

Továbbiakban megadunk egy izomorfizmust H2(L/K) és Br(L/K) között.
Legyen L/K véges Galois-bőv́ıtés, G = Gal(L/K), jelölje A(L/K) azon K fölötti A

centrális egyszerű algebrák osztályát, amik tartalmazzák L-et és amikre |A : K| = |L : K|2
(láttuk, hogy ezek pontosan azon L-ek amik megegyeznek az A-beli centralizátorukkal).
Először megadunk egy A(L/K)→ H2(L/K) bijekt́ıv leképezést.

Legyen A ∈ A(L/K), σ ∈ G. Ekkor a 2.1.4 Tétel miatt

f(a) = σ · a, g(a) = a : L→ A

homomorfizmusokra
∃eσ ∈ A : ∀a ∈ L : σ · a = eσ · a · e−1σ

Itt eσ szorzás erejéig meghatározott L× egy eleme által, ugyanis egy ugyanilyen tulaj-
donsággal rendelkező fσ ∈ A elemre f−1σ · eσ centralizálja L-et (az evvel való konjugálás
helyben hagyja).

Előbbi azonosság feĺırható

∀a ∈ L : eσ · a = σa · eσ

alakban.
στa = eσeτae

−1
τ e−1σ = (eσeτ )a(eσeτ ) miatt

∃ϕ(σ, τ) ∈ L× : eσ · eτ = ϕ(σ, τ) · eστ

⇒ eρ(eσeτ ) = eρ(ϕ(σ, τ)eστ ) = ρ · ϕ(σ, τ)eστ · eρ
= ρ · ϕ(σ, τ)ϕ(ρ, στ) · eρστ ,

továbbá
(eρeσ)eτ = ϕ(ρ, σ)eρσeτ = ϕ(ρ, σ)ϕ(ρσ, τ) · eρστ
⇒ ρϕ(σ, τ) · ϕ(ρ, στ) = ϕ(ρ, σ) · ϕ(ρσ, τ)

Belátható, hogy G csoport, L G-modulusra H2(G,L) minden osztálya egy előbbi
tulajdonsággal rendelkező ϕ : G x G→ L× 2-kociklus által reprezentált, evvel megadtunk
egy jóldefiniált A 7→ γ(A) : A(L/K)→ H2(L/K) leképezést.

2.2.1. Tétel. γ : A(L/K)→ H2(L/K) szürjekt́ıv.

Bizonýıtás.

2.2.2. Lemma. Legyen A, eσ mint előbb. Ekkor (eσ)σ∈G egy bázisa A-nak mint L feletti
bal-vektortérnek.

Bizonýıtás. Tudjuk, hogy

dimL(A) =
dimK(A)

dimK(L)
= n,

ı́gy elég megmutatni hogy minden eσ lineárisan független. Indirekt tegyük fel hogy a
legnagyobb ilyen független halmaz (eσ)σ∈J .

τ /∈ J : ∃
∑

σ∈J(aσ · eσ) feĺırás valamilyen aσ ∈ L elemekkel. Legyen a ∈ L. Ekkor

eτa = τaeτ =
∑
σ∈J

(τa · aσeσ),másrészt

eτa =
∑
σ∈J

(aσeσa) =
∑
σ∈J

(aσ · σa · eσ)
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⇒ ∀σ ∈ J : τa · aσ = σa · aσ
∃σ∈J:aσ ̸=0
========⇒ ∃σ ∈ J : τ = σ,

ellentmondva annak hogy τ /∈ J
⇒ J = G

Eddig A egyértelműen meghatározott egy L feletti (eσ)σ∈G bázisa, σa = eσae
−1
σ és

eσeτ = ϕ(σ, τ)eστ azonosságok által.
Legyen A′ ∈ A(L/K), γ(A) = γ(A′). Ekkor az előbbi két feltételt teljeśıtő A-hoz

tartozó (eσ)σ∈G és A′-höz tartozó (e′σ)σ∈G bázisokra és a hozzájuk tartozó ϕ 2-kociklusra∑
σ∈G(aσeσ) 7→

∑
σ∈G(aσe

′
σ) K-algebrák egy izomorfizmusát adja.

Most tegyük fel, hogy A és A′ az A(L/K) egymással izomorf elemei, azaz ∃f : A→ A′

izomorfizmus; a 2.1.4 Tétel szerint ez választható úgy hogy f |L identikus legyen, ha
tehát eσ-ra teljesülnek az A-t meghatározó azonosságok akkor f(eσ)-ra is, ı́gy (eσ)σ∈G
és f(eσ)σ∈G választással A és A′ ugyanazt a ϕ 2-kociklust definiálják. Tehát A 7→ γ(A)
hozzárendelés egy

(A(L/K)/ ∼=)→ H2(L/K)

injekt́ıv leképezést definiál.
Megmutatjuk hogy ez szürjekt́ıv is, ehhez elég megadni egy inverzét.
Legyen tehát ϕ : G x G → L× egy normalizált (amire ϕ(1, τ) = ϕ(σ, 1) = 1) 2-

kociklus, továbbá A(ϕ) azon (eσ)σ∈G bázisú L-vektortér amin a szorzásra érvényesek a
σa = eσae

−1
σ és eσeτ = ϕ(σ, τ) · eστ azonosságok. Ekkor szorzásnál e1 identikus, a ϕ

2-kociklusokra teljesülő
ϕ(σ, τ)ϕ(ρ, στ) = ϕ(ρσ, τ)ϕ(ρ, σ)

azonosság szerint
eρ(eσeτ ) = (eρeσ)eτ ,

tehát A(ϕ) szorzásra félcsoport és egységelemes, ı́gy K-algebra.
Azonośıtsuk L testet Le1 mint A(ϕ) résztesteként.
A következő lemma bizonýıtásához szükségünk van egy álĺıtásra.

2.2.3. Álĺıtás. Legyen adott egy (ei)i∈I bázisú K test fölötti V vektortér és annak egy W
altere. Ekkor azon w =

∑
i(aiei) ∈W elemek, melyekre J(w) = {i ∈ I|ai ̸= 0} minimális

és melyekre ∃i : ai = 1 (primordiális elemek) kifesźıtik W -t.

Bizonýıtás. Legyen w ∈ W primordiális elem, 0 ̸= w′ ∈ W . Belátjuk, hogy J(w′) ⊆
J(w) ⇐⇒ ∃0 ̸= c ∈ K : w′ = cw, és ekkor J(w′) = J(w).
⇐: w′ = cw, c ̸= 0 esetén nyilván J(w′) = J(w).
⇒: Legyen w =

∑
i∈J(w)(aiei), w

′ =
∑

i∈J(w′)(biei), J(w
′) ⊆ J(w). Ekkor j ∈ J(w′)-

re J(w − ajb−1j w′) ⊂ J(w)\{j}

J(w)minimális
=========⇒ w = ajb

−1
j w′

Legyen most 0 ̸= w =
∑

i∈J(w)(aiei) ∈ W tetszőleges, megmutatjuk hogy egy olyan
altérben van amit primordiális elemek fesźıtenek ki.

Legyen 0 ̸= w′ ∈ W olyan, melyre J(w′) ⊂ J(w) és amire az ilyenek közül J(w′)
minimális elemszámú, ekkor w′-nek valamilyen w0 =

∑
i∈J(w0)

(biei) skalárszorosa pri-
mordiális, feltehető hogy bj = 1.

Ekkor w = ajw0+(w−ajw0), (w−ajw0) ∈W és |J(w−ajw0)| < J(w). Ha (w−ajw0)
már lineáris kombinációja primordiális elemeknek, akkor w is, különben előbbi folyamatot
iterálva véges sok lépésben eljutunk egy ilyen w-hez.

2.2.4. Lemma. A(ϕ) centrális egyszerű K-algebra.
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Bizonýıtás. Legyen α =
∑

σ∈G(aσeσ) ∈ CA(ϕ)(L), a ∈ L. Ekkor∑
a(aσeσ) = aα = αa =

∑
(aσeσ)a =

∑
(aσσaeσ),

⇒ σ ̸= 1-re aσ = 0

⇒ α = a1e1 ∈ L
⇒ CA(ϕ)(L) = L

Legyen α ∈ Z(A(ϕ)). Ekkor α ∈ CA(ϕ)(L), ı́gy előbbiek szerint α ∈ L, feltehető hogy
α = ae1 valamilyen a ∈ L-re.

σaeσ = eσα = αeσ = aeσ,

vagyis ezen elemeken σ ∈ Gal(L/K) = Aut(L/K) identikusan hat (speciálisan α = ae1-en
is), ı́gy α ∈ K, tehát A(ϕ) centrális.

Legyen U ◁A(ϕ) kétoldali ideál, ekkor U egy L szerinti altere A(ϕ)-nek. Ha U tartal-
mazza valamelyik eσ báziselemet, akkor eσeτ = ϕ(σ, τ)eστ azonosság miatt tartalmazza
az összeset, ı́gy U = A(ϕ). Tegyük fel hogy U ̸= 0, legyen α =

∑
(aσeσ) primordiális

eleme, feltehető hogy aσ0 = 1. aσ1 ̸= 0, σ1 ̸= σ0 esetén

∀a ∈ L : (σ1a)α− αa =
∑

aσ(σ1a− σa)eσ ∈ U

∃a ∈ L : σ1a ̸= σ0a, ezen a elemnek kevesebb nem nulla eleme van mint α-nak,
ellentmondva annak hogy α primordiális. Tehát α = eσ0

∈ U , ı́gy minden báziselem
U -ban van, tehát U = A(ϕ).

Legyenek ϕ, ϕ′ kohomológ 2-kociklusok (ugyanazt az osztályt reprezentáljákH2(L/K)-
ban), azaz tegyük fel hogy ∃a : G→ L× :

a(σ)σa(τ)ϕ′(σ, τ) = a(στ)ϕ(σ, τ)

Ellenőrizhető hogy az ezáltal megadott L-lineáris A(ϕ)→ A(ϕ′) leképezés eσ-t a(σ)e
′
σ-be

küldi és K-algebrák izomorfizmusa.
Tehát ϕ 7→ A(ϕ) egy H2(L/K) → (A(L/K)/ ∼=) leképezést definiál ami inverze

A 7→ γ(A)-nak. Evvel a tételt bebizonýıtottuk.

2.2.5. Lemma. Legyen A centrális egyszerű K-algebra, L ≥ K véges.
Ekkor L felhaśıtja A-t K fölött

⇐⇒
∃B ⊇ L algebra : A ∼ B és |B : K| = |L : K|2

.

Bizonýıtás. ⇐ irányt előzőekben láttuk B ∼= A-val.
⇒: Ekkor L felhaśıtja Aopp centrális egyszerű algebrát is, ı́gy Aopp ⊗K L ∼=Mn(L) ∼=

EndL(V ), azaz
CEndK(V )(L) = Aopp ⊗K L,

ı́gy C(C(L)) = L miatt CEndK(V )(A
opp ⊗K L) = L.

Legyen B = CEndK(V )(A
opp)

Aopp centrális egyszerű, B = C(Aopp)
=========================⇒ B centrális egyszerű,

márpedig B ⊇ L, B ⊗K Aopp ∼= EndK(V ) miatt

Mn2(B) ∼= B ⊗Mn2(K) ∼= B ⊗K Aopp ⊗K A ∼= EndK(V )⊗K A ∼=Mn(A)

⇒ B ∼ A
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2.2.6. Tétel. Legyen L/K véges Galois-bőv́ıtés. Ekkor

ϕ 7→ [A(ϕ)]

H2(L/K)→ Br(L/K)

Abel-csoportok egy izomorfizmusa.

Bizonýıtás. Láttuk hogy

∃H2(L/K)→ (A(L/K)/ ∼=) bijekció,

ı́gy a megadott leképezés bijektivitásához elég megmutatni hogy az

A 7→ [A] : (A(L/K)/ ∼=)→ Br(L/K)

leképezés bijekt́ıv.
A Brauer-csoportban azonos ekvivalenciaosztályba eső A,A′ centrális egyszerű K-

algebrákra ∃D ferdetest: A ∼ D ∼ A′, azaz ∃n, n′ : A ∼= Mn(D), A′ ∼= Mn′(D). Ha
|A : K| = |A′ : K|, akkor n = n′, ı́gy A ∼= A′, tehát

(A(L/K)/ ∼=)→ Br(L/K)

leképezés injekt́ıv, márpedig előbbi lemma szerint szürjekt́ıv is.
Most megmutatjuk hogy homomorfizmus:

2.2.7. Lemma. ϕ, ϕ′ 2-kociklusokra A(ϕ+ ϕ′) ∼ A(ϕ)⊗K A(ϕ′).

Bizonýıtás. Legyen A = A(ϕ), B = A(ϕ′), C = A(ϕ + ϕ′). Ekkor A,B bal-L-modulusok
a szorzással, legyen

V = A⊗L B

Ekkor V a legnagyobb olyan faktortér A⊗K B-ben melyre

∀a ∈ A, ∀b ∈ B,∀l ∈ L : la⊗L b = a⊗L lb

V -n mint K-vektortéren létezik egyértelmű jobb-(A⊗K B)-modulus struktúra melyre

∀a′, a ∈ A és b′, b ∈ B : (a′ ⊗L b
′)(a⊗K b) = a′a⊗L b

′b

és egyértelmű bal-C-modulus struktúra melyre

∀l ∈ L, σ ∈ G, a ∈ A, b ∈ B : l(e′′σ)(a⊗L b) = leσa⊗L e
′
σb,

ahol (eσ), (e
′
σ), (e

′′
σ) rendre az A,B,C standard bázisai.

Ezen modulusok által definiált hatások kommutálnak, ı́gy a jobb hatás definiálja K-
algebrák egy

f : A⊗K B → EndC(V )

homomorfizmusát, ami injekt́ıv mert A⊗K B egyszerű.
Mivel |(A ⊗K B)opp : K| = |EndC(V ) : K| = n4, ahol n = |L : K|, ezért f izomor-

fizmus is. Másrészt egyszerű gyűrű feletti azonos dimenziójú modulusok izomorfak, ı́gy
V ∼= Cn mint C-modulus, ı́gy

EndC(V ) = EndC(C
n) =Mn(C

opp)

Ezen izomorfizmust f -fel komponálva kapjuk K-algebrák egy

(A⊗K B)opp →Mn(C)
opp

egy izomorfizmusát. Ugyanezen leképezés értelmezhető mint egy

(A⊗K B)→Mn(C)

izomorfizmus.
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Evvel beláttuk hogy a tételben megadott leképezés homomorfizmus, márpedig bijekció
ı́gy izomorfizmus is.

2.2.8. Következmény. K-nak tetszőleges Kal szeparábilis algebrai lezártjára

∃Br(K)→ H2(Kal/K) kanonikus izomorfizmus

Bizonýıtás. Bőv́ıtések E ≥ L ≥ K tornyára ahol E/K és L/K véges Galois-bőv́ıtés,
igazolható hogy

H2(L/K) H2(E/K)

Br(L/K) Br(E/K)

Inf

diagram kommutat́ıv, ahol a függőleges leképezések a ϕ 7→ [A(ϕ)] hozzárendelések, és az
Inf leképezést úgy kapjuk, hogy ϕ ∈ H2(L/K) : Gal(L/K) → L× és σ, τ ∈ Gal(L/K)-
hoz az

Inf(ϕ)(σ, τ) = ϕ(π(σ), π(τ)) ∈ L× ⊆ E×

értéket rendeljük, ahol

π(σ) = σ|L : Gal(E/K)→ Gal(L/K)

természetes szürjekció.
Az ezekből alkotott

Φ : H2(Kal/K) =
⋃
H2(L/K)→

⋃
Br(L/K) = Br(K)

leképezés a kommutativitás miatt jóldefiniált:
Tegyük fel ugyanis hogy α ∈ H2(Kal/K), ekkor ehhez ∃L ≥ K véges Galois : ∃x :

Φ(α) = ϕL(x) ∈ Br(L/K), ezt ha y ∈ H2(E/K)-val próbáljuk reprezentálni, ahol E ≥ K
véges Galois, akkor y = Inf(x), ı́gy ϕE(y) = ϕE(Inf(x)) = ϕL(x), azaz ϕE(y) és ϕL(x)
Brauer-ekvivalenciaosztálya megegyezik.

2.2.9. Következmény. K testre Br(K) torziócsoport, továbbá minden L ≥ K véges
bőv́ıtésre ∀x ∈ Br(L/K)-ra

x|L:K| = id

Br(K)-ban (azaz Br(L/K) minden elemének rendje osztja |L : K|-t)

Bizonýıtás. Ugyanez igaz kohomológiacsoportra is.
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2.3. Index és periódus

K test fölötti A centrális egyszerű algebra indK(A) indexe D-nek K feletti foka, ahol D
azon ferdetest, melyre A ∼=Mn(D).

TehátD centrális ferdetestK fölötti foka és indexe ugyanaz, továbbá egy centrális egy-
szerű algebra indexét a Brauer csoportbeli ekvivalenciaosztálya meghatározza. indK(A) =
1 ⇐⇒ A hasad K fölött.

Ebben az alfejezetben megmutatjuk, hogy mindenK feletti centrális ferdetest egyértelműen
felbomlik K felett pŕımhatvány fokú ferdetestek tenzorszorzatára.

2.3.1. Álĺıtás. Legyen D centrális ferdetest K fölött. Ha ∃ L ⊆ D résztest amire |L :
K| = indK(D), akkor D hasad L fölött.

Bizonýıtás. Az álĺıtásban szereplő L-re a kommutativitás miatt L ⊆ Dopp is teljesül, ı́gy
D ⊗K Dopp ∼= EndK(D)-ből

∃i : D ⊗K L→ EndK(D)

injekció. D-t a jobbszorzással L-vektortérnek tekintve Im(i) ⊆ EndL(D). Defińıció
szerint EndL(D) ∼= Mn(K), ahol n = indK(D), ı́gy K feletti dimenziója n2, márpedig
dimL(D ⊗K L) = dimK(D) = n2, ı́gy i valójában izomorfizmus.

Legyen A centrális egyszerű K-algebra, aminek K feletti foka n. Legyen L ≥ K véges
Galois, L az A-nak felbontási teste G Galois-csoporttal, ekkor defińıció szerint létezik
ϕ :Mn(L)

∼−→ A⊗K L izomorfizmus.
Ekkor

σ 7→ aσ = ϕ−1 ◦ σ(ϕ) : G→ AutL(Mn(L))

1-kociklus, ugyanis (σ ∈ G hat A⊗K L-en a második tényezőn keresztül
σ(x⊗ λ) = x⊗ σ(λ) módon)

aστ = ϕ−1(στ)(ϕ) = ϕ−1σ(τ(ϕ)) = ϕ−1 ◦ σ(ϕ ◦ aτ )

= ϕ−1 ◦ σ(ϕ) ◦ σ(aτ ) = aσ · σ(aτ )

Az ı́gy megadott 1-kociklus egy csavart hatást ad Mn(L)-en, ez megad egy G-ekvivariáns
Mn(L)

∼−→ A⊗K L izomorfizmust, ı́gy

(Mn(L))
G ∼= A

Vegyük a
det :Mn(L)→ L

leképezést. Tudjuk, hogy Mn(L) minden L-automorfizmusa belső, ı́gy aσ-hoz ∃Cσ ∈
GLn(L) invertálható mátrix, hogy az avval való konjugálás éppen aσ-t adja, továbbá

det(Cσσ(M)C−1σ ) = det(σ(M)) = σ(det(M)),

azaz a det leképezés G-ekvivariáns (kompatibilis G-vel), ı́gy G-invarianciát véve

Nrd : A ∼= (Mn(L))
G → LG = K

leképezés jóldefiniált, neve redukált norma.
Vegyük észre hogy előbbi konstrukció független ϕ és L választásától, ugyanis aσ-val

ekvivalens 1-kociklust véve a kapott leképezés mátrixa DCD−1 valamilyen D-re, aminek
ugyanannyi a determinánsa mint C-nek.

2.3.2. Álĺıtás. Minden A centrális egyszerű K-algebra hasad egy indK(A) fokú L ≥ K
szeparábilis bőv́ıtés felett. Továbbá ∃ ilyen L az A-nak K-részalgebrái között is.
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Bizonýıtás. a ∈ A-nak a redukált karakterisztikus polinomját Pa(T ) = Nrd(T − a) ∈
K[T ] módon definiálva L = K választással A⊗KK ∼=Mn(K) miatt Pa(T ) éppen az a-hoz
tartozó Ma mátrix karakterisztikus polinomját adja, együtthatói valamilyen polinomjai
Ma elemeinek.

2.3.3. Lemma. Álĺıtásban szereplő A-ra létezik a ∈ A úgy, hogy Pa(T )-nek különböző
gyökei vannak.

Bizonýıtás. Pa(T )-nek pontosan akkor vannak különböző gyökei haDa determinánsa nem
nulla, elég tehát olyan Pa(T ) ∈ K[T ]-t keresni aminek determinánsa nem nulla. Ismert
hogy Da kifejezhető a Pa(T ) együtthatóinak polinomjaként. Tekintsük Mn(K) elemeit
mint K feletti n2-dimenziós pontokat.

Azon pontok amik ilyen módon azokhoz a mátrixokhoz lettek rendelve amik ka-
rakterisztikus polinomjának determinánsa nem nulla nýılt halmazt alkotnak a Zariski-
topológiában, ezen halmazban egy k-racionális pont éppen a lemmának megfelelő a ∈ A
elemet szolgáltat.

Wedderburn tétele szerint A hasad egy D ferdetest felett és indK(A) = indK(D), ı́gy
elég belátni hogy D hasad L felett, másképp feltehető hogy A ferdetest. Lemma miatt
van olyan a ∈ A amire Pa(T )-nek csupa különböző gyökei vannak. Pa(T ) egy K feletti
karakterisztikus polinomja az Ma mátrixnak, ı́gy Ma-nak egyszeres sajátértékei vannak,
tehát Pa(T ) egyben a minimálpolinomja is Ma-nak.
⇒ Pa(T ) irreducibilis K fölött ⇒ Pa(T ) irreducibilis K fölött

⇒ L = K[T ]/(Pa(T )) szeparábilis bőv́ıtése K-nak, azaz L = K(a)

Ekkor a természetes
K[T ]→ A, T 7→ a

homomorfizmus L-et résztestként beágyazza A-ba, foka éppen

deg(Pa(T )) = degK(A) = indK(A),

ı́gy előző álĺıtás miatt készen vagyunk.

2.3.4. Álĺıtás. Legyen G csoport,

1→ A→ B → C → 1

egzakt sorozat G-hatással ellátva, ahol A,B,C csoportok, A kommutat́ıv és benne van B
centrumában. Ekkor létezik pontozott halmazoknak

1→ AG → BG → CG → H1(G,A)→ H1(G,B)→ H1(G,C)→ H2(G,A)

egzakt sorozata.

2.3.5. Defińıció. Legyen K test, L ≥ K annak véges Galois-bőv́ıtése, G = Gal(L/K),
m > 0. Előbbi következményt az

1→ L× → GLm(L)→ PGLm(L)→ 1

egzakt sorozatra alkalmazva létezik pontozott halmazok

H1(G,GLm(L))→ H1(G,PGLm(L))
δm−−→ H2(G,L×)

egzakt sorozata. Vegyük észre hogy 1.3.8 miatt H1(G,GLm(L)) triviális, ı́gy az egzaktság
defińıciója szerint Ker(δm) = {1}, tehát δm injekt́ıv.
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n,m > 0-ra vegyük azon GLn(K)→ GLnm(K) leképezést ami az M mátrixot m-szer
lemásolja az átlóba, máshova 0-t ı́r. Ez indukál egy

λmn : H1(G,PGLm(K))→ H1(G,PGLmn(K))

leképezést: 1.3.6 Lemma miatt A centrális egyszerű algebra osztálya H1(G,PGLm(K))-
ban az A⊗K Mn(K)-nak osztályába képzett λmn által.

2.3.6. Lemma.

H1(G,PGLm(K)) H2(G,K×)

H1(G,PGLmn(K)) H2(G,K×)

δm

λmn id

δmn

diagram kommutat́ıv ∀m,n > 0-ra.

Előző lemmában a H1(G,PGLm(K)) halmazok unióját véve a λmn leképezésre meg-
szoŕıtva kapunk egy

δ∞ : H1(G,PGL∞)→ H2(G,K×)

leképezést. Belátható hogy ez egy csoporthomomorfizmus (egy bizonýıtás megtalálható
a[GS17] könyvben)

2.3.7. Tétel.
δ∞ : H1(G,PGL∞(K))

∼−→ H2(G,K×)

Abel-csoportok egy izomorfizmusa.

2.3.8. Álĺıtás. Legyen K test, L ≥ K szeparábilis bőv́ıtése, |L : K| = n. Ekkor a

δn : H1(K,PGLn(Ks))→ Br(K)

leképezés egy

ker(H1(K,PGLn(Ks))→ H1(L,PGLn(Ks)))
∼−→ Br(L/K)

bijekciót indukál.

Bizonýıtás. Láttuk hogy δn injekt́ıv, kell hogy szürjekt́ıv is. Jelölje L az L szeparábilis
lezártját. Ekkor G-modulusok

1→ L
× → (L⊗K L)× → (L⊗K L)×/L

×

rövid egzakt sorozatához tartozó hosszú egzakt sorozatnak (G az L ⊗K L-en a második
tényezőn hat)

H1(G, (L⊗K L)×/L
×
)→ H2(G,L

×
)→ H2(G, (L⊗K L)×)

részét véve az 1.1.7 és az 1.1.10 Lemma és előző tételből következő

H2(G, (L⊗K L)×) ∼= H2(G,MG
H (L

×
)) ∼= H2(H,L

×
) ∼= Br(L/L)

izomorfiákat és H2(G,L) ∼= Br(L/K) izomorfiát használva kapunk egy

α : H1(G, (L⊗K L)×/L
×
)→ Br(L/K)

szürjekciót.
Másrészt L-nek K-bázisának választása megad egy L → Mn(K) beágyazást, ı́gy egy

G-ekvivariáns L⊗K L→Mn(L) leképezést is, amit az invertálható elemekre megszoŕıtva
kapunk egy (L⊗K L)× → GLn(K) leképezést.
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Belátható hogy a

H1(G, (K ⊗k K̃)×/K×) H2(G, K̃×)

H1(G,PGLn(K̃)) H2(G, K̃×)

α̃

id

δn

diagram kommutat́ıv, α szürjektivitásából Br(L/K) ⊆ H2(G,L
×
) minden eleme egy

H1(G,PGLn(L))-beli elemből jön. δn injektivitásából ezen elem megszoŕıtása az 1 a
H1(H,PGLn(L)-ban.

2.3.9. Álĺıtás. Legyen A centrális egyszerű K-algebra. Ekkor ind(A) a legnagyobb közös
osztója az A-t haśıtó L ≥ K szeparábilis bőv́ıtések fokainak.

Bizonýıtás. 2.3.2 Álĺıtás miatt elég megmutatni hogy ha L ≥ K ilyen bőv́ıtés, |L : K| = n,
akkor indK(A) osztja n-et. Legyen L ilyen bőv́ıtés, ekkor A-nak Br(L/K)-beli osztálya a
2.3.8 Álĺıtás szerint a H1(K,PGLn(Ks)) egy osztályából ered, ami 1.3.7 Következmény
szerint egy n-edfokú B centrális egyszerű algebra által reprezentált, márpedig az index
éppen a neki megfelelő ferdetest K feletti foka, ı́gy indK(B)|degK(B) = n, márpedig
indK(A) = indK(B).

2.3.10. Következmény. Legyen A centrális egyszerű K-algebra. Ekkor

indK(A) = min{|L : K| : L ≥ K véges szeparábilis haśıtja A-t}

Bizonýıtás. A halmaz nem üres a 2.3.2 Álĺıtás miatt, ı́gy az azonosság az előző álĺıtásból
következik.

2.3.11. Következmény. Legyenek A,B centrális egyszerű K-algebrák oylanok hogy ugyan-
azt a részcsoportot generálják Br(K)-ban. Ekkor

indK(A) = indK(B)

Bizonýıtás. Ha egy bőv́ıtés haśıtja A-t akkor haśıtja A⊗i-t is, ahol A⊗i az A-nak i-szer
önmagával vett tenzorszorzatát jelöli, ı́gy az álĺıtás miatt

indK(A⊗i) | indK(A)

Másrészt alkalmas i, j-re [A⊗i] = [B] és [B⊗j ] = [A] a Brauer-csoportban, márpedig
Brauer-ekvivalens elemek indexe megegyezik.

2.3.12. Következmény. Legyen L ≥ K véges szeparábilis bőv́ıtés. Ekkor
1. indL(A⊗K L) | indK(A) | |L : K| · indL(A⊗K L)

2. Ha IndK(A) relat́ıv pŕım |L : K|-hoz, akkor IndK(A) = IndL(A⊗K L),

ı́gy ha A ferdetest akkor A⊗K L is az.

Bizonýıtás. Elég belátni az 1. részt. Az első oszthatóság következik az álĺıtásból és abból
hogy ha L haśıtja A-t K fölött akkor L′ ≥ L haśıtja A⊗K L-et L fölött.

A második részhez 2.3.2 Álĺıtás miatt létezik L′ ≥ L véges szeparábilis bőv́ıtés ami
haśıtja A⊗K L-et és melyre |L′ : L| = indL(A⊗K L). Ekkor A-t haśıtja L′ is, ı́gy
indK(A) | |L′ : K| = indL(A⊗K L) · |L : K|.

2.3.13. Defińıció. A centrális egyszerű K-algebra periódusa a Br(K)-beli ekvivalencia-
osztályának rendje. Jelölés: per(A)
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2.3.14. Álĺıtás. (Brauer) Legyen A egy centrális egyszerű K-algebra. Ekkor
1. per(A) osztja ind(A)-t.
2. per(A)-nak és ind(A)-nak ugyanazok a pŕımosztói.

Bizonýıtás. A bizonýıtáshoz szükségünk van egy lemmára:

2.3.15. Lemma. Legyen p pŕım ami nem osztja per(A)-t. Ekkor A hasad egy F ≥ K
véges szeparábilis bőv́ıtés felett melynek foka relat́ıv pŕım p-hez.

Bizonýıtás. Legyen L ≥ K véges Galois-bőv́ıtés ami haśıtjaA-t, P egy p-Sylow részcsoport
G = Gal(L/K)-ban, F = LP az L-nek eszerinti fixteste.

Véges Abel-csoportban a p-torzió részcsoport és a p-Sylow részcsoport egybeesik, ı́gy
P valójában p-torzió részcsoport, melyből

P = HomLP (L,L) = Gal(L/LP ) = Gal(L/F )

2.2.8
===⇒ Br(L/F ) ∼= H2(P,L×)

A Galois-elmélet főtétele szerint |P | = |L : K|, ı́gy 2.2.8 következmény szerintBr(L/F )

p-torziócsoport
p nem osztja |L:K|-t
=============⇒ A-nak képe a

Br(L/K)→ Br(L/F )

megszoŕıtásnál triviális ⇐⇒ A hasad F fölött, márpedig a Galois-elmélet főtétele szerint
|F : K| = |G : P |, ami relat́ıv pŕım p-hez.

Most belátjuk az álĺıtást. 2.3.2 szerint A hasad egy indK(A) fokú L ≥ K szeparábilis
bőv́ıtés felett. 2.3.8 szerint [A] mint Br(K)-beli osztály annihilálódik a

Res : Br(K)→ Br(L), [A] 7→ [A⊗K L]

leképezés által, azaz ResLK([A]) = 0 a Br(L)-ben. Ezt komponálva a

Cor : Br(L)→ Br(K)

leképezéssel 3.2.4 szerint [A] annihilálódik az |L : K| = indK(A)-val való szorzás által,
tehát A periódusa osztja indK(A)-t.

Második részhez legyen p pŕım ami nem osztja perK(A)-t. Ekkor előbbi lemma miatt
van olyan L ≥ K véges szeparábilis bőv́ıtés amire |L : K| relat́ıv pŕım p-hez, ı́gy 2.3.9
szerint indK(A) is relat́ıv pŕım p-hez.

Most belátjuk ennek a résznek a fő álĺıtását, ehhez előbb teszünk egy megjegyzést:
Minden kommutat́ıv torziócsoport felbomlik p-Sylowjainak direkt összegére, ugyanis

ha g egy elemének rendje n = pα1
1 · ... · p

αk

k , akkor az mi = n/pαi
i relat́ıv pŕımekre vannak

ui egészek hogy
∑

(uimi) = 1, melyből
∑
ui(mig) = g és mig rendje pαi

i mig = ng = 0
miatt osztója pαi

i -nek, tehát mig benne van egy p-Sylowban.

2.3.16. Álĺıtás. (Brauer) Legyen D centrális ferdetest K fölött. Vegyük az

indK(D) = pm1
1 · pm2

2 · ... · pmr
r

pŕımtényezős felbontást. Ekkor vannak olyan Di centrális ferdetestek melyekre

D ∼= D1 ⊗K D2 ⊗K ...⊗K Dr

és ind(Di) = pmi
i minden i-re. Ezek izomorfia erejéig egyértelműen meghatározottak.
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Bizonýıtás. Br(K) kommutat́ıv torziócsoport2.2.9 lévén felbomlik p-Sylowjainak direkt
összegére, azaz

Br(K) = Br(K)(p)

Ebben a felbontásban D osztálya felbomlik

[D] = [D1] + ...+ [Dr]

módon, ahol a Di-k olyan ferdetestek amikre [Di] ∈ Br(K)(pi). Ekkor 2.3.16 szerint
minden i-re indK(Di) egy pi-hatvány.

Az A = D1⊗K ...⊗K Dr centrális egyszerű algebra K feletti foka
∏

i ind(Di) és mivel
D-vel azonos osztályban vannak ezért indexe ugyanaz mint D-nek, ekkor

ind(D) = ind(A) | deg(A) =
∏
i

ind(Di)

Rögźıtett i-re a 2.3.2 Álĺıtást minden j ̸= i-re a Dj centrális egyszerű algebrákra alkal-
mazva 1.2.8 szerint kapunk egy olyan K felett pi-hez relat́ıv pŕım fokú Ki ≥ K véges
szeparábilis bőv́ıtést ami felett minden j ̸= i-re Dj hasad. Ekkor D ⊗K Ki és Di ⊗K Ki

Brauer-ekvivalensek Br(Ki)-ben, ı́gy 2.3.12 első része szerint

indKi
(Di ⊗K Ki) | indK(D)

Ki fokára vonatkozó konstrukciója és 2.3.12 második része szerint Di⊗KKi szintén ferde-
test melynek indexe indK(Di). Összességében beláttuk hogy minden i-re indK(Di) | indK(D),
melyből ∏

i

indK(Di) = indK(D)

D és D1 ⊗K ... ⊗K Dr centrális egyszerű K-algebráknak ugyanaz az ekvivalenciaosztály
felel meg, márpedig dimenziójuk is megegyezik, ı́gy szükségképpen izomorfak. A Di-k
egyértelműség ugyanez miatt áll fenn.
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3. fejezet

Harmadik fejezet

Bella István: Paralellák
Bolyai mondá: a végtelenben találkoznak;

de mióta a végtelen te vagy, magam is tudom,
ha párhuzamosaimmal – a napot, a holdat –

átkarollak,
s ujjaimat – a világ végén valahol –

a derekadon
összekulcsolom.

3.1. Provéges halmazok

A következő részekben azt fogjuk megvizsgálni, hogy egy K test Brauer-csoportjának
milyen esetben lehet nemtriviális p-torzió részcsoportja.

Ehhez provéges3.2.1 csoportokat fogunk használni, a [Hau] könyv 4., 9. és 10. fejezetét
vesszük alapul.

3.1.1. Defińıció. Legyen A iránýıtott halmaz fαβ átmenetleképezésekkel és (Eα, fβα)
inverz rendszer,

E = lim
←
Eα = {(eα) ∈

∏
α∈A

Eα | fβα(eβ) = eα minden α ≤ β-ra}

az inverz limesze az Eα halmazoknak ahol α ∈ A. Ekkor az E-n vett provéges topológia
azon topológia ami a π−1α (x) nýılt halmazok által indukált ahol

πα : E → Eα

a természetes projekció, melyre α ≤ β-ra fβα ◦ πβ = πα.
E topologikus tér provéges halmaz ha (Eα)α∈A véges halmazok inverz limesze, ahol

A iránýıtott halmaz. Ekkor az E-n vett topológia a provéges topológia.

3.1.2. Lemma. Legyen E provéges halmaz, azaz Eα véges halmazok inverz limesze.
Ekkor E-nek minden nýılt részhalmaza előáll⋃

α∈I
π−1α (xα)

alakban valamilyen I ⊆ A-ra és xα ∈ Eα elemekre.
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Bizonýıtás. Legyen U ⊆ E nýılt, u ∈ U , ekkor u-nak létezik környezete ami benne van
U -ban, azaz ∃α1, ..., αn ∈ A, xi ∈ Eαi

úgy, hogy

π−1α1
(x1) ∩ ... ∩ π−1αn

(xn)

tartalmazza u-t és része U -nak. A iránýıtott és nemüres volta miatt van olyan α ∈ A
hogy minden 1 ≤ i ≤ n-re αi ≤ α. Legyen tehát

xα = πα(u)

Ekkor u ∈ π−1α (xα), másrészt minden i-re π−1α (xα) ⊆ π−1αi
(xi), melyből

π−1α (xα) ⊆ U , ezek uniója megfelel.

A következő álĺıtás topológiából ismeretes:

3.1.3. Álĺıtás. Legyen X topologikus tér, Y Hausdorff-tér, f, g : X → Y folytonos
függvények.
Ekkor a H = {x ∈ X : f(x) = g(x)} halmaz zárt X-ben.

3.1.4. Következmény. (Eα, fαβ) inverz rendszer inverz limeszeként definiált E provéges
topologikus tér zárt a

∏
α∈AEα szorzattérben.

Bizonýıtás. Minden fβα(eβ) = eα azonosság egy zárt halmaz a szorzattérben, az inverz
limesz éppen ezek metszete, márpedig az fβα függvények folytonosak és zárt halmazok
metszete zárt.

3.1.5. Következmény. Minden provéges halmaz kompakt.

Bizonýıtás. Mivel minden véges topologikus tér kompakt, és Tyihonov tétele szerint kom-
pakt topologikus terek szorzata kompakt, ezért a szorzattér is kompakt, márpedig kom-
pakt topologikus tér zárt altere kompakt, ı́gy 3.1.4 miatt készen vagyunk.

3.1.6. Defińıció. Csoportoknak egy (Gα, ϕαβ) rendszere inverz rendszer ha teljeśıti a
következőket:
1. Van egy (Λ,≤) részbenredezett halmaz amiben minden α, β ∈ Λ-ra létezik γ ∈ Λ
úgy, hogy α ≤ γ, β ≤ γ
2. Minden α ∈ Λ-ra Gα egy csoport
3. Minden α ≤ β-ra van ϕαβ : Gβ → Gα homomorfizmus amire α ≤ β ≤ γ esetén
ϕαγ = ϕαβ ◦ ϕβγ

Csoportok egy (Gα, ϕαβ) inverz rendszerének inverz limesze a direkt szorzatuknak egy
olyan

lim
←
Gα ≤

∏
α∈Λ

Gα

részcsoportja ami azon (gα) sorozatokat tartalmazza amikre minden α ≤ β-ra

ϕαβ(gβ) = gα

3.2. Provéges csoportok

3.2.1. Defińıció. G topologikus csoport provéges ha izomorf véges csoportok inverz
limeszével.

A G-modulus folytonos ha G-nek G×A→ A hatása folytonos a provéges topológián.
Később belátjuk hogy diszkrét topológia esetén A pontosan akkor folytonos ha minden
a ∈ A-nak G szerinti stabilizátora nýılt G-ben.3.2.6
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G-nek Gα = G/Uα faktorcsoportjaira az AUα részmodulus egy Gα-modulus. Egy
ϕαβ : Gβ → Gα kanonikus szürjekció ezen faktorok között minden i ≥ 0-ra indukál egy

Infβα : Hi(Gα, A
Uα)→ Hi(Gβ , A

Uβ )

inflációs leképezést. A ϕαγ = ϕαβ ◦ ϕβγ feltétel miatt a Hi(Gα, A) csoportok az Infβα
leképezések egy direkt rendszert alkotnak a következő értelemben:

3.2.2. Defińıció. Abel-csoportoknak egy (Bα, ψαβ) rendszere direkt rendszer ha teljeśıti
a következőket:
1. Van egy (Λ,≤) iránýıtott részbenrendezett halmaz
2. Minden α ∈ Λ-ra Bα Abel-csoport
3. Minden α ≤ β-ra ψαβ : Bα → Bβ olyan homomorfizmus amire α ≤ β ≤ γ esetén
ψαγ = ψβγ ◦ ψαβ

Csoportok egy (Bα, ψαβ) direkt rendszerének a direkt limesze a
⊕

α∈ΛBα direkt
összegüknek egy olyan faktorcsoportja aminél a csoportot amivel faktorizáltunk a bβ −
ψαβ(bα) alakú elemek generálják. Jelölés: lim→Bα

3.2.3. Defińıció. Legyen G provéges csoport, annak H ≤ G zárt részcsoportja, A egy
folytonos G-modulus. Definiáljuk a folytonos

Res : Hi(G,A)→ Hi(H,A)

leképezéseket a
Hi(G/Uα, A

Uα)→ Hi(H/(H ∩ Uα), A
Uα)

szokásos megszoŕıtások direkt limeszeként, ahol az Uα-k a nýılt normálosztói G-nek.
Ha H nýılt akkor hasonló módon definiálhatók a folytonos

Cor : Hi(H,A)→ Hi(G,A)

leképezések.

Belátható a következő álĺıtás, bizonýıtása megtalálható a [GS17] könyvben:

3.2.4. Álĺıtás. Legyen G provéges csoport, H annak egy nýılt részcsoportja, |G : H| = n
és A egy diszkrét topológiával ellátott folytonos G-modulus. Ekkor minden i > 0-ra a

Cor ◦Res : Hi(G,A)→ Hi(G,A)

kompoźıció meghatározott az n-nel való szorzás által. Következésképpen a

Res : Hi(G,A)→ Hi(H,A)

leképezés injekt́ıv az n-hez pŕım torzió részén a Hi(G,A)-nak.

Legyen Γ provéges csoport ami az A iránýıtott halmazból és Γα véges csoportok
Γ = lim← Γα inverz limeszeként áll elő, jelölje πα : Γ → Γα a megfelelő projekciókat.
Legyen továbbá Uα = ker(πα)

3.2.5. Lemma. Legyen Γ provéges csoport.
(i) Legyen U ⊆ Γ nýılt halmaz, u ∈ U . Ekkor van olyan α ∈ A amire

uUα ⊆ U

(ii) U ≤ Γ részcsoport pontosan akkor nýılt ha zárt és véges indexű.
(iii) Ha Γ egy részcsoportja tartalmaz egy nýılt részcsoportot akkor maga is nýılt.

33



Bizonýıtás. (i) 3.1.2 szerint van olyan α ∈ A és xα ∈ Eα hogy

u ∈ π−1α (xα) ⊆ U

Ekkor uUα ⊆ U
(ii) A ⇒ irányhoz legyen U ≤ Γ nýılt részcsoport, legyen U -nak az S a Γ-beli komp-

lementere. Ekkor S =
⋃

γ∈S γU , márpedig a γU alakú halmazok egy Γ-homeomorfizmus
(bal-szorzás γ-val) képei ı́gy nýıltak, ı́gy S is nýılt, tehát U zárt. Az (i)-et u = 1-gyel
alkalmazva kapjuk hogy van olyan α ∈ A amire U ⊇ Uα, márpedig a homomorfizmustétel
miatt Γ/Uα

∼= Γα-ból Uα-nak véges az indexe Γ-ban ı́gy U -nak is.
A⇐ irányhoz legyen H ≤ Γ zárt részcsoport véges indexszel. Ekkor ennek kompleme-

nete a γH alakúak uniója ahol a γ elemek a Γ egy véges részét járják be (Γ/H valamilyen
reprezentánsait), márpedig γH zárt, ı́gy H komplementere is zárt, tehát H nýılt.

(iii) Legyen H ≤ Γ részcsoport ami tartalmaz egy U ≤ Γ nýılt részcsoportot. Ek-
kor H = HU =

⋃
h∈H hU , márpedig a hU halmazok egy Γ-homeomorfizmus képei, ı́gy

nýıltak, melyből H is nýılt.

3.2.6. Lemma. Legyen X halmaz ellátva a Γ provéges csoport hatásával.
Ekkor ekvivalensek:
(i) Γ×X → X hatás folytonos a diszkrét topológiával X-en.
(ii) Minden x ∈ X fixált a Γ valamilyen nýılt részcsoportja által.

Bizonýıtás. (i) ⇒ (ii) : Legyen x ∈ X, ekkor a Γ → X, g 7→ g · x valójában egy Γ =
Γ × {x} ⊆ Γ × X → X leképezés, ahol az utolsó nýıl a hatás, ami feltevés szerint
folytonos, ı́gy x ∈ X-nek ősképe a diszkrét topológia miatt nýılt Γ-ban, ez fixálja x-et.

(ii) ⇒ (i) : x, y ∈ X-re jelölje Ux,y ⊆ Γ azon halmazt aminek γ elemeire γx = y.
Ekkor Ux,y vagy üres vagy van olyan γ ∈ Ux,y amire Ux,y = γUx,x. Feltevés szerint
Ux,x tartalmaz nýılt részcsoportot ı́gy 3.2.5 szerint maga is nýılt, melyből Ux,y nýılt.
A Γ × X → X hatásnál tetszőleges y ∈ X ősképe

⋃
x∈X(Ux,y × {x}), ami X diszkrét

topológiája miatt nýılt.

3.2.7. Defińıció. Ha előbbi lemma feltételei teljesülnek a Γ hatásával ellátott X-re akkor
azt mondjuk hogy X diszkrét Γ-halmaz. Egy diszkrét Γ-halmaz ellátva egy Γ-ekvivariáns
csoportstruktúrával egy diszkrét Γ-csoport. Ha egy diszkrét Γ-csoporthoz rendelt csoport
Abel-csoport akkor diszkrét Γ-modulus.

A következő álĺıtás seǵıtségével minden diszkrét kohomológiacsoportokra bizonýıtott
álĺıtás átvihető folytonos kohomológiacsoportokra, például a Shapiro lemma és a rövid-
hosszú egzakt sorozatokra vonatkozó álĺıtások is. Bizonýıtása megtalálható a [Sha20],
[Hau] jegyzetekben:

3.2.8. Álĺıtás. Legyen A iránýıtott halmaz, (Uα)α∈A a Γ normálosztóinak egy direkt
rendszere. Tegyük fel hogy Γ-nak minden nýılt normálosztója tartalmazza Uα-t valamilyen
α ∈ A-ra. Legyen A diszkrét Γ-modulus, minden α ∈ A-ra Aα ⊆ AUα diszkrét Γ-
részmodulus. Tegyük fel hogy minden α ≤ β-ra Aβ ⊆ Aα, továbbá A =

⋃
α∈AAα.

Ekkor léteznek

lim
→
Cn(Γ/Uα, Aα) = Cn(Γ, A) és lim

→
Hn(Γ/Uα, Aα) = Hn(Γ, A)

természetes megfeleltetések.

3.2.9. Lemma. Legyen Γ provéges csoport, A,B,C diszkrét Γ-modulusok. Ekkor ha a

0→ A→ B → C → 0

sorozat egzakt, akkor a

...→ Hq−1(Γ, C)→ Hq(Γ, A)→ Hq(Γ, B)→ Hq(Γ, C)→ ...

Abel-csoportok egzakt sorozata.
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3.2.10. Lemma. (Shapiro lemma - provéges verzió) Legyen Γ provéges csoport, H ⊆ Γ
zárt részcsoportja, B egy H-modulus. Ekkor minden q-ra a

Hq(Γ,MΓ
H(B))

ResΓH−−−→ Hq(H,MΓ
H(B))

ρ∗−→ Hq(H,B)

kompoźıció bijekt́ıv.

3.2.11. Álĺıtás. Legyen L ≥ K véges Galois bőv́ıtés, |L : K| = n, G = Gal(L/K). Ekkor
a

H1(G,PGLn(L))→ H2(G,L×)

leképezés bijekt́ıv.

Bizonýıtás. Következik 1.3.7 és 2.2.6-ból.

3.2.12. Lemma. Legyen X diszkrét Γ-halmaz, F ⊆ X véges részhalmaza. Ekkor van
Γ-nak olyan nýılt részcsoportja ami minden F -beli elemet fixál.

Bizonýıtás. 3.2.6 szerint minden f ∈ F -hez van Uf ≤ Γ nýılt részcsoport ami fixálja f -et.
Ekkor a

⋂
f∈F Uf nýılt részcsoport fixálja F -et.

3.2.13. Lemma. Legyen X diszkrét Γ-halmaz, n ∈ N. Ekkor minden Γn → X folytonos
leképezés valamilyen U ◁ Γ nýılt normálosztóra faktorizálódik

(Γ/U)n → XU

leképezésen keresztül.
Megford́ıtva, minden Γn → X leképezés amihez van U ◁ Γ nýılt normálosztó hogy fakto-
rizálódik a

(Γ/U)n → XU

vet́ıtésen keresztül, folytonos.

Bizonýıtás. Ha Γn → X valamilyen U nýılt normálosztó által faktorizálódik a (Γ/U)n →
XU leképezésen keresztül akkor (Γ/U)n diszkrét topológiája miatt mind a Γn → (Γ/U)n

és a (Γ/U)n → X leképezések folytonosak, ı́gy kompoźıciójuk is folytonos.
Másik irányhoz legyen Γn → X leképezés folytonos, f(Γn) = Y ⊆ X.

Γ provéges ı́gy 3.1.5 szerint kompakt, melyből Γn kompakt, márpedig kompakt folytonos
képe kompakt ı́gy Y is kompakt, másrészt diszkrét is ı́gy véges. X diszkrét Γ-halmaz, ı́gy
3.2.12 szerint van olyan U ′ ≤ Γ nýılt részcsoport ami fixálja Y minden elemét, 3.2.5 (i)
részét u = 1-re alkalmazva U tartalmaz egy Uα normálosztót, melyből

f(Γn) ⊆ XU ′

Minden x ∈ X-re f−1(x) nýılt Γn-ben, minden g ∈ f−1(x)-re vannak olyanW1, ...,Wn ⊆
Γ nýılt részhalmazok melyekre

g = (g1, ..., gn) ∈W1 × ...×Wn ⊆ f−1(x)

Ekkor 3.2.5 szerint vannak olyan Vg,i nýılt normálosztói Γ-nak melyekre

giVg,i ⊆Wi

Legyen Vg = Vg,1 ∩ ... ∩ Vg,n, ekkor g(Vg)n nýılt részhalmaza f−1(x)-nek. Tehát f−1(x)
fedett

⋃
g∈f−1(x) g(Vg)

n által

minden g ∈ f−1(x)-re g(Vg)
n nýılt, f−1(x) nýıltsága miatt zárt3.2.5 ı́gy Γn kompaktsága miatt kompakt

===================================================================⇒

van olyan Fx ⊆ f−1(x) véges halmaz amire f−1(x) ⊆
⋃

g∈Fx
(g(Vg)

n)
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Ekkor
U ′′x =

⋂
g∈Fx

Vg

nýılt normálosztó Γ-ban, ı́gy Y végessége miatt U =
⋂

x∈Y Ux is az. Ekkor az (U ′′)n-nek
Γ-n vett jobb hatása minden x ∈ X-re stabilizálja f−1(x)-et, azaz f faktorizálódik a

Γn → (Γ/U ′′)n = (Γ/U ′′)n

leképezésen keresztül.
Ekkor U = U ′ ∩ U ′′ egy jó választás.

Gm = GL1 az a K-csoport amire minden L ≥ K szeparábilis bőv́ıtésre Gm(L) = L×

Tudjuk3.2.9 hogy az
1→ Gm → GLn → PGLn → 1

egzakt sorozat egy

H1(K,GLn)→ H1(K,PGLn)
δn−→ H2(K,Gm)

egzakt sorozatot indukál.
Használjuk az addit́ıv jelölést a műveletre H2(K,Gm)-en.

3.2.14. Lemma. Legyen A centrális egyszerű K-algebra aminek a foka n. Ekkor H2(K,Gm)-
ben δn([A]) = 0 ⇐⇒ A hasad K fölött

Bizonýıtás. Ha A hasad akkor [A] = [K], ı́gy mivel δn morfizmus szükségképpen δ([A]) =
0. A megford́ıtás abból jön hogy δn injekt́ıv Hilbert 90-es tételének folytonos változata
szerint amit megkaphatunk 1.3.8 és 3.2.8-ből.

Belátható a következő lemma:

3.2.15. Lemma. Legyenek A,B,C,A′, B′, C ′ diszkrét Γ-csoportok, C = B/A,C ′ =
B′/A′ és

1 A B C 1

1 A′ B′ C ′ 1

olyan kommutat́ıv diagram aminek sorai egzaktak és a ∈ A, b ∈ B-re a ·b = b ·a, hasonlóan
a ∈ A′, b ∈ B′-re. Ekkor ehhez tartozik egy

{∗} AΓ BΓ CΓ H1(Γ, A) H1(Γ, B) H1(Γ, C) H2(Γ, A)

{∗} A′Γ B′Γ C ′Γ H1(Γ, A′) H1(Γ, B′) H1(Γ, C ′) H2(Γ, A′)

kommutat́ıv diagram aminek sorai egzaktak.

Ha G egy K-csoport amire K a szeparábilis lezárt akkor

H2(K,G) := H2(Gal(K/k), G(K))

Ekkor H2(K,Gm) = H2(Γ,K
×
) ahol Γ = Gal(K/K)

3.2.16. Lemma. Legyenek A,B centrális egyszerű K-algebrák, m = degK(A), n =
degK(B). Ekkor

δm([A]) + δn([B]) = δmn([A⊗K B]) ∈ H2(K,Gm)
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Bizonýıtás. A

1 Gm ×Gm GLm ×GLn PGLm × PGLn 1

1 Gm GLmn PGLmn 1

soraiban egzakt kommutat́ıv diagramra 3.2.15-et alkalmazva kapunk egy

H1(K,PGLm)×H1(k,PGLn) H1(K,PGLm × PGLn) H1(K,PGLmn)

H2(K,Gm)×H2(K,Gm) H2(K,Gm ×Gm) H2(K,Gm)

(δm,δn) δmn

kommutat́ıv diagramot. Itt a Gm × Gm → Gm leképezés a Gm-en az operáció, ı́gy az
alsó rész kompoźıciója az operáció a H2(K,Gm)-en, a felső kompoźıciója az ([A], [B])-t
[A⊗K B]-be viszi

3.2.17. Álĺıtás. Az A centrális egyszerű K-algebrákra vett A 7→ δdegK(A)([A]) hozzárendelés
egy

Br(K)→ H2(K,Gm)

injekt́ıv csoport morfizmust indukál.

Bizonýıtás. Legyen A egy m-edfokú centrális egyszerű K-algebra. Ekkor δn([Mn(K)]) =
0 miatt előző lemmát használva kapjuk hogy δm([A]) = δmn([Mn(A)]). Ekkor a A 7→
δm([A]) egy Br(K)→ H2(K,Gm) leképezést indukál ami 3.2.14 szerint injekt́ıv.

3.2.18. Álĺıtás. Előbbi álĺıtásban szereplő leképezés egy izomorfizmus:

Br(K) ∼= H2(K,Gm)

Bizonýıtás. Előző álĺıtásban láttuk hogy injekt́ıv. 3.2.13 szerint minden

Gal(K/K)×Gal(K/K)→ K
×

2-kociklus faktorizálódik egy

α : Gal(L/K)×Gal(L/K)→ (K
×
)Gal(K/L) = L×

2-kocikluson keresztül, ahol L/K véges Galois-bőv́ıtés.
Legyen n = |L : K|, G = Gal(L/K). Ekkor 3.2.11 szerint α-nak H2(G,L×)-beli

osztálya meghatároz egy ősképet H1(G,PGLn(L))-ben, aminek H1(K,PGLn)-beli képe
éppen az ősképe az eredeti H2(K,Gm)-beli 2-kociklusnak. Tehát a leképezés szürjekt́ıv
is.

3.2.19. Következmény. Ha n ∈ N+ relat́ıv pŕım a K karakterisztikájához akkor a
Br(K)→ Br(K) n-nel való szorzás morfizmus magja izomorf H2(K,µn)-nel, ahol µn(L) =
{x ∈ L× | xn = 1}.

Bizonýıtás. Ekkor

1→ µn → Gm
x7→xn

−−−−→ Gm → 1

sorozat egzakt, ehhez elég hogy második fele szürjekt́ıv: a ∈ K
×
-ra Xn − a polinom

szeparábilis, mert nXn−1 deriváltja nem nulla feltevés szerint, ı́gy van b ∈ K× gyöke, ez
éppen a ősképe.

Ekkor ez indukálja

H1(K,Gm)→ H2(K,µn)→ H2(K,Gm)
n−→ H2(K,Gm)

pontozott halmazok egzakt sorozatát, márpedig 1.3.8 és 3.2.8 szerint H1(K,Gm) triviális
ı́gy előző álĺıtás miatt készen vagyunk.
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3.3. Kohomologikus dimenzió

Továbbiakban jelöljön Γ egy provéges csoportot, p egy pŕımet, A egy Abel-csoportot,
A(p) ⊆ A a p-torzió részcsoportot. Azt mondjuk hogy egy diszkrét Γ-modulus p-torzió
ha mint Abel-csoport p-torzió.

3.3.1. Defińıció. Γ provéges csoport p-kohomologikus dimenziója

cdp(Γ) := inf {n ∈ N | ∀q > n : ∀ p-torzió A Γ-modulusra Hq(Γ, A) = 0}

Γ provéges csoport kohomologikus dimenziója

cd(Γ) = sup
p pŕım

cdp(Γ)

3.3.2. Megjegyzés.

cdp(Γ) = sup {q ∈ N | ∃ p-torzió A Γ-modulus: Hq(Γ, A) ̸= 0} ∈ N ∪ {∞}

3.3.3. Lemma. Legyen Γ provéges csoport, H ⊆ Γ zárt részcsoportja, B diszkrét H-
modulus.

Ekkor ha B p-torzió akkor MΓ
H(B) is p-torzió.

Bizonýıtás. f ∈MΓ
H(B) egy Γ→ B folytonos leképezés, ı́gy 3.1.5 miatt és mert kompakt

folytonos képe kompakt kapjuk hogy f(Γ) kompakt, márpedig diszkrét is ı́gy véges. Ekkor
a feltevés miatt f(Γ) ⊆ B egy p-hatvány által annihilálódik, ı́gy defińıció szerint f is.

3.3.4. Lemma. Ha n olyan hogy minden A diszkrét p-torzió Γ-modulusra

Hn+1(Γ, A) = 0,

akkor
cdp(Γ) ≤ n

Bizonýıtás. Tudjuk hogy q > n-re minden A diszkrét p-torzió Γ-modulusra Hq(Γ, A) = 0.
q-ra való indukcióval bizonýıtunk, q = n + 1 éppen a feltevés. Legyen A diszkrét

p-torzió Γ-modulus. Ekkor a

σ : A→MΓ
1 (A), a 7→ (γ 7→ γa,Γ→ A)

injekt́ıv csoport morfizmus, ı́gy A tekinthető az MΓ
1 (A) egy Γ-részmodulusának. 3.3.3

szerint MΓ
1 (A) egy diszkrét p-torzió Γ-modulus, ı́gy a Q = MΓ

1 (A)/A faktora is. Ekkor
az 3.2.9 szerint

Hq−1(Γ, Q)→ Hq(Γ, A)→ Hq(Γ,MΓ
1 (A))

egy hosszú egzakt sorozat része, márpedig 3.2.10 szerint Hq(Γ,MΓ
1 (A)) = Hq(1, A) = 0

és indukció miatt Hq−1(Γ, Q) = 0, ı́gy szükségképpen Hq(Γ, A) = 0.

3.3.5. Lemma. Legyen Γ egy pro-p-csoport (ahol a nýılt részcsoportok indexe p-hatvány),
A diszkrét p-torzió Γ-modulus. Ekkor ha A ̸= 0 akkor A tartalmaz egy Z/p-vel izomorf
triviális Γ-hatással ellátott diszkrét Γ-modulust.

Bizonýıtás. Konstruálunk egyet. Legyen a ∈ A, U◁Γ egy nýılt normálosztó ami triviálisan
hat a-n. Ekkor az

E = {γa | γ ∈ Γ}

véges, ugyanis ellátható a véges3.2.5 Γ/U faktorcsoport egy tranzit́ıv hatásával (ahol csak
egy orbit van, azaz minden elem átvihető egy másikba valamilyen elemmel való hatással).
Az E által generált B ≤ A részcsoport egy diszkrét Γ-részmodulus, és Γ hatása B-n
felbomlik a véges

G = Γ/U
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faktorcsoporton keresztül. Mivel A p-torzió ezért B véges és elemszáma p-hatvány. G
egy véges p-csoport (mert U nýılt) és B ̸= 0 ezért BG ̸= 0 (különben B felbomlana a
G nemtriviális p-rendű orbitjainak és a 0-nak a diszjunkt uniójára, ı́gy elemszáma nem
lenne osztható p-vel).

Legyen 0 ̸= b ∈ BG és n a legkisebb egész amire pnb = 0. Ekkor a pn−1b által generált
részcsoportja BG-nek éppen izomorf Z/p-vel, ami egy triviális Γ-hatással ellátott diszkrét
Γ-részmodulusa A-nak.

3.3.6. Lemma. Legyen Γ pro-p-csoport, lássuk el Z/p diszkrét Γ-modulust triviális hatással.
Ekkor ha

Hn+1(Γ,Z/p) = 0

akkor
cdp(Γ) ≤ n

Bizonýıtás. Legyen A p-torzió diszkrét Γ-modulus, ekkor 3.3.4 szerint elég megmutatni
hogy Hn+1(Γ, A) = 0. Indirekt Hn+1(Γ, A) ̸= 0. Rendezzük tartalmazás szerint A
diszkrét Γ-részmodulusainak S halmazát. Ha (Aα)α ⊆ S totálisan rendezett akkor

B =
⋃
α

Aα

diszkrét Γ-modulus, ı́gy 3.2.8 szerint

Hn+1(Γ, B) = lim
→
Hn+1(Γ, Aα)

Tehát ha minden α-ra Hn+1(Γ, Aα) = 0 akkor Hn+1(Γ, B) = 0.
Zorn-lemma szerint vanB maximális diszkrét Γ-részmodulusaA-nak amireHn+1(Γ, B) =

0. Ekkor A ̸= B, ı́gy előző lemma szerint az A/B diszkrét Γ-modulusnak létezik diszkrét
Γ-részmodulusa ami izomort Z/p-vel. Létezik A-nak diszkrét Γ-részmodulusa amire a

0→ B → C → Z/p→ 0

sorozat egzakt, ez 3.2.9 szerint indukál egy

Hn+1(Γ, B)→ Hn+1(Γ, C)→ Hn+1(Γ,Z/p)

egzakt sorozatot, márpedig ennek két széle triviális ı́gy szükségsékkepen Hn+1(Γ, C) = 0,
ellentmondva B maximalitásának.

3.3.7. Lemma. Legyen Γ provéges csoport, H ≤ Γ zárt részcsoportja. Ekkor
(i) cdp(H) ≤ cdp(Γ)
(ii) Ha minden U ≤ Γ nýılt normálosztóra |Γ/U : H/(U ∩ H)| relat́ıv pŕım p-hez
akkor cdp(H) = cdp(Γ)

Bizonýıtás. (i) Legyen B diszkrét H-modulus p-torzió úgy hogy Hq(H,B) ̸= 0. Ek-
kor 3.3.3 szerint C = MΓ

H(B) diszkrét H-modulus p-torzió, 3.2.10 szerint Hq(Γ, C) =
Hq(H,B) ̸= 0

(ii) Legyen A diszkrét Γ-modulus p-torzió úgy hogy Hq(Γ, A) ̸= 0. Belátható[Hau]

hogy a megadott feltételekkel ResΓH : Hq(Γ, A) → Hq(H,A) injekt́ıv, ı́gy Hq(H,A) ̸=
0.

Jelölje Ga a K szeparábilis lezártjának addit́ıv csoportját.

3.3.8. Defińıció. Legyen A K-algebra. Ekkor

X(A) := HomK−alg(A,K)
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3.3.9. Defińıció. Legyen G véges csoport, Γ az abszolút Galois-csoport, A kommutat́ıv
K-algebra, ellátva a K-algebrák automorfizmusával megadott G egy baloldali hatásával.
Ekkor A egy G-algebra.
Ha emellett AG = K, dimK(A) ≥ |G| akkor A Galois G-algebra.

A Galois G-algebra hasad ha Γ triviálisan hat X(A)-n.

A következő álĺıtás bizonýıtása megtalálható a [Hau] jegyzetben:

3.3.10. Álĺıtás. Legyen A Galois G-algebra, F ≥ K test, AF = A⊗KF , A→ K leképezés
K-algebrák morfizmusa. Ekkor az AF Galois G-algebra hasad F fölött. Továbbá ekkor
A ∼=MG

1 (K) mint Z[G]-modulusok.

3.3.11. Álĺıtás. Minden q ≥ 1-re Hq(K,Ga) = 0

Bizonýıtás. Legyen L ≥ K véges Galois-bőv́ıtés, G = Gal(L/K). Legyen F az L test a
triviális G-hatással. Ekkor az LF Galois G-algebra hasad F felett, ı́gy LF

∼=MG
1 (F ) mint

Z[G]-modulusok, ı́gy 3.2.10 szerint Hq(G,LF ) = 0. K direkt összeadandó F -ben mint
K-vektortér, ı́gy az L Z[G]-modulus direkt összeadandó LF -ben. Ekkor H

q(G,L) direkt
összeadandó Hq(G,LF ) = 0-ban, ı́gy eltűnik. Minden ilyen L-re limeszt véve kapjuk az
álĺıtást.

3.3.12. Lemma. Ha K test karakterisztikája p > 0, akkor van

1→ Z/p→ Ga
ν−→ Ga → 1

K-algebrák egzakt sorozata úgy hogy minden L ≥ K szeparábilis bőv́ıtésre

ν : L→ L, x 7→ xp − p

Bizonýıtás. Itt ν K-csoportok egy morfizmusa, kerν egybeesik az Fp ⊆ L pŕımtesttel
minden L ≥ K szeparábilis bőv́ıtésre, ı́gy kerν ∼= Z/p.

ν : K → K szürjekt́ıv mert minden a ∈ K-ra az XP − X − a ∈ K[X] polinom
szeparábilis (deriváltja -1), egy b ∈ K gyökére ν(b) = a.

3.3.13. Defińıció. Egy P részcsoport a Γ provéges csoport pro-p-Sylow részcsoportja
ha zárt, pro-p-csoport, minden U nýılt normális részcsoportra P képe Γ/U -ban p-Sylow
részcsoport.

3.3.14. Következmény. Legyen K test karakterisztikája p > 0.
Ekkor

cdp(Gal(K/K)) ≤ 1

Bizonýıtás. Legyen P egy pro-p-Sylow részcsoportja Gal(K/K)-nak (ilyen létezik, lásd

[Hau]). Ekkor 3.3.7 második része szerint cdp(Gal(K/K)) = cdp(P ). K-t K
P
-re cserélve

feltehető hogy Gal(K/K) pro-p-csoport.
3.3.12 indukálja K-csoportok egy

H1(K,Ga)→ H2(K,Z/p)→ H2(K,Ga)

egzakt sorozatát, márpedig 3.3.11 szerint a szélső elemei eltűnnek, ı́gy a középső is, tehát
3.3.6 szerint készen vagyunk.

A következő két álĺıtás a fejezet fő eredménye, az előbbi részekben kimondott álĺıtásokkal
igazolhatók [Hau], a jegyzetben a 10.2.10 és 10.2.11-es álĺıtások:

3.3.15. Álĺıtás. Legyen p pŕım. Ekvivalensek:
(i) Minden F ≥ K szeparábilis bőv́ıtésre Br(F )-nek nincs nemtriviális p-hatványrendű
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eleme (nem-p-torzió)
(ii) Minden F ≥ K szeparábilis bőv́ıtésre, p-fokú L ≥ F Galois-bőv́ıtésre

NL≥F : L× → F×

norma szürjekt́ıv, ahol NL≥F (x) =
∏

σ∈Gal(L/F ) σ(x)

(iii) cdp(Gal(K/K)) ≤ 1.

3.3.16. Álĺıtás. A következők ekvivalensek:
(i) Gal(K/K) ≤ 1, és ha K karakterisztikája p > 0 akkor a Br(L)-nak nincs p-
torziója minden L ≥ K szeparábilis bőv́ıtésre.
(ii) Minden F ≥ K szeparábilis bőv́ıtésre Br(L) = 0
(iii) Minden F ≥ K szeparábilis és minden L ≥ F véges Galois-bőv́ıtésre

NL≥F : L× → F×

norma szürjekt́ıv.
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Aluĺırott Madár Patrik nyiltakozom, hogy a diagramok szerkesztéséhez Geminit, a
szakdolgozat szerkesztésének más aspektusához mesterséges intelligenciát nem használtam.
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