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1. fejezet

Bevezetés

A valószínűségszámítás klasszikus eredményei közül az egyik legfontosabb és legismertebb
a centrális határeloszlás-tétel, amely kapcsolatot teremt nagyszámú független valószínű-
ségi változó összege — megfelelő normálás mellett — és a normális eloszlás között. A
CHT hagyományos formája az azonos eloszlású és független mintákra vonatkozik, azon-
ban természetes módon felmerül a kérdés, hogy létezhet-e a tételnek olyan alakja, amely
a függetlenség feltétele nélkül is alkalmazható.

A Markov-láncok egy fontos és széles körben alkalmazott speciális esetét adják azoknak
a sztochasztikus folyamatoknak, amelyekben időben függőségi viszony áll fenn az egyes
elemek között. A dolgozat egy jelentős hányada azzal foglalkozik, hogy milyen feltételek
mellett lesz igaz a Markov-láncokra is valamilyen CHT.

A második fejezetben bevezetjük a Markov-lánc fogalmát, valamint végigvesszük azokat
a fogalmakat és tulajdonságokat, melyekre a Markov-lánc CHT belátásához szükség lesz.

A harmadik fejezetben megfogalmazzuk a Markov-láncokra vonatkozó centrális határeloszlás-
tételt, és bemutatjuk annak bizonyítását. Továbbá az alkalmazhatóságot segítő állításokat
is bemutatunk véges állapotér esetén.

A negyedik fejezetben a Markov-lánc CHT egy alkalmazásával fogunk foglalkozni. Ehhez
Garay J. és szerzőtársai által írt cikkben [5] található "A tactical model of offspring
begging" modelljét vesszük alapul. A modell felépítésén túl a cikkben található egy nem
bizonyított állítást is körbejárunk és be is bizonyítunk.
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2. fejezet

Alapfogalmak

Ebben a fejezetben a Markov-lánc CHT belátásához szükséges legfontosabb definíciókat,
állításokat tekintjük át vázlatosan.

2.1. Markov-lánc

Adott (Ω,A,P) valószínűségi mező, valamint (I, B) mérhető tér, amit állapottérnek neve-
zünk. Mivel diszkrét idejű Markov-láncokat fogunk vizsgálni, legyen T = {0, 1, 2, 3, . . . }.
Valamint Xt : Ω → I (t ∈ T ) valószínűségi változó, ezek összességét pedig sztochasztikus
folyamatnak nevezzük. Végül definiáljuk Ft = σ(Xs : s ≤ t) σ-algebrát.

2.1.1. Definíció. A sztochasztikus folyamat teljesíti a Markov-tulajdonságot, ha m > n

és tetszőleges B ∈ B mérhető halmazra:

P(Xm ∈ B | Fn) = P(Xm ∈ B | Xn).

Markov-láncnak nevezünk olyan Markov-tulajdonsággal rendelkező sztochasztikus folya-
matot, melyre I állapottér egy megszámlálható halmaz. Markov-lánc esetén a Markov-
tulajdonság átfogalmazható a következő módon: m > n és i, i0, . . . , in ∈ I esetén

P
(
Xm = i | X0 = i0, X1 = i1, . . . , Xn = in

)
= P

(
Xm = i | Xn = in

)
.

A továbbiakban feltesszük, hogy az átmeneti valószínűségek homogének, azaz n > m és
i, j ∈ I esetén:

P(Xn = j | Xm = i) = p
(n−m)
ij .
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Vagyis az állapotok közötti átmenet valószínűsége csak az eltelt időtől függ.

2.1.2. Definíció. Legyen i, j ∈ I és jelölje pij = P(Xn+1 = j | Xn = i) az egylépéses
átmeneti valószínűséget. Ekkor P = (pij)i,j∈I mátrixot átmeneti mátrixnak, elemeit pedig
átmeneti valószínűségeknek nevezzük.

2.1.3. Definíció. Legyen i, j ∈ I.

• Azt mondjuk, hogy i állapotból elérhető j állapot, ha ∃n ≥ 0, hogy p
(n)
ij > 0.

• Amennyiben i és j-ből kölcsönösen el tudjuk érni a másikat azt mondjuk, hogy köz-
lekednek. Ez egy ekvivalenciareláció.

• Egy Markov-lánc irreducibilis, ha egyetlen ekvivalencia osztályból áll.

• Az i állapot lényeges, ha i-ből elérhető állapotokból i viszont elérhető.

2.1.4. Definíció. Legyen i ∈ I. A {n > 0 : p
(n)
ii > 0} halmaz legnagyobb közös osztóját

az i állapot periódusának nevezzük.

2.1.5. Definíció. Legyen {Xt}t∈T egy folyamat. Azt mondjuk, hogy teljesül rá az erős
Markov tulajdonság, ha minden véges τ megállási időre, minden s > 0-ra és minden B

mérhető halmazra:
P(Xτ+s ∈ B | Fτ ) = P(Xτ+s ∈ B | Xτ ).

2.1.6. Tétel. [1, 2.12 Tétel]
Minden diszkrét idejű Markov-lánc teljesíti az erős Markov-tulajdonságot. Ebből követke-
zik, hogy a lánc a τ megállási időponttól kezdve a múltbeli állapotoktól függetlenül újrain-
dul, azaz P

(
Xτ+k = j

∣∣Xτ = i
)
= p

(k)
ij tetszőleges i, j ∈ I és k ≥ 1 esetén.

Bizonyítás. Diszkrét idejű Markov-lánc esetén az Fτ σ-algebra atomos, egy atom álta-
lános alakja:

C = {τ = m, X0 = i0, X1 = i1, . . . , Xm = im}.

Ezért az erős Markov-tulajdonság belátásához azt kell igazolnunk, hogy tetszőleges k,m,

i0, . . . im esetén

P
(
Xτ+k = j

∣∣ τ = m,X0 = i0, . . . , Xm−1 = im−1, Xm = i
)
= P

(
Xτ+k = j

∣∣Xτ = i
)
.
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A bal oldal a Markov-tulajdonság miatt p
(k)
ij . A jobb oldal az alábbi számolás nyomán

szintén p
(k)
ij . Bontsuk fel a feltételes valószínűséget a {τ = m} események szerint:

P(Xτ+k = j | Xτ = i) =
∞∑

m=0

P(Xm+k = j | Xm = i, τ = m)P(τ = m | Xτ = i)

= p
(k)
ij

∞∑
m=0

P(τ = m | Xτ = i) = p
(k)
ij .

Mindezekből adódik, hogy a lánc a τ megállási időponttól kezdve a múltbeli állapotoktól
függetlenül valóban újraindul.

□

2.2. Rekurrencia

Legyenek i, j ∈ I, és n ≥ 1 esetén definiáljuk

f
(n)
ij = P

(
Xn = j, Xk ̸= j, k = 1, 2, . . . , n− 1 | X0 = i

)
.

Továbbá

f ∗
ij =

∞∑
n=1

f
(n)
ij , mi =

∞∑
n=1

nf
(n)
ii .

Végül legyen

gij = P
(
Xn = j végtelen sok n > 1 esetén | X0 = i

)
.

2.2.1. Definíció. Legyen i ∈ I. Ha f ∗
ii = 1, akkor az i állapotot rekurrensnek (vagy

visszatérőnek) nevezzük, ellenkező esetben tranziensnek.

Ha i rekurrens, akkor átlagos visszatérési ideje mi. Amennyiben mi < +∞, az i állapot
pozitív rekurrens, ellenkező esetben nulla rekurrens.

2.2.2. Tétel. [1, 2.11. Tétel]
Igazak a következők:

1. gij = f ∗
ij gjj.
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2. Ha i állapot rekurrens állapot, akkor gii = 1, ha pedig i tranziens, akkor gii = 0.

3. Ha gii = 1 és f ∗
ij > 0, akkor gij = 1. A fenti azonosság miatt ekkor f ∗

ij = 1 és
gjj = 1.

2.2.3. Tétel. [3, Theorem 1.5.3.]
Legyen i ∈ I. Ekkor igaz, hogy

i rekurrens ⇐⇒
∞∑
n=0

p
(n)
ii = ∞.

Továbbá

i tranziens ⇐⇒
∞∑
n=0

p
(n)
ii < ∞.

2.2.4. Következmény. Legyen i ∈ I tranziens állapot. Ekkor limn→∞ p
(n)
ii = 0.

2.2.5. Tétel. [3, Theorem 1.5.4]
Legyen C egy osztály. Ekkor vagy C minden állapota tranziens, vagy C minden állapota
rekurrens. Más szóval a rekurrencia osztálytulajdonság.

Bizonyítás. Elég belátni, hogy osztályon belül, ha van tranziens állapot, akkor az összes
az. Legyen i, j ∈ C két állapot, és tegyük fel, hogy i tranziens. Ekkor léteznek n,m ≥ 0

számok úgy, hogy

p
(n)
ij > 0 és p

(m)
ji > 0,

és minden r ≥ 0 esetén

p
(n+r+m)
ii ≥ p

(n)
ij p

(r)
jj p

(m)
ji .

Ebböl következik, hogy

∞∑
r=0

p
(r)
jj ≤ 1

p
(n)
ij p

(m)
ji

∞∑
r=0

p
(n+r+m)
ii ≤ 1

p
(n)
ij p

(m)
ji

∞∑
r=0

p
(r)
ii < ∞, (2.1)

a 2.2.3 Tétel alapján.

Ekkor ismét a 2.2.3 Tétel szerint j is tranziens. Tehát az osztályon belül minden állapot
tranziens.

□
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2.2.6. Állítás. [1, 2.16. Tétel]
Legyen i ∈ I egy d periódusú rekurrens állapot. Ekkor

lim
n→∞

p
(nd)
ii =

d

mi

.

2.2.7. Következmény. Egy i ∈ I állapot pozitív rekurrens ⇐⇒ limn→∞ p
(nd)
ii > 0.

2.2.8. Tétel. [1, 15.oldal alja]
A pozitív rekurrencia osztálytulajdonság.

Bizonyítás. Legyen C egy osztály, i, j ∈ C két állapot, és tegyük fel, hogy j pozitív
rekurrens. Ekkor léteznek n,m ≥ 0 számok úgy, hogy

p
(n)
ij > 0 és p

(m)
ji > 0,

és minden k ≥ 0 esetén
p
(n+kd+m)
ii ≥ p

(n)
ij p

(kd)
jj p

(m)
ji .

Mivel limk→∞ p
(kd)
jj > 0, ezért a bal oldal is pozitív, így a 2.2.7 Következmény alapján i is

pozitív rekurrens.
□

Az iméntiek értelmében van értelme irreducibilis, pozitív rekurrens Markov-láncról be-
szélni.

2.3. Stacionárius eloszlás

2.3.1. Definíció. Adott P átmeneti mátrix. A (µi)i∈I eloszlás stacionárius, ha µ = µP ,
azaz µi =

∑
k∈I µkpki minden i ∈ I esetén.

Azaz, ha a Markov-láncot stacionárius eloszlásból indítjuk, akkor az eloszlás időben nem
változik.

2.3.2. Tétel. [3, Theorem 1.7.7.]
Legyen {Xn}n≥0 egy irreducibilis, pozitív rekurrens Markov-lánc. Ekkor a láncnak egyér-
telműen létezik stacionárius eloszlása (πi)i∈I , amelyre minden i ∈ I esetén

πi =
1

mi

> 0.
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2.3.3. Tétel. [1, 2.22. Tétel]
Legyen C lényeges osztály. Ekkor az

ui =
∑
k∈C

ukpki, i ∈ C

egyenletrendszer abszolút konvergens megoldásai:

1. Ha C tranziens vagy nulla rekurrens, akkor csak a triviális ui = 0 megoldás létezik.

2. Ha C pozitív rekurrens, akkor a (πi)i∈C stacionárius eloszlás konstansszorosai.

2.3.4. Következmény. Irreducibilis Markov láncnak, ha van stacionárius eloszlása, ak-
kor pozitív rekurrens.

10



3. fejezet

Markov-lánc CHT

Rendhagyó módon először kimondjuk a Markov-lánc CHT-t mielőtt az összes benne sze-
replő fogalmat definiálnánk.

3.0.1. Tétel. [1, 2.30 Tétel]
Legyen {Xn}n≥0 egy irreducibilis, pozitív rekurrens Markov-lánc π stacionárius eloszlással
és vegyünk egy f : I → R függvényt. Legyen I(f) =

∑
i∈I f(i)πi sor abszolút konvergens.

Továbbá vezessük be a Vh = Yh − I(f) (τh+1 − τh) változót. Ekkor ha 0 < D2(Vh) < ∞,
akkor ∑n

k=0 f(Xk)− n I(f)√
nπiD2(Vh)

d−→ N (0, 1) (n → ∞).

3.1. Markov-láncok funkcionáljai

Az ebben a részben látottakról bővebben [2, Part I, §14] helyen olvashatunk.

3.1.1. Definíció. Vegyünk egy {Xn}n≥0 irreducibilis, rekurrens Markov-láncot, valamint
legyen f : I → R . Ekkor a

Zn = f(Xn)

sorozatot, {Xn}n≥0 Markov-lánc funkcionáljának nevezzük.

Tekintsük Sn =
∑n

k=0 Zk összeg egy felbontását. Ehhez jelöljünk ki egy tetszőleges i ∈ I

állapotot. Valamint tekintsük az alábbi megállási idő sorozatot:

0 = τ0 < τ1 < . . . ,
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ahol τn az n-edik alkalom, hogy Xn i-ben jár. Ezen felül definiáljuk ℓ(n) valószínűségi
változót, ami megadja, hogy n időpontig hányszor jártunk i-ben. Azaz,

τℓ(n) ≤ n < τℓ(n)+1.

3.1.2. Definíció. Az imént bevezetett jelölések mellett az Sn összeg alábbi átírását τ1 < n

esetén felbontási formulának nevezzük:

n∑
k=0

Zk =

τ1−1∑
k=0

Zk +

ℓ(n)−1∑
h=1

τh+1−1∑
s=τh

Zs +
n∑

k=τℓ(n)

Zk = Y ′(n) +

ℓ(n)−1∑
h=1

Yh + Y ′′(n).

Általánosabban:

Yh =

τh+1−1∑
s=τh

Zs, Y ′(n) =

min(τ1−1,n)∑
k=0

Zk, Y ′′(n) =


0 , ha ℓ(n) = 0,

n∑
k=τℓ(n)

Zk , ha ℓ(n) > 0.

3.1.3. Megjegyzés. A 2.1.6 Tételből következik, hogy az Yh valószínűségi változók füg-
getlenek és azonos eloszlásúak.

3.2. A bizonyításához szükséges segéderedmények

3.2.1. Tétel. [1, 2.28 Tétel]
A 3.0.1 Tétel feltételei mellett a következő is igaz:

1

n

n∑
k=0

f(Xk) −→ I(f) 1-valószínűséggel.

Továbbá a bizonyításból kederül, hogy

E(Yh) =
I(f)
πi

.

Ebből pedig következik, hogy

E(Vh) =
I(f − I(f))

πi

= 0.

3.2.2. Lemma. [1, 2.31 Lemma]
P
(
n− τℓ(n) ≥ t

)
≤ ct, ahol limt→∞ ct = 0.

12



Bizonyítás. Legyen n ≥ t, valamint jelölje τ az i kitüntetett állapotba való visszatérés
lépésszámát.

P(n− τℓ(n) ≥ t) =
n∑

s=t

P(n− τℓ(n) = s) =
n−1∑
s=t

P(Xn−s = i)P(τ > s) + P(τ1 > n)

=
n−1∑
s=t

P(Xn−s = i)
∞∑

k=s+1

f
(k)
ii + P(τ1 > n) ≤

∞∑
s=t

∞∑
k=s+1

f
(k)
ii + P(τ1 > t)

=
∞∑

k=t+1

(k − t)f
(k)
ii + P(τ1 > t) = ct.

Mivel pozitív rekurrens Markov-láncot vizsgálunk mi =
∑∞

n=1 n f
(n)
ii < ∞, ezért ct-ben

a szumma rész 0-hoz tart. Ezen felül pedig τ1 1-valószínűséggel véges, hiszen P (τ1 >

t) =
∑∞

k=t+1 f
(k)
ii , ami szintén mi abszolút konvergenciája miatt 0-hoz tart. Összegezve ct

valóban 0-hoz tart.
□

3.2.3. Lemma. [2, Part I, §14, Theorem 8.]
A felbontási formula jelölését használva Y ′′(n)

ϕ(n)

P−→ 0, ahol ϕ(n) pozitív és limn→∞ ϕ(n) = ∞.

Bizonyítás. Legyen ϵ, δ > 0 adott. Tetszőleges t > 0-ra

P(|Y ′′(n)| ≥ ϕ(n)ϵ) ≤ P(max
0<s≤t

|
τℓ(n)+s∑
j=τℓ(n)

Zj| ≥ ϕ(n)ϵ) + P(n− τℓ(n) > t)

A második tagról 3.2.2 Lemma miatt tudjuk, hogy elég nagy t mellett < δ
2
, és mivel az

első tag belsejében n-től független 1-valószínűséggel véges valószínűségi változó található,
így elég nagy n esetén < δ/2.

□

3.2.4. Lemma. A felbontási formula jelölését használva Y ′(n)
ϕ(n)

P−→ 0, ahol ϕ(n) pozitív és
limn→∞ ϕ(n) = ∞.

Bizonyítás. Legyen ϵ, δ > 0 adott.
Mivel |Y ′(n)| ≤

∑τ1−1
k=0 Zk, azaz egy n-től független 1-valószínűséggel véges valószínűségi

változóval majorálható, így elég nagy n esetén P (|Y ′(n)| ≥ ϕ(n)ϵ) < δ.
□

Az előbbi lemmához analóg módon adódik a következő lemma.
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3.2.5. Lemma. τ1
ϕ(n)

P−→ 0, ahol ϕ(n) pozitív és limn→∞ ϕ(n) = ∞.

3.2.6. Lemma. [4, Chapter 3, Theorem 1.6] (Kolmogorov egyenlőtlenség)
Legyenek Vi független, nulla várható értékű, véges szórású valószínűségi változók. Ekkor
minden c > 0 esetén

P

(
max
1≤k≤n

∣∣∣∣∣
k∑

i=1

Vi

∣∣∣∣∣ ≥ c

)
≤
∑n

i=1D2(Vi)

c2
.

A tétel bizonyítása előtt
∑n

k=0 f(Xk)−n I(f) kifejezést írjuk át a felbontási formula és a
tétel leírásában bevezetett változók segítségével:

n∑
k=0

f(Xk)− n I(f) = Y ′(n) +

ℓ(n)−1∑
h=1

Vh + Y ′′(n)− I(f)(n− τℓ(n) + τ1) (3.1)

3.2.7. Lemma. [4, Chapter 5, Theorem 11.4.] (Cramér-Szluckij lemma)
Legyenek X1, X2, . . . és Y1, Y2, . . . valószínűségi változók. Tegyük fel, hogy

Xn
d−→ X és Yn

P−→ a (n → ∞),

ahol a ∈ R egy konstans. Ekkor

Xn + Yn
d−→ X + a,

Xn − Yn
d−→ X − a,

Xn · Yn
d−→ X · a,

Xn

Yn

d−→ X

a
, a ̸= 0.

Most már minden adott a 3.0.1 Tétel bizonyításához.
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3.3. A Markov-lánc CHT bizonyítása

Bizonyítás. (3.0.1 Tétel)
A lemmáinkból következik, hogy a (3.1) egyenletet leosztjuk

√
nπi D2(Vh) taggal és n-

nel tartunk a végtelenbe akkor a 3.2.2, 3.2.3, 3.2.4, 3.2.5 Lemmák miatt a jobb oldal
második tagját leszámítva mindenkiről tudjuk, hogy sztochasztikusan 0-hoz tart. Ezért a
Cramér-Szluckij lemma miatt elég az alábbit belátni:

∑ℓ(n)−1
h=1 Vh√

nπi D2(Vh)

d−→ N (0, 1).

Célunk a közönséges CHT-re hivatkozni, ezt azonban ℓ(n) véletlen változó mellett nem
lehet. Legyen n∗ = ⌊nπi⌋+ 1 ekkor a CHT következtében∑n∗

h=1 Vh√
n∗D2(Vh)

d−→ N (0, 1).

Legyen adott ϵ, δ ∈ (0, 1). Legyen

n′ = ⌊nπi(1− δ)⌋, és n′′ = ⌊nπi(1 + δ)⌋ − 1.

Továbbá definiáljuk tetszőleges m ≥ 0 mellett a következő halmazcsaládot:

Am = {n′ < ℓ(n)− 1 < n′′, ∀n ≥ m} .

Ezen halmazokra igaz, hogy k ≤ l esetén Ak ⊂ Al, továbbá:

{
ℓ(n)

n
→ πi

}
⊂

∞⋃
m=0

Am.

A bal oldali esemény 1 valószínűségű, hiszen ha a 3.2.1 Tételt alkalmazzuk f(·) = 1{i}(·)
mellett, pont a kívánt eredményt kapjuk. Ebből következik, hogy létezik m(ϵ), hogy min-
den n ≥ m(ε) esetén P(An) > 1 − ε és n∗ < n′′ (n∗ > n′ mindig igaz). Legyen n ≥ m(ε)

és ω ∈ Am(ε) ekkor:

∣∣∣∣∣∣
ℓ(n)−1∑
h=1

Vh(ω)−
n∗∑
h=1

Vh(ω)

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
ℓ(n)−1∑

h=1

Vh(ω)−
n′∑
h=1

Vh(ω)

−

(
n∗∑
h=1

Vh(ω)−
n′∑
h=1

Vh(ω)

)∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∣∣
ℓ(n)−1∑
h=1

Vh(ω)−
n′∑
h=1

Vh(ω)

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
n∗∑
h=1

Vh(ω)−
n′∑
h=1

Vh(ω)

∣∣∣∣∣ ≤ 2 max
n′<h′≤n′′

∣∣∣∣∣
h′∑

h=n′+1

Vh(ω)

∣∣∣∣∣
15



Az iménti átalakítás és a Kolmogorov egyenlőtlenség miatt igaz a következő:

P

(
max

n′<h′≤n′′

∣∣∣∣∣
h′∑

h=n′+1

Vh

∣∣∣∣∣ ≥ 2−1c
√
n∗E(V 2

h )

)
≤ 4(n′′ − n′)E(V 2

h )

c2n∗E(V 2
h )

=
8δπin

c2n∗

Sőt δ = ε3 és c = ε mellett ≤ 8ε is igaz, tehát a továbbiakban tartsuk meg ezt az
értékadást. Az eddigieket összerakva kapjuk a következőt:

P

∣∣∣∣∣∣
ℓ(n)−1∑
h=1

Vh −
n∗∑
h=1

Vh

∣∣∣∣∣∣ ≥ ε
√

n∗E(V 2
h )

 ≤ P
(
Ω\Am(ε)

)
+

8ε3nπi

ε2n∗ ≤ ε+ 8ε ≤ 9ε.

Mivel ez tetszőleges ε > 0 esetén igaz így a Cramér-Szluckij lemma miatt

∑ℓ(n)−1
h=1 Vh√
n∗D2(Vh)

d−→ N (0, 1).

Amenniyben n∗-ot ki tudjuk cserélni nπi-re készen is volnánk. Azonban mivel√
n∗D2(Vh)√
nπiD2(Vh)

−−−→
n→∞

1,

így a Cramér-Szluckij lemma miatt készen vagyunk.
□

3.4. A Markov-lánc CHT véges állapottér esetén

A tétel alkalmazhatóságának fontos része, hogy az ahhoz szükséges értékeket a lehető
legegyszerűbben ki tudjuk számolni. Ebben az esetben ez leginkább πiD2(Vh) hatékony
kiszámítása fontos. Mivel véges állapotterű Markov-láncokat fogunk a továbbiakban vizs-
gálni ezért erre az esetre keressük πiD2(Vh) egy hatékony felírását.

3.4.1. Tétel. [7, Section 6.6 , Theorem 1]
Véges állapotterű irreducibilis Markov-láncok esetén a stacionárius eloszlás egyértelműen
létezik. Ekkor a 2.3.4 következmény értelmében ezek a láncok pozitív rekurrensek.

Csiszár V. jegyzetének [1] 29-30. oldala alapján véges állapottér esetén vektorok és mát-
rixok segítségével is felírhatjuk πiD2(Vh) -t. Legyen az állapotok száma s, a lánc átme-
netmátrixa P . Legyenek Is, A, Π, Πdg s × s méretű mátrixok. Az Is az egységmátrix, A
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minden eleme 1, Π-nek pedig minden sorába a stacionárius eloszlást írjuk, azaz az (i, j)-
edik eleme πj. Továbbá Πdg legyen diagonális mátrix, melynek főátlójába a stacionárius
eloszlást írjuk, a többi eleme 0.
Legyen

Z = (Is − P +Π)−1 (3.2)

az úgynevezett fundamentális mátrix.
Végül legyen f = (f(i))i∈I oszlopvektor.

3.4.2. Tétel. Az imént bevezetett jelölések mellett véges állapotterű Markov-lánc esetén

πiD2(Vh) = fTΠdg(2Z − Is − Π)f. (3.3)

Valamint π kiszámolásához használható az alábbi képlet:

πT = 1T (Is − P + A)−1. (3.4)

A kettő közül a stacionárius eloszlásra vonatkozó formula az, ami egyszerűen kijön. Hiszen

πT (Is − P + A) = πT − πT + 1 = 1.

Innen mindkét oldalt szorozva a következő kifejezéssel (Is−P+A)−1 adódik az összefüggés.
Ehhez elengedhetetlen, hogy irreducibilis pozitív rekurrens esetben az imént megadott
inverz létezik.

Tekintsünk egy egyszerű példát.

3.4.3. Példa. Legyen s = 3, f(x) = x2 és I = {1, 2, 3}. Ekkor fT = (1, 4, 9).

Legyen az átmenetmátrix

P =


0.5 0.3 0.2

0.2 0.5 0.3

0.3 0.3 0.4

 .

A többi elem kiszámolása előtt szükségünk lesz π stacionárius eloszlásra, amit a (3.4)
összefüggés segítségével számolunk ki. Ezek alapján

πT = (0.328125, 0.375, 0.296875)
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Ezzel már minden adott Z kiszámolásához. Az eredmény (3.2) alapján

Z =


1.2265625 −0.09375 −0.1328125

−0.1796875 1.15625 0.0234375

−0.0234375 −0.09375 1.1171875

 .

Így nem maradt más hátra, mint πiD2(Vh) kiszámítása a (3.3) összefüggés segítségével.

πiD2(Vh) = 14.71875.

Az eddigiekben pozitív rekurrens esetben vizsgáltuk ezeket az újonnan bevezetett fogal-
makat. Azonban a Z fundamentális mátrix megértéséhez és átírásához, amire a követke-
zőkben még szükségünk lesz, új fogalmat kell bevezetni.

3.4.4. Definíció. P átmeneti mátrix reguláris Markov-lánc átmeneti mátrixa (további-
akban reguláris) ha létezik N > 0, hogy PN minden eleme nagyobb, mint 0. Azaz N

lépés után a Markov-lánc, amely átmeneti mátrixáról beszélünk, pozitív valószínűséggel
van minden állapotban tetszőleges kezdeti eloszlás esetén.

3.4.5. Állítás. Amennyiben {Xn}n≥0 véges állapotterű Markov-lánc irreducibilis és léte-
zik i ∈ I melyre pii > 0, akkor P reguláris.

Bizonyítás.

Legyen j, k ∈ I tetszőleges állapotok. Ekkor létezik mj, nk > 0, hogy p
(mj)
ji , p

(nk)
ik > 0.

Ebből következik, hogy

p
(mj+l+nk)
jk > p

(mj)
ji p

(l)
ii p

(nk)
ik > 0.

Mivel p(l)ii > 0 tetszőleges l > 0 esetén. Így N = maxj,k∈I(mj + nk) választással meg is
találtunk egy olyan számot, melyre PN mátrix minden értéke pozitív.

□

3.4.6. Tétel. [6, Theorem 4.1.4 / Theorem 4.1.5]
Legyen P reguláris átmenetmátrix. Ekkor P n hatványok Π mátrixhoz tartanak exponenci-
ális sebességgel.
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3.4.7. Tétel. [6, Theorem 4.3.1]
Legyen P egy reguláris Markov-lánc átmeneti mátrixa. Ekkor

Z = (I − (P − Π))−1

létezik, és

Z = I +
∞∑
t=1

(P t − Π).

Továbbá átrendezés után

Z − I =
∞∑
t=1

(P t − Π).
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4. fejezet

Alkalmazás

Ebben a fejezetben Garay J. és szerzőtársai által írt cikkben [5] megtalálható "A tacti-
cal model of offspring begging" modelljére alapozzuk vizsgálatainkat. Azonban a modell
sokkal általánosabban is megfogalmazható, mint a madarak táplálkozása, ezért egy átfo-
galmazással fogunk dolgozni.

4.1. A modell leírása

A modell szereplői, céljai és igényei:

• A rendszerben n egyforma szereplő vesz részt. Minden szereplő ugyanazt a feladatot
szeretné megoldani a 0 < T időpont végéig (T -ről feltesszük hogy elég nagy). A
feladat elvégzéséhez egy adott erőforrásra van szükségük (továbbiakban: erőforrás).

• Adott ezen felül egy az erőforrást a szereplők között elosztó szereplő (továbbiakban:
elosztó). Az elosztó nem tesz különbséget a szereplők között.

Minden 0 ≤ t ≤ T időpontban a szereplőnek lehetősége van erőforrásra vonatkozó igényt
jelezni az elosztó felé. Az elosztó az igényt jelző szereplők közül véletlenszerűen az egyik-
nek ad 1 egységnyi erőforrást. Amennyiben senki nem jelzett igényt az n szereplő közül,
véletlenszerűen kioszt egy egységnyi erőforrást az egyik szereplőnek az elosztó. Ez azt
jelenti, hogy az elosztó pontosan T darab erőforrást oszt ki.

Feltesszük, hogy miután egy szereplő igénye kielégült, 0 < α ≤ 1 paraméterű geometriai
eloszlás szerint támad újra igénye az azt következő időpontokban. Azaz,
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• ha t időpont végén adott szereplőnek nincs igénye az elosztó felé, azaz már az elején
sem volt vagy kielégült az igénye, akkor t + 1 időpontban (1 − α) valószínűséggel
továbbra sem lesz és α valószínűséggel lesz.

• Ha t időpont végén adott szereplőnek volt igénye az elosztó felé, azaz nem elégült
ki az igénye, akkor megmarad az igénye t+ 1 időpontra.

Vizsgálatunk tárgya, hogy várhatóan hány szereplő tudja teljesíteni a feladatot. Jelölje
q annak a valószínűségét, hogy egy kitüntetett szereplő teljesítette a feladatot. Legyen
f olyan függvény, melyre f(x) jelöli annak a valószínűségét, hogy egy a T időpontig
x erőforrást begyűjtő szereplő milyen valószínűséggel oldotta meg a feladatot. Továbbá
jelölje YT egy kitüntetett szereplő által T időpontig begyűjtött erőforrás mennyiségét.

4.1.1. Megjegyzés. Mivel minden szereplő egyforma, tehát viselkedésük is azonos, így
amennyiben ugyanolyan igényekkel indulnak (például kezdetben mindenkinek igénye van)
akkor

m := E(YT ) =
T

n
.

4.1.2. Megjegyzés. A szereplők mindegyike minden időpontban igénnyel lép fel az elosz-
tóval szemben α = 1 esetén. Tehát ebben az esetben YT ∼ Binom(T, 1

n
). Ez pedig közelíthető

az alábbi módon:

YT ≈ N
(
m, Tσ2(1)

)
, ahol σ2(1) =

1

n

(
1− 1

n

)
.

A továbbiakban majd hasonló becslést adunk tetszőleges 0 < α < 1 esetén YT eloszlására.

4.2. Markov-lánc bevezetése

Olyan Markov-láncot szeretnénk felírni, melynek a lehető legkevesebb állapota van, de nyo-
mon lehet segítségével követni egy adott szereplő által begyűjtött erőforrás mennyiségét.
Mivel a szereplők egyformák ennyiből már tetszőleges szereplő esetén következtetéseket
vonhatunk le.

Legyen 0 < α < 1 adott. Az erőforrás elosztási folyamatot egy Xt, t = 1, 2, . . . , T Markov-
lánccal modellezzük, ahol Xt a folyamat állapotát jelöli közvetlenül azután, hogy az elosztó
átadta a t-edik egységnyi erőforrást.

Egy szereplő három darab állapotban lehet adott t időpontban:
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• Adott időszakban ő kapta az erőforrást. Ezt jelöljük K-val.

• Igénye van az elosztó felé. Ezt jelöljük G-vel.

• Feldolgozás alatt van nála korábban kapott erőforrás, azaz nem akkor kapta és igénye
sincs. Ezt pedig jelüljük F -fel.

Az (Xt) Markov-lánc állapottere álljon (i, j) párokból, ahol i a kitüntetett szereplő imént
bevezetett állapotait futhatja be, j az összes éppen F vagy K állapotban lévő szereplő
számát jelöli a maradék n−1 szereplő között. Ez összesen 3n−2 lehetséges állapot, mivel
ha a kitűntetett szereplő G vagy F állapotban van 1 ≤ j ≤ n−1, hiszen valaki más kapta
az erőforrást, ha pedik K állapotban van, akkor 0 ≤ j ≤ n− 1.
Vezessük be a következő jelölést a binomiális valószínűségekre:

pα(k, j) =

(
k

j

)
(1− α)jαk−j,

amely annak a valószínűségét adja meg, hogy k igénnyel nem rendelkező szereplő közül j
darabnak a következő időszakban sem lesz igénye. Valamint legyen βj =

1
n−j

.

Az (Xt) Markov-lánc átmeneti mátrixának felírásához ki szükséges számolni a P (u, v) =

P(Xt+1 = v | Xt = u) értékeket.

Az átmenetmátrix (G, k) állapothoz tartozó sora a következő:

P
(
(G, k), (G, j)

)
= pα(k, j − 1) (1− βj−1), 1 ≤ j ≤ min(k + 1, n− 1),

P
(
(G, k), (K, j)

)
= pα(k, j) βj, 0 ≤ j ≤ k

és mindenhol máshol 0.

Az átmenetmátrix (K, k) állapothoz tartozó sora a következő k < n− 1 esetén:

P
(
(K, k), (G, j)

)
= α pα(k, j − 1)(1− βj−1), 1 ≤ j ≤ min(k + 1, n− 1),

P
(
(K, k), (K, j)

)
= αpα(k, j)βj, 0 ≤ j ≤ k,

P
(
(K, k), (F, j)

)
= (1− α) pα(k, j − 1), 1 ≤ j ≤ min(k + 1, n− 1),

és mindenhol máshol 0.
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Amikor pedig k = n − 1 akkor mindenhol igazak az előző szabályok az alábbi két eset
kivételével:

P
(
(K,n− 1), (K,n− 1)

)
= α pα(n− 1, n− 1) βn−1 + pα(n, n) β0,

P
(
(K,n− 1), (F, n− 1)

)
= (1− α) pα(n− 1, n− 2) + pα(n, n) (1− β0).

Az átmenetmátrix (F, k) állapothoz tartozó sora pedig azonos a (K, k)-hoz tartozóval.

4.3. Közelítés a Markov-lánc CHT segítségével

Mivel a Markov-lánc állapottére véges és könnyen elenőrizhető, hogy irreducibilis, a 3.4.1
tétel szerint a lánc pozitív rekurrens. Ez azt jelenti, hogy 3.0.1 Tétel feltételei teljesülnek,
már csak egy a céljainknak megfelelő r : I → R függvényt kell választanunk.

Legyen K∗ = {(K, j) | j ∈ {0, 1, . . . , n− 1}}. Definiáljuk r függvényt az alábbi módon:

r(u) =

1, ha u ∈ K∗

0, u /∈ K∗

ez a függvény megmondja, hogy adott időpontban a kitüntetett szereplő kapte-e az erő-
forrást. Ennek segítségével YT =

∑T
t=1 r(Xt) módon is felírható YT .

Innentől minden adott a 3.0.1 Tétel alkalmazásához, hiszen az itt megadott Markov-lánc
irreducibilis, pozitív rekurrens és a tétel alkalmazásához szükséges tetszőleges függvényt
(jelen esetben r-t) is megadtuk.

Azaz jelen esetben jelölje µ =
∑

i∈I πir(i) ( a korábban látottak alapján µ = 1
n
) a függ-

vény stacionárius várható értékét, és a (3.3) összefüggésnek megfelelően r = (r(i))i∈I

módosítással

σ2(α) = r⊤Πdg(2Z − I − Π) r

értéket kapjuk. Valamint ekkor bármely kezdeti eloszlás mellett:∑T
k=1 r(Xk)− Tµ√

Tσ(α)

d−→ N (0, 1) (T → ∞).
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4.3.1. Tétel. Elég nagy T esetén élhetünk az alábbi becsléssel:

YT ≈ N
(
m, Tσ2(α)

)
.

Ezen eredményeket felhasználhatjuk q valószínűség felírására, ahol q egy szereplő sikerének
valószínűsége. Idézzük fel, hogy f függvényre f(x) jelöli annak a valószínűségét, hogy egy a
T időpontig x erőforrást begyűjtő szereplő milyen valószínűséggel oldotta meg a feladatot.
Ekkor f és YT segítségével q alábbi módon felírható:

q = E
(
f(YT )

)
≈
∫ ∞

−∞
f(x)

1√
T σ(α)

φ

(
x−m√
T σ(α)

)
dx.

ahol φ a standard normális eloszlás sűrűségfüggvényét jelöli.

A fenti leírásban még csak 1 darab szereplő esetén számoltuk ki a releváns valószí-
nűségeket. Van n szereplőnk, amelyek felhalmozott erőforrásmennyiségei T időpontig
YT,1, YT,2, . . . , YT,n. Jelölje Vi annak az eseménynek az indikátorváltozóját, hogy az i-edik
szereplő sikeresen teljesíti a feladatot.

Ekkor a feladatot sikeresen teljesítő szereplők száma

V =
n∑

i=1

Vi,

amelynek várható értéke

E(V ) =
n∑

i=1

E(Vi) = nE(V1) = nq.

Érdemes olyan f függvényt választani, amely a q számításának egy viszonylag egyszerű,
jól kezelhető módját adja. Ehhez tekintsük a következőt:

f(x) = Φ

(
x−mf

σf

)
,

ahol Φ(x) a standard normális eloszlás eloszlásfüggvénye. Itt mf az az erőforrás mennyi-
ség, amely 50%-os siker valószínűséget biztosít, azaz f(mf ) = 0.5, míg a σf paraméter
szabályozza az f függvény „meredekségét” mf környezetében.

Legyenek U és W független standard normális eloszlású valószínűségi változók, és defini-
áljuk

24



X = σfU +mf , YT =
√
T σ(α)W +m.

Ekkor

q = P(X < YT ) = P
(
σfU −

√
T σ(α)W < m−mf

)
= Φ

 m−mf√
σ2
f + Tσ2(α)

 .

Ebből láthatjuk, hogy ezen f választás mellett elegendő a standard normális eloszlásfügg-
vényt használni q kiszámításához.

4.3.2. Példa. Legyen f és q az imént megadott módon definiálva. Legyen T = 2000, mf =

200, σf = 10. Ábrázoljuk nq-t különboző α és n értékek mellett.

4.1. ábra. Sikeres szereplők várható száma.
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Megfigyelhetőek az alábbiak:

• Amikor m > mf viszonylag jelentős mértékben, azaz erőforrásbőség van, akkor vár-
hatóan nagyjából minden szereplő sikeres és α értékének nincs jelentős szerepe rög-
zített n mellett. Ezt a 4.1 ábrán 6 ≤ n ≤ 8 eseteknél láthatjuk.

• Amikor m > mf vagy m < mf kis mértékben, akkor már α értékének is van szemmel
látható szerepe rögzített n mellett. Ezt a 4.1 ábrán az n = 9 és n = 11 eseteknél
láthatjuk.

• Amikor mf = m, akkor várhatóan a szereplők fele sikeres tetszőleges α mellett. Ezt
a 4.1 ábrán az n = 10 esetnél láthatjuk.

• Amikor m < mf viszonylag nagy mértékben, azaz erőforrás szűkösség van, akkor
viszont várhatóan nem lesznek sikeres szereplők tetszőleges α mellett. Ezt a 4.1 ábrán
az n = 12 esetnél láthatjuk.

4.4. Az aszimptotikus variancia tulajdonságai

Láthattuk, hogy a várható érték egyszerűen jellemezhető, értéke csak n-től függ. A vari-
ancia vizsgálata ugyanakkor lényegesen összetettebb, és további vizsgálati lehetőségeket,
valamint nehézségeket is hordoz magában. Ebben a részben a variancia tulajdonságait
vizsgáljuk azok közül is egyet kitüntetetten.

4.4.1. Tétel. σ2(α) értéke csak α és n értékétől függ, ahol α ∈ (0, 1).

4.4.2. Megjegyzés. Láttuk már, hogy σ2(1) = 1
n
(1 − 1

n
). Így ez az érték valóban csak

n-től és α = 1 értékadástól függ.

Bizonyítás. (4.4.1 Tétel)
Amennyiben rátekintünk az átmeneti mátrixra a mérete n-től függ, az egyes értékek pedig
n és α értékétől. A stacionárius eloszlás 3.4 összefüggés szerint P átmeneti mátrixon kívül
csak n-től függő mátrixoktól és vektoroktól függ. Innentől pedig egyszerűen adódik, hogy
a fundamentális mátrix (3.2) is és azáltal a variancia is (3.3) csak n és α értékeitől függ.

□
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4.4.3. Következmény. A 4.4.1 Tétel alapján rögzített n esetén csak α értékétől függ
a variancia. Így van értelme vizsgálni rögzített n mellett különböző α paraméterértékek
melletti varianciák közötti relációt.

Ezen következmény nyomán tekintsük is meg a 4.2 ábrán néhány n értékre kirajzolva
σ2(α) értékeket 0 < α < 1 esetén. A 4.2 ábrán megfigyelhető, hogy a kirajzolt n értékek
esetén σ2(α) felülről korlátos 0 < α < 1 mellett. Valamint, hogy az az 0 < α < 1 érték,
ahol a kirajzolt n-re σ2(α) minimális, csökken, ahogy n nő.

4.2. ábra. Variancia rögzített n mellett különböző α értékekre.
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4.4.4. Tétel. Rögzített n > 1 mellett

σ2(α) < σ2(1) =
1

n
(1− 1

n
) tetszőleges α ∈ (0, 1) esetén.

A következő részben a 4.4.4 Tétel bizonyítása mellett a σ2(α) képletének átalakítására
és komponenseinek mélyebb megértésére is törekszünk. Kiindulásként idézzük fel σ2(α)

képletét:

σ2(α) = r⊤Πdg(2Z − I − Π) r.

Célunk a 3.4.7 Tételben található átírást is belevinni az elemzésbe, hiszen ez egy szemlé-
letesebb, jobban értelmezhető alakot eredményez.

Ehhez szükség lenne arra, hogy a modellben felvázolt P átmenetmátrix reguláris.

Az általunk definiált Markov-láncról már láttuk korábban, hogy irreducibilis. Ezen felül,
az átmeneti mátrix definiciójából az is látszik, hogy nem csak egy, de az összes főátlón
lévő elem pozitív, tehát 3.4.5 Állítás következtében P reguláris. Azaz σ2(α) képlete 3.4.7
Tétel segítségével átírható a következőképpen:

r⊤Πdg(2Z − I − Π) r = r⊤Πdg

(
I + 2(Z − I)− Π

)
r.

Először σ2(α) képletének átalakított alakját bontsuk tagokra.

r⊤Πdg

(
I + 2(Z − I))− Π

)
r = r⊤Πdg r + 2r⊤Πdg(Z − I) r − r⊤ΠdgΠ r.

Az első és utolsó tag értékének megállapításához tekintsük az alábbi két lemmát.

4.4.5. Lemma.

r⊤Πdg r =
∑
i∈R∗

πi = µ =
1

n
.

4.4.6. Lemma.

r⊤ΠdgΠ r = µ2 =
1

n2
.

Bizonyítás.

Vegyük észre, hogy Π = 1π⊤. Azaz,

r⊤ΠdgΠ r = r⊤Πdg1π
⊤ r = µ2.

□
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Ekkor ezen értékek behelyettesítésével a variancia képlete a következőképpen alakul:

r⊤Πdg r + 2r⊤Πdg(Z − I) r − r⊤ΠdgΠ r =
1

n
(1− 1

n
) + 2r⊤Πdg(Z − I) r.

Ekkor a 4.4.4 Tétel bizonyítása a következő problémára redukálódik:

σ2(α) < σ2(1) ⇐⇒ r⊤Πdg(Z − I) r < 0.

Azonban Z − I tag a 3.4.7 Tétel segítségével átírható, így

r⊤Πdg(Z − I) r < 0 ⇐⇒ r⊤Πdg

( ∞∑
t=1

(P t − Π)
)
r < 0.

A következő lépésben vigyük be a szummán belülre a kifejezés azon kívülre eső részeit.

r⊤Πdg

( ∞∑
t=1

(P t − Π)
)
r =

∞∑
t=1

(
r⊤Πdg(P

t − Π) r
)
=

∞∑
t=1

(
r⊤ΠdgP

t r − r⊤ΠdgΠ r
)
.

A 4.4.6 lemmából következik, hogy

r⊤ΠdgΠ r = µ2 =
1

n2
= µ

∑
i∈R∗

πi

Ezt be is helyettesíthetjük a kifejezésbe.

A kifejezés első része is átalakítható

r⊤ΠdgP
t r =

∑
i∈R∗

πi

∑
j∈R∗

P t
ij

módon.

Azaz,

r⊤Πdg

( ∞∑
t=1

(P t − Π)
)
r =

∞∑
t=1

(∑
i∈R∗

πi

( ∑
j∈R∗

(P t
ij − πj)

))
.

Ezen átalakítások után sokkal jobban látszódik, hogy miből is tevődik össze a variancia,
mint magából a kiinduló formulából. A 3.4.6 Tétel következményeként a szumma tag-
jainak abszolút értéke t növekedésével exponenciális ütemben csökken. Az azonban nem
látszik még, hogy a szumma tagjai milyen előjelűek lehetnek, ami fontos lenne 4.4.4 Tétel
bizonyításához.

Mielőtt belekezdenénk a 4.4.4 Tétel bizonyításába tekintsük még meg a következő átala-
kítást. Tegyük fel továbbá, hogy a Markov-lánc stacionárius.
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∑
i∈R∗

πi

∑
j∈R∗

P t
ij = P

(
X0 ∈ K∗, Xt ∈ K∗).

Bizonyítás. (4.4.4 Tétel.)
Vegyük a stacionárius Markov-láncunkat. Jelölje Zt azt, hogy a t-edik időpontban ki kapja
az erőforrást. Legyen a kitüntetett szereplőt jelölő szám 1 és a többi szereplőé 2, 3 . . . , n.

Az iménti átfogalmazások nyomán elég azt belátni, hogy minden t-re

P
(
Z0 = 1, Zt = 1

)
≤ 1

n2
.

Másképpen:

P
(
Z0 = 1, Zt = 1

)
= P

(
Z0 = 1

)P(Z0 = 1, Zt = 1
)

P
(
Z0 = 1

) =
1

n
P (Zt = 1 | Z0 = 1),

az kell, hogy

P(Zt = 1 | Z0 = 1) ≤ 1

n
.

Ehhez elégséges belátni, hogy 1 < i esetén

P(Zt = 1 | Z0 = 1) ≤ P(Zt = i | Z0 = 1).

Mivel ekkor

nP(Zt = 1 | Z0 = 1) ≤
n∑

i=1

P(Zt = i | Z0 = 1) = 1.

Ehhez rögzítsünk egy tetszőleges másik szereplőt is, legyen ez i = 2. Továbbá vegyük az
alábbi két eseményt:

1. A = {a 2-esnek nincs igénye 0. időpont végén}

2. B = {a 2-esnek van igénye 0. időpont végén}

Ekkor P (Zt = 2 | Z0 = 1) felbontható az alábbi módon:

P(Zt = 2 | Z0 = 1) = P(Zt = 2 | Z0 = 1, A)P(A | Z0 = 1)

+ P(Zt = 2 | Z0 = 1, B)P(B | Z0 = 1).
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Az első tagot nézzük, azaz A esemény szerint, amint 1-es szereplő megkapja az erőforrást
0. időpontban, de se neki se 2-es szereplőnek nincs igénye az első időpont legelején, tehát
ugyanabban az állapotban vannak így szimmetrikusak a jövőre nézve, azaz az 1. időpont-
ban kialakul a szimmetria. Másképpen ekkor 1-es és 2-es szereplő azonos valószínűséggel
jut t időpontban erőforráshoz, adott kezdeti feltétel mellett.

Gondoljuk meg, hogy a B esemény mellett mikor léphet fel szimmetria.

1. Az 1-es szereplőnek újra igénye támad mielőtt 2-es erőforráshoz jut. Amennyiben ez
s időpont igényleadási körében történik, akkor s időpontban alakul ki a szimmetria.

2. A 2-es szereplő erőforráshoz jut mielőtt 1-es szereplőnek újra igénye támad. Amennyi-
ben s− 1 időpont legvégén jut 2-es szereplő erőforráshoz, s időpont legelején szim-
metrikus helyzetben vannak (akár mondhatnánk, hogy s − 1 időszak végén, de ez
lényegét tekintve nem számít, hiszen semmeilyen változás nem történik egy időpont
legvége és az azt követő legeleje között).

Definiáljuk a következő megállási időt:

τ = inf{s ≥ 1 | 1 és 2 szimmetrikus helyzetbe kerül s időpontban}.

Eszerint a B esemény fennállása melletti esetet tovább tudjuk bontani a következő módon:

P(Zt = 2 | Z0 = 1, B) =
t∑

s=1

P(Zt = 2 | Z0 = 1, B, τ = s)P(τ = s | Z0 = 1, B)

+ P(Zt = 2 | Z0 = 1, B, τ > t)P(τ > t | Z0 = 1, B).

Mivel a szummában lévő tagokra fennáll a szimmatria legkésőbb t időpontig ezért itt
megint azonos esélyekkel pályázik mindkét szereplő t időpontban az erőforrásra.
Legvégül igaz az, hogy

P(Zt = 2 | Z0 = 1, B, τ > t) > P(Zt = 1 | Z0 = 1, B, τ > t) = 0.

Hiszen amennyiben nem alakul ki szimmetria legkésőbb t időpontig, akkor t időpontban
az erőforrás kiosztás előtt 2-es szereplőnek van igénye 1-es szereplőnek pedig nincs, így
1-es szereplő nem is kaphatja meg az erőforrást, míg 2-esnek van rá pozitív esélye.
Ahhoz, hogy ne lehessen az, hogy
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P (Zt = 1 | Z0 = 1) = P (Zt = i | Z0 = 1), ∀t ≥ 1

meg kell gondolni, hogy van legalább egy olyan t ≥ 1, melyre P(τ > t | Z0 = 1, B) > 0. Ez
azonban t = 1 esetén igaz, hiszen pozitív annak a valószínűsége, hogy 1-es szereplőnek nem
támad újra igénye az első időpontban és ennyi elég is, hiszen a megadott feltételek mellett
τ = 1 csak akkor lenne biztos esemény, ha 1-es szereplőnek biztosan igénye támadna az
első időpontban.

Ebből már következik, hogy

r⊤Πdg(Z − I) r =
∞∑
t=1

(
P
(
X0 ∈ K∗, Xt ∈ K∗)− 1

n2

)
< 0.

A korábbiak értelmében ezzel a 4.4.4 Tételt beláttuk.
□

Ezzel Garay J. és szerzőtársai [5] cikkének egyik sejtését sikerült belátnunk. Természetesen
továbbra is maradtak nyitott kérdések a modell kapcsán. Továbbá felmerülhet a modell
kibővítésének lehetősége is. Ezek néhány lehetséges irányáról röviden a következő részben
értekezünk.
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4.5. További kérdések és a modell lehetséges kiterjeszté-

sei

A dolgozat során a modell tulajdonságainak csupán egy kis szeletét vizsgáltuk, ugyanakkor
számos további kérdés is természetes módon felmerül. Ezek részben a jelenlegi modell
mélyebb elemzésére, részben pedig annak lehetséges általánosításaira vonatkoznak.

Az egyik korábban említett nyitott kérdés a variancia viselkedéséhez kapcsolódik. A 4.2
ábrán megfigyelhető, hogy rögzített n mellett a σ2(α) függvény minimuma nem ugyanazon
α értéknél helyezkedik el különböző n esetén. Az ábrán látottak arra utalnak, hogy a
minimumpont az n növekedésével csökken, ezért természetes kérdés, hogy általánosan
leírható-e valamilyen kapcsolat n és σ2(α) minimumhelye között.

A Markov-lánc CHT alkalmazásakor az r függvényt úgy választottuk meg, hogy az a
kitüntetett szereplő által megszerzett erőforrásokat számolja K∗ halmaz segítségével. A
modell azonban más mennyiségek vizsgálatára is lehetőséget ad. Például definiálhatók
olyan indikátorfüggvények is, amelyek azt mérik, hogy a kitüntetett szereplő mennyi időt
tölt igényállapotban vagy feldolgozási állapotban egy K∗-hoz hasonlóan definiált G∗ és
F ∗ segítségével. Ezek ugyan közvetlenül kevésbé kapcsolódnak a feladat sikeres teljesíté-
séhez, ugyanakkor az elosztó szempontjából fontos információt hordozhatnak a rendszer
terheltségéről és az erőforrásigények alakulásáról. Ugyanakkor a modell jelenlegi keretei
között ezen információk birtokában az elosztó nem tud korrigálni, hiszen egy időpontban
1 erőforrást tud kiosztani.

A modell alapvetően viszonylag szigorú egyszerűsítő feltevésekkel dolgozik. Feltételez-
tük például, hogy a szereplők teljesen egyformák, az elosztó mindenkit azonos módon
kezel, valamint időegységenként egy erőforrás kerül kiosztásra. Ezek a feltevések jelentő-
sen leegyszerűsítik a modell matematikai kezelhetőségét, ellenben valós helyzetekben csak
meglehetősen speciális és ritka esetekben teljesülnek.

Természetes gondolat többféle erőforrás bevezetése. Ebben az esetben az állapottér lénye-
gesen bővülne, hiszen minden erőforrástípushoz külön kellene nyomon követni az egyes
szereplők állapotait. Bizonyos feltételek mellett azonban az egyes erőforrásokhoz tarto-
zó folyamatok részben egymástól függetlenül is vizsgálhatók lennének, azaz az általunk
használt 1 erőforrásos modellt kellene minden erőforrásra nézni és valahogyan a siker
valószínűségének megállapításához összeegyeztetni.
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További általánosításként felmerülhet, hogy a szereplők különböző sebességgel dolgozzák
fel az erőforrásokat. Ebben az esetben az egyes szereplők eltérő paraméterekkel rendel-
keznének, ami várhatóan jelentősen módosítaná a stacionárius viselkedést és a variancia
szerkezetét is. Továbbá a jelen struktúra mellett adott típusú kitüntetett szereplő mellett
más-más Markov-láncot kapunk jóval nehezebben felírható átmeneti valószínűségekkel.
Érdekes kérdés lehet annak vizsgálata, hogy a gyorsabban feldolgozó szereplők milyen
mértékű előnyre tesznek szert hosszú távon, de bármilyen gyorsaságú szereplő kitűnteté-
sével a Markov-lánc felírásakor vizsgálható az ő teljesítménye.

Az elosztási mechanizmus módosítása szintén új dimenziókat nyithat a modell komplexitá-
sa szempontjából. Elképzelhető például olyan modell, amelyben az elosztó nem egyforma
valószínűséggel választ a szereplők közül, hanem bizonyos szereplőket előnyben részesít.
Ilyenkor már nem elegendő csupán az igénnyel rendelkező szereplők számát figyelembe
venni, hanem az egyes szereplők preferenciasorrendben elfoglalt helye is lényeges szerepet
játszik az átmeneti valószínűségek meghatározásában. Ez az átmenetmátrix szerkezetét
jelentősen bonyolultabbá teszi, és a jelenlegi modell szimmetriatulajdonságai sem marad-
nak fenn. Ráadásul megint fellépp annak a problematikája, hogy a preferenciasorrendben
különböző helyet elfoglaló szereplők kitüntetett szereplőnek való választásával lényegesen
más átmeneti mátrixot kaphatunk.
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5. fejezet

Összefoglalás

Dolgozatomban a valószínűségszámítás egyik fontos területével, a Markov-láncokra vo-
natkozó centrális határeloszlás-tétellel és annak alkalmazhatóságával foglalkoztam. A dol-
gozat első részében bemutattam a tétel belátásához szükséges elméleti hátteret, majd
megtekintettük a Markov-lánc CHT egy bizonyítását.

Ezt követően átnéztük, hogy véges állapottér esetén milyen mátrixalgebrai összefüggések
segíthetnek a Markov-lánc CHT-hoz szükséges mennyiségek, azaz a várható érték és a
variancia, kiszámításához.

A Markov-lánc CHT alkalmazásaként egy biológiai inspirációjú modellt, Garay J. és szer-
zőtársai által vizsgált "A tactical model of offspring begging" modell adaptációját vizsgál-
tam. A modellben a szereplők erőforrásigényének alakulását és az erőforrások elosztásának
folyamatát Markov-lánc segítségével írtam le. A Markov-lánc hosszú távú viselkedését a
CHT segítségével vizsgáltam, amely lehetővé tette az erőforráseloszlás és a sikerességi
valószínűségek hosszú távú jellemzését.

A modell elemzése során részletesen foglalkoztam az igényképződési rátát leíró α para-
méter és a varianciája közötti kapcsolattal. A fundamentális mátrix átírásával sikerült a
variancia formuláját olyan alakra hozni, amely jobban értelmezhető részekre bontja az
intuitíven nehezen érthető mátrixos alakot. Ennek segítségével beláttam, hogy rögzített
szereplőszám mellett minden α ∈ (0, 1) esetén σ2(α) < σ2(1), amivel sikerült igazolni
Garay J. és szerzőtársai sejtését.

A dolgozat végén röviden kitértem a modell lehetséges továbbfejlesztési irányaira is. Ezek
közé tartozik például a heterogén szereplők vizsgálata vagy akár többféle erőforrás beve-
zetése.
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Mesterséges Intelligencia használat

Alulírott, Lucey Denis András, nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészítése során az
alább felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI alapú eszközöket alkalmaztam:

Feladat Felhasznált

eszköz

Felhasználás helye

LaTeX jelölések kere-
sése

GPT-5.5 Teljes dolgozat.

Nyelvhelyesség ellen-
őrzése

GPT-5.5 Teljes dolgozat.

Programkód debuggo-
lása

GPT-5.5 Minden saját írású R kód részt
a GPT-5.5 segítségével debuggol-
tam szükség esetén.

Ábrakészítés GPT-5.5 Az összes ábra R kódja.

LaTeX táblázat készí-
tése

GPT-5.5 Ennek a táblázatnak az elkészíté-
se.

A felsoroltakon túl más MI alapú eszközt nem használtam.
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