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1. fejezet
Bevezetés

A valdszintiségszamités klasszikus eredményei koziil az egyik legfontosabb és legismertebb
a centrélis hatareloszlas-tétel, amely kapcsolatot teremt nagyszamiu fliggetlen valoszini-
ségi valtozo Osszege — megfelel6 normélas mellett — és a normalis eloszlas kozott. A
CHT hagyomanyos formaja az azonos eloszlast és fliggetlen mintakra vonatkozik, azon-
ban természetes modon felmeriil a kérdés, hogy létezhet-e a tételnek olyan alakja, amely

a fliggetlenség feltétele nélkiil is alkalmazhato.

A Markov-lancok egy fontos és széles korben alkalmazott speciélis esetét adjak azoknak
a sztochasztikus folyamatoknak, amelyekben idében fiiggGségi viszony all fenn az egyes
elemek kozott. A dolgozat egy jelentds hanyada azzal foglalkozik, hogy milyen feltételek

mellett lesz igaz a Markov-lancokra is valamilyen CHT.

A mésodik fejezetben bevezetjiikk a Markov-lanc fogalmat, valamint végigvessziik azokat

a fogalmakat és tulajdonsagokat, melyekre a Markov-lanc CHT belatasahoz sziikség lesz.

A harmadik fejezetben megfogalmazzuk a Markov-lancokra vonatkozo6 centralis hatareloszlas-
tételt, és bemutatjuk annak bizonyitasat. Tovabba az alkalmazhatosigot segits allitasokat

is bemutatunk véges allapotér esetén.

A negyedik fejezetben a Markov-lanc CHT egy alkalmazaséval fogunk foglalkozni. Ehhez
Garay J. és szerzGtarsai altal irt cikkben [5] talalhato "A tactical model of offspring
begging" modelljét vessziik alapul. A modell felépitésén tul a cikkben talalhato egy nem

bizonyitott allitast is korbejarunk és be is bizonyitunk.



2. fejezet
Alapfogalmak

Ebben a fejezetben a Markov-lanc CHT belatasahoz sziikséges legfontosabb definicidkat,

allitasokat tekintjiik at vazlatosan.

2.1. Markov-lanc

Adott (€2, A, P) valoszintségi mezd, valamint (I, B) mérhetd tér, amit allapottérnek neve-
ziink. Mivel diszkrét ideji Markov-lancokat fogunk vizsgélni, legyen T'= {0, 1,2,3,... }.
Valamint X; : Q — I (¢ € T') valoszintiségi valtozo, ezek Osszességét pedig sztochasztikus

folyamatnak nevezziik. Végiil definidljuk F; = o(X : s < t) o-algebrat.

2.1.1. Definicidé. A sztochasztikus folyamat teljesiti a Markov-tulajdonsdgot, ha m > n

és tetszdleges B € B mérhetd halmazra:
P(X,, € B|F,) =PX,, € B| X,).

Markov-lancnak neveziink olyan Markov-tulajdonsdggal rendelkezd sztochasztikus folya-
matot, melyre I dllapottér eqy megszamldalhato halmaz. Markov-ldnc esetén a Markov-

tulajdonsdg dtfogalmazhato a kévetkezd modon: m > n és i,ig,...,1, € I esetén

P(Xp=1|Xo=1t0, X1 =i1,....,.Xpn=1) =P(Xp, =i | X, = ).

A tovabbiakban feltessziik, hogy az atmeneti valoszintiségek homogének, azaz n > m és

1,7 € I esetén:

P(X, =j | X =1)=pi) ™.
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Vagyis az allapotok kozotti &tmenet valoszintsége csak az eltelt id6tol fligg.

2.1.2. Definicié. Legyen i,j € I és jelolje p;; = P(X,41 = j | X, = 1) az egylépéses
dtmeneti valdszintséget. Ekkor P = (pi;)ijer mdtrizot dtmeneti mdtriznak, elemeit pedig

datmeneti valosziniségeknek nevezziik.

2.1.3. Definicié. Legyen i,j € I.

)

o Azt mondjuk, hogy i dllapotbdl elérhetd j dllapot, ha In > 0, hogy piy > 0.

o Amennyiben 1 és j-bdl kolcsiondsen el tudjuk érni a mdsikat azt mondjuk, hogy kéz-

lekednek. Ez eqy ekvivalenciareldcio.
o gy Markov-lanc irreducibilis, ha egyetlen ekvivalencia osztalybol dll.

o Az dllapot lényeges, ha i-bdl elérhetd dllapotokbol © viszont elérhetd.

2.1.4. Definicid. Legyeni € I. A {n > 0 : pz(in) > 0} halmaz legnagyobb kozos osztdjdt

az i dllapot periodusdnak nevezziik.

2.1.5. Definicio. Legyen {X:}ier egy folyamat. Azt mondjuk, hogy teljesil rd az erds
Markov tulajdonsdg, ha minden véges T megdlldsi iddre, minden s > 0-ra és minden B

mérhetd halmazra:
P(X,,s € B| F,) =P(X.4s € B| X,).

2.1.6. Tétel. [1, 2.12 Tétel|
Minden diszkrét ideji Markov-lanc teljesiti az erds Markov-tulajdonsdgot. Ebbdl kivetke-
zik, hogy a lanc a T megdlldsi idéponttol kezdve a maltbeli dllapotoktol figgetlendl ujrain-

dul, azaz IP’(XH_,C =7 | X, = 2) = pgf) tetszoleges i,7 € I és k > 1 esetén.

Bizonyitas. Diszkrét ideji Markov-lanc esetén az F, o-algebra atomos, egy atom &lta-
lanos alakja:
C:{T:m7 X0:i07 Xlzila 7Xm:,lm}

Ezért az er6s Markov-tulajdonsag belatasahoz azt kell igazolnunk, hogy tetszdleges k, m,

19, . . . 1, €setén

P(Xre=j|T=mXo=1io,..., X1 =tim-1, X = 1) =P(Xpp = j | X; = 0).



A bal oldal a Markov-tulajdonsdg miatt pw A jobb oldal az alabbi szamolas nyoman

szintén p . Bontsuk fel a feltételes valoszintiséget a {7 = m} események szerint:

P(Xrx=j | Xr=0) =) PXpsx=j| X =i, 7=m)P(r =m | X, = i)

m=0

—p”)ZIF’T—m\X =)= p”.

Mindezekbdl adodik, hogy a lanc a 7 megallasi id6ponttol kezdve a multbeli allapotoktol
fiiggetlentil valoban djraindul.
OJ

2.2. Rekurrencia

Legyenek 7,7 € I, és n > 1 esetén definialjuk

O =P(X, =g, Xy #4, k=1,2,...,n— 1] Xy =1).

v

Tovabba
f Zfz] ’ mzzzn Z(Zn)
n=1 n=1

Végiil legyen

Gij = IP’(Xn = j végtelen sok n > 1 esetén | X = z)

2.2.1. Definicid. Legyen i € I. Ha f}; = 1, akkor az i dllapotot rekurrensnek (vagy
visszatérdnek) nevezziik, ellenkezd esetben tranziensnek.
Ha i rekurrens, akkor dtlagos visszatérési ideje m;. Amennyiben m; < +o0, az i dllapot

pozitiv rekurrens, ellenkezd esetben nulla rekurrens.

2.2.2. Tétel. [1, 2.11. Tétel|
lgazak a kévetkezdk:

1. gij = [ 9i5-



2. Ha 1 dllapot rekurrens dllapot, akkor g; = 1, ha pedig v tranziens, akkor g; = 0.

3. Ha gi; = 1 és f; > 0, akkor g;; = 1. A fenti azonossdg miatt ekkor fj; = 1 és
95 = 1.

2.2.3. Tétel. [3, Theorem 1.5.3.]
Legyen i € I. Ekkor igaz, hogy

[e.o]
i rekurrens <= Zpgf ) = 0.
n=0

Tovdbbd

o0
1 tranziens < Zpg?) < 0.
n=0

=0,

2.2.4. Kovetkezmény. Legyen i € I tranziens dllapot. Ekkor lim,,_,. p;;” =
2.2.5. Tétel. [3, Theorem 1.5.4]
Legyen C' egy osztdly. Ekkor vagy C minden dllapota tranziens, vagy C' minden dllapota

rekurrens. Mds szoval a rekurrencia osztdlytulajdonsdg.

Bizonyitas. Elég beldtni, hogy osztalyon beliil, ha van tranziens éllapot, akkor az 0sszes
az. Legyen 1,5 € C két allapot, és tegyiik fel, hogy ¢ tranziens. Ekkor léteznek n,m > 0
szamok gy, hogy

pgl) >0 és pi™ >0,

7t

és minden r > 0 esetén

i = o) ol

Ebbol kovetkezik, hogy

(1) L N () L N0
>_ry < () (m) >_n S > _nii <o, (2.1)
r=0 Pi; Pji " r=0 Dij Pji " =0

a Tétel alapjan.

Ekkor ismét a [2.2.3) Tétel szerint j is tranziens. Tehat az osztalyon beliil minden allapot

tranziens.
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2.2.6. Allitas. [1, 2.16. Tétel]
Legyen i € I eqy d periodusi rekurrens dllapot. Ekkor

(nd)

2.2.7. Kovetkezmény. Egy i € I dllapot pozitiv rekurrens <= lim, . p; = > 0.

2.2.8. Tétel. [1, 15.0ldal alja/

A pozitiv rekurrencia osztdlytulajdonsdg.

Bizonyitas. Legyen C' egy osztaly, 7,7 € C két allapot, és tegyiik fel, hogy j pozitiv

rekurrens. Ekkor léteznek n, m > 0 szamok dgy, hogy

(n

pi]) >0 é pi™ >0,

i
és minden k£ > 0 esetén

l(;l—i—kd-ﬁ—m) > l(]n) py;d) pg;n).

Mivel limy_, pg-k-d) > 0, ezért a bal oldal is pozitiv, igy a[2.2.7| Kévetkezmény alapjan i is

pozitiv rekurrens.

O

Az iméntiek értelmében van értelme irreducibilis, pozitiv rekurrens Markov-lancrol be-

szélni.

2.3. Stacionarius eloszlas

2.3.1. Definicié. Adott P dtmeneti mdtriz. A (p;)ier eloszlds staciondrius, ha = pP,

azaz i = Zkel WiPri minden 1 € I esetén.

Azaz, ha a Markov-lancot stacionarius eloszlasbol inditjuk, akkor az eloszlas id6ben nem

valtozik.

2.3.2. Tétel. [3, Theorem 1.7.7.]
Legyen { X, }n>o0 egy irreducibilis, pozitiv rekurrens Markov-lanc. Ekkor a ldncnak egyér-

telmien létezik staciondrius eloszldsa (m;)ier, amelyre minden i € I esetén

1
7TZ':—>O.
m;
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2.3.3. Tétel. [1, 2.22. Tétel|
Legyen C' lényeges osztaly. Ekkor az

wi =Y wpri, i€C

kel

egyenletrendszer abszolut konvergens megolddsai:

1. Ha C tranziens vagy nulla rekurrens, akkor csak a trividlis u; = 0 megoldds létezik.

2. Ha C pozitiv rekurrens, akkor a (7;)icc staciondrius eloszlds konstansszorosai.

2.3.4. Kovetkezmény. I[rreducibilis Markov lancnak, ha van staciondrius eloszldsa, ak-

kor pozitiv rekurrens.
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3. fejezet

Markov-lanc CHT

Rendhagy6 médon el6szor kimondjuk a Markov-lanc CHT-t miel6tt az 6sszes benne sze-

replé fogalmat definialnéank.

3.0.1. Tétel. /1, 2.30 Tétell

Legyen { X, }n>o0 egy irreducibilis, pozitiv rekurrens Markov-ldnc m staciondrius eloszldssal
és vegyiink egy f: I — R fiigguényt. Legyen Z(f) = > ., f(i) m; sor abszohit konvergens.
Tovdbbd vezessiik be a Vi, = Yy, — Z(f) (The1 — ) vdltozdt. Ekkor ha 0 < D?*(V},) < oo,
akkor

nm D2(V,) ’

n — 00).

3.1. Markov-lancok funkcionaljai
Az ebben a részben latottakrol bévebben [2, Part I, §14] helyen olvashatunk.

3.1.1. Definicio. Vegyiink eqy { X, }n>o irreducibilis, rekurrens Markov-ldncot, valamint
legyen f: I — R . Ekkor a

Zn = f(Xn)

sorozatot, { X, }n>0 Markov-ldnc funkciondljinak nevezziik.

Tekintsiik S, = > ",_, Z), Osszeg egy felbontasat. Ehhez jeloljiink ki egy tetszéleges i € I

allapotot. Valamint tekintsiik az aldbbi megallasi id6 sorozatot:

O=mo<nn<...,

11



ahol 7, az n-edik alkalom, hogy X, i-ben jar. Ezen feliil definialjuk ¢(n) valoszintiségi

valtozot, ami megadja, hogy n id6pontig hanyszor jartunk i-ben. Azaz,

Totn) <N < To(n)+1

esetén, felbontasz formulanak nevezziik:

T1—1 —17p41-1 4(n)—1
IEEIEEE DD IERE SR SRCORS SRR
S=Th k= =Ti(n) h=1
Altaldnosabban:
The1—1 min(71—1,n) 0 h(l E( ): 0,
Zg, Y/ — Z7 Y// —
Z ) Z b Vi) Z Zi ha t(n) > 0.
k= Te(n)

3.1.3. Megjegyzés. A Tételbol kovetkezik, hogy az Yy valdszindségi vdltozok fiig-

getlenek és azonos eloszldsiak.

3.2. A bizonyitasdhoz sziikséges segéderedmények

3.2.1. Tétel. [1, 2.28 Tétel]
A Tétel feltételei mellett a kévetkezd is igaz:

1 n
—Zf(Xk) — Z(f) 1-valdsziniséggel.
n

Tovabbad a bizonyitdsbol kederiil, hogy

T
By - TV
T
Ebbol pedig kovetkezik, hogy
I(f—-1

3.2.2. Lemma. [I, 2.31 Lemma/
P(n — Ti(n) = t) < ¢, ahol limy_,o ¢y = 0.

12



Bizonyitas. Legyen n > t, valamint jelolje 7 az i kitlintetett allapotba valo visszatérés

lépésszamat.
n n—1
P(n — Ty > t) = Z P(n — 7oy = 8) = Y _P(Xp_y =) P(7 > 5) + P( > n)
s=t

—Z]P’ nes =1) qu +P(r > n) <sz” +P(r > t)

k=s+1 s=t k=s+1
- Z (k— t)fi(ik) +P(r > t) =
k=t+1

Mivel pozitiv rekurrens Markov-lancot vizsgalunk m; = > 7 n f(”) < 00, ezért ci-ben
a szumma rész 0-hoz tart. Ezen felill pedig 7 1-valoszintiséggel véges, hiszen P(1; >
t)=> 1, 41 fl(lk) , ami szintén m; abszolit konvergenciaja miatt 0-hoz tart. Osszegezve ¢,
valoban 0-hoz tart.

O

3.2.3. Lemma. /2, Part I, §14, Theorem 8.]
Y”(TL)

S8l 550, ahol ¢(n) pozitiv és lim, o ¢(n) = oo,

A felbontdsi formula jelolését haszndlva

Bizonyitas. Legyen €, > 0 adott. Tetsz6leges t > 0-ra

Tg(n)-i-s

P([Y"(n)| = ¢(n)e) < (1)f1<1§%| > Zil = ¢(n)e) +P(n — 7yny > 1)
Jj= Te(n)

A mésodik tagrol Lemma miatt tudjuk, hogy elég nagy ¢ mellett < g, és mivel az
elsd tag belsejében n-tdl fiiggetlen 1-valoszintiséggel véges valoszintiségi valtozo taladlhato,

igy elég nagy n esetén < §/2.
0

3.2.4. Lemma. A felbontdsi formula jelolését haszndlva };((:)) L 0, ahol ¢(n) pozitiv és

lim,, 0 P(n) = 0.
Bizonyitas. Legyen €, > 0 adott.
Mivel [Y'(n)] < >05, ' 7., azaz egy n-t6l fiiggetlen 1-valoszintséggel veges valoszintiségi
valtozoval majoralhato, igy elég nagy n esetén P(|Y'(n)| > ¢(n)e) <
0

Az el6bbi lemmé&hoz anal6g modon adodik a kdvetkezs lemma.

13



3.2.5. Lemma.

o) 550, ahol ¢(n) pozitiv és lim, e (n) = .

3.2.6. Lemma. [/, Chapter 3, Theorem 1.6] (Kolmogorov egyenlétlenség)
Legyenek V; fiiggetlen, nulla vdrhato értéki, véges szordsu valosziniségi vdltozok. Ekkor

minden ¢ > 0 esetén

A tétel bizonyitasa elétt > ), f(Xy) —nZ(f) kifejezést irjuk at a felbontési formula és a

tétel leirasaban bevezetett valtozok segitségével:

Zf (Xr) —nZ(f Z Vi +Y"(n) = Z(f)(n — 1oy + 1) (3.1)

3.2.7. Lemma. [/, Chapter 5, Theorem 11.4.] (Cramér-Szluckij lemma)
Legyenek X1, Xo, ... és Y1,Ys, ... valdsziniségi valtozok. Tegyiik fel, hogy

X, %X 6 V,5a (n — 00),

ahol a € R eqy konstans. Ekkor

X, +Y, % X+t
X,-Y, % X—q

X, Y, % X-a,

X, a X

— — 0.
Y, — a’ a7

Most méar minden adott a [3.0.1] Tétel bizonyitasahoz.
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3.3. A Markov-lanc CHT bizonyitasa

Bizonyitas. (3.0.1| Tétel)
A lemmainkbol kovetkezik, hogy a (3.1) egyenletet leosztjuk /nm; D?(V},) taggal és n-
nel tartunk a végtelenbe akkor a [3.2.2 [3.2.3] 3.2.4] [3.2.5] Lemmak miatt a jobb oldal

masodik tagjat leszamitva mindenkirdl tudjuk, hogy sztochasztikusan 0-hoz tart. Ezért a

Cramér-Szluckij lemma miatt elég az aldbbit belatni:

> Vi

nm; D2(V},)
Célunk a kozonséges CHT-re hivatkozni, ezt azonban ¢(n) véletlen valtozo mellett nem
lehet. Legyen n* = |nm;| + 1 ekkor a CHT kovetkeztében

4 N(0,1).

DYy 4 N(0,1).
n*D2(V},) ’

Legyen adott €, € (0,1). Legyen

n' = |nm(l=9)], é n"=|nm(l+0)]—1.

Tovabba definialjuk tetszéleges m > 0 mellett a kévetkezs halmazcesaladot:

A, ={n" <ln)—1<n", ¥Yn>m}.

Ezen halmazokra igaz, hogy k <[ esetén A, C A;, tovabba:

L(n >
{% — m} - goAm.
A bal oldali esemény 1 valosziniségd, hiszen ha a m Tételt alkalmazzuk f(-) = L;y(-)
mellett, pont a kivant eredményt kapjuk. Ebbdl kvetkezik, hogy létezik m(e), hogy min-
den n > m(e) esetén P(A4,) > 1 —¢e és n* <n” (n* > n’ mindig igaz). Legyen n > m(e)
és w € Ay ) ekkor:

h=1 h=1 h=1 h=1 h=1 h=1
g(n)_l n/ n* ’I’L, h/

<3 ) - Y|+ V) - )| 2 mas | 3 vt
h=1 h=1 h=1 h=1 - h=n'+41




Az iménti atalakitas és a Kolmogorov egyenlGtlenség miatt igaz a kovetkezd:

4(n" —n")E(V}?)  8mn
> * 2 < h/ _ v
(n S 2 eyfn E(Vh)> - AnE(VR) cn*

S6t § = & és ¢ = € mellett < 8¢ is igaz, tehat a tovabbiakban tartsuk meg ezt az

> v

h=n’'+1

értékadast. Az eddigieket Gsszerakva kapjuk a kovetkezdt:

£(n)—1

P Z Vh—ZVh > e/ E(V2) | <P(Q\Awe) + 8;27” < e+ 8 <O

Mivel ez tetszGleges € > 0 esetén igaz igy a Cramér-Szluckij lemma miatt

£(n)—1
2nzt Vo4, N(0,1).
n*]D)2(Vh)

Amenniyben n*-ot ki tudjuk cserélni nm;-re készen is volnank. Azonban mivel
R*DQ(Vh)
nﬂ'iDZ(Vh) n—00

igy a Cramér-Szluckij lemma miatt készen vagyunk.

3.4. A Markov-lanc CHT véges allapottér esetén

A tétel alkalmazhatosaganak fontos része, hogy az ahhoz sziikséges értékeket a lehetd
legegyszertibben ki tudjuk szdmolni. Ebben az esetben ez leginkdbb m;D?(V},) hatékony
kiszamitésa fontos. Mivel véges allapotterti Markov-lancokat fogunk a tovabbiakban vizs-

gélni ezért erre az esetre keressiik m;D%(V},) egy hatékony felirasét.

3.4.1. Tétel. [7, Section 6.6 , Theorem 1]
Véges dllapottertd irreducibilis Markov-ldncok esetén a staciondrius eloszlds egyértelmiien

létezik. Ekkor a kovetkezmény értelmében ezek a ldncok pozitiv rekurrensek.
Csiszar V. jegyzetének [1] 29-30. oldala alapjan véges allapottér esetén vektorok és méat-

rixok segitségével is felirhatjuk mD?(V},) -t. Legyen az allapotok szédma s, a lanc atme-

netméatrixa P. Legyenek I, A, I, I, s X s méretd matrixok. Az I, az egységmatrix, A

16



minden eleme 1, II-nek pedig minden sordba a stacionarius eloszléast irjuk, azaz az (i, j)-
edik eleme ;. Tovabba Il4, legyen diagonalis matrix, melynek féatlojaba a stacionarius
eloszlast irjuk, a tobbi eleme O.

Legyen

Z=I,—P+1)" (3.2)

az ugynevezett fundamentélis matrix.

Végiil legyen f = (f(i));esr oszlopvektor.
3.4.2. Tétel. Az imént bevezetett jelolések mellett véges dllapotterd Markov-ldnc esetén
mD*(Vy) = fT g (27 — I, — TI) f. (3.3)

Valamint  kiszamoldsdhoz haszndlhato az alabbi képlet:

l=1"(I, - P+ A (3.4)

A kettd koziil a stacionarius eloszlasra vonatkozo formula az, ami egyszerten kijon. Hiszen

(I, —P+A)=n" -7l +1=1.

Innen mindkét oldalt szorozva a kovetkezé kifejezéssel (I,— P+ A)~! adodik az dsszefiiggés.
Ehhez elengedhetetlen, hogy irreducibilis pozitiv rekurrens esetben az imént megadott

inverz létezik.
Tekintsiink egy egyszert példat.

3.4.3. Példa. Legyen s =3, f(x) = 2% és I = {1,2,3}. Ekkor fT = (1, 4, 9).

Legyen az datmenetmdtrix

0.5 03 0.2
P=102 05 03
0.3 03 04

A tobbi elem kiszdmoldsa eldtt szikségink lesz m staciondrius eloszldsra, amit a ((3.4)

dsszefliggés segitségével szamolunk ki. Ezek alapjdin

7T = (0.328125, 0.375, 0.296875)
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Ezzel mdr minden adott Z kiszdmoldsdhoz. Az eredmény (3.2) alapjdn

1.2265625 —0.09375 —0.1328125
Z = | —0.1796875 1.15625  0.0234375
—0.0234375 —0.09375 1.1171875

Igy nem maradt mds hdtra, mint ©;D?(V3,) kiszdmitdsa a (3.3)) dsszefiiggés segitségéuvel.

mD?*(V;,) = 14.71875.

Az eddigiekben pozitiv rekurrens esetben vizsgaltuk ezeket az Gjonnan bevezetett fogal-
makat. Azonban a Z fundamentéalis matrix megértéséhez és atirasdhoz, amire a kovetke-

z6kben még sziikségilink lesz, 6j fogalmat kell bevezetni.

3.4.4. Definicié. P dtmeneti mdtrixz requldris Markov-ldnc dtmeneti mdtriza (tovdbbi-
akban reguldris) ha létezik N > 0, hogy PN minden eleme nagyobb, mint 0. Azaz N
lépés utdn a Markov-lanc, amely dtmeneti madtrizdrol beszéliink, pozitiv valosziniséggel

van minden dllapotban tetszdleges kezdeti eloszlds esetén.

3.4.5. Allitas. Amennyiben {X, },>0 véges dllapotterd Markov-ldnc irreducibilis és léte-

zik v € I melyre p;; > 0, akkor P reguldris.

Bizonyitas.
Legyen j,k € I tetszéleges allapotok. Ekkor létezik m;,n, > 0, hogy pﬁnj),pl(.g’“) > 0.
Ebbdl kévetkezik, hogy
mi+l+n m; ) (n
p;k;J+ s Pg-i j)pgi)pgkk) > 0.
Mivel pg) > 0 tetszoleges | > 0 esetén. Igy N = max; ke (m; + ny) valasztassal meg is
talaltunk egy olyan szdmot, melyre P matrix minden értéke pozitiv.
U

3.4.6. Tétel. [6, Theorem 4.1.4 / Theorem 4.1.5]
Legyen P requldris atmenetmdtriz. Ekkor P™ hatvanyok 11 mdtrizhoz tartanak exponenci-

alis sebességgel.
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3.4.7. Tétel. [6, Theorem 4.3.1]

Legyen P egy reguldris Markov-ldnc dtmeneti matriza. Ekkor

Z=(I—(P-T))"

létezik, és

Tovdabba dtrendezés utdn
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4. fejezet

Alkalmazas

Ebben a fejezetben Garay J. és szerzdtarsai altal irt cikkben [5] megtalalhato "A tacti-
cal model of offspring begging" modelljére alapozzuk vizsgélatainkat. Azonban a modell
sokkal altalanosabban is megfogalmazhato, mint a madarak taplalkozésa, ezért egy atfo-

galmazassal fogunk dolgozni.

4.1. A modell leirasa
A modell szerepldi, céljai és igényei:

e A rendszerben n egyforma szerepld vesz részt. Minden szereplé ugyanazt a feladatot
szeretné megoldani a 0 < T id6pont végéig (T-r6l feltessziik hogy elég nagy). A

feladat elvégzéséhez egy adott erdforrasra van sziikségiik (tovabbiakban: erdforras).

e Adott ezen feliil egy az eréforréast a szereplék kozott eloszto szerepld (tovabbiakban:

eloszt6). Az eloszto nem tesz kiilonbséget a szereplsk kozott.

Minden 0 <t < T id6pontban a szereplének lehet&sége van eréforrasra vonatkozo igényt
jelezni az eloszto felé. Az elosztd az igényt jelzd szereplSk koziil véletlenszertien az egyik-
nek ad 1 egységnyi erdforrdast. Amennyiben senki nem jelzett igényt az n szerepld koziil,
véletlenszertien kioszt egy egységnyi erdforrast az egyik szereplének az eloszto. Ez azt

jelenti, hogy az elosztd pontosan T' darab eréforrast oszt ki.

Feltessziik, hogy miutan egy szerepld igénye kielégiilt, 0 < av < 1 paramétert geometriai

eloszlas szerint tamad tjra igénye az azt kovetkezd idé6pontokban. Azaz,
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e ha t id6pont végén adott szereplének nincs igénye az eloszto felé, azaz mar az elején
sem volt vagy kielégiilt az igénye, akkor ¢ + 1 id6pontban (1 — «) valosziniiséggel

tovabbra sem lesz és o valoszintiséggel lesz.

e Ha t id6pont végén adott szereplének volt igénye az eloszto felé, azaz nem elégiilt

ki az igénye, akkor megmarad az igénye t + 1 idépontra.

Vizsgalatunk targya, hogy varhatéan hany szerepls tudja teljesiteni a feladatot. Jeldlje
q annak a valdszintiségét, hogy egy kitlintetett szerepld teljesitette a feladatot. Legyen
f olyan fiiggvény, melyre f(z) jeloli annak a valoszintiségét, hogy egy a T id&pontig
x erSforrast begytijté szerepld milyen valoszintiséggel oldotta meg a feladatot. Tovabba

jelolje Yr egy kitiintetett szerepls altal T idGpontig begytijtott eréforras mennyiségét.

4.1.1. Megjegyzés. Mivel minden szerepld egyforma, tehdt viselkedésiik is azonos, igy

amennyiben ugyanolyan igényekkel indulnak (példdul kezdetben mindenkinek igénye van)

akkor T
=E(Yy) = —.
m (Yr) p

4.1.2. Megjegyzés. A szerepldk mindegyike minden idépontban igénnyel lép fel az elosz-
toval szemben oo = 1 esetén. Tehdt ebben az esetben Yr ~ Binom(T, %) Ez pedig kozelithetd

az aldbbi maddon:

Yr = N (m, To*(1)), ahol o*(1) = 1 (1 — l) .

n n

A tovabbiakban majd hasonlé becslést adunk tetszéleges 0 < a < 1 esetén Yr eloszlaséra.

4.2. Markov-lanc bevezetése

Olyan Markov-lancot szeretnénk felirni, melynek a lehetd legkevesebb allapota van, de nyo-
mon lehet segitségével kovetni egy adott szerepls altal begytijtott eréforrds mennyiségét.
Mivel a szereplsk egyformak ennyibdl mar tetszéleges szerepls esetén kovetkeztetéseket

vonhatunk le.

Legyen 0 < o < 1 adott. Az erdforras elosztasi folyamatot egy Xy, t = 1,2, ..., T Markov-
lanccal modellezziik, ahol X, a folyamat allapotét jeloli kozvetlentil azutan, hogy az eloszto

atadta a t-edik egységnyi erdforrést.

Egy szereplé harom darab allapotban lehet adott ¢ id6pontban:
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e Adott iddszakban & kapta az eréforrast. Ezt jeloljiik K-val.
e [génye van az eloszto felé. Ezt jeloljiik G-vel.

e Feldolgozas alatt van néla kordbban kapott eréforrés, azaz nem akkor kapta és igénye

sincs. Ezt pedig jeliiljik F-fel.

Az (X,) Markov-lanc allapottere alljon (i, j) parokbol, ahol i a kitiintetett szerepld imént
bevezetett allapotait futhatja be, j az Osszes éppen F vagy K allapotban 1évE szerepld
szamat jeloli a maradék n — 1 szerepl kozott. Ez Gsszesen 3n — 2 lehetséges allapot, mivel
ha a kittintetett szereplé G vagy F' allapotban van 1 < j < n —1, hiszen valaki mas kapta
az erGforrast, ha pedik K allapotban van, akkor 0 < j <n — 1.

Vezessiik be a kovetkez§ jelolést a binomialis valoszintiségekre:

i) = (5) - e,

J

amely annak a valoszintiségét adja meg, hogy k igénnyel nem rendelkezé szerepld koziil j

1

darabnak a kovetkezd idészakban sem lesz igénye. Valamint legyen [3; = i

Az (X;) Markov-lanc dtmeneti matrixanak felirdsdhoz ki sziikséges szamolni a P(u,v) =
P(X;11 =v | X; = u) értékeket.

Az dtmenetmatrix (G, k) allapothoz tartozo sora a kovetkezs:

P((G7 k)v (G,])) = pa(kaj - 1) (1 - 5j—1)7 1< j < mln(k + 17 n— 1)7
P((G, k), (K, ) = pa(k, j) B, 0<j<k
és mindenhol mashol 0.

Az dtmenetmatrix (K, k) allapothoz tartozo sora a kovetkezd k < n — 1 esetén:

P((K7 k), (Ga])) = apa(kaj - 1)(1 - 53?1)7 1<j< min(k+ Ln— 1)a
P((K, k), (K, j)) = apa(k,j)B;, 0<j<k,
P((K,k),(F,j)) = (1 —a)pa(k,j — 1), 1<j<min(k+1,n-1),

és mindenhol mashol 0.
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Amikor pedig k& = n — 1 akkor mindenhol igazak az el6z6 szabalyok az alabbi két eset

kivételével:

P((K>n - 1)7 (Kun - 1)) = apa(” - Ln - 1) ﬁnfl +pa(nan) BO:
P((K,n—1),(F,;n—1)) = (1 — &) pa(n — 1,n — 2) + pa(n,n) (1 — By).

Az dtmenetmatrix (F, k) allapothoz tartozo sora pedig azonos a (K, k)-hoz tartozoval.

4.3. Kozelités a Markov-lanc CHT segitségével

Mivel a Markov-lanc allapottére véges és konnyen elenérizhetd, hogy irreducibilis, a|3.4.1
tétel szerint a lanc pozitiv rekurrens. Ez azt jelenti, hogy [3.0.1] Tétel feltételei teljestilnek,

méar csak egy a céljainknak megfelels r : I — R fiiggvényt kell valasztanunk.

Legyen K* = {(K,j) | j € {0,1,...,n — 1}}. Definidljuk r fiiggvényt az alabbi mo6don:

1, haue K~
0, u¢K*

r(u) =

ez a fliggvény megmondja, hogy adott id6pontban a kitiintetett szereplé kapte-e az erd-

forrast. Ennek segitségével Yy = 32 7(X,) modon is felirhato Y.

Innentdl minden adott a|3.0.1) Tétel alkalmazasahoz, hiszen az itt megadott Markov-lanc
irreducibilis, pozitiv rekurrens és a tétel alkalmazasahoz sziikséges tetszéleges fliggvényt

(jelen esetben r-t) is megadtuk.

Azaz jelen esetben jeldlje p = >, ., m7(i) ( a kordbban latottak alapjan p = %) a fiigg-

(r(i))ier

vény stacionarius varhato értékét, és a (3.3]) Osszefiiggésnek megfelelGen r
modositassal
20y _ T
o¥(a) =r g (2Z -1 —-1)r

értéket kapjuk. Valamint ekkor barmely kezdeti eloszlas mellett:

szﬂ%z)_ T4 N0,1) (T — o).
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4.3.1. Tétel. Elég nagy T esetén élhetiink az alabbi becsléssel:

Yr =~ N (m, Ta2(a)) )

Ezen eredményeket felhasznalhatjuk ¢ valoszintiség felirasara, ahol q egy szerepld sikerének
valoszintsége. Idézziik fel, hogy f fliggvényre f(x) jeloli annak a valoszintiségét, hogy egy a
T id6pontig x eréforrast begytijtd szerepld milyen valoszintiséggel oldotta meg a feladatot.

Ekkor f és Yr segitségével g alabbi modon felirhato:

q=E(f(Yr)) %/_Zf(x) \/Ti(a)gp<\;%_a?;)) dz.

ahol ¢ a standard normélis eloszlas stirtiségfiiggvényét jeloli.

A fenti leirasban még csak 1 darab szerepls esetén szémoltuk ki a relevans valdszi-
niiségeket. Van n szereplénk, amelyek felhalmozott erdforrdsmennyiségei T idGpontig
Yri,Yro, ..., Yr,. Jelolje V; annak az eseménynek az indikatorvaltozojat, hogy az i-edik

szerepld sikeresen teljesiti a feladatot.

Ekkor a feladatot sikeresen teljesité szereplék szama

V= iv;a
=1

amelynek varhato értéke

n

E(V)=> E(V;) =nE(V}) = ng.

i=1
Erdemes olyan f fiiggvényt valasztani, amely a ¢ szamitasanak egy viszonylag egyszert,
jol kezelheté modjat adja. Ehhez tekintsiik a kdvetkezot:

fla) = @(””‘mf) ,

of

ahol ®(z) a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye. Itt m; az az eréforras mennyi-
ség, amely 50%-os siker valoszintiséget biztosit, azaz f(my) = 0.5, mig a oy paraméter

szabélyozza az f fiiggvény ,meredekségét” my kornyezetében.

Legyenek U és W fiiggetlen standard normalis eloszlasa valoszintiségi valtozok, és defini-

aljuk
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X =o;U+my, Yr = VT () W +m.
Ekkor

m—mf

q:P(X<YT)=P(an—\/Ta(a)W<m—mf>:cI> :
o+ To?*(a)

Ebbdl lathatjuk, hogy ezen f valasztas mellett elegendd a standard normélis eloszlasfiigg-

vényt hasznélni g kiszamitasahoz.

4.3.2. Példa. Legyen f és q az imént megadott modon definidlva. Legyen T' = 2000, my =
200, o = 10. Abrazoljuk ng-t kiilonbozd o és n értékek mellett.

o _|
—
o0 —
O —
o
c
< — — s
n=7
n=48
o — n=9
= n=10
V - n=n
o — n=12

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

4.1. abra. Sikeres szerepl6k varhato szama.
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Megfigyelhetdek az alabbiak:

o Amikor m > my viszonylag jelentds mértékben, azaz erdforrdsbdség van, akkor vdr-
hatoan nagyjabol minden szerepld sikeres és « értékének nincs jelentds szerepe rog-
zitett n mellett. Fxzt a 4.1 dbrdn 6 < n < 8 eseteknél ldthatjuk.

o Amikor m > my vagy m < my kis mértékben, akkor mdr o értékének is van szemmel
lathato szerepe rogzitett n mellett. Fzt a 4.1 dbran azn = 9 és n = 11 eseteknél
lathatjuk.

o Amikor my = m, akkor vdrhatoan a szerepldk fele sikeres tetszdleges oo mellett. Ezt

a 4.1 dbran az n = 10 esetnél ldthatjuk.

o Amikor m < my viszonylag nagy mértékben, azaz erdforrds szikésség van, akkor
viszont vdrhatoan nem lesznek sikeres szerepldk tetszdleges av mellett. Ezt a 4.1 dabrdn

azn = 12 esetnél ldthatjuk.

4.4. Az aszimptotikus variancia tulajdonsagai

Lathattuk, hogy a varhato érték egyszertien jellemezhetd, értéke csak n-tél fiigg. A vari-
ancia vizsgalata ugyanakkor lényegesen 6sszetettebb, és tovabbi vizsgélati lehet&ségeket,
valamint nehézségeket is hordoz magaban. Ebben a részben a variancia tulajdonsagait

vizsgaljuk azok koziil is egyet kitiintetetten.

4.4.1. Tétel. o*(a) értéke csak o és n értékétdl fiigg, ahol o € (0,1).

4.4.2. Megjegyzés. Lattuk mdr, hogy o®(1) = (1 — 2). Igy ez az érték valdban csak

n-tol és a = 1 értékaddstol fiigg.

Bizonyitas. (4.4.1| Tétel)

Amennyiben ratekintiink az atmeneti matrixra a mérete n-t6l fligg, az egyes értékek pedig

n és a értékétsl. A stacionarius eloszlas Osszefiiggés szerint P atmeneti métrixon kiviil

csak n-t6l fliggd matrixoktol és vektoroktol fiigg. Innentdl pedig egyszertien adodik, hogy

a fundamentalis matrix is és azaltal a variancia is csak n és « értékeitdl fiigg.
O
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4.4.3. Kovetkezmény. A Tétel alapjdan rogzitett n esetén csak o értékétdl fiigg
a variancia. Igy van értelme vizsqdlni rogzitett n mellett kilonboz6 o paraméterértékek

melletts varianciak kozotti reldciot.

Ezen kovetkezmény nyomén tekintsiik is meg a 4.2 abran néhany n értékre kirajzolva
o?(a) értékeket 0 < a < 1 esetén. A 4.2 abrdn megfigyelhets, hogy a kirajzolt n értékek
esetén o?(a) feliilrsl korlatos 0 < o < 1 mellett. Valamint, hogy az az 0 < o < 1 érték,

ahol a kirajzolt n-re o%(«) minimalis, csdkken, ahogy n né.

o
-0.05 0.00 0.05 010 0.15 020 0.25
|

—_—n=2 n=10

] n=4 =—— =12
n=6 —n=4

— n=32 = n=186
| | | | | |

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

4.2. abra. Variancia régzitett n mellett kiilonb6z6 o értékekre.
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4.4.4. Tétel. Réogzitett n > 1 mellett

1 1
o*(a) < 0*(1) = (1 — =) tetszdleges a € (0,1) esetén.
n n

A kovetkezd részben a Tétel bizonyitasa mellett a o?(a) képletének atalakitasara
és komponenseinek mélyebb megértésére is toreksziink. Kiindulasként idézziik fel o?(a)

képletét:

o*(a) =1 Mg(2Z — 1 —T)r.

Célunk a [3.4.7 Tételben talalhato atirast is belevinni az elemzésbe, hiszen ez egy szemlé-

letesebb, jobban értelmezhetd alakot eredményez.
Ehhez sziikség lenne arra, hogy a modellben felvazolt P dtmenetmatrix reguléris.

Az altalunk definialt Markov-lancrél mér lattuk korabban, hogy irreducibilis. Ezen feliil,

c stz

az atmeneti matrix definici6jabol az is latszik, hogy nem csak egy, de az Gsszes fGatlon
16v6 elem pozitiv, tehat Allitas kévetkeztében P regularis. Azaz o2(a) képlete m

Tétel segitségével atirhato a kovetkezGképpen:

r'Mgg(2Z — I =) r =r Mg (I +2(Z - 1) —10) 1.

El6szor o?(a) képletének atalakitott alakjat bontsuk tagokra.

r Mag(I+2(Z—=1) =) r=rTagr+2r ag(Z — I)r —r gl r.

Az els§ és utolso tag értékének megallapitasahoz tekintsiik az aldbbi két lemmaét.

4.4.5. Lemma.
TTHdgr = Zm =u= %
iER*
4.4.6. Lemma.
TTHdgHT =u? = %
Bizonyitas.

Vegyiik észre, hogy I = 17", Azaz,

TTHdgHr = rTHdgle r= ,u2.
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Ekkor ezen értékek behelyettesitésével a variancia képlete a kovetkezSképpen alakul:

1 1
TTHdgT + QTTHdg(Z _ [) r— TTHdgHr — —(1 — —) + QTTHdg(Z — I) T.
n n

Ekkor a [£.4.4] Tétel bizonyitasa a kovetkezs problémara redukalodik:

oia) <d*(1) <<= r'g(Z-1)r<0.
Azonban Z — I tag a[3.4.7 Tétel segitségével atirhato, igy

o0

r'ag(Z —D)r <0 <= ') (P'=10))r <0.
t=1

A kovetkezd 1épésben vigyiik be a szumman beliilre a kifejezés azon kiviilre esd részeit.

[e.9] o0

r g (Y (PP =T0) r =Y (r Ty (P = (r'MgP'r — r'Ty,Ir).

t=1 t=1 t=1

A [.4.6] lemmabol kovetkezik, hogy

r HdgHr— = —,uZm

iER*
Ezt be is helyettesithetjiik a kifejezésbe.
A kifejezés elss része is atalakithato
T’THngt r= Z T Z P!
i€R*  jER*
modon.

Azaz,

(S 1) r =3 (X w37 - )

t=1 t=1

Ezen atalakitasok utan sokkal jobban latszodik, hogy mibdl is tevédik Ossze a variancia,

mint magabol a kiindulé formulabol. A [3.4.6] Tétel kovetkezményeként a szumma tag-

jainak abszolut értéke ¢t névekedésével exponencialis iitemben csokken. Az azonban nem

latszik még, hogy a szumma tagjai milyen elGjeltek lehetnek, ami fontos lenne [4.4.4) Tétel

bizonyitasahoz.

Miel6tt belekezdenénk a [£.4.4] Tétel bizonyitasaba tekintsiik még meg a kovetkezs atala-
kitast. Tegyiik fel tovabba, hogy a Markov-lanc stacionarius.
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Y m > Pi=P(Xo€ K", X, € K*).

i€R*  jER*
Bizonyitas. Tétel.)

Vegyiik a stacionarius Markov-lancunkat. Jel6lje Z; azt, hogy a t-edik id6pontban ki kapja
az erGforrast. Legyen a kitlintetett szerepl6t jel6ls szam 1 és a tobbi szerepléé 2,3 ..., n.

Az iménti atfogalmazasok nyoman elég azt belatni, hogy minden t-re

Mésképpen:

P(Zo=1, Z,=1) =P(Z

I
=
=
N
I

az kell, hogy

P(Z,=1|Zy=1) <

S|

Ehhez elégséges belatni, hogy 1 < i esetén

PZ,=1|Z0=1)<P(Z;=1i|Zy=1).
Mivel ekkor

nP(Zi=1]Zo=1)<> P(Z,=i|Zy=1) =1
i=1
Ehhez rogzitsiink egy tetsz6leges masik szereplét is, legyen ez ¢ = 2. Tovabbé vegyiik az

alabbi két eseményt:
1. A = {a 2-esnek nincs igénye 0. id6pont végén}
2. B = {a 2-esnek van igénye 0. id6pont végén}

Ekkor P(Z; =2 | Z, = 1) felbonthat6 az alabbi médon:

P(Z=2|20=1)= P(Z=2|Zy=1,A)P(A| Zy = 1)
+P(Z;=2|Zy=1,B)P(B| Zy = 1).
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Az els6 tagot nézziik, azaz A esemény szerint, amint 1-es szereplé megkapja az eréforrast
0. id6pontban, de se neki se 2-es szereplének nincs igénye az els6 idépont legelején, tehét
ugyanabban az allapotban vannak igy szimmetrikusak a jovére nézve, azaz az 1. id6pont-
ban kialakul a szimmetria. Masképpen ekkor 1-es és 2-es szereplé azonos valdszintiséggel

jut t idépontban eréforrdshoz, adott kezdeti feltétel mellett.

Gondoljuk meg, hogy a B esemény mellett mikor 1éphet fel szimmetria.

1. Az 1-es szerepl6nek ujra igénye tdmad miel6tt 2-es eréforrashoz jut. Amennyiben ez

s id6pont igényleadasi korében torténik, akkor s idépontban alakul ki a szimmetria.

2. A 2-es szerepl§ eréforrashoz jut miel6tt 1-es szereplének tjra igénye tamad. Amennyi-
ben s — 1 id6pont legvégén jut 2-es szerepld eréforrashoz, s idépont legelején szim-
metrikus helyzetben vannak (akar mondhatnank, hogy s — 1 idGszak végén, de ez
lényegét tekintve nem szamit, hiszen semmeilyen valtozas nem torténik egy idépont

legvége és az azt kovetd legeleje kozott).

Definialjuk a kovetkez6 megallasi idét:

7 =inf{s > 1| 1 és 2 szimmetrikus helyzetbe keriil s id6pontban}.

Eszerint a B esemény fennalldsa melletti esetet tovabb tudjuk bontani a kivetkezé moédon:

t
P(Z,=2|Zy=1,B)=> P(Z,=2|Zy=1,B,7=5)P(r=s|Zy=1,B)

s=1

+P(Z,=2|Z0=1,B,7>t)P(r >t | Zy=1,B).

Mivel a szumméban 1év6 tagokra fennall a szimmatria legkésébb ¢ id6pontig ezért itt
megint azonos esélyekkel palyazik mindkét szerepls ¢ id6pontban az eréforrasra.

Legvégiil igaz az, hogy

P(Z,=2|Zo=1,B,7>t)>P(Z=1|Zy=1,B,7>1t) =0.

Hiszen amennyiben nem alakul ki szimmetria legkésébb ¢ id6pontig, akkor ¢ id6pontban
az erdforras kiosztas elGtt 2-es szereplének van igénye 1-es szereplének pedig nincs, igy
1-es szerepl6 nem is kaphatja meg az eréforrast, mig 2-esnek van ra pozitiv esélye.

Ahhoz, hogy ne lehessen az, hogy
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meg kell gondolni, hogy van legalabb egy olyan ¢t > 1, melyre P(7r >t | Zo =1,B) > 0. Ez
azonban t = 1 esetén igaz, hiszen pozitiv annak a val6szintsége, hogy 1-es szereplének nem
tamad tjra igénye az els6 idépontban és ennyi elég is, hiszen a megadott feltételek mellett
7 = 1 csak akkor lenne biztos esemény, ha 1-es szerepl6nek biztosan igénye tdmadna az

els¢ id6pontban.

Ebbdl mar kévetkezik, hogy

[e.9]

r'Mg(Z -D)r =Y (P(Xo€ K*, X, € K*) — i) <0.

t=1 n’
A korabbiak értelmében ezzel a[4.4.4] Tételt belattuk.
OJ
Ezzel Garay J. és szerzétarsai [5] cikkének egyik sejtését sikeriilt belatnunk. Természetesen
tovabbra is maradtak nyitott kérdések a modell kapcsan. Tovabba felmeriilhet a modell
kib6vitésének lehetGsége is. Ezek néhany lehetséges iranyarol réviden a kdvetkezs részben

értekezink.
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4.5. Tovabbi kérdések és a modell lehetséges kiterjeszté-

sel

A dolgozat soran a modell tulajdonsagainak csupan egy kis szeletét vizsgéaltuk, ugyanakkor
szamos tovabbi kérdés is természetes moédon felmeriil. Ezek részben a jelenlegi modell

mélyebb elemzésére, részben pedig annak lehetséges altaldnositésaira vonatkoznak.

Az egyik korabban emlitett nyitott kérdés a variancia viselkedéséhez kapcsolodik. A 4.2
abran megfigyelhets, hogy rogzitett n mellett a 02(«) fiiggvény minimuma nem ugyanazon
a értéknél helyezkedik el kiilénb6z6 n esetén. Az abran latottak arra utalnak, hogy a
minimumpont az n ndévekedésével csokken, ezért természetes kérdés, hogy éltalanosan

leirhat6-e valamilyen kapcsolat n és 0%(«) minimumbhelye kozott.

A Markov-lanc CHT alkalmazésakor az r fiiggvényt dgy valasztottuk meg, hogy az a
kitiintetett szerepld altal megszerzett eréforrasokat szamolja K* halmaz segitségével. A
modell azonban més mennyiségek vizsgalatara is lehetdséget ad. Példaul definialhatok
olyan indikatorfiiggvények is, amelyek azt mérik, hogy a kitiintetett szereplé mennyi id&t
tolt igényallapotban vagy feldolgozasi allapotban egy K*-hoz hasonléan definidlt G* és
F* segitségével. Ezek ugyan kozvetleniil kevéshé kapcsolodnak a feladat sikeres teljesité-
séhez, ugyanakkor az eloszté szempontjabol fontos informéaciot hordozhatnak a rendszer
terheltségérdl és az erdforrasigények alakulasarol. Ugyanakkor a modell jelenlegi keretei
kozott ezen informaciok birtokaban az eloszté nem tud korrigalni, hiszen egy id6pontban

1 er6forrast tud kiosztani.

A modell alapvetGen viszonylag szigoru egyszertisits feltevésekkel dolgozik. Feltételez-
tiik példaul, hogy a szerepldk teljesen egyforméak, az eloszté6 mindenkit azonos médon
kezel, valamint idGegységenként egy erGforras keriil kiosztasra. Fzek a feltevések jelents-
sen leegyszertsitik a modell matematikai kezelhet&ségét, ellenben valos helyzetekben csak

meglehetGsen specidlis és ritka esetekben teljesiilnek.

Természetes gondolat tobbféle eréforras bevezetése. Ebben az esetben az allapottér lénye-
gesen bdviilne, hiszen minden eréforrastipushoz kiilon kellene nyomon kovetni az egyes
szerepl6k allapotait. Bizonyos feltételek mellett azonban az egyes eréforrasokhoz tarto-
z6 folyamatok részben egymastol fiiggetleniil is vizsgalhatok lennének, azaz az altalunk
hasznalt 1 eréforrdsos modellt kellene minden erdéforrasra nézni és valahogyan a siker

valoszintiségének megallapitasahoz Osszeegyeztetni.
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Tovabbi altalanositasként felmeriilhet, hogy a szereplsk kiilonb6z6 sebességgel dolgozzak
fel az ersforrasokat. Ebben az esetben az egyes szerepl6k eltérs paraméterekkel rendel-
keznének, ami varhatéan jelentGsen modositanad a stacionarius viselkedést és a variancia
szerkezetét is. Tovabba a jelen strukttra mellett adott tipusu kitiintetett szereplé mellett
més-mas Markov-lancot kapunk joval nehezebben felirhaté atmeneti valoszintségekkel.
Erdekes kérdés lehet annak vizsgalata, hogy a gyorsabban feldolgozoé szereplék milyen
mértéki elényre tesznek szert hosszi tavon, de barmilyen gyorsasagi szerepld kittinteté-

sével a Markov-lanc felirasakor vizsgalhato az & teljesitménye.

Az elosztasi mechanizmus médositasa szintén 1j dimenziokat nyithat a modell komplexita-
sa szempontjabol. Elképzelhets példaul olyan modell, amelyben az eloszté nem egyforma
valoszintiséggel valaszt a szereplSk koziil, hanem bizonyos szereplSket elényben részesit.
[lyenkor mar nem elegendé csupan az igénnyel rendelkezd szereplék szémat figyelembe
venni, hanem az egyes szerepl6k preferenciasorrendben elfoglalt helye is lényeges szerepet
jatszik az atmeneti valoszintiségek meghatarozasiban. Ez az dtmenetmatrix szerkezetét
jelentGsen bonyolultabba teszi, és a jelenlegi modell szimmetriatulajdonségai sem marad-
nak fenn. Raadéasul megint fellépp annak a problematikaja, hogy a preferenciasorrendben
kiilénbo6z6 helyet elfoglald szereplSk kitiintetett szereplének vald valasztasaval 1ényegesen

més atmeneti matrixot kaphatunk.
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5. fejezet

Osszefoglalas

Dolgozatomban a valoszintiségszamitas egyik fontos teriiletével, a Markov-lancokra vo-
natkozo centralis hatareloszlas-tétellel és annak alkalmazhatosagaval foglalkoztam. A dol-
gozat els6 részében bemutattam a tétel beldtasahoz sziikséges elméleti héatteret, majd

megtekintettiik a Markov-lanc CHT egy bizonyitésat.

Ezt kovetGen atnéztiik, hogy véges allapottér esetén milyen matrixalgebrai osszefliggések
segithetnek a Markov-lanc CHT-hoz sziikséges mennyiségek, azaz a varhatd érték és a
variancia, kiszamitasahoz.

A Markov-lanc CHT alkalmazéasaként egy biologiai inspiraciéju modellt, Garay J. és szer-
tam. A modellben a szereplSk eréforrasigényének alakulasat és az eréforrasok elosztasanak
folyamatat Markov-lanc segitségével irtam le. A Markov-lanc hosszi tavia viselkedését a
CHT segitségével vizsgaltam, amely lehet6vé tette az eréforraseloszlas és a sikerességi

valoszintiségek hossza tavi jellemzését.

A modell elemzése soran részletesen foglalkoztam az igényképzdédési ratat leir6 a para-
méter és a variancidja kozotti kapcsolattal. A fundamentalis matrix atirdsaval sikeriilt a
variancia formulajat olyan alakra hozni, amely jobban értelmezhets részekre bontja az
intuitiven nehezen érthetd matrixos alakot. Ennek segitségével belattam, hogy rogzitett
szereplszam mellett minden o € (0,1) esetén (o) < o2(1), amivel sikeriilt igazolni

Garay J. és szerzGtarsai sejtését.

A dolgozat végén roviden kitértem a modell lehetséges tovabbfejlesztési iranyaira is. Ezek
kozé tartozik példaul a heterogén szereplSk vizsgalata vagy akéar tobbféle eréforras beve-

zetése.
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Programkod debuggo- | GPT-5.5 Minden sajat irdast R kod részt
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