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1. fejezet

Bevezetés

c stz

A szakdolgozatban az operaciokutatas két klasszikus feladatanak kombinacidjat fogjuk
vizsgalni: a kozos beszerzés feladatnak és az egygépes iitemezési feladatnak. Mindkét fel-
adatnak szamos gyakorlati alkalmazasa van és a kapcsolodo elméleti eredményeket évtize-
dek ota vizsgéljak. A kombinélt feladat az elmilt években keriilt komolyabb vizsgalatra.
Most ezen eredményekbdl nytujtunk egy Osszefoglalést.

A feladatban olyan munkék idGbeli litemezését szeretnénk meghatarozni, amelyek el-
végzéséhez kiilonféle alapanyagokra van sziikség. A feladatunk két részbdl fog allni: egy-
részt el kell donteniink, hogy mikor szeretnénk beszerezni a munkékhoz sziikséges alap-
anyagokat, masrészt titemezniink kell a munkakat ugy, hogy kiilonboz6 feltételeknek meg-
feleljiink.

A gyakorlatban is gyakran a két feladat kombinécioja fordul el6. Erre példa akar egy
varroda és egy webshop egyiittes mtikodése lehet, ezek segitségével fogjuk bemutatni a
feladatot.

A dolgozat soran bevezetjiik az iitemezéselmélet és a kozos beszerzési feladatok alap-
jait, majd attériink a kombinélt feladat ismertetésére. A dolgozat f6 célja a kombinalt
feladatra szamos, eddig elért eredmény bemutatasa és vizsgalata. Végiil az egyik algorit-

mus futésidejét roviden vizsgaltuk véletlenszertien generalt példakon.



2. fejezet

A feladat bemutatasa

Ebben a fejezetben attekintjik az iitemezéselmélet alapjait és jeloléseit, elsGsorban a
Jordéan-jegyzet [10] alapjan. Ezt kovetGen bevezetjiik a kozos beszerzés alapjait, valamint
az ltemezési és kozos beszerzési feladatok kombinaciojat is, ezeket elsGsorban a [8], |9
cikkek alapjan tessziik. Majd bemutatjuk az online és offline algoritmusok fogalméat [6]

jegyzet alapjéan.

2.1. Az utemezéselmélet alapjai

2.1.1. Példa. Képzelyik el, hogy van egy varroddnk, amiben kilonbozd tipusi ruhdkat
gydrtunk. Minden ruhdnak van egy gydrtdsi ideje, ezek kilonboznek ruhadarabonként (pél-
ddul egy polo és eqy kabdt varrds ideje eltérd).

A warroddban varrondk dolgoznak, ok készitik a ruhdkat. Minden varrénd egyszerre
csak eqy ruhdn tud dolgozni és mindenki hasonlo gyorsasdggal dolgozik. Tehdat mindegy,
hogy eqy polo elkészitését melyikik végzi, feltessziik, hogy ugyanolyan gyorsan készil el.
Tovabbda minden dolgozo eqy nap legfeljebb 8 drdat dolgozhat.

A kérdés, hogy ezek mellett a feltételek mellet, ha tudjuk a kévetkezd honapra eldre, hogy
malyen ruhdkat kell gydrtanunk, akkor hogy hatdrozzuk meg hogy melyik wddpillanatban ki

dolgozzon melyik ruhadarabon, ha a cél, hogy minél elébb végezziink a ruhdk gydrtdsdval?

Az el6z6 példa egy tipikus litemezési feladat. Az iitemezési feladatok alapvetGen olyan
dontési problémak, ahol a megadott munkakat a rendelkezésre allo eréforrasok és korlatok
figyelembevételével kell valamilyen szempontbol a lehetd legjobb mdédon idében elrendezni.

Ezt tgy szeretnénk megtenni, hogy adott egy vagy tobb gépiink, és a munkaknak egy



halmaza, amiket a gépekkel szeretnénk elvégezni. A bemutatott példaban a munkak a
ruhak voltak és a gépek pedig a varrondk, akik elkészitették azokat. Egy munkat elvé-
gezettnek tekintiink, ha egy adott gépen, a hozza elére megadott, elegendé mennyiségii
idé6t toltott. Ehhez szeretnénk egy olyan id6beosztast talalni, ami meghatarozza minden
gépre a munkak egy sorrendjét ugy, hogy a végére minden munka elkésziiljon és a beosztas
valamilyen szempontboél kedvezs legyen.

Ezt nevezziik egy iitemezésnek, amit altalaban S-sel jeloliink. Ezt elképzelhetjiik egy
hozzarendelésként is, a kovetkez6 moédon: S : J — M, ahol M, a gépek halmaza és J pe-
dig a munkaké. Tehat a munkakat hozzarendeljiik a gépekhez tigy, hogy egy hozzarendelés
azt mutatja meg, hogy t idépillanatban melyik munka éppen melyik gépen van.

Altalanos szabaly egy iitemezésnél, hogy minden gép egy idépillanatban legfeljebb egy
munkan dolgozhat (azaz egy gépen egy munka van minden idépillanatban), tovabbé egy
munka egy idépillanatban csakis egy gépen lehet. (Nem lehet, hogy egy munkan egyszerre
tobb gép is dolgozik.)

Altalanosan

.....

het. Ezek leirasara bevezetjik a Graham-féle |7] jelolést, ami az « | B | v harmas. Itt

minden mez6 az adott feladat egy tulajdonsaganak leirasara szolgal a kovetkez6 modon:
e «: a gépek szaméat és tipusat jeloli
e 3: a munkakra vonatkozo korlatok fognak ebben a mezében szerepelni

e ~: a feladathoz megadott célfiiggvény helye, ami szerint optimalizalni szeretnénk a

megoldést

A kovetkezGekben bevezetjiik a gépekhez, a munkakhoz és a célfiiggvényekhez tartozo

alapfogalmakat és jeloléseket.

a: Gépekhez tartozé korlatok

A rendelkezésre allo gépek halmazat, ahogy az el6z6ekben lattuk, M-mel jel6ljiik, a gépek
szamat pedig m-mel. Igy M = {M, My, ..., M,,}, ahol M; az i-edik gép.



Feladattol fliggden kiilonboz6 mennyiségld gép allhat rendelkezésiinkre, és ezek egy-
méshoz vald viszonya is valtozhat. Ezen kiilonb6z6 tipusok bemutatésa itt csak emlités

szintjén fog megjelenni. Egy feladat a gépek szama és tipusa szerint a kovetkezs lehet:
e egygépes: egy gép all rendelkezésre, ezen kell elvégezni az 6sszes munkat
e parhuzamos gépes: tobb egyforma gép all rendelkezésiinkre,

e uniform gépek: tobb gép all rendelkezésiinkre, amik kiilonb6z6 sebességgel dolgoz-

nak,

o fiiggetlen gépes: egy munka feldolgozasi ideje fiigg attol, hogy melyik gépen hajtjuk

végre, tehat kiillonboz6 gépeken eltérd id6 alatt késziilhet el

A dolgozat soran mi csak az egygépes eseteket fogjuk vizsgélni.

£: Munkak

Egy titemezési feladatnél adott az elvégzend6é munkék halmaza, ezt J-vel jeloljiik, aminek
az elemszamét pedig n-nel. Igy J = {ji1, j2, ..., jn}, ahol j;, az i-edik munka. Ezekre a mun-
kédkra megadhatoak plusz feltételek, korlatok, ezeket a feladat koti ki. Ezek a kovetkezGek
lehetnek:

//////

jelenti, hogy mennyi id6t kell toltenie 5 munkanak Osszesen a gépeken ahhoz, hogy

elkésziiljon.

e megszakithatosag (pmin): Esetenként a munkék lehetnek akar megszakithatoak is.
Ez azt jelenti, hogy annak ellenére, hogy egy j munka ¢ idépontba keriil a gépre,
nem kell ¢ + p;-ben végzddnie. Attehetjiik kozbe masik gépre, vagy lehet, hogy egy

gépen végezziik el, de a megmunkalédsa nem folytonos.

e rendelkezésre allasi id6 (r;): Lehet kiilon kikotés minden munkara, hogy r; idépont

el6tt nem kezdhetd el az titemezése

e sily (w;): a munkékhoz rendelhets egy suly is, ami felfoghato tgy, hogy a j mun-

kahoz tartozo w; érték a munka ,fontossdgit” adja meg.

o clsfeltételek (prec): Van olyan feladat, ahol ki van kotve egyes munkékra, hogy

pontosan melyik munkék elvégzése utan kezdhetd el.
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e hatarids (d;): Van olyan variacioju feladat, ahol meg van adva minden munkéra egy

hatarids, ameddig be kell fejez6dnie az adott munkanak.

~v: célfiiggvények

Egy iitemezés tehat egy id6beosztas megadasa, ami megadja minden munkara, hogy adott
idépillanatban melyik gépen van, vagy éppen gépen van-e. Most egy S iitemezésre, Vj € J

munkara bevezetjiik az alabbiakat:

o kezdési id6 (S;): azt jeloli, hogy az adott iitemezésben j munka, mikortol kertilt

utemezésre

e befejezési id6 (CJS ): azt jeldli, hogy S titemezésben j munka mikor fejezédik be. Ha

egy munka nem megszakithato, akkor CJ‘S =38 +p;

e késés (L): ha egy j munkahoz adott hatarids is (d;), akkor kiszamithat6 a j munka

késése a kovetkez8 modon: L‘jS = Cf —d;

e a gépen toltott ids (F]S ): ha j munkéra adott a rendelkezésre allasi ideje (r;), akkor
megadhaté a munka S iitemezésben a gépen toltott ideje a kovetkezd modon: Ff =

Cf —r; (a jelolésben nem mindig irjuk ki az S-t)

Ahogy ezt mar emlitettiik a cél az litemezés feladatoknal, hogy keressiink az adott fel-
adatpéldanyra egy olyan iitemezést, ami valamilyen célfiiggvény alapjan a lehetd legjobb.

Mi most az alabbi célfiiggvényeket fogjuk vizsgalni:

e a maximélis befejezési ids (CS,): ezzel a gépe(ke)n megmunkalt munkék koziil, a

legkésSbb befejezsds befejezési idejét szeretnénk minimalizélni, azaz C°

max

= max;cy C]‘S
n

j=1
rint adott befejezési idk (stlyozott) Osszegét szeretnénk minimalizalni, ezt dltalaban

csak Y (w;)Cj-vel jeloljiik

e befejezési idok (sulyozott) dsszege (37, (w;)C?): minden munkéra az litemezés sze-

e a maximalis gépen toltott id6 (Fay): itt a maximalis gépen t6ltott id6 minimaliza-

lasa a cél, azaz: Fiax = maxjey Fj

e gépen tolt6tt idok (stlyozott) dsszege (D), F? vagy > i w;Ff): hasonloan a

befejezési id6hoz



2.1.2. Példa. Az 1|rj|Fax jelléssel megadott feladat, egy egygépes feladatot jelol, ahol
a cél a leghosszabb dtfutasi idd minimalizdldsa. Fzen kivil minden munkdra adott eqy

rendelkezésre dlldasi 1dd.

2.2. Kozos beszerzés alapjai

2.2.1. Példa. Képzelyiik el, hogy most eqy webshopunk van, aminek a honlapjdrol kildn-
boz6 tipusu ruhdkat lehet rendelni. Ahhoz, hogy egy rendelést (ami akdr tobb ruhdbdl is
dllhat) kiszolgdljunk, elészor be kell szerezniink a megfeleld ruhdkat.

Azonban a ruhdk beszerzésénél van két szabdly: az elsd, hogy a megrendeldnek egy
rendelést csakis eqyben lehet kikiildeni, azaz akkor, ha mdr az dsszes sziikséges ruhdt be-
szereztiik hozzd. A mdsodik pedig, hogy eqy megrendeléshez, csak a rendelés leaddsdanak
iddpontja utdn kezdhetink el ruhdkat rendelni (hogy semmi ne vésszen kdrba).

Amint megrendeljiik a ruhdkat, azok azonnal megérkeznek és postdzhatok a megrende-
lonek. Tehdt, amint beszereztiink minden ruhdt egy megrendeléshez, a megrendelést elké-
sziiltnek tekintyik.

A webshopunknak nem kell fizetnie a megrendelt ruhdkért, mert azok drdt tovabbhd-
ritjuk a megrendeldjére. A kiilonbozd ruhdkat, kilonbozd gydrakbol rendeljiik meg, tehdt
csak az adott gydr dltal megadott szdllitasi koltséget kell megfizetniink, ami nem figg a
megrendelt termékék szamdtdl. (Tehdt a koltségek szempontjabol mindegy, hogy 100 poldt
vagy egyet rendeliink, ha egyszerre rendeljik meg dket.)

Sok beszerzés esetén minden megrendeld hamar kézhez kapja a rendelését, viszont ma-
gas szdllitdasi koltséget kell fizetni ezekért. Kevés beszerzés esetén viszont magas késésekkel
szamolnia a megrendeldknek. A webshopunk feladata a két cél kézotti egyensily megtald-

ldsa.

Az el6z6ekben latott példa egy kozos beszerzés feladat. A feladat megoldasaként itt
egy id6beosztast keresiink a beszerzések idépontjaira, ami megadja, hogy mely id6pontban
milyen eréforrasokat rendeliink gy, hogy a végére minden rendelés elkésziiljon. A cél,
hogy az ilyen tipust megoldasokbol megtalaljuk azt, amelyikre a beszerzések koltsége és a
rendelések késésének sulyozott Osszege minél kisebb. A tovabbiakban a gyarakbol rendelt
termékekre eréforrasként és az erdforrasok megrendelésére pedig beszerzésként fogunk

hivatkozni.



A rendelések:

Ahogy azt a példaban lathattuk, a rendelések azok az igények, amiket teljesiteni kell.
Mindegyik rendelés teljesitéséhez sziikség van eréforrasokra (a sziikséges eréforrasok hal-
maza elére adott minden rendelésre). Ehhez bevezetjiik a kovetkezd jeloléseket:

Jelolés:

e 7: arendelések/igények halmaza (a példaban a webshopbdl egy megrendelés), ahol
Ji, az 1-edik igény

R: az eréforrasok halmaza, azaz R = {Ry, Ry, ..., R, }

R;: az i-edik erdforras és |J;_, R = R

R(j) € R: azon erdforrasok halmaza, amelyek j rendelés teljesitéséhez kellenek, ez

adott minden rendelésre

Ji: azon igények halmaza, amiknek az teljesitéséhez sziikséges R;, tehat VR,; € R-re
adott J; C J.

Egy rendelést akkor tekintiink elkésziiltnek, ha a hozza sziikséges Osszes eréforrast
beszereztiik. A példéban is, amint az Osszes sziikséges eréforras megérkezett adott ruhahoz,

azonnal teljesitettnek tekintettiik a rendelést.

Az er6forrasok beszerzése:

A rendelések teljesitéséhez tehat az eréforréasok beszerzésére lesz sziikség. Ahogy a példa-
ban is emlitettiik, ennek vannak alapvetd szabalyai.
Egy rendeléshez legkorabban a rendelés leadasa utédn kezdhetjiik meg a sziikséges er6-
forrasok beszerzését. Azaz t idSpontban i-edik igényhez akkor rendelhetiink, ha t > r;.
Ezenkiviil feltessziik, hogy egy erdforrés beszerzése azonnali. Ez azt jelenti, ha egy ¢
idépontban megrendeliink egy alapanyagot, akkor azt rogton megérkezettnek tekintjiik,
tehat nincs varakozas idS. Ezért tehets fel, hogy ha egy munkanak az utolsé sziikséges

erGforrasa is megjelenik, azonnal elkésziiltnek tekintjiik.

A megoldas

A kozos beszerzéses feladatok célja, a beszerzéseknek egy idérendjét meghatarozni (va-
lamilyen célfiiggvény szerint, errgl késébb lesz sz6), ez adja a feladat megoldasat. Ezt

altalaban Q-val jeloljiik, ami a kovetkez6 moédon adhatd meg:
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Q= {<R17t1)7 <R27t2)7 X (Rq7tq)}

Itt a parok megadjék, hogy melyik idépontokban, melyik er&forrasokbol szereztiink be.
Leolvashat6 az is, hogy hany beszerzés tortént (itt ¢ db). Tehat (R;, t;) jelentése:

e t;: az i-edik beszerzés idépontja (feltessziik, hogy ¢, < ... < t,)

e R; CR: az eréforrasok egy részhalmaza, amiket ¢;-ben szerziink be

Koltség:

A cél, egy olyan iitemterv meghatarozasa, amelyben a megoldas értéke a lehets legjobb.
A megoldés értéke egyrészt az er6forrasok beszerzésének koltségeibdl, masrészt pedig a
rendelések késésébsl adodik. Ezt a két koltséget szeretnénk egyiittesen minimalizalni.
Vagyis a cél egy olyan megoldas meghatarozasa, amiben megfelel§ az ,egyensuly” a két

célfiiggvény kozott.

Beszerzések koltsége

Feltessziik, hogy minden kiilonb6z6 eréforras esetén a beszerzés koltségét, az erdforras
szallitasanak a dija adja, ami nem fiigg a rendelt mennyiségtsl. Ahogy ezt a példankban
is lathattuk mindegy, hogy 100, vagy 1 db polot rendeliink, csak a poloszallitas koltségét

kell megfizetniink egyszer.

Az eréforrasok beszerzésének koltsége tobb komponensbdl all. Ezek jelolései a kovet-
kezGk:

o Ky: a beszerzés alapkoltsége. Minden beszerzésnek van egy alapkoltsége, amely az
Osszes beszerzésnél hozzaadodik a teljes koltséghez. Ez elképzelhets egy széllitési
eszkoz (példaul egy kamion) hasznélati dijaként, amire minden beszerzésnél a ki-

széllitdshoz sziikség van, ezért ennek az arat minden rendelésnél meg kell fizetni.

e K;: minden R; € R erGforrasra adott egy beszerzési koltség, vagy szallitasi koltség,

ami nem fligg a rendelt a mennyiségtdl.
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A tovabbiakban feltessziik, hogy ha csak egy eréforras all rendelkezésiinkre, akkor minden
beszerzés koltségét a kovetkezd modon jeloljik: K = Kg + K;.

Egy beszerzés teljes koltsége tehat az alapkoltség és az adott beszerzésben szerepld
erGforrasok beszerzési koltségének Osszegeként all els. Tudjuk, hogy mivel nem fiigg a
beszerzési koltség adott erdforrasonként a rendelt mennyiségétsl, emiatt jobban megéri a
koz0s beszerzése az ugyanolyan tipusu alapanyagoknak. Ez alapvet&en ennek a feladatti-
pusnak a motivacioja.

Egy adott megoldasban a beszerzések koltségét co-val fogjuk jelolni. Ez az egyes be-

szerzések koltségeinek Gsszegébdl all. Tehat co formalisan:

2]

co = Z(K@ + Z K;)

=1 R;eR,
Ahol O a beszerzések halmaza és R; C R az [-edik beszerzésben rendelt eréforrasok

halmaza.

Rendelések késése

Ha csak a beszerzések koltsége adna a feladat megoldasanak értékét, akkor elég lenne
az utolso igény beérkezésének idépontjaban beszerezni az Osszes igényhez sziikséges erd-
forrast. Igy minimalis lenne a beszerzések koltsége, mert minden erdforras koltségét, csak
egyszer fizetjiilk meg. Ez hatalmas késéseket okozhat a korai megrendelések esetén. Ezért a
rendelések késését is célszertd valahogy figyelembe venni. Ez tobbek kozott lehet a késések
Osszegének vagy a legnagyobb késés minimalizalésa.

Ennek szemléltetésére tekintsiik a kévetkezé példat:

Legyen ketto rendelés, ezek beérkezésének id6pontjai legyenek 0 és 5. Feltessziik, hogy
egy eréforras van, igy a beszerzés koltségét 0sszevonjuk az alapkoltséggel, igy ezt jeloljiik
K-val. Legyen K = 2.

1. megoldas: legyen a beszerzés az utolsé igény beérkezésekor, igy a beszerzési koltséget
csak egyszer kell megfizetni.
Tehat cg = 2, és a varakozas pedig 5, mert az els6 rendelésnek ennyit kellett varnia

az elkésziiléssel. Igy a megoldasnak a koltsége ezek Osszege, azaz 7.

2. megoldas: legyen beszerzés minkettd igény beérkezésekor.
Ekkor co = 4, de a késés pedig 0, mert mindketté rendelés rogton elkésziilt. Igy

ennek a megoldasnak a koltsége az 4.
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A kovetkezs abrék szemléltetik a feladat két megoldésat ugy, hogy az tires kor az adott

igény megérkezését, a teli pedig a teljesitését jelzi. A nyilak az eréforras megrendelésének

id6pontjait.
10 - mm - - o
J2 | . t
0 5
Jj1®
Jj2 t

—> o +
—s o te

2.1. abra. A két lehetséges megoldas. Az els6 esetben a megrendelés koltsége 2, a késés 5,
az Osszkoltség pedig 7. A mésodik esetben a megrendelés koltsége 4, de a késés csak 0, az

Osszkoltség pedig 4

Par tipusa a kozos beszerzés feladatoknak

A kozos beszerzési feladatokkal, vagyis a Joint Replenishment Problem-mel (ez a jelolés
miatt késGbb fontos lesz, altalaban JRP-vel roviditjik) foglalkozo irodalom legalabb 50
évre nyul vissza (az els§ eredmények Starr and Miller nevéhez kothetsk [15]). Rengeteg
valtozatat vizsgaltak mar a probléméanak, amelyek f6ként a célfiiggvényiikben térnek el
egymastol. Azota szamos eredmény sziiletett, ezek részletes attekintését Khouja és Goyal

munkaja tartalmazza ([11]). Itt csak par tipusat tekintjiik ezeknek:

e JRP-W: ebben a fejezetben ezt a tipusat mutattuk be a kozos beszerzési feladatnak.
Itt tehat a megoldas értéke a megrendelések koltségébdl és a munkik késésébdl all

els. (A probléma megoldéaséara tobb kozelitd algoritmus versenyképességét is vizsgal-
tak tobbek kozott példaul [4], [5] cikkekben.)

e JRP-INV: ebben a valtozatdban a feladatnak, az igényekhez (rendeléseknek) nem
tartozik beérkezési idépont, vagyis minden igény elére ismert, ezért barmikor ren-

delhetiink hozzajuk eréforrasokat. Viszont minden igény esetén, ameddig nincs tel-
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jesitve (nincs beszerezve hozza az Osszes erdforras), addig a hozza méar beszerzett
erGforrasokat tarolni kell. Ennek lesz egy tarolasi koltsége. Ezenfeliil itt minden ren-
delésnek van egy hatarideje, ameddig teljesiteni kell azt. Ebben a feladatban a cél
a rendelések koltségének és a tarolasnak a koltségének a minimalizalasa lesz. (Er-
re a feladatra belattdk az NP-nehézségét és tobb kozelits algoritmust vizsgéaltak a
megoldasara. Ezeket tobbek kozott ezek a cikkek targyaljak: [1], [14].)

e JRP-D: ebben a valtozataban a feladatnak adott az igényeknek rendelkezésre allasi
ideje és hatarideje is. Ebben az intervallumban tudunk adott igényhez sziikséges
erGforrasokat rendelni. Itt a megoldéas koltsége csak a rendelések koltségébdl fog allni.
(Az NP-nehézséget tobbek kozott 2] cikkben is targyaljak és kozelits algoritmusok
vizsgalata is tobb helyen megjelenik: [3], [4].)

2.3. Ko0z0s beszerzés és géplitemezés

2.3.1. Példa. Most képzeljiik el az eldz0 webshopos példdt eqy kis valtoztatdssal. Rdjot-
tink, hogy a kiilonbozd ruhdk megrendelése helyett nekink jobban megéri magunknak gydr-
tani a ruhadarabokat a varroddnkban. Az alapvetd dolgok megegyeznek, tehdt vannak ruha
megrendelések (ezek lesznek majd a munkdk), amik teljesitéséhez sziikség van alapanya-
gokra.

Miutdn az 0sszes alapanyagot beszereztik eqy megrendeléshez, akkor a varroddnak eqy
elore ismert iddtartam szikséges a rendelés elkészitéséhez. A varroddban egyszerre csak
eqy megrendelésen tudnak dolgozni, és ha eqy megrendelés elkészitését megkezdték, akkor
a folyamat nem megszakithato.

A kérdés két részbdl dll: mikor és milyen anyagokat rendeljink, illetve hogyan fite-
mezziik a varroda feladatait? A célunk, hogy a rendelések kéltsége alacsony legyen €s a

megrendelések hamar elkésziljenek.

Az kibgvitett példaban bemutatott feladat lathato, hogy egyben egy tlitemezés és egy
koz0s beszerzési feladat is. Ennek a vizsgalata azért érdekes szamunkra, mert a valosagban
is ezek a feladatok gyakran egyiitt fordulnak el6.

Ezeknél a tipusi feladatoknal a feladat egy iitemterv és a beszerzések idépontjanak
meghatarozasa. Itt a nehezités, hogy nem csak a munkék, vagy csak a beszerzések id6-
pontjait szeretnénk meghatarozni, hanem a kettét egytittesen.

A megoldas értéke a két komponensbdl all: az litemezéshez tartozo célfiiggvény értékébsl
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és a beszerzések koltségébdl. A feladat célja, hogy ezek Osszege minél kevesebb legyen,
vagyis egy olyan megoldas keresése, ahol a célfiiggvény értéke és a beszerzések koltsége

egylittesen a lehets legkisebb.

A feladat leirasa formadlisan

A konnyebbség kedvéért szeretnénk a jeloléseket altalanositani a két feladat kombinécio-

jara, és bevezetni a kozos alapfogalmakat, amiket hasznalni fogunk.

Jelolések:
e J: az adott munkak halmaza, azaz J = {ji, j2, .-, jn}, ahol j; az i-edik munka.

e R: az adott eréforrasok halmaza, tehat R = {Ri, Ra, ..., Rs}, ahol R; az i-edik

erGforras
e R(j): a j munkahoz sziikséges erdforrasok halmaza (Vj € J munkéara adott)

e J;: azoknak a munkaknak a halmaza, amiknek sziiksége van R; eréforréasra (VR; € R-
re adott)

A rendelésekre mostantol munkikként hivatkozunk, ezért a ,megrendelés” kifejezést
innentdl a beszerzések szinonimajaként hasznaljuk.

Feltessziik még, hogy a tovabbiakban egy gépiink van, ezen kell elvégezni az Osszes
munkat, tehat | M| = 1.

Tovabba minden j € J munkara feltessziik, hogy: p; > 1, vagyis minden munkanak van
elvégzési ideje (ennek specialis esete ha p; = 0, ami a koz0s beszerzési feladat). Minden
munkara adott még r; > 0 és w; > 0 (ha nincs silyozasa a munkaknak, akkor w; = 1-nek
tekintjiik).

Azt mondjuk, hogy egy j € J munka iitemezhets ¢ id6pontban, ha VR, € R(j), azaz
minden hozzé sziikséges erdéforras be lett szerezve [r;, t] idSintervallumban.

Feladat leirasa: A 2.1 fejezetben bevezetett o | B | v jelolést szeretnénk kiterjesz-
teni a feladatok osztélyozasara. Hasonloan a klasszikus iitemezési feladatokhoz, ezeket a
tipusi feladatokat is ugyanazzal a jeloléssel tudjuk leirni, azzal az extra feltétellel, hogy
jelolniink kell, hogy itt a kettd feladat kombinaciojarol van szd. Mivel 8 mezébe keriilnek a
munkakkal kapcsolatos plusz feltételek, igy a kozos beszerzéssel kapcsolatos tulajdonsagok

jelolései is oda fognak keriilni.
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Tehat annak a feltételnek a jelolése, hogy a munkéknak sziiksége van eréforrasokra,
amikhez kozos beszerzéssel juthatunk, is oda fog keriilni. Ezt jrp-vel fogjuk jelolni.
A [ részbe fog keriilni a rendelkezésre allo eréforrasok szama is. Ha nem koti ki a feladat
pontosan az eréforrasok szamét, csak annyit, hogy konstans a szamuk, akkor pedig const
jelolés keriil az s helyére.
A B mez6 fogja az inputra vonatkozo korlatokat is tartalmazni. Mi ezek koziil a kovetke-

z8kkel fogunk foglalkozni:

e p-regularis input: Egy inputot p-regularisnak neveziink, ha a munkak a rendelke-
zésre allasi idejére teljesiil, hogy: r; = (j —1)p, ahol p > 1 és p € N. Tehat a munkak

p id6kozonként jelennek meg.

e regularis input: Egy inputot regularisnak neveziink, ha 1-regularis. Tehat az els6
rendelkezésre allasi id6 utdn minden id&pontban érkezik egy munka. Formalisan:
VJ eJ: Ty = j —1

e p-korlatos input: Egy inputot p-korldtosnak neveziink, ha minden egymas utan
érkez6 munka érkezése kozott legfeljebb p idGegység telik el. Tehat Vj € 7,5 > 1:

riq1 — 1; < p, ahol p egy valos szam.

Megengedett megoldasok és koltségiik

Ennek a feladattipusnak a megoldasa, a rendelések és a munkak egyiittes iitemezése. Ezt
altalaban egy (S, Q) parral jeloljiik. Itt S egy iitemezés, amely minden j € J munkahoz
hozzéarendeli annak kezdési id6pontjat. A Q halmaz pedig a koz0s beszerzésnél bevezetett
jeloléshez hasonloan, a megrendelések idépontjait adja meg a kovetkez6 modon:

Q = {(Ri1,t1),(Ra,ta),...,(Ry ty)} (ahol t; < to... < t,, és a jelolések megegyeznek a
koz0s beszerzés résznél bevezetett jelolésekkel).

Azt mondjuk, hogy (S, Q) par megengedett megoldas, ha:

1. ha § iitemezésben a munkéak iitemezésekor nincs atfedés, tehat nincs olyan, hogy
egy idépontban tobb munka is szerepel a gépen. Formélisan: Vj # k : S; +p; < Sk
vagy Sy +pr <5

2. ha minden munka, az litemezés altal meghatarozott kezdési id6pontjaban elkezdhe-
t6, azaz Vj € J-re igaz, hogy [r;,S;| intervallumban az Gsszes R(j)-beli erdforras

be lett szerezve
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A megoldas koltsége

A cél, a megengedett megoldasok koziil olyat talélni, aminek az értéke minél legkozelebb
van az optimumhoz.

A megoldasok koltsége az ilyen tipusi feladatoknal két részbdl all:

1. cs: az litemezés koltségébdl, ami a célfiiggvény értét jelenti. Mi a kdvetkezGekben

féként a kovetkezo célfiggvényekkel fogunk foglalkozni: > w;C}j, Fiue

2. cg: a rendelések koltségébdl, azaz a rendelések koltségeinek Gsszegébdl, formalisan:
Q
co = S35 (Ko + X e, 1)

Igy a megoldas koltsége: co + cs, ezt szeretnénk majd minimalizalni.

2.3.2. Megjegyzés. Figyeljiik meg, hogy a két célfiigguény eqymdshoz vald viszonydt kénnye-
dén meghatdrozhatjuk a K; értékek meghatdrozdsdval. Példdul a K; értékek csokkentésével

az ttemezési célfigguény sulydt noveljiik.

Most egy példéan keresztiil szeretnénk bemutatni egy egyeréforrasos feladatra két meg-

engedett megoldést.

2.3.3. Példa. Legyen a feladat: 1|r;, jrp,s = 1|3, Cj
Tegyiik fel, hogy n = 3, azaz adott 3 munka, amikre:
pr=4,p=ps=1

r1=0,rp=3ér3="7

1. megoldds (S, Q): Probaljuk ki, hogy mind a hdrom munka rendelkezésre dlldsi idd-
pontjaban rendeliink, és akkor rogton be is titemezhetjik az adott munkdkat.
Tehdt legyen t; = 0,ty = 3,t3 =7 Ha S; =0, Sy = 4, S3 = 7, akkor igy S egy
megengedett megoldds, és az tlitemezés célfiigguény értéke, azaz cs =4+ 5+ 8 =17
€s cg = 3K

2. megoldds (S, Q'): Tegyiik fel, hogy csak kétszer rendeliink, és ezek idépontjai legye-
nek:t1 =3, t, =7
Legyen S1 =3, So =7, S3 =8, ez is eqy megengedett megoldds.
Bdr a rendelések kéltsége csokkent K-val, a célfigguény értéke pedig nétt: cs =
7T+8+9 =24
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Ldtszik, hogy a K értéktdl fiigg, hogy melyik megoldds értéke a kedvezébb. A példa szem-

léltetésére tekintsik a 2.2 dbrdt:

S i i t S i j2is]| ¢
T T
0 3 7

3 7

2.2. abra. A két megengedett megoldas (7, J’). A nyilak pedig a beszerzések idépontjai

2.4. Offline és online feladatok

Offline feladat

Az algoritmuselméletben offline feladatnak nevezziik az olyan feladatokat, ahol az egész
bemenet ismert mar az algoritmus futasa el6tt. Az ilitemezéselméletben tehat egy feladat
akkor offline, ha az algoritmus az 0sszes munka Osszes adatanak ismeretében késziti el az
utemezést.

Vannak olyan offline feladatok, amelyek esetén az optimélis megoldas meghatarozasa
bonyolult. Ilyenek példaul NP-nehéz problémék, amelyek megoldasara nem ismert poli-
nomidében mikods algoritmus. Az ilyen problémék esetén kozelits algoritmusokat hasz-
nalunk. Ezek célja, hogy polinomiélis id6ben, az optimumhoz valamilyen mértékben kozeli
megoldast talaljanak. A  kozelség” mértékét az o paraméter fogja megadni. Ennek a for-
maélis definidlashoz elGszor bevezetjiik a jeloléseket.

Jelolések:
e [: az adott feladat példany jelolése, aminek az optimélis megoldéaséat keressiik
o ALG(I) : az ALG algoritmus altal adott megoldas értéke az I feladatpéldanyra
e OPT(I): az optimalis megoldas értéke I feladatpéldanyra
Formalisan az o kozelité algoritmus:
ALG(I) < a-OPT(I)

és a > 1, ekkor ALG algoritmus « kozelits. (Azaz az algoritmus altal adott megoldas

értéke barmely I feladatpéldanyra legfeljebb a-szorosa az optimalis megoldas értékének.)
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Online feladat

Online problémarol beszéliink, ha egy feladat esetén az algoritmus az inputot csak részen-
ként, futas kdzben kapja meg. Tehét a teljes input nem &ll rendelkezésére a futas kezdete
el6tt. Az ilyen tipusu feladatot megoldd algoritmusnak adott idépillanatban a dontéseit
a tobbi adat ismerete nélkiil, csak az addig megkapott input részletek alapjan kell meg-
hoznia. Az iitemezés és kozos beszerzés feladatoknal ezek a dontések, hogy rendeliink-e
az adott munkahoz, illetve a mér rendelkezésre allo feladatokat iitemezziik-e. Ezeket a
dontéseket kés6bb mar nem modosithatjuk. Ezenkiviil az algoritmus nem tudja, hogy az
input hany elembdl all, csak azt fogja tudni, ha megkapta az utolsd elemét.

A gyar példajara visszatérve tegyiik fel, hogy a véasarlok a honap folyaméan barmikor
rendelhetnek, vagyis nem kell el6re leadniuk a rendelésiiket. Ekkor a gyarigazgatonak min-
den beérkezett rendelés utdn dontenie kell az iitemezésrél és az alapanyagok rendelésrol.
Ezeket a dontéseket tigy kell meghoznia, hogy nem tudja, hogy mikor és milyen rendelé-
sek lesznek a jovében, de szeretné, ha a koltségei minimalisak lennének. Igy a feladatot
megoldo algoritmus online, mert szdmara az adatok nem ismertek elére.

A feladat nehézségének szemléltetésére tekintsiik a kovetkezs példat:

2.4.1. Példa. Legyen a feladat 1 | online, jrp,s = 1,7;,p; = 1 | Fhax + co, €s legyen

K = 5. Legyen az elsd munka rendelkezésre dlldsi ideje r;, = 0. Nézziink két esetet:

1. Tegyiik fel, hogy rogton rendeliink ji-nek anyagot. Ekkor, ha a kévetkezd iddpilla-
natban érkezik eqy munka, ami eqyben az utolso munka, akkor a megoldds értéke:
cost(S, Q) = Fax + co = 1+ 10. Offline esetben viszont, a két munkdnak egyszerre
érdemes rendelni v, = 1-ben, ezért az optimdlis megoldds értéke 2 4+ 5, mert igy
Frax = 2 és a rendelési koltség pedig 5. Ennek szemléltetésére bemutatjuk a kévetke-
20 abrdkat, ahol az elsd abra, amikor az online algoritmus kiilon rendel, a mdsodik

pedig az offline eset. Az abrdkon a nyilak a rendelések idépontjait jeldlik.

Ji J2 - Ji J2 .y
{ 1 { T 1

0 1 2 0 1 2 3
1 7 7
Online eset, ahol a megoldas koltsége 11 Offline eset, ahol a megoldas koltsége 7

2. Tegyiik fel, hogy nem rendeliink rogton ji-nek anyagot, hanem kivdrunk. Ekkor, ha a
kovetkezd munka sokdra érkezik (jelen esetben késébb mint 5), akkor viszont az Fiax

érték novekedhet. Ha itt példaul a kévetkezd és egyben utolso munka rendelkezésre
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dalldsi ideje 10, akkor ha egyszerre rendelink a két munkdnak ebben az iddpillanat-
ban, akkor a megoldds értéke 11 + 5, mert Fn., = 11 lesz az elsé munka miatt.
Offline esetben viszont az optimdlis megoldds értéke 1+ 10 lett volna, ha mindkettd
rendelkezésre dllast iddben rendeliink. Hasonloan az eldzd esethez, ennek az esetnek

a szemléltetéséhez tekintsik a kovetkezd dabrdkat:

Ji| g2

0 10 11 12

Online eset, ahol a megoldas koltsége 16

Ji J2
— — -1
0 1 10 11

T T

Offline eset, ahol a megoldas koltsége 11

Egy online algoritmus megoldasa tehat altaldban nem optimélis, mivel az algoritmus
részenként hozza meg a dontéseket, ezért varhatdéan nem fogja elérni az offline optimumot.
Hasonl6an az offline részhez, ezeknél a feladatoknél is szeretnénk meghatarozni egy az op-
timalishoz elég kozeli megoldast. Azokban a feladatokban, ahol minimalizalni szeretnénk,
a feladatot megold6 online algoritmust C-versenyképesnek neveziink, ha a megoldasdnak

értéke legfeljebb C-szerese az offline optimumnak. Formalisan:

ALG(I) < OPT(I)-C

VI feladatpéldanyra teljesiil. Itt is a jelolések hasonlok az el6zGekhez.

Az online algoritmusok hatékonysaganak vizsgalatara bevezetjiik a versenyképességi
hanyadost, amit C-vel fogunk jel6lni. A versenyképességi hanyados azt fogja mutatni,
hogy mennyivel tér el a online algoritmus altal adott megoldas és az offline optimélis
megoldas célfiiggvény értéke.

Ez a hényados a legkisebb olyan C' érték, amire még teljesiil, hogy az algoritmus C-

versenyképes, azaz:
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Ez a versenyképességi hanyados azt mutatja meg, hogy az adott algoritmus megoldasa
mennyire ,,j6” az optimaélis offline algoritmuséhoz képest. Minimalizalasi feladatok esetén,

ha a C' minél kisebb, annal kézelebb van a vizsgélt algoritmus megoldasa az optimalishoz.
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3. fejezet

Feladatok Fiax + cg céliuggvénnyel

Ebben a fejezetben most az F.x + Co célfiiggvény szerinti feladatot vizsgaljuk és annak
aleseteit kiilonbozé korlatok szerint. Online feladatok esetén a cél kozelité algoritmusok
bemutatasa lesz és azok versenyképességének vizsgélata. Offline eseteben pedig vagy egy
polinomialis algoritmust szeretnénk adni a feladat megoldésara, vagy azt szeretnénk be-
latni az adott feladatrol, hogy NP-nehéz.

Az ebben a fejezetben bemutatott eredmények f6ként a [8], [12], [9] cikkekbdl szér-

maznak. Ezek Osszefoglalasara létrehoztuk a kovetkezé tablazatot.

3.1. tablazat. A fejezetben bemutatott eredmények

Feladat Eredmény Forras
Llonline, jrp,s = 1, kil. 7| Fax + co 2-versenyképes algoritmus  [8], 3.1.18 tétel
1|online, jrp, s = 1, kiil. r;, p-korlatos input|Finax + co  V/2-versenyképes algoritmus 8], 3.1.19 tétel
1|jrp, s = const,rj| Fax + co 2-kézelits algoritmus [12], 3.2.7 tétel
1jrp, s = 2,7j|Fax + co NP-nehéz [9], 3.2.8 tétel

3.1. Online feladatok

3.1.1. 1llonline, jrp,s = 1,p; = 1,killonboz6 r;j| Finax + co

Ez a feladat egy online feladat, tehat a munkik rendelkezésre éllasi ideje nem ismert az
algoritmus futasanak kezdetekor. Ezen kiviil feltessziik, hogy minden munka rendelkezésre
allasi ideje kiilonb6z6, azaz kiilonboz6 idépontokban érkeznek meg. Tovabba mivel s = 1,

ezért egy eréforrasunk van, amire minden munkanak sziiksége van az elkészitéshez. Minden
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munka megmunkalési ideje 1 egység.

Offline optimumroél megfigyelések és allitasok

Ahogy azt az el6z6ekben méar lathattuk, egy online algoritmus hatékonysiganak a vizsgé-
latahoz, az optimaélis offline megoldasra is sziikségiink lesz az 6sszehasonlitashoz. Ennek a
meghatarozasa sem mindig egyszert, igy ehhez szeretnénk bevezetni par megfigyelést és

allitast az offline optimumrol, ennek a feladatnak a kapcsan.

3.1.1. Megfigyelés. ([8]) A feladat barmely (S, Q) megengedett megolddsdra létezik egy
(8', Q') megengedett megoldds, amiben a munkdk rendelkezésre dlldsi idd szerint novek-
v6 sorban vannak ttemezve. Ekkor a célfigguény értéke nem rosszabb, mint az (S, Q)

megoldds szerinti megoldds értéke.

3.1.2. Megfigyelés. ([8]) Minden megengedett (S, Q) megolddsdra a feladatnak létezik
olyan (S8', Q") megengedett megolddsa, ahol az erdforrdasok beszerzése csak rendelkezésre
dllasi iddkben torténik. Ekkor a célfiggvény értéke, nem lesz rosszabb, mint az (S, Q)

megoldds szerinti megoldds értéke.

3.1.3. Megfigyelés. ([8]|) Legyen I eqy feladat, amiben adott a munkdk eqy halmaza, és
legyen I', ami az I részhalmaza, tehdt I-beli munkdk vannak benne (azaz I' C I). Ekkor,
ha a beszerzések kiltsége megegyezik, akkor OPT(I') < OPT(I).

3.1.4. Megfigyelés. ([8|) Vegyink egy megengedett S itemezést, amelyben ha j és k
egymds utdni munkdk, azaz ha r; < ry teljesil, akkor S, = S; +1 minden j,k € S. Ekkor
F, < Fj.

Innentdl kezdve elég csak azokkal az offline megoldasokkal foglalkozni, ahol csak a
rendelkezésre allasi id6kben torténik az erdforréasok beszerzése, illetve a munkék pedig
a rendelkezésre allési idejiik szerinti névekvé sorban vannak iitemezve, amint lehetséges.
Ezeket az 4.2.1 és a 3.1.2 megfigyelés miatt tehetjiik fel.

A feladatot kiilonboz6 korlatos inputokra is szeretnénk a tovabbiakban vizsgalni. Itt
specidlisan p-reguléris és p-korlatos inputokkal fogunk foglalkozni. Elészor az ilyen tipusta
inputt esetekre is tekintsiink néhany allitédst az offline optimumrol.

El6szor az n munkét tartalmazo, p-korlatos inputokat fogjuk vizsgalni. Jeloljiik az

ilyen tipusu inputokat R,-nel.
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3.1.5. Megfigyelés. ([8]|) Vegyiink eqy R, p-requldris inputot.

1. Ha eqy megengedett megolddsban van olyan megrendelés, ami legalabb n" munkdnak

biztosit erdforrdast, akkor a mazximum dtfutdsi idé (Fiax) legaldbb (n' — 1) -p+ 1.

2. Bdrmely megengedett megolddsban, ahol q beszerzés torténik, van olyan j munka,

aminek az F; dtfutdsi ideje legaldbb ({%-‘ — 1) -p+ 1.

3. Egy megengedett megoldds koltsége, ahol q beszerzés torténik, legalabb q K+ ( [ﬂ — 1)-

p+ 1, ahol K egy megrendelés kéltsége (mivel csak eqy erdforrds van).

Bizonyitas.

g

1. Tegyiik fel, hogy 7 id6pontban rendeliink, tgy hogy ez n’ munkara biztosit erd-

forrast. Ekkor akiknek erdforrast biztosit ez a rendelés, azok kiiziil az els6 munka
rendelkezésre allasi idejét jeloljik r.-vel, az utols6ét pedig r,-val. Mivel az elején
feltettiik, hogy az input p-reguléris, ezért r, = r. + (n' — 1)p.

Definici6 szerint, egy j munkahoz akkor lehet eréforrast rendelni 7-ban, ha 7 > r;.
Tehat itt 7 > r, = r. + (n’ — 1)p, ekkor rendeliink e munkéhoz is eréforrast. Ezért e
munka atfutasi ideje legalabb (n’ — 1)p + 1 (mert 7 —r, > (n’ — 1)p, ez e varakozas

ideje, és +1, a feldolgozasi 1d6).

. Ha g db beszerzés van, akkor a skatulya elv miatt mindenképpen lesz olyan rendelés,

ami legalabb E—‘ munkat szolgal ki. Ekkor, az el6z6 megfigyelés alapjan, a maximélis

atfutési id6 legalabb (M . 1) p1.

. mivel g rendelés esetén Fy . > ({ﬂ — 1) -p+ 1, ezért a megoldas koltsége legalabb

ennyi, plusz a megrendelés koltsége, ami ¢K .

3.1.6. Allitas. ([8]) Egy p-reguldris input esetén barmely megoldds, ahol q beszerzés tor-
ténik, minimdlis koltsége: ¢ + ([%—‘ — 1> p+ 1.

Bizonyitas. Konstrualni fogunk egy megengedett megoldést ¢ megrendeléssel gy, hogy

a koltsége megegyezzen az allitdsban szereplds értékkel.
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Jeloljiik a rendelések idGpontjait 7;-vel, © = 0, ..., ¢ — 1. Ezeket definidljuk a kovetkezd
képpen:

-, ha i =0,
Ti = §ip[n/q], haie{l,...,r},

ip|n/q|, haie{r+1,...,q}.

Feltessziik, hogy minden munkat, amint lehetséges, iitemeziink rendelkezésre allasi id6
szerint névekvé sorban.

Legyen j € J munka a k-adik (k > 1) munka (7;, 7;41] intervallumban (i =0, ...,¢g—1).
Ekkor 7; < rj = 7, + kp < 7;11. A munka befejezési ideje: C; = 7,41 + k, mert 7,41-ben
fogjuk tudni elkezdeni {itemezni a (7;, 7;41]-ben megjelent munkakat, rendelkezésre allasi
id6 szerint novekvs sorban, és j a k-adik. Igy az atfutasi ideje j-nek: F;=Cj—r; =
Tiv1+k—(1i+kp) =11 — 7 + k(1 — p)

A 3.1.4. megfigyelés alapjan az F; akkor maximalis, ha k = 1. Ekkor F; = 7,4 — 7 +

(1 — p). Az egymas uténi rendelések tavolsaga 7; definicioja alapjan:

I E R R e

Teht P <p | 2| +(1—p) = (|2] = p+1.
Igy egy megengedett megoldas koltsége legfeljebb K + ({%-‘ —1)p+1, de a 5. megfigye-
lésbdl lattuk, hogy egy megengedett megoldas koltsége minimum ennyi, tehat valoban a
minimaélis koltség egy ¢ beszerzéses feladatnal ¢K + ( E—‘ —p+1. O

Ebbél rogton kovetkezik, hogy:

3.1.7. Lemma. ([8]) Az offline optimum p-reguldris inputra:

: n
OPT(R,) = oin (Kq + ({E-‘ — 1) p+ 1)

Innentdl kezdve, legyen ¢* az a megrendelés szam, ami mellett a megoldas értéke minimalis.
Ekkor létezik optimélis megoldés, amiben ¢* db beszerzés torténik.

A p-regularis inputu feladatok megoldasanak az optimuméra szeretnénk a kovetkezs-
ekben adni egy also és egy felsg korlatot.
Ehhez, a 3.1.7 lemma alapjan bevezetjiik f(q) fliggvényt, hogy az OPT(R,,) kifejezést
kénnyebben tudjuk kezelni. Ennek segitségével szeretnénk majd magat a kifejezést is kor-

latok kozé szoritani. Legyen tehat f(q) a kovetkezs:
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flg) = Kq—l—(g—l)p%—l

3.1.8. Lemma. ([8|) Ha az input p-reguldaris, akkor OPT(R,,) > mingeg 4~0 f(q) = 2/npK—
p+1

Bizonyitas. Az els§ lemma utan feltettiik, hogy ¢* feltoltés esetén veszi fel ez az érték a

minimumot, ezért:
OPT(R,) = Kq" + GH - 1> p+1) > f(¢*) > min f(q)
q

Ahol mingegr~o f(q) = 2v/npK — p+ 1. Mivel f(q) konvex g > 0 esetben, ezért ha f(g)-t
derivaljuk, akkor:
flla) =K - n—f
q
és amelyik ¢-ra ez nullaval egyenls, akkor lesz az f(q) érték minimalis. Legyen ez az érték
qg= \/_ amire f(§) = 2v/npK —p+1 teljesiil. Igy ez egy als6 korlat az OPT(R,,)-re. [

Most hasonléan szeretnenk adni egy felsé korlatot is az optimumra.

3.1.9. Lemma. ([8]) Ha az input p-reguldris, akkor teljesil, hogy:
OPT(R,) < 2y/npK + K + 1

Bizonyitas. Az els§ lemma alapjan tudjuk, hogy J¢* € Z, amire OPT(R,,) minimaélis,
tehat:

orr(r,) - iy + | ]_1)

Ebbdl konnyen latszik, hogy f(¢*) < OPT(R,) < f(q*) + p. Mivel az OPT(R,) és f(q*)
kozott a kiilonbség < p, igy OPT(R,) < f(¢*) +

Az el6z6 mar lattuk, hogy f fliggvény konvex, ha ¢ > 0, ezért minimuma van § = \/%
helyen.

Ekkor lathatoan |§ — ¢*| < 1. (Emlékeztetsil: ¢: az f fiiggvény minimum helye, ¢*: az
OPT(R,), az a q érték, amire OPT(R,,) miniméalis) Ez alapjan két esetet fogunk vizsgélni:
l.eset: ¢ < ¢* < q+ 1, ekkor:

np

. . np .
flq") = Kq +E—p+1§K(Q+1)
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n
:K+KqA—|—?p—p+1:f(cj)+K:2\/npK—p+1+K

Ez alapjan pedig az allitas is teljesiil, mert tudjuk, hogy OPT(R,) < f(¢*) + p, amirdl
az elébb belattuk, hogy < 2/npK + K + 1.
2. eset: ¢* < ¢ < q"+ 1, ekkor:

R ~ n %
f(Q):KQ+Fp—p+1ZKq +< —1)p+12

(¢*+1)

—‘—1>p+1—p—K

> e+ 1)+ (|

Az utolso el6tti also becslés azért igaz, mert K¢* > K(¢* + 1) — K = Kq* és mert
(# — 1) p > ([ - -‘ — 1> p — p teljesiil, mert a felsG egész érték miatt a tort értéke

n
T +1

g +1
legfeljebb p-vel néhetne, de azt kivonjuk az Osszegbdl, igy a kifejezésre biztosan teljestil

az egyenlGtlenség.

Folytatva:

K(g*+1)+ ([
Ebbdl kovetkezik, hogy:

OPT(R,) < f(@)+p+ K=2npK —p+1+p+ K =2/npK + K+1

q*—i—l—‘ —1)p+1—p—K20PT(Rn)—p—K

és pont ezt szerettiik volna belatni. [J

A kovetkezGekben pedig p-korlatos I inputra szeretnénk allitasokat és megfigyeléseket
tenni. Legyen t,;, az els6 munkidnak az érkezési ideje, és ..« pedig az utols6 munkaé.
Jeloljiik Dj-vel ha az input regularis ¢, és tnax k6zott és Rj-vel pedig ha p-reguléris az

input. Ezeket a kovetkezs dbréval szemléltetjiik.

I
tmin (tmax + 1)

Dy
tmin (tmax + 1)

Ry
timin (tmax‘ +1)

3.1. dbra. Az inputok: I, D; és R,
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3.1.10. Allitas. (|8], bizonyitas nélkiil) Egy p-korldtos I inputra teljesiil, hogy: OPT(Dy) >
OPT(I) > OPT(R;) — p.

A feladatot megoldé algoritmus

A kovetkezSekben szeretnénk bemutatni egy, a feladatot megoldé online algoritmust. Uta-
na pedig vizsgaljuk ennek a hatékonységét elGszor altalanos, majd p-korlatos input esetén
is.

Ezek vizsgalatahoz a kovetkez§ jeloléseket fogjuk hasznalni:

o ALG(I): az algoritmus altal adott megoldas értéke, tetszdleges I feladat példanyra

(ez az input)
e ¢: a rendelések szama

o 71 < ... <7, a beszerzések idépontjai

Az algoritmus

Az algoritmusban két valtozot fogunk hasznalni, ezeket értékét fogjuk valtoztatni.
e t: azt fogja jelolni, hogy éppen hol jarunk az idében
o Fl.c az aktudlis maximum atfutasi idét fogja mutatni

Kezdetben a t-t és az Fy -0t is 0-ra allitjuk. Ezutan pedig minden iteracioban a kévetkezé

lépéseket ismételjiik, amig minden munka {itemezve nem lesz:

1. meghatérozzuk a t id6pontban elérhet, még nem iitemezett munkak halmazét, ezt

By-vel jeloljiik

2. meghatarozzuk a B;-beli munkakra, hogy ha ¢-t6l kezdve, allasidg nélkiil, rendelke-
zésre allasi id§ szerint novekvs sorban iitemeznénk Sket, mennyi lenne a maximum

atfutéasi id6 (Fax), ezt B, -val jeloljiik

max

3. hateljesiil, hogy Ft . = Fuax+IK, akkor F ., értékét Fl  -ra allitjuk, -ben megren-
deljiik az eréforrast, és ilitemezziik a By-beli munkékat t-t6] kezdve allasidé nélkiil.
(Ezek t + |B;| id6pontig lesznek a gépen.) Amint az utols6 munkat is titemeztiik,

megallunk.
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4. ha F" +# FLa.x + K, akkor nem rendeliink, és legyen ¢ :=t + 1.

max

5. folytassuk az els6 1épéstsl.

Az algoritmus vizsgalata

A kovetkezSkben ennek az algoritmusnak a versenyképességét fogjuk vizsgalni, el6szor
altalanos, majd p-korlatos inputra. Ezekhez elGszor sziikség lesz néhany allitasra és meg-

figyelésre.

3.1.11. Megfigyelés. ([8]|) Legyen f; az a munka, amit az algorimus 7;-ben itemezett.

Ekkor T, = ry, + Ki — 1. (Kilonben az algoritmus nem ttemzte volna f;-t 7;-ben).

3.1.12. Megfigyelés. ([8]) A 7;-ben iitemezett munkdk szama, azaz | By| mérete, legfeljebb

K1, igy tehdt a 7;-ben kezdddd munkdk mindig befejezddnek ;11 eldtt.

3.1.13. Allitas. ([8]) Az i-edik beszerzés utdn az algorimus dltal adott megoldds koltsége
2K1 V1 <1 <gq, ahol F,,,, = K.

Bizonyitas. (teljes indukcioval) Az els§ beszerzésnél az F,., = K teljestl, mert ere-
detileg F,... = 0 és beszerzés pedig akkor torténik, ha az elérheté munkak maximum
flowtime-ja megegyezik az F,., + K-val. Igy ebben az idépontban az iitemezés koltsége
cq + cg, ahol cg = K = cg, mert egy beszerzés tortént eddig, az iitemezés pedig az elgb-
biek szerint. Ezzel ¢ = 1-re belattuk, hogy igaz az allitas.

Feltessziik, hogy ez 7;_1-ig igaz, tehat az algoritmus altal adott megoldas értéke i — 1ben
2K (i —1).

Tudjuk, hogy 7;_i-ben az F., értéke a feltétel szerint (i — 1) K. 7;-ben pedig akkor ren-
deliink, ha az akkor elérhet6 munkakra igaz, hogy F*. = Frax+ K = (i— 1)K+ K = Ki

az el6z6 miatt. Ekkor a rendelések koltsége is, ami eddig (i — 1)K volt K-val nétt, tehat
a megoldas értéke i-ben: 2K, [

3.1.14. Allitas. ([8]) Minden 1 <i < q-ra, 7, — 71 > Ki.

Bizonyitas. Ha az elsé munka az i —1-ik rendelés utan j, akkor 7; > r;+ K7 az algoritmus
szerint. Mivel r; > 7,4, ezért 7, > 7,_; + K1, ebbdl kovetkezik az éllitas. U
Az algoritmus vizsgalatahoz még bevezetjiik egy specialis osztalyat az inputoknak, az

a kovetkezd lesz:
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3.1.15. Definicié. Egyn munkdbol dllo inputot ritkdnak neveziink, ha minden munkdnak

a rendelkezésre dlldsi idejére igaz, rj11 —1; > Kj, ahol 1 < j < n.

3.1.16. Allitas. ([8], bizonyitas nélkill) Ha I egy n munkdbdl dllo ritka input, akkor
OPT(I) = Kn + 1

3.1.17. Allitas. ([8], bizonyitas nélkiil) Ha I egy n munkdbdl dlld ritka input, akkor az

algoritmus n-szer rendel €s a megoldds kéltsége 2Kn.

3.1.18. Tétel. (|8]|) Az elézdekben bemutatott algoritmus 2-versenyképes dltaldnos input-

ra.

Bizonyitas. Vegyiink egy olyan [ inputot, amire az algoritmus ¢ rendelést hajt végre.
Ekkor a 3.1.13 allitds miatt tudjuk, hogy a megoldas koltsége 2K q erre az inputra.

Most az I inputbol készitiink egy ritka inputot a kévetkezé modon:

Az I inputbdl jeldljiik f;-vel azt a munkat ami 7;-ben kezdédik, Vi = 1,2, ...¢-ra. Hagyjunk
el minden mésik munkat I-bél, igy csak ezeket megtartva, egy ritka inputot kapunk.
Ebben a megmaradt munkak rendelkezésre allasi idejei megegyeznek az eredeti ry,-kel.
Errél elgszor be kell latnunk, hogy egy ritka input. Minden ilyen f; munkara teljesiil,
hogy 7y, + Ki — 1 = 7; (3.1.11 megfigyelés miatt) és ry,,, > 7, minden ¢ = 1,2, ..., ¢-ra.
Ebbdl kovetkezik, hogy ry,., — 1y > Ki, tehat az input ritka.

Mivel I’ egy ritka input igy, ezért 3.1.16 allitds miatt tudjuk, hogy OPT(I') = Kq+1, és
I' C I, ezért a 3.1.3 miatt pedig tudjuk, hogy OPT(I") < OPT(I).

ALG(I) _ ALGU) _ 2Kq

<
OPT(I) = OPT(I') = Kq+1=°

Ezzel belattuk, hogy az algoritmus 2-versenyképes, és ez a legkisebb fels korlat amire

ez teljesiil, mert:

ALG(I')  2Kq
OPT(I')  Kq+1

— 2, ha ¢ — oc.
O

3.1.19. Tétel. ([8]) Az algoritmus versenyképessége egy p-korldtos inputon tart \/2-hiz,

ha a munkdk szama tart co-hez.
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Bizonyitas. Legyen I egy p-korlatos, n munkabol allo input. Tegyiik fel, hogy az algo-
ritmus erre az inputra g-szor rendel.

A bizonyitas menete, hogy el6szor ALG(I)-re és OPT(I)-re és adunk egy korlatot.
Legyen minden 1 <4 < n-re n; azon munkak szdma, amiknek a rendelkezésre allasi ideje

[7,-1 + 1, 7;] intervallumban van. Mivel az input p-korlatos, ezért a skatulya-elv és a 3.1.14

’77]‘—7'2‘_1—‘ ’VKZ—‘ K1
2| — |2 |—|2—
p p p

allitas miatt:

Ezért:

q q )
Ki Kqlg+1) _ K¢? 2np
" Zi_l i = — P 2p - 2p 7= K

Ebbdl kovetkezik, hogy ALG(I)-re korlat:
2
ALG(I) = 2Kq < 2K/ % — 2/2npK
OPT(I)-re korlat:

OPT(I) > 2y/npK —2p+ 1.

ALG(I) 2v/2npK V2npK B

< = ha n — oo,
OPT(I) ~ 2y/npK —2p+1 /npK —p+ 3 an oo

3.2. Offline feladatok

3.2.1. Polinomialis algoritmus
L|jrp, s = const, rj| Finax + Co

Ebben az alfejezetben, az el6z6 fejezetben bemutatott online feladat egy olyan altalano-
sitasat fogjuk vizsgalni, ahol Vj € J munkéhoz tetszéleges p; tartozhat és konstans sok
erGforrasuk lehet.

A feladat megoldésara bemutatunk egy dinamikus programozéson alapulé algoritmust.
Ennek bemutatasa el6tt, az egyszertiség kedvéért, szeretnénk bevezetni par fogalmat és

jelolést.
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3.2.1. Definicié. Egy titemezésben azon munkdk halmazat, amelyek k és k + 1-edik be-

szerzés kozott kerilnek titemezésre, a k-adig blokknak nevezziik. Ezeket By-val jeldlyiik.

3.2.2. Definicié. Egy By, blokkbeli j, j' € By, munka pdrt rossz pdrnak neveziink, ha r; <
Ty és Sj/ S Sj.

3.2.3. Allitas. ([12|, bizonyitas nélkiil) Eqgy kozisbeszerzés és iitemezés feladatban Fiya+

co célfigguény esetén mindig létezik olyan optimdlis megoldds, ahol

1. a gép akkor nem dolgozik eqy munkdn sem, ha az 0sszes munka elkészilt, vagy amikor

U beszerzésre varunk
2. a megrendelések csak a munkdk rendelkezésre dalldsi iddpontjaiba torténnek

3. mincsenek rossz munka pdarok az titemezésben

3.2.4. Definicié. Egy iitemezést szép tiitemezésnek neveziink, ha az olyan munkdk, amik-
nek ugyanarra az erdforrdasra van szikségik, rendelkezésre dlldsi idd szerint névekvd sorban

vannak titemezve.

Ebbdl kovetkezik, hogy egy szép {itemezésben rossz munkapérok sincsenek. A kovetkezs-
ekben mutatunk egy dinamikus programozéasi algoritmust a feladatra, amely mindig szép

utemezést ad.

A feladatot megold6 algoritmus magyarazata: A feladat megoldasara szeretnénk
a kdovetkez6 dinamikus programozési algoritmust bemutatni.

Az algoritmus bemutatasa el6tt bevezetjiik 7 halmazt, ami a kiilonb6z6 rendelkezésre
allasi id6ket tartalmazza névekvs sorrban, azaz T = {t1,ts,...,tj7}, ahol t; <ty < ... <
ti7- (Minden t;-hez létezik j € J munka, amire r; = t;.)

Tovabba minden J; halmazhoz definidlunk egy rendezést a kovetkezd modon: ha
J,j" € Ji és r; < ry, akkor j <; j', egyenldség esetén pedig a sorrend tetszéleges. Beve-
zetjiik tovabba még J;(5;) jelolést, ami azon Ji-beli munkék halmazat jeléli, amik rendel-

kezésre allasi ideje legfeljebb f;.

Az algoritmus |7| + 1 rétegbol all (k-adik réteg jelolése L(ty)) és minden réteget
az el6zbol épit fel. A rétegekben éllapotok vannak. Minden allapothoz (ezeket N-nel
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jeloljiik) tartozik egy olyan részleges iitemezés, amiben az utols6 munka legkéssbb ;-
ig befejezidik és egy beszerzési struktira, amiben a beszerzések idépontjai {¢y,...,t5_1}
halmazbol szarmaznak. Minden allapot egy (3+4s) dimenzios vektor. Egy allapot jelélése
altalanosan: N = [tg; 00, ..., s B1, -, Bsi Y1y -3 Vs 05 Cmy -+ s

Az allapotok megértéséhez szeretnénk bevezetni a kovetkezd jeloléseket:

Jelolések:

e ;. az adott réteget jeloli amiben éppen vagyunk

a;: Ji-bol (azok a munkak, amiknek sziiksége van R;-re) azon munkak szama, amiket

mar titemeztiink SV-ben

B;: R; eréforrasbol a legutolsé beszerzés idépontja QV-ben

vi: R; erdforrasbol a beszerzések szdma Q-ben

d: Osszesen hany beszerzés tortént QV-ben

(: az utols6 olyan munkanak a rendelkezésre allasi ideje, amit6l kezdve a munkak

allasidg nélkiil, folyamatosan iitemezve vannak

e 7;: Ji-b6l hany munka volt iitemezve ¢ utan allasidé nélkiil

A feladatot megold6 algoritmus bemutatéasa:

Az algoritmus lényege, hogy az aktualis réteg allapotait sorban feldolgozza, ezzel 1ét-
rehozva a kovetkezs rétegeket. Az utolsod rétegben keresi azt az allapotot, amihez tartozo
koltség a tobbi koziil a lehets legkisebb, és a hozzé tartozé iitemezésben minden munka
iitemezve lett.

Ennek 1épéseit vazlatosan ismertetjiik, a részletek a kiilon leirt pszeudokédban talal-
hatoak. Tegyiik fel, hogy N € L(t;) allapotot dolgozzuk éppen fel. Vessziik az eréforrasok
Osszes lehetséges R részhalmazat, amikre létrehozunk N allapotokat. Ezek azt az esetet
reprezentéljak, hogy t,-ban R eréforrasokat rendeltiik. Ez alapjan frissitjiik az allapotok-
hoz tartozé paramétereket, majd az Osszes lehetséges modon kivélasztja, hogy az egyes
munkahalmazokboél hany munkat iitemezzen.

A kapott részleges litemezésekhez Gj allapotokat hoz létre, amelyeket megfelels réteghe
beletesz, ha ott még nem szerepel azonos paraméterekkel rendelkezé allapot. Ha van, akkor

azt tartja meg, amelyiknek az 6sszkoltsége kisebb.
Az algoritmus leirdsa pszeudokoddal a kovetkezs oldalon lathato.
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1. Algoritmus DinProg Fmax

Inicializacioé: k := 1, Ny := [t1;0,...,0;—, ..., —;0,...,0;0;0;0,...,0], SN &s Q™ iires
halmazok, L(t1) := {No}.

1. Minden t; € T id6pontra, minden N := [tg; vy, ..., Qs; By« o Bsi Vi e o3 Vs505C M1, -+ Ms] €

L(t) allapotra és az erdforrasok minden lehetséges R C {Ry,..., R,} részhalmazira

végrehajtjuk az la—1d lépéseket:

(a) Minden R; erdforrasra, i € {1,...,s}, meghatarozzuk f3; és ¥; értékét a kovetkezs

modon: ha R; € R, akkor f3; := t;, és 7; := v; + 1; killonben 5; := f3; és %; 1= ;.
(b) Ha R = @, akkor legyen 6 := ¢, kiilénben § := § + 1.

(c) Minden i = 1,..., s esetén meghatarozzuk a J;(3;) sorozatot, amely azokat a J;-beli

munkakat tartalmazza, amelyek rendelkezésre allasi ideje legfeljebb f3;, <; sorrendbe

rendezve. Legyen J/ a J;(5;) sorozat utolsé | J;(53;)| — oy darab munkaja.
(d) Minden (my,...,ms) € {0,..., My} x --- x {0,..., M} vektorra végrehajtjuk az
alabbi 1épéseket:

i.

ii.

iii.

1v.

Legyen J; a J/ sorozat elsd m; darab munkaja a <; sorrend szerint, tovabba legyen
t = max {tg,(+ >0, mi}-

Az SV iitemezésbdl létrehozzuk az SY iitemezést gy, hogy UJ;_, J; munkait <;
sorrendben, ¢ idéponttdl kezdve allasidé nélkiil iitemezziik. Hasonléan QN-bél 1ét-
rehozzuk Q%-at azzal, hogy kibovitjiik (R, )-val.

Legyen &; :== o; +m; és 1j; :=mn; +m; minden ¢ = 1,..., s esetén.

Ha )7 m; =0, akkor legyen N := [teq1; 00, ... G Bry - -, Bsi 1, -5 ¥si 05 g1 0,

Ha 37, m; > 0, akkor legyen C' az utoljara iitemezett munka befejezési ideje. Ha
C € T, akkor legyen N := [C; a1, ..., 0s; 81, Bsi Vs o5 V5305 C Ty - oo 5 Ts)-

Ellenkez6 esetben legyen ¢, és t,,1 két egymast kovets rendelkezésre allasi idépont,
amelyekre t, < C' <ty teljesiil, és definidljuk a kovetkezd két allapotot: Ny :=
[te; o0 By, B Yo Vs30T - 1), ha by 7 e,

Ny = [top1;00, ... 05 By ooy Bei Ay - - s 03 Le41; 0, ..., 0]

Minden tjonnan definialt N := [f;...] allapotra: ha N ¢ L(#), akkor hozzaadjuk
N-t az L(t) réteghez, beallitjuk N-t a sziil6jének, és (S, Q%) részleges megoldast
rendeljiik hozza.

Ha N € L(1), és az S {itemezés maximalis atfutési ideje kisebb, mint a N-hez je-
lenleg tartozo iitemezésé, akkor a N-hez tartozo iitemezést és beszerzési struktirat

lecseréljiik (SY, QW)-ra, és az allapot sziilgjét N-re allitjuk.

2. Ha k <|T1, akkor legyen k := k + 1, és folytassuk az algoritmust az elsg 1épéstdl.

3. Meghatarozunk egy olyan N € L(tj7+1) allapotot, amelyre Y7 | «; = n, és amely

minimalizalja az Fiax + 0Ko + Y i, 7K, értéket. Az ehhez tartozo megoldas lesz az

output.

0],
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3.2.5. Allitas. ([12]) A 1. algoritmus futdsideje polinomidlis, és megtaldlja a legkisebb
koltsegii szép megolddst, amu teljesiti 3.2.3 dllitas feltételeit.

Bizonyitas. Figyeljiik meg, hogy az 1. algoritmus minden i-re J;-ben definialt <; szerint
iitemezi a munkakat. Ennek eredményeként egy szép iitemezést ad az algoritmus megol-
désként.

Ha (S, Q) az optimalis, 3.2.3 allitas feltételeit kielégité megoldas, ahol S iitemezés szép,
akkor tudunk egy allapotokbol allo sorozatot épiteni, ami N-hez tart, ahol az N allapot-
hoz tartozé megoldas (S, Q). (Az optimalitast és a polinomialis futési id6 bizonyitasaért
lasd: [12]) O

3.2.6. Lemma. ([12], bizonyitas nélkiil) Vegyiink egy optimdlis (S, Q) megolddst a fel-
Ekkor létezik egy (S', Q') meg-

engedett megoldds ugyanazzal a megrendelési struktirdval, azaz Q@ = Q €és eqy szép fite-

adatra, ahol a maximum dtfutdsi idd értékét jeloljik FS

max*

mezéssel, amire teljesiil, hogy a mazimum dtfutdsi ideje, azaz F' < 2F ..

max

3.2.7. Tétel. (|12|) Az 1. algoritmus 2-kozelitd algoritmus az 1|jrp, s = const, rj| Fiax +

co feladat megolddsdra.

Bizonyitas. Vegyiink egy (S*, Q*) optiméalis megoldast a feladatra, ami kielégiti 3.2.3
allitast.

A 3.2.6 lemmabol kifolydlag tudjuk, hogy létezik (S’, Q%) megengedett megoldas, ahol S’
egy szép litemezés és teljesiil ra, hogy F! < 2F* . Ebbgl kovetkezik, hogy:

max — max"*

COSt(S,, Q*) S Fr/nax + Co~ S 2Frt1ax + Co~ < Q(F* + CQ*) = 2OPT

max

Azonban erre az (S’, Q%) megoldasra nem feltétleniil teljesiil a 3.2.3 allitas els6 és har-
madik feltétele. Ugyaneszerint az &llitas alapjan tudjuk, hogy létezik olyan (S, Q*) meg-
oldas, amire az &llitds mindhérom feltétele teljesiil, S titemezés szép és cost(S, Q%) <
cost(S’, Q%) < 20PT.

Mivel 1. algoritmus adja a legjobb értékii olyan megoldast, amiben az iitemezés szép,
ezért ebbdl kovetkezik, hogy ALG < cost(S, Q) < 20PT. Ezzel az allitast belattuk. O

3.2.2. NP-nehéz feladat

Ebben az alfejezetben 1|jrp, rj|Fax + co feladatrol belatjuk, hogy kettd erdforras esetén

NP-nehéz, még nagyon specialis esetben is. Ehhez tekintsiik a kovetkezd tételt:
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3.2.8. Tétel. ([12]) Ha s = 2, akkor 1|jrp,rj|Fmax + co feladat megolddisa NP-nehéz,
még akkor is, ha feltessziik, hogy Ky = K1 = 0 és minden munkdnak csak eqy erdforrdsra

van sziksége.

Bizonyitas. Ezt a tételt gy fogjuk belatni, hogy az ismerten NP-nehéz PARTICIO-
feladatot visszavezetjiik a 1]jrp, 7j| Fnax + co feladatra. Elstte bevezetjiikk a PARTICIO-
feladatot:

PARTICIO-feladat: adott egy A = {ai,...,a,} halmaz, ahol a; € N minden i =
1,2,...,nre és adott B = @ A kérdés, hogy létezik-e A; C A halmaz, amire
D jea, 4 = B.

Vegyiik a PARTICIO-feladat egy I feladatpéldanyat, ebbdl készitiink egy I’ feladatpél-
danyt az 1]jrp, rj|Fuax + co feladatra. Ez a megfeleltetés a kovetkezd modon fog torténni:

I'-ben a munkék szama legyen n + 2. Az els6 n munka a kovetkezé modon alljon eld:
minden a; € A-nak megfeleltetiink egy j; munkat gy, hogy mindegyik rendelkezésre allasi
ideje legyen B (azaz rj, = B minden i = 1,2, ..., n-re) és minden munkénak az Ry eréfor-
rasra van sziiksége. Tovabba ezeknek a munkaknak a megmunkalasi ideje legyen p;, = a;.
A Jni1, Jnao munkidkat ugy definialjuk, hogy a megmunkalési idejiik legyen egységnyi,
mindkettének csak Ry eréforrasra van sziiksége és rj, ., = 0,7;,., = 2B5.

Az er6forrasok megrendelésének koltségei legyenek a kovetkezdk: Ky = K3 = 0 és Ky =
B2

A kovetkez&ekben azt szeretnénk belatni, hogy I feladatpédany megoldhaté < ha I'-
re létezik (S, Q) megoldés legfeljebb O = B? + 2B + 1 koltséggel.
= Feltessziik, hogy létezik I-nek megoldasa. Ekkor vegyiik egy (S, Q) megoldasat I’-
nek a kovetkezé modon. Legyen Q beszerzési struktiraban ketté megrendelés, igy legyen
Q = {({R:}, B), ({R2},2B)}. Ennek a koltsége ekkor cg = B2
Tovabba mivel létezik I-nek megoldasa, ezért 3A; C A halmaz, amire jea, = B. Ezt
felhasznalva S {itemezést definidljuk a kovetkezd modon. Utemezziik az A; halmaz ele-
meihez tartoz6 munkakat tetszéleges sorrendben a [B,2B] intervallumban, az A halmaz
tobbi eleméhez tartozo munkakat pedig a [2B + 1,3B + 1] intervallumban. Az utolso két

munka kezdés ideje S-ben pedig legyen S ., = 2B és 5, ., = 3B + 1. Ennek megfelelen

In+2

az Osszes lUtemezett munkakra F; < 2B + 1.
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Az igy megadott (S, Q) egy megengedett megoldas I'-re és cost(S, Q) < O. Ezzel
belattuk, hogy ha I megoldhato, akkor I’ is a megfelel koltséggel.
«: Tegytik fel, hogy létezik egy (S, Q) megoldas I'-re, amire cost(S, Q) < O. Ekkor Ry
er6forrasbol pontosan egyszer rendeliink kiilénben cost(S, Q) > O teljesiilne, ami ellent-
mondas lenne. Emiatt minden munkara F; < 2B + 1-nek is teljesiilnie kell.
Tudjuk, hogy Ra-re jni1, jnyo-nek is sziiksége van. Mivel r; ., = 2B és ebbdl az erdfor-
rasbol csak egyszer rendeliink, ezért ennek a megrendelése legkorabban 2B-ben torténhet.
< 2B + 1, ezért ehhez legkésébb

2B-ben meg kell rendelni Ro-t. Emiatt Ry megrendelése és az S szerinti kezdés ideje j,,41-

Viszont j,41 munkara is teljesiilnie kell, hogy Fj .
nek is 2B-ben lesz. Mivel a particiés feladathoz tartozé munkik maximum atfutasi ideje
is 2B+1, ezért ezeknek [B,3B + 1] intervallumban kell hogy iitemezve legyenek. Ebben
viszont mar j,, 1 Utemezve van 2B-tdl, igy azok a munkék [B,2B] és [2B+1,3B+ 1] inter-
vallumba lesznek iitemezve allasid6 nélkiil. Ennek szemléltetésére tekintsiik a kovetkezd

abrat:

Ai-beli munkak A\ Aj-beli munkak

Jna1 Jnt2

B 2B 3B+1
(1) (R2)

Ekkor a [B, 2B] inetrvallumba 1évé munkakhoz tartozo megmunkalési id6 megfeleltethd
a; € Ay elemeknek, amikre teljesiil, hogy az Gsszegiik B, tehat I feladat is megoldhato.
OJ

37



4. fejezet
Feladatok ) (w;)C; + cg célfiiggvénnyel

Ebben a fejezetben a ) (w;)C; + co célfiiggvény szerinti feladatot vizsgaljuk és ennek
aleseteit kiilonb6zd korlatok szerint. A feladatok offline verzioja esetén a célunk belat-
ni a feladat NP-nehézségét, vagy bemutatni a megoldasara egy polinomialis futésideji
algoritmust. Online feladat esetén, pedig kozelité algoritmus bemutatasa és annak ver-
senyképességének vizsgalata lesz a cél.

A kovetkezs eredmények elsésorban a [9] cikkbdl szarmaznak. A kovetkezs tablazat

osszefoglalja a fejezetben bemutatott feladatokat és azok eredményeit.

4.1. tablazat. A fejezetben bemutatott eredmények

Feladat Eredmény Forras
1|j7’p, S = 1, 7’j| Zjej Cj + Co NP-nehéz [9] 4.1.5 allitas
Ujrp,pj = 1,143 25c 7 Ci + co NP-nehéz [9] 4.1.6 tétel

1|jrp,s = const,p; = 1,74 >°;c ;w;Cj +cg  polinomidlis alg. [9] 4.1.8 tétel
1]jrp,s = const, p; = p,r;| > ;c;w;Cj +cg  polinomidlis alg.  [9] 4.1.12 tétel

ljrp,s =1,p;=17j[> ;e C;+cg 2-versenyképes alg.  [9] 4.2.2 tétel

4.1. Offline feladatok

4.1.1. NP-nehéz feladatok

Ebben az alfejezetben most 1|jrp, ;| 3. ; w;Cj+cg feladatot fogjuk vizsgalni komplexi-
tas szerint. Megfigyelhetjiik, hogy ezek az eredmények igazak fognak maradni ) jeg Wi+

38



co célfiiggvény esetén is, mivel a két célfiiggvény kozott az eltérés > jeq WjTj, ami egy
konstans.
Ebben a részben be szeretnénk latni, hogy 1|jrp, 75| >~ c ; w;Cj+co feladat NP-nehéz.

Ehhez bevezetjiik a kovetkezd allitdsokat és definiciokat.

4.1.1. Definici6. Azt mondjuk, hogy A és B optimalizdldsi probléma ekvivalens, ha op-
timalis megolddst tudunk adni A feladatra polinomiddben eqy olyan ordkulum segitségével,
ami optimalis megolddst ad B-re konstans iddben és viszont. Tovdabbd az eqyik probléma a

mdsikkd polinomidlis iddben dtalakithato.

4.1.2. Tétel. ([9], bizonyitas nélkill.) Ha az erdforrdsok és a kilonbézé rendelkezésre
dlldsi idok szdma is konstans, akkor az 1|jrp,r;| > .c ;w;Cj + co feladat ekvivalens az
Lri| 2,7 w;iCy feladattal.

4.1.3. Megjegyzés. A 4.1.2 tétel igaz marad plusz korldtok mellett is, példdaul p; = p

vagy p; = 1-re is igaz lesz.
4.1.4. Tétel. ([13], bizonyitds néelkil.) Az 1|r| >, ; w;C; feladat megolddsa NP-nehéz.

Ennek a tételnek a segitségével szeretnénk majd belatni, hogy a vizsgalt feladat NP-nehéz.

Az el6z6 tételbdl egyértelmiien kovetkezik az alabbi allitas.

4.1.5. Allitas. ([9]) Az 1|jrp,s = 1,7, > ics WiCj + cg feladat megolddsa NP-nehéz,
még Ko = K1 = 0 feltétel esetén is.

4.1.6. Tétel. ([9]) Az 1|jrp,p; = 1,74 >_,c;w;Cj+co feladat megolddsa NP-nehéz, még
Ko=0,K;,=1,1=1,2,...,s feltétel esetén 1is.

Bizonyitas. Annak bizonyitasara, hogy a feladat NP-nehéz, visszavezetjik a MAX —
KLIKK problémat (ami egy ismerten NP-nehéz feladat) a vizsgalt feladatra.

MAX — KLIKK feladat: Adott G = (V, E) és egy k € N. Ekkor a feladat eldonteni
G-16l, hogy van-e benne k méreti teljes részgraf, azaz k cstcsu klikk.

Legyen I a MAX — KLIKK feladat egy példanya, amibdl konstrualunk egy I’ fel-
adatpéldanyt az 1|jrp,p; = 1,1 Zjej w;C; + cg feladatra a kovetkezé modon.

e n: Legyen a munkék szama [’-ben |V| + M, ahol M egy kell6en nagy szam.
e s: Legyen az eréforrasok szama |E|
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Ezek alapjan adott egy bijekcio az eréforrésok és az élek kozott és adott a cstucsok és az
els6 |V| munka kozott is.
Legyen ezeknek a csicsoknak megfelel6 munkaknak a rendelkezésre allasi ideje ' = 0. Egy
csuicsnak megfelel6 munkéhoz sziikséges eréforrasokat a neki megfelel§ csticsban végz&ds
élek adjak.

A tobbi M munkat ugy definidljuk, hogy azok rendelkezésre allasi ideje legyen r” =

|V| — k, és mindegyiknek minden eréforrasra sziiksége van.

4.1.7. Allitas. G grdfban van k méretd klikk < létezik az I' feladatpéldanynak olyan

megolddsa, aminek az értéke O = 2|E| — (’;) + (MH;/‘“)

Bizonyitas.

=: Ha G-ben van k méretd klikk, akkor ezt a k cstucsu részgrafjat G-nek jeloljik
G' = (V', E')-vel. Tekintsiik a kévetkezd megoldasat az I'-nek: legyen két megrendelés,
az elsé idépontja ' = 0, ahol megrendeliink minden eréforrast ami megfeleltethets egy
E\ E'-beli élnek. A kiévetkezs megrendelés idépontja r”, ahol pedig megrendeliink minden
eréforrast. Megfigyelhets, hogy ekkor a beszerzések koltsége 2|F| — |E'| = 2|E| — (g)
Ezutéan tekintsiik a kovetkezd S iitemezést: iitemezziik elGszor azokat a munkakat t = 0-t6l
kezdve tetsz6leges sorrendben, amiknek a megfeleli a V' '\ V' cstcsok. Ezek utan allasidé
nélkiil iitemezziik a tobbi munkat ugyantgy tetszéleges sorrendben. Konnyt latni, hogy az
igy kapott S tlitemezés megengedett, mert a ¢t-ben iitemezett munkak szama r” = |V| —k,
igy nem lesz atfedés a munkak kozott. Ebben az iitemezésben a munkik befejezésének

M +‘2V ‘H), igy a megoldas értéke valoban O.

0sszege (
<: Most tegylik fel, hogy létezik megoldas I'-re O célfiiggvény értékkel. Figyeljiik meg,
hogy minden eréforrast meg kell rendelni r”-ben, mivel az r” rendelkezésre allasi ideji
munkéknak sziiksége van minden eréforrasra. Ennek a beszerzésnek a koltsége |F|. Ha
van allasidé az titemezésben 1" el6tt, akkor a célfiiggvény értéke legalabb (|V|+2M+2) —
(VI —-k) = ('VHQMH) + M+ 1+ k > O elég nagy M-re. Ebbdl kovetkezik, hogy nincs
allasidé az litemezésben r” el6tt. Emiatt az eréforrasok, amiket r’-ben rendeliink elegendsk

M 1 .
+|2V|+ ), emiatt

" = |V| — k munkara. Igy a befejezési id6k Gsszege, allasids nélkiil, (
legfeljebb |E| — (g) eréforras rendelheté ' = 0-ban, kiillonben meghaladna a megoldas
értéke O értékét.

Ebbdl kovetkezik, hogy legalabb |V| — k cstcsra legfeljebb |E| — (];) illeszkedd éle

van. Tekintsiik a fennmarado6 k cstcsat a grafnak, az el6z6 megfigyelés miatt ezek kozott
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legalabb (];) ¢l van. Tehat ez a k cstcsu részgraf egy teljes gréaf, azaz egy k cstesu klikk.
O

Ezzel visszavezettilk a MAX-KLIKK problémat a feladatunkra, ezért az 1|jrp,p; =
1,751 > ;c7 w;Cj + co probléma is NP-nehéz. [

4.1.2. Polinomialis algoritmusok

Ebben az alfejezetben az 1|jrp,s = const,p; = 1,7 > w;C; + cg és az 1|jrp,s =
const, p; = p, | > w;C; + cg feladatokkal fogunk foglalkozni. Ezekhez szeretnénk a fel-
adatokat megoldd algoritmusokat bemutatni, majd azokrél belatni, hogy a futésidejiik

polinomialis.

El6szor az 1|jrp,s = const,p; = 1,7;] > w;C; + co feladatot fogjuk vizsgalni. Az
elézs alfejezetbdl tudjuk, hogy sem az 1|jrp,p; = 1,75 > w;Cj + cg, sem a 1|jrp,s =
1,7 > w;Cj+cg feladat nem megoldhat6 polinom idében ha P # N P. Itt azt szeretnénk
bemutatni, hogy ha feltessziik, hogy p; = 1 és azt is, hogy s = const, akkor az igy kapott
feladat mar megoldhat6 polinomialis idében.

Ehhez el6szor vazlatosan bemutatjuk a feladatot megold6é dinamikus programozasi
algoritmust, amirél késébb belatjuk, hogy a futas ideje polinomialis. Ez az algoritmus

hasonl6 lesz az el6z6 fejezetben bemutatott dinamikus programozasi algoritmushoz.

4.1.8. Tétel. (|9]) A 1|jrp, s = const,p; = 1,7;] > w,;C;+ co feladat megoldhatd polino-

madlis iddben.

Bizonyitas. A megoldasara konstrualunk egy dinamikus programozasi algoritmust, ami
meghatarozza a feladat optimalis megoldasat. Az algoritmus formalizalasihoz hasznélt
jelolések megegyeznek a 3.2.1 fejezetben bemutatott algoritmus esetén bevezetettekkel.
Az kovetkezGekben vazlatosan bemutatasra keriils algoritmus alapotlete is hasonlé lesz
a 1 algoritmuséhoz. Az algoritmus soran az allapotok |7 |+1 rétegbe lesznek rendezve. Egy
N € L(m;,) allapot pedig a kovetkezs vektorral adhato meg: N = [1g; a0, ..., s By -+, Bs; Y1y - -+ 5 Vs3 0]
Hasonl6an, minden allapothoz tartozik egy részleges iitemezés (SY) amiben a legutoljara
iitemezett munka legkésébb 7;-ig befejezddik. Tartozik hozzé még egy részleges beszerzési
struktira (QV) is, ahol a beszerzések id6pontjai a {7y,..., 7,1} halmazbol szdrmaznak.

A kovetkezd 1épésben pedig, szeretnék a programot vazlatosan bemutani.
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[tt is az algoritmus lényege, hogy az aktuélis réteg allapotait sorban feldolgozzuk, ezzel
létrehozva a kovetkezd réteget. Egy allapot feldolgozéasakor végigvizsgaljuk az eréforrasok
Osszes lehetséges részhalmazat, vagyis minden R C R halmazt. Az egyes részhalmazok-
hoz tartozé N éallapotok reprezentaljak, hogy a 7, idépontban a R eréforrasokat rendeljiik
meg. Majd algoritmus kivalasztja azokat a munkakat, amelyeket |14, 7441] intervallumon,
stly szerinti csokkend sorrendben iitemez. Az ezzel kapott részleges iitemezés és beszer-
zési struktura alapjan 1j allapotok jonnek létre. Ezeket probaljuk beletenni a kovetkezs
rétegbe. Ha a rétegben mar szerepel azonos paraméterekkel rendelkez6 allapot, akkor az
marad a rétegben, ha a hozza tartozé megoldas koltsége kedvez6bb. Ha nem, akkor az
1j allapotot hozzéadjuk a réteghez. Az algoritmus az utolso rétegbdl véilasztja ki azt az
allapotot, amelyben minden munka iitemezve van, és amelynek koltsége a legjobb.

Az algoritmus pszeudokodjat a kovetkezs oldalon mutatjuk be.

3s+2

Megfigyelhets, hogy az algoritmusban az allapotok széma legfeljebb n°%7< mivel min-

den egyes koordinataja egy allapotnak legfeljebb n értéket vehet fel. Ebbdl kovetkezik,
hogy az algoritmus polinomialis szami paramétert vizsgal meg, igy maga az eljaras is

polinomialis sok 1épés utéan leall.

4.1.9. Lemma. ([9], bizonyitas nélkiil.) Vegyiink eqy tetszdleges N = [Tp; 1, .-, Qs By ooy Bs; Y1y -5 Y
L(7) dllapotot.

(i) Minden S™-beli munka legkésébb 4-ig befejezddik.
(ii) Nincs dtfedés a munkdk kizétt SN iitemezésben.

(iii) Ha B; egy valds szim (nem ,-”), akkor QN-ban R; erdforrdsbdl van utdntéltés f3;

1ddpontban.
(iv) & beszerzés van Q™ -ben, amik kozil v;-ben R; erdforrdst rendeliink (i = 1,...,s).
(v) Ha minden i = 1,...,s-re teljesiil, hogy o; = |J;|, akkor a teljes SN iitemezés

megengedett, Q™ -beli beszerzésekkel.

(vi) A beszerzések kiltsége QN -ben N dllpotbdl kiszdmithatd polinomidlis idében.
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2. Algoritmus DinProg wjCj
Inicializacio6: k := 1, Ny := [11;0,...,0;—,...,—;0,...,0;0], SN ¢s Q™ iires halmazok,

L(m1) := {No}

1. Minden allapotra N := [1x;01,..., Qs B1, ..., Bs; 71, -+, 7Vs;0] € L(7) és minden

lehetséges részhalmazara az eréforrasoknak R C {Ry,..., R} la — 1h a lépéseket
ismételjiik:
(a) Minden R; ersforrasra, i € {1,..., s}, meghatarozzul j3; és 7; kévetkezd modon:

ha R; € R, akkor f3; := 73, és %; := 7; + 1; kiilénben, §; := f5; és ¥; = 7.

(b) Ha R = @, akkor legyen § := 4§, kiilénben 6 := & + 1.

(¢) Meghatarozzuk J;(5;) halmazt minden (i = 1,...,s). Legyen J* C U;_, Z:(3:)
amin {71 — 7%, > i, (| Ti(Bi)| — ) }, azaz a még nem iitemezett, legnagyobb

stulyd munkak halmaza.

(d) Legyen a; == a; + |[{j € J* : R(j) = i}| minden i = 1,...,s-re és legyen

T = Tk41-

(e) Legyen N := [F;au, ..., 0 B, Bs;F1s- - - Vsi 0]

(f) SN-b6l hozzuk létre S™ iitemezést tigy, hogy a J* halmaz munkait stly szerint
novekvé sorba iitemeziik 7,-t61, allasids nélkiil. Hasonléan QV-bél létrehozzuk
Q""-at azzal, hogy kibévitjiik (R, 7)-val.

(g) Ha N ¢ L(7), akkor hozzaadjuk N-t L(7) réteghez, és beallitjuk N-t a sziils-
jének. Tovabba N allapothoz fog tartozni (S™", Q") részleges megoldas.

(h) Ha N € L(7) és az S™v célfiiggvény értéke kisebb mint SV, akkor SN-t le-
cseréljiik S™v-ra, QN-t pedig Q™" — ra, és az allapot sziilgjét N-r6l N-re
allitjuk.

2. Ha k < |T|, akkor legyen k := k + 1 és folytassuk az algoritmust az els§ lépéstsl

3. Meghatérozzuk N € L(7j7;1) éllapotot amire > jeq wiCH(SN) + Kob + 377 Kiyi

érték a legkisebb, ez lesz az output.
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4.1.10. Allitas. (|9]) Ha |T*| < Thy1 — 7, akkor J* azon munkdk halmaza, amik Q%
szerint itemezhetdk (be lett hozzdjuk szerezva az Osszes sziikséges erdforrds) T-tdl, és még
nincsenek titemezve SN -ben. Kiilonben J* ezen halmaz 1,41 — T, darab legnagyobb silyi

eleme.

4.1.11. Allitas. ([9], bizonyitas nélkiil.)
Jelolyik §*-gal az otpimadlis iitemezést, és S|]f\}|—vel pedig az algoritmus dltal adott tite-
mezést. Azt mondjuk, hogy a gép ugyanazokban az iddintervallumokban dolgozik S* iite-

mezésben, mint S|J7V-‘ -ben.

Most a bizonyitas befejezéséhez szeretnénk belatni, hogy az algoritmus egy optimalis
iitemezést ad.

A 4.1.10 allitas miatt tudjuk, hogy az algoritmus az SI% iitemezés elkészitése soran
mindig a lehetd legnagyobb silyt munkat iitemezi. Tehat barmely ¢ id6pillanatban, a még
nem iitemezett, de litemezheté munkak koziil a legnagyobb sulyt munka van iitemezve.

Azt allitjuk, hogy ez igaz S* {itemezésre is. Azaz minden ¢ idGpontban igaz, hogy az
adott idépontban litemezett munka silya S* litemezésben, megegyezik az S% litemezés-
ben ¢ id6pontban litemezett munka stlyaval. Ebbél kévetkezik, hogy igy a két iitemezésre
a munkak sulyozott befejezési idejének Osszege megegyezik.

Ezt szeretnénk indirekt modon belatni. Emlékeztetdiil, az (S*, Q*) az optimalis meg-
oldas. Feltessziik, hogy az éllitds nem igaz S*-ra. Tehét legyen j; a legkorabban iitemezett
munka S*-ban, amire létezik egy jo munka, amire w;, > wj, és 5%, > S teljesiil és jy a
O* szerint Sj*»l—ban iutemezhethetd.

Legyen &' iitemezés a kovetkez6 modon: S = S%

5 S, =S5 és S) == S minden

j
j # j1, Jo esetén. Ekkor megfigyelhetd, hogy:

1. Q* szerint j, munka az 5%, idSpontban {itemezhets (be lett hozza szerezve az Gsszes

er6forras)
2. @ szerint j; munka az S} idSpontban {itemezhetd, mivel r;, < S% < .57
3. Q* szerint minden més munka, azaz Vj ¢ {j1, j2} litemezhets Sj-ben, mert 5% = S¥

Ennek kovetkezményeként S? megengedett iitemezés (Q*-ra nézve és benne a munkak
silyozott befejezési idejének Osszege kisebb mint S* esetén. Ezzel ellentmondasra jutot-

tunk, hiszen feltettiik, hogy (S*, Q*) az optimalis megoldas. O
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4.1.12. Tétel. (]9], bizonyitas vazlattal.) Az 1|jrp, s = const,p; = p,r;| > C;+co feladat

megoldhato polinomaidlis iddben.

Bizonyitas. Erre a tételre csak vazlatos bizonyitast adunk. Az alapgondolat hasonlé az
el6z6 tétel bizonyitasanal latotthoz. A feladat megoldasara adunk egy dinamikus progra-

mozasi algoritmust, majd arrél belatjuk, hogy polinomialis sok 1épés utan leall.

Az algoritmus, az el6z6 feladatra adott algoritmus modositésa lesz.

Legyen el6szor T/ = {7+ Ap: 7€ T,A =0,1,2,...,n}. Megfigyelhets, hogy ekkor
|T’| € O(n?). Ez a halmaz megadja az 6sszes olyan id6pontot, amelyben egy megengedett
iitemezésben kezd&dhet vagy, allasidé nélkiil, befejez6dhet egy munka. Ekkor elég lesz
csak ezen idépontok vizsgalata a megoldés keresésekor.

A feladat megoldasahoz a 2 algoritmust a kovetkez6 médon modositjuk: Az algoritmus
futasa sordn |7’| 4+ 1 réteget fogunk hasznalni, amiben az allapotok a kovetkezs modon
adhatok meg: N = [/, aq,..., a5 01, ..., Bs; V1, ---,7s,0], ahol 7/ € T'. Az itt hasznalt
jelolések megegyeznek az el6zGekben hasznaltakkal. Azok az allapotok amiknek a 7/ értéke

megegyezik alkotjak L(7') réteget.

A kovetkezdkben bemutatjuk a modositott algoritmus 1épéseit.

Legyen most N = [7;aq,...,04 1, .., Bs; 71, --,7s;0] € L(7') az algoritmus els6
lépésében vizsgalt allapot. 1a, 10 1épései megegyeznek a 2 algoritmus lépéseivel. 1c 1épésben
legyen J* a |J;_, Ji(3:)-b6l a még nem iitemezett munkik halmaza. 1d lépésben ay-t
ugyanigy definialjuk mint DINPROG _wJCJ. Ha J* # @, akkor 7 = 7/ +p|J*|, kiilénben
7 megegyezik a kovetkezé T’ halmazbeli elemmel. 1f lépésben iitemezziik J* munkait
rendelkezésre allasi id§ szerint csokkend sorban. Innentdsl a maradék 1épés megegyezik, ha
minden munkara a silyt w; = 1-nek tekintjiik.

A helyességi bizonyitésa ennél az algoritmusnal ugyanaz, mint az el6zénél. [

4.1.3. Egy algoritmus gyakorlati vizsgalata

A 4.1.2-ben az 1|jrp,s = const, p; = 1,7;] > w;C; + cg feladat megoldasara bemutatott
dinamikus algoritmus megvizsgaltuk, hogyan miikodik véletlenszertien generalt input faj-
lokon. Feltettiik, hogy s = 1 minden esetben. Megnéztiik a futasiidét 30, 50 és 100 munkat

tartalmazo feladatpéldanyokon. Vizsgéaltuk, hogy milyen hatdsa van a fenti paraméterre
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annak, hogy a munkék rendelkezésre allasi idejét milyen intervallumbol generaltuk vélet-
lenszertien, egyenletes eloszlassal.
Az eredményeket a kovetkezé tablazat tartalmazza, minden érték 5 futas eredményének

atlagat mutatja be.

Munkak szama | r; € [0,30] | r; € [0,50] | r; € [0, 100]
30 0,88 mp 0,805 mp 0,429 mp
50 2,56 mp | 5,436 mp 9,64 mp
100 4,077 mp | 20.424 mp > 60 mp

Figyeljiik meg, hogy a munkak szaméanak novelésével mindenesetben nétt az algoritmus
futasideje és majdnem minden esetben a rendelkezésre allasi id6k intervallumanak bévitése

esetén 1is.

4.2. Egy online feladat

Ebben az alfejezetben az 1|online, jrp,s = 1,p; = 1,7]| Zjej C; + cg online feladattal
fogunk foglalkozni. A megoldasiara bemutatunk egy algoritmust, majd vizsgaljuk annak
versenyképességét. A feladatban egyetlen eréforras van, amit minden munka igényel.
Egy online algoritmusnak minden ¢ idépontban dontenie kell a kovetkezé modon. ElG-
szOr megvizsgélja a t id6pontban érkez6é munkakat, majd azok alapjan dontést kell hoznia,
hogy rendel-e eréforrast vagy sem. Ha ezt megtette, akkor utdna ¢ idéponttol iitemezhet
egy munkat, ha van olyan elérhet6 munka, amihez méar rendeltiink er&forréast. Ha a sor-
rend forditott lenne, tehat el6bb kéne a rendelésrsl donteniink, minthogy tudnank hogy
t idépontban érkeznek-e munkak, akkor olyan mintha minden munka rendelkezésre allasi
idejét megnoveltiik volna eggyel, mert a megrendelések kiszallitasi ideje egy egységnyi id6
lenne. Hiszen igy ¢ id6pontban mér nem lesznek iitemezhet&ek az abban az id6pontban

érkez8 munkak.

a(a+1)

Az algoritmus lefrasanal hasznalt G(|B;|) jelélés jelentése: Ga) = “5—.
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3. Algoritmus Online SumCj
Inicializaci6: ¢ := 0

1. Megatarozzuk a t id6pontban még nem iitemezett munkak halmazat, ezt Bj-vel

fogjuk jelolni.
2. Ha B; = @, akkor mér nincs tobb munka az inputban, megallunk.

3. Hat-|By|+G(|B]) > K, akkor megrendeljiik az eréforréast és t-t6l kezdve titemezziik
a Bi-beli munkakat. Ekkor legyen ¢ := ¢ + | By, kiilonben pedig t :=t + 1.

4. Lépjiink vissza az 1. 1épésre

A 3. algoritmus versenyképességének vizsgélatahoz szétbontjuk az algoritmus altal
adott megoldés és az offline optimélis megoldas koltségét blokkok szerint. Ezt ugy tessziik
meg, hogy minden blokkhoz hozzarendeliink egy koltséget, ami tartalmazza a blokk elején
torténd beszerzés koltségét és a benne 1év6 munkék befejezési id6 6sszegét. Ehhez beve-
zetjiik a kovetkezd jeloléseket. Jeloljiik (S, Q)-val az algoritmus altal adott megoldast és
(8*, Q*)-ral pedig ugyanarra a feladatra adott, egy tetszdleges optimalis offline megoldést.
A tovabbi jelolések a kovetkezsk:

e t;: az i-edik beszerzés idSpontja O-ban, és ty :=0

o B(y-vel jeloljiikk az egyszertisitésés kedvéért B;, az litemezésben az tgynevezett
,blokkokat”, azaz azon munkak ,halmazat, amelyeknek S iitemezés szerinti kez-
dése [t;,t;41) intervallumban van. (Ebbdl adodik, hogy ha S; € B, akkor r; €
[tim1 +1,t])

e b, = |B;|, tehat azt jeldli, hogy hany munka van ¢;-bdl indul6 blokkban

o z; = |{j € By : r; = t}|, azaz azon By; blokk beli munkak szdma, amik rendelke-

zésre allasi ideje ¢
o yi=b—z

A blokkok szemléltésére tekintsiik a kovetkezd abrat:
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4.1. abra. Az algoritmus altal létrehozott B(;) blokkok

A kovetkezd megfigyelés az algoritmus 3. pontjabol kovetkezik.

4.2.1. Megfigyelés. (|9]) Ha a gép S iitemezés szerint dres [t; — 1,t;] idépontban, akkor
Yilti — 1)+ G(v) < K.

Ekkor fel tudjuk bontani a koltségeket a fent emlitett moédon. Ez a kdvetkezé modon
fogjuk megtenni.

Elosztjuk cost(S, Q) koltséget a blokkok kozott. Ehhez legyen minden i = 1,2, .. .-
ra ALG; = K + ZjeBm C; = K +t;b; + G(b;). Mivel B(; halmazok diszjunktak, ezért
az 0sszkoltség elGéll a kovetkezd modon: cost(S, Q) = - ALG;. Figyeljiik meg, hogy
minden ttemezésben az allasid6k a blokkok végén fognak megjelenni, ezeknek be kell
fejez6dnitik legkésébb ¢; id6pontig.

Most az offline optimum értékét is szét bontjuk hasonlé médon. Bevezetjiik minden

1 =1,2,...-ra OPT; értéket. Legyez ez

K+ ep, CF, halétezik (Rp,7) € @ agy, hogy iy <7 <1,
ZjeB@ Cr, kiilonben

OPT; :=

Figyeljiik meg, hogy cost(S*, Q*) > >_.o, OPT;

4.2.2. Tétel. ([9], bizonyitas nélkil.) A 3. algoritmus 2-versenyképes az 1|online, jrp, s =
Lp; = 1,1y Zjej C; 4 cg online feladatra nézve.
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Nyilatkozat Mesterséges Intelligencia
hasznalatarol

Alulirott Jacz6 Katalin nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése soran az alabb

felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI alapi eszkozoket alkalmaztam:

Feladat

Felhasznalt eszkoz

Felhasznalas helye

Megjegyzés

Abrak és pszeudoko-

dok készitése

ChatGPT-5.5, Claude

(Sonnet 4.6 verzio)

Az abrak és pszeudd

koédok hasznéalatanal

Nyelvhelyesség és sz6- | ChatGPT-5.5 A teljes dolgozatban | Nyelvi és stilisztikai

hasznalat javitasa javitasok

Programkoédhoz input | ChatGPT-5.5 4.1.3

generalas

Nyilatkozat ChatGPT-5.5 Nyilatkozat a mes- | Ennek a nyilatkozat-
terséges intelligencia | nak az elkészitése és
hasznélatarol megfogalmazasa

A felsoroltakon til méas MI alapt eszkézt nem hasznéltam.
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