
Eötvös Loránd Tudományegyetem

Természettudományi Kar

Jaczó Katalin

Közös beszerzés és gépütemezés

Szakdolgozat
Matematika BSc

Témavezető:
Györgyi Péter

HUN-REN Számítástechnikai és Automatizálási Kutatóintézet

Belső témavezető:
Bérczi Kristóf

Operációkutatási Tanszék

Budapest, 2026



Köszönetnyilvánítás

Szeretnék köszönetet mondani Györgyi Péternek, a témavezetőmnek, aki hétről hétre segí-
tette a téma megértését. Köszönöm a belefektetett idejét a sok konzultációba, ahol minden
kérdésemet feltehettem és a pontos és részletes visszajelzéseket, amik nagy segítségemre
voltak.

Ezen felül szeretném megköszönni a szüleimnek és a testvéreimnek, akik türelemmel
végig támogatták a folyamatot. Köszönöm a lelkesítésüket, még akkor is ha sokszor nem
értették miről beszélhetek.

És végül, de nem utolsó sorban köszönöm Fodor Violának, Babotán Ákosnak és a
barátaimnak, akikkel egy cipőben járva tudtam csak végig csinálni ezt a folyamatot.

2



Tartalomjegyzék

1. Bevezetés 4

Bevezetés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2. A feladat bemutatása 5

2.1. Az ütemezéselmélet alapjai . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.2. Közös beszerzés alapjai . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.3. Közös beszerzés és gépütemezés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.4. Offline és online feladatok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3. Feladatok Fmax + cQ célfüggvénnyel 22

3.1. Online feladatok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
3.1.1. 1|online, jrp, s = 1, pj = 1, különböző rj|Fmax + cQ . . . . . . . . . . 22

3.2. Offline feladatok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3.2.1. Polinomiális algoritmus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3.2.2. NP-nehéz feladat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

4. Feladatok
∑

(wj)Cj + cQ célfüggvénnyel 38

4.1. Offline feladatok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
4.1.1. NP-nehéz feladatok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
4.1.2. Polinomiális algoritmusok . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
4.1.3. Egy algoritmus gyakorlati vizsgálata . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

4.2. Egy online feladat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3



1. fejezet

Bevezetés

A szakdolgozatban az operációkutatás két klasszikus feladatának kombinációját fogjuk
vizsgálni: a közös beszerzés feladatnak és az egygépes ütemezési feladatnak. Mindkét fel-
adatnak számos gyakorlati alkalmazása van és a kapcsolódó elméleti eredményeket évtize-
dek óta vizsgálják. A kombinált feladat az elmúlt években került komolyabb vizsgálatra.
Most ezen eredményekből nyújtunk egy összefoglalást.

A feladatban olyan munkák időbeli ütemezését szeretnénk meghatározni, amelyek el-
végzéséhez különféle alapanyagokra van szükség. A feladatunk két részből fog állni: egy-
részt el kell döntenünk, hogy mikor szeretnénk beszerezni a munkákhoz szükséges alap-
anyagokat, másrészt ütemeznünk kell a munkákat úgy, hogy különböző feltételeknek meg-
feleljünk.

A gyakorlatban is gyakran a két feladat kombinációja fordul elő. Erre példa akár egy
varroda és egy webshop együttes működése lehet, ezek segítségével fogjuk bemutatni a
feladatot.

A dolgozat során bevezetjük az ütemezéselmélet és a közös beszerzési feladatok alap-
jait, majd áttérünk a kombinált feladat ismertetésére. A dolgozat fő célja a kombinált
feladatra számos, eddig elért eredmény bemutatása és vizsgálata. Végül az egyik algorit-
mus futásidejét röviden vizsgáltuk véletlenszerűen generált példákon.
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2. fejezet

A feladat bemutatása

Ebben a fejezetben áttekintjük az ütemezéselmélet alapjait és jelöléseit, elsősorban a
Jordán-jegyzet [10] alapján. Ezt követően bevezetjük a közös beszerzés alapjait, valamint
az ütemezési és közös beszerzési feladatok kombinációját is, ezeket elsősorban a [8], [9]
cikkek alapján tesszük. Majd bemutatjuk az online és offline algoritmusok fogalmát [6]
jegyzet alapján.

2.1. Az ütemezéselmélet alapjai

2.1.1. Példa. Képzeljük el, hogy van egy varrodánk, amiben különböző típusú ruhákat
gyártunk. Minden ruhának van egy gyártási ideje, ezek különböznek ruhadarabonként (pél-
dául egy póló és egy kabát varrás ideje eltérő).

A varrodában varrónők dolgoznak, ők készítik a ruhákat. Minden varrónő egyszerre
csak egy ruhán tud dolgozni és mindenki hasonló gyorsasággal dolgozik. Tehát mindegy,
hogy egy póló elkészítését melyikük végzi, feltesszük, hogy ugyanolyan gyorsan készül el.
Továbbá minden dolgozó egy nap legfeljebb 8 órát dolgozhat.

A kérdés, hogy ezek mellett a feltételek mellet, ha tudjuk a következő hónapra előre, hogy
milyen ruhákat kell gyártanunk, akkor hogy határozzuk meg hogy melyik időpillanatban ki
dolgozzon melyik ruhadarabon, ha a cél, hogy minél előbb végezzünk a ruhák gyártásával?

Az előző példa egy tipikus ütemezési feladat. Az ütemezési feladatok alapvetően olyan
döntési problémák, ahol a megadott munkákat a rendelkezésre álló erőforrások és korlátok
figyelembevételével kell valamilyen szempontból a lehető legjobb módon időben elrendezni.

Ezt úgy szeretnénk megtenni, hogy adott egy vagy több gépünk, és a munkáknak egy
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halmaza, amiket a gépekkel szeretnénk elvégezni. A bemutatott példában a munkák a
ruhák voltak és a gépek pedig a varrónők, akik elkészítették azokat. Egy munkát elvé-
gezettnek tekintünk, ha egy adott gépen, a hozzá előre megadott, elegendő mennyiségű
időt töltött. Ehhez szeretnénk egy olyan időbeosztást találni, ami meghatározza minden
gépre a munkák egy sorrendjét úgy, hogy a végére minden munka elkészüljön és a beosztás
valamilyen szempontból kedvező legyen.

Ezt nevezzük egy ütemezésnek, amit általában S-sel jelölünk. Ezt elképzelhetjük egy
hozzárendelésként is, a következő módon: S : J → M, ahol M, a gépek halmaza és J pe-
dig a munkáké. Tehát a munkákat hozzárendeljük a gépekhez úgy, hogy egy hozzárendelés
azt mutatja meg, hogy t időpillanatban melyik munka éppen melyik gépen van.

Általános szabály egy ütemezésnél, hogy minden gép egy időpillanatban legfeljebb egy
munkán dolgozhat (azaz egy gépen egy munka van minden időpillanatban), továbbá egy
munka egy időpillanatban csakis egy gépen lehet. (Nem lehet, hogy egy munkán egyszerre
több gép is dolgozik.)

Általánosan

A különböző korlátokkal, célfüggvényekkel megadott feladatoknak rengeteg variációja le-
het. Ezek leírására bevezetjük a Graham-féle [7] jelölést, ami az α | β | γ hármas. Itt
minden mező az adott feladat egy tulajdonságának leírására szolgál a következő módon:

• α: a gépek számát és típusát jelöli

• β: a munkákra vonatkozó korlátok fognak ebben a mezőben szerepelni

• γ: a feladathoz megadott célfüggvény helye, ami szerint optimalizálni szeretnénk a
megoldást

A következőekben bevezetjük a gépekhez, a munkákhoz és a célfüggvényekhez tartozó
alapfogalmakat és jelöléseket.

α: Gépekhez tartozó korlátok

A rendelkezésre álló gépek halmazát, ahogy az előzőekben láttuk, M-mel jelöljük, a gépek
számát pedig m-mel. Így M = {M1,M2, . . . ,Mm}, ahol Mi az i-edik gép.
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Feladattól függően különböző mennyiségű gép állhat rendelkezésünkre, és ezek egy-
máshoz való viszonya is változhat. Ezen különböző típusok bemutatása itt csak említés
szintjén fog megjelenni. Egy feladat a gépek száma és típusa szerint a következő lehet:

• egygépes: egy gép áll rendelkezésre, ezen kell elvégezni az összes munkát

• párhuzamos gépes: több egyforma gép áll rendelkezésünkre,

• uniform gépek: több gép áll rendelkezésünkre, amik különböző sebességgel dolgoz-
nak,

• független gépes: egy munka feldolgozási ideje függ attól, hogy melyik gépen hajtjuk
végre, tehát különböző gépeken eltérő idő alatt készülhet el

A dolgozat során mi csak az egygépes eseteket fogjuk vizsgálni.

β: Munkák

Egy ütemezési feladatnál adott az elvégzendő munkák halmaza, ezt J -vel jelöljük, aminek
az elemszámát pedig n-nel. Így J = {j1, j2, ..., jn}, ahol ji, az i-edik munka. Ezekre a mun-
kákra megadhatóak plusz feltételek, korlátok, ezeket a feladat köti ki. Ezek a következőek
lehetnek:

• megmunkálási idő (pj): Minden munkához tartozik egy megmunkálási idő, ami azt
jelenti, hogy mennyi időt kell töltenie j munkának összesen a gépeken ahhoz, hogy
elkészüljön.

• megszakíthatóság (pmtn): Esetenként a munkák lehetnek akár megszakíthatóak is.
Ez azt jelenti, hogy annak ellenére, hogy egy j munka t időpontba kerül a gépre,
nem kell t+ pj-ben végződnie. Áttehetjük közbe másik gépre, vagy lehet, hogy egy
gépen végezzük el, de a megmunkálása nem folytonos.

• rendelkezésre állási idő (rj): Lehet külön kikötés minden munkára, hogy rj időpont
előtt nem kezdhető el az ütemezése

• súly (wj): a munkákhoz rendelhető egy súly is, ami felfogható úgy, hogy a j mun-
kához tartózó wj érték a munka „fontosságát” adja meg.

• előfeltételek (prec): Van olyan feladat, ahol ki van kötve egyes munkákra, hogy
pontosan melyik munkák elvégzése után kezdhető el.
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• határidő (dj): Van olyan variációjú feladat, ahol meg van adva minden munkára egy
határidő, ameddig be kell fejeződnie az adott munkának.

γ: célfüggvények

Egy ütemezés tehát egy időbeosztás megadása, ami megadja minden munkára, hogy adott
időpillanatban melyik gépen van, vagy éppen gépen van-e. Most egy S ütemezésre, ∀j ∈ J
munkára bevezetjük az alábbiakat:

• kezdési idő (Sj): azt jelöli, hogy az adott ütemezésben j munka, mikortól került
ütemezésre

• befejezési idő (CS
j ): azt jelöli, hogy S ütemezésben j munka mikor fejeződik be. Ha

egy munka nem megszakítható, akkor CS
j = Sj + pj

• késés (LS
j ): ha egy j munkához adott határidő is (dj), akkor kiszámítható a j munka

késése a következő módon: LS
j = CS

j − dj

• a gépen töltött idő (F S
j ): ha j munkára adott a rendelkezésre állási ideje (rj), akkor

megadható a munka S ütemezésben a gépen töltött ideje a következő módon: F S
j =

CS
j − rj (a jelölésben nem mindig írjuk ki az S-t)

Ahogy ezt már említettük a cél az ütemezés feladatoknál, hogy keressünk az adott fel-
adatpéldányra egy olyan ütemezést, ami valamilyen célfüggvény alapján a lehető legjobb.
Mi most az alábbi célfüggvényeket fogjuk vizsgálni:

• a maximális befejezési idő (CS
max): ezzel a gépe(ke)n megmunkált munkák közül, a

legkésőbb befejeződő befejezési idejét szeretnénk minimalizálni, azaz CS
max = maxj∈J C

S
j

• befejezési idők (súlyozott) összege (
∑n

j=1(wj)C
S
j ): minden munkára az ütemezés sze-

rint adott befejezési idők (súlyozott) összegét szeretnénk minimalizálni, ezt általában
csak

∑
(wj)Cj-vel jelöljük

• a maximális gépen töltött idő (Fmax): itt a maximális gépen töltött idő minimalizá-
lása a cél, azaz: Fmax = maxj∈J Fj

• gépen töltött idők (súlyozott) összege (
∑n

j=1 F
S
j vagy

∑n
j=1wjF

S
j ): hasonlóan a

befejezési időhöz
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2.1.2. Példa. Az 1|rj|Fmax jelöléssel megadott feladat, egy egygépes feladatot jelöl, ahol
a cél a leghosszabb átfutási idő minimalizálása. Ezen kívűl minden munkára adott egy
rendelkezésre állási idő.

2.2. Közös beszerzés alapjai

2.2.1. Példa. Képzeljük el, hogy most egy webshopunk van, aminek a honlapjáról külön-
böző típusú ruhákat lehet rendelni. Ahhoz, hogy egy rendelést (ami akár több ruhából is
állhat) kiszolgáljunk, először be kell szereznünk a megfelelő ruhákat.

Azonban a ruhák beszerzésénél van két szabály: az első, hogy a megrendelőnek egy
rendelést csakis egyben lehet kiküldeni, azaz akkor, ha már az összes szükséges ruhát be-
szereztük hozzá. A második pedig, hogy egy megrendeléshez, csak a rendelés leadásának
időpontja után kezdhetünk el ruhákat rendelni (hogy semmi ne vésszen kárba).

Amint megrendeljük a ruhákat, azok azonnal megérkeznek és postázhatók a megrende-
lőnek. Tehát, amint beszereztünk minden ruhát egy megrendeléshez, a megrendelést elké-
szültnek tekintjük.

A webshopunknak nem kell fizetnie a megrendelt ruhákért, mert azok árát továbbhá-
rítjuk a megrendelőjére. A különböző ruhákat, különböző gyárakból rendeljük meg, tehát
csak az adott gyár által megadott szállítási költséget kell megfizetnünk, ami nem függ a
megrendelt termékék számától. (Tehát a költségek szempontjából mindegy, hogy 100 pólót
vagy egyet rendelünk, ha egyszerre rendeljük meg őket.)

Sok beszerzés esetén minden megrendelő hamar kézhez kapja a rendelését, viszont ma-
gas szállítási költséget kell fizetni ezekért. Kevés beszerzés esetén viszont magas késésekkel
számolnia a megrendelőknek. A webshopunk feladata a két cél közötti egyensúly megtalá-
lása.

Az előzőekben látott példa egy közös beszerzés feladat. A feladat megoldásaként itt
egy időbeosztást keresünk a beszerzések időpontjaira, ami megadja, hogy mely időpontban
milyen erőforrásokat rendelünk úgy, hogy a végére minden rendelés elkészüljön. A cél,
hogy az ilyen típusú megoldásokból megtaláljuk azt, amelyikre a beszerzések költsége és a
rendelések késésének súlyozott összege minél kisebb. A továbbiakban a gyárakból rendelt
termékekre erőforrásként és az erőforrások megrendelésére pedig beszerzésként fogunk
hivatkozni.
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A rendelések:

Ahogy azt a példában láthattuk, a rendelések azok az igények, amiket teljesíteni kell.
Mindegyik rendelés teljesítéséhez szükség van erőforrásokra (a szükséges erőforrások hal-
maza előre adott minden rendelésre). Ehhez bevezetjük a következő jelöléseket:
Jelölés:

• J : a rendelések/igények halmaza (a példában a webshopból egy megrendelés), ahol
ji, az i-edik igény

• R: az erőforrások halmaza, azaz R = {R1, R2, ..., Rn}

• Ri: az i-edik erőforrás és
⋃n

i=1Ri = R

• R(j) ⊆ R: azon erőforrások halmaza, amelyek j rendelés teljesítéséhez kellenek, ez
adott minden rendelésre

• Ji: azon igények halmaza, amiknek az teljesítéséhez szükséges Ri, tehát ∀Ri ∈ R-re
adott Ji ⊆ J .

Egy rendelést akkor tekintünk elkészültnek, ha a hozzá szükséges összes erőforrást
beszereztük. A példában is, amint az összes szükséges erőforrás megérkezett adott ruhához,
azonnal teljesítettnek tekintettük a rendelést.

Az erőforrások beszerzése:

A rendelések teljesítéséhez tehát az erőforrások beszerzésére lesz szükség. Ahogy a példá-
ban is említettük, ennek vannak alapvető szabályai.

Egy rendeléshez legkorábban a rendelés leadása után kezdhetjük meg a szükséges erő-
források beszerzését. Azaz t időpontban i-edik igényhez akkor rendelhetünk, ha t ≥ ri.

Ezenkívül feltesszük, hogy egy erőforrás beszerzése azonnali. Ez azt jelenti, ha egy t

időpontban megrendelünk egy alapanyagot, akkor azt rögtön megérkezettnek tekintjük,
tehát nincs várakozás idő. Ezért tehető fel, hogy ha egy munkának az utolsó szükséges
erőforrása is megjelenik, azonnal elkészültnek tekintjük.

A megoldás

A közös beszerzéses feladatok célja, a beszerzéseknek egy időrendjét meghatározni (va-
lamilyen célfüggvény szerint, erről később lesz szó), ez adja a feladat megoldását. Ezt
általában Q-val jelöljük, ami a következő módon adható meg:
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Q = {(R1, t1), (R2, t2), ..., (Rq, tq)}

Itt a párok megadják, hogy melyik időpontokban, melyik erőforrásokból szereztünk be.
Leolvasható az is, hogy hány beszerzés történt (itt q db). Tehát (Ri, ti) jelentése:

• ti: az i-edik beszerzés időpontja (feltesszük, hogy t1 < ... < tq)

• Ri ⊆ R: az erőforrások egy részhalmaza, amiket ti-ben szerzünk be

Költség:

A cél, egy olyan ütemterv meghatározása, amelyben a megoldás értéke a lehető legjobb.
A megoldás értéke egyrészt az erőforrások beszerzésének költségeiből, másrészt pedig a
rendelések késéséből adódik. Ezt a két költséget szeretnénk együttesen minimalizálni.
Vagyis a cél egy olyan megoldás meghatározása, amiben megfelelő az „egyensúly” a két
célfüggvény között.

Beszerzések költsége

Feltesszük, hogy minden különböző erőforrás esetén a beszerzés költségét, az erőforrás
szállításának a díja adja, ami nem függ a rendelt mennyiségtől. Ahogy ezt a példánkban
is láthattuk mindegy, hogy 100, vagy 1 db pólót rendelünk, csak a pólószállítás költségét
kell megfizetnünk egyszer.

Az erőforrások beszerzésének költsége több komponensből áll. Ezek jelölései a követ-
kezők:

• K0: a beszerzés alapköltsége. Minden beszerzésnek van egy alapköltsége, amely az
összes beszerzésnél hozzáadódik a teljes költséghez. Ez elképzelhető egy szállítási
eszköz (például egy kamion) használati díjaként, amire minden beszerzésnél a ki-
szállításhoz szükség van, ezért ennek az árát minden rendelésnél meg kell fizetni.

• Ki: minden Ri ∈ R erőforrásra adott egy beszerzési költség, vagy szállítási költség,
ami nem függ a rendelt a mennyiségtől.
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A továbbiakban feltesszük, hogy ha csak egy erőforrás áll rendelkezésünkre, akkor minden
beszerzés költségét a következő módon jelöljük: K := K0 +K1.

Egy beszerzés teljes költsége tehát az alapköltség és az adott beszerzésben szereplő
erőforrások beszerzési költségének összegeként áll elő. Tudjuk, hogy mivel nem függ a
beszerzési költség adott erőforrásonként a rendelt mennyiségétől, emiatt jobban megéri a
közös beszerzése az ugyanolyan típusú alapanyagoknak. Ez alapvetően ennek a feladattí-
pusnak a motivációja.

Egy adott megoldásban a beszerzések költségét cQ-val fogjuk jelölni. Ez az egyes be-
szerzések költségeinek összegéből áll. Tehát cQ formálisan:

cQ :=

|Q|∑
l=1

(K0 +
∑

Ri∈Rl

Ki)

Ahol Q a beszerzések halmaza és Rl ⊆ R az l-edik beszerzésben rendelt erőforrások
halmaza.

Rendelések késése

Ha csak a beszerzések költsége adná a feladat megoldásának értékét, akkor elég lenne
az utolsó igény beérkezésének időpontjában beszerezni az összes igényhez szükséges erő-
forrást. Így minimális lenne a beszerzések költsége, mert minden erőforrás költségét, csak
egyszer fizetjük meg. Ez hatalmas késéseket okozhat a korai megrendelések esetén. Ezért a
rendelések késését is célszerű valahogy figyelembe venni. Ez többek között lehet a késések
összegének vagy a legnagyobb késés minimalizálása.

Ennek szemléltetésére tekintsük a következő példát:
Legyen kettő rendelés, ezek beérkezésének időpontjai legyenek 0 és 5. Feltesszük, hogy

egy erőforrás van, így a beszerzés költségét összevonjuk az alapköltséggel, így ezt jelöljük
K-val. Legyen K = 2.

1. megoldás: legyen a beszerzés az utolsó igény beérkezésekor, így a beszerzési költséget
csak egyszer kell megfizetni.
Tehát cQ = 2, és a várakozás pedig 5, mert az első rendelésnek ennyit kellett várnia
az elkészüléssel. Így a megoldásnak a költsége ezek összege, azaz 7.

2. megoldás: legyen beszerzés minkettő igény beérkezésekor.
Ekkor cQ = 4, de a késés pedig 0, mert mindkettő rendelés rögtön elkészült. Így
ennek a megoldásnak a költsége az 4.

12



A következő ábrák szemléltetik a feladat két megoldását úgy, hogy az üres kör az adott
igény megérkezését, a teli pedig a teljesítését jelzi. A nyilak az erőforrás megrendelésének
időpontjait.

t
0 5

j1

j2

t
0 5

j1

j2

2.1. ábra. A két lehetséges megoldás. Az első esetben a megrendelés költsége 2, a késés 5,
az összköltség pedig 7. A második esetben a megrendelés költsége 4, de a késés csak 0, az
összköltség pedig 4

Pár típusa a közös beszerzés feladatoknak

A közös beszerzési feladatokkal, vagyis a Joint Replenishment Problem-mel (ez a jelölés
miatt később fontos lesz, általában JRP-vel rövidítjük) foglalkozó irodalom legalább 50
évre nyúl vissza (az első eredmények Starr and Miller nevéhez köthetők [15]). Rengeteg
változatát vizsgálták már a problémának, amelyek főként a célfüggvényükben térnek el
egymástól. Azóta számos eredmény született, ezek részletes áttekintését Khouja és Goyal
munkája tartalmazza ([11]). Itt csak pár típusát tekintjük ezeknek:

• JRP-W: ebben a fejezetben ezt a típusát mutattuk be a közös beszerzési feladatnak.
Itt tehát a megoldás értéke a megrendelések költségéből és a munkák késéséből áll
elő. (A probléma megoldására több közelítő algoritmus versenyképességét is vizsgál-
ták többek között például [4], [5] cikkekben.)

• JRP-INV: ebben a változatában a feladatnak, az igényekhez (rendeléseknek) nem
tartozik beérkezési időpont, vagyis minden igény előre ismert, ezért bármikor ren-
delhetünk hozzájuk erőforrásokat. Viszont minden igény esetén, ameddig nincs tel-
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jesítve (nincs beszerezve hozzá az összes erőforrás), addig a hozzá már beszerzett
erőforrásokat tárolni kell. Ennek lesz egy tárolási költsége. Ezenfelül itt minden ren-
delésnek van egy határideje, ameddig teljesíteni kell azt. Ebben a feladatban a cél
a rendelések költségének és a tárolásnak a költségének a minimalizálása lesz. (Er-
re a feladatra belátták az NP-nehézségét és több közelítő algoritmust vizsgáltak a
megoldására. Ezeket többek között ezek a cikkek tárgyalják: [1], [14].)

• JRP-D: ebben a változatában a feladatnak adott az igényeknek rendelkezésre állási
ideje és határideje is. Ebben az intervallumban tudunk adott igényhez szükséges
erőforrásokat rendelni. Itt a megoldás költsége csak a rendelések költségéből fog állni.
(Az NP-nehézséget többek között [2] cikkben is tárgyalják és közelítő algoritmusok
vizsgálata is több helyen megjelenik: [3], [4].)

2.3. Közös beszerzés és gépütemezés

2.3.1. Példa. Most képzeljük el az előző webshopos példát egy kis változtatással. Rájöt-
tünk, hogy a különböző ruhák megrendelése helyett nekünk jobban megéri magunknak gyár-
tani a ruhadarabokat a varrodánkban. Az alapvető dolgok megegyeznek, tehát vannak ruha
megrendelések (ezek lesznek majd a munkák), amik teljesítéséhez szükség van alapanya-
gokra.

Miután az összes alapanyagot beszereztük egy megrendeléshez, akkor a varrodának egy
előre ismert időtartam szükséges a rendelés elkészítéséhez. A varrodában egyszerre csak
egy megrendelésen tudnak dolgozni, és ha egy megrendelés elkészítését megkezdték, akkor
a folyamat nem megszakítható.

A kérdés két részből áll: mikor és milyen anyagokat rendeljünk, illetve hogyan üte-
mezzük a varroda feladatait? A célunk, hogy a rendelések költsége alacsony legyen és a
megrendelések hamar elkészüljenek.

Az kibővített példában bemutatott feladat látható, hogy egyben egy ütemezés és egy
közös beszerzési feladat is. Ennek a vizsgálata azért érdekes számunkra, mert a valóságban
is ezek a feladatok gyakran együtt fordulnak elő.

Ezeknél a típusú feladatoknál a feladat egy ütemterv és a beszerzések időpontjának
meghatározása. Itt a nehezítés, hogy nem csak a munkák, vagy csak a beszerzések idő-
pontjait szeretnénk meghatározni, hanem a kettőt együttesen.
A megoldás értéke a két komponensből áll: az ütemezéshez tartozó célfüggvény értékéből
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és a beszerzések költségéből. A feladat célja, hogy ezek összege minél kevesebb legyen,
vagyis egy olyan megoldás keresése, ahol a célfüggvény értéke és a beszerzések költsége
együttesen a lehető legkisebb.

A feladat leírása formálisan

A könnyebbség kedvéért szeretnénk a jelöléseket általánosítani a két feladat kombináció-
jára, és bevezetni a közös alapfogalmakat, amiket használni fogunk.
Jelölések:

• J : az adott munkák halmaza, azaz J = {j1, j2, ..., jn}, ahol ji az i-edik munka.

• R: az adott erőforrások halmaza, tehát R = {R1, R2, ..., Rs}, ahol Ri az i-edik
erőforrás

• R(j): a j munkához szükséges erőforrások halmaza (∀j ∈ J munkára adott)

• Ji: azoknak a munkáknak a halmaza, amiknek szüksége van Ri erőforrásra (∀Ri ∈ R-
re adott)

A rendelésekre mostantól munkákként hivatkozunk, ezért a „megrendelés” kifejezést
innentől a beszerzések szinonímájaként használjuk.

Feltesszük még, hogy a továbbiakban egy gépünk van, ezen kell elvégezni az összes
munkát, tehát |M| = 1.
Továbbá minden j ∈ J munkára feltesszük, hogy: pj ≥ 1, vagyis minden munkának van
elvégzési ideje (ennek speciális esete ha pj = 0, ami a közös beszerzési feladat). Minden
munkára adott még rj ≥ 0 és wj > 0 (ha nincs súlyozása a munkáknak, akkor wj = 1-nek
tekintjük).
Azt mondjuk, hogy egy j ∈ J munka ütemezhető t időpontban, ha ∀Rk ∈ R(j), azaz
minden hozzá szükséges erőforrás be lett szerezve [rj, t] időintervallumban.

Feladat leírása: A 2.1 fejezetben bevezetett α | β | γ jelölést szeretnénk kiterjesz-
teni a feladatok osztályozására. Hasonlóan a klasszikus ütemezési feladatokhoz, ezeket a
típusú feladatokat is ugyanazzal a jelöléssel tudjuk leírni, azzal az extra feltétellel, hogy
jelölnünk kell, hogy itt a kettő feladat kombinációjáról van szó. Mivel β mezőbe kerülnek a
munkákkal kapcsolatos plusz feltételek, így a közös beszerzéssel kapcsolatos tulajdonságok
jelölései is oda fognak kerülni.
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Tehát annak a feltételnek a jelölése, hogy a munkáknak szüksége van erőforrásokra,
amikhez közös beszerzéssel juthatunk, is oda fog kerülni. Ezt jrp-vel fogjuk jelölni.
A β részbe fog kerülni a rendelkezésre álló erőforrások száma is. Ha nem köti ki a feladat
pontosan az erőforrások számát, csak annyit, hogy konstans a számuk, akkor pedig const

jelölés kerül az s helyére.
A β mező fogja az inputra vonatkozó korlátokat is tartalmazni. Mi ezek közül a követke-
zőkkel fogunk foglalkozni:

• p-reguláris input: Egy inputot p-regulárisnak nevezünk, ha a munkák a rendelke-
zésre állási idejére teljesül, hogy: rj = (j−1)p, ahol p ≥ 1 és p ∈ N. Tehát a munkák
p időközönként jelennek meg.

• reguláris input: Egy inputot regulárisnak nevezünk, ha 1-reguláris. Tehát az első
rendelkezésre állási idő után minden időpontban érkezik egy munka. Formálisan:
∀j ∈ J : rj = j − 1

• p-korlátos input: Egy inputot p-korlátosnak nevezünk, ha minden egymás után
érkező munka érkezése között legfeljebb p időegység telik el. Tehát ∀j ∈ J , j ≥ 1 :

rj+1 − rj ≤ p, ahol p egy valós szám.

Megengedett megoldások és költségük

Ennek a feladattípusnak a megoldása, a rendelések és a munkák együttes ütemezése. Ezt
általában egy (S,Q) párral jelöljük. Itt S egy ütemezés, amely minden j ∈ J munkához
hozzárendeli annak kezdési időpontját. A Q halmaz pedig a közös beszerzésnél bevezetett
jelöléshez hasonlóan, a megrendelések időpontjait adja meg a következő módon:
Q = {(R1, t1), (R2, t2), . . . , (Rq, tq)} (ahol t1 < t2... < tq, és a jelölések megegyeznek a
közös beszerzés résznél bevezetett jelölésekkel).
Azt mondjuk, hogy (S,Q) pár megengedett megoldás, ha:

1. ha S ütemezésben a munkák ütemezésekor nincs átfedés, tehát nincs olyan, hogy
egy időpontban több munka is szerepel a gépen. Formálisan: ∀j ̸= k : Sj + pj ≤ Sk

vagy Sk + pk ≤ Sj

2. ha minden munka, az ütemezés által meghatározott kezdési időpontjában elkezdhe-
tő, azaz ∀j ∈ J -re igaz, hogy [rj, Sj] intervallumban az összes R(j)-beli erőforrás
be lett szerezve
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A megoldás költsége

A cél, a megengedett megoldások közül olyat találni, aminek az értéke minél legközelebb
van az optimumhoz.

A megoldások költsége az ilyen típusú feladatoknál két részből áll:

1. cS : az ütemezés költségéből, ami a célfüggvény értét jelenti. Mi a következőekben
főként a következő célfüggvényekkel fogunk foglalkozni:

∑
wjCj, Fmax

2. cQ: a rendelések költségéből, azaz a rendelések költségeinek összegéből, formálisan:
cQ :=

∑|Q|
l=1(K0 +

∑
Ri∈Rl

Ki)

Így a megoldás költsége: cQ + cS , ezt szeretnénk majd minimalizálni.

2.3.2. Megjegyzés. Figyeljük meg, hogy a két célfüggvény egymáshoz való viszonyát könnye-
dén meghatározhatjuk a Ki értékek meghatározásával. Például a Ki értékek csökkentésével
az ütemezési célfüggvény súlyát növeljük.

Most egy példán keresztül szeretnénk bemutatni egy egyerőforrásos feladatra két meg-
engedett megoldást.

2.3.3. Példa. Legyen a feladat: 1|rj, jrp, s = 1|
∑

j∈J Cj

Tegyük fel, hogy n = 3, azaz adott 3 munka, amikre:
p1 = 4, p2 = p3 = 1

r1 = 0, r2 = 3 és r3 = 7

1. megoldás (S,Q): Próbáljuk ki, hogy mind a három munka rendelkezésre állási idő-
pontjában rendelünk, és akkor rögtön be is ütemezhetjük az adott munkákat.
Tehát legyen t1 = 0, t2 = 3, t3 = 7 Ha S1 = 0, S2 = 4, S3 = 7, akkor így S egy
megengedett megoldás, és az ütemezés célfüggvény értéke, azaz cS = 4 + 5 + 8 = 17

és cQ = 3K

2. megoldás (S ′,Q′): Tegyük fel, hogy csak kétszer rendelünk, és ezek időpontjai legye-
nek: t1 = 3, t2 = 7

Legyen S1 = 3, S2 = 7, S3 = 8, ez is egy megengedett megoldás.
Bár a rendelések költsége csökkent K-val, a célfüggvény értéke pedig nőtt: cS =

7 + 8 + 9 = 24.

17



Látszik, hogy a K értéktől függ, hogy melyik megoldás értéke a kedvezőbb.A példa szem-
léltetésére tekintsük a 2.2 ábrát:

S t

0 3 7

j1 j2 j3 S ′ t

3 7

j1 j2 j3

2.2. ábra. A két megengedett megoldás (J ,J ′). A nyilak pedig a beszerzések időpontjai

2.4. Offline és online feladatok

Offline feladat

Az algoritmuselméletben offline feladatnak nevezzük az olyan feladatokat, ahol az egész
bemenet ismert már az algoritmus futása előtt. Az ütemezéselméletben tehát egy feladat
akkor offline, ha az algoritmus az összes munka összes adatának ismeretében készíti el az
ütemezést.

Vannak olyan offline feladatok, amelyek esetén az optimális megoldás meghatározása
bonyolult. Ilyenek például NP-nehéz problémák, amelyek megoldására nem ismert poli-
nomidőben működő algoritmus. Az ilyen problémák esetén közelítő algoritmusokat hasz-
nálunk. Ezek célja, hogy polinomiális időben, az optimumhoz valamilyen mértékben közeli
megoldást találjanak. A „közelség” mértékét az α paraméter fogja megadni. Ennek a for-
mális definiáláshoz először bevezetjük a jelöléseket.
Jelölések:

• I: az adott feladat példány jelölése, aminek az optimális megoldását keressük

• ALG(I) : az ALG algoritmus által adott megoldás értéke az I feladatpéldányra

• OPT (I): az optimális megoldás értéke I feladatpéldányra

Formálisan az α közelítő algoritmus:

ALG(I) ≤ α ·OPT (I)

és α ≥ 1, ekkor ALG algoritmus α közelítő. (Azaz az algoritmus által adott megoldás
értéke bármely I feladatpéldányra legfeljebb α-szorosa az optimális megoldás értékének.)

18



Online feladat

Online problémáról beszélünk, ha egy feladat esetén az algoritmus az inputot csak részen-
ként, futás közben kapja meg. Tehát a teljes input nem áll rendelkezésére a futás kezdete
előtt. Az ilyen típusú feladatot megoldó algoritmusnak adott időpillanatban a döntéseit
a többi adat ismerete nélkül, csak az addig megkapott input részletek alapján kell meg-
hoznia. Az ütemezés és közös beszerzés feladatoknál ezek a döntések, hogy rendelünk-e
az adott munkához, illetve a már rendelkezésre álló feladatokat ütemezzük-e. Ezeket a
döntéseket később már nem módosíthatjuk. Ezenkívül az algoritmus nem tudja, hogy az
input hány elemből áll, csak azt fogja tudni, ha megkapta az utolsó elemét.

A gyár példájára visszatérve tegyük fel, hogy a vásárlók a hónap folyamán bármikor
rendelhetnek, vagyis nem kell előre leadniuk a rendelésüket. Ekkor a gyárigazgatónak min-
den beérkezett rendelés után döntenie kell az ütemezésről és az alapanyagok rendelésről.
Ezeket a döntéseket úgy kell meghoznia, hogy nem tudja, hogy mikor és milyen rendelé-
sek lesznek a jövőben, de szeretné, ha a költségei minimálisak lennének. Így a feladatot
megoldó algoritmus online, mert számára az adatok nem ismertek előre.

A feladat nehézségének szemléltetésére tekintsük a következő példát:

2.4.1. Példa. Legyen a feladat 1 | online, jrp, s = 1, rj, pj = 1 | Fmax + cQ, és legyen
K = 5. Legyen az első munka rendelkezésre állási ideje rj1 = 0. Nézzünk két esetet:

1. Tegyük fel, hogy rögtön rendelünk j1-nek anyagot. Ekkor, ha a következő időpilla-
natban érkezik egy munka, ami egyben az utolsó munka, akkor a megoldás értéke:
cost(S,Q) = Fmax + cQ = 1+ 10. Offline esetben viszont, a két munkának egyszerre
érdemes rendelni rj2 = 1-ben, ezért az optimális megoldás értéke 2 + 5, mert így
Fmax = 2 és a rendelési költség pedig 5. Ennek szemléltetésére bemutatjuk a követke-
ző ábrákat, ahol az első ábra, amikor az online algoritmus külön rendel, a második
pedig az offline eset. Az ábrákon a nyilak a rendelések időpontjait jelölik.

t
0 1 2

j1 j2

Online eset, ahol a megoldás költsége 11

t
0 1 2 3

j1 j2

Offline eset, ahol a megoldás költsége 7

2. Tegyük fel, hogy nem rendelünk rögtön j1-nek anyagot, hanem kivárunk. Ekkor, ha a
következő munka sokára érkezik (jelen esetben később mint 5), akkor viszont az Fmax

érték növekedhet. Ha itt például a következő és egyben utolsó munka rendelkezésre
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állási ideje 10, akkor ha egyszerre rendelünk a két munkának ebben az időpillanat-
ban, akkor a megoldás értéke 11 + 5, mert Fmax = 11 lesz az első munka miatt.
Offline esetben viszont az optimális megoldás értéke 1 + 10 lett volna, ha mindkettő
rendelkezésre állási időben rendelünk. Hasonlóan az előző esethez, ennek az esetnek
a szemléltetéséhez tekintsük a következő ábrákat:

t
0 10 11 12

j1 j2

Online eset, ahol a megoldás költsége 16

t
0 1 10 11

j1 j2

Offline eset, ahol a megoldás költsége 11

Egy online algoritmus megoldása tehát általában nem optimális, mivel az algoritmus
részenként hozza meg a döntéseket, ezért várhatóan nem fogja elérni az offline optimumot.
Hasonlóan az offline részhez, ezeknél a feladatoknál is szeretnénk meghatározni egy az op-
timálishoz elég közeli megoldást. Azokban a feladatokban, ahol minimalizálni szeretnénk,
a feladatot megoldó online algoritmust C-versenyképesnek nevezünk, ha a megoldásának
értéke legfeljebb C-szerese az offline optimumnak. Formálisan:

ALG(I) ≤ OPT (I) · C

∀I feladatpéldányra teljesül. Itt is a jelölések hasonlók az előzőekhez.

Az online algoritmusok hatékonyságának vizsgálatára bevezetjük a versenyképességi
hányadost, amit C-vel fogunk jelölni. A versenyképességi hányados azt fogja mutatni,
hogy mennyivel tér el a online algoritmus által adott megoldás és az offline optimális
megoldás célfüggvény értéke.
Ez a hányados a legkisebb olyan C érték, amire még teljesül, hogy az algoritmus C-
versenyképes, azaz:

C = sup
I

{
ALG(I)

OPT (I)

}
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Ez a versenyképességi hányados azt mutatja meg, hogy az adott algoritmus megoldása
mennyire „ jó” az optimális offline algoritmuséhoz képest. Minimalizálási feladatok esetén,
ha a C minél kisebb, annál közelebb van a vizsgált algoritmus megoldása az optimálishoz.
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3. fejezet

Feladatok Fmax + cQ célfüggvénnyel

Ebben a fejezetben most az Fmax +CQ célfüggvény szerinti feladatot vizsgáljuk és annak
aleseteit különböző korlátok szerint. Online feladatok esetén a cél közelítő algoritmusok
bemutatása lesz és azok versenyképességének vizsgálata. Offline eseteben pedig vagy egy
polinomiális algoritmust szeretnénk adni a feladat megoldására, vagy azt szeretnénk be-
látni az adott feladatról, hogy NP-nehéz.

Az ebben a fejezetben bemutatott eredmények főként a [8], [12], [9] cikkekből szár-
maznak. Ezek összefoglalására létrehoztuk a következő táblázatot.

3.1. táblázat. A fejezetben bemutatott eredmények

Feladat Eredmény Forrás

1|online, jrp, s = 1, kül. rj|Fmax + cQ 2-versenyképes algoritmus [8], 3.1.18 tétel
1|online, jrp, s = 1, kül. rj, p-korlátos input|Fmax + cQ

√
2-versenyképes algoritmus [8], 3.1.19 tétel

1|jrp, s = const, rj|Fmax + cQ 2-közelítő algoritmus [12], 3.2.7 tétel

1|jrp, s = 2, rj|Fmax + cQ NP-nehéz [9], 3.2.8 tétel

3.1. Online feladatok

3.1.1. 1|online, jrp, s = 1, pj = 1, különböző rj|Fmax + cQ

Ez a feladat egy online feladat, tehát a munkák rendelkezésre állási ideje nem ismert az
algoritmus futásának kezdetekor. Ezen kívül feltesszük, hogy minden munka rendelkezésre
állási ideje különböző, azaz különböző időpontokban érkeznek meg. Továbbá mivel s = 1,
ezért egy erőforrásunk van, amire minden munkának szüksége van az elkészítéshez. Minden

22



munka megmunkálási ideje 1 egység.

Offline optimumról megfigyelések és állítások

Ahogy azt az előzőekben már láthattuk, egy online algoritmus hatékonyságának a vizsgá-
latához, az optimális offline megoldásra is szükségünk lesz az összehasonlításhoz. Ennek a
meghatározása sem mindig egyszerű, így ehhez szeretnénk bevezetni pár megfigyelést és
állítást az offline optimumról, ennek a feladatnak a kapcsán.

3.1.1. Megfigyelés. ([8]) A feladat bármely (S,Q) megengedett megoldására létezik egy
(S ′,Q′) megengedett megoldás, amiben a munkák rendelkezésre állási idő szerint növek-
vő sorban vannak ütemezve. Ekkor a célfüggvény értéke nem rosszabb, mint az (S,Q)

megoldás szerinti megoldás értéke.

3.1.2. Megfigyelés. ([8]) Minden megengedett (S,Q) megoldására a feladatnak létezik
olyan (S ′,Q′) megengedett megoldása, ahol az erőforrások beszerzése csak rendelkezésre
állási időkben történik. Ekkor a célfüggvény értéke, nem lesz rosszabb, mint az (S,Q)

megoldás szerinti megoldás értéke.

3.1.3. Megfigyelés. ([8]) Legyen I egy feladat, amiben adott a munkák egy halmaza, és
legyen I ′, ami az I részhalmaza, tehát I-beli munkák vannak benne (azaz I ′ ⊆ I). Ekkor,
ha a beszerzések költsége megegyezik, akkor OPT (I ′) ≤ OPT (I).

3.1.4. Megfigyelés. ([8]) Vegyünk egy megengedett S ütemezést, amelyben ha j és k

egymás utáni munkák, azaz ha rj < rk teljesül, akkor Sk = Sj +1 minden j, k ∈ S. Ekkor
Fk ≤ Fj.

Innentől kezdve elég csak azokkal az offline megoldásokkal foglalkozni, ahol csak a
rendelkezésre állási időkben történik az erőforrások beszerzése, illetve a munkák pedig
a rendelkezésre állási idejük szerinti növekvő sorban vannak ütemezve, amint lehetséges.
Ezeket az 4.2.1 és a 3.1.2 megfigyelés miatt tehetjük fel.

A feladatot különböző korlátos inputokra is szeretnénk a továbbiakban vizsgálni. Itt
speciálisan p-reguláris és p-korlátos inputokkal fogunk foglalkozni. Először az ilyen típusú
inputú esetekre is tekintsünk néhány állítást az offline optimumról.

Először az n munkát tartalmazó, p-korlátos inputokat fogjuk vizsgálni. Jelöljük az
ilyen típusú inputokat Rn-nel.
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3.1.5. Megfigyelés. ([8]) Vegyünk egy Rn, p-reguláris inputot.

1. Ha egy megengedett megoldásban van olyan megrendelés, ami legalább n′ munkának
biztosít erőforrást, akkor a maximum átfutási idő (Fmax) legalább (n′ − 1) · p+ 1.

2. Bármely megengedett megoldásban, ahol q beszerzés történik, van olyan j munka,
aminek az Fj átfutási ideje legalább

(⌈
n
q

⌉
− 1

)
· p+ 1.

3. Egy megengedett megoldás költsége, ahol q beszerzés történik, legalább qK+
(⌈

n
q

⌉
− 1

)
·

p+ 1, ahol K egy megrendelés költsége (mivel csak egy erőforrás van).

Bizonyítás.

1. Tegyük fel, hogy τ időpontban rendelünk, úgy hogy ez n′ munkára biztosít erő-
forrást. Ekkor akiknek erőforrást biztosít ez a rendelés, azok küzül az első munka
rendelkezésre állási idejét jelöljük re-vel, az utolsóét pedig ru-val. Mivel az elején
feltettük, hogy az input p-reguláris, ezért ru = re + (n′ − 1)p.
Definíció szerint, egy j munkához akkor lehet erőforrást rendelni τ -ban, ha τ ≥ rj.
Tehát itt τ ≥ ru = re+(n′− 1)p, ekkor rendelünk e munkához is erőforrást. Ezért e
munka átfutási ideje legalább (n′ − 1)p+ 1 (mert τ − re ≥ (n′ − 1)p, ez e várakozás
ideje, és +1, a feldolgozási idő).

2. Ha q db beszerzés van, akkor a skatulya elv miatt mindenképpen lesz olyan rendelés,
ami legalább

⌈
n
q

⌉
munkát szolgál ki. Ekkor, az előző megfigyelés alapján, a maximális

átfutási idő legalább
(⌈

n
q

⌉
− 1

)
· p+ 1.

3. mivel q rendelés esetén Fmax ≥
(⌈

n
q

⌉
− 1

)
·p+1, ezért a megoldás költsége legalább

ennyi, plusz a megrendelés költsége, ami qK.

□

3.1.6. Állítás. ([8]) Egy p-reguláris input esetén bármely megoldás, ahol q beszerzés tör-
ténik, minimális költsége: qK +

(⌈
n
q

⌉
− 1

)
p+ 1.

Bizonyítás. Konstruálni fogunk egy megengedett megoldást q megrendeléssel úgy, hogy
a költsége megegyezzen az állításban szereplő értékkel.
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Jelöljük a rendelések időpontjait τi-vel, i = 0, ..., q − 1. Ezeket definiáljuk a következő
képpen:

τi :=


−p, ha i = 0,

ip⌈n/q⌉, ha i ∈ {1, . . . , r},

ip⌊n/q⌋, ha i ∈ {r + 1, . . . , q}.

Feltesszük, hogy minden munkát, amint lehetséges, ütemezünk rendelkezésre állási idő
szerint növekvő sorban.

Legyen j ∈ J munka a k-adik (k ≥ 1) munka (τi, τi+1] intervallumban (i = 0, ..., q−1).
Ekkor τi < rj = τi + kp ≤ τi+1. A munka befejezési ideje: Cj = τi+1 + k, mert τi+1-ben
fogjuk tudni elkezdeni ütemezni a (τi, τi+1]-ben megjelent munkákat, rendelkezésre állási
idő szerint növekvő sorban, és j a k-adik. Így az átfutási ideje j-nek: Fj = Cj − rj =

τi+1 + k − (τi + kp) = τi+1 − τi + k(1− p)

A 3.1.4. megfigyelés alapján az Fj akkor maximális, ha k = 1. Ekkor Fj = τi+1 − τi +

(1− p). Az egymás utáni rendelések távolsága τi definíciója alapján:

τi+1−τi = (i+1)p

⌈
n

q

⌉
−ip

⌈
n

q

⌉
= p

⌈
n

q

⌉
vagy τi+1−τi = (i+1)p

⌊
n

q

⌋
−ip

⌊
n

q

⌋
= p

⌊
n

q

⌋
.

Tehát Fmax ≤ p
⌈
n
q

⌉
+ (1− p) = (

⌈
n
q

⌉
− 1)p+ 1.

Így egy megengedett megoldás költsége legfeljebb qK + (
⌈
n
q

⌉
− 1)p+ 1, de a 5. megfigye-

lésből láttuk, hogy egy megengedett megoldás költsége minimum ennyi, tehát valóban a
minimális költség egy q beszerzéses feladatnál qK + (

⌈
n
q

⌉
− 1)p+ 1. □

Ebből rögtön következik, hogy:

3.1.7. Lemma. ([8]) Az offline optimum p-reguláris inputra:

OPT (Rn) = min
q∈Z, q≥1

(
Kq +

(⌈
n

q

⌉
− 1

)
p+ 1

)
Innentől kezdve, legyen q⋆ az a megrendelés szám, ami mellett a megoldás értéke minimális.
Ekkor létezik optimális megoldás, amiben q⋆ db beszerzés történik.

A p-reguláris inputú feladatok megoldásának az optimumára szeretnénk a következő-
ekben adni egy alsó és egy felső korlátot.
Ehhez, a 3.1.7 lemma alapján bevezetjük f(q) függvényt, hogy az OPT (Rn) kifejezést
könnyebben tudjuk kezelni. Ennek segítségével szeretnénk majd magát a kifejezést is kor-
látok közé szorítani. Legyen tehát f(q) a következő:
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f(q) = Kq +

(
n

q
− 1

)
p+ 1

3.1.8. Lemma. ([8]) Ha az input p-reguláris, akkor OPT (Rn) ≥ minq∈R,q>0 f(q) = 2
√
npK−

p+ 1

Bizonyítás. Az első lemma után feltettük, hogy q⋆ feltöltés esetén veszi fel ez az érték a
minimumot, ezért:

OPT (Rn) = Kq⋆ +

(⌈
n

q⋆

⌉
− 1

)
p+ 1) ≥ f(q⋆) ≥ min

q
f(q)

Ahol minq∈R>0 f(q) = 2
√
npK − p + 1. Mivel f(q) konvex q > 0 esetben, ezért ha f(q)-t

deriváljuk, akkor:

f ′(q) = K − np

q2

és amelyik q-ra ez nullával egyenlő, akkor lesz az f(q) érték minimális. Legyen ez az érték
q̂ =

√
np
K

, amire f(q̂) = 2
√
npK− p+1 teljesül. Így ez egy alsó korlát az OPT (Rn)-re. □

Most hasonlóan szeretnénk adni egy felső korlátot is az optimumra.

3.1.9. Lemma. ([8]) Ha az input p-reguláris, akkor teljesül, hogy:

OPT (Rn) ≤ 2
√

npK +K + 1

Bizonyítás. Az első lemma alapján tudjuk, hogy ∃q⋆ ∈ Z, amire OPT (Rn) minimális,
tehát:

OPT (Rn) = Kq⋆ +

(⌈
n

q⋆

⌉
− 1

)
p+ 1)

Ebből könnyen látszik, hogy f(q⋆) ≤ OPT (Rn) ≤ f(q⋆) + p. Mivel az OPT (Rn) és f(q⋆)

között a különbség ≤ p, így OPT (Rn) ≤ f(q⋆) + p.
Az előző már láttuk, hogy f függvény konvex, ha q > 0, ezért minimuma van q̂ =

√
np
K

helyen.
Ekkor láthatóan |q̂ − q⋆| < 1. (Emlékeztetőül: q̂: az f függvény minimum helye, q⋆: az

OPT (Rn), az a q érték, amire OPT (Rn) minimális) Ez alapján két esetet fogunk vizsgálni:
1.eset: q̂ ≤ q⋆ < q̂ + 1, ekkor:

f(q⋆) = Kq⋆ +
np

q⋆
− p+ 1 ≤ K(q̂ + 1) +

np

q̂
− p+ 1 =
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= K +Kq̂ +
np

q̂
− p+ 1 = f(q̂) +K = 2

√
npK − p+ 1 +K

Ez alapján pedig az állítás is teljesül, mert tudjuk, hogy OPT (Rn) ≤ f(q⋆) + p, amiről
az előbb beláttuk, hogy ≤ 2

√
npK +K + 1.

2. eset: q⋆ < q̂ ≤ q⋆ + 1, ekkor:

f(q̂) = Kq̂ +
np

q̂
− p+ 1 ≥ Kq⋆ +

(
n

(q⋆ + 1)
− 1

)
p+ 1 ≥

≥ K(q⋆ + 1) +

(⌈
n

q⋆ + 1

⌉
− 1

)
p+ 1− p−K

Az utolsó előtti alsó becslés azért igaz, mert Kq⋆ ≥ K(q⋆ + 1) − K = Kq⋆ és mert(
n

q⋆+1
− 1

)
p ≥

(⌈
n

q⋆+1

⌉
− 1

)
p − p teljesül, mert a felső egész érték miatt a tört értéke

legfeljebb p-vel nőhetne, de azt kivonjuk az összegből, így a kifejezésre biztosan teljesül
az egyenlőtlenség.
Folytatva:

K(q⋆ + 1) +

(⌈
n

q⋆ + 1

⌉
− 1

)
p+ 1− p−K ≥ OPT (Rn)− p−K

Ebből következik, hogy:

OPT (Rn) ≤ f(q̂) + p+K = 2
√

npK − p+ 1 + p+K = 2
√

npK +K + 1

és pont ezt szerettük volna belátni. □

A következőekben pedig p-korlátos I inputra szeretnénk állításokat és megfigyeléseket
tenni. Legyen tmin az első munkának az érkezési ideje, és tmax pedig az utolsó munkáé.
Jelöljük DI-vel ha az input reguláris tmin és tmax között és RI-vel pedig ha p-reguláris az
input. Ezeket a következő ábrával szemléltetjük.

I

DI

RI

tmin (tmax + 1)

tmin (tmax + 1)

tmin (tmax + 1)

3.1. ábra. Az inputok: I, DI és RI
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3.1.10. Állítás. ([8], bizonyítás nélkül) Egy p-korlátos I inputra teljesül, hogy: OPT (DI) ≥
OPT (I) ≥ OPT (RI)− p.

A feladatot megoldó algoritmus

A következőekben szeretnénk bemutatni egy, a feladatot megoldó online algoritmust. Utá-
na pedig vizsgáljuk ennek a hatékonyságát először általános, majd p-korlátos input esetén
is.
Ezek vizsgálatához a következő jelöléseket fogjuk használni:

• ALG(I): az algoritmus által adott megoldás értéke, tetszőleges I feladat példányra
(ez az input)

• q: a rendelések száma

• τ1 < ... < τq: a beszerzések időpontjai

Az algoritmus

Az algoritmusban két változót fogunk használni, ezeket értékét fogjuk változtatni.

• t: azt fogja jelölni, hogy éppen hol járunk az időben

• Fmax: az aktuális maximum átfutási időt fogja mutatni

Kezdetben a t-t és az Fmax-ot is 0-ra állítjuk. Ezután pedig minden iterációban a következő
lépéseket ismételjük, amíg minden munka ütemezve nem lesz:

1. meghatározzuk a t időpontban elérhető, még nem ütemezett munkák halmazát, ezt
Bt-vel jelöljük

2. meghatározzuk a Bt-beli munkákra, hogy ha t-től kezdve, állásidő nélkül, rendelke-
zésre állási idő szerint növekvő sorban ütemeznénk őket, mennyi lenne a maximum
átfutási idő (Fmax), ezt F u

max-val jelöljük

3. ha teljesül, hogy F u
max = Fmax+K, akkor Fmax értékét F u

max-ra állítjuk, t-ben megren-
deljük az erőforrást, és ütemezzük a Bt-beli munkákat t-től kezdve állásidő nélkül.
(Ezek t + |Bt| időpontig lesznek a gépen.) Amint az utolsó munkát is ütemeztük,
megállunk.
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4. ha F u
max ̸= Fmax +K, akkor nem rendelünk, és legyen t := t+ 1.

5. folytassuk az első lépéstől.

Az algoritmus vizsgálata

A következőkben ennek az algoritmusnak a versenyképességét fogjuk vizsgálni, először
általános, majd p-korlátos inputra. Ezekhez először szükség lesz néhány állításra és meg-
figyelésre.

3.1.11. Megfigyelés. ([8]) Legyen fi az a munka, amit az algorimus τi-ben ütemezett.
Ekkor τi = rfi +Ki− 1. (Különben az algoritmus nem ütemzte volna fi-t τi-ben).

3.1.12. Megfigyelés. ([8]) A τi-ben ütemezett munkák száma, azaz |Bt| mérete, legfeljebb
Ki, így tehát a τi-ben kezdődő munkák mindig befejeződnek τi+1 előtt.

3.1.13. Állítás. ([8]) Az i-edik beszerzés után az algorimus által adott megoldás költsége
2Ki ∀1 ≤ i ≤ q, ahol Fmax = Ki.

Bizonyítás. (teljes indukcióval) Az első beszerzésnél az Fmax = K teljesül, mert ere-
detileg Fmax = 0 és beszerzés pedig akkor történik, ha az elérhető munkák maximum
flowtime-ja megegyezik az Fmax +K-val. Így ebben az időpontban az ütemezés költsége
cQ + cS, ahol cQ = K = cS, mert egy beszerzés történt eddig, az ütemezés pedig az előb-
biek szerint. Ezzel i = 1-re beláttuk, hogy igaz az állítás.
Feltesszük, hogy ez τi−1-ig igaz, tehát az algoritmus által adott megoldás értéke i− 1ben
2K(i− 1).
Tudjuk, hogy τi−1-ben az Fmax értéke a feltétel szerint (i− 1)K. τi-ben pedig akkor ren-
delünk, ha az akkor elérhető munkákra igaz, hogy F u

max = Fmax+K = (i−1)K+K = Ki

az előző miatt. Ekkor a rendelések költsége is, ami eddig (i− 1)K volt K-val nőtt, tehát
a megoldás értéke i-ben: 2Ki. □

3.1.14. Állítás. ([8]) Minden 1 ≤ i ≤ q-ra, τi − τi−1 ≥ Ki.

Bizonyítás. Ha az első munka az i−1-ik rendelés után j, akkor τi ≥ rj+Ki az algoritmus
szerint. Mivel rj ≥ τi−1, ezért τi ≥ τi−1 +Ki, ebből következik az állítás. □

Az algoritmus vizsgálatához még bevezetjük egy speciális osztályát az inputoknak, az
a következő lesz:
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3.1.15. Definíció. Egy n munkából álló inputot ritkának nevezünk, ha minden munkának
a rendelkezésre állási idejére igaz, rj+1 − rj ≥ Kj, ahol 1 ≤ j < n.

3.1.16. Állítás. ([8], bizonyítás nélkül) Ha I egy n munkából álló ritka input, akkor
OPT (I) = Kn+ 1

3.1.17. Állítás. ([8], bizonyítás nélkül) Ha I egy n munkából álló ritka input, akkor az
algoritmus n-szer rendel és a megoldás költsége 2Kn.

3.1.18. Tétel. ([8]) Az előzőekben bemutatott algoritmus 2-versenyképes általános input-
ra.

Bizonyítás. Vegyünk egy olyan I inputot, amire az algoritmus q rendelést hajt végre.
Ekkor a 3.1.13 állítás miatt tudjuk, hogy a megoldás költsége 2Kq erre az inputra.
Most az I inputból készítünk egy ritka inputot a következő módon:
Az I inputból jelöljük fi-vel azt a munkát ami τi-ben kezdődik, ∀i = 1, 2, ...q-ra. Hagyjunk
el minden másik munkát I-ből, így csak ezeket megtartva, egy ritka inputot kapunk.
Ebben a megmaradt munkák rendelkezésre állási idejei megegyeznek az eredeti rfi-kel.
Erről először be kell látnunk, hogy egy ritka input. Minden ilyen fi munkára teljesül,
hogy rfi + Ki − 1 = τi (3.1.11 megfigyelés miatt) és rfi+1

> τi minden i = 1, 2, ..., q-ra.
Ebből következik, hogy rfi+1

− rfi ≥ Ki, tehát az input ritka.
Mivel I ′ egy ritka input így, ezért 3.1.16 állítás miatt tudjuk, hogy OPT (I ′) = Kq+1, és
I ′ ⊆ I, ezért a 3.1.3 miatt pedig tudjuk, hogy OPT (I ′) ≤ OPT (I).

ALG(I)

OPT (I)
≤ ALG(I)

OPT (I ′)
≤ 2Kq

Kq + 1
≤ 2

Ezzel beláttuk, hogy az algoritmus 2-versenyképes, és ez a legkisebb felső korlát amire
ez teljesül, mert:

ALG(I ′)

OPT (I ′)
=

2Kq

Kq + 1
→ 2, ha q → ∞.

□

3.1.19. Tétel. ([8]) Az algoritmus versenyképessége egy p-korlátos inputon tart
√
2-höz,

ha a munkák száma tart ∞-hez.
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Bizonyítás. Legyen I egy p-korlátos, n munkából álló input. Tegyük fel, hogy az algo-
ritmus erre az inputra q-szor rendel.
A bizonyítás menete, hogy először ALG(I)-re és OPT (I)-re és adunk egy korlátot.
Legyen minden 1 ≤ i ≤ n-re ni azon munkák száma, amiknek a rendelkezésre állási ideje
[τi−1+1, τi] intervallumban van. Mivel az input p-korlátos, ezért a skatulya-elv és a 3.1.14
állítás miatt:

ni ≥
⌈
τi − τi−1

p

⌉
≥

⌈
Ki

p

⌉
≥ Ki

p

Ezért:

n =

q∑
i=1

ni ≥
q∑

i=1

Ki

p
=

Kq(q + 1)

2p
≥ Kq2

2p
⇒ q ≤

√
2np

K

Ebből következik, hogy ALG(I)-re korlát:

ALG(I) = 2Kq ≤ 2K

√
2np

K
= 2

√
2npK

OPT (I)-re korlát:

OPT (I) ≥ 2
√
npK − 2p+ 1.

ALG(I)

OPT (I)
≤ 2

√
2npK

2
√
npK − 2p+ 1

=

√
2npK√

npK − p+ 1
2

→
√
2, ha n → ∞.

□

3.2. Offline feladatok

3.2.1. Polinomiális algoritmus

1|jrp, s = const, rj|Fmax + cQ

Ebben az alfejezetben, az előző fejezetben bemutatott online feladat egy olyan általáno-
sítását fogjuk vizsgálni, ahol ∀j ∈ J munkához tetszőleges pj tartozhat és konstans sok
erőforrásuk lehet.

A feladat megoldására bemutatunk egy dinamikus programozáson alapuló algoritmust.
Ennek bemutatása előtt, az egyszerűség kedvéért, szeretnénk bevezetni pár fogalmat és
jelölést.
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3.2.1. Definíció. Egy ütemezésben azon munkák halmazát, amelyek k és k + 1-edik be-
szerzés között kerülnek ütemezésre, a k-adig blokknak nevezzük. Ezeket Bk-val jelöljük.

3.2.2. Definíció. Egy Bk blokkbeli j, j′ ∈ Bk munka párt rossz párnak nevezünk, ha rj <

rj′ és Sj′ ≤ Sj.

3.2.3. Állítás. ([12], bizonyítás nélkül) Egy közösbeszerzés és ütemezés feladatban Fmax+

cQ célfüggvény esetén mindig létezik olyan optimális megoldás, ahol

1. a gép akkor nem dolgozik egy munkán sem, ha az összes munka elkészült, vagy amikor
új beszerzésre várunk

2. a megrendelések csak a munkák rendelkezésre állási időpontjaiba történnek

3. nincsenek rossz munka párok az ütemezésben

3.2.4. Definíció. Egy ütemezést szép ütemezésnek nevezünk, ha az olyan munkák, amik-
nek ugyanarra az erőforrásra van szükségük, rendelkezésre állási idő szerint növekvő sorban
vannak ütemezve.

Ebből következik, hogy egy szép ütemezésben rossz munkapárok sincsenek. A következő-
ekben mutatunk egy dinamikus programozási algoritmust a feladatra, amely mindig szép
ütemezést ad.

A feladatot megoldó algoritmus magyarázata: A feladat megoldására szeretnénk
a következő dinamikus programozási algoritmust bemutatni.

Az algoritmus bemutatása előtt bevezetjük T halmazt, ami a különböző rendelkezésre
állási időket tartalmazza növekvő sorrban, azaz T = {t1, t2, ..., t|T |}, ahol t1 < t2 < ... <

t|T |. (Minden ti-hez létezik j ∈ J munka, amire rj = ti.)
Továbba minden Ji halmazhoz definiálunk egy rendezést a következő módon: ha

j, j′ ∈ Ji és rj < rj′ , akkor j <i j
′, egyenlőség esetén pedig a sorrend tetszőleges. Beve-

zetjük továbbá még Ji(βi) jelölést, ami azon Ji-beli munkák halmazát jelöli, amik rendel-
kezésre állási ideje legfeljebb βi.

Az algoritmus |T | + 1 rétegből áll (k-adik réteg jelölése L(tk)) és minden réteget
az előzőből épít fel. A rétegekben állapotok vannak. Minden állapothoz (ezeket N -nel
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jelöljük) tartozik egy olyan részleges ütemezés, amiben az utolsó munka legkésőbb tk-
ig befejeződik és egy beszerzési struktúra, amiben a beszerzések időpontjai {t1, ..., tk−1}
halmazból származnak. Minden állapot egy (3+4s) dimenziós vektor. Egy állapot jelölése
általánosan: N = [tk;α1, . . . , αs; β1, . . . , βs; γ1, . . . , γs; δ; ζ; η1, . . . , ηs].

Az állapotok megértéséhez szeretnénk bevezetni a következő jelöléseket:
Jelölések:

• tk: az adott réteget jelöli amiben éppen vagyunk

• αi: Ji-ből (azok a munkák, amiknek szüksége van Ri-re) azon munkák száma, amiket
már ütemeztünk SN -ben

• βi: Ri erőforrásból a legutolsó beszerzés időpontja QN -ben

• γi: Ri erőforrásból a beszerzések száma QN -ben

• δ: összesen hány beszerzés történt QN -ben

• ζ: az utolsó olyan munkának a rendelkezésre állási ideje, amitől kezdve a munkák
állásidő nélkül, folyamatosan ütemezve vannak

• ηi: Ji-ből hány munka volt ütemezve ζ után állásidő nélkül

A feladatot megoldó algoritmus bemutatása:

Az algoritmus lényege, hogy az aktuális réteg állapotait sorban feldolgozza, ezzel lét-
rehozva a következő rétegeket. Az utolsó rétegben keresi azt az állapotot, amihez tartozó
költség a többi közül a lehető legkisebb, és a hozzá tartozó ütemezésben minden munka
ütemezve lett.

Ennek lépéseit vázlatosan ismertetjük, a részletek a külön leírt pszeudokódban talál-
hatóak. Tegyük fel, hogy N ∈ L(tk) állapotot dolgozzuk éppen fel. Vesszük az erőforrások
összes lehetséges R̄ részhalmazát, amikre létrehozunk N̄ állapotokat. Ezek azt az esetet
reprezentálják, hogy tk-ban R̄ erőforrásokat rendeltük. Ez alapján frissítjük az állapotok-
hoz tartozó paramétereket, majd az összes lehetséges módon kiválasztja, hogy az egyes
munkahalmazokból hány munkát ütemezzen.

A kapott részleges ütemezésekhez új állapotokat hoz létre, amelyeket megfelelő rétegbe
beletesz, ha ott még nem szerepel azonos paraméterekkel rendelkező állapot. Ha van, akkor
azt tartja meg, amelyiknek az összköltsége kisebb.

Az algoritmus leírása pszeudókóddal a következő oldalon látható.
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1. Algoritmus DinProg_Fmax
Inicializáció: k := 1, N0 := [t1; 0, . . . , 0;−, . . . ,−; 0, . . . , 0; 0; 0; 0, . . . , 0], SN0 és QN0 üres
halmazok, L(t1) := {N0}.

1. Minden tk ∈ T időpontra, minden N := [tk;α1, . . . , αs; β1, . . . , βs; γ1, . . . , γs; δ; ζ; η1, . . . , ηs] ∈
L(tk) állapotra és az erőforrások minden lehetséges R ⊆ {R1, . . . , Rs} részhalmazára
végrehajtjuk az 1a–1d lépéseket:

(a) Minden Ri erőforrásra, i ∈ {1, . . . , s}, meghatározzuk β̄i és γ̄i értékét a következő
módon: ha Ri ∈ R, akkor β̄i := tk és γ̄i := γi + 1; különben β̄i := βi és γ̄i := γi.

(b) Ha R = ∅, akkor legyen δ̄ := δ, különben δ̄ := δ + 1.

(c) Minden i = 1, . . . , s esetén meghatározzuk a Ji(β̄i) sorozatot, amely azokat a Ji-beli
munkákat tartalmazza, amelyek rendelkezésre állási ideje legfeljebb β̄i, <i sorrendbe
rendezve. Legyen J ′

i a Ji(β̄i) sorozat utolsó |Ji(β̄i)| − αi darab munkája.

(d) Minden (m1, . . . ,ms) ∈ {0, . . . ,M1} × · · · × {0, . . . ,Ms} vektorra végrehajtjuk az
alábbi lépéseket:

i. Legyen J i a J ′
i sorozat első mi darab munkája a <i sorrend szerint, továbbá legyen

t := max {tk, ζ +
∑s

i=1 ηi}.
Az SN ütemezésből létrehozzuk az Súj ütemezést úgy, hogy

⋃s
i=1 J i munkáit <i

sorrendben, t időponttól kezdve állásidő nélkül ütemezzük. Hasonlóan QN -ből lét-
rehozzuk Qúj-at azzal, hogy kibővítjük (R, tk)-val.

ii. Legyen ᾱi := αi +mi és η̄i := ηi +mi minden i = 1, . . . , s esetén.
iii. Ha

∑s
i=1mi = 0, akkor legyen N̄ := [tk+1; ᾱ1, . . . , ᾱs; β̄1, . . . , β̄s; γ̄1, . . . , γ̄s; δ̄; tk+1; 0, . . . , 0].

Ha
∑s

i=1mi > 0, akkor legyen C az utoljára ütemezett munka befejezési ideje. Ha
C ∈ T , akkor legyen N̄ := [C; ᾱ1, . . . , ᾱs; β̄1, . . . , β̄s; γ̄1, . . . , γ̄s; δ̄; ζ; η̄1, . . . , η̄s].

Ellenkező esetben legyen tℓ és tℓ+1 két egymást követő rendelkezésre állási időpont,
amelyekre tℓ < C < tℓ+1 teljesül, és definiáljuk a következő két állapotot: N̄1 :=

[tℓ; ᾱ1, . . . , ᾱs; β̄1, . . . , β̄s; γ̄1, . . . , γ̄s; δ̄; ζ; η̄1, . . . , η̄s], ha tℓ ̸= tk,,
N̄2 := [tℓ+1; ᾱ1, . . . , ᾱs; β̄1, . . . , β̄s; γ̄1, . . . , γ̄s; δ̄; tℓ+1; 0, . . . , 0].

iv. Minden újonnan definiált N̄ := [t̄; . . . ] állapotra: ha N̄ /∈ L(t̄), akkor hozzáadjuk
N̄ -t az L(t̄) réteghez, beállítjuk N -t a szülőjének, és (Súj, Qúj) részleges megoldást
rendeljük hozzá.
Ha N̄ ∈ L(t̄), és az Súj ütemezés maximális átfutási ideje kisebb, mint a N̄ -hez je-
lenleg tartozó ütemezésé, akkor a N̄ -hez tartozó ütemezést és beszerzési struktúrát
lecseréljük (Súj, Qúj)-ra, és az állapot szülőjét N -re állítjuk.

2. Ha k ≤ |T |, akkor legyen k := k + 1, és folytassuk az algoritmust az első lépéstől.

3. Meghatározunk egy olyan N ∈ L(t|T |+1) állapotot, amelyre
∑s

i=1 αi = n, és amely
minimalizálja az Fmax + δK0 +

∑s
i=1 γiKi értéket. Az ehhez tartozó megoldás lesz az

output.
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3.2.5. Állítás. ([12]) A 1. algoritmus futásideje polinomiális, és megtalálja a legkisebb
költsegű szép megoldást, ami teljesíti 3.2.3 állítás feltételeit.

Bizonyítás. Figyeljük meg, hogy az 1. algoritmus minden i-re Ji-ben definiált <i szerint
ütemezi a munkákat. Ennek eredményeként egy szép ütemezést ad az algoritmus megol-
dásként.
Ha (S,Q) az optimális, 3.2.3 állítás feltételeit kielégítő megoldás, ahol S ütemezés szép,
akkor tudunk egy állapotokból álló sorozatot építeni, ami N -hez tart, ahol az N állapot-
hoz tartozó megoldás (S,Q). (Az optimalitást és a polinomiális futási idő bizonyításáért
lásd: [12]) □

3.2.6. Lemma. ([12], bizonyítás nélkül) Vegyünk egy optimális (S,Q) megoldást a fel-
adatra, ahol a maximum átfutási idő értékét jelöljük F S

max. Ekkor létezik egy (S ′,Q′) meg-
engedett megoldás ugyanazzal a megrendelési struktúrával, azaz Q′ = Q és egy szép üte-
mezéssel, amire teljesül, hogy a maximum átfutási ideje, azaz F ′

max ≤ 2Fmax.

3.2.7. Tétel. ([12]) Az 1. algoritmus 2-közelítő algoritmus az 1|jrp, s = const, rj|Fmax +

cQ feladat megoldására.

Bizonyítás. Vegyünk egy (S⋆,Q⋆) optimális megoldást a feladatra, ami kielégíti 3.2.3
állítást.
A 3.2.6 lemmából kifolyólag tudjuk, hogy létezik (S ′,Q⋆) megengedett megoldás, ahol S ′

egy szép ütemezés és teljesül rá, hogy F ′
max ≤ 2F ⋆

max. Ebből következik, hogy:

cost(S ′,Q⋆) ≤ F ′
max + cQ⋆ ≤ 2F ⋆

max + cQ⋆ < 2(F ⋆
max + cQ⋆) = 2OPT

Azonban erre az (S ′,Q⋆) megoldásra nem feltétlenül teljesül a 3.2.3 állítás első és har-
madik feltétele. Ugyaneszerint az állítás alapján tudjuk, hogy létezik olyan (S,Q⋆) meg-
oldás, amire az állítás mindhárom feltétele teljesül, S ütemezés szép és cost(S,Q⋆) ≤
cost(S ′,Q⋆) ≤ 2OPT .

Mivel 1. algoritmus adja a legjobb értékű olyan megoldást, amiben az ütemezés szép,
ezért ebből következik, hogy ALG ≤ cost(S,Q⋆) ≤ 2OPT . Ezzel az állítást beláttuk. □

3.2.2. NP-nehéz feladat

Ebben az alfejezetben 1|jrp, rj|Fmax + cQ feladatról belátjuk, hogy kettő erőforrás esetén
NP-nehéz, még nagyon speciális esetben is. Ehhez tekintsük a következő tételt:
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3.2.8. Tétel. ([12]) Ha s = 2, akkor 1|jrp, rj|Fmax + cQ feladat megoldása NP-nehéz,
még akkor is, ha feltesszük, hogy K0 = K1 = 0 és minden munkának csak egy erőforrásra
van szüksége.

Bizonyítás. Ezt a tételt úgy fogjuk belátni, hogy az ismerten NP-nehéz PARTÍCIÓ-
feladatot visszavezetjük a 1|jrp, rj|Fmax + cQ feladatra. Előtte bevezetjük a PARTÍCIÓ-
feladatot:

PARTÍCIÓ-feladat: adott egy A = {a1, . . . , an} halmaz, ahol ai ∈ N minden i =

1, 2, . . . , n-re és adott B =
∑

j∈A aj

2
. A kérdés, hogy létezik-e A1 ⊆ A halmaz, amire∑

j∈A1
aj = B.

Vegyük a PARTÍCIÓ-feladat egy I feladatpéldányát, ebből készítünk egy I ′ feladatpél-
dányt az 1|jrp, rj|Fmax+ cQ feladatra. Ez a megfeleltetés a következő módon fog történni:

I ′-ben a munkák száma legyen n+ 2. Az első n munka a következő módon álljon elő:
minden ai ∈ A-nak megfeleltetünk egy ji munkát úgy, hogy mindegyik rendelkezésre állási
ideje legyen B (azaz rji = B minden i = 1, 2, . . . , n-re) és minden munkának az R1 erőfor-
rásra van szüksége. Továbbá ezeknek a munkáknak a megmunkálási ideje legyen pji = ai.
A jn+1, jn+2 munkákat úgy definiáljuk, hogy a megmunkálási idejük legyen egységnyi,
mindkettőnek csak R2 erőforrásra van szüksége és rjn+1 = 0, rjn+2 = 2B.
Az erőforrások megrendelésének költségei legyenek a következők: K0 = K1 = 0 és K2 =

B2.

A következőekben azt szeretnénk belátni, hogy I feladatpédány megoldható ⇔ ha I ′-
re létezik (S,Q) megoldás legfeljebb O = B2 + 2B + 1 költséggel.
⇒: Feltesszük, hogy létezik I-nek megoldása. Ekkor vegyük egy (S,Q) megoldását I ′-
nek a következő módon. Legyen Q beszerzési struktúrában kettő megrendelés, így legyen
Q = {({R1}, B), ({R2}, 2B)}. Ennek a költsége ekkor cQ = B2.
Továbbá mivel létezik I-nek megoldása, ezért ∃A1 ⊆ A halmaz, amire

∑
j∈A1

= B. Ezt
felhasználva S ütemezést definiáljuk a következő módon. Ütemezzük az A1 halmaz ele-
meihez tartozó munkákat tetszőleges sorrendben a [B, 2B] intervallumban, az A halmaz
többi eleméhez tartozó munkákat pedig a [2B + 1, 3B + 1] intervallumban. Az utolsó két
munka kezdés ideje S-ben pedig legyen Sjn+1 = 2B és Sjn+2 = 3B +1. Ennek megfelelően
az összes ütemezett munkákra Fj ≤ 2B + 1.
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Az így megadott (S,Q) egy megengedett megoldás I ′-re és cost(S,Q) ≤ O. Ezzel
beláttuk, hogy ha I megoldható, akkor I ′ is a megfelelő költséggel.
⇐: Tegyük fel, hogy létezik egy (S,Q) megoldás I ′-re, amire cost(S,Q) ≤ O. Ekkor R2

erőforrásból pontosan egyszer rendelünk különben cost(S,Q) > O teljesülne, ami ellent-
mondás lenne. Emiatt minden munkára Fj ≤ 2B + 1-nek is teljesülnie kell.
Tudjuk, hogy R2-re jn+1, jn+2-nek is szüksége van. Mivel rjn+2 = 2B és ebből az erőfor-
rásból csak egyszer rendelünk, ezért ennek a megrendelése legkorábban 2B-ben történhet.
Viszont jn+1 munkára is teljesülnie kell, hogy Fjn+1 ≤ 2B + 1, ezért ehhez legkésőbb
2B-ben meg kell rendelni R2-t. Emiatt R2 megrendelése és az S szerinti kezdés ideje jn+1-
nek is 2B-ben lesz. Mivel a partíciós feladathoz tartozó munkák maximum átfutási ideje
is 2B+1, ezért ezeknek [B, 3B + 1] intervallumban kell hogy ütemezve legyenek. Ebben
viszont már jn+1 ütemezve van 2B-től, így azok a munkák [B, 2B] és [2B+1, 3B+1] inter-
vallumba lesznek ütemezve állásidő nélkül. Ennek szemléltetésére tekintsük a következő
ábrát:

t

B
(R1)

· · · jn+1

2B
(R2)

· · · jn+2

3B + 1

A1-beli munkák A \ A1-beli munkák

Ekkor a [B, 2B] inetrvallumba lévő munkákhoz tartozó megmunkálási idő megfeleltethő
ai ∈ A1 elemeknek, amikre teljesül, hogy az összegük B, tehát I feladat is megoldható.
□
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4. fejezet

Feladatok
∑

(wj)Cj + cQ célfüggvénnyel

Ebben a fejezetben a
∑

(wj)Cj + cQ célfüggvény szerinti feladatot vizsgáljuk és ennek
aleseteit különböző korlátok szerint. A feladatok offline verziója esetén a célunk belát-
ni a feladat NP-nehézségét, vagy bemutatni a megoldására egy polinomiális futásidejű
algoritmust. Online feladat esetén, pedig közelítő algoritmus bemutatása és annak ver-
senyképességének vizsgálata lesz a cél.

A következő eredmények elsősorban a [9] cikkből származnak. A következő táblázat
összefoglalja a fejezetben bemutatott feladatokat és azok eredményeit.

4.1. táblázat. A fejezetben bemutatott eredmények

Feladat Eredmény Forrás

1|jrp, s = 1, rj|
∑

j∈J Cj + cQ NP-nehéz [9] 4.1.5 állítás
1|jrp, pj = 1, rj|

∑
j∈J Cj + cQ NP-nehéz [9] 4.1.6 tétel

1|jrp, s = const, pj = 1, rj|
∑

j∈J wjCj + cQ polinomiális alg. [9] 4.1.8 tétel
1|jrp, s = const, pj = p, rj|

∑
j∈J wjCj + cQ polinomiális alg. [9] 4.1.12 tétel

1|jrp, s = 1, pj = 1, rj|
∑

j∈J Cj + cQ 2-versenyképes alg. [9] 4.2.2 tétel

4.1. Offline feladatok

4.1.1. NP-nehéz feladatok

Ebben az alfejezetben most 1|jrp, rj|
∑

j∈J wjCj+cQ feladatot fogjuk vizsgálni komplexi-
tás szerint. Megfigyelhetjük, hogy ezek az eredmények igazak fognak maradni

∑
j∈J wjFj+
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cQ célfüggvény esetén is, mivel a két célfüggvény között az eltérés
∑

j∈J wjrj, ami egy
konstans.

Ebben a részben be szeretnénk látni, hogy 1|jrp, rj|
∑

j∈J wjCj+cQ feladat NP-nehéz.
Ehhez bevezetjük a következő állításokat és definíciókat.

4.1.1. Definíció. Azt mondjuk, hogy A és B optimalizálási probléma ekvivalens, ha op-
timális megoldást tudunk adni A feladatra polinomidőben egy olyan orákulum segítségével,
ami optimális megoldást ad B-re konstans időben és viszont. Továbbá az egyik probléma a
másikká polinomiális időben átalakítható.

4.1.2. Tétel. ([9], bizonyítás nélkül.) Ha az erőforrások és a különböző rendelkezésre
állási idők száma is konstans, akkor az 1|jrp, rj|

∑
j∈J wjCj + cQ feladat ekvivalens az

1|rj|
∑

j∈J wjCj feladattal.

4.1.3. Megjegyzés. A 4.1.2 tétel igaz marad plusz korlátok mellett is, például pj = p

vagy pj = 1-re is igaz lesz.

4.1.4. Tétel. ([13], bizonyítás nélkül.) Az 1|rj|
∑

j∈J wjCj feladat megoldása NP-nehéz.

Ennek a tételnek a segítségével szeretnénk majd belátni, hogy a vizsgált feladat NP-nehéz.
Az előző tételből egyértelműen következik az alábbi állítás.

4.1.5. Állítás. ([9]) Az 1|jrp, s = 1, rj|
∑

j∈J wjCj + cQ feladat megoldása NP-nehéz,
még K0 = K1 = 0 feltétel esetén is.

4.1.6. Tétel. ([9]) Az 1|jrp, pj = 1, rj|
∑

j∈J wjCj+cQ feladat megoldása NP-nehéz, még
K0 = 0, Ki = 1, i = 1, 2, . . . , s feltétel esetén is.

Bizonyítás. Annak bizonyítására, hogy a feladat NP-nehéz, visszavezetjük a MAX −
KLIKK problémát (ami egy ismerten NP-nehéz feladat) a vizsgált feladatra.

MAX −KLIKK feladat: Adott G = (V,E) és egy k ∈ N. Ekkor a feladat eldönteni
G-ről, hogy van-e benne k méretű teljes részgráf, azaz k csúcsú klikk.

Legyen I a MAX − KLIKK feladat egy példánya, amiből konstruálunk egy I ′ fel-
adatpéldányt az 1|jrp, pj = 1, rj|

∑
j∈J wjCj + cQ feladatra a következő módon.

• n: Legyen a munkák száma I ′-ben |V |+M , ahol M egy kellően nagy szám.

• s: Legyen az erőforrások száma |E|
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Ezek alapján adott egy bijekció az erőforrások és az élek között és adott a csúcsok és az
első |V | munka között is.
Legyen ezeknek a csúcsoknak megfelelő munkáknak a rendelkezésre állási ideje r′ = 0. Egy
csúcsnak megfelelő munkához szükséges erőforrásokat a neki megfelelő csúcsban végződő
élek adják.

A többi M munkát úgy definiáljuk, hogy azok rendelkezésre állási ideje legyen r′′ =

|V | − k, és mindegyiknek minden erőforrásra szüksége van.

4.1.7. Állítás. G gráfban van k méretű klikk ⇔ létezik az I ′ feladatpéldánynak olyan
megoldása, aminek az értéke O = 2|E| −

(
k
2

)
+
(
M+|V |+1

2

)
Bizonyítás.

⇒: Ha G-ben van k méretű klikk, akkor ezt a k csúcsú részgráfját G-nek jelöljük
G′ = (V ′, E ′)-vel. Tekintsük a következő megoldását az I ′-nek: legyen két megrendelés,
az első időpontja r′ = 0, ahol megrendelünk minden erőforrást ami megfeleltethető egy
E \E ′-beli élnek. A következő megrendelés időpontja r′′, ahol pedig megrendelünk minden
erőforrást. Megfigyelhető, hogy ekkor a beszerzések költsége 2|E| − |E ′| = 2|E| −

(
k
2

)
.

Ezután tekintsük a következő S ütemezést: ütemezzük először azokat a munkákat t = 0-tól
kezdve tetszőleges sorrendben, amiknek a megfelelői a V \ V ′ csúcsok. Ezek után állásidő
nélkül ütemezzük a többi munkát ugyanúgy tetszőleges sorrendben. Könnyű látni, hogy az
így kapott S ütemezés megengedett, mert a t-ben ütemezett munkák száma r′′ = |V | − k,
így nem lesz átfedés a munkák között. Ebben az ütemezésben a munkák befejezésének
összege

(
M+|V |+1

2

)
, így a megoldás értéke valóban O.

⇐: Most tegyük fel, hogy létezik megoldás I ′-re O célfüggvény értékkel. Figyeljük meg,
hogy minden erőforrást meg kell rendelni r′′-ben, mivel az r′′ rendelkezésre állási idejű
munkáknak szüksége van minden erőforrásra. Ennek a beszerzésnek a költsége |E|. Ha
van állásidő az ütemezésben r′′ előtt, akkor a célfüggvény értéke legalább

(|V |+M+2
2

)
−

(|V | − k) =
(|V |+M+1

2

)
+ M + 1 + k > O elég nagy M -re. Ebből következik, hogy nincs

állásidő az ütemezésben r′′ előtt. Emiatt az erőforrások, amiket r′-ben rendelünk elegendők
r′′ = |V | − k munkára. Így a befejezési idők összege, állásidő nélkül,

(
M+|V |+1

2

)
, emiatt

legfeljebb |E| −
(
k
2

)
erőforrás rendelhető r′ = 0-ban, különben meghaladná a megoldás

értéke O értékét.
Ebből következik, hogy legalább |V | − k csúcsra legfeljebb |E| −

(
k
2

)
illeszkedő éle

van. Tekintsük a fennmaradó k csúcsát a gráfnak, az előző megfigyelés miatt ezek között
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legalább
(
k
2

)
él van. Tehát ez a k csúcsú részgráf egy teljes gráf, azaz egy k csúcsú klikk.

□

Ezzel visszavezettük a MAX-KLIKK problémat a feladatunkra, ezért az 1|jrp, pj =

1, rj|
∑

j∈J wjCj + cQ probléma is NP-nehéz. □

4.1.2. Polinomiális algoritmusok

Ebben az alfejezetben az 1|jrp, s = const, pj = 1, rj|
∑

wjCj + cQ és az 1|jrp, s =

const, pj = p, rj|
∑

wjCj + cQ feladatokkal fogunk foglalkozni. Ezekhez szeretnénk a fel-
adatokat megoldó algoritmusokat bemutatni, majd azokról belátni, hogy a futásidejük
polinomiális.

Először az 1|jrp, s = const, pj = 1, rj|
∑

wjCj + cQ feladatot fogjuk vizsgálni. Az
előző alfejezetből tudjuk, hogy sem az 1|jrp, pj = 1, rj|

∑
wjCj + cQ, sem a 1|jrp, s =

1, rj|
∑

wjCj+cQ feladat nem megoldható polinom időben ha P ̸= NP . Itt azt szeretnénk
bemutatni, hogy ha feltesszük, hogy pj = 1 és azt is, hogy s = const, akkor az így kapott
feladat már megoldható polinomiális időben.

Ehhez először vázlatosan bemutatjuk a feladatot megoldó dinamikus programozási
algoritmust, amiről később belátjuk, hogy a futás ideje polinomiális. Ez az algoritmus
hasonló lesz az előző fejezetben bemutatott dinamikus programozási algoritmushoz.

4.1.8. Tétel. ([9]) A 1|jrp, s = const, pj = 1, rj|
∑

wjCj + cQ feladat megoldható polino-
miális időben.

Bizonyítás. A megoldására konstruálunk egy dinamikus programozási algoritmust, ami
meghatározza a feladat optimális megoldását. Az algoritmus formalizálásához használt
jelölések megegyeznek a 3.2.1 fejezetben bemutatott algoritmus esetén bevezetettekkel.

Az következőekben vázlatosan bemutatásra kerülő algoritmus alapötlete is hasonló lesz
a 1 algoritmuséhoz. Az algoritmus során az állapotok |T |+1 rétegbe lesznek rendezve. Egy
N ∈ L(τk) állapot pedig a következő vektorral adható meg: N = [τk;α1, . . . , αs; β1, . . . , βs; γ1, . . . , γs; δ].
Hasonlóan, minden állapothoz tartozik egy részleges ütemezés (SN) amiben a legutoljára
ütemezett munka legkésőbb τk-ig befejeződik. Tartozik hozzá még egy részleges beszerzési
struktúra (QN) is, ahol a beszerzések időpontjai a {τ1, . . . , τk−1} halmazból származnak.

A következő lépésben pedig, szeretnék a programot vázlatosan bemutani.
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Itt is az algoritmus lényege, hogy az aktuális réteg állapotait sorban feldolgozzuk, ezzel
létrehozva a következő réteget. Egy állapot feldolgozásakor végigvizsgáljuk az erőforrások
összes lehetséges részhalmazát, vagyis minden R ⊆ R halmazt. Az egyes részhalmazok-
hoz tartozó N állapotok reprezentálják, hogy a τk időpontban a R erőforrásokat rendeljük
meg. Majd algoritmus kiválasztja azokat a munkákat, amelyeket [τk, τk+1] intervallumon,
súly szerinti csökkenő sorrendben ütemez. Az ezzel kapott részleges ütemezés és beszer-
zési struktúra alapján új állapotok jönnek létre. Ezeket próbáljuk beletenni a következő
rétegbe. Ha a rétegben már szerepel azonos paraméterekkel rendelkező állapot, akkor az
marad a rétegben, ha a hozzá tartozó megoldás költsége kedvezőbb. Ha nem, akkor az
új állapotot hozzáadjuk a réteghez. Az algoritmus az utolsó rétegből választja ki azt az
állapotot, amelyben minden munka ütemezve van, és amelynek költsége a legjobb.

Az algoritmus pszeudókódját a következő oldalon mutatjuk be.

Megfigyelhető, hogy az algoritmusban az állapotok száma legfeljebb n3s+2, mivel min-
den egyes koordinátája egy állapotnak legfeljebb n értéket vehet fel. Ebből következik,
hogy az algoritmus polinomiális számú paramétert vizsgál meg, így maga az eljárás is
polinomiális sok lépés után leáll.

4.1.9. Lemma. ([9], bizonyítás nélkül.) Vegyünk egy tetszőleges N = [τk;α1, . . . , αs; β1, . . . , βs; γ1, . . . , γs; δ] ∈
L(τk) állapotot.

(i) Minden SN -beli munka legkésőbb τk-ig befejeződik.

(ii) Nincs átfedés a munkák között SN ütemezésben.

(iii) Ha βi egy valós szám (nem „-”), akkor QN -ban Ri erőforrásból van utántöltés βi

időpontban.

(iv) δ beszerzés van QN -ben, amik közül γi-ben Ri erőforrást rendelünk (i = 1, . . . , s).

(v) Ha minden i = 1, . . . , s-re teljesül, hogy αi = |Ji|, akkor a teljes SN ütemezés
megengedett, QN -beli beszerzésekkel.

(vi) A beszerzések költsége QN -ben N állpotból kiszámítható polinomiális időben.
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2. Algoritmus DinProg_wjCj
Inicializáció: k := 1, N0 := [τ1; 0, . . . , 0;−, . . . ,−; 0, . . . , 0; 0], SN0 és QN0 üres halmazok,
L(τ1) := {N0}

1. Minden állapotra N := [τk;α1, . . . , αs; β1, . . . , βs; γ1, . . . , γs; δ] ∈ L(τk) és minden
lehetséges részhalmazára az erőforrásoknak R ⊆ {R1, . . . , Rs} 1a − 1h a lépéseket
ismételjük:

(a) Minden Ri erőforrásra, i ∈ {1, . . . , s}, meghatározzul β̄i és γ̄i következő módon:
ha Ri ∈ R, akkor β̄i := τk és γ̄i := γi + 1; különben, β̄i := βi és γ̄i := γi.

(b) Ha R = ∅, akkor legyen δ̄ := δ, különben δ̄ := δ + 1.

(c) Meghatározzuk Ji(β̄i) halmazt minden (i = 1, . . . , s). Legyen J k ⊆
⋃s

i=1 Ji(β̄i)

a min
{
τk+1 − τk,

∑s
i=1(|Ji(β̄i)| − αi)

}
, azaz a még nem ütemezett, legnagyobb

súlyú munkák halmaza.

(d) Legyen ᾱi := αi + |{j ∈ J k : R(j) = i}| minden i = 1, . . . , s-re és legyen
τ̄ := τk+1.

(e) Legyen N̄ := [τ̄ ; ᾱ1, . . . , ᾱs; β̄1, . . . , β̄s; γ̄1, . . . , γ̄s; δ̄].

(f) SN -ből hozzuk létre Snew ütemezést úgy, hogy a J k halmaz munkáit súly szerint
növekvő sorba ütemezük τk-tól, állásidő nélkül. Hasonlóan QN -ből létrehozzuk
Qnew-at azzal, hogy kibővítjük (R, τ̄)-val.

(g) Ha N̄ /∈ L(τ̄), akkor hozzáadjuk N̄ -t L(τ̄) réteghez, és beállítjuk N -t a szülő-
jének. Továbbá N̄ állapothoz fog tartozni (Snew, Qnew) részleges megoldás.

(h) Ha N̄ ∈ L(τ̄) és az Snew célfüggvény értéke kisebb mint SN̄ , akkor SN̄ -t le-
cseréljük Snew-ra, QN̄ -t pedig Qnew − ra, és az állapot szülőjét N̄ -ről N -re
állítjuk.

2. Ha k ≤ |T |, akkor legyen k := k + 1 és folytassuk az algoritmust az első lépéstől

3. Meghatározzuk N̂ ∈ L(τ|T |+1) állapotot amire
∑

j∈J wjCj(S
N) +K0δ +

∑s
i=1 Kiγi

érték a legkisebb, ez lesz az output.
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4.1.10. Állítás. ([9]) Ha |J k| < τk+1 − τk, akkor J k azon munkák halmaza, amik Qúj

szerint ütemezhetők (be lett hozzájuk szerezva az összes szükséges erőforrás) τk-tól, és még
nincsenek ütemezve SN -ben. Különben Jk ezen halmaz τk+1 − τk darab legnagyobb súlyú
eleme.

4.1.11. Állítás. ([9], bizonyítás nélkül.)
Jelöljük S⋆-gal az otpimális ütemezést, és SN

|T |-vel pedig az algoritmus által adott üte-
mezést. Azt mondjuk, hogy a gép ugyanazokban az időintervallumokban dolgozik S⋆ üte-
mezésben, mint SN

|T |-ben.

Most a bizonyítás befejezéséhez szeretnénk belátni, hogy az algoritmus egy optimális
ütemezést ad.

A 4.1.10 állítás miatt tudjuk, hogy az algoritmus az SN
|T | ütemezés elkészítése során

mindig a lehető legnagyobb súlyú munkát ütemezi. Tehát bármely t időpillanatban, a még
nem ütemezett, de ütemezhető munkák közül a legnagyobb súlyú munka van ütemezve.

Azt állítjuk, hogy ez igaz S⋆ ütemezésre is. Azaz minden t időpontban igaz, hogy az
adott időpontban ütemezett munka súlya S⋆ ütemezésben, megegyezik az SN

|T | ütemezés-
ben t időpontban ütemezett munka súlyával. Ebből következik, hogy így a két ütemezésre
a munkák súlyozott befejezési idejének összege megegyezik.

Ezt szeretnénk indirekt módon belátni. Emlékeztetőül, az (S⋆,Q⋆) az optimális meg-
oldás. Feltesszük, hogy az állítás nem igaz S⋆-ra. Tehát legyen j1 a legkorábban ütemezett
munka S⋆-ban, amire létezik egy j2 munka, amire wj2 > wj1 és S⋆

j2
> S⋆

j1
teljesül és j2 a

Q⋆ szerint S⋆
j1

-ban ütemezhethető.
Legyen S ′ ütemezés a következő módon: S ′

j1
:= S⋆

j2
, S ′

j2
:= S⋆

j1
és S ′

j := S⋆
j minden

j ̸= j1, j2 esetén. Ekkor megfigyelhető, hogy:

1. Q⋆ szerint j2 munka az S ′
j2

időpontban ütemezhető (be lett hozzá szerezve az összes
erőforrás)

2. Q⋆ szerint j1 munka az S ′
j1

időpontban ütemezhető, mivel rj1 ≤ S⋆
j1
≤ S ′

j1

3. Q⋆ szerint minden más munka, azaz ∀j /∈ {j1, j2} ütemezhető S ′
j-ben, mert S ′

j = S⋆
j

Ennek következményeként S ′
j megengedett ütemezés Q⋆-ra nézve és benne a munkák

súlyozott befejezési idejének összege kisebb mint S⋆ esetén. Ezzel ellentmondásra jutot-
tunk, hiszen feltettük, hogy (S⋆,Q⋆) az optimális megoldás. □
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4.1.12. Tétel. ([9], bizonyítás vázlattal.) Az 1|jrp, s = const, pj = p, rj|
∑

Cj+cQ feladat
megoldható polinomiális időben.

Bizonyítás. Erre a tételre csak vázlatos bizonyítást adunk. Az alapgondolat hasonló az
előző tétel bizonyításánál látotthoz. A feladat megoldására adunk egy dinamikus progra-
mozási algoritmust, majd arról belátjuk, hogy polinomiális sok lépés után leáll.

Az algoritmus, az előző feladatra adott algoritmus módosítása lesz.
Legyen először T ′ = {τ + λp : τ ∈ T , λ = 0, 1, 2, . . . , n}. Megfigyelhető, hogy ekkor

|T ′| ∈ O(n2). Ez a halmaz megadja az összes olyan időpontot, amelyben egy megengedett
ütemezésben kezdődhet vagy, állásidő nélkül, befejeződhet egy munka. Ekkor elég lesz
csak ezen időpontok vizsgálata a megoldás keresésekor.

A feladat megoldásához a 2 algoritmust a következő módon módosítjuk: Az algoritmus
futása során |T ′| + 1 réteget fogunk használni, amiben az állapotok a következő módon
adhatók meg: N = [τ ′, α1, . . . , αs, β1, . . . , βs, γ1, . . . , γs, δ], ahol τ ′ ∈ T ′. Az itt használt
jelölések megegyeznek az előzőekben használtakkal. Azok az állapotok amiknek a τ ′ értéke
megegyezik alkotják L(τ ′) réteget.

A következőkben bemutatjuk a módosított algoritmus lépéseit.
Legyen most N = [τ ′;α1, . . . , αs; β1, . . . , βs; γ1, . . . , γs; δ] ∈ L(τ ′) az algoritmus első

lépésében vizsgált állapot. 1a, 1b lépései megegyeznek a 2 algoritmus lépéseivel. 1c lépésben
legyen J k a

⋃s
i=1 Ji(β̄i)-ből a még nem ütemezett munkák halmaza. 1d lépésben ᾱi-t

ugyanúgy definiáljuk mint DinProg_wjCj. Ha J k ̸= ∅, akkor τ̄ ′ = τ ′+p|J k|, különben
τ̄ ′ megegyezik a következő T ′ halmazbeli elemmel. 1f lépésben ütemezzük J k munkáit
rendelkezésre állási idő szerint csökkenő sorban. Innentől a maradék lépés megegyezik, ha
minden munkára a súlyt wj = 1-nek tekintjük.

A helyességi bizonyítása ennél az algoritmusnál ugyanaz, mint az előzőnél. □

4.1.3. Egy algoritmus gyakorlati vizsgálata

A 4.1.2-ben az 1|jrp, s = const, pj = 1, rj|
∑

wjCj + cQ feladat megoldására bemutatott
dinamikus algoritmus megvizsgáltuk, hogyan működik véletlenszerűen generált input fáj-
lokon. Feltettük, hogy s = 1 minden esetben. Megnéztük a futásiidőt 30, 50 és 100 munkát
tartalmazó feladatpéldányokon. Vizsgáltuk, hogy milyen hatása van a fenti paraméterre
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annak, hogy a munkák rendelkezésre állási idejét milyen intervallumból generáltuk vélet-
lenszerűen, egyenletes eloszlással.

Az eredményeket a következő táblázat tartalmazza, minden érték 5 futás eredményének
átlagát mutatja be.

Munkák száma rj ∈ [0, 30] rj ∈ [0, 50] rj ∈ [0, 100]

30 0, 88 mp 0, 805 mp 0, 429 mp

50 2, 56 mp 5, 436 mp 9, 64 mp

100 4, 077 mp 20.424 mp > 60 mp

Figyeljük meg, hogy a munkák számának növelésével mindenesetben nőtt az algoritmus
futásideje és majdnem minden esetben a rendelkezésre állási idők intervallumának bővítése
esetén is.

4.2. Egy online feladat

Ebben az alfejezetben az 1|online, jrp, s = 1, pj = 1, rj|
∑

j∈J Cj + cQ online feladattal
fogunk foglalkozni. A megoldására bemutatunk egy algoritmust, majd vizsgáljuk annak
versenyképességét. A feladatban egyetlen erőforrás van, amit minden munka igényel.

Egy online algoritmusnak minden t időpontban döntenie kell a következő módon. Elő-
ször megvizsgálja a t időpontban érkező munkákat, majd azok alapján döntést kell hoznia,
hogy rendel-e erőforrást vagy sem. Ha ezt megtette, akkor utána t időponttól ütemezhet
egy munkát, ha van olyan elérhető munka, amihez már rendeltünk erőforrást. Ha a sor-
rend fordított lenne, tehát előbb kéne a rendelésről döntenünk, minthogy tudnánk hogy
t időpontban érkeznek-e munkák, akkor olyan mintha minden munka rendelkezésre állási
idejét megnöveltük volna eggyel, mert a megrendelések kiszállítási ideje egy egységnyi idő
lenne. Hiszen így t időpontban már nem lesznek ütemezhetőek az abban az időpontban
érkező munkák.

Az algoritmus leírásánál használt G(|Bt|) jelölés jelentése: G(a) = a(a+1)
2

.
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3. Algoritmus Online_SumCj
Inicializáció: t := 0

1. Megatározzuk a t időpontban még nem ütemezett munkák halmazát, ezt Bt-vel
fogjuk jelölni.

2. Ha Bt = ∅, akkor már nincs több munka az inputban, megállunk.

3. Ha t·|Bt|+G(|Bt|) ≥ K, akkor megrendeljük az erőforrást és t-től kezdve ütemezzük
a Bt-beli munkákat. Ekkor legyen t := t+ |Bt|, különben pedig t := t+ 1.

4. Lépjünk vissza az 1. lépésre

A 3. algoritmus versenyképességének vizsgálatához szétbontjuk az algoritmus által
adott megoldás és az offline optimális megoldás költségét blokkok szerint. Ezt úgy tesszük
meg, hogy minden blokkhoz hozzárendelünk egy költséget, ami tartalmazza a blokk elején
történő beszerzés költségét és a benne lévő munkák befejezési idő összegét. Ehhez beve-
zetjük a következő jelöléseket. Jelöljük (S,Q)-val az algoritmus által adott megoldást és
(S⋆,Q⋆)-ral pedig ugyanarra a feladatra adott, egy tetszőleges optimális offline megoldást.
A további jelölések a következők:

• ti: az i-edik beszerzés időpontja Q-ban, és t0 := 0

• B(i)-vel jelöljük az egyszerűsítésés kedvéért Bti az ütemezésben az úgynevezett
„blokkokat”, azaz azon munkák „halmazát, amelyeknek S ütemezés szerinti kez-
dése [ti, ti+1) intervallumban van. (Ebből adódik, hogy ha Sj ∈ B(i), akkor rj ∈
[ti−1 + 1, ti])

• bi = |Bi|, tehát azt jelöli, hogy hány munka van ti-ből induló blokkban

• zi = |{j ∈ B(i) : rj = t}|, azaz azon B(i) blokk beli munkák száma, amik rendelke-
zésre állási ideje t

• γi = bi − zi

A blokkok szemléltésére tekintsük a következő ábrát:
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t
t1

B(1)

· · ·

t2

B(2)

· · ·

t3

B(3)

4.1. ábra. Az algoritmus által létrehozott B(i) blokkok

A következő megfigyelés az algoritmus 3. pontjából következik.

4.2.1. Megfigyelés. ([9]) Ha a gép S ütemezés szerint üres [ti − 1, ti] időpontban, akkor
γi(ti − 1) +G(γi) < K.

Ekkor fel tudjuk bontani a költségeket a fent említett módon. Ez a következő módon
fogjuk megtenni.

Elosztjuk cost(S,Q) költséget a blokkok között. Ehhez legyen minden i = 1, 2, . . . -
ra ALGi = K +

∑
j∈B(i)

Cj = K + tibi + G(bi). Mivel B(i) halmazok diszjunktak, ezért
az összköltség előáll a következő módon: cost(S,Q) =

∑
i≥1 ALGi. Figyeljük meg, hogy

minden ütemezésben az állásidők a blokkok végén fognak megjelenni, ezeknek be kell
fejeződniük legkésőbb ti időpontig.

Most az offline optimum értékét is szét bontjuk hasonló módon. Bevezetjük minden
i = 1, 2, . . . -ra OPTi értéket. Legyez ez

OPTi :=

K +
∑

j∈B(i)
C⋆

j , ha létezik (R⋆
ℓ , τℓ) ∈ Q⋆ úgy, hogy ti−1 < τℓ < ti,∑

j∈B(i)
C⋆

j , különben

Figyeljük meg, hogy cost(S⋆,Q⋆) ≥
∑

i≥1 OPTi

4.2.2. Tétel. ([9], bizonyítás nélkül.) A 3. algoritmus 2-versenyképes az 1|online, jrp, s =
1, pj = 1, rj|

∑
j∈J Cj + cQ online feladatra nézve.
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Nyilatkozat Mesterséges Intelligencia
használatáról

Alulírott Jaczó Katalin nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészítése során az alább
felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI alapú eszközöket alkalmaztam:

Feladat Felhasznált eszköz Felhasználás helye Megjegyzés

Ábrák és pszeudókó-
dok készítése

ChatGPT-5.5, Claude
(Sonnet 4.6 verzió)

Az ábrák és pszeudó
kódok használatánál

Nyelvhelyesség és szó-
használat javítása

ChatGPT-5.5 A teljes dolgozatban Nyelvi és stilisztikai
javítások

Programkódhoz input
generálás

ChatGPT-5.5 4.1.3

Nyilatkozat ChatGPT-5.5 Nyilatkozat a mes-
terséges intelligencia
használatáról

Ennek a nyilatkozat-
nak az elkészítése és
megfogalmazása

A felsoroltakon túl más MI alapú eszközt nem használtam.
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