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Köszönetnyilvánítás

Hatalmas köszönettel tartozom a témavezetőmnek, aki végig motivált, lelkesített, hasznos
tanácsokkal látott el a szakdolgozatom készítése során. Bevezetett a matematikai kutatás
világába, megismertetett és megszeretetett velem egy kedves témát, amivel remélem, hogy
a későbbiekben is foglalkozunk majd.

Köszönöm a belső konzulensemnek a támogatást, segítséget, és azt, hogy mindig szá-
míthattam rá, bármikor kereshettem a kérdéseimmel.

Nem utolsósorban köszönöm a családomnak és a barátaimnak, hogy mellettem álltak,
és biztattak, meghallgattak, amikor szükségem volt rá és nem engedték, hogy az utolsó
pillanatra hagyjam a szakdolgozatom megírását.
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Bevezetés

A dolgozatom célja a kétszemélyes stratégiai, dominálási játékok bevezetése és vizsgálata
gráfokon, speciális rácsgráfokon.

Az első fejezetben a gráfelmélet és a dominálás alapvető fogalmaival és állításaival
ismertetem meg az olvasót.

A második fejezetben mesélek a dominálás fogalmának megjelenéséről a történelem-
ben. Itt megtudhatjuk, milyen kérdések mentén fejlődött a dominálás a Római Biroda-
lomtól kezdve és mi köze a sakktáblának a dominálási játékokhoz.

A harmadik fejezetben a pozíciós játékok alapjairól és különböző fajtáiról lesz szó.
A negyedik fejezetben definiálom a dolgozatom fő témáját képező dominálási játékot,

és bevezetem a játék két újabb változatát. A 4.4-es fejezetben megvizsgálom mind a három
játékot speciális, kis 1× n-es rácsgráfokon.

A dolgozatomat az ötödik fejezetben néhány további nyitott kutatási kérdés felvázo-
lásával zárom.
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1. fejezet

A téma alapfogalmai

Adott egy G = (V,E) irányítatlan, véges, egyszerű gráf. Egyszerű gráfnak nevezzük a
hurokélt és többszörös élt nem tartalmazó gráfokat.

A gráf egy v ∈ V csúcsának a nyílt szomszédsága N(v) azon csúcsok halmazát jelenti,
melyek össze vannak kötve a v csúccsal, tehát N(v) = {u | uv ∈ E}. Az N(v)-beli csúcsok
a v csúcs szomszédai. A gráf egy v ∈ V csúcsának a zárt szomszédsága N [v] a csúcs nyílt
szomszédsága hozzávéve a v csúcsot, tehát N [v] = N(v) ∪ {v}.

Egy v csúcs szomszédainak számát a csúcs fokszáma d(v) jelöli. Egy v csúcs izolált
csúcs, ha d(v) = 0 és teljes fokú csúcs, más néven univerzális csúcs, ha a gráf összes többi
csúcsa szomszédos a v csúccsal, tehát d(v) = |V | − 1. Egy gráf izolált csúcs mentes, ha
nem tartalmaz izolált csúcsot, tehát minden csúcsának a fokszáma legalább egy. A G gráf
minimális fokszámát és maximális fokszámát δ(G)-vel és ∆(G)-vel jelöljük.

1.1. Dominálás

1.1.1. Definíció. Az u ∈ V csúcs dominálja a v ̸= u ∈ V csúcsot, ha uv ∈ E, azaz
ha v ∈ N(u). Ekkor a v csúcs dominálva lesz az u csúcs által. Továbbá bármelyik csúcs
dominálja önmagát is.

1.1.2. Definíció. Az S ⊆ V csúcshalmaz dominálja a T ⊆ V csúcshalmazt, ha T ⊆
∪v∈S N [v]. Tehát minden S-beli csúcs benne van a T csúcshalmazban, vagy szomszédos
valamely T -beli csúccsal.

1.1.3. Definíció. Az S ⊆ V csúcshalmaz domináló halmaz a G gráfban, ha minden
V \ S-beli csúcs dominálva van valamely S-beli csúcs által, vagy ezzel ekvivalensen, ha
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∪v∈S N [v] = V .

1.1.4. Állítás. Minden véges, egyszerű, irányítatlan gráfnak létezik domináló csúcshal-
maza.

Bizonyítás. A gráf összes csúcsából álló halmaz egy domináló csúcshalmazt alkot, hiszen
a V \V = ∅. Az üreshalmazra pedig teljesül a definícióban szereplő feltétel, minden csúcsa
felé vezet a domináló csúcshalmazból él. □

1.1.5. Definíció. Minimális domináló halmaznak nevezzük azokat a domináló halmazo-
kat, melyek nem tartalmaznak valódi részhalmazként domináló halmazt.

1.1.6. Definíció. A G gráf γ(G)-vel jelölt dominálási száma a minimális nagyságú mi-
nimális domináló halmaz mérete. Az olyan S domináló halmazokat, melyek mérete éppen
γ(G)-vel megegyezik, γ-halmazoknak nevezzük.

Az 1.1.4. Állítás miatt γ(G) ≤ |V (G)| teljesül bármely G gráfra, és γ(G) = |V (G)| ak-
kor és csak akkor, ha G az üres gráf. Másfelől γ(G) ≥ 1 tetszőleges G gráfra, és γ(G) = 1

akkor és csak akkor, ha G-ben van univerzális csúcs, aki minden másik csúccsal szomszé-
dos.

1.1.7. Definíció. A G gráf Γ(G)-vel jelölt felső dominálási száma a maximális nagyságú
minimális domináló halmaz mérete. Az olyan S minimális domináló halmazokat, melyek
mérete Γ(G)-vel megegyezik, Γ-halmazoknak nevezzük.

1.1.8. Példa. Tekintsük az n+1 csúcsú Sn = K1,n csillaggráfot, egy példa rá az 1.1 ábrán
látható. Világos, hogy a centrális csúcsa egyedül domináló halmazt alkot, tehát γ(Sn) = 1.
Másrészt a levelekből álló csúcshalmaz is egy domináló halmazt alkot. Ráadásul ebből a
domináló halmazból bármely csúcsot vagy csúcsokat elhagyva már nem kapunk domináló
halmazt, tehát ez is egy minimális domináló halmaza a gráfnak. Ebből következik, hogy
Γ(Sn) = n.

Valójában Γ(G) = |V (G)| akkor és csak akkor teljesül, ha G az üres gráf. Másrészt
Γ(G) = |V (G)|−1 akkor és csak akkor teljesül, ha G egy csillaggráf és még néhány izolált
csúcs diszjunkt uniója.

A csillaggráfok egy egyszerű példa arra, hogy egy gráf dominálási és felső dominálási
száma nagyon különböző értéket is felvehet. Az eddigi meggondolások miatt látszik is,
hogy ez a két érték ennél messzebb nem is lehetne egymástól.
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1.1. ábra. Az Sn csillaggráf legkisebb és legnagyobb méretű minimális domináló halmazai
(szemléltetve n = 12-re)

1.2. Totális dominálás

1.2.1. Definíció. Az S ⊆ V csúcshalmaz totálisan domináló halmaz a G gráfban, ha
minden V -beli csúcsot dominál valamely S-beli csúcs, tehát ∪v∈S N(v) = V .

1.2.2. Állítás. Egy G gráfnak pontosan akkor létezik totálisan domináló csúcshalmaza,
ha a gráf izolált csúcs mentes.

Bizonyítás. Ha a G gráfnak létezik egy s izolált csúcsa, akkor az s csúcsot semely másik
csúcs nem tudja dominálni. Tehát a gráfnak nem létezik totálisan domináló csúcshalmaza.

Ha a gráf izolált csúcs mentes, akkor a gráf minden csúcsát kiválasztva a gráf egy totáli-
san domináló csúcshalmazát kapjuk, hiszen minden csúcsnak szerepel valamely szomszédja
a kiválasztott csúcshalmazban. □

1.2.3. Definíció. Egy totális domináló halmaz minimális totális domináló halmaz, ha
nem tartalmaz valódi részhalmazként totális domináló halmazt.

1.2.4. Definíció. A G gráf γt(G)-vel jelölt totális dominálási száma a minimális nagy-
ságú totális domináló halmaz mérete.

1.2.5. Definíció. A G gráf Γt(G)-vel jelölt felső totális dominálási száma a maximális
nagyságú minimális totális domináló halmaz mérete.

1.2.6. Állítás. Minden totális domináló csúcshalmaz domináló csúcshalmaz is, de az ál-
lítás megfordítása nem igaz.
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Bizonyítás. A totális domináló csúcshalmaz definíciója annyiban több a domináló csúcs-
halmaz definíciójától, hogy a totális domináló csúcshalmaznál megköveteljük, hogy a hal-
maz a többi csúcs dominálásán túl önmagát is dominálja.

Az állítás megfordítása nem mindig igaz. Erre egy példa egy izolált csúcsot tartalmazó
gráf, ahol az összes csúcsból álló csúcshalmaz domináló halmaz, de nem totálisan domináló
halmaz. □

Ha egy G gráfban van univerzális csúcs, akkor γ(G) = 1. Viszont γt(G) mindig legalább
2, hiszen a kiválasztott csúcsnak 1 elemű totális domináló halmaz esetén önmagával is
szomszédosnak kellene lennie. Azonban a hurokéleket a vizsgált gráfoknál nem engedjük
meg, így ez nem lehetséges. Tehát ha egy gráfban van univerzális csúcs, akkor 1 = γ(G) ̸=
γt(G) ≥ 2.

1.2.7. Példa. Példaként a dominálási fogalmakat vizsgáljuk meg a 7 csúcsú hernyógráfon
(ezt H7-tel jelöltem). Az n csúcsú hernyógráf álljon egy n − 2 hosszúságú útból, majd az
út utolsó előtti csúcsairól lógassunk le még egy-egy csúcsot mind a két oldalon. Az ilyen
hernyógráfokat Hn-nel jelölöm.

H7 esetén nincs univerzális csúcs, így γ(H7) > 1. A két, három fokszámú csúcs vi-
szont már egy minimális domináló halmazt alkot, tehát γ(H7) = 2, ezt láthatjuk az 1.2.
bal oldali ábrán. A középső 3 csúcs egy minimális totálisan domináló halmazt alkot, ezt
láthatjuk az 1.2. jobb oldali ábrán. 2 csúcs nem tudná totálisan dominálni a gráfot, mert
a két legnagyobb fokszámú szomszédos csúcs is csak 5 csúcsot tudna totálisan dominálni
a gráfban. Így γt(H7) = 3.

A gráf felső totális dominálási száma Γ(H7) = 5, Γ-halmazra egy példa az 1.3. ábra
bal oldalán látható. 6 vagy 7 nem lehet a felső dominálási szám, hiszen ekkor csak 1 vagy
0 csúcs nem lenne benne a legnagyobb minimális domináló halmazban. Ez azt jelenti,
hogy a két három fokszámú csúcs valamelyike skatulyaelv alapján benne lenne a minimális
domináló halmazban és legalább az egyik hozzá kötődő levélcsúcs is. Azonban a levélcsúcsot
a domináló halmazból elhagyva egy kisebb domináló halmazt kapnánk, ami ellentmond
annak, hogy az eredeti 6 vagy 7 csúcsú domináló halmazunk minimális volt. A gráf felső
totális dominálási száma Γt(H7) = 4, erre egy példa az 1.3. ábrán látható. Ennek oka, hogy
a levélcsúcsok miatt a két három fokú csúcsnak mindenképpen benne kell lennie a totális
domináló halmazban. Ezzel a gráfban a két három fokú csúcson kívül minden más csúcs
dominált lett, így a két csúcs dominálásához legfeljebb két új csúcs bevétele a minimális
totális domináló halmazba elegendő lesz.
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1.2. ábra. Minimális domináló és minimális totális domináló halmazok a H7 gráfban

1.3. ábra. Maximális elemszámú minimális domináló és totális domináló halmazok a H7

gráfban

1.2.8. Állítás. Ha G-nek létezik totális domináló halmaza, azaz ha G egy izolált csúcs
mentes gráf, akkor γ(G) ≤ γt(G) ≤ Γt(G).

Bizonyítás. Az első egyenlőtlenség mindig teljesül, hiszen minden minimális totális do-
mináló halmaz domináló halmaz is. Tehát a domináló halmazok közül a legkisebb biztosan
legfeljebb akkora, mint a minimális totális domináló halmaz. A második egyenlőtlenség is
teljesül, hiszen a minimális totális domináló halmazok közül a legkisebb legfeljebb akkora,
mint a legnagyobb. □

1.2.9. Megjegyzés. Bizonyos gráfokra Γ(G), más gráfokra Γt(G) a nagyobb.

1.2.10. Példa. Az Sn = K1,n csillaggráfra, ahol n ≥ 3, Γ(Sn) = n > Γt(Sn) = 2.
Másrészt a Kn teljes gráfra, amelyben van univerzális csúcs, Γ(Kn) = 1 < Γt(Kn) = 2.

1.3. Független csúcshalmaz

1.3.1. Definíció. A G gráf u, v ∈ V csúcsai függetlenek, ha uv /∈ E.

1.3.2. Definíció. Az S ⊆ V csúcshalmaz független csúcshalmaz, ha ∀u, v ∈ S-re u és v

függetlenek.

1.3.3. Definíció. Tartalmazásra nézve maximális független csúcshalmaznak nevezzük a
G gráfban az olyan független csúcshalmazokat, melyek semely másik független csúcshal-
maznak nem részhalmazai.
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1.3.4. Példa. Az Sn, n+ 1 csúcsú csillaggráf (lásd az 1.4. ábra) néhány levele független
csúcshalmazt alkot. Ez nem tartalmazásra nézve maximálisan független csúcshalmaz, hi-
szen a csúcshalmaz a további levelekkel bővíthető. A csillaggráf n leveléből álló csúcshalmaz
tartalmazásra nézve maximálisan független csúcshalmazt alkot. Azonban ha a csillaggráf
egyetlen belső csúcsát vennénk, ez is egy tartalmazásra nézve maximális független csúcs-
halmazt alkot, hiszen nem bővíthető további csúccsal.

1.4. ábra. Az Sn csillaggráf két tartalmazásra nézve maximális független csúcshalmaza
(szemléltetve n = 12-re)

1.3.5. Példa. A H7 hernyógráfban a két három fokszámú csúcs egy tartalmazásra nézve
maximális független csúcshalmazt alkot (lásd az 1.5. bal oldali ábra). Azonban a legnagyobb
maximális független csúcshalmaz a H7 gráfban 5 elemű, egy példa rá a az 1.5. ábra jobb
oldalán található.

1.5. ábra. Maximális független csúcshalmazok a H7 gráfban tartalmazásra nézve

1.3.6. Definíció. Maximális méretű független csúcshalmaznak nevezzük a G gráfban a
legnagyobb tartalmazásra nézve maximális független csúcshalmazt. Ennek méretét a gráf
függetlenségi számának nevezzük és α(G)-vel jelöljük. Az α(G) méretű független csúcshal-
mazokat α-halmazoknak nevezzük.

1.3.7. Állítás. Tartalmazásra nézve maximális független csúcshalmaz egyben domináló
halmaz is.
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Bizonyítás. Ha létezik olyan csúcs a gráfban, mely nem szomszédos a tartalmazásra néz-
ve maximális független csúcshalmaz egyik csúcsával sem, akkor ezt a csúcsot a független
csúcshalmazhoz véve egy új, nagyobb független csúcshalmazt kapnánk. Azonban a tartal-
mazásra nézve maximális független csúcshalmaz nem bővíthető további csúccsal. Ebből
következik, hogy a gráfban minden a tartalmazásra nézve maximális független csúcshal-
mazon kívüli csúcs legalább egy éllel össze van kötve a tartalmazásra nézve maximális
független csúcshalmaz valamely csúcsával. Tehát a tartalmazásra nézve maximális függet-
len csúcshalmaz minden más csúcsot dominál a gráfban, így ez a csúcshalmaz domináló
halmaz is lesz a gráfban. □

1.3.8. Állítás. A G gráfban egy S csúcshalmaz tartalmazásra nézve maximális független
csúcshalmaz, akkor és csak akkor, ha S független és minimális domináló csúcshalmaz.

Bizonyítás. Vegyünk egy S, tartalmazásra nézve maximális független csúcshalmazt. Ez
a csúcshalmaz független, és a 1.3.7 állítás alapján domináló halmaz is. Ha S nem lenne
minimális domináló halmaz, akkor létezne olyan S ′ ⊂ S csúcshalmaz, mely domináló hal-
maz. Azonban S független, így S ′ nem tudná dominálni az S \S ′ ̸= ∅ csúcshalmazt. Tehát
ellentmondásra jutottunk, S ′ nem lehet domináló, így S tartalmazásra nézve maximális
független csúcshalmaz egyben minimális domináló halmaz is.

A másik irány bizonyításához tegyük fel, hogy S egy független és minimális domináló
halmaz. Ekkor a domináló halmaz tulajdonság miatt minden V \S-beli csúcs szomszédos
valamely S-beli csúccsal. Tehát az S független csúcshalmaz tovább nem bővíthető a V \S
csúcshalmazból, ez azt jelenti, hogy S maximálisan független csúcshalmaz. □

1.4. Független domináló csúcshalmaz

1.4.1. Definíció. Független domináló csúcshalmazoknak nevezzük azon csúcshalmazo-
kat, melyek egyszerre függetlenek és domináló csúcshalmazok is.

1.4.2. Definíció. A G gráf független dominálási száma a legkisebb méretű tartalmazásra
nézve maximális független halmaz mérete (1.3.8. Állítás miatt ez egyben minimális domi-
náló halmaz is lesz). A G gráf független dominálási számát i(G)-vel jelöljük. Az i(G)

méretű tartalmazásra nézve maximális független halmazokat i(G)-halmazoknak nevezzük.

1.4.3. Állítás. Bármely G gráfra i(G) ≤ α(G).
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Bizonyítás. Az állítás a két fogalom definíciójából következik. i(G) a legkisebb méretű,
α(G) pedig a legnagyobb méretű, tartalmazásra nézve maximális független halmaz mérete.
□

1.4.4. Állítás. Bármely G gráfra γ(G) ≤ i(G) ≤ α(G) ≤ Γ(G).

Bizonyítás. Az 1.3.8 állítás alapján a tartalmazásra nézve maximálisan független halma-
zok minimális domináló halmazok. Így az i(G) és α(G) megegyezik két minimális domináló
halmaz nagyságával, a γ(G) a legkisebb minimális domináló, a Γ(G) pedig a legnagyobb
minimális domináló halmaz nagyságával, tehát az egyenlőtlenségek teljesülnek. □

1.4.5. Példa. A következő ábrán szemléltetjük a 1.4.4 állításban szereplő fogalmak egy-
máshoz való viszonyát a H6 hernyógráfon. Itt γ(H6) = 2, a az 1.6. első ábráján egy 2

elemű domináló csúcshalmaz szerepel. i(H6) = 3, a az 1.6 második ábráján egy 3 csúcsból
álló minimális méretű maximális független, tehát egyben domináló csúcshalmaz szerepel.
α(H6) = 4 = Γ(H6), tehát a H6 függetlenségi és felső dominálási száma megegyezik. A
az 1.6 harmadik ábráján a gráf egy maximális méretű maximális független és egyben egy
maximális méretű maximális domináló halmaza látható.

1.6. ábra. γ(H6) = 2, i(H6) = 3, α(H6) = 4 és Γ(H6) = 4 értékeket szemléltető halmazok

1.5. Irredundáns csúcshalmaz

A minimális domináló halmazok vizsgálata során megfigyelték, hogy minden csúcs a mi-
nimális domináló halmazból dominál olyan csúcsokat, amit a többi csúcs nem. Ez az
alapgondolata az irredundáns halmazoknak, melyeket Cockayne et al. definiáltak először
a [4] cikkükben.

1.5.1. Definíció. A G gráfban az S ⊆ V csúcshalmazra és a v ∈ V csúcsra az S-privát
szomszédsága a v csúcsnak az N [v]\N [S \{v}] csúcshalmaz. Ezt a csúcshalmazt pn[v, S]-
sel jelöljük és máshogyan megfogalmazva azokat a csúcsokat tartalmazza, melyek az S-beli
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csúcsok közül csak a v csúcs által domináltak. Tehát pn[v, S] = {w ∈ V : N [w]∩S = {v}}.
Ha pn[v, S] ̸= ∅, akkor minden csúcs a pn[v, S] csúcshalmazból az S-privát szomszédja
lesz a v csúcsnak.

1.5.2. Definíció. A G gráfban az S ⊆ V csúcshalmazra és a v ∈ V csúcsra a nyílt S-
privát szomszédsága a v csúcsnak az N(v) \N(S \ {v}) csúcshalmaz. Ezt a csúcshalmazt
pn(v, S)-sel jelöljük és máshogyan megfogalmazva azokat a csúcsokat tartalmazza, melyek
az S-beli csúcsok közül csak a v-vel szomszédosak. Tehát pn(v, S) = {w ∈ V : N(w)∩S =

{v}}. Ha pn(v, S) ̸= ∅, akkor minden csúcs a pn(v, S) csúcshalmazból az nyílt S-privát
szomszédja lesz a v csúcsnak.

1.5.3. Definíció. A G gráfban az S ⊆ V csúcshalmazra és a v ∈ V csúcsra a pn[v, S]\S
és a pn(v, S) \ S csúcshalmazok megegyeznek, ezeket a v csúcs S-külső privát szomszéd-
ságának nevezzük és eps[v, S]-sel vagy eps(v, S)-sel jelöljük.

1.5.4. Definíció. A G gráfban az S ⊆ V csúcshalmazra és a v ∈ V csúcsra az ipn[v, S] =
pn[v, S]∩S és az ipn(v, S) = pn(v, S)∩S által definiált csúcshalmazok különbözőek. Előbbi
a S-belső privát szomszédság a v csúcshoz, utóbbi pedig a nyílt S-belső privát szomszédság
a v csúcshoz.

1.5.5. Megjegyzés. pn[v, S] = ipn[v, S] ∪ epn[v, S] és pn(v, S) = ipn(v, S) ∪ epn(v, S).

1.5.6. Definíció. Egy G gráfban az S ⊆ V csúcshalmaz irredundáns, ha minden v ∈ S

csúcsra pn[v, S] ̸= ∅.

1.5.7. Definíció. Egy S irredundáns halmaz maximális irredundáns halmaz, ha nincs
olyan irredundáns halmaz, amelynek S a részhalmaza.

1.5.8. Definíció. Egy G gráf irredundáns száma, melyet ir(G)-vel jelölünk, a legkisebb
maximális irredundáns halmaz mérete.

1.5.9. Definíció. Egy G gráf felső irredundáns száma megegyezik a legnagyobb irredun-
dáns halmaz méretével, jele IR(G).

1.5.10. Példa. A H7 hernyógráf esetén a legkisebb maximális irredundáns halmaz 2 csúcs-
ból áll, ir(H7) = 2. Az 1.7. bal oldali ábráján megjelölt halmaz irredundáns, hiszen a két
kiválasztott csúcs független, így a privát szomszédságuk nemüres. 1 csúcs még biztosan to-
vább bővíthető. A kijelölt két csúcshoz újabbat véve az új csúcs privát szomszédsága része
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lenne a korábban kiválasztott két csúcs szomszédságának, tehát a két csúcs tovább nem
bővíthető, azaz minimális méretű maximális irredundáns halmazt alkot.

Az 1.7. jobb oldali ábráján egy maximális méretű irredundáns halmaz látható, IR(H7) =

5. Ez a halmaz maximális méretű, mert ha a két ki nem választott csúcshalmaz valamelyike
szerepelne az irredundáns halmazban, akkor a vele szomszédos levélcsúcsok semelyike sem
szerepelhetne. Hiszen a levélcsúcs szomszédsága részhalmaza a kihagyott csúcs szomszéd-
ságának.

1.7. ábra. A H7 hernyógráf minimális és maximális méretű maximális irredundáns halma-
zai

1.5.11. Állítás. Egy csúcshalmaz akkor és csak akkor minimális domináló halmaz, ha
domináló és maximális irredundáns halmaz.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy az S csúcshalmaz minimális domináló halmaz. Ekkor nem
létezik olyan S ′ ⊂ S, mely szintén domináló halmaz a minimális tulajdonság alapján. Így
minden csúcsra szükség van a domináló halmazban. Minden v ∈ S csúcsra pn[v, S] ̸= ∅,
mert ha lenne olyan u csúcs, melyhez tartozó S-privát szomszédság üreshalmaz, akkor ez
a csúcs csak olyan csúcsokat dominál, melyeket S \ {u} csúcshalmaz is dominál. Így az u

csúcsot S-ből elhagyva egy újabb, kisebb domináló halmazt kapnánk, mely S-nek részhal-
maza. Tehát az irredundáns csúcshalmaz definíciójából következik, hogy S irredundáns
halmaz. S egyben maximális irredundáns halmaz is. Ennek oka, hogy N [S] = V , így S-hez
bármely újabb u csúcsot hozzávéve N [u] ⊆ N [S], tehát pn[u, S ∪ {u}] = ∅.

A másik irány bizonyításához feltesszük, hogy S domináló és maximális irredundáns
halmaz. Ha létezne olyan S ′ ⊂ S, ahol S ′ domináló halmaz, akkor legyen v ∈ S \ S ′. S
irredundáns, így pn[v, S] ̸= ∅, és N [S \ {v}] ∩ pn[v, S] = ∅. N [S ′] ⊆ N [S \ {v}], hiszen a
v /∈ S ′. Ebből következik, hogy N [S ′] és a nemüres pn[v, S] csúcshalmaz is diszjunktak,
ami azt jelenti, hogy S ′ halmaz nem domináló. Ellentmondásra jutottunk. S domináló
halmazról beláttuk, hogy minimális domináló halmaz, ezzel igazoltuk az állítás másik
részét is. □
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1.5.12. Tétel. Dominálási lánc: Bármely G gráfra,

ir(G) ≤ γ(G) ≤ i(G) ≤ α(G) ≤ Γ(G) ≤ IR(G)

Bizonyítás. A középső 4 tag közötti egyenlőtlenségeket a 1.4.4 állításnál beláttam. A
1.5.11 állítás alapján minden γ-halmaz és Γ-halmaz, azaz minimális nagyságú minimális
domináló halmaz és maximális nagyságú minimális domináló halmaz egyben maximális
irredundáns halmaz is. ir(G) a legkisebb irredundáns halmaz mérete, tehát teljesül az első
egyenlőtlenség ir(G) és γ(G) között. IR(G) a legnagyobb irredundáns halmaz, emiatt a
Γ(G) és IR(G) közötti egyenlőtlenség is teljesül. □
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2. fejezet

A dominálás fogalmának megjelenése

A dominálás fogalmát gráfokon elsőként Berge alkotta meg 1958-ban, azonban a domi-
nálás, mint gondolat, ennél sokkal korábbra nyúlik vissza. Kr. e. 4. században a Római
Birodalom hatalmas, egymástól távol fekvő területekkel rendelkezett Európában, Afriká-
ban és Kis-Ázsiában. I. Konstantin császár uralkodása idején mozgó hadseregeket állomá-
soztatott egyes tartományokban a belső fenyegetések és külső hódítások ellen. Egy régiót
az ott állomásozó hadseregek biztosítottak, míg a hadsereg nélküli régiókat a szomszé-
dos régiókból érkező mozgó hadseregek védték. Konstantin császár azonban elrendelte,
hogy mozgó hadsereget nem lehet egy régió védelmére küldeni, ha ezáltal az eredeti régió
védelme veszélybe kerülne.

Ez a gondolat a dominálás definícióját vetíti előre. A Római Birodalom tartományai
három csoportba voltak sorolhatóak: a hadsereg nélküliek, az egy hadsereggel, és a több
hadsereggel rendelkező régiók. Az elgondolás, hogy minden hadsereg nélküli tartomány
legyen szomszédos legalább egy, hadsereggel rendelkező tartománnyal azt jelenti, hogy
a tartományokat egy gráf csúcsaiként értelmezve a hadsereggel rendelkező tartományok
dominálják a hadsereg nélkülieket.

A valós fenyegétesek elleni védelmen túl a harcokat, támadást megjelenítő táblajátékok
is alkalmazták a dominálás gondolatát. Ilyen például a Kr. e. 6. századi indiai Chaturanga,
vagy a sakk stratégiai játék.

1948-ban Max Bezzel, egy német sakkjátékos a következő kérdést tette fel. Hányféle-
képpen lehet 8 vezért elhelyezni egy 8 × 8-as sakktábla mezőin úgy, hogy semelyik két
vezér ne támadhassa egymást, vagyis ne legyen két vezér ugyanazon a soron, oszlopon
vagy átlón? Ezt a kérdést általánosíthatjuk sakktábla helyett n × m-es táblára is, vagy
hasonlóan megkérdezhetjük más sakkfigurával is.
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Az n×m-es táblát elképzelhetjük gráfként is. A tábla mezői jelentsék a gráf csúcsait.
Az éleket azon csúcsok között definiáljuk, amiknek megfelelő mezők között az adott figu-
rával át lehet lépni. A vizsgált tábla méretétől és a figurától függően ezekre a gráfokra
bevezethetjük az alábbi jelöléseket: Gn×m

V , Gn×m
B , Gn×m

F , Gn×m
H , Gn×m

K , ahol az alsó index
utal a figura kezdőbetűjére (vezér, bástya, futó, huszár, király), a felső index pedig a tábla
méretére. Az előbb feltett kérdés átfogalmazható az így előállított gráfokra. A kérdés való-
jában az, hogy legfeljebb hány független csúcs választható ki a gráfból és hányféleképpen
választhatjuk ki a maximális független csúcshalmazt? A maximális független csúcshalmaz
egyben domináló csúcshalmaz is, így a gráf maximális független domináló csúcshalmazát
szeretnénk meghatározni.

Az előző kérdés nyomán újabb kérdések jelentek meg a témában.

• Legkevesebb hány vezér helyezhető le egy 8 × 8-as sakktáblára úgy, hogy minden
mezőn álljon egy vezér, vagy támadva legyen valamely vezér által?
Gráfelméleti megfogalmazásban az a kérdés, hogy a G8×8

V gráfban mekkora egy mi-
nimális domináló halmaz mérete. Erről bizonyították, hogy 5, tehát γ(G8×8

V ) = 5.
Erre a csúcshalmazra egy példa a 2.1a ábrán látható.

• Hányféleképpen helyezhető le ily módon 5 vezér a sakktáblára?
Gráfelméleti megfogalmazásban hányféle minimális domináló halmaza van a G8×8

V

gráfnak?

• Lehelyezhető-e 5 darab, egymást nem támadó vezér úgy a sakktáblára, hogy minden
mezőn álljon egy vezér vagy támadva legyen legalább egy vezér által?
Gráfelméleti megfogalmazásban létezik-e 5 nagyságú független domináló halmaza a
G8×8

V gráfnak? Tehát létezik-e olyan minimális domináló halmaza a G8×8
V gráfnak,

amely egyben független is, tehát i(G8×8
V ) = 5?

A válasz igen, a sakktáblára lehelyezett 5 független, domináló vezérre egy példa
a 2.1b ábrán látható.
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(a) 5 domináló vezér a sakktáblán (b) 5 független domináló vezér a sakktáblán

• Nem csak a vezérrel, más sakkfigurákkal is feltehetőek hasonló kérdések. Például
legkevesebb hány huszár (vagy futó) szükséges ahhoz, hogy a sakktábla minden me-
zőjén szerepeljen huszár (vagy futó) vagy támadva legyen valamely huszár (vagy
futó) által?
Gráfelméleti megfogalmazásban a G8×8

H és G8×8
F gráfoknak mi lesz a minimális do-

mináló halmaz mérete, azaz a gráfok dominálási száma? Bizonyították, hogy huszár
esetén γ(G8×8

H ) = 12, futó esetén γ(G8×8
F ) = 8.

(a) Huszár esetén 12 a dominálási szám (b) Futó esetén 8 a dominálási szám
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3. fejezet

Pozíciós játékok

A kombinatorikus játékoknak rengeteg féle változatát vizsgálták. Tekintsük most azokat
a játékokat, melyekben két játékos játszik. Adott egy tábla, ezt tekinthetjük gráfként
is, ahova a játékosok felváltva helyeznek le korongokat. Egy játékos nyer, ha elért egy
bizonyos, előre rögzített állást a táblán a korongjaival. Az ilyen típusú játékokat pozíciós
játékoknak nevezzük.

Az előbb definiált pozíciós játékot véges mezőből álló táblákon játsszák. Mivel a lehet-
séges mezők száma minden lépésben csökken, ezért ez egy véges játék. Lehetséges olyan
változat, melyben a két játékos célja megegyezik, és olyan is, melyben különbözik. Ha
mindkét játékos ugyanazokkal az információkkal rendelkezik a játékról, akkor tökéletes
információs játékot játszanak.

Egy stratégiai játék kimenetelei a következők lehetnek: az egyik játékos nyer, a másik
veszít, vagy döntetlen helyzetet alakul ki. Ha a játék végén nem alakulhat ki döntetlen
állás, akkor bármilyen kiindulási helyzet esetén valamely játékos nyerni, a másik pedig
veszíteni fog. A játék egy állását egy adott pillanatban valamely játékos számára nyerő
állásnak nevezzük, ha az ellenfél minden lehetséges lépéssorozatára tud úgy reagálni a
játékos, hogy a végén ő nyerje meg a játékot. Másként megfogalmazva az ellenfél minden
lehetséges lépésére van olyan lépése a játékosnak, hogy továbbra is neki legyen nyerő
állása. Ez azt jelenti, hogy a játékosnak nyerő stratégiája van.

A végső állásoktól visszafele haladva minden állásról eldönthető, hogy onnan melyik
játékosnak van nyerő stratégiája. Az esetek száma azonban a tábla méretének növelésével
túl nagy ahhoz, hogy minden állást meghatározzunk, ezért ennél általánosabb módszerek-
re van szükségünk a stratégia meghatározásához. A stratégialopás egy hatékony módszer
valamely játékos nyerő stratégiájának bizonyítására anélkül, hogy a játék konkrét lépéseit
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meg kellene határoznunk. A stratégialopás alapötlete általában az, hogy feltételezve egy
győztes (vagy döntetlen) f stratégia létezését az egyik játékos számára, f segítségével
kialakítunk egy nyerő stratégiát a másik játékos számára, így ellentmondásba ütközünk.
Tehát az egyik játékosnak nem lehet nyerő stratégiája, amiből következik, hogy az ellen-
felének lesz nyerő stratégiája.

Az egyik legismertebb pozíciós játék a Hex. Egy 11× 11-es hatszögekből álló táblára
felváltva helyez le Kezdő piros, Második pedig kék korongokat. A tábla két hatszögmezője
összefüggő, ha van közös oldaluk. Kezdő célja egy összefüggő, piros korongokból álló úttal
összekötni a tábla felső és alsó szélét. Második célja pedig egy összefüggő, kék korongokból
álló úttal összekötni a tábla bal és jobb szélét. A 3.1. ábrán a Hex játék egy állása látható.

3.1. ábra. Hex játék táblája

Bevezetek egy általánosabb megfogalmazást a pozíciós játékokra, ehhez a gráfoknál
általánosabb hipergráfok fogalmát használom.

3.0.1. Definíció. Hipergráfnak nevezünk egy F = (V,H) rendezett párt, ahol V egy tet-
szőleges halmaz, H pedig a V részhalmazainak egy családja. A V elemeit csúcsoknak, a H
elemeit pedig, melyek egy vagy több csúcsot tartalmaznak, hiperéleknek nevezzük.

A pozíciós játékokat a két játékos célja alapján csoportosíthatjuk.

3.1. Maker-Maker típusú játék

Az általános játék Maker-Maker verziójában adott egy F = (V,H) hipergráf, ennek a
csúcsai alkotják a pozíciós játék tábláját. A két játékos felváltva választ ki csúcsokat
a hipergráfból. Az a játékos nyer, aki először kiválasztja valamely A ∈ H hiperélhez
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tartozó összes csúcsot a hipergráfból. A játék eredménye valamely játékos győzelmével,
vagy döntetlennel érhet véget. Az előbb bemutatott Hex játék abban különbözik a Maker-
Maker típusú játékoktól, hogy ott a két játékos nyerő halmazai különböznek.

3.2. Maker-Breaker típusú játék

A hipergráfon definiált Maker-Breaker játékverzióban ugyanúgy adott egy F = (V,H)

hipergráf, amely csúcsai közül felváltva választanak a játékosok. A különbség a játékosok
célja között húzódik. Az egyik, Maker -nek nevezett játékos akkor nyer, ha kiválasztja
valamely A ∈ H hiperélhez tartozó összes hipercsúcsot a hipergráfból. A másik, Breaker
nevű játékos akkor nyer, ha ez Maker-nek nem sikerül. Tehát ebben a játékban valamely
játékos mindenképpen nyerni fog, a döntetlen nem lehetséges végkimenetel. Egy Maker-
Maker típusú játékot könnyen Maker-Breaker típusúvá alakíthatunk a szabályok apró
változtatásával.

3.3. Avoider-Enforcer típusú játék

Az Avoider-Enforcer típusú játékverzióban a két játékos célja különbözik. Avoider nyer,
ha semelyik h ∈ H hiperélnél nem ő választja ki az összes hozzá tartozó csúcsot. Enforcer
nyer, ha Avoidernek ez nem sikerül, így ebben a játékban sem lehetséges a döntetlen. En-
forcer célja, hogy rákényszerítse Avoidert olyan lépésekre, melyek miatt Avoider kénytelen
valamely hiperélhez tartozó összes csúcs kiválasztására.

3.4. Egyéb variánsok

A pozíciós játékok szabályai módosíthatóak úgy is, hogy maguk a célok nem változnak,
de a játékosok sorrendje igen. A játékosok nem egy az egyhez arányban, felváltva, egymás
után következnek, hanem Kezdő k db lépése után Második l-et lép, majd ezt ismételgetik.
Ez a definíció újabb megválaszolandó kérdésekhez vezetett. Milyen k és l arányok esetén
kinek van nyerő stratégiája? Hol van a váltás?

21



3.5. Játékok és dominálás kapcsolata

Vannak olyan játékok, ahol egy adott G gráf minimális domináló halmazát keressük. Ez
kevesebb csúccsal rendelkező gráfok esetén gyorsan megy, de általánosan nem ismert rá
polinom időben futó algoritmus. Ehhez kapcsolódik a következő játék.

Két játékos, Staller és Dominator felváltva választ ki egymástól különböző csúcsokat
egy előre meghatározott gráfból. A játékosok csak olyan csúcsokat választhatnak, amelyek
legalább egy, az eddigi csúcsok által még nem dominált csúcsot dominálnak. Az ilyen
csúcsokat kiválasztható csúcsoknak hívjuk. A játék akkor ér véget, ha valamely játékos
nem tud lépni, tehát ha már nem maradt kiválasztható csúcs. Ez azt jelenti, hogy a
játék végén a játékosok által kiválasztott csúcshalmaz domináló halmazt alkot a gráfban.
Dominator célja, hogy a játék minél kevesebb lépésből érjen véget, Staller célja pedig az,
hogy maximalizálja a játékban a lépések számát.

Ha a játékot Dominator kezdi, akkor a játékot D-játéknak, ha Staller kezdi, akkor
S-játéknak nevezzük.

3.5.1. Definíció. A játék dominálási száma egy adott G gráfon egy D-játék esetén a játék
során a lépések száma, ha mind a két játékos számára optimális stratégia szerint játszik.
Ezt a számot γg(G)-vel jelöljük.

3.5.2. Definíció. A játék dominálási száma egy adott G gráfon egy S-játék esetén a játék
során a lépések száma, ha mind a két játékos számára optimális stratégia szerint játszik.
Ezt a számot γ′

g(G)-vel jelöljük.

A totális dominálás definíciójával analóg módon definiálhatjuk a játékot. Itt játéko-
sok csak olyan csúcsot választhatnak a lépéseik során, melyek legalább egy a csúcstól
különböző, eddig még totálisan nem dominált csúcsot dominálnak.

3.5.3. Definíció. A játék totális dominálási számát egy adott G gráf esetén Dominator
kezdésekor γtg(G)-vel, Staller kezdésekor pedig γ′

tg(G)-vel jelöljük. Ezek a számok azt mu-
tatják meg, hogy az adott játék hány lépésből ér véget, feltéve, hogy mind a kettő játékos a
számára optimális stratégia szerint játszik.

Ez a négy bevezetett dominálási szám minden gráf esetén egyértelmű. A [2] könyvben
és a [5] cikkben részletesen foglalkoznak ezzel a típusú dominálási játékkal. Példának leírok
a könyv 1.3. fejezetéből néhány alap egyenlőtlenséget bizonyítások nélkül. Ezek a γt(G) és
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γtg(G) egymáshoz való viszonyáról, illetve a gráf dominálási és totális dominálási számával
való kapcsolatáról szólnak.

3.5.4. Tétel. Ha G gráf, akkor γ(G) ≤ γg(G) ≤ 2γ(G)− 1.

3.5.5. Tétel. Ha G gráf izolált csúcs mentes gráf, akkor γt(G) ≤ γtg(G) ≤ 2γt(G)− 1.

3.5.6. Tétel. Ha G gráf izolált csúcs mentes gráf, akkor γg(G) ≤ 2γtg(G)− 1.
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4. fejezet

Dominálási játékok

A szakdolgozatom fő témája egy gráfokon játszott kétszemélyes stratégiai játék, melyet
S. Fiscus, G. Hurlbert, E. Myzelev, T. Pence definiáltak nemrég megjelent cikkükben [1].
Ezt a játékot, és az általunk továbbfejlesztett két változatát a továbbiakban megvizsgálom
kisebb, speciális gráfokon.

4.1. Eredeti verzió a cikkből

Adott egy G = (V,E) irányítatlan, véges gráf. A két játékos, Kezdő és Második felváltva
jelölnek ki csúcsokat a gráfban. Egy játékos mindig egy új, korábban még senki által nem
jelölt csúcsot választhat. A játék akkor ér véget, amikor a két játékos által kijelölt csúcsok
domináló halmazt alkotnak. Az a játékos nyer, aki az utolsót lépi, azaz akinek a lépésével
kialakul egy domináló csúcshalmaz.

A játék során a gráf csúcsai három csoportba sorolhatóak. A két játékos által már kije-
lölt csúcsokat kiválasztott csúcsoknak hívjuk. A gráf azon csúcsait, melyek az adott játék
során még nincsenek kiválasztva, de már domináltak valamely szomszédos csúcs által, ár-
nyékolt csúcsoknak nevezzük. A kiválasztott és az árnyékolt csúcsok alkotják együttesen
a dominált csúcsok halmazát. A maradék, se nem kiválasztott, se nem árnyékolt csúcsok-
ra dominálatlan csúcsokként hivatkozunk. Az árnyékolt és dominálatlan csúcsokat még
kiválaszthatjuk a játék során, így rájuk szabad csúcsokként hivatkozunk.
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4.2. Második verzió

Az előző játékban a konkrét esetek vizsgálatakor "időhúzásnak" érződött, ha egy játékos
olyan árnyékolt mezőt választott ki, amely nem dominált újabb, eddig még dominálatlan
mezőt. Innen jutottunk el ennek a játéknak az ötletéhez.

A második verzióban Kezdő és Második szintén felváltva választ ki csúcsokat a gráfból.
Egy további feltétel az, hogy csak olyan szabad csúcsokat választhatnak, melyek domi-
nálttá tesznek legalább egy, eddig még dominálatlan csúcsot. A játék akkor ér véget, ha
a két játékos által kiválasztott csúcshalmaz domináló csúcshalmazt alkot a gráfban és
ugyanúgy az a játékos győz, aki a lépésével ezt eléri.

4.3. Harmadik verzió

A harmadik játékverzióban még jobban korlátoztuk a játékosok lehetséges lépéseit. Kezdő
és Második felváltva választ ki a gráf csúcsai közül eddig még dominálatlan csúcsokat,
tehát az árnyékolt csúcsok ebben a verzióban nem kiválaszthatóak. A játék akkor ér véget,
ha a két játékos által kiválasztott csúcshalmaz domináló halmazt alkot. Az a játékos nyer,
aki az utolsót lépi.

A kiválasztott csúcshalmaz független csúcshalmaz is lesz. Ennek oka, hogy semely,
eddig már kiválasztatott csúcs szomszédját nem választhatjuk ki a játék folyamán. Követ-
kezményként ebben a játékverzióban a két játékos egy független domináló csúcshalmazt
választ ki.

Az eredeti, és az általunk továbbfejlesztett második és harmadik játékverzió nyitott
kérdésein gondolkodtunk. Az eddigi eredményeinket fogjuk a továbbiakban összefoglalni.

4.4. Esetvizsgálatok

4.4.1. Definíció. k× n-as rácsgráfnak nevezzük azt a gráfot, melynek csúcsai egy szabá-
lyos, k sorból és n oszlopból álló rács pontjai és két csúcs között pontosan akkor fut él,
ha a hozzájuk tartozó pontok a rácsban szomszédosak (egységnyi távolságban helyezkednek
el).

A fent definiált játékokra csak speciális gráfokon ismert, hogy mely játékosnak lesz
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nyerő stratégiája. Az első játék esetében az 1× n-es rácsgráfokra az [1] cikkben ezt meg-
határozták:

4.4.2. Tétel (Theorem 9, [1]). Minden n ≥ 2 esetén az első játékban 1×n-es rácsgrá-
fokra Kezdő játékosnak van nyerő stratégiája, ha n páratlan vagy ha n ∈ {2, 6, 8, 10, 12}.
Ha n páros és n /∈ {2, 6, 8, 10, 12}, akkor Második játékosnak van nyerő stratégiája.

A dolgozat írásakor a játékok teljesebb megértése érdekében megvizsgáltam az újonnan
bevezetett második és harmadik játékot is kis n-ekre az 1×n-es rácsgráfokon. Az ábrákon
a rácsgráfokat táblázatként fogom megjeleníteni. A táblázat mezői jelölik a gráf csúcsait,
az oldalszomszédos mezők között fut él a gráfban.

4.4.3. Lemma (Theorem 20, [1]). (2k + 1)× (2n + 1)-es rácsgráfok esetén Kezdőnek
nyerő stratégiája van mind a három játékváltozatban.

Bizonyítás. Válassza Kezdő első lépésekor a középpont csúcsot. Ez egyértelműen léte-
zik, mert a táblának páratlan sok oszlopa és sora van. Ezután Kezdő a Második játékos
lépéseit tükrözze középpontosan szimmetrikusan, és ezeket a csúcsokat válassza. A gráf
középpontosan szimmetrikus, így minden, a középpont csúcstól eltérő csúcsnak létezik
pontosan egy tükörképcsúcsa. A középponttól különböző csúcsok tehát párbaállíthatóak.

Alkalmazzuk a stratégialopás módszerét. Tegyük fel, hogy valahogyan Másodiknak
a Kezdő játékos ezen stratégiája mellett nyerő stratégiája van. Nézzük Második utolsó
lépését, legyen ez u. Ennek az utolsó u csúcs kiválasztásának legalább egy új, még domi-
nálatlan csúcsot (legyen ez a d csúcs) dominálnia kellett. Hiszen ha nem dominálna senkit,
akkor a Második lépése előtt kiválasztott csúcshalmaz már domináló halmazt alkotna.

Legyen d′ csúcs a d csúcs tükörképe a gráfban. Ekkor a Második u választásával nem
dominálhatta d′-t is a gráfban. Ennek oka a rácsgráf felépítése. Egy nem középponti
csúcsnak és a tükörképcsúcsának a közös szomszédja a gráf középponti csúcsán kívül
más csúcs nem lehet. Továbbá a d′ csúcsnak vagy valamely szomszédjának a d dominálása
előtt dominálatlannak kell lennie. Ennek oka a lépések szimmetrikussága, hiszen ha d′ és
az összes szomszédja már dominált lenne, akkor d-nek is dominált csúcsnak kellene lennie
a d dominálása előtt, ami ellentmondás.

Kezdőnek az előbb leírt stratégiája mellett nem nyerheti meg a játékot Második, tehát
ez a stratégia Kezdőnek egy nyerő stratégiája. □
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4.4.1. 1× n-es eset

Ha n páratlan, akkor teljesülnek a 4.4.3 Lemma feltételei, ezért a stratégialopás miatt
következik, hogy Kezdőnek van nyerő stratégiája.

Ha n páros, az további vizsgálatot igényel.
A táblázat oszlopaira az ABC betűivel fogunk hivatkozni, a táblázat sorai különböző
eseteket jelölnek az 1× n-es táblákon. A táblázat mezőibe írt számok Kezdő és Második
által kiválasztott mezőket, a pontok a kiválasztott mezők által árnyékolt mezőket jelölik.
Az 1×n-es rácsgráf szimmetrikus, így Kezdő lépéseit elegendő a középső csúcsig vizsgálni.

• 1× 2-es eset: Mind a három játék esetén az első, tetszőlegesen kiválasztott csúccsal
nyer a Kezdő játékos.

• 1×4-es eset: A táblázat kellően kicsi, így mind a három játéknál Második ugyanazzal
a stratégiával tud nyerni. Kezdő A lépésére C-vel, Kezdő B lépésére pedig D-vel
reagál Második, ezzel egy két csúcsból álló domináló csúcshalmazt létrehozva a
gráfban.

A B C D

▲ ■ ▲ ■

4.1. táblázat. 1× 4-es eset

Az esetek vizsgálata során észrevettük, hogy a harmadik játéknál ha Kezdő a táb-
la szélén kezd, akkor a játék visszavezetődik egy kisebb, korábban már vizsgált
rácsgráfra. Továbba ennél a kisebb esetnél Kezdő és Második eredeti szerepe pedig
felcserélődik. Ez a rekurzív gondolatmenet az alapja a következő lemmának, amely
néhány esetben megkönnyíti a harmadik játék vizsgálatát nagyobb 1×n-es táblákon.

4.4.4. Lemma. Tegyük fel, hogy a harmadik játékban egy 1×n-es táblán Második-
nak van nyerő stratégiája. Ekkor a harmadik játékban 1× (n+2)-es és 1× (n+3)-as
táblán Kezdőnek nyerő stratégiája van.

Bizonyítás. Kezdő 1× (n+ 2)-es táblán az A, 1× (n+ 3)-as méretű táblán pedig
a B csúcsot válassza ki az első lépéseként. Ekkor az első lépés után a tábla 1 × n-
es méretűre csökkent, ezen táblán az eredeti játékhoz képest a két játékos szerepe
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felcserélődött. Feltettük, hogy az 1×n-es táblán Másodiknak van nyerő stratégiája,
így az eredeti játékban ezt a szerepet játszó Kezdőnek lesz nyerő stratégiája. □

• 1× 6-os eset: Mindhárom játék esetén Kezdő nyer az A kezdőlépésével. Ha Második
B lépéssel (ez csak az első és második játékban megengedett), vagy C, D, E vagy F

lépéssel folytatja a játékot, legalább 1, de legfeljebb 3, egymás melletti mező marad
a lépése után dominálatlanul. Egy, kettő, vagy három szomszédos mezőt Kezdő egy
lépéssel tud dominálni, így Kezdőnek van nyerő stratégiája. A harmadik típusú játék
esetén a 4.4.4 Lemma alkalmazható, ami szintén igazolja Kezdő nyerő stratégiáját.

A B C D E F

1. 2. · · 3. ·
1. · 2. · 3. ·
1. · · 2. · 3.

1. · 3. · 2. ·
1. · 3. · · 2.

4.2. táblázat. 1× 6-os eset

• 1× 8-as eset, első játékverzió: Ezen a táblán már nem ugyanúgy viselkedik a három
játéktípus. Az első játékverzió esetén Kezdőnek van nyerő stratégiája a B kezdő-
lépéssel. Az első lépés után 5 dominálatlan, egymás melletti mező marad a táblán.
Az 5 mező közül ha a két-két szélsőt választja Második, akkor Kezdő a harmadik
lépésével befejezi a játékot és nyer.
Ha Második az 5 mező közül a középsőt, tehát F-et választja, akkor Kezdő A-ra lép.
A két dominálatlan mező közül így Második pontosan egyet mindenképpen domi-
nálni fog, így Kezdő be tudja fejezni a játékot.
Ha Második az A vagy C mezők valamelyikét választja, Kezdő kiválasztja C-t vagy
A-t. Ezzel eléri, hogy a játékban a lépése után 4 egymás melletti dominálatlan mező
maradjon. Ezt a 4 mezőt Második egy lépésből nem tudja dominálni, de Második
lépése után legalább egy mező már dominálttá válik a 4-ből, így Kezdő be tudja
fejezni a játékot és nyer.
Megvizsgáltam Kezdő B lépésére Másodiknak minden lehetséges válaszlépését és
semelyik esetben nem tudta megnyerni a játékot, tehát Kezdőnek van nyerő straté-
giája.
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A B C D E F G H

· 1. · 2. · · 3. ·
· 1. · · 2. · 3. ·
· 1. · · 3. · 2. ·
· 1. · · 3. · · 2.

3. 1. · · 2. ·
2. 1. 3. ·
3. 1. 2. ·

4.3. táblázat. 1× 8-as eset, első játékverzió

• 1× 8-as eset, második játékverzió: Másodiknak van nyerő stratégiája. Ha Kezdő
az A mezőn kezd, Második a H-val folytatja a játékot. Így marad két árnyékolt mező
által határolt négy, összefüggő, dominálatlan mező. Ezeket egy lépéssel nem, de két
mező kijelölésével már biztosan dominálttá teszik a játékosok, így ebben az esetben
Második játékos nyerne.
Ha Kezdő a B mezőn kezd, akkor a játékosok már nem választhatják az A mezőt
a második játék szabályai szerint. Második válassza az F mezőt, így két, diszjunkt,
egy dominálatlan mezőből álló dominálatlan rész marad a táblán. Ezt a két részt
a játékosok felváltva dominálják, hiszen egy játékos egy lépésében a dominálatlan
mezők száma legalább eggyel csökken, és ebben az esetben nem dominálható egy-
szerre mind a kettő dominálatlan mező. Így Második játékos nyerne.
Ha Kezdő a C mezőn kezd, akkor Második válassza az F mezőt. Ezzel a D és E
mező már nem kiválasztható mezővé változik és csak két, egymástól független domi-
nálatlan mező marad a táblán az előző esethez hasonlóan, amit a játékosok felváltva
dominálnak.
Ha Kezdő a D mezőn kezd, akkor Második válassza az E mezőt. Ezzel a táblát szim-
metrikussá tette, így Második tudja tükrözni innentől kezdve Kezdő lépéseit, így a
játékot ő nyerné.
A Kezdő játékos E, F, G vagy H kezdőlépése a tábla szimmetriája miatt megegyezik
a D, C, B vagy A kezdésekkel. Így Kezdő minden kezdőlépésére tud Második úgy
reagálni, hogy neki legyen nyerő stratégiája.
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A B C D E F G H

1. · · 2.

· 1. · · 2. ·
· 1. · · 2. ·

· 1. 2. ·

4.4. táblázat. 1× 8-as eset, második játékverzió

• 1× 8-as eset, harmadik játékverzió: Ebben a verzióban is Másodiknak van nyerő
stratégiája. Ha Kezdő az A (vagy B) mezőn kezd, dominálttá teszi az A és B mezőt
(vagy A, B és C mezőt), így visszavezeti a játékot az 1 × 6-os (vagy 1 × 5-ös)
játékverzióra. Mind az 1 × 6-os, mind az 1 × 5-ös esetben Kezdőnek van nyerő
stratégiája, de a szerepek felcserélődtek, így az 1 × 8 játékot A vagy B kezdéssel
Második játékos nyerné.
Ha Kezdő a C mezőn kezdene, akkor a lépése után egy 1 mezőből és egy 4 mezőből
álló rész maradna a táblából dominálatlanul. Az 1 mezőból álló részt pontosan 1
lépésből, a 4 mezőből álló részt pontosan 2 lépésből (mert 1 mező nem dominálja
a 4 mezőt, 3 diszjunkt mező viszont nem kiválasztható a 4 mező közül) állna. Így
a játék pontosan 3 lépés múlva ér véget, tehát Másodiknak van ebben az esetben
nyerő stratégiája.
Ha Kezdő a D mezőn kezdene, akkor a lépése után egy 2 mezőből és egy 3 mezőből
álló rész maradna a dominálatlanul. A 2 mező dominálásához pontosan 1 lépés, a 3
mező dominálásához pedig 1 vagy 2 lépés kell. Második akkor nyer, ha a kezdőlépés
után páratlan sok lépésből ér véget a játék, így a 3 mező közül a szélsőre téve
(például H mezőt választva) eléri, hogy a 3 mezőből álló részt 2 lépésből dominálják
a játékosok. Tehát ebben az esetben is Másodiknak van nyerő stratégiája.
Az E, F, G és H kezdés a tábla szimmetriája miatt megegyezik a korábban vizsgált
esetekkel, így az 1× 8-as táblán a harmadik játékverzióban Másodiknak van nyerő
stratégiája.

Készítettünk egy összefoglaló táblázatot a vizsgált esetekben a három játék viselkedé-
séről:
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Táblaméret 1. játék 2. játék 3. játék

1× 2 Kezdő nyer Kezdő nyer Kezdő nyer

1× 3 Kezdő nyer Kezdő nyer Kezdő nyer

1× 4 Második nyer Második nyer Második nyer

1× 5 Kezdő nyer Kezdő nyer Kezdő nyer

1× 6 Kezdő nyer Kezdő nyer Kezdő nyer

1× 7 Kezdő nyer Kezdő nyer Kezdő nyer

1× 8 Kezdő nyer Második nyer Második nyer

1× (2k + 1) Kezdő nyer Kezdő nyer Kezdő nyer

4.5. táblázat. Összefoglaló kis 1× n-es rácsgráfokra

4.4.5. Megjegyzés. A második és a harmadik verzióban még az 1×n-es táblázat esetén
sem ismert tetszőleges n-re, hogy kinek van nyerő stratégiája. Mi az előzőekben csak ízelítőt
adtunk abból, hogy a játékok már kis táblán is máshogy tudnak viselkedni.

4.4.6. Kérdés. Vajon igaz, hogy a második és harmadik játéknál egy adott táblán mindig
ugyanaz lesz a játék kimenetele?

4.4.7. Megjegyzés. 2×3-as rácsgráfra már más a második és harmadik játék kimenetele.
Ha Kezdő a tábla valamely sarkába rak, Második mindkét játék esetén a vele átellenes
sarokba rakva megnyeri a játékot. Azonban ha Kezdő középre, például B1-re rak kezdésként,
az második játékban Második B2-re rakva befejezi a játékot, de a harmadik játékban ez nem
lehetséges lépés. A harmadik játékban a játékosok csak a dominálatlan, tehát A2 és C2

mezőkre rakhatnak. Ebben az esetben tehát Kezdő nyeri a játékot.

A B C

1. · 1. ·
2. · 2. ·

4.6. táblázat. Második játék

A B C

1. · 1. ·
2. 2. · 3.

4.7. táblázat. Harmadik játék

4.4.8. Kérdés. Vajon igaz, hogy a második és harmadik játéknál egy adott táblán mindig
ugyanaz lesz a játék kimenetele az 1× n-es táblákon?
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5. fejezet

Összegzés, további nyitott kérdések

A dolgozatban definiáltam az eredeti és két újabb kétszemélyes dominálási játékot gráfo-
kon. Megmutattam pár kis rácsgráf esetén, hogy mely játékosnak van nyerő stratégiája
mindhárom játék esetén. A szakdolgozatra készülés közben gondolkodtam azon a nyitott
kérdésen, hogy mi történik a 2×n-es esetekben. Ha n páratlan, akkor stratégialopás miatt
Kezdőnek van nyerő stratégiája. Ha n páros, azt megoldaná az [1] cikk következő sejtése:

5.0.1. Sejtés (Conjecture 23, [1]). Ha k,m > 1 és k ·m páros, akkor az első játéknál
a k ×m-es rácsgráf esetén Másodiknak van nyerő stratégiája.

Sikerült azonban megcáfolni a sejtést, sőt a 2× n-es esetet teljesen megválaszolni, ám
ezeket az eredményeket egy TDK dolgozat formájában fogom közzétenni.

Általános rácsgráfokra csak speciális k × n esetén ismert, hogy kinek lesz nyerő stra-
tégiája.

5.0.2. Kérdés. Vajon a három játékban mi mondható el általános esetben a k × n-es
rácsgráfokon? Mely játékosnak lesz nyerő stratégiája?

A szakdolgozatomban kifejezetten a rácsgráfokra koncentráltam. A játék azonban ál-
talános gráfokon definiált.

5.0.3. Kérdés. Van-e az általános gráfoknak olyan tulajdonsága, amely meghatározza,
hogy mely játékosnak lesz nyerő stratégiája? Milyen speciális, könnyebben kezelhető grá-
fokon érdemes még vizsgálni a játékot és ott milyen újabb eredmények érhetők el (pl.
fagráfokon)?
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