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Koszonetnyilvanitas

Hatalmas koszonettel tartozom a témavezeté&mnek, aki végig motivalt, lelkesitett, hasznos
tanécsokkal latott el a szakdolgozatom készitése soran. Bevezetett a matematikai kutatés
vildgéba, megismertetett és megszeretetett velem egy kedves témat, amivel remélem, hogy
a kés6bbiekben is foglalkozunk majd.

Ko6szoném a bels6é konzulensemnek a tdmogatast, segitséget, és azt, hogy mindig sza-
mithattam ra, barmikor kereshettem a kérdéseimmel.

Nem utolsésorban készonom a csaldadomnak és a barataimnak, hogy mellettem alltak,
és biztattak, meghallgattak, amikor sziikségem volt ré4 és nem engedték, hogy az utolsod

pillanatra hagyjam a szakdolgozatom megirasat.
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Bevezetés

A dolgozatom célja a kétszemélyes stratégiai, dominalési jatékok bevezetése és vizsgalata
grafokon, specialis racsgrafokon.

Az els6 fejezetben a grafelmélet és a dominalas alapvetd fogalmaival és allitasaival
ismertetem meg az olvasot.

A masodik fejezetben mesélek a dominalas fogalmanak megjelenésérél a torténelem-
ben. Itt megtudhatjuk, milyen kérdések mentén fejl6détt a dominélas a Romai Biroda-
lomtol kezdve és mi koze a sakktablanak a dominalési jatékokhoz.

A harmadik fejezetben a poziciés jatékok alapjairol és kiillonbozs fajtéairol lesz szo.

A negyedik fejezetben definidlom a dolgozatom f& téméjat képezd dominalasi jatékot,
és bevezetem a jaték két ujabb véltozatat. A 4.4-es fejezetben megvizsgalom mind a harom
jatékot specialis, kis 1 x n-es racsgrafokon.

A dolgozatomat az 6tédik fejezetben néhany tovabbi nyitott kutatéasi kérdés felvazo-

lasaval zarom.



1. fejezet

A téma alapfogalmai

Adott egy G = (V, E) iranyitatlan, véges, egyszert graf. Egyszerd grdfnak nevezzik a
hurokélt és tobbszoros élt nem tartalmazéd grafokat.

A graf egy v € V csticsanak a nyilt szomszédsiga N(v) azon csticsok halmazat jelenti,
melyek 6ssze vannak kétve a v csticesal, tehat N(v) = {u | uv € E}. Az N(v)-beli cstcsok
a v csucs szomszédai. A graf egy v € V csticsanak a zdrt szomszédsdga N|v] a csics nyilt
szomszédsaga hozzavéve a v cstcsot, tehat N[v] = N(v) U {v}.

Egy v cstcs szomszédainak szamat a cstcs fokszdma d(v) jeloli. Egy v cstcs izoldlt
csucs, ha d(v) = 0 és teljes foku cstcs, més néven univerzalis csics, ha a graf dsszes tobbi
cstcsa szomszédos a v csucesal, tehat d(v) = |V| — 1. Egy graf izoldlt csics mentes, ha
nem tartalmaz izolalt csticsot, tehat minden csticsanak a fokszama legalabb egy. A G graf

minimdlis fokszamdt és maximdlis fokszamdt §(G)-vel és A(G)-vel jeloljik.

1.1. Dominalas

1.1.1. Definicié. Az u € V csiucs domindlja a v # u € V csucsot, ha uwv € E, azaz
ha v € N(u). Ekkor a v csics domindlva lesz az u csics dltal. Tovdabbd barmelyik csics

domindlja 6nmagadt is.

1.1.2. Definicié. Az S C V csiucshalmaz dominédlja a T C V' csucshalmazt, ha T C
Upes N[v]. Tehdt minden S-beli csics benne van a T csicshalmazban, vagy szomszédos

valamely T-beli csicesal.

1.1.3. Definici6. Az S C V csicshalmaz dominalé halmaz a G grdfban, ha minden

V' \ S-beli csics domindlva van valamely S-beli csucs dltal, vagy ezzel ekvivalensen, ha
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UUES N[U] = V

1.1.4. Allitas. Minden véges, eqyszerd, irdnyitatlan grifnak létezik domindlé csicshal-

maza.

Bizonyitas. A graf 6sszes csicsabol all6 halmaz egy dominal6 csucshalmazt alkot, hiszen
aV\V = (). Az lireshalmazra pedig teljesiil a definicioban szerepld feltétel, minden cstcsa

felé vezet a dominalo csticshalmazbol él. O

1.1.5. Definici6é. Minimalis dominalo halmaznak nevezziik azokat a domindlé halmazo-

kat, melyek nem tartalmaznak valodi részhalmazként domindlo halmazt.

1.1.6. Definicio. A G graf v(G)-vel jelolt dominélasi szama a minimdlis nagysdgu mi-
nimdlis domindlo halmaz mérete. Az olyan S domindlo halmazokat, melyek mérete éppen

~v(G)-vel megegyezik, v-halmazoknak nevezziik.

Az[1.1.4. Allitas miatt v(G) < |V(G)] teljesiil barmely G grifra, és v(G) = |V (G)] ak-
kor és csak akkor, ha G az tires graf. Masfelsl v(G) > 1 tetszbleges G grafra, és v(G) =1
akkor és csak akkor, ha G-ben van univerzalis csics, aki minden masik csticcsal szomszé-

dos.

1.1.7. Definicio. A G graf I'(G)-vel jelélt felss dominéléasi szama a mazimdlis nagysdgu
minimdlis domindlo halmaz mérete. Az olyan S minimdlis domindlé halmazokat, melyek

mérete I'(G)-vel megegyezik, I'-halmazoknak nevezziik.

1.1.8. Példa. Tekintsik azn+1 csiucsi S, = Ky, csillaggrdfot, eqy példa rd az abrdan
lathato. Vildgos, hogy a centrdlis csucsa egyedil domindld halmazt alkot, tehdt v(S,) = 1.
Masrészt a levelekbdl dllo csicshalmaz is eqy domindlo halmazt alkot. Raaddsul ebbdl a
domindlo halmazbol barmely csicsot vagy csucsokat elhagyva mdr nem kapunk domindlo

halmazt, tehdt ez is eqy minimdlis domindlo halmaza a grdifnak. Ebbdl kovetkezik, hogy

I'(S,) =n.

Valojaban I'(G) = |V(G)| akkor és csak akkor teljesiil, ha G az iires graf. Masrészt
['(G) = |[V(G)| —1 akkor és csak akkor teljesiil, ha G egy csillaggraf és még néhéany izolalt
cstics diszjunkt unidja.
szama nagyon kiilénboz6 értéket is felvehet. Az eddigi meggondolasok miatt latszik is,

hogy ez a két érték ennél messzebb nem is lehetne egymastol.
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1.1. abra. Az S, csillaggraf legkisebb és legnagyobb méret minimélis dominalé halmazai

(szemléltetve n = 12-re)

1.2. Totalis domindalas

1.2.1. Definicié. Az S C V csiucshalmaz totalisan dominalé halmaz a G grdfban, ha

minden V -beli csicsot domindl valamely S-beli csics, tehdt U,es N(v) = V.

1.2.2. Allitas. Egy G grdfnak pontosan akkor létezik totalisan dominélo cstucshalmaza,

ha a grdf izoldlt csics mentes.

Bizonyitas. Ha a G grafnak létezik egy s izolalt csticsa, akkor az s csticsot semely mésik
cstics nem tudja dominélni. Tehét a grafnak nem létezik totélisan dominal6 cstcshalmaza.

Ha a graf izolalt cstics mentes, akkor a graf minden cstcsat kivalasztva a graf egy totali-
san dominalé csticshalmazat kapjuk, hiszen minden cstcsnak szerepel valamely szomszédja

a kivalasztott csucshalmazban. O

1.2.3. Definici6é. Egy totdlis domindlé halmaz minimalis totalis dominalé halmaz, ha

nem tartalmaz valddi részhalmazként totdalis domindlo halmazt.

1.2.4. Definicié. A G grif ~v(G)-vel jeldlt totélis dominalasi szama a minimdlis nagy-

sagu totalis domindlo halmaz mérete.

1.2.5. Definici6é. A G grdf I't(G)-vel jeldlt fels§ totéalis dominalasi szama a mazimdlis

nagysagu minimdlis totdlis domindlo halmaz mérete.

1.2.6. Allitas. Minden totdlis domindld csicshalmaz domindlé csicshalmaz is, de az dl-

litas megforditdisa nem igaz.



Bizonyitas. A totalis dominél6 csticshalmaz definicioja annyiban tobb a dominélé csics-
halmaz definiciojatol, hogy a totalis dominaléd cstcshalmaznal megkdveteljiik, hogy a hal-
maz a tobbi cstcs dominaldséan til 6nmagat is dominélja.

Az allitas megforditasa nem mindig igaz. Erre egy példa egy izolélt csticsot tartalmazo
graf, ahol az 6sszes csticsbol all6 csticshalmaz dominal6 halmaz, de nem totélisan dominalo
halmaz. [

Ha egy G grafban van univerzalis cstcs, akkor y(G) = 1. Viszont v, (G) mindig legalabb
2, hiszen a kivélasztott csticsnak 1 elemi totalis dominalé halmaz esetén 6nmagéval is
szomszédosnak kellene lennie. Azonban a hurokéleket a vizsgélt grafoknél nem engedjiik
meg, igy ez nem lehetséges. Tehat ha egy grafban van univerzalis cstcs, akkor 1 = v(G) #
N(G) = 2.

1.2.7. Példa. Példaként a domindldsi fogalmakat vizsgaljuk meg a 7 csicsi hernyogrdafon
(ezt He-tel jeloltem). Az n csucsi hernydgrdaf dlljon eqy n — 2 hosszusdgu utbol, majd az
Ut utolso eldtti csucsairol logassunk le még egy-eqy csucsot mind a két oldalon. Az ilyen
hernyogrdafokat H,-nel jelolom.

H; esetén nincs univerzdlis csics, igy v(Hy) > 1. A két, hdrom fokszami csics vi-
szont mdr egy minimdlis domindld halmazt alkot, tehdt v(Hz) = 2, ezt ldthatjuk az .
bal oldali abrdn. A kézépsd 3 csiucs eqy minimdlis totdlisan domindlo halmazt alkot, ezt
lathatjuk az[1.3. jobb oldali dbrdn. 2 csics nem tudnd totdlisan domindlni a grdfot, mert
a két legnagyobb fokszami szomszédos csics is csak 5 csucsot tudna totdlisan domindlni
a grdfban. Igy v.(Hy;) = 3.

A grdf felsd totdlis domindldsi szdima U'(H;) = 5, I'-halmazra egy példa az . abra
bal oldaldn ldthato. 6 vagy 7 nem lehet a felsé domindldsi szam, hiszen ekkor csak 1 vagy
0 csics nem lenne benne a legnagyobb minimadlis domindlé halmazban. Ez azt jelents,
hogy a két harom fokszamai csics valamelyike skatulyaelv alapjan benne lenne a minimdlis
domindlo halmazban és legaldabb az eqyik hozzd k6tddd levélesics is. Azonban a levélcsucsot
a domindlo halmazbol elhagyva eqy kisebb domindlo halmazt kapndnk, ami ellentmond
annak, hogy az eredeti 6 vagy 7 csucsiu domindlo halmazunk minimdlis volt. A grdf felsé
totdalis domindldsi szama U'y(H7) = 4, erre egqy példa az. abrdn ldthato. Ennek oka, hogy
a levélcsicsok miatt a két hdrom foki csicsnak mindenképpen benne kell lennie a totdlis
dominald halmazban. Ezzel a grafban a két hdrom foki csicson kivil minden mds csics
domandlt lett, igy a két csics domindldsdhoz legfeljebb két 1y csics bevétele a minimdlis

totalis domindlo halmazba elegendd lesz.
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1.2. d4bra. Minimélis dominal6é és minimélis totéalis dominalé halmazok a H; grafban

1.3. 4bra. Maximaélis elemszamu minimalis dominal6é és totélis dominalé halmazok a H-

grafban

1.2.8. Allitas. Ha G-nek létezik totdlis domindld halmaza, azaz ha G egy izoldlt csics
mentes grdaf, akkor v(G) < 1(G) < T'y(G).

Bizonyitas. Az els6 egyenl6tlenség mindig teljesiil, hiszen minden minimaélis totélis do-
minal6é halmaz dominal6 halmaz is. Tehat a dominal6é halmazok koziil a legkisebb biztosan
legfeljebb akkora, mint a minimalis totalis dominalé halmaz. A masodik egyenlGtlenség is
teljestil, hiszen a minimélis totalis dominal6é halmazok koziil a legkisebb legfeljebb akkora,

mint a legnagyobb. []
1.2.9. Megjegyzés. Bizonyos grifokra I'(G), mdas grdfokra I'y(G) a nagyobb.

1.2.10. Példa. Az S, = K, csillaggrafra, aholn > 3, I'(S,) =n > I'\(S,) = 2.

Masrészt a K, teljes grafra, amelyben van univerzdlis csucs, I'(K,) =1 < T'\(K,) = 2.

1.3. Filiggetlen cstcshalmaz

1.3.1. Definicié. A G grif u,v € V csicsai figgetlenek, ha uv ¢ E.

1.3.2. Definici6. Az S CV csucshalmaz fiiggetlen csticshalmaz, ha Yu,v € S-re u és v

fiiggetlenek.

1.3.3. Definicidé. Tartalmazdsra nézve maximdlis fiiggetlen csicshalmaznak nevezzik a
G grdfban az olyan fiiggetlen csicshalmazokat, melyek semely mdsik fiiggetlen csicshal-

maznak nem részhalmazai.



1.3.4. Példa. Az S,, n+ 1 csucsi csillaggraf (lasd az . dbra) néhdny levele fiiggetlen
csucshalmazt alkot. Ez nem tartalmazdsra nézve mazimdlisan fiiggetlen csiucshalmaz, hi-
szen a cstucshalmaz a tovabbi levelekkel bovithetd. A csillaggrdaf n levelébdl dllo csiucshalmaz
tartalmazdsra nézve maximdlisan fliggetlen csicshalmazt alkot. Azonban ha a csillaggrif
egyetlen belsd csucsdat vennénk, ez is eqy tartalmazdsra nézve maximalis fiiggetlen csics-

halmazt alkot, hiszen nem bévithetd tovdbbi csiccsal.

® O

@ O

1.4. dbra. Az S, csillaggraf két tartalmazéasra nézve maximalis fiiggetlen csticshalmaza

(szemléltetve n = 12-re)

1.3.5. Példa. A H; hernyogrdfban a két harom fokszdmai csics eqy tartalmazdsra nézve
mazximdlis figgetlen csicshalmazt alkot (ldsd az. bal oldali dbra). Azonban a legnagyobb
mazimdlis figgetlen csicshalmaz a Hy grafban 5 elemd, egy példa rd a az[1.5. dbra jobb

oldaldn taldlhato.

1.5. abra. Maximalis fiiggetlen csucshalmazok a H; grafban tartalmazésra nézve

1.3.6. Definicié. Mazimdalis méreti fiiggetlen csucshalmaznak nevezzik a G grdafban a
legnagyobb tartalmazdsra nézve mazximdlis fiiggetlen csicshalmazt. Ennek méretét a graf
fliggetlenségi szamanak nevezziik és a(G)-vel jeloljiik. Az a(G) méretd figgetlen csucshal-

mazokat a-halmazoknak nevezzik.

1.3.7. Allitas. Tartalmazdsra nézve mazimdlis figgetlen csicshalmaz egyben domindld

halmaz is.
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Bizonyitas. Ha létezik olyan csiics a grafban, mely nem szomszédos a tartalmazasra néz-
ve maximaélis fiiggetlen csticshalmaz egyik cstucsaval sem, akkor ezt a csiicsot a fliggetlen
cstucshalmazhoz véve egy 1j, nagyobb fliggetlen csticshalmazt kapnank. Azonban a tartal-
mazésra nézve maximaélis fliggetlen cstcshalmaz nem bévithets tovabbi csiicesal. Ebb6l
kovetkezik, hogy a grafban minden a tartalmazasra nézve maximalis fiiggetlen csiicshal-
mazon kiviili cstics legalabb egy éllel 6ssze van kotve a tartalmazasra nézve maximalis
fliggetlen csticshalmaz valamely cstcsaval. Tehéat a tartalmazasra nézve maximalis fligget-
len cstcshalmaz minden més cstcsot dominal a grafban, igy ez a csticshalmaz dominald

halmaz is lesz a grafban. [J

1.3.8. Allitas. A G grdfban egy S csicshalmaz tartalmazdsra nézve mazimdlis fiiggetlen

csucshalmaz, akkor és csak akkor, ha S figgetlen és minimdlis domindlo csicshalmaz.

Bizonyitas. Vegyiink egy S, tartalmazasra nézve maximalis fiiggetlen csticshalmazt. Ez
a cstucshalmaz fiiggetlen, és a [1.3.7] allitas alapjan dominal6é halmaz is. Ha S nem lenne
minimalis dominalé halmaz, akkor létezne olyan S’ C S cstucshalmaz, mely dominalé hal-
maz. Azonban S fiiggetlen, igy S’ nem tudna dominélni az S\ S’ # () csticshalmazt. Tehat
ellentmondésra jutottunk, S’ nem lehet dominélo, igy S tartalmazasra nézve maximalis
fiiggetlen cstcshalmaz egyben minimalis dominal6é halmaz is.

A mésik irany bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy S egy fliggetlen és minimalis dominalo
halmaz. Ekkor a dominalé halmaz tulajdonsag miatt minden V' '\ S-beli csiics szomszédos
valamely S-beli csiicesal. Tehat az S fiiggetlen csicshalmaz tovabb nem bévithets a V'\ S

csticshalmazbol, ez azt jelenti, hogy S maximaélisan fiiggetlen csticshalmaz. [

1.4. Fuggetlen dominal6 cstcshalmaz

1.4.1. Definici6. Fiiggetlen dominal6 csticshalmazoknak nevezziik azon csiucshalmazo-

kat, melyek eqyszerre fiiggetlenek és domindlo csiucshalmazok is.

1.4.2. Definici6é. A G grdf fliggetlen dominalasi szama a legkisebb méreti tartalmazdsra
nézve mazimdlis fliggetlen halmaz mérete . Allitds miatt ez eqyben minimdlis domi-
ndlé halmaz is lesz). A G grdf figgetlen domindldsi szamdt i(G)-vel jeloljik. Az i(Q)

méretd tartalmazdsra nézve maximdlis figgetlen halmazokat i(G)-halmazoknak nevezziik.
1.4.3. Allitas. Bdrmely G grdfra i(G) < a(G).

11



Bizonyitas. Az allitas a két fogalom definiciojabol kovetkezik. i(G) a legkisebb méret,

a(G) pedig a legnagyobb méreti, tartalmazasra nézve maximalis fiiggetlen halmaz mérete.

O

1.4.4. Allitas. Bdrmely G grifra v(G) <i(G) < a(G) < T'(G).

Bizonyitas. Az[1.3.8allitas alapjan a tartalmazasra nézve maximalisan fiiggetlen halma-
zok miniméalis dominal6 halmazok. Igy az i(G) és a(G) megegyezik két minimalis dominalé
halmaz nagysagaval, a 7(G) a legkisebb minimalis dominalo, a I'(G) pedig a legnagyobb

minimalis dominal6 halmaz nagysagaval, tehat az egyenlGtlenségek teljesiilnek. [J

1.4.5. Példa. A kovetkezd dbrdn szemléltetjiik a dllitasban szerepld fogalmak eqy-
mdshoz valé viszonydt a Hg hernydgrdfon. Itt v(Hg) = 2, a az . elsd abrajan eqy 2
elemd domindld csiucshalmaz szerepel. i(Hg) = 3, a az mdsodik dbrdjdan eqy 3 csucsbol
allo minimdlis méretd maximdlis fliggetlen, tehdt eqyben domindlo csicshalmaz szerepel.
a(Hg) = 4 = I'(Hg), tehdt a Hg figgetlenségi és felsé domindldsi szdma megegyezik. A
az[1.6 harmadik dbrdjan a grif egy maximdlis méretd mazimdlis fiiggetlen és egyben egy

mazimdalis méretd maximdlis domindlo halmaza ldthato.

1.6. abra. v(Hg) = 2, i(Hg) = 3, a(Hg) = 4 és I'(Hg) = 4 értékeket szemléltetd halmazok

1.5. Irredundans csicshalmaz

A minimalis dominalé halmazok vizsgélata soran megfigyelték, hogy minden cstics a mi-
niméalis dominal6 halmazbo6l dominal olyan csiicsokat, amit a tobbi cstics nem. Ez az

alapgondolata az irredundéns halmazoknak, melyeket Cockayne et al. definidltak el&szor
a [4] cikkiikben.

1.5.1. Definicié. A G grdfban az S CV csicshalmazra és a v € V' csiucsra az S-privat
szomszédsaga a v csicsnak az N[v]\ N[S\ {v}] ecsicshalmaz. Ezt a csicshalmazt pnlv, S]-

sel jeloljiik és mashogyan megfogalmazva azokat a csicsokat tartalmazza, melyek az S-beli
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csucsok kozil csak a v csices dltal domindltak. Tehdt pnjv, S| = {w € V : Nw|NS = {v}}.
Ha pnfv, S| # 0, akkor minden csics a pnlv, S] csticshalmazbol az S-privat szomszédja

lesz a v csucsnak.

1.5.2. Definici6. A G grdfban az S C V' csiucshalmazra és a v € V' csicsra a nyilt S-
privat szomszédsaga a v csicsnak az N(v) \ N(S \ {v}) csicshalmaz. Ezt a csicshalmazt
pn(v, S)-sel jeloljik és mashogyan megfogalmazva azokat a csicsokat tartalmazza, melyek
az S-beli csicsok kézil csak a v-vel szomszédosak. Tehat pn(v,S) ={w € V : N(w)NS =
{v}}. Ha pn(v,S) # 0, akkor minden csics a pn(v,S) csicshalmazbdl az nyilt S-privat

szomszédja lesz a v csucsnak.

1.5.3. Definicioé. A G grdfban az S C 'V csicshalmazra és a v € V' csicsra a pnfv, S]\ S
és a pn(v,S) \ S csicshalmazok megegyeznek, ezeket a v csucs S-kiils§ privat szomszéd-

saganak nevezziik és eps|v, S|-sel vagy eps(v, S)-sel jeliljiik.

1.5.4. Definicioé. A G grafban az S CV csiucshalmazra és av € V csicsra az ipn|v, S| =
pnlv, S]NS és azipn(v, S) = pn(v, S)NS dltal definidlt csicshalmazok kilonbézdek. El6bbi
a S-bels6 privat szomszédsag a v cstcshoz, utobbi pedig a nyilt S-belsd privat szomszédséag

a v cstcshoz.
1.5.5. Megjegyzés. pn[v, S] = ipn[v, S| Uepn[v, S] és pn(v, S) = ipn(v,S) Uepn(v, S).

1.5.6. Definicié. Egy G grdfban az S C 'V csiucshalmaz irredundans, ha minden v € S
csucsra pnlv, S # 0.

1.5.7. Definicié. Egy S irredunddns halmaz maximélis irredundéns halmaz, ha nincs

olyan irredunddns halmaz, amelynek S a részhalmaza.

1.5.8. Definicio. Egy G grdf irredundéans szama, melyet ir(G)-vel jelolink, a legkisebb

mazimdalis irredunddns halmaz mérete.

1.5.9. Definici6. Egy G grif fels6 irredundans szama megegyezik a legnagyobb irredun-

ddns halmaz méretével, jele IR(G).

1.5.10. Példa. A H; hernyogrdf esetén a legkisebb maximadlis irredunddns halmaz 2 csics-
bol all, ir(H;) = 2. Az . bal oldali abrajan megjelolt halmaz irredunddns, hiszen a két
kivdlasztott csics fliggetlen, igy a privdt szomszédsaguk nemiires. 1 csucs még biztosan to-

vdabb bovithetd. A kijelolt két csiucshoz ujabbat véve az 1ij csiucs privdt szomszédsdga része
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lenne a kordabban kivdlasztott két csics szomszédsdganak, tehdt a két csics tovdbb nem
bévithetd, azaz minimdlis méretd maximdlis 1rredunddns halmazt alkot.

Az. Jobb oldali dbrdjdin egy mazximdlis méretd irredunddns halmaz lathato, I R(Hz7) =
5. Ez a halmaz maximadlis méretd, mert ha a két ki nem valasztott csucshalmaz valamelyike
szerepelne az irredunddns halmazban, akkor a vele szomszédos levélcsucsok semelyike sem

szerepelhetne. Hiszen a levélcsics szomszédsdga részhalmaza a kihagyott csics szomszéd-

e S

1.7. 4bra. A H; hernyodgraf minimalis és maximélis méretd maximalis irredundans halma-

saganak.

zal

1.5.11. Allitas. Egy csicshalmaz akkor és csak akkor minimdlis domindldé halmaz, ha

domindlo és maximdlis irredunddns halmaz.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az S csicshalmaz minimalis dominalé halmaz. Ekkor nem
létezik olyan S’ C S, mely szintén dominalé halmaz a miniméalis tulajdonsag alapjan. Igy
minden cstcsra sziikség van a dominalé halmazban. Minden v € S cstcsra pnlv, S| # 0,
mert ha lenne olyan u csics, melyhez tartozo S-privat szomszédség iireshalmaz, akkor ez
a cstics csak olyan csticsokat dominal, melyeket S\ {u} csticshalmaz is dominal. Igy az u
cstcsot S-bdl elhagyva egy tjabb, kisebb dominélé halmazt kapnénk, mely S-nek részhal-
maza. Tehat az irredundéans csticshalmaz definiciojabol kovetkezik, hogy S irredundans
halmaz. S egyben maximaélis irredundéans halmaz is. Ennek oka, hogy N[S] = V| igy S-hez
barmely Gjabb u cstcsot hozzavéve Nu] C N[S], tehat pnfu, S U {u}] = 0.

A masik irdny bizonyitasdhoz feltessziik, hogy S dominal6é és maximalis irredundans
halmaz. Ha létezne olyan S’ C S, ahol S’ dominalé halmaz, akkor legyen v € S\ S'. S
irredundans, igy pn[v, S| # 0, és N[S\ {v}] Npn[v, S] = 0. N[S'] C N[S\ {v}], hiszen a
v ¢ S’. Ebbdl kévetkezik, hogy N[S’] és a nemiires pnlv, S] cstucshalmaz is diszjunktak,
ami azt jelenti, hogy S’ halmaz nem dominal6. Ellentmondasra jutottunk. S dominald
halmazrol belattuk, hogy minimélis dominalé6 halmaz, ezzel igazoltuk az allitds maésik

részét is. [
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1.5.12. Tétel. Domindldasi lanc: Barmely G grifra,

ir(G) < 7(G) <i(Q) < (@) <T(G) < IR(G)

Bizonyitas. A kozépss 4 tag kozotti egyenlGtlenségeket a allitasnal belattam. A
1.5.11} llitas alapjan minden y-halmaz és I'-halmaz, azaz miniméalis nagysdgi minimalis
dominal6 halmaz és maximalis nagysagi miniméalis dominal6 halmaz egyben maximélis
irredundéans halmaz is. ir(G) a legkisebb irredundéns halmaz mérete, tehat teljesiil az elsé
egyenl6tlenség ir(G) és v(G) kozott. IR(G) a legnagyobb irredundéns halmaz, emiatt a
['(G) és IR(G) kozotti egyenlStlenség is teljesiil. O
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2. fejezet

A dominalas fogalmanak megjelenése

A dominalas fogalméat grafokon elsGként Berge alkotta meg 1958-ban, azonban a domi-
nalas, mint gondolat, ennél sokkal kordbbra nytulik vissza. Kr. e. 4. szdzadban a Roémai
Birodalom hatalmas, egymastol tavol fekvd teriiletekkel rendelkezett Europaban, Afrika-
ban és Kis-Azsiaban. I. Konstantin csaszar uralkodésa idején mozgéd hadseregeket alloméa-
soztatott egyes tartoméanyokban a belsé fenyegetések és kiilsg hoditasok ellen. Egy régiot
az ott allomésozd hadseregek biztositottak, mig a hadsereg nélkiili régiokat a szomszé-
dos régiokbol érkezé mozgd hadseregek védték. Konstantin csaszar azonban elrendelte,
hogy mozgé hadsereget nem lehet egy régié védelmére kiildeni, ha ezaltal az eredeti régio
védelme veszélybe keriilne.

Ez a gondolat a dominélas definiciojat vetiti elére. A Romai Birodalom tartomanyai
héarom csoportba voltak sorolhatdak: a hadsereg nélkiiliek, az egy hadsereggel, és a tobb
hadsereggel rendelkezd régiok. Az elgondoléds, hogy minden hadsereg nélkiili tartoméany
legyen szomszédos legaldbb egy, hadsereggel rendelkezé tartoméannyal azt jelenti, hogy
a tartoméanyokat egy graf csicsaiként értelmezve a hadsereggel rendelkezd tartoméanyok
dominaljak a hadsereg nélkiilieket.

A valos fenyegétesek elleni védelmen tul a harcokat, tamadast megjelenitd tablajatékok
is alkalmaztak a dominalés gondolatat. Ilyen példaul a Kr. e. 6. szézadi indiai Chaturanga,
vagy a sakk stratégiai jaték.

1948-ban Max Bezzel, egy német sakkjatékos a kovetkezs kérdést tette fel. Hanyféle-
képpen lehet 8 vezért elhelyezni egy 8 x 8-as sakktabla mezGin tugy, hogy semelyik két
vezér ne tamadhassa egymast, vagyis ne legyen két vezér ugyanazon a soron, oszlopon
vagy atlon? Ezt a kérdést altalanosithatjuk sakktabla helyett n x m-es tablara is, vagy

hasonléan megkérdezhetjiik més sakkfiguraval is.
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Az n x m-es tablat elképzelhetjiik grafként is. A tabla mez6i jelentsék a graf csiicsait.
Az éleket azon csiucsok kozott definialjuk, amiknek megfelel6 mezdk kozott az adott figu-
réaval &t lehet 1épni. A vizsgalt tabla méretétsl és a figuratol fliggben ezekre a grafokra
bevezethetjiik az alabbi jeloléseket: G7*™, G'y*™, G*™, G™, G™, ahol az alsé index
utal a figura kezdgbettjére (vezér, bastya, futd, huszar, kiraly), a fels6 index pedig a tébla
méretére. Az elgbb feltett kérdés atfogalmazhaté az igy elsallitott grafokra. A kérdés valo-
jaban az, hogy legfeljebb hany fiiggetlen cstucs valaszthato ki a grafbol és hanyféleképpen
valaszthatjuk ki a maximalis fiiggetlen cstcshalmazt? A maximaélis fiiggetlen csticshalmaz
egyben dominalé cstcshalmaz is, igy a graf maximaélis fiiggetlen dominélé cstcshalmazéat
szeretnénk meghatarozni.

Az el6z6 kérdés nyoméan tjabb kérdések jelentek meg a témaban.

e Legkevesebb hany vezér helyezhets le egy 8 x 8-as sakktablara gy, hogy minden
mezén alljon egy vezér, vagy tamadva legyen valamely vezér altal?
Grafelméleti megfogalmazésban az a kérdés, hogy a G® grafban mekkora egy mi-
nimélis domindlé halmaz mérete. Errél bizonyitotték, hogy 5, tehat v(G3*®) = 5.

Erre a cstcshalmazra egy példa a abran lathato.

e Hanyféleképpen helyezhet§ le ily moédon 5 vezér a sakktéblara?
Grafelméleti megfogalmazasban hanyféle minimalis dominalé halmaza van a G%}S

grafnak?

e Lehelyezhets-e 5 darab, egymést nem tamado vezér tigy a sakktablara, hogy minden
mezoén alljon egy vezér vagy tamadva legyen legalabb egy vezér altal?
Gréafelméleti megfogalmazéasban létezik-e 5 nagysagu fiiggetlen dominalé halmaza a
G5*® grafnak? Tehat létezik-e olyan minimalis dominalé halmaza a GP*® grafnak,
amely egyben fiiggetlen is, tehat i(GY®) = 57
A valasz igen, a sakktéblara lehelyezett 5 fiiggetlen, dominalé vezérre egy példa
a 210 abran lathato.
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e Nem csak a vezérrel, més sakkfigurdkkal is feltehetGek hasonlod kérdések. Példaul
legkevesebb hény huszéar (vagy futo) sziikséges ahhoz, hogy a sakktébla minden me-
zGjén szerepeljen huszar (vagy futd) vagy tamadva legyen valamely huszar (vagy
futo) altal?

Grafelméleti megfogalmazasban a G5® és G*® grafoknak mi lesz a minimalis do-
minalé halmaz mérete, azaz a grafok dominélasi szama? Bizonyitotték, hogy huszéar
esetén v(G3®) = 12, futd esetén v(GH®) = 8.
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(a) Huszar esetén 12 a dominaléasi szam
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3. fejezet
Pozicids jatékok

A kombinatorikus jatékoknak rengeteg féle valtozatat vizsgaltak. Tekintsiik most azokat
a jatékokat, melyekben két jdtékos jatszik. Adott egy tdbla, ezt tekinthetjiik grafként
is, ahova a jatékosok felvaltva helyeznek le korongokat. Egy jatékos nyer, ha elért egy
bizonyos, el6re rogzitett allast a tablan a korongjaival. Az ilyen tipusi jatékokat pozicios
qatékoknak nevezziik.

Az el6bb definialt pozicids jatékot véges mez&bdl allo tablakon jatsszak. Mivel a lehet-
séges mezGk szama minden 1épésben csokken, ezért ez egy véges jaték. Lehetséges olyan
valtozat, melyben a két jatékos célja megegyezik, és olyan is, melyben kiilonbozik. Ha
mindkét jatékos ugyanazokkal az informéaciokkal rendelkezik a jatékrol, akkor tiokéletes
informdcios jdatékot jatszanak.

Egy stratégiai jaték kimenetelei a kdvetkezdk lehetnek: az egyik jatékos nyer, a masik
veszit, vagy dontetlen helyzetet alakul ki. Ha a jaték végén nem alakulhat ki dontetlen
allas, akkor barmilyen kiindulési helyzet esetén valamely jatékos nyerni, a mésik pedig
vesziteni fog. A jaték egy allasat egy adott pillanatban valamely jatékos szaméra nyerd
dllasnak nevezziik, ha az ellenfél minden lehetséges lépéssorozatara tud tugy reagalni a
jatékos, hogy a végén 6 nyerje meg a jatékot. Méasként megfogalmazva az ellenfél minden
lehetséges 1épésére van olyan lépése a jatékosnak, hogy tovabbra is neki legyen nyerd
allasa. Ez azt jelenti, hogy a jatékosnak nyerd stratégidja van.

A végso allasoktol visszafele haladva minden allasrol eldonthets, hogy onnan melyik
jatékosnak van nyerd stratégiaja. Az esetek szama azonban a téabla méretének névelésével
tul nagy ahhoz, hogy minden allast meghatérozzunk, ezért ennél altalanosabb modszerek-
re van sziikségiink a stratégia meghatarozésahoz. A stratégialopas egy hatékony modszer

valamely jatékos nyerd stratégiajanak bizonyitasara anélkiil, hogy a jaték konkrét lépéseit
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meg kellene hataroznunk. A stratégialopés alapotlete altalaban az, hogy feltételezve egy
gyGztes (vagy dontetlen) f stratégia létezését az egyik jatékos szamara, f segitségével
kialakitunk egy nyerd stratégiat a masik jatékos szdmaéra, igy ellentmondasba titkoziink.
Tehat az egyik jatékosnak nem lehet nyerd stratégiaja, amibdél kovetkezik, hogy az ellen-
felének lesz nyerd stratégiaja.

Az egyik legismertebb poziciés jaték a Hex. Egy 11 x 11-es hatszogekbdl allo tablara
felvaltva helyez le Kezd§ piros, Masodik pedig kék korongokat. A tabla két hatszogmezGje
Osszefiiggd, ha van kozos oldaluk. Kezdd célja egy Gsszefliged, piros korongokbol allo uttal
Osszekotni a tabla felsd és also szélét. Masodik célja pedig egy Osszefiiggs, kék korongokbol
allo uttal Gsszekotni a tabla bal és jobb szélét. A[3.1] abran a Hex jaték egy allasa lathato.

3.1. abra. Hex jaték tablaja

Bevezetek egy altalanosabb megfogalmazést a pozicios jatékokra, ehhez a grafoknal

altalanosabb hipergrafok fogalmat hasznalom.

3.0.1. Definicid. Hipergrafnak neveziink eqy F = (V,H) rendezett pdart, ahol V egy tet-
szdleges halmaz, H pedig a V' részhalmazainak egy csalddja. AV elemeit csiucsoknak, a H

elemeit pedig, melyek eqy vagy tobb csicsot tartalmaznak, hiperéleknek nevezziik.

A pozicios jatékokat a két jatékos célja alapjan csoportosithatjuk.

3.1. Maker-Maker tipust jaték

Az altalanos jaték Maker-Maker verziojaban adott egy F = (V,H) hipergraf, ennek a
csucsal alkotjak a pozicios jaték tablajat. A két jatékos felvaltva vélaszt ki cstucsokat

a hipergrafbol. Az a jatékos nyer, aki el6szor kivalasztja valamely A € H hiperélhez
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tartozo Osszes csucsot a hipergrafbol. A jaték eredménye valamely jatékos gydzelmével,
vagy dontetlennel érhet véget. Az el6bb bemutatott Hex jaték abban kiilonbozik a Maker-

Maker tipusi jatékoktol, hogy ott a két jatékos nyers halmazai kiilonboznek.

3.2. Maker-Breaker tipusu jaték

A hipergrafon definialt Maker-Breaker jatékverzioban ugyantgy adott egy F = (V,H)
hipergraf, amely cstcsai koziil felvaltva valasztanak a jatékosok. A kiilonbség a jatékosok
célja kozott hiazodik. Az egyik, Maker-nek nevezett jatékos akkor nyer, ha kivalasztja
valamely A € H hiperélhez tartozo Gsszes hipercsicsot a hipergrafbol. A masik, Breaker
nevi jatékos akkor nyer, ha ez Maker-nek nem sikeriil. Tehét ebben a jatékban valamely
jatékos mindenképpen nyerni fog, a dontetlen nem lehetséges végkimenetel. Egy Maker-
Maker tipusu jatékot konnyen Maker-Breaker tipustiva alakithatunk a szabalyok apro

valtoztatasaval.

3.3. Avoider-Enforcer tipusa jaték

Az Avoider-Enforcer tipusi jatékverzioban a két jatékos célja kiilonbozik. Avoider nyer,
ha semelyik A € ‘H hiperélnél nem &6 valasztja ki az 6sszes hozza tartozo cstucsot. Enforcer
nyer, ha Avoidernek ez nem sikeriil, igy ebben a jatékban sem lehetséges a dontetlen. En-
forcer célja, hogy rakényszeritse Avoidert olyan 1épésekre, melyek miatt Avoider kénytelen

valamely hiperélhez tartozo Osszes csics kivalasztasara.

3.4. Egyéb variansok

A pozicits jatékok szabalyai modosithatoak ugy is, hogy maguk a célok nem valtoznak,
de a jatékosok sorrendje igen. A jatékosok nem egy az egyhez aranyban, felvaltva, egymas
utan kovetkeznek, hanem Kezdd k db lépése utan Masodik [-et 1ép, majd ezt ismételgetik.
Ez a definicié Gjabb megvalaszolandé kérdésekhez vezetett. Milyen k és [ ardnyok esetén

kinek van nyerd stratégiaja? Hol van a valtas?
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3.5. Jatékok és dominalas kapcsolata

Vannak olyan jatékok, ahol egy adott G graf minimélis dominélé halmazat keressiik. Ez
kevesebb csticcsal rendelkezé grafok esetén gyorsan megy, de altalanosan nem ismert ra
polinom idében futé algoritmus. Ehhez kapcsolodik a kévetkezd jaték.

Két jatékos, Staller és Dominator felvaltva valaszt ki egymaéstol kiilonbozd cstcsokat
egy elére meghatarozott grafbol. A jatékosok csak olyan cstucsokat valaszthatnak, amelyek
legalabb egy, az eddigi cstucsok altal még nem dominélt csticsot dominalnak. Az ilyen
csucsokat kivdlaszthato csucsoknak hivjuk. A jaték akkor ér véget, ha valamely jatékos
nem tud lépni, tehat ha méar nem maradt kivalaszthato csics. Ez azt jelenti, hogy a
jaték végén a jatékosok altal kivalasztott cstcshalmaz dominalé halmazt alkot a grafban.
Dominator célja, hogy a jaték minél kevesebb 1épéshdl érjen véget, Staller célja pedig az,
hogy maximalizalja a jatékban a lépések szamat.

Ha a jatékot Dominator kezdi, akkor a jatékot D-jdtéknak, ha Staller kezdi, akkor

S-jatéknak nevezziik.

3.5.1. Definici6. A jaték dominalasi szama eqy adott G grdfon eqy D-jaték esetén a jdték
sordn a lépések szama, ha mind a két jatékos szamdra optimdlis stratégia szerint jatszik.

Ezt a szamot ~,(G)-vel jeldljiik.

3.5.2. Definicid. A jaték dominalasi szama egy adott G grafon eqy S-jaték esetén a jaték
sordn a lépések szama, ha mind a két jatékos szamdra optimdlis stratégia szerint jatszik.

Ezt a szdmot v, (G)-vel jeldljiik.

sok csak olyan csucsot valaszthatnak a lépéseik sorédn, melyek legalabb egy a cstcstol

kiilonb6z6, eddig még totalisan nem dominalt csticsot dominalnak.

3.5.3. Definicido. A jaték totalis dominélasi szamat egy adott G graf esetén Dominator
kezdésekor 71y (G)-vel, Staller kezdésekor pedig +;,(G)-vel jeldljiik. Ezek a szdmok azt mu-
tatjak meg, hogy az adott jdaték hdany lépésbdl ér véget, feltéve, hogy mind a kettd jdatékos a

szdmdra optimadlis stratégia szerint jdatszik.

Ez a négy bevezetett dominalasi szam minden graf esetén egyértelmd. A [2] kényvben
és a [0 cikkben részletesen foglalkoznak ezzel a tipusi dominalasi jatékkal. Példanak leirok

a konyv 1.3. fejezetébdl néhany alap egyenlStlenséget bizonyitasok nélkiil. Ezek a v4(G) és

22



Y(G) egymashoz val6 viszonyarol, illetve a graf dominalasi és totalis dominalasi szaméaval

valo kapcsolatarol szolnak.
3.5.4. Tétel. Ha G grdf, akkor v(G) < v,(G) < 2v(G) — 1.
3.5.5. Tétel. Ha G grdf izoldlt csics mentes grif, akkor v(G) < v,4(G) < 2%(G) — 1.

3.5.6. Tétel. Ha G grdf izoldlt csics mentes grif, akkor v4(G) < 2v,(G) — 1.
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4. fejezet
Dominalasi jatékok

A szakdolgozatom f6 témaja egy grafokon jatszott kétszemélyes stratégiai jaték, melyet
S. Fiscus, G. Hurlbert, E. Myzelev, T. Pence definiadltak nemrég megjelent cikkiikben [1].
Ezt a jatékot, és az altalunk tovabbfejlesztett két valtozatat a tovabbiakban megvizsgalom

kisebb, specialis grafokon.

4.1. Eredeti verzid a cikkbdl

Adott egy G = (V, E) iranyitatlan, véges graf. A két jatékos, Kezdd és Mdsodik felvaltva
jelolnek ki cstucsokat a grafban. Egy jatékos mindig egy 1j, korabban még senki altal nem
jelolt csucsot valaszthat. A jaték akkor ér véget, amikor a két jatékos altal kijelolt cstcsok
dominalé halmazt alkotnak. Az a jatékos nyer, aki az utolsot 1épi, azaz akinek a lépésével
kialakul egy domindlo csicshalmaz.

A jaték soran a graf csicsai harom csoportba sorolhatoak. A két jatékos altal mar kije-
161t csticsokat kivdlasztott csicsoknak hivjuk. A graf azon csicsait, melyek az adott jaték
soran még nincsenek kivéalasztva, de mar dominaltak valamely szomszédos cstcs altal, dr-
nyékolt csicsoknak nevezziik. A kivalasztott és az arnyékolt csicsok alkotjak egyiittesen
a domindlt csiucsok halmazat. A maradék, se nem kivalasztott, se nem arnyékolt csiicsok-
ra domindlatlan csicsokként hivatkozunk. Az arnyékolt és dominélatlan cstucsokat még

kivalaszthatjuk a jaték soran, igy rajuk szabad csicsokként hivatkozunk.
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4.2. Masodik verzido

Az el6z6 jatékban a konkrét esetek vizsgalatakor "idGhuzasnak" érzédott, ha egy jatékos
olyan arnyékolt mez6t valasztott ki, amely nem dominalt Gjabb, eddig még dominalatlan
mezG6t. Innen jutottunk el ennek a jatéknak az otletéhez.

A masodik verzioban Kezd§ és Masodik szintén felvaltva valaszt ki cstcsokat a grafbol.
Egy tovabbi feltétel az, hogy csak olyan szabad csiicsokat valaszthatnak, melyek domi-
naltta tesznek legalabb egy, eddig még dominalatlan csticsot. A jaték akkor ér véget, ha
a két jatékos altal kivalasztott cstcshalmaz dominélé cstcshalmazt alkot a grafban és

ugyanugy az a jatékos gy6z, aki a 1épésével ezt eléri.

4.3. Harmadik verzio

A harmadik jatékverzioban még jobban korlatoztuk a jatékosok lehetséges lépéseit. Kezds
és Masodik felvaltva valaszt ki a graf cstucsai koziil eddig még domindlatlan cstcsokat,
tehét az arnyékolt csticsok ebben a verzibban nem kivéalaszthatoak. A jaték akkor ér véget,
ha a két jatékos altal kivalasztott csticshalmaz dominal6é halmazt alkot. Az a jatékos nyer,
aki az utolsot lépi.

A kivalasztott csticshalmaz fiiggetlen csticshalmaz is lesz. Ennek oka, hogy semely,
eddig mar kivalasztatott cstics szomszédjat nem valaszthatjuk ki a jaték folyamén. Kovet-
kezményként ebben a jatékverzidoban a két jatékos egy fiiggetlen domindlo csiucshalmazt

valaszt ki.

Az eredeti, és az altalunk tovabbfejlesztett masodik és harmadik jatékverzié nyitott

kérdésein gondolkodtunk. Az eddigi eredményeinket fogjuk a tovabbiakban Gsszefoglalni.

4.4. Esetvizsgalatok

4.4.1. Definicié. k X n-as rdacsgrifnak nevezziik azt a grdfot, melynek csicsai eqy szabd-
lyos, k sorbol és n oszlopbol dllo rdacs pontjai €s két csics kozott pontosan akkor fut él,

ha a hozzdjuk tartozo pontok a rdacsban szomszédosak (eqységnyi tavolsagban helyezkednek

el).

A fent definidlt jatékokra csak specialis grafokon ismert, hogy mely jatékosnak lesz
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nyerd stratégiaja. Az els6 jaték esetében az 1 x n-es racsgrafokra az [I] cikkben ezt meg-

hatarozték:

4.4.2. Tétel (Theorem 9, [1]). Minden n > 2 esetén az elsd jatékban 1 x n-es rdacsgrd-
fokra Kezdd jatékosnak van nyerd stratégidja, ha n pdratlan vagy ha n € {2,6,8,10,12}.
Ha n pdros ésn ¢ {2,6,8,10,12}, akkor Mdsodik jdtékosnak van nyerd stratégidja.

A dolgozat irdsakor a jatékok teljesebb megértése érdekében megvizsgaltam az tjonnan
bevezetett méasodik és harmadik jatékot is kis n-ekre az 1 x n-es racsgrafokon. Az abréakon
a racsgrafokat tablazatként fogom megjeleniteni. A tdblazat mezdi jelolik a graf cstcsait,

az oldalszomszédos mezsk kozott fut él a grafban.

4.4.3. Lemma (Theorem 20, [1]). (2k + 1) x (2n + 1)-es rdcsgrdfok esetén Kezddnek

nyerd stratégidja van mind a hdrom jdatékvdltozatban.

Bizonyitas. Valassza Kezdd elsé 1épésekor a kozéppont cstucsot. Ez egyértelmiien léte-
zik, mert a tablanak pératlan sok oszlopa és sora van. Ezutan Kezd6 a Masodik jatékos
lépéseit tiikrozze kozéppontosan szimmetrikusan, és ezeket a csicsokat valassza. A graf
kozéppontosan szimmetrikus, igy minden, a kozéppont csiicstol eltérd csicsnak létezik
pontosan egy tiikorképcsicsa. A kozépponttol kiilonbozs csiicsok tehat parbaallithatoak.

Alkalmazzuk a stratégialopas modszerét. Tegyiik fel, hogy valahogyan Masodiknak
a Kezdd jatékos ezen stratégiaja mellett nyers stratégiaja van. Nézziik Masodik utolso
lépését, legyen ez u. Ennek az utols6é u csics kivalasztasanak legalabb egy 1j, még domi-
nélatlan cstcsot (legyen ez a d csics) dominélnia kellett. Hiszen ha nem dominéalna senkit,
akkor a Masodik 1épése el6tt kivalasztott csiicshalmaz mar dominélé halmazt alkotna.

Legyen d’ cstcs a d cstcs tiikorképe a grafban. Ekkor a Masodik u valasztasaval nem
dominélhatta d’-t is a grafban. Ennek oka a racsgraf felépitése. Egy nem kozépponti
cstucsnak és a tiikorképcesicsanak a kozos szomszédja a graf kozépponti cstucsan kiviil
mas csics nem lehet. Tovabba a d' cstcsnak vagy valamely szomszédjanak a d dominélasa
el6tt dominalatlannak kell lennie. Ennek oka a lépések szimmetrikussaga, hiszen ha d’ és
az Osszes szomszédja mar dominélt lenne, akkor d-nek is dominalt cstcsnak kellene lennie
a d dominalasa el6tt, ami ellentmondés.

Kezdének az el6bb leirt stratégidja mellett nem nyerheti meg a jatékot Mésodik, tehat

ez a stratégia Kezddnek egy nyers stratégiaja. [
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4.4.1. 1 x n-es eset

Ha n pératlan, akkor teljesiilnek a Lemma feltételei, ezért a stratégialopas miatt
kovetkezik, hogy Kezddnek van nyerd stratégidja.

Ha n paros, az tovabbi vizsgalatot igényel.
A téablazat oszlopaira az ABC bettivel fogunk hivatkozni, a tédblazat sorai kiilénbozé
eseteket jelolnek az 1 x m-es tabldkon. A tablazat mezdibe irt szamok Kezdd és Masodik
altal kivalasztott mezdket, a pontok a kivilasztott mezdk altal arnyékolt mezdket jelolik.

Az 1 x n-es racsgraf szimmetrikus, igy Kezdg 1épéseit elegendd a kozépss csucsig vizsgélni.

e 1 x 2-es eset: Mind a harom jaték esetén az elsd, tetszélegesen kivalasztott cstccsal

nyer a Kezd§ jatékos.

o 1x4-eseset: A tablazat kellGen kicsi, igy mind a harom jatéknal Masodik ugyanazzal
a stratégiaval tud nyerni. Kezd6 A lépésére C-vel, Kezdd B lépésére pedig D-vel
reagal Masodik, ezzel egy két csicsbol all6 domindld csticshalmazt létrehozva a

grafban.

4.1. tdblazat. 1 x 4-es eset

Az esetek vizsgalata soran észrevettiik, hogy a harmadik jatéknal ha Kezdd a tab-
la szélén kezd, akkor a jaték visszavezetGdik egy kisebb, korabban mar vizsgalt
racsgrafra. Tovabba ennél a kisebb esetnél Kezdd és Masodik eredeti szerepe pedig
felcserélédik. Ez a rekurziv gondolatmenet az alapja a kovetkezd lemmanak, amely

néhany esetben megkodnnyiti a harmadik jaték vizsgalatat nagyobb 1 xn-es tablakon.

4.4.4. Lemma. Teqgyiik fel, hogy a harmadik jatékban eqy 1 X n-es tablan Mdsodik-
nak van nyerd stratégidja. Ekkor a harmadik jatékban 1 x (n+2)-es és 1 X (n+3)-as

tablan Kezddnek nyerd stratégidja van.

Bizonyitas. Kezds 1 x (n + 2)-es tablan az A, 1 x (n + 3)-as méreti tablan pedig
a B csucsot valassza ki az elsG 1épéseként. Ekkor az elsé 1épés utan a tabla 1 x n-

es méretiire csokkent, ezen tablan az eredeti jatékhoz képest a két jatékos szerepe
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felcserélodott. Feltettiik, hogy az 1 x n-es tablan Masodiknak van nyers stratégiaja,

igy az eredeti jatékban ezt a szerepet jatszo Kezddnek lesz nyerd stratégiaja. [

1 x 6-0s eset: Mindharom jaték esetén Kezds nyer az A kezdGlépésével. Ha Masodik
B lépéssel (ez csak az els6 és masodik jatékban megengedett), vagy C, D, E vagy F
lépéssel folytatja a jatékot, legalabb 1, de legfeljebb 3, egymas melletti mez& marad
a lépése utan dominalatlanul. Egy, kettd, vagy harom szomszédos mezét Kezds egy
lépéssel tud dominalni, igy Kezdének van nyerd stratégidja. A harmadik tipusia jaték

Tz 2

esetén a Lemma alkalmazhat6, ami szintén igazolja Kezdd nyerd stratégiajat.

B|C|D|FE|F
2.

il el e e I
N

4.2. tablazat. 1 x 6-o0s eset

1 x 8-as eset, els6 jatékverzio: Ezen a tdblan mar nem ugyantugy viselkedik a harom
jatéktipus. Az els6 jatékverzid esetén Kezddnek van nyerd stratégiaja a B kezdd-
lépéssel. Az els6 1épés utan 5 dominalatlan, egymés melletti mez6 marad a tablan.
Az 5 mez§ koziil ha a két-két széls6t valasztja Méasodik, akkor Kezdd a harmadik
lépésével befejezi a jatékot és nyer.

Ha Masodik az 5 mez6 koziil a kdzépsst, tehat F-et valasztja, akkor Kezdd A-ra 1ép.
A két dominalatlan mezd koziil igy Masodik pontosan egyet mindenképpen domi-
nalni fog, igy Kezdd be tudja fejezni a jatékot.

Ha Masodik az A vagy C mez6k valamelyikét valasztja, Kezdd kivalasztja C-t vagy
A-t. Ezzel eléri, hogy a jatékban a lépése utan 4 egymas melletti dominélatlan mezé
maradjon. Ezt a 4 mez6t Masodik egy 1épésbdl nem tudja dominalni, de Masodik
lépése utan legalabb egy mezd mar dominalttéd valik a 4-bél, igy Kezdé be tudja
fejezni a jatékot és nyer.

Megvizsgaltam Kezdé B lépésére Masodiknak minden lehetséges valaszlépését és
semelyik esetben nem tudta megnyerni a jatékot, tehat Kezdének van nyerd straté-

gidja.
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4.3. tablazat. 1 x 8-as eset, els§ jatékverzio

e 1 x 8-as eset, masodik jatékverzidé: Masodiknak van nyerd stratégidja. Ha Kezdd
az A mezén kezd, Masodik a H-val folytatja a jatékot. Igy marad két arnyékolt mezé
altal hatarolt négy, osszefiiggs, dominalatlan mezs. Ezeket egy lépéssel nem, de két
mez6 kijelolésével mar biztosan dominaltta teszik a jatékosok, igy ebben az esetben
Maésodik jatékos nyerne.

Ha Kezdd a B mezén kezd, akkor a jatékosok méar nem vélaszthatjak az A mez6t
a masodik jaték szabdlyai szerint. Méasodik valassza az F mez6t, igy két, diszjunkt,
egy dominalatlan mez6bdl &ll6 dominalatlan rész marad a tablan. Ezt a két részt
a jatékosok felvaltva dominaljak, hiszen egy jatékos egy lépésében a dominalatlan
mezdk szama legalabb eggyel csokken, és ebben az esetben nem dominalhatd egy-
szerre mind a kettd dominalatlan mezs. Igy Masodik jatékos nyerne.

Ha Kezd6 a C mezén kezd, akkor Masodik vélassza az F mez6t. Ezzel a D és E
mez6 mar nem kivalaszthatd mezévé valtozik és csak két, egymastol fiiggetlen domi-
nalatlan mez6 marad a tablan az el6z6 esethez hasonloéan, amit a jatékosok felvaltva
dominéalnak.

Ha Kezdé a D mezén kezd, akkor Masodik valassza az E mez&t. Ezzel a tablat szim-
metrikussa tette, igy Masodik tudja tiikrozni innentél kezdve Kezdé 1épéseit, igy a
jatékot 6 nyerné.

A Kezdé jatékos E, F, G vagy H kezd&lépése a tabla szimmetridja miatt megegyezik
a D, C, B vagy A kezdésekkel. Igy Kezd6 minden kezdslépésére tud Masodik tgy

reagélni, hogy neki legyen nyeré stratégiaja.
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A/B|C|D|F|F|G|H
1 2.
1 2.
1 2.
1. ]2

4.4. tablazat. 1 x 8-as eset, mésodik jatékverzio

e 1 x 8-as eset, harmadik jatékverzio: Ebben a verzidban is Méasodiknak van nyerd
stratégiaja. Ha Kezd6 az A (vagy B) mezén kezd, dominaltta teszi az A és B mez6t
(vagy A, B és C mez6t), igy visszavezeti a jatékot az 1 x 6-os (vagy 1 x 5-0s)
jatékverziora. Mind az 1 x 6-os, mind az 1 X 5-0s esetben Kezdének van nyerd
stratégiaja, de a szerepek felcserélédtek, igy az 1 x 8 jatékot A vagy B kezdéssel
Masodik jatékos nyerné.

Ha Kezds a C mez6n kezdene, akkor a lépése utdn egy 1 mez6bdl és egy 4 mez6bdl
all6 rész maradna a tablaboél dominalatlanul. Az 1 mez6bol allo részt pontosan 1
lépésbdl, a 4 mezsbdl 4llo részt pontosan 2 1épésbdl (mert 1 mezd nem domindlja
a 4 mez6t, 3 diszjunkt mezé viszont nem kivalaszthatoé a 4 mezd koziil) allna. Igy
a jaték pontosan 3 lépés miulva ér véget, tehat Masodiknak van ebben az esetben
nyer$ stratégiaja.

Ha Kezd6 a D mezén kezdene, akkor a 1épése utan egy 2 mez6bdl és egy 3 mez&bol
allo rész maradna a dominalatlanul. A 2 mez6 dominélasahoz pontosan 1 1épés, a 3
mez§ dominalédsahoz pedig 1 vagy 2 lépés kell. Masodik akkor nyer, ha a kezdélépés
utan paratlan sok 1épésbdl ér véget a jaték, igy a 3 mez6 kozil a szélsére téve
(példaul H mezot valasztva) eléri, hogy a 3 mez&bdl allo részt 2 1épésbdl dominaljak
a jatékosok. Tehat ebben az esetben is Masodiknak van nyerd stratégiaja.

Az E, F, G és H kezdés a tabla szimmetridja miatt megegyezik a korabban vizsgélt
esetekkel, igy az 1 x 8-as tablan a harmadik jatékverzioban Masodiknak van nyerd

stratégiaja.

Készitettiink egy Osszefoglald tablazatot a vizsgalt esetekben a harom jaték viselkedé-

sérol:
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Tablaméret 1. jaték 2. jaték 3. jaték
1x2 Kezdé nyer Kezdé nyer Kezdé nyer
1x3 Kezdé nyer Kezdé nyer Kezdé nyer
1x4 Masodik nyer | Masodik nyer | Méasodik nyer
1x5 Kezdé nyer Kezdé nyer Kezdé nyer
1x6 Kezdé nyer Kezdé nyer Kezdé nyer
1x7 Kezd6 nyer Kezd6 nyer Kezdé nyer
1x8 Kezd6 nyer | Masodik nyer | Méasodik nyer

1 x(2k+1) | Kezds nyer Kezds nyer Kezds nyer

4.5. tablazat. Osszefoglalo kis 1 x n-es racsgrafokra

4.4.5. Megjegyzés. A mdsodik és a harmadik verzioban még az 1 X n-es tdbldzat esetén
sem ismert tetszdleges n-re, hogy kinek van nyerd stratégidja. Mi az eldzdekben csak izelitot

adtunk abbol, hogy a jatékok madr kis tdbldn is mdshogy tudnak viselkedns.

4.4.6. Kérdés. Vajon igaz, hogy a masodik és harmadik jatékndl egy adott tabldn mindig

ugyanaz lesz a jdaték kimenetele?

4.4.7. Megjegyzés. 2x3-as racsgrafra mdr mds a mdsodik és harmadik jaték kimenetele.
Ha Kezdd a tdbla valamely sarkdaba rak, Mdsodik maindkét jdaték esetén a wvele dtellenes
sarokba rakva megnyeri a jatékot. Azonban ha Kezdd kozépre, példdul B1-re rak kezdésként,
az masodik jatékban Mdsodik B2-re rakva befejezi a jdatékot, de a harmadik jatékban ez nem
lehetséges lépés. A harmadik jatékban a jatékosok csak a domindlatlan, tehdt A2 és C2

mezokre rakhatnak. Ebben az esetben tehdt Kezdd nyeri a jatékot.

A|B|C A|B|C
.- ] 1] - 1.0 -1
2.0 - | 2. - 2,120 - |3

4.6. tablazat. Masodik jaték 4.7. tablazat. Harmadik jaték

4.4.8. Kérdés. Vajon igaz, hogy a mdsodik és harmadik jatékndl eqy adott tabldn mindig

ugyanaz lesz a jaték kimenetele az 1 X n-es tdabldkon?
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5. fejezet
Osszegzés, tovabbi nyitott kérdések

A dolgozatban definidltam az eredeti és két tjabb kétszemélyes dominalasi jatékot grafo-
kon. Megmutattam par kis racsgraf esetén, hogy mely jatékosnak van nyerd stratégidja
mindhéarom jaték esetén. A szakdolgozatra késziilés kozben gondolkodtam azon a nyitott
kérdésen, hogy mi torténik a 2 x n-es esetekben. Ha n péaratlan, akkor stratégialopas miatt

Kezdének van nyerd stratégiaja. Ha n paros, azt megoldana az [I] cikk kévetkezd sejtése:

5.0.1. Sejtés (Conjecture 23, [1]). Ha k,m > 1 és k-m pdros, akkor az elsd jatékndl

2

a k X m-es rdcsgrdf esetén Mdsodiknak van nyerd stratégidja.

Sikeriilt azonban megcéfolni a sejtést, s6t a 2 X n-es esetet teljesen megvélaszolni, &m
ezeket az eredményeket egy TDK dolgozat forméajaban fogom kozzétenni.

Altalanos racsgrafokra csak specialis k x n esetén ismert, hogy kinek lesz nyerd stra-
tégiaja.
5.0.2. Kérdés. Vajon a hdrom jdatékban mi mondhato el dltaldnos esetben a k X n-es

racsgrafokon? Mely jdatékosnak lesz nyerd stratégidja?

A szakdolgozatomban kifejezetten a racsgrafokra koncentraltam. A jaték azonban al-

talanos grafokon definialt.

5.0.3. Kérdés. Van-e az dltaldnos grdafoknak olyan tulajdonsdga, amely meghatdrozza,
hogy mely jatékosnak lesz nyerd stratégidja? Milyen specidlis, kénnyebben kezelhetd grd-
fokon érdemes még vizsgdlni a jdtékot és ott milyen 1jabb eredmények érhetdk el (pl.
fagrdafokon)?
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