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Köszönetnyilvánítás
Ezúton szeretném kifejezni őszinte köszönetemet mindazoknak, akik segítségemre
voltak szakdolgozatom elkészítésében.

Hálával tartozom témavezetőmnek, Tarcsay Zsigmondnak a dolgozat elkészítésé-
ben nyújtott segítségért.

Nagyon köszönöm a családomnak és a barátnőmnek, hogy tanulmányaim során
mindvégig kitartóan támogattak.
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1. fejezet

Bevezetés

A funkcionálanalízis egyik alapvető kérdése, hogy adott struktúrával ellátott terek
között ható, a struktúrát megtartó leképezések milyen formát vesznek fel. Különösen
gazdag területet jelentenek a normált terek közti izometriák, azaz távolságtartó
leképezések. A klasszikus Mazur–Ulam tétel szerint valós normált terek között
minden szürjektív izometria szükségképpen affin, vagyis előáll, mint egy lineáris
operátor eltoltja. Tehát a szürjektív izometriák, metrikus természetük ellenére
lényegében lineáris objektumok. A szürjektivitás feltétele általában nem hagyható el,
de ha a céltér bizonyos geometriai feltételeknek eleget tesz, akkor igen.

Szintén érdekes útra vezet a lokális izometriák vizsgálata. Mankiewicz [5] írásában
adott módszert a gömbök közötti izometriák kiterjesztésére. A Skót könyv megol-
datlan 155. problémája azt kérdezi, hogy az olyan bijekciók, amelyekre lokálisan
teljesül az izometrikus tulajdonság, vajon globálisan is izometrikusak-e? Pozitív
válasz csak extra feltételek mellett ismert, Michiya Mori [4]-ben szeparábilis terekben
ad eredményt.

Speciális függvényterekben az izometriák még konkrétabb alakot vesznek fel,
amelyek az alapul fekvő tér sajátosságait is tükrözik. A Banach–Stone-tétel szerint
folytonos függvényterek lineáris izometriái az alapterek homeomorfizmusával vett
kompozíció és egy egységnyi abszolútértékű függvény szorzata. A Banach–Lamperti
tétel Lp terek lineáris izometriáit egy úgynevezett reguláris halmazizomorfizmus által
indukált kompozíció és egy megfelelő súlyfüggvény szorzataként írja le.

A dolgozat fő célja tehát, hogy áttekintést adjon a különböző típusú normált terek
izometriáinak kanonikus alakjáról, bemutassa a fontosabb klasszifikációs tételeket,
és ezek módosulatait, nem szürjektív, vagy lokális feltételek mellett.
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2. fejezet

Előismeretek

Elsőként gyűjtsük össze a dolgozatban felhasznált és annak megértéséhez szükséges
jelöléseket, alapfogalmakat és eredményeket.

2.1. Definíció. Legyenek (X, dX) és (Y, dY ) metrikus terek. Egy f : X → Y
leképezés izometria, ha tetszőleges x, y ∈ X pontokra

dX(x, y) = dY (f(x), f(y)).

Megjegyzés. A fenti definícióból közvetlenül adódik, hogy egy izometria injektív és
folytonos. Emellett megőrzi a Cauchy sorozatokat, tehát bijektív izometria mellett,
a kiindulási és képtér teljessége ekvivalens.

2.2. Definíció. Legyenek X, Y valós vektorterek. Az f : X → Y függvényt affinnek
nevezzük, ha

f(tx+ (1 − t)y) = tf(x) + (1 − t)f(y)
minden x, y ∈ X és t ∈ [0, 1] esetén.

2.3. Tétel (Baire-kategória tétel). Teljes metrikus tér nem áll elő megszámlálható
sok sehol sem sűrű zárt halmaz uniójaként.

2.4. Tétel (Hahn-Banach). Legyen E normált tér, E0 ⊆ E lineáris altér és f0 ∈ E∗
0

folytonos lineáris funkcionál. Ekkor létezik olyan f ∈ E∗ folytonos lineáris funkcionál,
amely kiterjeszti f0-t és amelyre ∥f0∥ = ∥f∥.

2.5. Lemma (Urysohn). Legyen X kompakt Hausdorff (vagy általánosabban nor-
mális) topologikus tér, A,B ⊂ X nemüres, diszjunkt, zárt halmaz. Létezik folytonos
f : X → [0, 1] függvény, melyre f(A) = {0} és f(B) = {1}.
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3. fejezet

Mazur–Ulam tételkör

A klasszikus Mazur–Ulam tétel normált terek közti izometriák kanonikus alakjával
foglalkozik. A tétel szerint valós normált terek között egy bijektív izometria előáll úgy,
mint egy lineáris izometria és egy eltolás kompozíciójaként, vagyis ún. affin leképezés.
Ebben a fejezetben ennek a tétel bizonyításával foglalkozunk, illetve megvizsgálunk
olyan eseteket, ahol nem szükséges feltennünk a kérdéses izometria bijektivitását,
hogy affin függvényhez jussunk.

3.1. Állítás. X és Y valós vektorterek, f : X → Y függvény. Ekkor f akkor és csak
akkor affin, ha létezik egy T : X → Y lineáris operátor és egy b ∈ Y vektor úgy, hogy

f(x) = Tx+ b, (x ∈ X).

Bizonyítás. Ha f előáll f(x) = Tx+ b alakban, akkor bármely x, y ∈ X és t ∈ [0, 1]
mellett

f(tx+ (1 − t)y) = T (tx+ (1 − t)y) + b

= t(Tx+ b) + (1 − t)(Ty + b)
= tf(x) + (1 − t)f(y),

vagyis f affin függvény. Megfordítva, tegyük fel, hogy f affin függvény, és legyen

T (x) := f(x) − f(0), (x ∈ X).

Ekkor f(x) = T (x) + f(0) miatt elegendő megmutatni, hogy T lineáris. Vegyük
észre, hogy T is affin függvény és T (0) = 0, emiatt bármely t ∈ [0, 1] szám és x ∈ X
vektor esetén

T (tx) = tT (x).
Most legyenek x, y ∈ X, ekkor

T (x+ y)
2 = T

(
x+ y

2

)
= T (x) + T (y)

2 ,

vagyis T additív. Ebből teljes indukcióval következik, hogy T (nx) = nT (x) minden
n ∈ N természetes számra és x ∈ X vektorra. Ha most λ ≥ 0, akkor előáll λ = n+ t
alakban, ahol n ∈ N és t ∈ [0, 1], tehát

T (λx) = T (nx+ tx) = nT (x) + tT (x) = λT (x).
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Ha pedig λ < 0, akkor −λ > 0 és

T (λx) = T ((−λ)(−x)) = −λT (−x) = λT (x),

mert 0 = T (x+ (−x)) = T (x) + T (−x). Tehát megmutattuk, hogy T (λx) = λT (x)
minden λ ∈ R, valamint, hogy T (x+ y) = T (x) + T (y), tehát T lineáris.

3.2. Lemma. Legyenek X, Y valós vektorterek, f : X → Y folytonos függvény. Ekkor
f pontosan akkor affin, ha tetszőleges x, y ∈ X vektorra

f
(
x+ y

2

)
= f(x) + f(y)

2 .

Bizonyítás. A folytonosság miatt elegendő megmutatni, hogy

f(tx+ (1 − t)y) = tf(x) + (1 − t)f(y)

teljesül, minden x, y ∈ X vektorra és t ∈ [0, 1] diadikus számra, vagyis, minden
n ∈ N természetes számra, k, l ∈ N, k + l = 2n esetén

f

(
kx+ ly

2n

)
= k

2n
f(x) + l

2n
f(y). (3.1)

Ezt teljes indukcióval tesszük, az n = 1 eset épp a feltétel. Tegyük fel, hogy (3.1)
fennáll valamely n-re tetszőleges k, l ∈ N, k+l = 2n mellett. Legyen most k+l = 2n+1.
Ha k és l párosak, írjuk őket k = 2i, l = 2j alakban. Ekkor i + j = 2n, így az
indukciós feltevésből

f

(
kx+ ly

2n+1

)
= f

(
ix+ jy

2n

)
= i

2n
f(x) + j

2n
f(y) = k

2n+1f(x) + l

2n+1f(y).

Ha k és l páratlan, legyen k = 2i+ 1 és l = 2j − 1, valamint

u := ix+ jy

2n
, v := (i+ 1)x+ (j − 1)y

2n

Ekkor az indukciós feltevés szerint

f(u) = i

2n
f(x) + j

2n
f(y), f(v) = i+ 1

2n
f(x) + j − 1

2n
f(y).

Másrészt a feltétel szerint

f

(
kx+ ly

2n+1

)
= f

(
u+ v

2

)
= f(u) + f(v)

2 = k

2n+1f(x) + l

2n+1f(y),

tehát (n+ 1)-re is teljesül (3.1).

Most már készen állunk a Mazur–Ulam tétel bizonyítására.

3.3. Tétel (Mazur–Ulam). Legyenek X és Y valós normált terek, f : X → Y bijektív
izometria. Ekkor f affin függvény.
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Bizonyítás. Elég megmutatnunk, hogy tetszőleges x, y ∈ X esetén

f
(
x+ y

2

)
= f(x) + f(y)

2 .

Jelölje egy korlátos C ⊂ X halmaz átmérőjét

δ(C) := sup{∥u− v∥ : u, v ∈ C}.

Legyen

z := x+ y

2 , z′ := f(x) + f(y)
2 , d := ∥x− y∥ = ∥f(x) − f(y)∥,

és definiáljuk a következő halmazokat:

C1 := B

(
x,
d

2

)
∩B

(
y,
d

2

)
. (3.2)

Induktívan legyen

Cn+1 :=
{
u ∈ Cn : Cn ⊆ B

(
u,
δ(Cn)

2

)}
, (n ≥ 1).

Hasonlóan
C ′

1 := B

(
f(x), d2

)
∩B

(
f(y), d2

)
,

C ′
n+1 :=

{
u ∈ C ′

n : C ′
n ⊆ B

(
u,
δ(C ′

n)
2

)}
, (n ≥ 1).

Megmutatjuk, hogy
∞⋂

n=1
Cn = {z}.

Tudjuk, hogy z ∈ C1, és tegyük fel, hogy z ∈ Cn. C1 középpontosan szimmetrikus
z-re, így induktívan a többi Cn is, vagyis

x ∈ Cn ⇐⇒ 2z − x ∈ Cn.

Tehát ha x ∈ Cn, akkor

2∥z − x∥ = ∥z − (2x− z)∥ ≤ δ(Cn),

azaz z ∈ Cn+1. Emellett

δ(Cn+1) ≤ δ(Cn)
2 ≤ · · · ≤ δ(C1)

2n
,

miatt a metszet legfeljebb egy pont lehet. Hasonlóan kapjuk, hogy
∞⋂

n=1
C ′

n = {z′}.
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Izometrikusság miatt,

u ∈ C1 ⇐⇒ ∥u− x∥ ≤ d/2 és ∥u− y∥ ≤ d/2
⇐⇒ ∥f(u) − f(x)∥ ≤ d/2 és ∥f(u) − f(y)∥ ≤ d/2
⇐⇒ f(u) ∈ C ′

1,

továbbá
Cn ⊆ B

(
u,
δ(Cn)

2

)
⇐⇒ f(Cn) ⊆ B

(
f(u), δ(Cn)

2

)
.

Tehát indukcióval kapjuk, hogy

f(Cn) = C ′
n

minden n-re, speciálisan

f

( ∞⋂
n=1

Cn

)
=

∞⋂
n=1

C ′
n,

azaz
f(z) = z′.

Megjegyzés. Ha a feltételek egyikét elhagyjuk, már nem érvényes a tétel. Például, az

f(z) = z (z ∈ C)

függvény szürjektív C → C izometria, de nem affin komplex értelemben. Hasonlóan,
a

g : R → R2, g(x) =
(x, 0), x ≥ 0,

(0,−x), x < 0

függvény egy nem szürjektív izometria az ∥(u, v)∥ = |u| + |v| normával, de nem affin.
Vannak azonban olyan terek, ahol a szürjektivitás feltétele elhagyható.

3.4. Definíció. Azt mondjuk, hogy egy X valós normált tér szigorúan konvex, ha
az egységgömb egy szakasza a végpontokat leszámítva a gömb belsejében van, azaz,
tetszőleges x, y ∈ X, x ̸= y ∥x∥, ∥y∥ ≤ 1 esetén, a

λ(t) := tx+ (1 − t)y (t ∈ (0, 1))

nyílt szakasz minden pontjára, ∥λ(t)∥ < 1.

Példák:

• A Hilbert-terek szigorúan konvexek, a paralelogramma-azonosság miatt.

• Lp és ℓp, ha 1 < p < ∞ szigorúan konvex, a Minkowski-egyenlőtlenség miatt.

• ℓ1 nem szigorúan konvex, mert e1, e2 egységvektorok, de
∥∥∥ e1+e2

2

∥∥∥
1

= 1.

• ℓ∞ nem szigorúan konvex,
∥∥∥ (1,1,0,... )+(1,−1,0,... )

2

∥∥∥
∞

= 1.
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• C(K) a szuprémumnormával nem szigorúan konvex, ha K-nak legalább két
pontja van.

3.5. Állítás. Egy Y valós normált tér pontosan akkor szigorúan konvex, ha tetszőleges
X valós normált tér esetén minden f : X → Y izometria affin.

Bizonyítás. Belátjuk, hogy Y pontosan akkor szigorúan konvex, ha minden y1, y2 ∈ Y
pontra teljesül, hogy

{z ∈ Y : ∥z − y1∥ = ∥z − y2∥ = 1
2∥y1 − y2∥} =

{
y1 + y2

2

}
. (3.3)

Tegyük fel, hogy Y szigorúan konvex és y1, y2, z ∈ Y olyanok, hogy

∥z − y1∥ = ∥z − y2∥ = 1
2∥y1 − y2∥ = d.

Vegyük az
u := y1 − z

d
, v := z − y2

d

egységvektorokat. Ekkor ∥u+v
2 ∥ = 1, ezért a szigorú konvexitás miatt u = v, tehát

y1 − z = z − y2.
Most tegyük fel, hogy Y nem szigorúan konvex. Ekkor létezik u ≠ v, ∥u∥ = ∥v∥ = 1,
hogy ∥u+v

2 ∥ = 1. Ha most y1 = u, y2 = −v, akkor z = 0-ra:

∥y1∥ = ∥y2∥ = 1
2∥y1 − y2∥ = 1, de y1 + y2

2 ̸= 0.

Tehát, ha Y szigorúan konvex, a (3.3) egyenlőségből látszik, hogy minden f : X → Y
izometria felezőponttartó, hiszen tetszőleges x1, x2 ∈ X, m = x1+x2

2 esetén

∥f(m) − f(x1)∥ = ∥f(m) − f(x2)∥ = 1
2∥f(x1) − f(x2)∥ ⇒ f(m) = f(x1) + f(x2)

2 .

Másfelől, ha Y nem szigorúan konvex, akkor létezik y1, y2, z ∈ Y , amikre z ̸= y1+y2
2 ,

de
∥z − y1∥ = ∥z − y2∥ = 1

2∥y1 − y2∥.

A következő konstrukció példa olyan f : R → Y izometriára, ami nem affin: Legyen
d := 1

2∥y1 − y2∥,

f(t) :=
z + ty1−z

d
, t ≥ 0,

z + ty2−z
d
, t < 0.

Ekkor f valóban izometria, azonban

f(0) = z ̸= f(1) + f(−1)
2 = z + y1 − y2

2d ,

tehát f nem affin.
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Lokális izometriák
Ebben a részben lokális izometriákkal, azaz olyan függvényekkel foglalkozunk, amik
minden pont egy környezetében izometrikusak. Megnézzük, hogy az ilyen függvé-
nyekre milyen körülmények között teljesül globálisan is az izometrikus tulajdonság.
Az alábbi tétel egy általánosítása a Mazur–Ulam tételnek gömbök közötti izometriák
esetén.

3.6. Tétel. [Mankiewicz] Legyen X, Y valós normált tér, BX(x0, r) ⊂ X, BY (y0, r) ⊂
Y , és

f : BX(x0, r) → BY (y0, r)
szürjektív izometria. Ekkor létezik egy egyértelmű F : X → Y szürjektív affin izomet-
ria, melyre

F |BX(x0,r) = f.

A bizonyításhoz előbb szükségünk lesz a következő lemmára.

3.7. Lemma. Legyen x0 ∈ X, r > 0, B(x0, r) ⊆ D ⊆ X, g : D → X izometria,
melyre g(x) = x minden x ∈ B(x0, r)-re. Ekkor g(x) = x minden x ∈ D∩B(x0, 2r)-re
is.

Bizonyítás. Legyen x1 ∈ D ∩ B(x0, 2r) tetszőleges pont. A Mazur–Ulam-tétel
bizonyításánál használt gondolatmenetet ismételjük meg az x = x0, és y = x1
pontokra. Definiáljuk a Cn és C ′

n halmazokat a (3.2) formulának megfelelően.
Továbbra is teljesül, hogy

∞⋂
n=1

Cn =
{
x0 + x1

2

}
,

valamint
∞⋂

n=1
C ′

n =
{
g(x0) + g(x1)

2

}
.

Vegyük észre, hogy Cn ⊆ C1 ⊆ B(x0, r) ⊆ D, ahol g izometria, ezért ismét fennáll,
hogy g(Cn) = C ′

n. Így kapjuk, hogy

g
(
x0 + x1

2

)
= g(x0) + g(x1)

2 = x0 + g(x1)
2 .

Ugyanakkor x0+x1
2 ∈ B(x0, r), ezért

g
(
x0 + x1

2

)
= x0 + x1

2 ,

tehát g(x1) = x1.

A Mankiewicz-tétel bizonyítása. Legyen x, y ∈ B(x0, r/2), Cn és C ′
n, mint (3.2).

Ekkor C1 ⊆ B(x0, r), hiszen ha u ∈ C1, akkor

∥u− x0∥ ≤ ∥u− x∥ + ∥x− x0∥ ≤ ∥x− y∥
2 + ∥x− x0∥ ≤ r.
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Tehát f |B(x0,r/2) affin, ami egyértelműen kiterjed F : X → Y affin függvénnyé. Innen
az előző 3.7 lemmát alkalmazva a

g(x) := F−1 ◦ f

leképezésre kapjuk, hogy f(x) = F (x).
Probléma (Scottish Book, 155. probléma). Legyenek X és Y valós Banach-terek,
f : X → Y bijektív lokális izometria, azaz minden X-beli pontnak van olyan Ux

környezete, ahol f |Ux izometria. Teljesül-e ekkor, hogy f globálisan is izometria?
A Skót könyv fenti problémáját Mazur és Sternbach tűzte ki 1936 november

18-án. A problémának csak részleges megoldása ismert, extra feltételek mellett. Az
alábbiakban megvizsgálunk két egyszerű feltételt.
3.8. Állítás. Ha a kérdéses f bijekció inverze folytonos, vagyis f homeomorfizmus,
akkor f izometria.

Ilyenkor f−1 szintén lokális izometria, hiszen ha x-hez adott B(x, r) környezet,
ahol f izometria, akkor f−1 izometria f(B(x, r))-en, tehát ez jó környezet lesz
f(x)-hez.

Legyenek x, y ∈ X tetszőleges pontok és tekintsük a

γ(t) = x+ t(y − x), t ∈ [0, 1]

szakaszt. Ekkor a γ([0, 1]) kompakt halmaz lefedhető véges sok olyan gömbbel,
amelyeken az f függvény izometria. Vegyünk egy olyan

0 = t0 < t1 < · · · < tn = 1

partíciót, ahol a [γ(ti−1), γ(ti)] szakasz része egy-egy ilyen gömbnek. Ekkor

∥f(x) − f(y)∥ ≤
n∑

i=1
∥f(γ(ti)) − f(γ(ti−1))∥ =

n∑
i=1

∥γ(ti) − γ(ti−1)∥ = ∥x− y∥.

Hasonlóan f−1-ből indulva, kihasználva, hogy f−1 szintén lokális izometria, megkap-
juk, hogy

∥x− y∥ ≤ ∥f(x) − f(y)∥.
Megjegyzés. Ha X és Y véges dimenziós, akkor egy f : X → Y folytonos bijekcióra
automatikusan teljesül, hogy homeomorfizmus, így minden lokális izometria egyben
izometria is.
3.9. Állítás. Amennyiben Y szigorúan konvex, akkor f izometria, sőt, ilyenkor nem
szükséges feltennünk, hogy f bijekció.
Bizonyítás. Legyen x, y egy olyan gömbben, ahol f izometrikus. Az 3.5 állítás szerint
ekkor

f
(
x+ y

2

)
= f(x) + f(y)

2 ,

tehát f lokálisan affin. Vegyünk egy x0 ∈ X pontot és annak olyan környezetét, ahol
f affin, és legyen F ennek kiterjesztése. Tetszőleges y ∈ X ponthoz tekintsük az
[x0, y] szakaszt és annak véges fedését olyan nyílt gömbökkel, ahol f -ről tudjuk, hogy
affin. Ekkor az egymást követő halmazok metszete nem üres, tehát a rajtuk vett affin
függvények megegyeznek, így F mindenhol megegyezik az eredeti függvénnyel.
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A 155. probléma szeparábilis térben
Most bemutatjuk Michiya Mori eredményét a skót könyv ezen problémájával kapcso-
latban. (ld. [4])

3.10. Tétel. Legyenek X és Y valós Banach-terek, X szeparábilis, f : X → Y
szürjektív lokális izometria. Ekkor f : X → Y izometria.

Bizonyítás. Először keresünk olyan U ⊂ X halmazt, ahonnan a függvény egyértel-
műen kiterjeszthető izometriaként, majd megmutatjuk, hogy a kiterjesztett függvény
mindenhol megegyezik az eredetivel.

Egy x ∈ X ponthoz legyen εx > 0 olyan, hogy f |B(x,εx) izometria. Itt f izometri-
aként megtartja a Cauchy-sorozatokat, és a limeszeket. Tehát, mivel B(x, εx) teljes,
így f(B(x, εx)) ⊂ Y is az, ezért zárt.

⋃
x∈X

B(x, εx)

nyílt fedése X-nek. Egy szeparábilis tér Lindelöf, tehát választható megszámlálható
fedés. Legyen

X =
⋃

n∈N
B(xn, εxn).

Ekkor f szürjektivitása miatt (
f(B(xn, εxn))

)
n∈N

megszámlálható zárt fedése Y -nak. A Baire-kategóriatétel szerint létezik m, hogy
f(B(xm, εxm)) belseje nem üres. Legyen

B(y0, r) ⊆ f(B(xm, εxm)), továbbá x0 ∈ X olyan, hogy f(x0) = y0.

Ekkor, y ∈ B(y0, r) ponthoz ha x ∈ B(xm, εm) olyan, amire f(x) = y, akkor

∥x− x0∥ = ∥f(x) − f(x0)∥ < r,

azaz
B(y0, r) ⊆ f(B(x0, r)).

Emellett, mivel f |B(x0,r) izometria, f(B(x0, r)) ⊆ B(y0, r).
Tehát a 3.6 Mankiewicz-tétel szerint f |B(x0,r) egyértelműen kiterjeszthető F : X →

Y affin izometriává. Azt kell még látnunk, hogy ez a kiterjesztés mindenhol meg-
egyezik az eredeti függvénnyel.

Ehhez tekintsük azt a nyílt D halmazt, ahol minden pontnak van olyan környezete,
ahol f = F . Vegyük D egy z torlódási pontját, és legyen εz olyan, amire f |B(z,εz)
izometria.

B(z, εz) ∩D egy nem üres nyílt halmaz, tehát van benne egy B(z1, r1) gömb. Itt

z1 = z + λz′
1, valamely λ ∈ [0, r), skalárra és ∥z′

1∥ = 1 vektorra.

A Lemma (3.7) alkalmazásával g = F−1 ◦ f -re B(z1, r1)-ből indulva kapjuk, hogy
g(x) = x minden

x ∈ B(z1, 2r1) ∩D
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pontra, speciálisan g(x) = x a B(z2, r1) gömbön, ahol

z2 = z + (1 − r1)(z1 − z).

Ezt ismételve, amíg z ∈ B(zn, r1), kapjuk z olyan környezetét, ahol g(x) = x, azaz
z ∈ D. Tehát D egy nem üres nyílt-zárt halmaz, ezért D = X.

Megjegyzés. A globális esettel ellentétben, egy lokális izometria definíciójából nem
következik automatikusan az injektivitás. Például, ha S1-en az ívhossz a metrika,
akkor a

π : R → S1, t 7→ eit

leképezés lokálisan izometria, de nem injektív. Normált terek között nem ilyen
egyértelmű a helyzet, viszont a fenti tétel garantálja, hogy szeparábilis terekben nincs
ilyen.
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4. fejezet

Banach–Stone tétel

4.1. Definíció. Legyenek X és Y kompakt Hausdorff terek, K = R vagy C. Jelölje

C(X) := C(X,K)

a folytonos X → K függvények terét a szuprémumnormával:

∥f∥∞ := sup
x∈X

|f(x)|.

Ebben a fejezetben azzal foglalkozunk, hogy a C(X) normált tér szerkezete
hogyan függ az alaptér topológiájától. Míg a Mazur–Ulam tétel megmutatta, hogy
normált terek közti bijektív izometriák erős lineáris struktúrával rendelkeznek, a
Banach–Stone tétel a folytonos függvényterek közti lineáris izometriáknak egy olyan
kanonikus alakot ad, amelyben megjelenik alapterek egy homeomorfizmusa is. Más
szóval, két függvénytér csak úgy lehet izometrikus, ha az alapterek topológiája
megegyezik.

4.2. Tétel (Banach–Stone). X és Y kompakt Hausdorff terek, T : C(X) → C(Y )
szürjektív lineáris izometria. Ekkor T előáll a következő alakban:

(Tf)(y) = g(y)f(φ(y)) (4.1)
ahol φ : Y → X homeomorfizmus és g ∈ C(Y ) olyan függvény, melyre |g(y)| = 1
minden y ∈ Y pontra.

Megjegyzés. Könnyen ellenőrizhető, hogy a tétel fordítottja is igaz, azaz, ha h és φ
olyan, mint fent, akkor a (4.1) szerint definiált T szürjektív lineáris izometria.

A tételt eredetileg Banach bizonyította metrikus terekre, majd később Stone
általánosította kompakt Hausdorff terekre. Először ismerkedjünk meg néhány foga-
lommal, amire szükségünk lesz.

4.3. Definíció. Legyenek E,F normált terek. Ekkor E duális tere az E-n értelmezett
folytonos lineáris funkcionálok halmaza:

E∗ := B(E,K).
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Egy A ∈ B(E,F ) operátor duálisa a

A∗ : F ∗ → E∗

φ 7→ φ ◦ A

leképezés.

4.4. Állítás. A fenti A∗ leképezés egy folytonos lineáris operátor, melyre ∥A∗∥ = ∥A∥

Bizonyítás. Legyen φ, ρ ∈ F ∗, µ, λ ∈ K. Ekkor

A∗(µφ+ λρ) = (µφ+ λρ) ◦ A = µ(φ ◦ A) + λ(ρ ◦ A) = µA∗φ+ λA∗ρ,

vagyis A∗ lineáris. Emellett

∥A∗φ∥ = sup
∥x∥≤1

|φ(Ax)| ≤ sup
∥x∥≤1

∥φ∥∥Ax∥ = ∥φ∥∥A∥,

tehát ∥A∗φ∥ ≤ ∥A∥∥φ∥, vagyis ∥A∗∥ ≤ ∥A∥. A másik irány a Hahn-Banach
tétel következménye. Legyen x ∈ E tetszőleges, φ0(λAx) := λ∥Ax∥. Ekkor φ0
kiterjeszthető egy φ ∈ F ∗, ∥φ∥ = 1 lineáris funkcionállá, így

∥Ax∥ = |φ(Ax)| = |A∗φ(x)| ≤ ∥A∗∥∥x∥.

Szuprémumot véve ∥x∥ ≤ 1-en, kapjuk, hogy ∥A∥ ≤ ∥A∗∥.

4.5. Állítás. Ha T : E → F szürjektív lineáris izometria, akkor T ∗ szintén az.

Bizonyítás. Legyen φ ∈ E∗ és ρ ∈ F ∗ tetszőleges. Ekkor φ ◦ T−1 ∈ F ∗ és

T ∗(φ ◦ T−1)(x) = φ(T−1(Tx)) = φ(x),

tehát T ∗ szürjektív, továbbá

∥T ∗(ρ)∥ = sup
∥x∥≤1

|T ∗(ρ)(x)| = sup
∥x∥≤1

|ρ(Tx)| = ∥ρ∥,

vagyis T ∗ izometria.

4.6. Definíció. X valós vektortér. Egy C ⊆ X konvex részhalmaz extrém pontjainak
nevezzük és Ext(C)-vel jelöljük azon u ∈ C pontok halmazát, melyek nem állnak
elő különböző C-beli pontok konvex kombinációjaként, azaz

u = tv + (1 − t)w (v, w ∈ C, 0 < t < 1)

csak akkor lehetséges, ha v = w = u.

Megjegyzés. Mivel C konvex, ekvivalens definíció, hogy

u = v + w

2 ⇐⇒ v = w = u.

4.7. Állítás. Legyenek E,F normált terek, és jelölje BE ⊂ E és BF ⊂ F a zárt
egységgömböt. Ha S : E → F szürjektív lineáris izometria, akkor

S(Ext(BE)) = Ext(BF ).

Bizonyítás. Valóban, mert S(BE) = BF valamint S és S−1 megtartja a konvex
kombinációkat.

15



Riesz-Markov-Kakutani reprezentáció
Most a célunk Ext(BC(X)∗) pontjainak meghatározása. Látni fogjuk, hogy ezek
alakja adja a Banach–Stone tétel bizonyításának kulcsát. Ehhez C(X)∗ elemeit ún.
reguláris Borel mértékekkel fogjuk reprezentálni, majd az előző állítást alkalmazzuk.
Először ismételjünk át néhány alapvető mértékelméleti fogalmat.

4.8. Definíció. (X, τ) topologikus tér Borel-σ-algebrája

B(X) := σ(τ),

a legszűkebb σ-algebra, ami tartalmazza a nyílt halmazokat.

4.9. Tétel (Carathéodory kiterjesztési tétel). Legyen µ∗ külső mérték az X halmazon.
Egy A ⊆ X halmazt nevezzünk µ∗-mérhetőnek, ha minden E ⊆ X esetén

µ∗(E) = µ∗(E ∩ A) + µ∗(E \ A).

Ekkor a µ∗-mérhető halmazok σ-algebrát alkotnak, és µ∗ erre a σ-algebrára megszorítva
mérték.

4.10. Definíció. Legyen X Hausdorff, µ pozitív mérték az (X,B(X)) mértéktéren.
µ reguláris, ha

• µ(K) < ∞ minden K kompakt halmazra

• µ(A) = inf{µ(U) : A ⊂ U,U nyílt}

• µ(A) = sup{µ(K) : K ⊂ A,K kompakt}.

Egy µ komplex Borel mérték reguláris, ha µ totális variációja, azaz

|µ|(A) := sup
{

n∑
k=1

|µ(Ak)| : A =
n⊔

k=1
An, An ∈ B(X)

}

reguláris, ahol ⊔ a diszjunkt uniót jelöli.

4.11. Definíció. Legyen X kompakt Hausdorff tér. Jelölje M(X) az (X,B(X))-en
értelmezett komplex (vagy előjeles) reguláris Borel-mértékek terét a totális variáció
normával ellátva:

∥µ∥ := |µ|(X)

4.12. Tétel (Riesz–Markov–Kakutani reprezentációs tétel). Legyen X kompakt Ha-
usdorff tér. Ekkor minden ϕ ∈ C(X)∗ folytonos lineáris funkcionálhoz létezik egy
egyértelmű reguláris Borel-mérték µ ∈ M(X), hogy

ϕ(f) =
∫

X
f dµ (f ∈ C(X)). (4.2)

Továbbá a
J : C(X)∗ → M(X)

ϕ 7→ µ

leképezés szürjektív lineáris izometria.
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Bizonyítás. Először tegyük fel, hogy ϕ pozitív, azaz, ha f ≥ 0, akkor ϕf ≥ 0. Legyen
U ⊆ X nyílt, f ∈ C(X) olyan, hogy 0 ≤ f ≤ 1, supp f ⊂ U . Ekkor, ha µ ∈ M(X)-re
teljesül (4.2), akkor ϕ(f) =

∫
X f dµ ≤ µ(U). Másrészt

µ(U) = sup{µ(K) : K ⊂ U,K kompakt}.

Urysohn lemma szerint, ha K ⊂ U kompakt, akkor létezik f ∈ C(X), melyre

0 ≤ f ≤ 1, f |K = 1, supp f ⊂ U.

Ekkor µ(K) ≤
∫

X f dµ = ϕ(f), tehát

µ(U) = sup{ϕ(f) : 0 ≤ f ≤ 1, supp f ⊆ U}.

tetszőleges U ⊆ X nyíltra.
Definiáljuk nyílt halmazokon µ∗-ot ezen egyenlőséggel. Tetszőleges A ⊆ X

halmazra legyen
µ∗(A) := inf{µ∗(U) : A ⊂ U,U nyílt}.

4.13. Állítás. µ := µ∗|B(X) mérték.

Bizonyítás. Megnézzük, hogy µ∗ külső mérték, azaz monoton, σ-szubadditív és
µ∗(∅) = 0. A definícióból nyilvánvaló a monotonitás, és µ∗(∅) = ϕ(0) = 0.

A σ-szubadditivitáshoz közelítsük An-et olyan Un ⊇ An nyílttal, melyre µ∗(Un) ≤
µ∗(An) + ε

2n . Ekkor ∑
n∈N

µ∗(Un) ≤
∑
n∈N

µ∗(An) + ε,

tehát elég nyíltakra bizonyítani. Vegyünk f ∈ C(X), 0 ≤ f ≤ 1, supp f ⊂ ⋃
n∈N Un

függvényt. Mivel supp f kompakt, választható U1, . . . UN véges fedés. Ehhez választ-
ható olyan V1, . . . VN nyílt fedés, melyre V i ⊂ Ui. Most Urysohn lemmával vegyünk
olyan a1, . . . aN függvényeket, melyekre

0 ≤ ak ≤ 1, ak|V k
= 1, supp ak ⊂ Uk.

Ekkor a := ∑N
k=1 ak pozitív supp f -en. Most legyen

fρk(x) :=

f(x)ak(x)
a(x) , a(x) > 0,

0, a(x) = 0.

Ekkor fρk ∈ C(X), f = ∑N
k=1 fρk és

supp fρk ⊂ Uk 0 ≤ fρk ≤ 1.

Tehát
ϕ(f) =

N∑
i=1

ϕ(fρi) ≤
N∑

i=1
µ∗(Ui) ≤

∑
i∈N

µ∗(Ui),

és szuprémumot véve az összes ilyen f -re,

µ∗

⋃
n∈N

Un

 ≤
∑
n∈N

µ∗(Un).
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Most belátjuk, hogy minden B ∈ B(X) mérhető. Ehhez elég, hogy a nyílt halmazok
mérhetők, mert a mérhető halmazok σ-algebrát alkotnak. Vegyük észre, hogy

µ∗(U) = sup{µ∗(K) : K ⊂ U,K kompakt},

hiszen, ha 0 ≤ f ≤ 1, K = supp f ⊂ U , akkor minden K ⊂ W nyíltra ϕf ≤ µ∗(W ),
tehát ϕ(f) ≤ µ∗(K).

Legyen K ⊂ U kompakt. Tegyük fel, hogy supp f ⊂ U \ K, és legyen V nyílt,
melyre K ⊂ V ⊂ U , és amely diszjunkt supp f -től. Ha 0 ≤ g ≤ 1, supp g ⊆ V , akkor
f + g ≤ 1 és supp(f + g) ⊂ U , vagyis

ϕ(f) + ϕ(g) ≤ µ∗(U).

Szuprémumot véve g-re, majd infimumot az ilyen V nyílt halmazokra, végül megint
szuprémumot f -re kapjuk, hogy

µ∗(K) + µ∗(U \K) ≤ µ∗(U).

Most vegyünk U ⊂ X nyílt halmazt, A ⊂ X tetszőleges halmazt és legyen V ⊃ A
nyílt, melyre µ∗(V ) ≤ µ∗(A) + ε. Legyen K ⊂ U ∩ V kompakt, melyre µ∗(U ∩ V ) <
µ∗(K) + ε. Ekkor

A ∩ U ⊂ U ∩ V, A \ U ⊂ V \K,

tehát
µ∗(A ∩ U) + µ∗(A \ U) ≤ µ∗(U ∩ V ) + µ∗(V \K)

≤ µ∗(K) + µ∗(V \K) + ε

≤ µ∗(V ) + ε

< µ∗(A) + 2ε.
Ez minden ε-ra teljesül, a szubadditivitás pedig már tudjuk, tehát

µ∗(A ∩ U) + µ∗(A \ U) = µ∗(A).

Így hát a Carathéodory kiterjesztési tétel szerint µ := µ∗|B(X) mérték.

4.14. Állítás. µ reguláris.

Bizonyítás. Valóban, 0 ≤ µ∗(A) ≤ ϕ(1) < ∞ és a definíció szerint µ∗(A) =
inf{µ∗(U) : A ⊂ U,U nyílt}. Továbbá, ha A mérhető, akkor

µ∗(A) = µ∗(X) − µ∗(X \ A)
= µ∗(X) − inf{µ∗(U) : X \ A ⊂ U,U nyílt}
= µ∗(X) − inf{µ∗(X) − µ∗(X \ U) : X \ U ⊂ A kompakt}
= sup{µ(K) : K ⊂ A,K kompakt}.

4.15. Állítás. Tetszőleges f ∈ C(X)-re

ϕ(f) =
∫

X
f dµ.
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Bizonyítás. Elég valós függvényekre bizonyítanunk, mert ekkor ϕ linearitása miatt
f = ℜf + iℑf -re is következik az állítás. Tegyük fel, hogy ∥f∥ ̸= 0 és legyen
g := f+∥f∥1

2∥f∥ . Ekkor f = 2∥f∥g−∥f∥1, továbbá
∫

1 dµ = µ(X) < ∞ miatt, integrálás
során nincs gond ezzel a felírással. Tehát feltehető, 0 ≤ f ≤ 1.

Vegyük [0, 1] egy ε finomságú 0 = t0 < t1 · · · < tn = 1 felosztását és vegyük a
Kk := f−1[tk,∞) kompakt szinthalmazokat. Ekkor∫

X
f dµ ≥

n∑
k=1

(tk − tk−1)µ(Kk).

Regularitás miatt, minden k-ra választható Uk ⊃ Kk nyílt, melyre µ(Uk) ≤ µ(Kk)+δ.
Legyen uk ∈ C(X) olyan, hogy

0 ≤ uk ≤ 1, uk|Kk
= 1, suppuk ⊂ Uk.

Ekkor ϕ(uk) ≤ µ(Uk), továbbá

f ≤ ε+
n∑

k=1
(tk − tk−1)1Kk

≤ ε+
n∑

k=1
(tk − tk−1)uk.

Tehát
ϕ(f) ≤ εϕ(1) +

n∑
k=1

(tk − tk−1)ϕ(uk)

≤ εϕ(1) +
n∑

k=1
(tk − tk−1)µ(Uk)

≤ εϕ(1) +
n∑

k=1
(tk − tk−1)µ(Kk) + δ.

ε, δ → 0 mellett kapjuk, hogy ϕ(f) ≤
∫

X f dµ. Ezt 1 − f -re alkalmazva kapjuk, hogy

ϕ(1) − ϕ(f) = ϕ(1 − f) ≤
∫

X
(1 − f) dµ =

∫
X

1 dµ−
∫

X
f dµ,

tehát ϕ(f) ≥
∫

X f dµ.

Ha ϕ : C(X,R) → R, akkor f ≥ 0-ra legyen

ϕ+(f) := sup{ϕ(g) : 0 ≤ g ≤ f}.

Tetszőleges f ∈ C(X,R)-re

ϕ+(f) := ϕ+(f+) − ϕ+(f−).

Standard módon belátható, hogy ϕ+ és ϕ− := ϕ+ − ϕ pozitív lineáris funkcionál. A
pozitív esetet alkalmazva ϕ+-ra és ϕ−-ra kapunk pozitív reguláris µ+, µ− mértékeket
és µ := µ+ − µ− lesz ϕ reprezentációja.

Az általános ϕ : C(X,C) → C esetben először tekintsük C(X,R)-re vett meg-
szorítást. Az f 7→ ℜϕ(f) és f 7→ ℑϕ(f) valós lineáris funkcionálokra kapunk µ1, µ2
előjeles mértékeket és µ := µ1 + iµ2 reprezentálja ϕ-t. Ha f = u+ iv, akkor

ϕ(f) = ϕ(u) + iϕ(v) =
∫

X
u dµ+ i

∫
X
v dµ =

∫
X
f dµ.
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A ϕ 7→ µ linearitása közvetlen, a szürjektivitáshoz elég megjegyezni, hogy minden
µ ∈ M(X) reguláris Borel-mérték esetén

ϕµ(f) :=
∫

X
f dµ

folytonos lineáris funkcionált definiál C(X)-en. Tehát maradt az izometrikusság.

|ϕ(f)| =
∣∣∣∣∫ f dµ

∣∣∣∣ ≤ ∥f∥|µ|(X),

tehát ∥ϕ∥ ≤ ∥µ∥.
A másik irányhoz vegyünk diszjunkt mérhető A1, . . . An halmazokat, melyekre

X = ⊔n
k=1 Ak és legyen Ki ⊂ Ai kompakt, melyekre

n∑
i=1

|µ|(Ai \Ki) < ε.

Legyen αi olyan szám, melyre |αi| = 1 és αiµ(Ki) = |µ(Ki)|. Mivel a Ki-k páronként
diszjunktak, létezik f ∈ C(X), ∥f∥ ≤ 1, f |Ki

= αi. Ekkor∣∣∣∣∫
X
f dµ

∣∣∣∣ ≥
n∑

i=1
|µ(Ki)| − |µ|

(
X \

n⋃
i=1

Ki

)
≥

n∑
i=1

|µ(Ai)| − 2ε,

X minden partíciójára és minden ε > 0-ra, tehát |µ|(X) ≤ sup∥f∥≤1 |
∫

X f dµ|.

4.16. Következmény. Legyen X kompakt Hausdorff tér, BC(X)∗ a C(X)∗-beli zárt
egységgömb. Ekkor

Ext(BC(X)∗) = {λδx : |λ| = 1, x ∈ X},

ahol δx jelöli az x-re koncentrált Dirac-funkcionált.

Bizonyítás. A fenti J szürjektív lineáris izometria, tehát

J(Ext(BC(X)∗)) = Ext(BM(X)).

Eszerint, az állítással ekvivalens, hogy

Ext(BM(X)) = {λδx : |λ| = 1, x ∈ X},

ahol most δx az x-re szorított Dirac-mérték. Először belátjuk, hogy λδx extrém pont.
Tegyük fel, hogy

λδx = µ1 + µ2

2 , (∥µi∥ ≤ 1).

Legyen µi δx szerinti Lebesgue felbontása

µi := αiδx + νi, (αi = µi({x}), νi({x}) = 0).

Ekkor
λ = λδx({x}) =

(
α1 + α2

2 δx + ν1 + ν2

2

)
({x}) = α1 + α2

2 ,
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tehát α1 = α2 = λ. Ugyanakkor

∥µi∥ = |αi| + ∥νi∥ = 1 + ∥νi∥ ≤ 1

miatt νi = 0. Most tegyük fel, hogy µ ∈ M(X), extrém pont, de nem λδx alakú.
Nyilvánvaló, hogy ∥µ∥ = 1. Ekkor létezik A ∈ B(X) Borel halmaz, amire

0 < |µ|(A) < 1, 0 < |µ|(X \ A) < 1.

Ha most t := |µ|(A) és

µ1 := µ|A
t
, µ2 := µ|X\A

1 − t
,

akkor ∥µi∥ ≤ 1 és
µ = tµ1 + (1 − t)µ2,

tehát µ nem extrém.

A 4.2 Banach–Stone tétel bizonyítása. A 4.5 állítás szerint T ∗ : C(Y )∗ → C(X)∗

szürjektív lineáris izometria, tehát a 4.7 állítás szerint

T ∗(Ext(BC(Y )∗)) = Ext(BC(X)∗),

azaz minden y ∈ Y ponthoz létezik egy egyértelmű φ(y) ∈ X és g(y) ∈ K skalár,
|g(y)| = 1, úgy, hogy

T ∗δy = g(y)δφ(y).

Innen T ∗ és δx definíciójából adódik, hogy

Tf(y) = δy(Tf) = T ∗δy(f) = g(y)δφ(y)(f) = g(y)f(φ(y)).

Ez minden f ∈ C(X) függvényre és y ∈ Y pontra igaz, tehát valóban előáll (4.1)
alakban.

A bizonyításhoz még azt kell látnunk, hogy a kapott g : Y → K függvény folytonos
és φ : Y → X homeomorfizmus.
4.17. Állítás. g folytonos.
Jelölje 1 ∈ C(X) a konstans 1 függvényt. Ekkor

T1(y) = g(y)1(φ(y)) = g(y),

azaz g folytonos.
4.18. Állítás. φ homeomorfizmus.
Belátjuk, hogy φ folytonos bijekció. Mivel Y kompakt és X Hausdorff, ekkor φ
homeomorfizmus. Legyen f ∈ C(X) tetszőleges. (4.1) miatt és mert |g| = 1,

f ◦ φ = gTf

minden f ∈ C(X). Legyen F ∈ X zárt halmaz, és egy x ∈ X \ F ponthoz jelöljön
fx egy olyan függvényt, amire f |F = 0 és f(x) = 1. Ekkor

F =
⋂

x∈X\F

f−1
x ({0}).
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Most minden f ∈ C(X) függvényre f ◦ φ folytonos, tehát

φ−1(F ) =
⋂

x∈X\F

φ−1(f−1
x ({0})) =

⋂
x∈X\F

(fx ◦ φ)−1({0})

zárt. Ez minden F ∈ X zárt halmazra teljesül, tehát φ folytonos.
Belátjuk, hogy φ injektív. Tegyük fel, hogy létezik, y1 ̸= y2, φ(y1) = φ(y2) = x.

Ekkor létezik egy h ∈ C(Y ) függvény, amire h(y1) = 0 és h(y2) = 1. Mivel T
szürjektív, létezik f ∈ C(X), hogy

0 = h(y1) = Tf(y1) = g(y1)f(x), 1 = h(y2) = Tf(y2) = g(y2)f(x),

ami ellentmondás, mert |g| = 1.
Most megnézzük, hogy φ szürjektív. Mivel φ folytonos, φ(Y ) ⊆ X kompakt,

tehát zárt. Legyen x0 ∈ X \ φ(Y ), és válasszunk olyan f ∈ C(X) függvényt, melyre

f(x0) = 1, f |φ(Y ) = 0.

Ekkor
Tf(y) = g(y)f(φ(y)) = 0

minden y ∈ Y -ra. Mivel T izometria, ebből f = 0 következne, ami ellentmond
f(x0) = 1-nek.

4.19. Következmény (Banach–Stone tétel algebra-izomorfizmusokra). Legyenek
X, Y kompakt Hausdorff terek, és legyen

T : C(X) → C(Y )

egységelemtartó algebraizomorfizmus, azaz T lineáris bijekció, melyre T (1X) = 1Y és

T (fg) = T (f)T (g) (f, g ∈ C(X)).

Ekkor létezik egy φ : Y → X homeomorfizmus úgy, hogy

Tf = f ◦ φ (f ∈ C(X)).

Bizonyítás. Csak azt kell belátnunk, hogy T izometria, ekkor a Banach–Stone tétel
szerint

Tf = gf ◦ φ,

ahol g = T1X = 1Y , tehát kapjuk a kívánt alakot.
Mivel T egységelemtartó algebra-izomorfizmus, f − λ1X pontosan akkor invertál-

ható, ha T (f − λ1X) = Tf − λ1Y invertálható, vagyis Sp(f) = Sp(Tf), ahol Sp(f)
jelöli f spektrumát. Másrészt Sp(f) = f(X), hiszen f − λ1 pontosan akkor nem
invertálható, ha f(x) = λ valamely x ∈ X-re. Így

∥Tf∥ = sup
y∈Y

|Tf(x)| = sup
λ∈Sp(T f)

|λ| = sup
λ∈Sp(f)

|λ| = ∥f∥.

Tehát T izometria.
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Holsztyński tétel
Hasonlóan, mint a Mazur–Ulam tételnél, itt is természetes kérdés, hogy mi történik
nem szürjektív izometriákkal, hiszen nyilvánvaló, hogy nem várható, hogy az alapterek
homeomorfak legyenek. Az alábbi tétel megválaszolja ezt.

4.20. Tétel (Holsztyński). Legyenek X, Y kompakt Hausdorff terek, és legyen

T : C(X) → C(Y )

lineáris izometria, nem feltétlenül szürjektív. Ekkor létezik egy Y0 ⊆ Y zárt részhalmaz,
egy folytonos szürjekció φ : Y0 → X valamint egy g ∈ C(Y0) függvény, |g(y)| = 1,
úgy, hogy

(Tf)(y) = g(y)f(φ(y)) (f ∈ C(X), y ∈ Y0).

Bizonyítás. Egy x ∈ X ponthoz legyen

∆x := {y ∈ Y : |T ∗δy({x})| = 1}.

Belátjuk, hogy tetszőleges x ∈ X pontra ∆x ̸= ∅. Először keresünk olyan u ∈ BC(Y )∗

funkcionált, amire teljesül
T ∗u = δx.

Mivel T : C(X) → C(Y ) lineáris izometria, T (C(X)) zárt altere C(Y )-nak. Tekint-
sük a ν ∈ (T (C(X)))∗

ν(Tf) := δx(f) = f(x)
funkcionált. Ez jól definiált, mert T : C(X) → T (C(X)) bijekció, továbbá

|ν(Tf)| = |f(x)| ≤ ∥f∥ = ∥Tf∥

miatt ∥ν∥ ≤ 1. A Hahn–Banach tétel szerint ν kiterjeszthető u ∈ BC(Y )∗ funkcionállá,
amire tehát

T ∗u(f) = u(Tf) = ν(Tf) = δxf.

Most legyen
f ∈ Fx := {f ∈ C(X) : ∥f∥ ≤ 1, f(x) = 1}.

Felhasználva, hogy ∥T ∗∥ ≤ ∥T∥ = 1,

1 = |T ∗u(f)| =
∣∣∣∣∫

Y
T ∗δy(f)du(y)

∣∣∣∣ ≤
∫

Y
|T ∗δy(f)|d|u|(y)

≤
∫

Y
∥T ∗δy∥d|u|(y) ≤

∫
Y

1d|u| = ∥u∥ ≤ 1.

Mindenhol egyenlőség van, ami csak úgy lehet, ha |T ∗δy(f)| = 1, |u| majdnem
mindenütt. Tehát

Af := {y ∈ Y : |T ∗δy(f)| = 1}

teljes |u| mértékű halmaz, ezért f1, . . . , fn ∈ Fx esetén

|u|(
n⋂

i=1
Afi

) = |u|(Y ) = 1.
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Ebből következően véges sok Afi
metszete nemüres. Emellett az y 7→ T ∗δy(f) = Tf(y)

leképezés folytonos, ezért Af zárt, vagyis Y kompaktsága miatt⋂
f∈Fx

Af ̸= ∅.

Ha y ∈ ⋂
f∈Fx

Af , akkor |T ∗δy(f)| = 1 minden f ∈ Fx-re. Most legyen U ⊆ X,
x ∈ U nyílt halmaz és Urysohn lemma segítségével válasszunk olyan fU függvényt,
melyre

fU(x) = 1, supp fU ⊆ U, 0 ≤ fU ≤ 1.
Ekkor

1 = |T ∗δy(fU)| ≤
∫

X
|fU |d|T ∗δy| ≤ |T ∗δy|(U) ≤ 1,

tehát |T ∗δy|(U) = 1 minden U ∋ x nyílt halmazra, azaz regularitás miatt |T ∗δy|({x}) =
1, tehát y ∈ ∆x.
4.21. Állítás. Ha x1 ̸= x2, akkor ∆x1 ∩ ∆x2 = ∅.
Ugyanis, ha y ∈ ∆x1 ∩ ∆x2 , akkor

|T ∗δy({x1})| = |T ∗δy({x2})| = 1.

Legyen a, b ∈ K olyan, hogy aT ∗δy({x1}) = bT ∗δy({x2}) = 1.

1 ≥ ∥T ∗δy∥ ≥ |T ∗δy|({x1, x2}) ≥ |aT ∗δy({x1}) + bT ∗δy({x2})| = 2.

4.22. Állítás. Legyen y ∈ ∆x, gy := T ∗δy({x}). Ekkor

Tf(y) = gyf(x).

Legyen T ∗δy = gyδx + µ, ahol µ({x}) = 0. Ekkor, mert δx ⊥ µ,

1 ≥ ∥T ∗δy∥ = |gy| + ∥µ∥ = 1 + ∥µ∥

miatt µ = 0, tehát T ∗δy = gyδx, azaz Tf(y) = gyf(x) minden f ∈ C(X)-re.

Most legyen Y0 := ⋃
x∈X ∆x. Legyen továbbá φ : Y0 → X, φ(y) = x, ha y ∈ ∆x, ami

4.21 állítás szerint jól definiált és g : Y0 → K, g(y) = gy, mint fent. Mivel ∆x ̸= ∅
minden x ∈ X pontra, φ szürjektív.
4.23. Állítás. g és φ folytonos.
Hasonlóan, mint a Banach–Stone bizonyításában az (4.17) és (4.18) állításoknál,

g = (T1)|Y0 ,

f ◦ φ = g(Tf)|Y0 .

Természetesen, φ most nem injektív, így nem is homeomorfizmus.
4.24. Állítás. Y0 zárt.
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Legyen y0 ∈ Y0, µ := T ∗δy0 . Belátjuk, hogy létezik x ∈ X, amelyre |µ({x})| = 1,
azaz y0 ∈ ∆x. Egy U ⊆ Y , y0 ∈ U nyílt halmazhoz definiáljuk a

FU := {φ(y) : y ∈ U ∩ Y0}

nemüres zárt halmazt. Ha U := U1 ∩ · · · ∩Un, akkor FU ⊆ ⋂n
i=1 FUi

. X kompaktsága
miatt, ekkor létezik

x ∈
⋂

U∋y0

FU .

Legyenek V,W ⊆ X, x ∈ V , x ∈ W nyílt halmazok, amire W ⊆ V . Urysohn-lemma
szerint létezik f ∈ C(X), hogy

f |W = 1, supp f ⊆ V, 0 ≤ f ≤ 1.

Minden U ∋ y0 nyílt halmazban van y ∈ U∩Y0, melyre φ(y) ∈ W . Ekkor f(φ(y)) = 1,
vagyis

|Tf(y)| = |g(y)f(φ(y))| = 1.
T f folytonossága miatt, ekkor |µ(f)| = |T ∗δy0(f)| = |Tf(y0)| = 1. Másrészt

1 = |µ(f)| ≤ ∥f∥|µ|(V ) = |µ|(V ) ≤ 1,

tehát |µ|(V ) = 1. Ez minden V ∋ x nyíltra igaz, tehát |µ({x})| = |µ|({x}) = 1, azaz
y0 ∈ ∆x.
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5. fejezet

Izometriák Lp terekben

5.1. Definíció. Legyen (Ω,Σ, µ) mértéktér, µ ≥ 0. 1 ≤ p < ∞ mellett jelölje

Lp(Ω,Σ, µ) :=
{
f : Ω → K mérhető :

∫
Ω

|f |p dµ < ∞
}
.

A majdnem mindenütt megegyező függvények azonosításával kapott faktorteret a

∥f∥p :=
(∫

Ω
|f |p dµ

)1/p

normával jelölje Lp(Ω,Σ, µ) vagy röviden Lp(µ).
Megjegyzés. A továbbiakban az Lp terek elemeit reprezentánsokkal jelöljük és az
egyenlőségek majdnem mindenütt értendők.

Ebben a fejezetben Lp terek közti izometriák karakterizációjáról lesz szó. Banach
írta le elsőként Lp[0, 1] izometriáit, bár teljes bizonyítást nem adott. Később Lamperti
látta be az általános σ-véges Lp terek esetét, ha 0 < p < ∞, p ̸= 2.

A Banach–Stone tétel alapján természetes várakozás, hogy ezek is a mögöttes
mértékterek megfelelő transzformációiból származzanak.

Például tekintsük a φ : [0, 1] → [0, 1], φ(t) = t2 homeomorfizmust. Ez nem
mértéktartó, ezért az f 7→ f ◦ φ kompozíció nem Lp-izometria. Hogy izometriát
kapjunk meg kell szoroznunk egy megfelelő h súlyfüggvénnyel és vennünk kell a

(Uf)(t) := h(t)f(φ(t))

leképezést. Valóban, ha h(t) = 21/pt1/p, akkor∫ 1

0
|Uf(t)|p dt =

∫ 1

0
2t |f(t2)|p dt =

∫ 1

0
|f(s)|p ds

az s = t2 helyettesítéssel. Persze φ nem kell, hogy homeomorfizmus legyen, például
könnyen látszik, hogy f(t) 7→ f(2t mod 1) is izometria. Később látni fogjuk, hogy a
Lebesgue mérték mellett minden izometria lényegében így áll elő.

Azonban általában nem minden izometria áll elő pontonkénti leképezéssel vett
kompozícióoperátorként. Ennek oka, hogy Lp nem az Ω ponttér szerkezetétő függ,
hanem a Σ/N mértékalgebrától, ahol N a nullhalmazok ideálja. Az ezek közti
leképezések nem mindig reprezentálhatók pontonkénti transzformációkkal. Így hát
egy olyan leképezésosztály bevezetésével kezdünk, ami jól viselkedik a mértékterek
közti struktúrával.
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5.2. Definíció. Legyen (Ω1,Σ1, µ1), (Ω2,Σ2, µ2) mértéktér. Azt mondjuk, hogy egy
T : Σ1/N1 → Σ2/N2 (modulo nullhalmazokon definiált) halmazleképezés reguláris
halmazizomorfizmus, ha

(i) T (Ω1 \ A) = T (Ω1) \ T (A) (A ∈ Σ1),

(ii) T (⊔∞
n=1 An) = ⋃∞

n=1 T (An),

(iii) µ2(T (A)) = 0 ⇐⇒ µ1(A) = 0.

Itt és a továbbiakban, mérhető halmazok ekvivalenciaosztályait értjük, modulo
nullhalmaz.

Megjegyzés. Egy reguláris halmazizomorfizmusra teljesül:

(a) Ha A ⊆ B, akkor TA ⊆ TB,

(b) T (⋃∞
n=1 An) = ⋃∞

n=1 T (An),

(c) T (⋂∞
n=1 An) = ⋂∞

n=1 T (An),

(d) TA ∩ TB = ∅ ⇐⇒ A ∩B = ∅

Legyen (Ω1,Σ1, µ1), (Ω2,Σ2, µ2) mértéktér, T : Σ1 → Σ2 reguláris halmazizomor-
fizmus. Ekkor

ν0(TA) := µ1(A) (A ∈ Σ1)
jól definiált mérték T (Σ1)-en, mert T injektív modulo nullhalmaz.

µ2(TA) = 0 ⇐⇒ µ1(A) = 0, tehát ν0 ≪ µ2|T (Σ1). Vagyis, ha (Ω2,Σ2, µ2)
σ-véges, akkor a Radon-Nikodym tétel szerint létezik g : T (Ω1) → [0,∞) T (Σ1)
mérhető függvény, melyre tetszőleges A ∈ T (Σ1) esetén

ν0(A) =
∫

A
g(t) dµ2.

Most t ∈ Ω2 \ T (Ω1) esetén legyen g(t) = 0, ez Σ2 mérhető, mert T (Σ1) ⊆ Σ2.
Definiáljuk a

ν(A) :=
∫

A
g(t) dµ2

kiterjesztését ν0-nak Σ2-re. Ekkor

ν(Ω2) =
∫

Ω2
g(t) dµ2 =

∫
T (Ω1)

g(t) dµ2 = µ1(Ω1).

5.3. Állítás. Legyen (Ω1,Σ1, µ1), (Ω2,Σ2, µ2) mértéktér, µ1 σ-véges, T : Σ1 → Σ2
reguláris halmazizomorfizmus, g és ν, mint fent.

Ekkor létezik egy egyértelmű T1 : Lp(µ1) → Lp(ν) lineáris izometria, melyre

T11A = 1T (A).

Továbbá, ha h olyan Σ2 mérhető függvény, melyre∫
T A

|h(t)|p dµ2 =
∫

T A
g(t) dµ2,
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akkor,
S : Lp(µ1) → Lp(µ2)

f(t) 7→ h(t)T1f(t)
(5.1)

izometria.

Bizonyítás. Ha A ∈ Σ1, legyen

T11A = 1T (A).

Ha f lépcsős függvény, azaz f = ∑n
i=1 ai1Ai

, ahol Ai páronként diszjunkt, akkor

T1f :=
n∑

i=1
aiT11Ai

=
n∑

i=1
ai1T (Ai).

Mivel T megtartja a nullhalmazokat és a diszjunkt halmazokat, ez nem függ a
reprezentánstól. Vegyük észre, hogy

∥T1f∥p
Lp(ν) =

∫
Ω2

|T1f |p dν =
n∑

i=1
|ai|pν(TAi) =

n∑
i=1

|ai|pµ1(Ai)

=
∫

Ω1
|f |p dµ1 = ∥f∥p

Lp(µ1),

vagyis T1 : Lp(µ1) → Lp(ν) izometria a lépcsős függvényeken. Mivel µ1 σ-véges, a
lépcsős függvények sűrűn vannak Lp(µ1)-ben. Emellett Lp(ν) Banach-tér, emiatt T1
egyértelműen kiterjed Lp(µ1) → Lp(ν) izometriává.
Ha most

∫
T A |h(t)|p dµ2 =

∫
T A g(t) dµ2, akkor

∥hT1(f)∥p
Lp(µ2) =

∫
Ω2

|h|p|T1f |p dµ2 =
∫

Ω2
|T1f |p dν = ∥T1f∥p

Lp(ν) = ∥f∥p
Lp(µ1),

vagyis az (5.1) alak szerint definiált S izometria.

Láttuk, hogy egy reguláris halmazizomorfizmus természetes módon indukál egy
lineáris izometriát Lp terek között. A következő célunk belátni, hogy minden lineáris
izometria ilyen alakban áll elő. Ehhez először szükségünk lesz egy tételre, ami
lehetővé teszi a diszjunkt tartójú függvények karakterizációját.

5.4. Lemma. Legyen φ folytonos szigorúan monoton növő függvény, a nemnegatív
valós számokon, melyre φ(0) = 0, továbbá tegyük fel, hogy φ(

√
t) konvex, azaz

φ
(√

t+s
2

)
≤ 1

2(φ(
√
t) + φ(

√
s)). Ekkor tetszőleges z, w ∈ C számra

φ(|z + w|) + φ(|z − w|) ≥ 2φ(|z|) + 2φ(|w|).

Ha φ(
√
t) konkáv, akkor a fordított egyenlőtlenség igaz, illetve, ha φ(

√
t) szigorúan

konvex vagy konkáv, akkor pontosan akkor van egyenlőség, ha zw = 0

Bizonyítás. Belátjuk, hogy φ(0) = 0-ból és ψ(t) := φ(
√
t) konvexitásából következik,

hogy ψ szuperadditív. Legyen u, v > 0, (Ha valamelyik 0, akkor nyilvánvalóan
teljesül) λ := u

u+v
, ekkor

ψ(u) = ψ(λ(u+ v) + (1 − λ)0) ≤ λψ(u+ v) + (1 − λ)ψ(0) = u

u+ v
ψ(u+ v).
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Hasonlóan ψ(v) ≤ v
u+v

ψ(u+ v), tehát

ψ(u) + ψ(v) ≤ u+ v

u+ v
ψ(u+ v) = ψ(u+ v).

Ezt alkalmazva u = |z|2, v = |w|2 számokra kapjuk, hogy

φ
(√

|z|2 + |w|2
)

= ψ(|z|2 + |w|2) ≥ ψ(|z|2) + ψ(|w|2) = φ(|z|) + φ(|w|).

Másfelől, a paralelogramma szabályból

φ
(√

|z|2 + |w|2
)

= φ

√ |z + w|2 + |z − w|2
2


≤ 1

2φ
(√

|z + w|2
)

+ 1
2φ

(√
|z − w|2

)
= φ(|z + w|) + φ(|z − w|)

2 .

Ha φ(
√
t) szigorúan konvex, és z, w ≠ 0, akkor ψ(u) + ψ(v) < ψ(u + v), vagyis

φ
(√

|z|2 + |w|2
)
> φ(|z|) + φ(|w|). A konkáv esetben megfordulnak az egyenlőtlen-

ségek.

Adott (Ω,Σ, µ) mértéktér és φ : [0,∞) → [0,∞) függvény mellett legyen

I(f) :=
∫
φ(|f |) dµ.

Továbbá jelölje Lφ azon mérhető függvényeket, melyekre I(f) véges.

5.5. Tétel (Lamperti, Clarkson). Legyen φ folytonos szigorúan monoton növő
függvény, a nemnegatív valós számokon, melyre φ(0) = 0 és φ(

√
t) konvex. Ha

f + g, f − g ∈ Lφ, akkor

I(f + g) + I(f − g) ≥ 2I(f) + 2I(g)

Ha φ(
√
t) konkáv, akkor fordított irányú az egyenlőtlenség, ha φ(

√
t) szigorúan

konvex vagy konkáv, akkor pontosan akkor van egyenlőség, ha f(t)g(t) = 0 majdnem
mindenütt.

Bizonyítás.∫
(φ(|f(t) + g(t)|) + φ(|f(t) − g(t)|) − 2φ(|f(t)|) − 2φ(|g(t)|)) dµ ≥ 0

mivel az 5.4 lemma szerint az integrandus nemnegatív. Egyenlőségnél integrandus
majdnem mindenütt 0, ami csak akkor lehet, ha f(t)g(t) = 0. A konkáv eset
hasonló.

5.6. Következmény. Legyen (Ω,Σ, µ) mértéktér, 1 ≤ p < ∞, p ≠ 2. f, g ∈ Lp(µ).
Ekkor, ha

∥f + g∥p
p + ∥f − g∥p

p = 2∥f∥p
p + 2∥g∥p

p,

akkor f és g diszjunkt tartójú.
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Bizonyítás. Ha p > 2, akkor tp/2 szigorúan konvex, ha 1 ≤ p < 2, akkor szigorúan
konkáv, tehát alkalmazható a tétel egyenlőség része.

5.7. Tétel (Banach–Lamperti tétel). Legyen U : Lp(Ω1,Σ1, µ1) → Lp(Ω2,Σ2, µ2)
lineáris izometria, ahol 1 ≤ p < ∞, p ̸= 2, továbbá legyen (Ω1,Σ1, µ1) σ-véges.

Ekkor létezik egy T : Σ1 → Σ2 reguláris halmazizomorfizmus és egy h : Ω2 → K
mérhető függvény, melyre

Uf(t) = h(t)T1f(t).
Itt T1 a T által indukált operátor és h olyan, hogy∫

T A
|h(t)|p dµ2 =

∫
T A
g(t) dµ2,

ahol ν a µ1 ◦ T−1 kiterjesztése, mint az 5.3 állításban.

Bizonyítás. Először tegyük fel, hogy µ1(Ω1) < ∞. Adott A ∈ Σ1 mellett legyen
TA := suppU1A. Belátjuk, hogy T reguláris halmazizomorfizmus.

Legyen A,B ∈ Σ1, A ∩B = ∅. Ekkor

∥1A + 1B∥p
p + ∥1A − 1B∥p

p = 2µ1(A) + 2µ1(B) = 2∥1A∥p
p + 2∥1B∥p

p,

tehát, mert U izometria,

∥U1A + U1B∥p
p + ∥U1A − U1B∥p

p = 2∥U1A∥p
p + 2∥U1B∥p

p.

Az 5.6 következmény szerint ekkor U1A és U1B diszjunkt tartójú, ezért

T (A∪B) = suppU1A∪B = supp(U1A +U1B) = suppU1A ∪ suppU1B = TA∪TB.

Ebből
T (Ω1 \ A) = T (Ω1) \ T (A).

Ha A = ⊔∞
n=1 An, akkor 1A = ∑∞

n=1 1An , ekkor, mert U folytonos és lineáris, U1A =∑∞
n=1 U1An . U1An páronként diszjunkt tartójú, tehát

TA =
∞⋃

n=1
TAn.

Ha µ1(A) = 0, akkor ∥U1A∥Lp(µ2) = ∥1A∥Lp(µ1) = µ1(A)1/p = 0 miatt, U1A = 0
majdnem mindenütt, tehát µ2(TA) = 0. Fordítva, ha µ2(TA) = 0, akkor µ1(A) = 0.
Tehát, T reguláris halmazizomorfizmus.

Mivel µ1 < ∞, ezért 1 ∈ Lp(µ1). Legyen h := U(1). Tetszőleges A ∈ Σ1 halmazra
h(t) = U1A(t) + U1Ω1\A(t), tehát, mivel U1A és U1Ω1\A diszjunkt tartójú,

U1A(t) = h(t)1T A(t) = h(t)T11A(t),

ahol T1 az 5.3 állításban szereplő T által indukált operátor. Vegyük észre, hogy∫
T A

|h(t)|p dµ2 = ∥U1A∥p
Lp(µ2) = ∥1A∥p

Lp(µ1) = µ1(A) = µ1 ◦ T−1(TA)
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tehát az (5.1) alak szerint definiált S izometria, amire U1A = S1A. Az indikátor-
függvények lineáris burka sűrű, tehát U = S mindenhol.

A σ-véges esetben, legyen Ω1 = ⋃
n∈NEn, ahol µ1(En) < ∞ és En ⊂ En+1.

Minden n-re, legyen Un : Lp(En) → Lp(µ2), Un(f) := U(f |En) és a véges esetet alkal-
mazva kapunk Tn halmazizomorfizmust (En mérhető részhalmazain) és h függvényt,
melyekre

Unf(t) = hn(t)T1,nf(t).
Ha n < m, és A ⊆ En, akkor

hn(t)1TnA(t) = Un1A(t) = Um1A(t) = hm(t)1TmA(t),

tehát Tn(A) = suppU1A = Tm(A) és hn(t) = hm(t), ha t ∈ Tn(En). Legyen tehát

T (A) :=
∞⋃

n=1
Tn(A ∩ En),

h(t) := hn(t) , ha t ∈ T (En)

Ekkor T reguláris halmazizomorfizmus és h-ra teljesül
∫

T A
|h|p dµ2 =

∞∑
n=1

∫
T (A∩En\En−1)

|h|p dµ2 =
∞∑

n=1
µ1(A ∩ En \ En−1) = µ1(A).

Eszerint S : f 7→ hT1f lineáris izometria, ami megegyezik U -val az indikátorokon,
ezért tetszőleges függvényen is.

Megjegyzés. A Banach–Lamperti tétel változatlanul érvényes 0 < p < 1 esetén is.
Ekkor Lp csak ún. kvázinormált tér, mivel a háromszög egyenlőtlenség általában
nem teljesül. A fenti bizonyítás lényegében változatlanul működik.

5.8. Állítás. A tételben a p ̸= 2 feltétel lényeges, azaz p = 2 esetén nem minden
izometria írható fel (5.1) alakban.

Bizonyítás. Ha Uf = hT1f, akkor ha fg = 0, akkor T1f · T1g = 0, így

UfUg = h2(T1f)(T1g) = 0.

tehát U megtartja a diszjunkt tartójú függvényeket. Ez L2-ben nem mindig teljesül.
Valóban, tekintsük Ω1 = Ω2 = {0, 1}-et a számlálómértékkel. Ekkor L2(Ωi) ∼= C2, és

U = 1√
2

(
1 1
1 −1

)

unitér mátrix, tehát izometria. Ekkor (0, 1) és (1, 0) diszjunkt tartójú viszont

U

(
1
0

)
= 1√

2
(1, 1), U

(
0
1

)
= 1√

2
(1,−1)

nem az, tehát U nem írható (5.1) alakban.
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Természetes lenne azt várni, hogy a Banach–Stone tételhez hasonló alakot kapjunk:
Egy h súlyfüggvény és egy φ mérhető izometriával vett kompozíció szorzatát, vagyis,
hogy

Uf(t) = h(t)f(φ(t)).
A Banach–Lamperti tétel szerint, ezzel ekvivalens, hogy T1f = f ◦ φ, ahol T1 a T
reguláris halmazizomorfizmus által indukált operátor. Tehát a két felmerülő kérdés,
hogy mikor lesz az így definiált T egy reguláris halmazizomorfizmus, illetve mikor
létezik olyan φ, amire ez teljesül.

5.9. Lemma. A következők ekvivalensek:

(i) T1f = f ◦ φ µ2 m.m. tetszőleges mérhető f -re.

(ii) T (A) = φ−1(A) µ2 majdnem mindenütt tetszőleges A ∈ Σ1-re.

Bizonyítás. (i) ⇒ (ii) : 1T (A) = T11A = 1A ◦ φ = 1φ−1(A), tehát T (A) = φ−1(A) µ2
m.m.
(ii) ⇒ (i) : T11A = 1φ−1(A) = 1A ◦ φ. Innen linearitás, majd a lépcsős függvények
sűrűsége miatt tetszőleges µ2 mérhető függvényre teljesül T1f = f ◦ φ.

5.10. Következmény. Legyen (Ω1,Σ1, µ1), (Ω2,Σ2, µ2) mértéktér. Ha φ : Ω2 → Ω1
mérhető bijekció, melyre µ2(φ−1(N)) = 0 ⇐⇒ µ1(N) = 0 akkor T1f := f ◦ φ egy
reguláris halmazizomorfizmus által indukált operátor,

Bizonyítás. Ekkor T (A) = φ−1(A)-ra teljesül (5.2).

5.11. Tétel. Legyen a, b ∈ (0,∞], és c ∈ (0,∞]-re jelölje

Ic :=
[0, c], c < ∞,

[0,∞), c = ∞.

Továbbá legyen

(Ω1,Σ1, µ1) = (Ia,B(Ia), λ), (Ω2,Σ2, µ2) = (Ib,B(Ib), λ),

ahol λ a Lebesgue mérték. Ekkor tetszőleges T : Σ1/N1 → Σ2/N2 reguláris halmaz-
izomorfizmushoz létezik olyan mérhető φ : T (Ω1) → Ω1 leképezés, hogy f ∈ Lp(µ1)-re
T1f = f ◦ φ.

Bizonyítás. Legyen Bq := T (Iq), (q ∈ Ia ∩ Q). Ekkor (modulo nullhalmaz)

q ≤ r ⇒ Bq ⊆ Br

Mivel megszámlálható sok Bq halmazunk van, vehetünk olyan reprezentánsokat,
hogy ez pontonként is teljesül. Most legyen

φ(x) := inf{q ∈ Ia ∩ Q : x ∈ Bq}.

Ekkor φ : T (Ia) → Ia mérhető függvény. Mivel T (⋂∞
n=1 An) = ⋂∞

n=1 T (An), ezért

φ−1(Iq) =
⋂
r>q
r∈Q

Br =
⋂
r>q
r∈Q

T ([0, r]) = T (Iq).
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Mivel az [0, q] alakú intervallumok (q ∈ Ia ∩Q) generálják B(Ia)-t, és T , valamint φ−1

is megtartja a komplementert és a megszámlálható uniókat modulo nullhalmazokon,
ezért minden A ∈ B(Ia)-ra

T (A) = φ−1(A).
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Alulírott Vághy Lőrinc Bertalan nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészítése során
az alább felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI alapú eszközöket alkalmaztam:

Feladat Felhasznált eszköz Felhasználás helye
LATEX szintaxis kikeresése GPT-5.5 Teljes dolgozat
Nyelvhelyesség ellenőrzése GPT-5.5 Teljes dolgozat
Irodalomkeresés GPT-5.5 15-19. oldal
LATEXkód írása GPT-5.5 Címlap, ezen táblázat

A felsoroltakon túl más MI alapú eszközt nem használtam.
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