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Koszonetnyilvanitas

Ezuton szeretném kifejezni Oszinte koszonetemet mindazoknak, akik segitségemre
voltak szakdolgozatom elkészitésében.

Halaval tartozom témavezetomnek, Tarcsay Zsigmondnak a dolgozat elkészitésé-
ben nytujtott segitségért.

Nagyon koszonom a csaladomnak és a baratnémnek, hogy tanulmanyaim soran
mindvégig kitartéoan tamogattak.
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1. fejezet

Bevezetés

A funkciondalanalizis egyik alapvet6 kérdése, hogy adott struktiraval ellatott terek
kozott hatd, a struktirat megtarto leképezések milyen format vesznek fel. Kiilondsen
gazdag teriiletet jelentenek a normalt terek kozti izometridk, azaz tavolsagtarto
leképezések. A klasszikus Mazur—Ulam tétel szerint valés normalt terek kozott
minden sziirjektiv izometria sziikségképpen affin, vagyis el6all, mint egy linearis
operator eltoltja. Tehat a sziirjektiv izometriak, metrikus természetiik ellenére
lényegében linearis objektumok. A sziirjektivitas feltétele altalaban nem hagyhatd el,
de ha a céltér bizonyos geometriai feltételeknek eleget tesz, akkor igen.

Szintén érdekes ttra vezet a lokélis izometridk vizsgalata. Mankiewicz [5] irdsdban
adott médszert a gombok kozotti izometriak kiterjesztésére. A Skot konyv megol-
datlan 155. problémaja azt kérdezi, hogy az olyan bijekciok, amelyekre lokalisan
teljestl az izometrikus tulajdonsag, vajon globalisan is izometrikusak-e? Pozitiv
valasz csak extra feltételek mellett ismert, Michiya Mori [4]-ben szeparébilis terekben
ad eredményt.

Specidlis fiiggvényterekben az izometridk még konkrétabb alakot vesznek fel,
amelyek az alapul fekvé tér sajatossdgait is tiikrozik. A Banach—Stone-tétel szerint
folytonos fiiggvényterek linearis izometriai az alapterek homeomorfizmusaval vett
kompozicié és egy egységnyi abszolutértéki fiiggvény szorzata. A Banach—Lamperti
tétel LP terek linearis izometridit egy ugynevezett regularis halmazizomorfizmus éltal
indukalt kompozici6 és egy megfeleld silyfiiggvény szorzataként irja le.

A dolgozat f6 célja tehat, hogy attekintést adjon a kiillonboz6 tipust normalt terek
izometriainak kanonikus alakjarol, bemutassa a fontosabb klasszifikdciés tételeket,
és ezek modosulatait, nem sziirjektiv, vagy lokalis feltételek mellett.



2. fejezet

Eloismeretek

Elséként gytijtsiik ossze a dolgozatban felhasznalt és annak megértéséhez sziikséges
jeloléseket, alapfogalmakat és eredményeket.

2.1. Definicié. Legyenek (X, dy) és (Y, dy) metrikus terek. Egy f: X — YV
leképezés izometria, ha tetszoleges z,y € X pontokra

dX(aj’ y) = dY(f(x)7 f(y))

Megjegyzés. A fenti definiciébdl kozvetleniil adodik, hogy egy izometria injektiv és
folytonos. Emellett megérzi a Cauchy sorozatokat, tehat bijektiv izometria mellett,
a kiindulasi és képtér teljessége ekvivalens.

2.2. Definicié. Legyenek X, Y valés vektorterek. Az f: X — Y fiiggvényt affinnek
nevezzik, ha

[tz + (1 =t)y) =tf(x) + (1 -1)f(y)

minden x,y € X és t € [0, 1] esetén.

2.3. Tétel (Baire-kategoria tétel). Teljes metrikus tér nem dll elé megszamldlhato
sok sehol sem stri zart halmaz uniojaként.

2.4. Tétel (Hahn-Banach). Legyen E normdlt tér, Ey C E linedris altér és fo € E
folytonos linedris funkciondl. Ekkor létezik olyan f € E* folytonos linedris funkciondl,
amely kiterjeszti fo-t és amelyre || foll = || -

2.5. Lemma (Urysohn). Legyen X kompakt Hausdorff (vagy dltaldnosabban nor-
malis) topologikus tér, A, B C X nemdres, diszjunkt, zart halmaz. Létezik folytonos

f: X —[0,1] figgvény, melyre f(A) = {0} és f(B) = {1}.



3. fejezet

Mazur—Ulam tételkor

A Kklasszikus Mazur—Ulam tétel normalt terek kozti izometriak kanonikus alakjaval
foglalkozik. A tétel szerint valés normalt terek kozott egy bijektiv izometria eléall ugy,
mint egy linearis izometria és egy eltolas kompozicidjaként, vagyis in. affin leképezés.
Ebben a fejezetben ennek a tétel bizonyitasaval foglalkozunk, illetve megvizsgalunk
olyan eseteket, ahol nem sziikséges feltenniink a kérdéses izometria bijektivitasat,
hogy affin fliggvényhez jussunk.

3.1. Allitas. X és Y walds vektorterek, f: X — 'Y figguény. Ekkor f akkor és csak
akkor affin, ha létezik eqy T': X — 'Y linedris operdtor és eqy b € Y wektor gy, hogy

flz) =Tz +0, (x € X).

Bizonyitas. Ha f eléall f(x) = Tx + b alakban, akkor barmely z,y € X és ¢t € [0, 1]

mellett
fx+ 1 —=t)y)=T{x+ (1 —t)y)+0b

=t(Tz+b)+ (1 —1t)(Ty+b)
=tf(x)+ (1 =1)f(y),
vagyis f affin fiiggvény. Megforditva, tegyiik fel, hogy f affin fiiggvény, és legyen

T(z) = f(x) = f(0),  (zeX)

Ekkor f(z) = T(z) + f(0) miatt elegendé megmutatni, hogy 7' lineédris. Vegytik
észre, hogy T is affin fiiggvény és T'(0) = 0, emiatt barmely ¢ € [0,1] szdm és x € X
vektor esetén

T(tx) =tT(x).
Most legyenek z,y € X, ekkor

T(x+vy) :T<x+y) _ T(x) +T(y)
2 2 2 ’

vagyis T" additiv. Ebbél teljes indukcidval kovetkezik, hogy T'(nz) = nT'(x) minden
n € N természetes szamra és x € X vektorra. Ha most A > 0, akkor eloall A =n + ¢
alakban, ahol n € N és ¢ € [0, 1], tehat

T(A\x) =T(nx+tx) =nT(z) +tT(x) = \T(z).

>



Ha pedig A < 0, akkor —\ > 0 és
T(Ar) = T((=M)(=2)) = =AT (=) = AT(z),

mert 0 = T(x + (—x)) = T'(z) + T(—xz). Tehdt megmutattuk, hogy T'(A\z) = \T(z)
minden A € R, valamint, hogy T'(z +y) = T'(z) + T(y), tehat T linearis. O

3.2. Lemma. Legyenek X,Y walos vektorterek, f: X — Y folytonos fiigguény. Ekkor
f pontosan akkor affin, ha tetszoleges x,y € X wvektorra

F (x—;y) _ f(x);f(y)

Bizonyitas. A folytonossag miatt elegendé megmutatni, hogy

[tz + (1 =t)y) = tf(x) + (1 =) f(y)

teljesiil, minden z,y € X vektorra és t € [0,1] diadikus szamra, vagyis, minden
n € N természetes szamra, k,l € N, k + [ = 2" esetén

kx +ly k l
= — — . 1
P = s+ gt (3.
Ezt teljes indukcidval tessziik, az n = 1 eset épp a feltétel. Tegyiik fel, hogy (3.1))
fennéll valamely n-re tetszdleges k, | € N, k+1 = 2" mellett. Legyen most k+[ = 271,
Ha k és | parosak, irjuk oket k = 2i¢, [ = 25 alakban. Ekkor ¢ + j = 2", igy az
indukcios feltevésbdl

k l

o T
F(5t) =1 (F52) = el @)+ g7 0) = e 0) + i ).

Ha k és [ paratlan, legyen k = 2:+ 1 és | = 25 — 1, valamint

o T
L dwtgy (i la+ (- 1y

A ' 2n

Ekkor az indukciés feltevés szerint

F) = e f@) + ), fw) = e+ L ).
Masrészt a feltétel szerint
kr +1 + flu)+ f k !
d (W) =/ <u 2 U) - 2 o g () + 5 f W),

tehat (n + 1)-re is teljestil (3.1)).

Most mar készen allunk a Mazur—Ulam tétel bizonyitaséara.

3.3. Tétel (Mazur—Ulam). Legyenek X ésY walds normdlt terek, f: X — 'Y bijektiv
izometria. Ekkor f affin figguény.



Bizonyitdas. Elég megmutatnunk, hogy tetszoleges x,y € X esetén

F <x—£y> _ f(x)—;f(y)

Jelolje egy korlatos C' C X halmaz atmérdjét
d(C) :==sup{||lu — | : u,v € C}.
Legyen

e e A e IO

és definialjuk a kovetkezdé halmazokat:

— d
Ci: =B <x,2> N

o
/N
=
N
~_—
—~~
(UV)]
[\
SN—

Induktivan legyen

Hasonldan

ct=B (. 3) 0B (50,5

C’;H::{uECL:CﬁlgB(u, 2")}, (n>1).
Megmutatjuk, hogy

Fjl Cn = {z}.

Tudjuk, hogy z € (', és tegyltik fel, hogy z € C),. C; kozéppontosan szimmetrikus
z-re, igy induktivan a tobbi C), is, vagyis

re(C, < 2z—xecC,.
Tehat ha x € C,,, akkor
2|z =zl = [z = 2z — 2)|| < 4(Ch),

azaz z € Cpyq1. Emellett

5(C) 3

<
5(Cn+1) = 9 = om )

miatt a metszet legfeljebb egy pont lehet. Hasonléan kapjuk, hogy
Nc ={1
n=1
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[zometrikussag miatt,

we Oy <= |lu—z| <d/2és lu—y| < d/2

= f(w) = f(@) <d/2 és [|f(u) = Fy)]| < d/2

= f(u) € Cf,

. CB (u (w”)) — f(C)CB <f<u), 5(Cn)> |

tovabba

2
Tehat indukciéval kapjuk, hogy

minden n-re, specialisan

azaz

]

Megjegyzés. Ha a feltételek egyikét elhagyjuk, mar nem érvényes a tétel. Példaul, az
fley=z  (2€C)

figgvény sziirjektiv C — C izometria, de nem affin komplex értelemben. Hasonléan,

a
(z,0), x>0,

‘R = R? =
g 9() {(O, —z), <0

fuggvény egy nem sziirjektiv izometria az ||(u, v)|| = |u| + |v| norméval, de nem affin.
Vannak azonban olyan terek, ahol a sziirjektivitas feltétele elhagyhato.

3.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy X valés normélt tér szigorian konvex, ha
az egységgomb egy szakasza a végpontokat leszamitva a gomb belsejében van, azaz,
tetszOleges x,y € X, x £y ||z||, [|y]| <1 esetén, a

A(t) =tz + (1 —1t)y (te(0,1))
nyilt szakasz minden pontjara, ||[A(¢)]] < 1.
Példék:
o A Hilbert-terek szigorian konvexek, a paralelogramma-azonossag miatt.

o [P és (P hal < p < oo szigorian konvex, a Minkowski-egyenlétlenség miatt.

e1tez

teal| =1,

1

o (! nem szigorian konvex, mert e, ey egységvektorok, de

(1,1,0,...)+(1,-1,0,...) H
2 [e.¢]

=1.

e (* nem szigorian konvex,
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o C(K) a szuprémumnormaval nem szigortian konvex, ha K-nak legaldbb két
pontja van.

3.5. Allitas. EqgyY valds normdlt tér pontosan akkor szigorian konvex, ha tetszéleges
X walds normdlt tér esetén minden f: X — Y izometria affin.

Bizonyitas. Belatjuk, hogy Y pontosan akkor szigorian konvex, ha minden y;, 9, € Y
pontra teljestl, hogy

Y1+ Y2
evilz—uml=lz-ml =t -l = {2221 63
Tegyiik fel, hogy Y szigorian konvex és 1,2, 2 € Y olyanok, hogy
Iz = w1l = Iz = w2l = 5llvn — el = d.
Vegyiik az
u,:yl—z U,:Z—yz
: T ; y
egységvektorokat. Ekkor ||“f2]| = 1, ezért a szigort konvexitds miatt u = v, tehit

YB1—2=2—"Y
Most tegyiik fel, hogy Y nem szigortian konvex. Ekkor létezik u # v, ||u|| = ||v|| = 1,

hogy [|*3%]l = 1. Ha most y, = u, y» = —v, akkor z = O-ra:
Y1+ Yo
ol = llyell = 2llyr — 1ol = 1, de 5 £0.

Tehét, ha Y szigorian konvex, a (3.3|) egyenléségbdl latszik, hogy minden f: X — Y
izometria felez6ponttartd, hiszen tetszéleges 1, x5 € X, m = “E22 egetén

f(z1) +f(1’2)'

1f(m) = f)ll = 1f (m) = f(@2)ll = 5[l (21) = f(22)]| = f(m) = 5

Masfeldl, ha Y nem szigortian konvex, akkor 1étezik vy, 42, 2 € Y, amikre z # ?“JFTW,
de

Iz = will =z = val = 3y — v2]|-

A kovetkez6 konstrukcié példa olyan f : R — Y izometriara, ami nem affin: Legyen

d:= %Hyl - Z/2H>
z4+t8=0 >0,
f(t) = s
z4+t2=, <0,

Ekkor f valéban izometria, azonban

f(()):z;réf(l)—;f(_l):Z_i_y12—dy27

tehat f nem affin.



Lokalis izometriak

Ebben a részben lokdlis izometriakkal, azaz olyan fliggvényekkel foglalkozunk, amik
minden pont egy kornyezetében izometrikusak. Megnézziik, hogy az ilyen fiiggvé-
nyekre milyen koriillmények kozott teljesiil globalisan is az izometrikus tulajdonsag.
Az alabbi tétel egy altalanositasa a Mazur—Ulam tételnek gombok kozotti izometriak
esetén.

3.6. Tétel. [Mankiewicz] Legyen X,Y wvalds normdlt tér, Bx(xg,r) C X, By (yo,7) C
Y, és
f: Bx(zo,7) = By (v0,7)

szirjektiv izometria. FEkkor létezik eqy eqyértelmi F: X — 'Y szirjektiv affin izomet-
ria, melyre
F|BX(IO,T) = f

A bizonyitashoz el6bb sziikségiink lesz a kovetkez6 lemmaéra.

3.7. Lemma. Legyen xy € X, r > 0, B(zo,7) C D C X, g: D — X izometria,
melyre g(x) = x minden x € B(xg,r)-re. Ekkor g(x) = x minden x € DNB(xq, 2r)-re
18.

Bizonyitds. Legyen x1 € D N B(x,2r) tetszoleges pont. A Mazur—Ulam-tétel
bizonyitasanal hasznalt gondolatmenetet ismételjiik meg az * = xq, és y =
pontokra. Definidljuk a C, és C/ halmazokat a (3.2) formuldnak megfelelGen.

Tovabbra is teljesiil, hogy
ﬁ Cn = {$0 ha =L } )
n=1 2

fjl - {9(550) ;r g(x1) } '

Vegyiik észre, hogy C,, C Cy C B(zg,r) C D, ahol g izometria, ezért ismét fenndll,
hogy g(C») = C7,. Igy kapjuk, hogy

valamint

(xo +x1> _ g(xo) +9(z1) _ mo+g(21)

2 2 a 2

Ugyanakkor 232 € B(x,7), ezért

($0+$1> - SC(]+.T1
2 2

tehéat g(x1) = x1. O

A Mankiewicz-tétel bizonyitdsa. Legyen z,y € B(xg,r/2), C, és C! mint (3.2).
Ekkor C; C B(xo, ), hiszen ha u € C, akkor

x_
Ju = aoll < o — ol + = ol) < Vg o <

10



Tehat f|p(ao,r/2) affin, ami egyértelmien kiterjed F': X — Y affin fiiggvénnyé. Innen
az el6z6 B.1 lemmat alkalmazva a

gla)=Flof
leképezésre kapjuk, hogy f(z) = F(z). O
Probléma (Scottish Book, 155. probléma). Legyenek X és Y wvalds Banach-terek,

f: X — Y bijektiv lokalis izometria, azaz minden X -beli pontnak van olyan U,
kornyezete, ahol f|u, izometria. Teljesiil-e ekkor, hogy f globdlisan is izometria?

A Skét konyv fenti problémajat Mazur és Sternbach tilizte ki 1936 november
18-an. A probléménak csak részleges megoldasa ismert, extra feltételek mellett. Az
aldbbiakban megvizsgalunk két egyszerti feltételt.

3.8. Allitas. Ha a kérdéses f bijekcid inverze folytonos, vagyis f homeomorfizmus,
akkor f izometria.

Ilyenkor f~! szintén lokalis izometria, hiszen ha z-hez adott B(z,r) kérnyezet,
ahol f izometria, akkor f~! izometria f(B(x,7))-en, tehdt ez jo kornyezet lesz
f(z)-hez.

Legyenek z,y € X tetszoleges pontok és tekintsiik a

W)=z +tly—2), te0,]
szakaszt. Ekkor a «([0,1]) kompakt halmaz lefedheté véges sok olyan gombbel,
amelyeken az f fiiggvény izometria. Vegyiink egy olyan

O=to<ti < ---<t,=1

particiot, ahol a [y(t;_1),v(t;)] szakasz része egy-egy ilyen gombnek. Ekkor
() = F@)Il < o1F () = fOytma)ll = D2 () — vt = llz = yll.
i=1 i=1

Hasonléan f~!-bél indulva, kihaszndlva, hogy f~! szintén lokalis izometria, megkap-
juk, hogy

o =yl < |1f(z) = F)ll-
Megjegyzés. Ha X és Y véges dimenziods, akkor egy f : X — Y folytonos bijekciéra
automatikusan teljesiil, hogy homeomorfizmus, igy minden lokalis izometria egyben
izometria is.

3.9. Allitas. Amennyiben Y szigorian konvex, akkor f izometria, sét, ilyenkor nem
sziikséges feltenniink, hogy f bijekcio.

Bizonyitds. Legyen x,y egy olyan gdbmbben, ahol f izometrikus. Az allitas szerint
ekkor

2 2 ’
tehat f lokdlisan affin. Vegyiink egy xg € X pontot és annak olyan kornyezetét, ahol
f affin, és legyen F' ennek kiterjesztése. Tetszoleges y € X ponthoz tekintsiik az
[0, y] szakaszt és annak véges fedését olyan nyilt gombokkel, ahol f-rél tudjuk, hogy
affin. Ekkor az egymast kéveté halmazok metszete nem iires, tehat a rajtuk vett affin
figgvények megegyeznek, igy F' mindenhol megegyezik az eredeti fiiggvénnyel. [

F <x+y> _f@)+ )

11



A 155. probléma szeparabilis térben

Most bemutatjuk Michiya Mori eredményét a skot konyv ezen probléméajaval kapcso-
latban. (1d. [4])

3.10. Tétel. Legyenek X és Y walos Banach-terek, X szepardbilis, f: X — Y
szirjektiv lokalis izometria. Ekkor f: X —'Y izometria.

Bizonyitds. Elészor keresiink olyan U C X halmazt, ahonnan a fiiggvény egyértel-
mien kiterjeszthet6 izometriaként, majd megmutatjuk, hogy a kiterjesztett fiiggvény
mindenhol megegyezik az eredetivel.

Egy € X ponthoz legyen ¢, > 0 olyan, hogy f |§(z7€z) izometria. Itt f izometri-
aként megtartja a Cauchy-sorozatokat, és a limeszeket. Tehdt, mivel B(x,¢,) teljes,
igy f(B(z,e,)) CY is az, ezért zrt.

U B(z,e.)

zeX
nyilt fedése X-nek. Egy szeparabilis tér Lindelof, tehat valaszthaté megszamlalhatd
fedés. Legyen

X = |J B(zn, es,)-

neN
Ekkor f sziirjektivitasa miatt

(f(B(&n,cs,)))

megszamlalhato zart fedése Y-nak. A Baire-kategoriatétel szerint létezik m, hogy
f(B(xm,€x,,)) belseje nem tires. Legyen

neN

B(yo,7) C f(B(Zm;€s,,)), tovdbba x¢ € X olyan, hogy f(zo) = yo-
Ekkor, y € B(yo,r) ponthoz ha x € B(x,,&,,) olyan, amire f(z) =y, akkor
[ = ol| = [lf () = flwo)[| <1,

B(yo,7) € f(B(xo,7)).

Emellett, mivel f|pa,,r) izometria, f(B(xo,7)) € B(yo, 7).

Tehat aMankiewicz—tétel szerint f|p(z,,r egyértelmien kiterjesztheté F': X —
Y affin izometriava. Azt kell még latnunk, hogy ez a kiterjesztés mindenhol meg-
egyezik az eredeti fliggvénnyel.

Ehhez tekintsiik azt a nyilt D halmazt, ahol minden pontnak van olyan kérnyezete,
ahol f = F. Vegyiik D egy z torlédasi pontjat, és legyen e, olyan, amire f|p...)
izometria.

B(z,e.) N D egy nem iires nyilt halmaz, tehat van benne egy B(z1,71) gémb. Itt

2 =2z + Az, valamely A € [0,r), skalarra és ||z1]| = 1 vektorra.

A Lemma (3.7) alkalmazdsdval g = F~' o f-re B(z1,r;)-b6l indulva kapjuk, hogy
g(x) = x minden
x € B(z,2r) N D

12



pontra, specidlisan g(z) = x a B(z2,71) gdmbon, ahol
zo=z24+(1—1r1)(5n — 2).

Ezt ismételve, amig z € B(z,,m1), kapjuk z olyan kornyezetét, ahol g(z) = x, azaz
z € D. Tehat D egy nem iires nyilt-zart halmaz, ezért D = X. O

« sz

kévetkezik automatikusan az injektivitas. Péld4aul, ha S'-en az ivhossz a metrika,
akkor a

7:R—= St t et
leképezés lokdlisan izometria, de nem injektiv. Normalt terek koézott nem ilyen
egyértelmii a helyzet, viszont a fenti tétel garantédlja, hogy szeparabilis terekben nincs

ilyen.
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4. fejezet

Banach—Stone tétel

4.1. Definicié. Legyenek X és Y kompakt Hausdorff terek, K = R vagy C. Jelolje
C(X) :=C(X,K)
a folytonos X — K fiiggvények terét a szuprémumnormdval:

[flloc := sup [f(2)].
zeX

Ebben a fejezetben azzal foglalkozunk, hogy a C(X) normélt tér szerkezete
hogyan fiigg az alaptér topoldgiajatol. Mig a Mazur—Ulam tétel megmutatta, hogy
normalt terek kozti bijektiv izometriak erds linearis strukturaval rendelkeznek, a
Banach—Stone tétel a folytonos fiiggvényterek kozti linearis izometridknak egy olyan
kanonikus alakot ad, amelyben megjelenik alapterek egy homeomorfizmusa is. Mas
szoval, két fiiggvénytér csak ugy lehet izometrikus, ha az alapterek topoldgidja
megegyezik.

4.2. Tétel (Banach—Stone). X ésY kompakt Hausdorff terek, T : C(X) — C(Y)
sziirjektiv linedris izometria. Ekkor T elddll a kévetkezd alakban:

(TF)) = g(y) f(e(y)) (4.1)

ahol ¢ : Y — X homeomorfizmus és g € C(Y) olyan figguény, melyre |g(y)| = 1
minden y € Y pontra.

Megjegyzés. Konnyen ellendrizhetd, hogy a tétel forditottja is igaz, azaz, ha h és ¢
olyan, mint fent, akkor a (4.1)) szerint definidlt 7" sziirjektiv linedris izometria.

A tételt eredetileg Banach bizonyitotta metrikus terekre, majd késébb Stone
altalanositotta kompakt Hausdorff terekre. El6szor ismerkedjiink meg néhany foga-
lommal, amire sziikségiink lesz.

4.3. Definicid. Legyenek F, F' normalt terek. Ekkor E' dudlis tere az E-n értelmezett
folytonos linedaris funkcionalok halmaza:

E* := B(E,K).

14



Egy A € B(E, F) operator dudlisa a

A" F* = E”

pr—poA
leképezés.
4.4. Allitas. A fenti A* leképezés eqy folytonos linedris operdgtor, melyre ||A*|| = ||A||
Bizonyitds. Legyen ¢, p € F*, u, A € K. Ekkor
A" (o +Ap) = (np +Ap) o A= p(po A) + AMpo A) = pA%p + AA%p,

vagyis A* linedris. Emellett

[A%¢]l = sup [p(Az)| < sup |loll[|Az]| = [lell][All,

=<1 [l=]I<1

tehat ||A*g| < [|Allllell, vagyis ||[A*|| < [|A]]. A maésik irdny a Hahn-Banach
tétel kovetkezménye. Legyen x € E tetszéleges, po(AAx) := M| Az||. Ekkor ¢
kiterjeszthetd egy ¢ € F*, ||¢|| = 1 linedris funkcionélla, igy

[Az]| = lp(Az)| = [A%p(2)] < [|A[[]]]
Szuprémumot véve ||z|| < 1-en, kapjuk, hogy ||A|| < [|A*]|. O
4.5. Allitas. Ha T : E — F sziirjektiv linedris izometria, akkor T* szintén az.
Bizonyitds. Legyen ¢ € E* és p € F* tetszdleges. Ekkor ¢ o Tt € F* és

(0 T-)(x) = ¢(T~(Tx)) = p(x),
tehat T™ sziirjektiv, tovabba

1T ()|l = sup [T"(p)(x)| = sup |p(Tx)| = o],

fl=ll<1 [lzll<1
vagyis T izometria. O

4.6. Definici6. X valos vektortér. Egy C C X konvex részhalmaz extrém pontjainak
nevezzik és Ext(C)-vel jeloljik azon u € C' pontok halmazat, melyek nem &llnak
el6 kiillonbo6z6 C-beli pontok konvex kombindciéjaként, azaz

uw=1tv+ (1 —-thw (v,weC,0<t<1)
csak akkor lehetséges, ha v = w = .

Megjegyzés. Mivel C' konvex, ekvivalens definicié, hogy
v+ w
u =
2
4.7. Allitas. Legyenek E,F normdlt terek, és jelslie By C E és Bp C F a zdrt
eqységgombot. Ha S : E — F szirjektiv linedris izometria, akkor

S(Ext(By)) = Ext(By).

V=W =U.

Bizonyitds. Valoban, mert S(Bg) = Bp valamint S és S~! megtartja a konvex
kombinaciokat. O
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Riesz-Markov-Kakutani reprezentacio

Most a célunk Ezt(Bc(x)«) pontjainak meghatarozasa. Latni fogjuk, hogy ezek
alakja adja a Banach—Stone tétel bizonyitasanak kulcsat. Ehhez C'(X)* elemeit tn.
regularis Borel mértékekkel fogjuk reprezentalni, majd az el6zé allitast alkalmazzuk.
Eloszor ismételjiink at néhany alapveté mértékelméleti fogalmat.

4.8. Definicié. (X, 7) topologikus tér Borel-o-algebréja

a legsziikebb o-algebra, ami tartalmazza a nyilt halmazokat.

4.9. Tétel (Carathéodory kiterjesztési tétel). Legyen p* kilsé mérték az X halmazon.
Egy A C X halmazt nevezziink p*-mérhetonek, ha minden E C X esetén

p(E) = p (ENA)+p (E\A).

Ekkor a p*-mérhetdé halmazok o-algebrat alkotnak, és u* erre a o-algebrdara megszoritva
meérték.
4.10. Definicié. Legyen X Hausdorff, u pozitiv mérték az (X, B(X)) mértéktéren.
1 regularis, ha

e u(K) < oo minden K kompakt halmazra

o u(A)=inf{u(U): A C U,U nyilt}

o u(A) =sup{u(K): K C A, K kompakt}.

Egy n komplex Borel mérték regularis, ha p totdlis varidcioja, azaz

l() = s { 3= ] A= | A1, € B30

k=1 k=1
regularis, ahol | | a diszjunkt uniét jeloli.
4.11. Definicid. Legyen X kompakt Hausdorff tér. Jelolje M(X) az (X, B(X))-en

értelmezett komplex (vagy elGjeles) regularis Borel-mértékek terét a totalis varidcid
normaval ellatva:

el = [l (X)

4.12. Tétel (Riesz—Markov—Kakutani reprezentacios tétel). Legyen X kompakt Ha-
usdorff tér. Ekkor minden ¢ € C(X)* folytonos linedris funkciondlhoz létezik eqy
egyértelmi requldris Borel-mérték € M(X), hogy

o) = [ fdu  (f€C(X)). (42

Tovdbba a
J:C(X) — M(X)
¢ p

leképezés sziirjektiv linedris izometria.
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Bizonyitas. Eloszor tegyiik fel, hogy ¢ pozitiv, azaz, ha f > 0, akkor ¢f > 0. Legyen
U C X nyilt, f € C(X) olyan, hogy 0 < f < 1, supp f C U. Ekkor, ha u € M(X)-re
teljestil (4.2), akkor ¢(f) = [y fdup < u(U). Mésrészt

u(U) =sup{u(K): K C U, K kompakt}.

Urysohn lemma szerint, ha K C U kompakt, akkor 1étezik f € C'(X), melyre
0<f<l, flg=1  suppfCU.

Ekkor u(K) < [ fdp = ¢(f), tehat

w(U) = sup{a(f) : 0 < f < 1,supp f C U}.

tetszéleges U C X nyiltra.
Definiadljuk nyilt halmazokon p*-ot ezen egyenloséggel. Tetszoleges A C X
halmazra legyen
p(A) .= inf{u"(U): A C U,U nyilt}.

4.13. Allitas. p:= p*|px) mérték.

Bizonyitds. Megnézziik, hogy p* kiils6 mérték, azaz monoton, o-szubadditiv és
p*(@) = 0. A definiciébdl nyilvanvalé a monotonitas, és u*(0) = ¢(0) = 0.
A o-szubadditivitashoz kozelitsiik A,-et olyan U,, O A, nyilttal, melyre p*(U,) <
1 (An) + 57 Ekkor
Z p(U,) < Z 1(An) +e,

neN neN
tehat elég nyiltakra bizonyitani. Vegytink f € C(X), 0 < f <1, supp f C Upen Un
fiiggvényt. Mivel supp f kompakt, valaszthatd Uy, ... Uy véges fedés. Ehhez valaszt-
hat6 olyan Vi, ... Vy nyilt fedés, melyre V; C U;. Most Urysohn lemmaval vegyiink
olyan ay,...ay fiiggvényeket, melyekre

0<a,<l1, arly, =1, supp ax C Uy.

Ekkor a := 8, a; pozitiv supp f-en. Most legyen

) ) ) >

a(a)’ ’
0, a(z) =0.

for(r) =

Ekkor fpr € C(X), f =01, fox s
supp fpr. C Uy 0<fp <1

Tehat
N

o(f) =D o(fp) < Z:N*(Ui) <> w(l),

i=1 1€EN

és szuprémumot véve az 6sszes ilyen f-re,

(g zgre

neN neN
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Most belatjuk, hogy minden B € B(X) mérhet6. Ehhez elég, hogy a nyilt halmazok
mérhetok, mert a mérheté halmazok o-algebrat alkotnak. Vegyiik észre, hogy

W (U) =sup{p*(K) : K C U, K kompakt},

hiszen, ha 0 < f <1, K = supp f C U, akkor minden K C W nyiltra ¢ f < p*(W),
tehdt o(f) < u*(K).

Legyen K C U kompakt. Tegyiik fel, hogy supp f C U \ K, és legyen V nyilt,
melyre K C V C U, és amely diszjunkt supp f-t6l. Ha 0 < g <1, suppg C V, akkor

f4+g<1éssupp(f+g) CU, vagyis

o(f) + d(g) < p*(U).

Szuprémumot véve g-re, majd infimumot az ilyen V' nyilt halmazokra, végiil megint
szuprémumot f-re kapjuk, hogy

pK) + (U K) < p(U),

Most vegylink U C X nyilt halmazt, A C X tetszOleges halmazt és legyen V O A
nyilt, melyre p*(V') < p*(A) + e. Legyen K C U NV kompakt, melyre p*(UNV) <
p(K) + e. Ekkor

ANU cCcUNYV, A\U CV\K,

tehat . .
p(ANU) +p (A\U)

Ez minden e-ra teljestil, a szubadditivitas pedig mar tudjuk, tehat

p(ANU) + p(A\U) = p(A).
gy hét a Carathéodory kiterjesztési tétel szerint p := 1| Bx) mérték. O]
4.14. Allitas. p reguldris.

Bizonyitds. Valéban, 0 < p*(A) < ¢(1) < oo és a definicié szerint p*(A) =
inf{p*(U) : A C U,U nyilt}. Tovibb4, ha A mérhet6, akkor

pr(A) = p(X) — p (X \ A)
= u"(X) —inf{p"(U): X\ A C U,U nyilt}
= p"(X) — inf{p"(X) = p*(X\U): X\ U C A kompakt}
= sup{u(K) : K C A, K kompakt}.

4.15. Allitas. Tetszbleges f € C(X)-re
olf) = [ 1 dn
X
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Bizonyitas. Elég valos fiiggvényekre bizonyitanunk, mert ekkor ¢ linearitdsa miatt
f = Rf + iSf-re is kovetkezik az &llitas. Tegyiik fel, hogy ||f]| # 0 és legyen
g:= f;"']{'llll Ekkor f =2|/f|lg—||f]|1, tovabba [ 1du = pu(X) < oo miatt, integralds
soran nincs gond ezzel a felirdssal. Tehat felteheto, 0 < f < 1.

Vegyiik [0, 1] egy e finomsagu 0 = tg < t1--- < t,, = 1 felosztasat és vegytk a
Ky := f~[t, 00) kompakt szinthalmazokat. Ekkor

/de/iZZtk—tkl (Kg).

Regularitas miatt, minden k-ra valaszthaté U, D Ky nyilt, melyre pu(Uy) < p(Ky)+9.
Legyen uy € C'(X) olyan, hogy

0<u, <1, uk| i, = 1, supp uy C Uy.

Ekkor ¢(ux) < u(Uy), tovabba

Ztk_tk 1]1Kk<6—|—ztk—tk 1)

k=1
Tehat .
o(f) < z_: ti — ti—1)o(ug)
<e Zn: (te — te—1)(Ug)
<eo(1)+ i@k () + 6.

e, 8 — 0 mellett kapjuk, hogy ¢(f) < [y fdu. Ezt 1 — f-re alkalmazva kapjuk, hogy
(1) —o(f) =61 < [ A= fHdu= [ tdu— [ fdn,
tehit 6(f) > fx [ d =
Ha ¢ : C(X,R) — R, akkor f > O-ra legyen
¢T(f) = sup{e(g) : 0 < g < f}.
Tetsz6leges f € C(X,R)-re
G () 1= 01 (1) = 6 (1),

Standard médon beldthato, hogy ¢t és ¢~ := ¢ — ¢ pozitiv linedris funkciondl. A
pozitiv esetet alkalmazva ¢ -ra és ¢~ -ra kapunk pozitiv reguldris p*, u~ mértékeket
és = put — pu~ lesz ¢ reprezentacidja.

Az altaldnos ¢ : C(X,C) — C esetben el6szor tekintsik C(X,R)-re vett meg-
szoritast. Az fr— RO([f) és f— So(f) valds linedris funkciondlokra kapunk gy, puo
el6jeles mértékeket és p := py + 1o reprezentalja ¢-t. Ha f = u + v, akkor

o) = o) +i6() = [ wdp+i [ vdu= [ fdu.
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A ¢ — p linearitésa kozvetlen, a sziirjektivitashoz elég megjegyezni, hogy minden
p € M(X) regularis Borel-mérték esetén

~ [ fau

folytonos linearis funkcionalt definial C'(X)-en. Tehat maradt az izometrikusség.

Il=| ] ] < 1713,

tehit gl] < [lull
A masik irdnyhoz vegytlink diszjunkt mérheté Ay, ... A, halmazokat, melyekre
X =g, Ag és legyen K; C A; kompakt, melyekre

i:mm \K) <e

Legyen «; olyan szam, melyre |o;| = 1 és Oz,u( ) |(K;)|. Mivel a K-k paronként
diszjunktak, létezik f € C(X), . Ekkor

[ ] = 3 ) b (X\ 0 = 3 lutan) - 2=

X minden partici6jdra és minden & > O-ra, tehdt |u[(X) < supyp<i|fx fdul. O

4.16. Kovetkezmény. Legyen X kompakt Hausdorff tér, Bo(xy a C(X)*-beli zdrt
eqységgomb. FEkkor

Ext(Bex)y) = {\; 1 |A] = 1,2 € X},
ahol d, jeloli az x-re koncentrdlt Dirac-funkciondlt.
Bizonyitds. A fenti J sziirjektiv linedris izometria, tehat

J(Ext(Beoxy+)) = Ext(Ba(x))-
Eszerint, az allitassal ekvivalens, hogy
Ext(Buyx)) = {A; 1 |A| = 1,2 € X},

ahol most 0, az x-re szoritott Dirac-mérték. Eloszor belatjuk, hogy Ad, extrém pont.
Tegyiik fel, hogy

p1 + 2
A= g <),
Legyen u; 6, szerinti Lebesgue felbontasa

pi =iy +vi, (o =m({z}), v({z})=0).

Ekkor
a1 + o

A=A ({a}) = (M52, +

Oé1—|—062

({z}) = :

1%} + V2>
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tehat a; = ay = \. Ugyanakkor
il = ea] + [Jvill = 1+ vl <1

miatt v; = 0. Most tegytik fel, hogy € M(X), extrém pont, de nem A, alaki.
Nyilvanval6, hogy ||| = 1. Ekkor létezik A € B(X) Borel halmaz, amire

0<|pl(A) <1, 0<[pl(X\A4) <1

Ha most t := |u|(A) és

" ':@ lig = M|X\A
1- ta 2 - 1_t7

akkor ||| <1 és
po=tus + (1 —t)po,

tehat g nem extrém. O

A /-3 Banach-Stone tétel bizonyitisa. A allitds szerint T* : C(Y)* — C(X)*
szurjektiv linedris izometria, tehat a [4.7] allitas szerint

T*(Ext(Beyy-)) = Ext(Box)),

azaz minden y € Y ponthoz létezik egy egyértelmii p(y) € X és g(y) € K skalar,

lg(y)| = 1, tgy, hogy
T*5 :g( >5ga(y)'

« sz

Tf(y) =0,(Tf) =T0,(f) = 9(y)dpy(f) = 9(¥) f(0(y)).

Ez minden f € C(X) figgvényre és y € Y pontra igaz, tehat valéban eléall
alakban.

A bizonyitashoz még azt kell latnunk, hogy a kapott g : Y — K fliggvény folytonos
és ¢ : Y — X homeomorfizmus.

4.17. Allitas. g folytonos.
Jelolje 1 € C'(X) a konstans 1 fiiggvényt. Ekkor

azaz ¢ folytonos.
4.18. Allitas. © homeomorfizmus.

Belatjuk, hogy ¢ folytonos bijekci6. Mivel Y kompakt és X Hausdorff, ekkor ¢
homeomorfizmus. Legyen f € C(X) tetsz6leges. (4.1)) miatt és mert |g| = 1,

Jop=gTf

minden f € C(X). Legyen F € X zart halmaz, és egy x € X \ F' ponthoz jel6ljon
fz egy olyan figgvényt, amire f|p =0 és f(z) = 1. Ekkor

F= (1 f'({0}).

zeX\F
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Most minden f € C'(X) fiiggvényre f o ¢ folytonos, tehat

= ) ¢ (L)) = ) (fow) ({0}

TEX\F zEX\F

zart. Ez minden F' € X zart halmazra teljesiil, tehat ¢ folytonos.

Belatjuk, hogy ¢ injektiv. Tegytk fel, hogy létezik, y; # y2, ©(y1)
Ekkor létezik egy h € C(Y) fuggvény, amire h(y;) = 0 és h(ys) =
sziirjektiv, létezik f € C(X), hogy

0="nh(y) =Tf(y) = g9(y) f(x), L= h(y2) = Tf(y2) = g(y2) f(2),

ami ellentmondds, mert |g| = 1.
Most megnézziik, hogy ¢ sziirjektiv. Mivel ¢ folytonos, ¢(Y) C X kompakt,
tehat zart. Legyen xy € X \ p(Y), és valasszunk olyan f € C(X) fiiggvényt, melyre

f(x()) = 17 f’%’(Y) =

= p(y2) = .
1. Mivel T

Ekkor
Tf(y) =9 flely) =0

minden y € Y-ra. Mivel T izometria, ebbol f = 0 koévetkezne, ami ellentmond
f(zo) = 1-nek.
O

4.19. Kovetkezmény (Banach—Stone tétel algebra-izomorfizmusokra). Legyenek
X, Y kompakt Hausdorff terek, és legyen

T:C(X)—C(Y)
egységelemtartd algebraizomorfizmus, azaz T linedris bijekcid, melyre T(1x) = 1y és

T(fg)=T(f)T(g)  (f,9€C(X)).

Ekkor létezik eqy ¢ : Y — X homeomorfizmus ugy, hogy
Tf=foe (feC(X)),

Bizonyitas. Csak azt kell belatnunk, hogy T izometria, ekkor a Banach—Stone tétel
szerint

Tf=gfoe,
ahol g = T1x = 1y, tehat kapjuk a kivant alakot.

Mivel T egységelemtartd algebra-izomorfizmus, f — A1x pontosan akkor invertal-
haté, ha T'(f — A x) = T'f — A1y invertalhatd, vagyis Sp(f) = Sp(T'f), ahol Sp(f)
jeloli f spektrumat. Mésrészt Sp(f) = f(X), hiszen f — A1 pontosan akkor nem
invertalhat6, ha f(x) = \ valamely z € X-re. Igy

|Tfll =sup|Tf(x)|= sup [N = sup [A=]|f]
yey AESP(T'f) AESP(f)

Tehat T izometria. O
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Holsztynski tétel

Hasonléan, mint a Mazur—Ulam tételnél, itt is természetes kérdés, hogy mi torténik
nem sziirjektiv izometriakkal, hiszen nyilvanvald, hogy nem varhaté, hogy az alapterek
homeomorfak legyenek. Az alabbi tétel megvélaszolja ezt.

4.20. Tétel (Holsztynski). Legyenek X,Y kompakt Hausdorff terek, és legyen
T:C(X)—CY)

linedris izometria, nem feltétlenil sziirjektiv. Ekkor létezik eqy Yo C Y zdrt részhalmaz,
eqy folytonos szirjekcid ¢ : Yo — X walamint eqy g € C(Yy) fugguény, |g(y)| = 1,
ugy, hogy

(THy) =9 flely)  (f € C(X), y € Yo).

Bizonyitas. Egy x € X ponthoz legyen

A, = f{y €Y : |76, ({a})| = 1}.

Belatjuk, hogy tetszéleges © € X pontra A, # (). El6szor keresiink olyan u € Bey)-
funkcionalt, amire teljestil
T"u = 6,.

Mivel T': C(X) — C(Y) linedris izometria, T'(C(X)) zart altere C'(Y')-nak. Tekint-
stk a v € (T(C(X)))*
v(Tf) = 6:(f) = f(x)

funkcionélt. Ez jol definiélt, mert T : C(X) — T(C(X)) bijekcid, tovabba

(THI = @) <IfI=ITf]

miatt ||| < 1. A Hahn-Banach tétel szerint v kiterjesztheté v € Bey)- funkcionalld,
amire tehat

T*u(f) = u(T'f) =v(T'f) = 0af.
Most legyen
feFe={feCX):fl<1, flz)=1}
Felhasznélva, hogy ||T*|| < ||T| =1,

L= [1u(f)] = | [ T°6,(N)duly) < [ 1776, (Pldlul(v)

< [T s ldul(y) < [ 1djul = ufl <1
Y Y

Mindenhol egyenldség van, ami csak ugy lehet, ha |T%6,(f)| = 1, |u| majdnem
mindentitt. Tehat
Ap={y e Y :|T"5,(f)| =1}
teljes |u| mértéki halmaz, ezért fi,..., f, € F, esetén
ul((VAg) = [ul(Y) = L.

=1
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Ebbdl kévetkezéen véges sok Ay, metszete nemires. Emellett az y — 770, (f) = T'f(y)
leképezés folytonos, ezért Ay zart, vagyis Y kompaktsdga miatt

N A £0.

feFa

Ha y € Nyer, Ay, akkor |T%5,(f)| = 1 minden f € F,-re. Most legyen U C X,
x € U nyilt halmaz és Urysohn lemma segitségével valasszunk olyan fi; fliggvényt,
melyre

fu(z) =1, supp fu C U, 0< fy<1.

Ekkor
1=11"6,(fv)| < /X | fuld[T*6,| < |T76,|(U) <1,

tehat |7%6,|(U) = 1 minden U > x nyilt halmazra, azaz regularitds miatt |79, |({z}) =
1, tehat y € A,.

4.21. Allitas. Ha x1 # o, akkor Ay, N A,, = 0.
Ugyanis, ha y € A, NA,,, akkor

770, ({z1 })| = [T70,({2})] = 1.

Legyen a,b € K olyan, hogy aT*0,({z1}) = b7, ({z-}) = 1.

L= [T, || = |T70,| ({1, 22}) = |aT"6y({1}) + bT70,({z2})] = 2.
4.22. Allitas. Legyen y € A,, g, = T*5,({x}). Ekkor

Tf(y) = gyf(x).
Legyen 170, = g,0, + i, ahol u({z}) = 0. Ekkor, mert d, L p,
L2 [ T70, || = gyl + [lull = 1+ Il

miatt 4 = 0, tehat 76, = ¢,0,, azaz T f(y) = g, f(z) minden f € C(X)-re.

Most legyen Yy := U,ex As. Legyen tovabba ¢ : Yo — X, ¢(y) =z, ha y € A,, ami
allitas szerint jol definidlt és g : Yo — K, g(y) = g,, mint fent. Mivel A, # ()
minden z € X pontra, ¢ sziirjektiv.

4.23. Allitas. g és ¢ folytonos.
Hasonléan, mint a Banach—Stone bizonyitasaban az (4.17)) és (4.18]) allitasoknal,

g (T1)|Y07
f oY= g(Tf)‘YO'

Természetesen, ¢ most nem injektiv, igy nem is homeomorfizmus.

4.24. Allitas. Y, zdrt.
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Legyen yo € Yy, p := T*0,,. Belatjuk, hogy létezik z € X, amelyre |u({z})| = 1,
azaz Yo € A,. Egy U C Y, yo € U nyilt halmazhoz definialjuk a

Fy={p(y) :y € UNYo}

nemtres zart halmazt. Ha U := U, N---NU,, akkor Fyy C N, Fy,. X kompaktsaga
miatt, ekkor létezik

T € mFU

U3yo

Legyenek V,W C X, z € V, x € W nyilt halmazok, amire W C V. Urysohn-lemma
szerint létezik f € C(X), hogy

flw =1, supp f C 'V, 0< f<1

Minden U > yo nyilt halmazban van y € UNYy, melyre p(y) € W. Ekkor f(p(y)) = 1,
vagyis

W) = lg(y)fley)] = L.
T f folytonossaga miatt, ekkor |p(f)| = |10y, (f)| = |Tf(yo)| = 1. Mésrészt

L= [p(H < ANl (V) = lpl(V) <1,

tehat |p|(V) = 1. Ez minden V' > z nyiltra igaz, tehat |u({z})| = |p|({z}) = 1, azaz
Yo € JAVS O
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5. fejezet

Izometriak LP terekben

5.1. Definicié. Legyen (€2, %, u) mértéktér, p > 0. 1 < p < oo mellett jelolje
LP(Q,%, p) = {f : @ — K mérhetd :/ |fIP dp < oo}
Q

A majdnem mindeniitt megegyez6 fiiggvények azonositasaval kapott faktorteret a

1= ([ 1ran)”

normaval jelolje LP($2, ¥, 1) vagy roviden LP(u).

Megjegyzés. A tovabbiakban az LP terek elemeit reprezentdnsokkal jeloljik és az
egyenloségek majdnem mindeniitt értenddk.

Ebben a fejezetben LP terek kozti izometridk karakterizaciojarol lesz sz6. Banach
irta le els6ként LP[0, 1] izometridit, bar teljes bizonyitast nem adott. Késébb Lamperti
latta be az altalanos o-véges LP terek esetét, ha 0 < p < oo, p # 2.

A Banach—Stone tétel alapjan természetes varakozas, hogy ezek is a mogottes
mértékterek megfelel6 transzforméci6éibdl szarmazzanak.

Példaul tekintsiik a ¢ : [0,1] — [0,1], ¢(¢) = ¢* homeomorfizmust. Ez nem
mértéktartd, ezért az f — f o kompozicié nem LP-izometria. Hogy izometriat
kapjunk meg kell szoroznunk egy megfelel6 h silyfliggvénnyel és venniink kell a

(Uf)(@) = h(t) f(e(t))
leképezést. Valéban, ha h(t) = 2'/7¢1/P akkor

/01|Uf<t)|pdt=/012t|f(t2)]pdt:/01|f(s)|pd5

az s = t2 helyettesitéssel. Persze ¢ nem kell, hogy homeomorfizmus legyen, példaul
konnyen latszik, hogy f(t) — f(2t mod 1) is izometria. Kés6bb latni fogjuk, hogy a
Lebesgue mérték mellett minden izometria lényegében igy all eld.

Azonban altalaban nem minden izometria all el6 pontonkénti leképezéssel vett
kompoziciboperatorként. Ennek oka, hogy L” nem az () ponttér szerkezetéto fiigg,
hanem a ¥ /N mértékalgebratol, ahol N a nullhalmazok idedlja. Az ezek kozti
leképezések nem mindig reprezentalhaték pontonkénti transzforméciékkal. Igy hat
egy olyan leképezésosztily bevezetésével kezdiink, ami jol viselkedik a mértékterek
kozti struktaraval.
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5.2. Definicié. Legyen (1,31, it1), (Q2, X9, pto) mértéktér. Azt mondjuk, hogy egy
T : %1 /Np = 33 /Ns (modulo nullhalmazokon definidlt) halmazleképezés reguldris
halmazizomorfizmus, ha

(D) T\ A) =T u)\T(A) (AeX),
(ii) T( 30:1 An) = 20:1 T(An>»

(it}) ja(T(A) =0 = pu(A)=0.

Itt és a tovabbiakban, mérheté halmazok ekvivalenciaosztéalyait értjiitk, modulo
nullhalmaz.

Megjegyzés. Egy regularis halmazizomorfizmusra teljestl:
(a) Ha A C B, akkor TA C T'B,

(b) T (Ut

(€) T (M1 An) = Moty T(An),

(d) TANTB=0 < AnB=1

= An): e T(An>7

n=1

T
T

Legyen (€1, %1, p1), (Q9, 3o, o) mértéktér, T : 31 — 3y reguldris halmazizomor-
fizmus. Ekkor
Vo(TA) = /Ll(A) (A S El)

jol definidlt mérték T'(3;)-en, mert T injektiv modulo nullhalmaz.

pa(TA) =0 <= (A) =0, tehat vy < po|re,). Vagyis, ha (s, 3, f12)
o-véges, akkor a Radon-Nikodym tétel szerint létezik g : T(€;) — [0,00) T(3)
mérheté fiiggvény, melyre tetszéleges A € T'(X;) esetén

w(A) = | 9(t) dp

Most t € Qo \ T(€) esetén legyen g(t) = 0, ez Xy mérhets, mert T(3;) C Xo.
Definialjuk a

v(4) = [ g(t) dp

kiterjesztését vp-nak o-re. Ekkor

v = [ (1) dpz = /. o 910 i = ().

5.3. Allitas. Legyen (1,21, 1), (Qo, X9, o) mértéktér, py o-véges, T : ¥y — Yo
requldris halmazizomorfizmus, g és v, mint fent.
Ekkor létezik eqy egyértelmii Ty : LP(uy) — LP(v) linedris izometria, melyre

Tl]lA - ]lT(A)-
Tovabba, ha h olyan Yo mérhetd figgvény, melyre

S P = [ g(t)dus,
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akkor,
S LP(py) — LP(p2)

f(&) = h@)T1f(t)
izometria.
Bizonyitis. Ha A € ¥4, legyen
Ty = 1pa.

Ha f lépcsés fuggvény, azaz f = 3.7 | a;14,, ahol A; paronként diszjunkt, akkor
Tif =Y aTila, => alpa,
i=1 i=1

Mivel T" megtartja a nullhalmazokat és a diszjunkt halmazokat, ez nem fligg a
reprezentanstol. Vegyiik észre, hogy

n n

T80y = [, 117 o = -l AT A) = 3 Josfn(4)

=1 =1

= [ 1A i = 11

vagyis Ty : LP(uy) — LP(v) izometria a 1épcsés fiiggvényeken. Mivel py o-véges, a
lépesos fuggvények stirtin vannak LP(u)-ben. Emellett LP(v) Banach-tér, emiatt T}
egyértelmilen kiterjed LP(uy) — LP(v) izometriava.

Ha most [74 |h()|P dus = [74 9(t) dus, akkor

VT oy = [ VRPITF P iz = [ [T3f v = T3 f iy = 1 g
vagyis az (b.1) alak szerint definidlt S izometria. ]

Lattuk, hogy egy regularis halmazizomorfizmus természetes médon indukal egy
linedris izometriat LP terek kozott. A kovetkezo célunk beldtni, hogy minden linearis
izometria ilyen alakban &all el6. Ehhez el6szor sziikségiink lesz egy tételre, ami
lehetové teszi a diszjunkt tartoju fiiggvények karakterizaciojat.

5.4. Lemma. Legyen ¢ folytonos szigorian monoton névo fligguény, a nemnegativ
valds szamokon, melyre p(0) = 0, tovdbbd tegyiik fel, hogy p(\/t) konvex, azaz

© (y/t%s) < Lo(Vt) + o(\/35)). Ekkor tetszbleges z,w € C szdmra
(|2 +wl) +o(lz —wl) = 2¢(]2]) + 2¢(|w]).

Ha o(\/t) konkdv, akkor a forditott egyenlétlenség igaz, illetve, ha o(\/t) szigorian
konvex vagy konkdv, akkor pontosan akkor van egyenldség, ha zw = 0

Bizonyitds. Belatjuk, hogy ¢(0) = 0-bdl és ¥(t) := ¢(v/t) konvexitédsdbol kovetkezik,
hogy % szuperadditiv. Legyen w,v > 0, (Ha valamelyik 0, akkor nyilvanvaléan
teljesiil) A := 2. ekkor

() = B(Mw -+ v) (1= X)0) < M+ ) + (1= N(0) = ——tb(u + ).
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Hasonléan ¢ (v) < 2=1b(u + v), tehdt

u+v

o) + (o) < 2

(u+v) =1v(u+v).
Ezt alkalmazva u = |z|%, v = |w|? szdmokra kapjuk, hogy
o (VI + Tol?) = 0 + [wf) 2 6(12) + ¥(wP) = (l2]) + e(w).

Masfeldl, a paralelogramma szabalybol

2+ w]? + |z — wl|?
g0(|Z|2+|w|2):@(| 2] |)
ez +wl) + o(|z — w|)

<1 ( \z—l—wP)—irl ( \z—w|2)—
=¥ 2% - 2 '

Ha ¢(v/t) szigortian konvex, és z,w # 0, akkor 1 (u) + ¥ (v) < ¥(u + v), vagyis
%) ( 2|2 + \wP) > o(|z|) + ¢(|w]). A konkdv esetben megfordulnak az egyenlétlen-
ségek. O]

Adott (2, %, ) mértéktér és ¢ : [0,00) — [0, 00) fliggvény mellett legyen

1) = [ (1) dp
Tovabba jelolje L¥ azon mérhetd fuggvényeket, melyekre I(f) véges.

5.5. Tétel (Lamperti, Clarkson). Legyen ¢ folytonos szigorian monoton névd
fiigguény, a nemnegativ valds szdmokon, melyre ©(0) = 0 és p(\/t) konver. Ha
f+g,f—ge€L? akkor

I(f+9)+I(f—g)>2I(f)+2I(g)

Ha ©(\/t) konkdv, akkor forditott irdnyi az egyenlétlenség, ha p(\/t) szigorian
konvex vagy konkdv, akkor pontosan akkor van egyenléség, ha f(t)g(t) = 0 majdnem
mindenditt.

Bizonyitas.

/(sO(If(t) +9®) +@(f () = g@®]) = 20(f(B)]) = 2¢(Ig(1)])) dpp = 0

mivel az lemma szerint az integrandus nemnegativ. Egyenl6ségnél integrandus
majdnem mindeniitt 0, ami csak akkor lehet, ha f(t)g(t) = 0. A konkév eset
hasonlé. ]

5.6. Kovetkezmény. Legyen (2,5, u) mértéktér, 1 <p < oo, p#£ 2. f,g € LP(p).
Ekkor, ha
1f +gllp + [1f = gllp = 21115 + 2llgll},

akkor f és g diszjunkt tartoji.

29



Bizonyitds. Ha p > 2, akkor t/? szigortian konvex, ha 1 < p < 2, akkor szigortian
konkav, tehat alkalmazhato a tétel egyenléség része. O]

5.7. Tétel (Banach-Lamperti tétel). Legyen U : LP(2y, 31, 1) — LP(Qo, 3o, 112)
linedris izometria, ahol 1 < p < oo, p # 2, tovdbbd legyen (4, %1, 1) o-véges.

Ekkor létezik eqy T : 31 — Yo requldris halmazizomorfizmus és eqy h : Qs — K
mérheto fiigguény, melyre

Uf(t) = h(t)T1f(t).
Itt T1 a T altal indukdlt operdtor és h olyan, hogy

[ B dpe= [ g(t) dye

ahol v a piy o T™1 kiterjesztése, mint az allitasban.

Bizonyitds. Eloszor tegyiik fel, hogy u1(€2;) < oo. Adott A € ¥ mellett legyen
TA :=suppU1,4. Belatjuk, hogy T regularis halmazizomorfizmus.
Legyen A, B € ¥, AN B = (). Ekkor

114+ 1[5+ 114 — 1s]5 = 201 (A) 4 2i1(B) = 2| 14l[b + 2|1 5]E,
tehat, mert U izometria,
|ULA+ UlLp|lE+ ULy — Ulp|h =2|ULA|% + 2| ULg|".
Az [5.6] kovetkezmény szerint ekkor Ul 4 és Ul p diszjunkt tartdju, ezért
T(AUB) =supp Ul 4up = supp(Ul 4+ Ulp) = supp Ul 4, Usupp Ul = TAUTB.

Ebbél
T\ A) =T( )\ T(A).

Ha A=1[]2, A, akkor 14 =37, 1,4, ekkor, mert U folytonos és linedris, Ul 4 =
Yoo Uly,. Uly, paronként diszjunkt tartoju, tehat

TA=|JTA,

n=1

Ha 41 (A) = 0, akkor |ULallzre) = |Lallzequ) = #1(A)Y?P = 0 miatt, ULy = 0
majdnem mindenttt, tehat po(7T'A) = 0. Forditva, ha pus(TA) = 0, akkor p;(A) = 0.
Tehat, T regularis halmazizomorfizmus.

Mivel p < 00, ezért 1 € LP(uq). Legyen h := U(1). Tetsz6leges A € ¥; halmazra
h(t) = UL a(t) + Ulg\a(t), tehat, mivel Ul 4 és Ulg\ 4 diszjunkt tartéj,

ULa(t) = h()Lra(t) = h(H)T11A(L),

ahol 17 az [5.3| allitasban szerepl6 T' altal indukdlt operdtor. Vegytik észre, hogy

[ B iz = 10 La gy = al) = p1(4) = 0 7T A)
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tehat az alak szerint definialt S izometria, amire Ul 4 = S1 4. Az indikator-
fiiggvények linearis burka stirti, tehat U = S mindenhol.

A o-véges esetben, legyen Q; = U,en En, ahol 1 (E,) < o0 és E, C E,.;1.
Minden n-re, legyen U, : LP(E,) — LP(u2), U, (f) := U(f|g,) és a véges esetet alkal-
mazva kapunk 7, halmazizomorfizmust (£, mérhet6 részhalmazain) és h figgvényt,
melyekre

Unf(t) = ha(0)T1n f(t).
Han <m, és A C E,, akkor
ho(O) g, a(t) = Upla(t) = Up 1 a(t) = ho(8) 17, 4(2),

tehat T,,(A) = supp Ul 4 = T,,,(A) és h,(t) = h,(t), ha t € T, (E,). Legyen tehat

T(A) = | ) T(ANE,),

n=1

h(t) == ho(t) , hate T(E,)

Ekkor T regularis halmazizomorfizmus és h-ra teljesiil

W =y [ B dpy = ANE,\ Byy) = i (A).
fnrdne =32 [ = 3 (A0 B\ Ba) = ju(4)

Eszerint S : f — AT} f linearis izometria, ami megegyezik U-val az indikatorokon,
ezért tetszoleges fiiggvényen is. O

Megjegyzés. A Banach—Lamperti tétel valtozatlanul érvényes 0 < p < 1 esetén is.
Ekkor LP csak tn. kvazinormalt tér, mivel a haromszog egyenlotlenség altaldban
nem teljesiil. A fenti bizonyitas lényegében valtozatlanul miikodik.

5.8. Allitas. A tételben a p # 2 feltétel lényeges, azaz p = 2 esetén nem minden
izometria irhato fel alakban.

Bizonyitds. Ha U f = hT,f, akkor ha fg =0, akkor T1 f - T1g = 0, igy
UfUg = h*(T1f)(Thg) = 0.

tehat U megtartja a diszjunkt tartéju fiiggvényeket. Ez L2-ben nem mindig teljesiil.
Val6ban, tekintsiik Q; = Q = {0, 1}-et a szdmlalémértékkel. Ekkor L?(€2;) = C?, és

o=l

unitér matrix, tehat izometria. Ekkor (0,1) és (1,0) diszjunkt tartoja viszont

1 1 0 1
Ul )=—=1), U(;]=—2(1-1
()=t o) =m0
nem az, tehat U nem irhat6 (5.1]) alakban. O
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Természetes lenne azt varni, hogy a Banach—Stone tételhez hasonlé alakot kapjunk:
Egy h stulyfiiggvény és egy ¢ mérhet6 izometriaval vett kompozicié szorzatat, vagyis,
hogy

Uf(t) = h(t)f(e(t)).
A Banach—Lamperti tétel szerint, ezzel ekvivalens, hogy T f = f o, ahol T} a T
reguldris halmazizomorfizmus altal indukalt operator. Tehét a két felmertl6 kérdés,
hogy mikor lesz az igy definialt T egy regularis halmazizomorfizmus, illetve mikor
létezik olyan ¢, amire ez teljestl.

5.9. Lemma. A kévetkezok ekvivalensek:
(i) Tif = fop us m.m. tetszbleges mérhetd f-re.
(ii) T(A) = o Y(A) ps majdnem mindeniitt tetszéleges A € ¥y -re.
)

Bizonyitds. (i) = (ii) : Lpy =T1la = 1409 =1,-14), tehdt T(A) = 01 (A) o
m.m.

(i) = (i) : T1la = 1,104y = 14 0 . Innen linearitas, majd a lépcsés fiiggvények
stirtisége miatt tetszoleges po mérheto fliggvényre teljesil Th f = f o . O]

5.10. Kévetkezmény. Legyen (21,31, 1), (2, Yo, o) mértéktér. Ha ¢ : Qy —
mérhetd bijekcid, melyre pa(@ ' (N)) =0 <= ui(N) =0 akkor Ty f := fop egy
requldris halmazizomorfizmus dltal indukdlt operdtor,

Bizonyitds. Ekkor T(A) = ¢~ (A)-ra teljesiil (5.2). O
5.11. Tétel. Legyen a,b € (0,00], és c € (0, 00]-re jeldlje
I ::{[O,C], ¢ < o0,
[0,00), ¢=o0.
Tovabba legyen
(21,1, 1) = (Lo, B(La), A), (2,32, p2) = (Lo, B(L), A),

ahol X\ a Lebesque mérték. Ekkor tetszbleges T : 31 /N1 — Yo /N3 reguldris halmaz-
izomorfizmushoz létezik olyan mérhetd ¢ : T'(Qy) — 0y leképezés, hogy f € LP(uy)-re
Tif =foep.

Bizonyitds. Legyen B, :=T(1,), (¢ € I, N Q). Ekkor (modulo nullhalmaz)
q<r= B, CB,

Mivel megszamlalhaté sok B, halmazunk van, vehetiink olyan reprezentansokat,
hogy ez pontonként is teljesiil. Most legyen

o(x):=inf{ge I,NQ: z € B,}.
Ekkor ¢ : T'(I,) — I, mérhetd figgvény. Mivel T (02, A,) =
90_1(]q) = m B, = ﬂ T([0,7]) = T(Iy).

r>q r>q
reQ reQ

T(A,), ezért

n=1
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Mivel az [0, ] alak intervallumok (¢ € I, NQ) generaljak B(1,)-t, és T, valamint ¢~
is megtartja a komplementert és a megszamlalhaté uniékat modulo nullhalmazokon,
ezért minden A € B(1,)-ra
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Alulirott Vaghy Loérinc Bertalan nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése soran
az alabb felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI alapti eszkozoket alkalmaztam:

Feladat Felhasznalt eszkoz Felhasznalas helye
KTEX szintaxis kikeresése | GPT-5.5 Teljes dolgozat
Nyelvhelyesség ellenorzése | GPT-5.5 Teljes dolgozat
Irodalomkeresés GPT-5.5 15-19. oldal
ETEXk6 irdsa GPT-5.5 Cimlap, ezen tablazat

A felsoroltakon tul mas MI alapu eszkézt nem hasznaltam.
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