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Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani a témavezetémnek, Halasi Zoltannak, aki minden konzultéa-
cion tiirelmesen meghallgatott, elmagyarazta, szemléltette, amit nem értettem és ellatott
tanécsaival.

Koszonet illeti Edesapamat is, aki végig tamogatott és buzditott a dolgozatiras folya-
man.

,Halat adok neked, Uram, teljes szivembdl.” (Zsolt 138,1)
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Bevezetés

Rubik Erné talalmanyanak matematikai szempontbo6l torténé vizsgalata mar a jaték sza-
badalmaztatasa ota foglalkoztatta a tuddsokat, matematikusokat. Példaul olyan kérdések

meriiltek fel, hogy
o tekergetve a kocka oldalait hanyféle pozicio érhetd el?
e mivel izomorf a poziciok altal meghatarozott csoport, milyen tulajdonsagai vannak?

o cgy tetszbleges poziciobol legfeljebb hany tekerés sziikséges a kirakott helyzetbe valo
eljutasig?

e hogyan lehet minél kevesebb tekeréssel kirakni?

Az évtizedek soran sok probléméara valaszt talaltak.
Ebben a dolgozatban a Rubik-kockat csoportelméleti szempontbol vizsgéljuk, ismert ered-
ményekre tamaszkodva.

Az 1. fejezetben lefektetjiik a matematikai alapokat: a csoport és néhany ahhoz tar-
tozo fogalom definidlasén til a szimmetrikus csoportok bizonyos jellemzsire és csoportok
kiilonféle szorzatanak targyalasara lesz sziikség a késGbbiekben.

A 2. fejezetben definidljuk a Rubik-kocka &llapotainak csoportjat, majd annak ka-
rakterizalasahoz egy bévebb csoportot, ami olyan allasokat is tartalmaz, amelyet a jaték
kiskockainak szétszedésével majd Gjboli Osszerakasaval kaphatunk meg. Ezt a csoportot
kézenfekv6bb vizsgalni, dekompozicidja utan megallapitjuk, hogy az eredeti csoport ennek
melyik részcsoportja.

A 3. fejezetben megnézziik az allapotok csoportjanak néhény tovabbi jellemzd§jét: az
elemrend kiszamitasanak modjat és a legnagyobb el6forduld elemrendet, a csoport leg-
sziikebb generatorhalmazat, centrumat, végiil pedig egy 2010-es eredményrél, a Cayley-
grafjanak atmérdsjérdl tesziink emlitést, amely szam jelentése, hogy a kocka tetszéleges

allapotabol maximum ennyi tekerés sziikséges a kirakott allapotba valo eljutéashoz.



1. fejezet

A szukséges csoportelméleti fogalmak

Ebben a fejezetben olyan definiciok, példak, allitasok szerepelnek, melyeket a késébbi

fejezetekben hasznalni, alkalmazni fogunk.

1.1. Alapok

1.1.1. Definicié. A (G, ) parost csoportnak nevezziik, ha G egy nemiires halmaz, - egy

kétvaltozos miivelet G x G-bdl G-be, amelyekre teljesiilnek a kovetkezsk:
1. - asszociativ: Va,y,2 € G: (z-y)- 2=z (y-2)
2. van egységelem (jele eg vagy idg): de=eqc € G VreG:x-e=e-x=e
3. létezik inverz, jele ()" Ve e G FaxteG:x-a =zl 2=c¢c

1.1.2. Megjegyzés. A csoportra gyakran csak a halmaz betdjelével hivatkozunk, ha a
- mdvelet egyértelmid hozzd vagy €éppen nincs jelentésége. A - mivelet gyakran szorzds
vagy dsszeadds. A - jelet nem mindig irjuk ki a mivelet elvégzésekor, hanem gyakran csak
eqymds mellé irjuk a tényezdket. Van, hogy a csoportmiveletet eqyszerien csak szorzdsnak

hivjuk, vagy két elem szorzatdarol beszéliink, a dolgozat sordn 1s.

1.1.3. Példa. Legyen m > 1 pozitiv egész, ekkor Z,, = {0,1,...,m — 1} a modulo m

szerinti Osszeadéas mivelettel ellatva csoport, jele: Zt

1.1.4. Definicié. Adott egy (G,-) csoport. Egy H C G nemiires halmaz a - mivelettel

ellatva részcsoportja G-nek, ha teljesiilnek az alabbiak:

1. Hzarta--ra:Vhke H: h-ke H



2. H zart az inverzképzésre: Vh € H: h™' € H
3. tartalmazza G egységelemét: eq € H

Jelolés: H < G

1.1.5. Példa. {0,2} < {0,1,2,3} =Z;.

1.1.6. Definicié. (G,-) csoport, g € G, n € Z. A g elem n. hatvanya: n > 0 esetén
g"=g-g-----g n-tényezds szorzat, n < 0 esetén ¢g" = g1 -g7'.---- g1 n-tényezss
szorzat, n = O-ra pedig ¢° = eq. A g € G rendje az a legkisebb pozitiv egész k szém,

melyre g* = e teljesiil, vagy ha nincs ilyen, akkor oo. Jele: o(g).

1.1.7. Definicio. G csoport, X C G. Az X altal generalt részcsoport G-nek a legsziikebb

olyan részcsoportja, amelynek részhalmaza X. Jele: (X).
1.1.8. Definici6. G csoport. S C G generatorrendszer G-ben, ha (S) = G.
1.1.9. Definicié. A G csoport ciklikus, ha 3g € G: G = (g).

1.1.10. Példa. Z; ciklikus, mert Z| = (1).

1.2. A szimmetrikus csoport

Ehhez a szakaszhoz az [1] forrast vettiik alapul.

1.2.1. Definicié. X véges halmaz. Az X — X bijekciokat X permutécidinak nevezziik,
ezek halmaza csoportot alkot a kompozicié miivelettel, melynek neve szimmetrikus cso-
port, jele Sx.

Ennek egy részcsoportjat permutacidcsoportnak nevezziik.

Az {1,2,...,n} halmaz szimmetrikus csoportjat S,-nel jeloljik.

1.2.2. Megjegyzés. Mivel a kompozicio a mivelet, ezért dltaldban jobbrol balra haladva
végezziik el. Ezt kovetyik ebben a fejezetben, de a 2.3.2 szakaszrésztdl kezdddden balrol

jobbra fogjuk elvégezni ezt a miveletet.

1.2.3. Definicio. Legyen f € S, permutécio. Azt mondjuk, hogy a,b € {1,2,...,n}, a <
b inverzioban &allnak, ha f(a) > f(b). Az ilyen parok szama a permutacio inverzidszama.
Jele: I(f).



1.2.4. Definicié. Egy f permutacio elGjele (—1)/(). Jele: sgn(f). A permutéciot paros-

nak illetve paratlannak hivjuk, ha inverziészama péaros illetve paratlan.

1.2.5. Definicio. Legyenek x4, o, ..., xx € X (k > 2) kiilonb6z6ek. Ekkor (zq 25 ... )
azt a permutaciot jeloli, amely xi-et xo-be, xo-t x3-ba, ..., x1_1-et xi-ba, xp-t x1-be viszi,

a tobbi X-beli elemet helybenhagyja. Neve: (k hosszt vagy k-as) ciklus.
1.2.6. Megjegyzés.

o A definicic szerint (xyxo ... xx) = (vox3 ... Tpxy) = -+ = (T Ty ... Tp_1), ezek

mind ugyanazt a permutdciot jelolik, ezeket a ciklusokat azonosnak tekintjiik.
o Kettd hosszu ciklus neve: transzpozicio vagy csere.

o Fgy k-as ciklus rendje k, mert f ismételt alkalmazdsdval az egyes x;-k mindig eggyel
jobbra tolédnak (x;i1-be illetve xy, az x1-be), mignem eldszor k 1épés utdn mindeqyik

vissza nem €r a helyére.
o Két diszjunkt ciklus (f és g) szorzata felcserélhetd: fg = gf.

1.2.7. Allitas. Minden permutdcio felirhatd pdaronként diszjunkt (azaz kozos elemet nem
tartalmazd) ciklusok szorzataként, ez a felirds a sorrendtdl eltekintve egyértelmd. Ezt a

permutdcio ciklusfelbontasanak hivjuk.

Bizonyitas. A feliras modja az f € S, permutéciora: az elsd ciklus els6 eleme legyen az
a legkisebb 1 és n kozotti i egész szam, melyet f nem 6nmagéba visz, igy utana az f(7)
kovetkezik, majd f2(i),..., f*71(i), Agy, hogy f(f*1(i)) = f*(i) = i. A masodik ciklust
kezdjiik egy olyan {1, ..., n}-beli elemmel, ami nem szerepelt az elsben és nem fixpontja
f-nek. Ezt folytatjuk, mindig egy olyan elemmel inditunk egy ciklust, ami a korabbiakban
még nem szerepelt. Igy paronként diszjunktak lesznek a ciklusok, mert minden elem csak
egyszer fordul el képként, ugyanis f injektiv. Addig folytatjuk a felirast, amig minden
(nem fixpont) elemet le nem irtuk valamelyik ciklusban. Igy f-nek egy diszjunkt ciklusok
szorzatara valo felbontésat kaptuk.

A felbontés (a ciklusok sorrendjétdl és azok kezdGelemeinek megvalasztasatol eltekintve)

egyértelmi, mert {1,...,n} tetsz6leges elemét véve egyértelmd utat jar be az f ismételt
alkalmazasaval, mignem visszaér, tehat a ciklus, amiben szerepel egyértelmii. [l

1.2.8. Megjegyzés. FEbbil eqy f permutdcio rendjének kiszamitdsa: vegyiik a ciklusfel-

bontdsdt: f = ¢, ...c;,,, ahol ¢;, 4 hosszi ciklus. Mivel a c;,-ek pdronként diszjunktak,
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ezért felcseréhetdk egymdssal, igy f* = (¢i, ... ¢i,,)" = ¢}, ... ¢}, és szintén a diszjunktsdg

miatt ¢t ...cp =id <o = =c =id. A legkisebb ilyen pozitiv egész n az f rendje.

Egy ciklus rendje megegyezik a hosszdval, igy i, = id < 4 | n. Vagyis a szikséges és

elégséges feltétel, hogy iy, ... ,im | 1, a legkisebb ilyen n az lkkt(iq, ..., 1m) = o(f).
1.2.9. Allitas. Minden permutdcié felbonthatd transzpozicick szorzatdra.

Bizonyitas. Vegyiik a ciklusfelbontéast, és az egyes ciklusokat bontsuk fel transzpoziciok
szorzatara a kovetkezéképpen: (zqxs ... x) = (x129)(z2x3) ... (xp_1 x%). Ez jO, mert a

jobboldalon zy — x9, o — x3,...,Tk_1 — Tk, T — x1 all, ugyanaz, mint a baloldalon. [J

1.2.10. Allitas. Pdros sok transzpozicid szorzata pdros, pdratlan soké pdratlan permutd-

ciot eredményez.
Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy tetszéleges m € Sy, 4,5 € {1,...,n} esetén sgn (ﬂ(@j)) =
—sgn(m). Majd tetszbleges f € S,-t véve az 1.2.9 allitas értelmében felirhatjuk transzpo-

ziciok szorzatara: f = (xqy1)(x2y2) ... (xk yk), igy

sgn(f) = Sgn((ffl yi1)(r2y2) - .. (% yk)) = —Sgn((% yi1)(r292) - (Tp1 yk—l)) =
= (1) (=D)sgn((z1y1)(x292) - . . (Tre2yp—2)) = - -+ = (=1)* Tsgn((z131)) =
(—1)*sgn(id) = (—=1)*,

vagyis f paritdsa megegyezik k paritdsaval.

7(ij) =: o és w inverzidszamat kell Gsszehasonlitani. Vizsgaljuk az egyes parokat:

o (i,j):0(i) =m(j) és o(j) = m(i), tehat (i) és o(j) kozil éppen a masik nagyobb,

mint 7(i) és m(j) esetében, tehat (i, j) pontosan az egyik permutécionél inverzio

e (I,m), ahol I,m ¢ {i,j} : o(l) = w(l) és o(m) = mw(m), tehat o és 7 esetében az

(I,m) vagy mindkettSben inverzié vagy egyikben sem

o (i,m) illetve (j,m),m ¢ {i,j} : 0(i) = 7(j),0(j) = 7(i) és o(m) = w(m) miatt az
egyik par pontosan akkor inverzié o-ban, ha a mésik inverzié m-ben, igy ugyanannyi

lesz kozulik inverzié o-ban mint 7-ben

Ezzel az 6sszes {1,...,n} x {1,...,n}-beli part lefedtiik, és kaptuk, hogy a két permu-
tacio inverzidszama pontosan 1-gyel tér el egymastol, vagyis paritasuk kiilénbozik, igy

sgn(m(ij)) = —sgn(m). O



1.2.11. Példa. (z1xs ... zx) = (21 22) (22 x3) . .. (T_1 7)), €z k—1 transzpozicio szorzata,

igy egy k hosszi ciklus paritédsa épp k paritasdnak az ellenkezGje.
1.2.12. Tétel (el6jelek szorzastétele). Legyenek f, g € S,,. Ekkor sgn(fg) = sgn(f)sgn(g).

Bizonyitas. Vegyiik f és g felbontéasat transzpoziciokra. E ketts szorzata fg egy transz-
poziciokra bontasa. Ha f-et k db, g-t [ db cserére bontottuk, akkor az 1.2.10 allitas

éxtelmeben sgn(f) = (—1)*, sgn(g) = (—1)!, tehdt sgn(f)sgn(g) = (~1)** = sgn(fg).
hiszen fg-t k + [ csere szorzataként irtuk fel. O

1.2.13. Megjegyzés. Ez megad eqy eljardst eqy permutdcio paritdsinak kiszamitdsdra:
felirjuk ciklusok szorzataként, és a ciklusok eldjeleit dsszeszorozzuk. Pontosan akkor lesz

pdros ez a szdm, ha pdros sok pdros hosszu ciklus szerepel a felbontdsban.
1.2.14. Kovetkezmény. Az S,,-beli pdaros permutdcick részcsoportot alkotnak.
Bizonyitas. A paros permutaciok halmaza

1. Szorzésra zart: az 1.2.12 alapjan ha m, p € S,, paros permutaciok, akkor sgn(mp) =

sgn(m)sgn(p) = 1-1 =1, tehat mp € S, is péros.

2. Inverzképzésre zart: Ha 7 € S, paros, akkor 71 is, ismét hasznalva az 1.2.12 tételt:

sgn(n=1) = sgn(m)sgn(r~!) = sgn(nr=1) = sgn(id) = 1.

3. Tartalmazza S, egységelemét, mert sgn(id) = 1. O

Ezt a csoportot alternald csoportnak nevezziik, jele: A,,.
1.2.15. Allitas. Minden pdros permutdcio felbonthatd hdrmas ciklusok szorzatdra.

Bizonyitas. f € A,-t irjuk fel paros sok csere szorzataként. Megmutatjuk, hogy két
csere szorzata felirhatd harmas ciklusok szorzataként is, igy ezeket atirva balrél jobbra
haladva, megkapjuk a kivant felbontast. Két csere szorzatanak atirasa (itt kiilonbozé

betiik kiilonb6zs szamokat jeldlnek):
o (17)(Kl) = (ikj)(ikl)
o (ij)(ik) = (ikj)

o (ij)(ij) = id O



1.3. Csoportok szorzata

1.3.1. Definicié. (G, 1), (Ga,+2), ..., (Gn, n) csoportok direkt szorzata a G; X Gg X - + - X
Gn=A{(91,92,---,9n) | 91 € G1,92 € Gs, ..., g, € G, } halmaz a komponensenkénti mtive-
letekkel ellatva: (g1,...,9n), (A1,...,hy) € Gy X -+ X Gy esetén (g1, ..., 9n)(h1, ..., hy) =
(911 h1,y -y Gn -n hy). Ez csoport.

1.3.2. Definicid. Legyenek G és H csoportok. Egy ¢ : G — H fliggvényt csoporthomo-
morfizmusnak neveziink, ha Va,b € G : p(ab) = p(a)p(b), vagyis megdrzi a csoportmii-
veleteket.

Ha a ¢ csoporthomomorfizmus bijektiv, akkor izomorfizmusnak nevezziik. Ha van G-bél
H-ba izomorfizmus, akkor azt mondjuk, hogy G és H izomorfak. Jele: G = H.

Egy ¢ : G — G izomorfizmust G egy automorfizmusanak nevezziik. Az automorfizmusok

csoportot alkotnak a kompozicié miveletre nézve, melyet Aut(G)-vel jeloliink.

1.3.3. Definici6. Legyenek H és N csoportok, valamint o : H — Aut(N) csoporthomo-
morfizmus. N és H (kiils6) szemidirekt szorzata a két halmaz Descartes-szorzata: N x H =
{(n,h) | n € N,h € H}, a kovetkez§ szorzasi szabéallyal: (ni, h1), (ng, he) € N x H esetén
(n1, h1)(ng, he) = (n1a(hy)(ne), hihs). Jele: N x, H.

1.3.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy a G csoport hat az X halmazon, ha 3 : GxX — X

leképezés, melyre teljesiilnek az alabbiak:
1. u(g,u(h,x)) = u(gh,z) Vg,heGreX
2. uleg,z) =z VzxelX.
p neve: csoporthatés, g € G esetén py : X — X, pg(x) := p(g, x).

1.3.5. Példa. p: S, x {1,....,n} = {1,...,n}, (m,i) — w(i). Ez hatas, mert

p(m, (o)) = m(u(o,i)) = w(o(i)) = 7o(i) = p(ro,i) Vw0 € S,i € {1,...,n},
pleg,i) =eq(i) =1 Vie{l,...,n}.

1.3.6. Definici6. Legyenek G és H csoportok, X = {1,2,...,t} halmaz, H hat X-
en a p hatéssal. Ekkor G és H koszoruszorzata a kovetkezs: G H = G' x, H, ahol
a(h)(gla S 7915) = (g,u(h,l)a S >g,u(h,t))-

1.3.7. Példa. G tetszdleges csoport, H = S,, X = {1,...,n}. Ekkor pu(m,i) = m(i)

a
H-nak egy hatasa X-en. Igy Q{(ﬂ') (gl7 s 7971) = (gu(ﬂ',l)7 cee agu(ﬂ,n)) = (gﬂ(l)7 s ugTr(n))
csoporthomomorfizmussal G .S,, = G™ x, S, a két csoport koszoruszorzata.
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1.3.8. Megjegyzés. A [2] forrasban eltérd definicid szerepel, ami segit szemléletesebben
megérteni a koszoruszorzatot. Ennek lényegét kozoljik itt roviden:

Cayley tétele szerint minden csoport izomorf eqy permutdcidcsoporttal. Igy elég definidlni
a G < S,,H < S, csoportok koszoriszorzatdit: G H < S,,, az a permutdciocsoport,
amely eqy m X n-es négyzetrdacs pontjait permutdlja eqymdas kozott oly maodon, hogy az eqy
oszlopban levd elemek a képhalmazban is eqy oszlopban maradnak, egy-eqy oszlopon beliil
az elemek eqymds kozott eqy-eqy G-beli permutdcio szerint mozognak, az oszlopok eqgymds

kézott pedig eqy H-beli permutdcio szerint.

1.4. Egyéb csoportelméleti fogalmak

1.4.1. Definici6. Legyen G csoport, S C G generatorrendszer. Képezziik a kovetkezd
grafot: legyen GG a cstucsok halmaza, g, h € G cstucsok pontosan akkor legyenek éllel 6ssze-
kotve, ha 4s € S : g = hs vagy h = gs. Ezt a grafot Cayley-grafnak nevezziik, jele:
Cay(G, S).

1.4.2. Definicié. Egy G graf atmérGje a csicsparok kozotti tavolsdgok koziil a legna-
gyobb, ahol két csiics tavolsaga a koztiik halado legrovidebb 1t hosszat jelenti. Jele:
diam/(G).

1.4.3. Definicié. G csoport, g,h € G. A ghg™! € G elemet a h elem g-vel vett konju-
galtjanak nevezzitk. A @, : G — G, ®,(h) = ghg™' leképezést g-vel valo konjugaldsnak

nevezzik.

1.4.4. Definici6é. G csoport. a,b € G elemek kommutatora: [a,b] = aba™'0"! € G. A
G-beli elemparok kommutatorai altal generalt csoportot (azaz ([a,b] | a,b € G)-t) a G

kommutator-részcsoportjanak nevezziik. Jele: (G, G) vagy G'.

1.4.5. Allitas. G csoport. Tetszdleges G-beli kommutdtor tetszéleges G-beli elemmel vett

konjugdltja szintén egqy G-beli kommutdtor.
Bizonyitas. g, h, k € G esetén

kg, hk™ = kghg 'h k! = kg(k™"k)h(k~k)g (k" k)h k"
= (kgk ) (khk™) (kg™ k™) (kh k™) = (kgk™")(khk ") (kgk™) " (khk ")~
= [kgh™", khk™1),

ami egy G-beli kommutator. O
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1.4.6. Definicié. G csoport. g, h € G felcserélhetsk, ha gh = hg.

1.4.7. Definicié. Egy G csoport centruma azon G-beli elemekbdl all, melyek minden
G-beli elemmel felcserélhetsk. Formalisan Z(G) = {g € G |V h € G : gh = hg}.
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2. fejezet

A Rubik-kocka G csoportjanak felirasa

Ebben a fejezetben [3], [4] és |5] felhasznalasaval vizsgaljuk a Rubik-kocka csoportjat.

2.1. A Rubik-kocka felépitése, elnevezések

A Rubik-kocka ranézésre 3 - 3 - 3 = 27 kiskockébol all, valojaban azonban legbeliil a ko-
zepén nincs kiskocka, igy lehetett megalkotni tigy, hogy forgathatoak legyenek a lapjai. A
6 db lapkozép is egyedi felépitésii, ezek egyméshoz viszonyitva mindig fixen allnak. Csi-
csokban lev kiskockakbol (innentdl cstuicsok) 8 db van, ezeknek 3 lapja lathato, melyeknek
kiillonbozs szine van. Ezek kozott helyezkednek el a 2 szines (lathato) lappal rendelkezd
kiskockak (innentdl élek), melyekbdl Gsszesen 12 darab van. A kocka felszinén talalhato
kis négyzeteket hivjuk lapkanak. Egy kiskockan lévé lapkak rogzitve vannak, koriiljarasi
sorrendjiik nem valtozhat.

Nevezziik a Rubik-kocka 3x 3 x 1-es (kiskockakbol 4116) téglatest részhalmazait rétegek-
nek: a kocka felszinét is érint6 6 db réteget kiils6 rétegnek, a tobbi 3-at kdzépss rétegnek.
Egy kiils6 réteg elforditdsan annak a hozza tartozo és a vele szemkozti lap kozéppontjat
Osszekotd egyenes mint tengely koriili +90°-kal, 180°-kal vagy —90°-kal vald forgatasat
értjilkk. A kiils§ rétegek —90°-kal (vagyis éramutatod jarasanak iranyaban 90°-kal) vald
elforgatasat hivjuk alapforgatasoknak, ilyenek egymasutanjat pedig forgatasnak.

Jeloljiik az alapforgatasokat a kovetkezSképpen: az U a felsg, a D az als6, az R a jobb
oldali, az LL a bal oldali, az F az eliils6, a B a hatulso réteg éramutato jarasaval megegyezé
90°-kal valo elforgatasat jelolje, tigy tekintve az irdnyt, hogy épp az adott oldallappal
nézilink szembe.

Jelolje tovabbé a megfelels réteg —90°-kal torténd elforgatasat U—1, D=1 R=1 L=1 F~!
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és B~1, valamint 180°-kal valo elforgatasat U2, D? R? L2, F? és B2
A 2.1 abran lathatoak az alapforgatasok. A dolgozat soran a zold kézept oldallapot

tekintjiik a szemkoztinek, a fehér kozeptit pedig a felsének.

rad L

2.1. dbra. A Rubik-kocka alapforgatasai

2.2. A Rubik-kocka csoportjanak definialasa

A Rubik-kocka kirakott allapotat, vagyis amikor minden oldallap egyszint, nevezziik alap-
allapotnak.

Az alapéallapotbdl forgatéast végezve valtozik a Rubik-kocka lapkainak elrendezése, egy igy
kapott elrendezést nevezziink allapotnak. Ezek halmazat jeloljik G-vel.

Rogzitett g € G-hez jeloljon m, egy olyan forgatast, melyet az alapallapoton végrehajtva
a g allapotba jutunk.

Definialjuk G-n két elem szorzatat: g,h € G esetén gh azt az allapotot jelentse, amelyet

ugy kapunk, hogy az alapallapoton elvégezziik az m,, majd az m,, forgatast.
2.2.1. Allitas. G csoport a definidlt szorzdssal.
Bizonyitas.

1. Asszociativitas: g, h,k € G esetén (gh)k = g(hk) teljesiil, mert mindkét oldalon az
az éallapot szerepel, melyet az alapallapotbdl az m,, m; és my, forgatasok egymaés-

utanjaval kapunk.

2. Az egységelem az alapéllapot: Vg € G g -ideg = idg - g = g, mert m;q, nem
valtoztat a kocka allapotén, igy mindharom oldal az m, végrehajtasa altal kapott g

allapotot jelenti.
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3. Egy g € G allapot inverze az az allapot, melyet tigy kapunk, hogy az alapallapot-
bol végrehajtjuk az my-ben levs alapforgatasok ellentettjét (tehat a megfelel réteg
+90°-kal torténd elforgatasat), forditott sorrendben, azaz jobbrél balra haladva (va-
lasszuk ezt a forgatast my-1-nek): gg=' = ¢~'g = idg, mert my és m,-1 egymas
utani végrehajtasaval az alapallapothoz jutunk, ugyanis visszacsinaljuk azt, amit
elvégeztiink rajta. O

G-t a Rubik-kocka csoportjanak nevezziik.

2.2.2. Megjegyzés. Jeloljik az alapforgatdsok dltal meghatdrozott 6 dllapotot a megfeleld
forgatdshoz tartozo betd kis verziojdval: w,d,r,l, f,b. Ezek generdljik G-t, vagyis G =

(u,d,r, 1, f,b), a definidlt szorzdssal.

2.3. A b6vebb csoport

W -

2.2. abra. Kiskockak és lapkak szamozésa

Szamozzuk meg a Rubik-kocka csucsait és éleit a 2.2 abra a)-b) részén lathatéo modon
(természetesen a nem lathato kiskockdkhoz is rendeliink szamokat: a sarga-narancs-kék
csticshoz a 8-at, az élek esetében a kék-narancshoz 8-at, a sérga-kékhez 11-et és a sarga-
narancshoz 12-t). Tovabba a csticsok egyes lapkaihoz rendeljiik a 0, 1, 2 szamokat, a 2.2
abra c)-d) része szerint: a felfelé illetve lefelé nézs lapkakra irjunk O-t, majd az egyes
cstcsok esetében a pozitiv koriiljarasi iranyt tekintve a kovetkezd lapkara 1-et, majd a
harmadikra 2-t. Hasonléan az élek esetében is: irjunk a felfelé és lefelé nézs éllapokra
valamint a vizszintes kozépsé réteghez tartozo élek esetén a szembe és hatra nézé lapkakra
0-t, a tobbire pedig 1-et. Duplédzzuk meg ezt a szdmozasi rendszert, olyan értelemben, hogy
jelentsen fix helyeket is, amik nem mozdulnak el, illetve az egyes kiskockakhoz is tartozzon,

vagyis amikor forgatast végziink a kockan, vandoroljanak ezek veliik.
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2.3.1. Megjegyzés. A kiskockdkra valo hivatkozdsndl tobbféle verzid is eldfordul: i csics/él

vagy j-es csucs/€l, esetleg k. csucs/€l (i, és k szamok).

Egy alapforgatés csticsot csticsba, élt élbe visz, igy a forgatésok is. Vagyis G elemeit
vizsgalhatjuk kiilon a cstcsok és kiilon az élek szempontjabol.
Ez abban az esetben is igaz, ha megengedjik a kocka szétszedését kiskockakra, majd
ezek 1jboli, tetszbleges Gsszerakasat. Engedjiik meg ezt az eljarast, az alapallapotbol igy
kihozhato helyzeteket nevezziik allasoknak, ezek halmaza legyen G, tehat G C G;.

G1-en definialjuk két elem szorzatat a G-n vald szorzés kiterjesztéseként: a szorzat
allashoz az alapallapoton elGszor végrehajtjuk az elsd, majd a masodik allashoz tarto-
z6 eljarast, vagyis azt az egyik szétszedés - Osszerakas sorozatot, amit az alapallapoton

végrehajtva az elsé illetve mésodik allast kapjuk.
2.3.2. Allitas. Gy csoport a fenti szorzdssal.

Bizonyitas. Ugyantgy, mint a GG csoport esetében, a 2.2.1 allitas bizonyitasanal. 0J

2.3.1. Az Aallasok vektoros felirasa

Ebben a részben G1-et mint halmazt vizsgaljuk, a [3] irds 39-41 oldalain taglalt modszer-
hez hasonloan.

Minden kiskockanak van egy eredeti helye, ahol az idg allapotban voltak. Az, hogy egy
adott allasban hova mozdultak el az eredeti helylikhoz képest, leirhato a csiicsok esetében
egy Sg-beli, az élek esetében egy Sis-beli permutécidval.

Azt is jellemezni kell, hogy az adott helyen, ahol van a kiskocka, az egyes lapkai melyik
oldallapon vannak. Ezt hivjuk az adott kiskocka orientacios allapotanak. Az egyes lapkéak-
hoz és a mindig fix lapkahelyekhez is tartozik egy-egy szam a cstcslapkak esetén a {0, 1, 2},
éllapkaknal a {0, 1} halmazbol. Egy adott allasban egy adott kiskockahoz jegyezziik fel,
hogy a szamozott lapkii épp hanyas szamu lapkahelyen vannak. Az azonos koriiljarasi
irdny miatt elegendd azt kodolni, hogy az adott pozicioban a 0-s lapkahelyen a kiskocka
hanyas szamu lapkaja van. Ez megtehetd cstcsok esetében egy-egy {0,1,2} = Zs-beli,
¢lek esetében pedig egy-egy {0, 1} = Zo-beli elemmel.

A fenti paraméterek egyértelmien leirjak az allast, egymastol fliggetlenek, igy mint hal-
maz Gy = Z§ x Sy x Z1?* x S}, vagyis G elemeit felirhatjuk vektoros alakban: (¢, 7, e, p),
ahol ¢ € Z8, 7w € Sg,e € Zy*,p € Sia. A c illetve e i-edik koordinatéja tehat azt jeldli,

hogy az i-es cstcs illetve él éppen hanyas szamu lapkaja van az aktualis pozicidjanak 0-s
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lapkajan. Az egyes csticsok és élek az olyan szamu helyre keriiltek, ahova az adott cstics

vagy él szamat vitte a m illetve p permutacio.

2.3.2. G; dekompozicidja

A 2.3.2 allitasnal lattuk, hogy G csoport. A halmazt felirtuk direkt szorzatként, most a

szorzas algebrai alakjat szeretnénk vizsgalni.

2.3.3. Megjegyzés. Innentdl a dolgozatban permutdaciok szorzata (azaz kompozicidja)

esetén azok balrél jobbra sorrendben torténd elvégzését értjiik!

Tekintsiik az allasokat kiilon a csticsok és kiilon az élek szempontjabol.

Nézziik el6szor a csticsokat. Ezek allasainak halmazat jeloljiik Go-vel. A Go = Z§ x Sy
elemei (c,m) alakiak, ahol ¢ egy Z§-beli elem, 7 pedig egy Ss-beli permutacié. Ge-n is
definialhatjuk két elem szorzatat tgy, mint a kordbbiakban, ezzel a szorzassal G szintén
csoport. Egy ¢ € G allashoz tartozo miiveletet (amit az alapallapotbél végrehajtva c-be
jutunk) jeloljiink n.-vel.

Szeretnénk képlettel felirni két elem szorzatat: ¢ = (¢q, o, ..., ¢cs),d = (dy,ds, ..., dg) €
Z8, 7,0 € Sy esetén (c,m)(d, o) masodik komponense 7o, mivel az alapallapoton az n.-t,
majd az ng-t elvégezve a cstucsok 7, majd o szerint permutélédnak. Az els§ koordinata
viszont nem a cd lesz (itt a miivelet a komponensenkénti modulo 3 6sszeadas), mivel bar n,
utén c all fenn a cstuicsok lapkainak helyzetére, ng hatasa a lapkakra fiigg a csticsok aktuélis
pozicidjatol, vagyis m-t6l is. Nézziik, hogyan hat az ngy mivelet: c-ben az ¢ csics a (1)
helyre keriilt, ng-t az alapallapoton végrehajtva az e helyen levé cstics orientacidja dq(;-re
véltozna, vagyis ahova keriilt (7o (i)-be), az ahhoz tartozo6 0-s lapkahelyen a 7(7) cstcs dr;)
szami lapkdja lenne. Ennek a lapkanak a helyén a c allasban az i cstcs ¢; + dr(;) modulo
3 szamu lapkaja van, ugyanis ezen 7 (i) helyhez tartozé 0-s lapkan c¢; van, tehat d;) = 0
esetén teljesiil, a tobbi esetben pedig a lapkak szamozasdnak modja miatt szintén teljesiil.
Tehat c-bdl végrehajtva ng-t osszességében ¢; + dr ;) modulo 3 lesz az ¢ csiics orientacioja
a szorzat allasban.

Vezessiik be a kovetkezs jelolést: tetszéleges d = (dy,da,...,dg) € Z§ és m € Sy
esetén dr := (dx(1),...,dx(s)). Tehat azt kaptuk, hogy (c,m)(d,0) = (cd,,7mo). Ss hat
{1,...,8}-n (a cstcsok halmazan) a ji.(;y = m(i) hatassal, az 1.3.7 példaban lattuk, hogy
az a(m)(dy,dy, ..., dg) = (dx(1), ..., drs)) csoporthomomorfizmushoz tartozé szemidirekt
szorzata az els§ (most Zs®) csoportnak Ss-cal éppen a két csoport koszortszorzata, itt

éppen ez szerepel, vagyis Go = Z3 1 Ss.
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Az 1.3.8 megjegyzés értelmében ezt gy is elképzelhetjiik, hogy Az < S3 és Sg ko-
szoruszorzatat vesszilk, ami egy 3 X 8-as négyzetracs pontjait permutalja. Az oszlopokat
megfeleltethetjiik a kocka 8 cstcsanak, a sorokat pedig a lapkidk megjelolésére hasznalt
0,1, 2 szamoknak. Tehat a racspontok a 24 saroklapkénak felelnek meg, példaul a 2. sor 5.
eleme az 5-0s cstcs 1-es lapkajat jelenti. Egy A3l Sg-beli permutéacié az azonos oszlopbeli
elemeket - azaz egy adott cstucshoz tartozo lapkakat - egymas kozott permutélja egy-egy
As-beli permutacionak megfelel6 médon, tovabba az oszlopok - vagyis a cstcsok - egymas
kozotti permutéalasa egy Sg-beli elemmel torténik.

Hasonl6 mondhato el az élek allasainak G = Z3%x S5 halmazarol. Ugyantgy mitkodik
a szorzés, igy Gg = Zy ! S1a.

Halmazként tekintve
GC X GE = (Zg X Sg) X (Z%Q X SlZ) = Zg X Sg X Z%Z X 512 = Gl-

Két allas szorzatanak felirdsanal pedig tekinthetjiik kiilon-kiilon a cstcsokra és az élekre
a szorzast, ezek nem fiiggenek egymastol, igy mint csoport Gy = G¢ x G, tehét a

kovetkezdre jutottunk:
2.3.4. Allitas. G = (Z31Sg) x (Zy 1 S12)

2.3.5. Megjegyzés. Tehdal Gy-en a mivelet a kivetkezd: (¢, m, e, p),(d, o, f,7) € Gy ese-
tén (c,m e, p)(d,o, f,7) = (cd,,mo,ef,, pr).

2.3.6. Példa. r = ((0,1,2,0,0,2,1,0),(2376),(0),(27106)) és f = ((1,2,0,0,2,1,0,0),
(1265),(1,0,0,0,1,1,0,0,1,0,0,0),(1695)) allapotok szorzata:

o (rfli=ri+ (fi)r, =71+ ((f1)1, (f1)3, (f1)7, (f1)as (f1)s, (f1)2s (f1)s, (fl)S) =
(0,1,2,0,0,2,1,0) + (1,0,0,0,2,2,1,0) = (1,1,2,0,2,1,2,0)

o (rf)y=(2376)(1265) = (12375)

o (rf)s=r3+ (fs)ry =714 ((f3)1, ()7, (f3)3, (f3)as (f3)55 (f3)2, (f3)10, (f3)s, (f3)o,
<f3>67 (f3)117 (f3)12) = (Q)+<17 07 07 07 17 07 07 07 17 17 07 0) = (17 07 07 07 17 07 07 07 17 17 07 O)

o (rf)a=(27106)(1695) = (16271095)
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2.4. A (G csoport karakterizaci6ja

Ehhez a szakaszhoz a [4] 190-195 oldalait hasznaltuk fel.

2.4.1. Sziikséges feltételek a G-beliséghez

G, az allasok csoportja, ahol megengedtiik a kocka szétszedését, szeretnénk a forgatéssal
megkaphato allapotcsoportot, G-t is jellemezni.

Vizsgaljuk elGszor a G-beli allapotokat az orientaciok szempontjabol.

A csticsok orientacios allapota: Vegyiik az alapforgatasok allapotainak mint vektorok-

nak elsé komponensét (ezeket konnyen leellendrizhetjiik egy Rubik-kockét kézbe véve):
uy =dy = (0,0,0,0,0,0,0,0),7 = (0,1,2,0,0,2,1,0),;; = (2,0,0,1,1,0,0,2),
fi=1(1,2,0,0,2,1,0,0),b; = (0,0,1,2,0,0,2,1).
Megfigyelhetd, hogy mindegyik esetben a koordinatak oOsszege 3-mal oszthato. Ha két
alapforgatast egymas utéan elvégziink az alapallapoton, akkor a szorzas szabalya alapjan
az 0j orientacios allapotot gy kapjuk meg, hogy vessziik az elsGét, majd komponensen-
ként hozzdadjuk a masodiknak egy permutacié altal megvaltoztatott verzidjat, melyben
a komponensek nem valtoztak, csak a sorrendjiik, igy az Gsszegben (aminek komponen-
seit modulo 3 kell venni) a komponensek Osszege szinttugy 3-mal oszthato lesz. Ezekbdl
kovetkezik, hogy barmely allapotra érvényes ez az oszthatosag. Nevezziik ezt (i)-es tulaj-
donsagnak.

Az élek orientécios allapota:
ug =ds =r3 =13=1(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0), fs = (1,0,0,0,1,1,0,0,1,0,0,0),
b3 = (0,0,1,0,0,0,1,1,0,0,1,0).

Itt a koordinatak osszege minden esetben paros. Az el6bbihez hasonloan tetszéleges for-
gatas elvégzése utan az adott allapotra paros lesz ez az sszeg. Nevezziik ezt (i7)-es tulaj-
donséagnak.

Vizsgaljuk most a G-beli allapotokat a permutaciok szempontjabol. Egy-egy alapfor-

gatas mind a cstucsok, mind az élek esetében 4 darabot kérbepermutal, vagyis a megfeleld
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allapotok 2. és 4. komponense egy 4-es ciklus, ami paratlan permutécié. Igy ha vesziink
egy tetszoleges forgatast (k alapforgatas egymasutanjat), akkor — mivel szorzasnal a per-
mutaciok dsszeszorzodnak — a hozza tartozo allapot 2. és 4. komponense egy-egy (—1)*
elgjeld permutécio lesz, hasznalva az 1.2.12 tételt. Tehat a cstcsokhoz és élekhez tartozo
permutaciok paritasa megegyezik. Ez ekvivalens azzal, hogy ezen két permutacio szorza-
tanak elGjele 1. Nevezziik ezt (iii)-as tulajdonsagnak.

Osszefoglalva, a 3 sziikséges feltétel G-re:
2.4.1. Allitas. Legyen (c, e, p) € G. Ekkor

° 3] Z?:l ¢ (4)

¢ 2|2 e (i)

o sgn(m)sgn(p) =1 (ii7)

2.4.2. Megjegyzés. Az dllitas alapjin példdul a kévetkezd 3 darab dllds nem dllapot (azaz

nem rakhato ki csak tekerésekkel):

e Minden kiskocka a helyén van, jol orientdlva, kivéve 1 csics, ami elforgatva van a

helyén.
e Minden kiskocka a helyén van, jol orientdlva, kivéve 1 él, ami elforgatva van a helyén.

o Minden kiskocka a helyén van, jol orientdlva, kivéve 2 €él, amik eqymds helyén vannak

(bdarhogyan orientdlva,).

2.4.2. Elégséges feltételek a G-beliséghez

Ehhez a részszakaszhoz az [5] 7-9 oldalait hasznaltuk fel.

2.4.3. Allitas. Ha egy G1-beli dlldsra az (i)-(ii) tulajdonsdgok teljesiilnek, akkor az G-beli
allapot is egyben.

2.4.4. Lemma. Legyen Gy < Gy az olyan dlldsok részcsoportja, amelyre az (i)-(iii) tu-
lagdonsdgok teljestilnek, és a csiucsokhoz és élekhez is pdros permutdcio tartozik. Ekkor

Gy =G
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Bizonyitas.

1. G’ < Gy

G’ < G < Gy, a G'-beliekre teljesiilnek az (i)-(iii) tulajdonsagok, mert a G-beliekre
teljesiilnek.

g = (e,me,p),h = (d,7,¢,p) € G esetén [g,h] = ghg 'h™! vektoros felirdsé-
ban a 2. komponens m7'7w(7')~!, és az 1.2.12 tétel miatt sgn(rr'm " (7)) =
sgn(m)sgn(m=)sgn(r’)sgn((7')7") = sgn(rr)sgn(r'(x')') = sgn(id) = 1,
vagyis minden G-beli kommutator esetén a csticsokhoz tartozé permutacié paros,
ugyanigy kijon, hogy az élekhez tartozo is. Igy - ismét az 1.2.12 tétel miatt - kom-

mutatorok szorzatara is igaz ez a tulajdonsag, vagyis minden G’-beli elemre.

2. GQ < G
Legyen g = (¢, 7, e, p) € Gy. Azt szeretnénk megmutatni, hogy ¢ elsall G-beli kom-
mutatorok szorzataként, vagyis a g allast megkaphatjuk az alapallapotbol kommu-

tatorokhoz tartozo forgatasok egymés utani végrehajtasaval.

A G5-beli elemekre vonatkozo feltétel szerint 7 és p parosak. Az 1.2.15 allitast hasz-
naljuk: egy paros permutacio felbonthato 3-as ciklusok szorzatéra. Megmutatjuk,
hogy barmilyen olyan allapot, amelynél pontosan 3 cstcs vagy 3 él nincs az alapal-
lapotbeli helyén (az 6sszes tobbi kiskocka pedig jol orientalva van a helyén), felirhato
kommutatorként. Igy kommutéatorok szorzataként fel tudunk frni egy olyan h alla-
potot, amelyben a permutéciés komponensekre: hy = 7 és hy = p.

Azt is belatjuk, hogy barmely éllapot, melyben minden kiskocka a helyén van és pon-
tosan 2 cstcs vagy 2 €l van elforgatva a helyén (azaz rosszul orientalva), felirhato
kommutatorként. Igy h-bol eljuthatunk g-be kommutatorokhoz tartozo forgatasok
végrehajtasaval (vagyis megkapjuk g-t kommutatorok szorzataként, tehat készen le-
sziink) a kovetkezGképpen: vesziink két olyan cstucsot h-ban, amik még nem a g
szerinti orientacios allapotban vannak, és végrehajtjuk azt a forgatést, ami ezeket
helyben elforgatja gy, hogy legaldbb az egyik a g;-nek megfelel§ pozicidoba keriiljon
(ez megtehets, mert kétféle iranyban is lehet forgatni), ezt addig ismételjiik, amig
minden cstcs a megfelel§ orientéacios allapotba nem keriil. Az nem fordulhat elg,
hogy pontosan 1 cstcs maradjon nem g; szerinti orientacioban a végén, mert ekkor
ebben az allapotban a csticsokhoz tartozo orientacios vektorban levé komponensek
Osszege modulo 3 kiilénbozne a g; komponensei 6sszegének 3-as maradékatol, de ez

lehetetlen, mert minden allapotban teljesiil az (7), de ezt a g allasrdl is feltettik, igy
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mindkét esetben 3-mal oszthato ez az 6sszeg. Majd az élekre ugyanezt az eljarast al-
kalmazzuk, paroséaval elforgatjuk azokat, amelyek nincsenek a g3 szerinti allapotban,
a (ii)-es tulajdonsag hasonloképpen garantélja, hogy nem marad a végén egyediili

nem megfelel§ orientécioja él.

Most megmutatjuk, hogy a pontosan 3 kiskockat elmozgato forgatéas altal kapott

allapotok kommutatorok:

Egy [k, m] kommutéator pontosan akkor egyenls az id-del, ha k és m felcserélhetsk.
Kihasznaljuk, hogy ha ,kevés” olyan kiskocka van, amit a k-hoz tartozé valamelyik
permutacié és az m-hez tartozé megfelel6 permutéicidé egyarint elvisz a helyérdl,
akkor [k, m]-ben is ,kevés” elem keriil el az alapallapotbeli helyérél. Megmutatjuk,
hogy ha egyetlen kiskocka van, amit k-hoz és m-hez tartozé permutécio is elmozgat,
akkor a [k, m|-hez tartozo permutaciok koziil a megfelel6 pontosan 3 elemet mozgat
egymas kozott, a mésik helyben hagy mindent.

Példaul ha k; és m; (i = 2 vagy 4) is elmozditja a-t, de nincs t6bb kiskocka, amit ;
és my; is elvisz a helyérdl elvisz a helyérél (j = 2, 4-re),k; a b-t viszi a-ba, m; pedig a
c-t, akkor a [k, m] = kmk~Im™1 egy olyan allapot, amelyben az emlitett 3 kiskocka
(acb)-nek megfelelGen permutalodott, az Gsszes tobbi kiskocka pedig a helyén van,
jol orientalva. Ugyanis el6szor my, elviszi b-t az a helyére, a-t valahova, ezt kovetGen
My, elviszi c-t az a eredeti helyére, a b-t pedig méshova, a my-1 visszaviszi a-t (és
b-t leszamitva az Osszes tObbi elemet, amit mozgatott) az eredeti helyére, valamint
c-t a b eredeti helyére, végiil m,,-1 az a-t a c eredeti helyére viszi, a -t az a-éra, a

tobbi altala mozgatott kiskockat pedig a sajat eredeti helytikre.

Nézziik el6szor a csticsokat. Példaul & = r~tdr,m = u esetén az my a felsé réteg
kiskockait mozgatja egymas kozott, az ko a felsd réteg elemei koziil csak a 2-es cst-
csot viszi el a helyérdl, az ko az 5-6t, ma a 3-at viszi a 2-esbe, igy [k, m] egy olyan
allapot, amelyben ez a 3 cstcs a (235)-nek megfelel6en permutélodott, az Gsszes
tobbi kiskocka pedig a helyén van, jol orientélva.

Tetsz6legesen valasztva 3 csiicsot, a kovetkezd eljarassal megkaphatd a hozzajuk
tartozo hasonld allapot: el§szor valamilyen m; forgatassal vigyiikk a cstcsokat a
2, 3,5 helyekre, akdrmilyen sorrendben, csak tartsuk szémon, melyik csiics melyik
helyre keriilt. Ez az el6készits forgatdas megteheté néhany alapforgatds egymas-
utanjaval, intuitiv moédon. Ezt kévetden figyeljiik meg, hogy melyik iranyba halad

a ciklus, majd ez alapjan végezziik el a [k,m] = r~drur—'d 'ru~'-hez tartozo6
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RT'DRUR™' D 'RU! forgatast vagy a (253) = [k, m|™' = ur~'dru='r='d 'r-hez
tartoz6 UR"'DRU'R™'D~'R forgatést (azt, amelyik a 3 csticsot egymaés kozott a
megfelel§ iranyban permutalja), végiil m;-1-et, példaul a 2.2 allitas bizonyitasanak

1

3. pontjaban leirt modon. Ezzel definici6 szerint a j[k, m|j~" allapotot kapjuk, az

1.4.5 allitasnal lattuk, hogy ez is kommutator.

Ugyanez elmondhat6 az élek esetében is. Példaul: k = rl71f~Lr=!,m = u esetén
az l-es él egyedil az, amit k, és my is mozgat, el6bbi a 10-est, utobbi a 2-est
viszi oda, igy [k, m] egy olyan allapot, amelyben ez a 3 él a (12 10)-nek megfelelGen
permutélodott, az 6sszes tobbi kiskocka pedig a helyén van, jol orientélva. Ha masik 3
élt vesziink, a fentihez hasonl6an konjugalassal megkaphatjuk a megfelels allapothoz

tartozé kommutatort.

4 i W M

"(235) kommutator" "(1210) kommutator"

Alabb azt latjuk be, hogy a pontosan két kiskockat helyben elforgato forgatas altal

meghatarozott allapotok felirhatok kommutéatorként:

A csiicsok esetében megadunk egy olyan kommutétort, amiben minden kiskocka a
helyén van, jol orientalva, kivéve két szomszédos cstcsot, amelyek elforgatva vannak
a helyiikon, kiilénboz6 iranyban: k = r~dr fdf =', m = u. Itt nincs m,-ben és k;-ben
(1 = 2,4) olyan kozos elem, ami elmozdulna a helyérdl, viszont van pontosan egy
olyan, ami helyben elfordul negativ iranyban (a 2-es csics), igy a [k, m] kommutéa-
torban a 3-as (amit az my a 2-be visz) is elfordulva (pozitiv irdnyban) lesz a helyén.
Egyszert el6készits forgatéssal barmely két csiicsot a fenti két pozicioba lehet vinni,
majd my ., -et végrehajtva és a forgatéast visszacsinalva a két cstcs elforgatva keriil

vissza a helyére (az Osszes tobbi kiskocka a helyén marad jol orientalva).

Az élekre hasonl6 eljarast alkalmazunk, itt a helyben valé elforgatéis csak egyiranyta
lehet. Példaul: & = r~u=tdb?*u?d>f~1,m = u™! esetén [k, m]-ben az 1 és 2 élek
vannak elforgatva a helyiikon, a tobbi kiskocka mind jo orientacioban a helyén.

Konjugalassal barmely két élre megkaphaté a megfelel6 kommutéator.
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o

Két sarok elforgatasa Két él elforgatasa

Osszességében tehat megadtunk egy lehetséges modot arra, hogy hogyan irjunk
fel egy Go-beli elemet G-beli kommutatorok szorzataként: a kiskockakat elGszor a
megfelel§ helyre vissziik (3-as ciklusos kommutatorok), majd a megfelels orientécios

helyzetbe allitjuk ket (parosaval). O

Bizonyitas. (A 2.4.3 allitas bizonyitésa) Legyen a € Gy, melyre az (i)-(éit) tulajdonsé-
gok teljesiilnek. (ii7) azt mondja, hogy a-ban csticsokhoz és élekhez tartozé permutéciok
paritasa megegyezik. Ha pérosak, akkor a € G5 = G’ a 2.4.4 lemma miatt, igy a € G.
Ha paratlanok, végezziink egy alapforgatést a kockan, az igy kapott b allasban szintén
fennalnak az (i)-(ii) tulajdonsagok, és mindkét permutacio paros lesz. Tehat b € Gy, igy
a 2.4.4 lemma miatt b € G, ezért a € G is fennall, mert az alapéllapotbol forgatassal
eljuthatunk b-be, onnan a megfelel6 alapforgatds haromszori végrehajtasaval a-ba, tehat

a-ba is eljuthatunk forgatassal idg-bdl. O

2.4.5. Megjegyzés. A 2.4.3 dllitds és a 2.4.4 lemma bizonyitdsdaval lényegében megad-
tunk eqy modszert a Rubik-kocka kirakdsdra: tetszdleges G-beli dllapotbol indulva felmérjik
a permutdciok paritdsdt, pdratlan esetben tesziink eqy tetszdleges alapforgatdst a kockdn,
a pdros esetet pedig megoldjuk 3-as ciklusokra bontds utdn a megfeleld kommutdtorok in-
verzeihez tartozo forgatdsok végrehajtdsdval, végiil az orientdciokat is a fentebb leirt kom-

mutdtorok segitségével rendezziik.

2.4.3. A karakterizacié osszefoglalasa

Tehat azt kaptuk, hogy g € G; esetén g € G < (i)-(ii7) teljesiilnek g-re. Nézziik, mit

jelentenek ezek a tulajdonsidgok G felirasaban.

Tz 2z

s stz

kell meghatarozni, melyekbdl tudunk koévetkezni a 12.-ére.
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Ezek alapjan G < (Z% x4 Ss) x (Z3' x5 S12) =: Gy < Gy. Koszortszorzatrol ugyanis itt
mar nem beszélhetlink, mert Sg nem hat egy 7-elemti halmazon, azonban « és 5 megfelelé
definialdsaval tovabbra is irhatunk szemidirekt szorzatot. Itt Z2-t tekintsiik gy, mint Z§
egy alterét, amelyben olyan vektorok vannak, melyekben a 8 komponens 6sszege 0 (mo-
dulo 3). Azaz V = {(dy,...,dg) € Z§ | 3>, d; =0 (3)},V = ZI. Az a legyen ugyanaz
a csoporthomomorfizmus, mint ami a koszortszorzatnal volt, annyi kiilonbséggel, hogy
a képként kapott automorfizmust lesztikiti erre az altérre. Mivel az automorfizmus csak
a komponensek sorrendjén valtoztat, igy annak képénél ugyanigy 0 lesz a komponensek

Osszege, vagyis V-beli vektor lesz. Tehat
a: Sy — Aut(V), Oé(ﬂ')(dl, ce ,dg) = (dﬂ(l), ... ,dw(g)) V7 e Sy, (dl, o ,dg) eV.
Hasonloképpen W = {(ey,...,e10 € Z82 | S22 e, =0 (2)}, W = 212,

5 : 512 — Aut(W), B(p)(el, - ,612) = (ep(l), .. .,ep(lg)) Vp € 812, (61, .. .,612) cw.

Az el6bbieket kiegészitve a (iii)-as tulajdonsaggal, a kovetkezd eredményre jutunk:
2.4.6. Allitas. G = Kery, ahol ¢ : Gy — {1,—1},¢0((c, 7), (d,0)) = sgn(m)sgn(o).
2.4.7. Kévetkezmény. |G| = 43252003 274 489 856 000.

Bizonyitas. |[{(m,p) | T € Ss,p € Sia,sgn(m) = sgn(p)}| = {(7,p) | 7 € As,p € A2} U
{(m,p) | m € Ss\As, p € S12\A12}| = |As|-|A12]+|Ss\ As]- |512\A12| =2.8.12 — 812 epeng
{((¢,),(d,0)) | c € Z§, 7 € Ss,d € Z3*,p € Sia, sgn(mw) = sgn(p)}| = 8'12' 37 211 =
43252003 274 489 856 000. U

2.4.8. Megjegyzés. |G : G| = 12, ami szemléletesen azt jelenti, hogy ha random mddon

szétszedyiik és dsszerakjuk a Rubik-kocka kiskockdit, akkor 15 @ valdszinisége, hogy a kapott

2
dallas kirakhato csupan tekerésekkel.
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3. fejezet

Néhany csoportelméleti kérdés

vizsgalata GG-ben

3.1. Elemrend kiszamitasa

Egy g € G esetén o(g) az a legkisebb szam, ahanyszor idg-bdl végrehajtva az m, forgatést
visszajutunk idg-be. Legyen g = (¢, 7, e,p) € G. Tegyiik fel, hogy o(g) = n, vagyis n a
legkisebb olyan pozitiv egész kitevs, melyre g-t emelve az egységelemet kapjuk: g™ = idg.

Masrészt g™ vektoros alakjarol tudjuk, hogy mivel a permutéciok osszeszorzodnak, igy
(9")2 =", (9")a = p"

Vegyiik 7 és p ciklusfelbontasat: m = 2125 .. 2k, p = 2125 ... 2], ahol a z, ciklus hossza
i (u=1,...,k),az ciklushossza j, (v=1,...,1). Igy az 1.2.8 megjegyzés szerint o(r) =
lkkt(iv, ... i), 0(p) = lkkt(ji, ..., ji). Ezért lkkt(o(m), 0(p)) = lkkt(ir, ... i, j1,- .., J0) =
m a legkisebb olyan kitevs, melyre g-t emelve olyan allapotot kapunk, melynek mindkét
permutacios komponense az id (azaz minden elem a helyén van, esetleg rosszul orientél-
va). Vagyis az ilyen allapotok g-nek pontosan azok hatanyai, melyeknal a - m (a pozitiv
egész) alakiu a kitevé.

Ha ¢""-ben minden elemnek j6 az orientaciéja, akkor n = m. Ha néhany csiicsnak vagy
élnek még nem 0-s, akkor g™-et haromszor vagy kétszer végrehajtva mér jol orientalva
lesznek a helyiikon, a szorzéas szabélya miatt. Igy ha csak cstcsok rosszak: n = 3m, ha
csak élek: n = 2m, ha mindketts: n = [kkt(3,2)m = 6m.

s,

vektorok koordindtainak halmazéat. g hatvanyainél ezek az orientécios osztalyok megma-
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radnak, a szorzés szabalya miatt, ugyanis a permutaciok megtartjak az elemeket a ciklu-
sukban. Azt kell vizsgélni, hogy ¢"-ben mikor van vagy nincs nem csupa 0 koordinataju
osztaly. Nézziik el6szor a csticsokat. g hatvanyainak orientacios vektora a szorzas szabélya

alapjan:
g1 =1¢,(9")1 = (99)1 = ccr, (¢°)1 = (6°9)1 = cCrCrz, ..., (¢")1 = (¢ 9)1 = CCr ... Cra

Mivel egy a csiicsokhoz tartoz6 z, i, hosszi ciklusban 4, (i), ..., 7 1(i) végigfut
a ciklus elemein, ezért g**-ban a ciklusbeli elemekhez tartozé orientacios koordinatak a
¢; modulo 3-mal egyenlék, ¢g™-ben pedig = Y ic Im(zy) Ci

fentiek alapjan mind ), Im(za)

modulo 3-mal.

Ha > i @ = 0 (3), akkor persze 37, ., ve;i =0 (3). Ha >0, i # 0 (3),
akkor az értéke 1 vagy 2 maradékot ad 3-mal osztva, 7 Y e Im(z) G = 0 (3) pontosan a
3| 7 esetben.

Az élekre ugyanez elmondhato, annyi kiilonbséggel, hogy .. I € =1 (2) esetén
jmv parossagat kell vizsgalni.

pl. g = [r,u] = rur~'u~! = ((0,—-1,0,—1,0,-1,0,0),(26)(34), (0), (236)), Tp-ban két
2-es és egy 3-as ciklus van, igy m = [kkt(2,2,3) = 6. A cstcsok esetében a (26) illetve (34)
ciklusnal 2 = 2 = 3, igy (26)° ¢s (34)° orientacioja megfelels. Az éleknél a (23 6)-hoz

tartozo tényezs: 2 = % =2, igy (236)° orientaci6ja biztosan j6. Tehét o(g) = 6.

3.1. abra. rur 'yt

3.2. A legnagyobb rendi elem G-ben

Az el6z6 szakasz alapjan nem nehéz vizsgalni, hogy milyen elemrendek fordulhatnak eld
G-ben. Azt kell végightngészni, hogy egy Sg-beli illetve egy Sio-beli permutacionak milyen
tipusu ciklusfelbontasa lehet a ciklusok hosszat illetGen. A ciklusok diszjunktsaga miatt
nincs nagyon sok eset, és mivel a hosszak legkisebb k6zos tobbszorose szamit csak, ezért

sok olyan esetet figyelmen kiviil lehet hagyni, ahol t6bb azonos hosszi ciklus van. Ezeken
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tul figyelni kell, hogyan alakulhat a ciklusokhoz tartozé orientacios osztalyok koordinata-
Osszege illetve bizonyos esetekben a fentebb meghatarozott hanyados.

Némi esetvizsgalat és szamolds utan megkaphatd, hogy G-ben a legnagyobb elemrend
1260. Példa erre az olyan allapot, melyben a csiicsok permutaciés komponense szét-
bomlik egy 5-0s és egy 3-as ciklusra, az éleké pedig egy 7-es és két 2-esre. Igy m =
lkkt(5,3,7,2,2) =2-3-5-7. A 3-as ciklusnal illetve az egyik 2-es ciklusnél legyen a hozza-
juk tartozo orientécios osztalyban koordinatak osszege 3-mal illetve 2-vel nem oszthato.
Mivel % nem oszthat6 3-mal, sem pedig % 2-vel, igy az elem rendje 6m = 22.32.5.7 = 1260.
Peldaul g = rf2b~ub! ilyen allapot.

A legnagyobb elemrendre vonatkozo eredményt és példat a [6] jegyzet 27. illetve 50. ol-

dalaroél vettuk.

3.3. G legsziikebb generatorhalmaza

Ehhez a szakaszhoz szintén felhasznaltuk a [6] jegyzetet, a 18. oldalat.

Lattuk, hogy G = (u,d,r,l, f,b). Felmertil a kérdés, hogy lehet-e ennél kevesebb szamu

elemmel generalni G-t.

Ha csak az alapforgatasokhoz tartozo 6 allapotot vessziik figyelembe, akkor 4-nél ke-
vesebb nem elég, mert lesz olyan cstucs vagy él, amit legfeljebb 3-féle alapforgatast meg-
engedve nem tudunk mozgatni.

4 elem esetén szimmetridak miatt két tipus van, az egyiknél egy par szemkozti réteg-
hez tartozo alapallapot van, a masiknal ketts: (r,u, f,d), illetve (r,l, u,d). El6bbi ese-
tén ismét lesz egy él, ami mindig helyben marad (jelen esetben a 8-as), utobbinal pedig
ug =ds =r3=13=1(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) és a szorzasszabaly miatt az ilyenek szor-
zatanak élorientacids koordinataja is a csupa 0 vektor, igy nem kapnank meg a masféle 3.
komponenst allapotokat.

Viszont 5 elem mar elég lesz: a 6-bol barmelyiket elhagyhatjuk, az a tobbibdl kifejez-
hetd lesz. Példaul d = rlf2b21\r—turl 26217 1r~!, ez a konjugalas azt csinalja, hogy az
also réteg elemeit - a sorrendjiiket megtartva - felviszi a felsé rétegre, ott elforgatja azokat

—90°-kal, majd visszaviszi az als6 rétegre.

Az Osszes allapotot tekintve, egy darab koziiliik méar sokkal tobb elemet is generalhat.
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Azonban az egész csoportot nem generalhatja egy elem, azaz G nem ciklikus, mert ennek
sziikséges feltétele, hogy a generald elem rendje éppen a csoport rendje legyen. Lattuk
viszont, hogy G-ben a legnagyobb elemrend 1260.
(G ciklikussaga egyébként azt jelentené, hogy egy adott forgatast ismételgetve megkap-
nank sorban a kocka 0sszes lehetséges allapotat. Vagyis tetszéleges allapotbdl indulva ezzel
az eljarassal véges sok iteracioval eljutnank a kirakott allapotba. A gyakorlatban viszont
- bar csak egy algoritmust kellene ismerni - ez nem lenne kivitelezhets, mert altalaban
hatalmas nagysagrendd lenne az iteraciok szama.)

Viszont talalhato két olyan elem, amik generaljak a csoportot, példaul ([6]-ban a 49.
oldalrol):
g1 = ((2, 1,2,1,0,0,0,0),(14)(23)(68),(0,0,0,0,1,0,0,1,0,0,0,0),
(58)(67)(312)(110)(9 11)) és
g2 = ((1,2,0,0,2,1,0,0),(2651)(37)(48),(0),(27106)(13911)(45128)).

3.4. (G centruma

Ebben a szakaszban azt vizsgaljuk, hogy mely elemekbdl all G' centruma.

Legyen g = (¢, m,e,p) € Z(G), azaz ¥V h = (¢, 7',¢,p') € G : gh = hg,
Igy (gh)s = (hg)s és (gh)y = (hg)s, vagyis mn’ = n'm V' € Sz és pp' = p'p Vo' € Sia.
Mivel a szimmetrikus csoport centruma csak az egységelemet tartalmazza, ezért g =
(c,id, e, id) alaku, vagyis minden elem a helyén van.
Vizsgaljuk most a feltételt az orientacios allapotra: (gh); = (hg)1 és (gh)s = (hg)s, vagyis
ccly=Cden Y €40,1,2}8 és eel; = eey YV € {0,112

Tehat e’ = ., = ¢ (a modulo 3 sszeadas kommutativitasa miatt), igy ¢ = ¢ V7' €

Sg, vagyis ¢; = --- = cg. Ugyanakkor visszafelé is mehetiink, mert ekvivalens atalakita-
sokat alkalmaztunk, tehat ¢; = --- = cg elégséges feltétel g és h felcserélhetGségéhez. A

(1)-es tulajdonsag miatt 3 | Zle ¢; = 8¢y, igy ¢ = 0, tehat ¢ = 0.
Ugyanigy kijon az élekre, hogy e; = - - - = €19 szilikséges és elégséges feltétel, és itt a (iii)-

as tulajdonsag, vagyis 2 | 21131 e; = 12e; automatikusan teljesiil, tehat e = 0 és e = 1is jo.

Osszességében két elem van G centrumaban: (0,id, 0,id) = idg és (0,4d,1,4d), amit su-
perflipnek is neveznek, mert az az allapot, amikor minden a helyén van és minden él ki

van fordulva.
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alapallapot superflip

3.2. 4bra. G centruménak elemei

3.5. G Cayley-grafjanak Atmérdgje

Az utolso szakaszhoz a |7]-et vettiik alapul, f6ként az 1082-1089 oldalakat.

Mar a Rubik-kocka megjelenése ota foglalkoztatta az embereket a kérdés, hogy tet-
sz6leges allapotbol indulva legfeljebb hanyat kell tekerni a kocka oldalain, hogy eljussunk
a kirakott allapotba. Az évtizedek folyaman kiilonb6z6 megoldéasi modszerekkel illetve
példakkal adtak felss és alsé korlatot erre a szamra.

A kérdés ugy is megfogalmazhato, hogy a Rubik-kocka G allapotcsoportjahoz tartozo,
a megfelel6 generatorhalmazzal definidlt Cayley-grafnak mekkora az atmérdje. A gene-
ratorhalmazbeli elemek jelentik a tekeréseket, ezeket tobbféleképpen is lehet tekinteni:
az ugynevezett “quarter-turn metric’-nél az oldalakon végzett negyedfordulatok, tehat az
alapforgatasok és ezek haromszorosai megengedettek, mig a “half-turn metric” (HTM) ese-
tében az elgbbieken tul a félfordulatok, vagyis az alapforgatasok kétszeresei is a halmaz
része. Persze mindkettd generatorhalmaz, mivel mar az alapforgatasok genaraltdk G-t. A
kovetkezd, 2010-es eredmény a HTM-et hasznalja a tekerések szamlalasahoz.

Vegyiik tehéat az S = {u, v, u?, d, d= 1, d?,r,r =L r2 L7 2 f, 78 20,071, 0%} gene-
ratorhalmazt G-ben, vegyiik G-nek az ehhez tartozdé Cg Cayley-grafjat. Ennek dtmérGje
tehét az a legkisebb olyan szam, amennyi S-beli forgatas egymés utani végrehajtasa biz-

tosan elég a Rubik-kocka kirakdsdhoz, barhonnan is indultunk.
3.5.1. Tétel. (Rokicki, Kociemba, Davidson, Dethridge tétele): diam(Cg) = 20.

A 20 mint als6 becslés mar 1995-ben ismert volt, amikor Reid szdmitogéppel bebizo-
nyitotta, hogy a superflip allapot megoldasahoz legalabb 20 S-beli forgatasra van sziikség.
Ez az az allapot, amit emlitettiink az el6z6 3.4 szakaszban, tehat G centruma két olyan

elembdl all, amelyek a lehet§ legtavolabb vannak egymastol Cg-ben.
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A fels becsléshez valamiképpen az Gsszes allapotot vizsgélni kell, ehhez is szamitogé-
pes eszkozoket alkalmaztak. Azonban |G| = 4,3 - 10, ennyi esetet még igy is lehetetlen
volna belathato idén beliil attekinteni.

Ezek leredukaléasahoz a kulcsotlet az volt, hogy vették a
H = (u,u v d,d* d*r 12 A0 <@

részcsoportot. Ennek gH baloldali mellékosztalyai particionaljak G-t. H elemeibdl joval
egyszeriibben el lehet jutni idg-be, mint G egy tetszéleges elemébdl, a H-beli elemekre
tudtak adni egy fels6 korlatot az idg-be valo eljutédshoz sziikséges tekerések szamara. In-
nentdl pedig elég azt vizsgélni, hogy egy tetsz6leges G-beli elembdl hany tekerés sziikséges
egy H-belibe valo eljutashoz, ami azonos mellékosztélyban levs elemekre megegyezik, igy
elég a gH-k egy-egy reprezentansat vizsgalni.

Nagy el6nye ennek a felbontésnak, hogy H elemszama és a mellékosztéalyok szama (|G :
H|) nagyjabol csak egy 10-es szorzoban térnek el egymastol, ami kozel optimalis az Gssze-
giikre nézve, mert szorzatuk (|G|) allando: |H| = 19508428 800, |G : H| = 2217093 120.
Tovabbé el6ny, hogy H-ban levs elemeket a H-t generald allapotokkal szorozva tovabbra
is H-ban maradunk, igy amikor keresték a H-tol adott dy tévolsagra levds allapotokat,
jelentds résziik a H-t6l dy — 1 tavolsagra levs allapotok kozott méar fellelhets volt.

A vizsgaland6 allapotok szamét tovabb csokkentették tiikor- és forgasszimetriak va-
lamint a tekeréssorozatok altal meghatarozott osztélyokbol vett kanonikus reprezentacio
segitségével. 2010-ben futtatak le szamitoégépeken a megtervezett algoritmust, ami Ossze-

sen koriilbeliil egymilliard mésodpercnyi szamitassal jart.

3.5.2. Megjegyzés. A Rubik-kocka megolddsdnak részcsoportfdazisokra bontdsa megjelenik
példdul a Thislethwaite algoritmusban is (lisd [6] 39. oldal), ahol G = (u,d,r,l, f,b) >
(u, d,ry 1, f2,0%) > (u,d,r? 12 f20%) > (u?, d?,r? 12, f2,0%) > idg.

31



Irodalomjegyzék

1]
2l

13l

4]

[5]

(6]

17l

Kiss Emil. Bevezetés az algebrdba, 154-161 oldalak. Typotex, 2007

Huhn Andrés. A Rubik-kocka €és a csoportok koszoriszorzata. Polygon, kot. 4, sz. 2,

15-25, 1994. https://www.math.u-szeged.hu/polygonlap/p408.pdf

N. Bagala. Semidirect Products and Rubik’s Cube. MSc szakdolgozat, University
of Helsinki, 2017. https://helda.helsinki.fi/server/api/core/bitstreams/
2160c74c-4314-40e1-b07e-425bc594571f/content

W. D. Joyner. Mathematics of the Rubik’s Cube. Kurzusjegyzet, United Sta-
tes Naval Academy, Annapolis, 1996-1997. https://www.fuw.edu.pl/ konieczn/
RubikCube.pdf

T. Sun. Commutators in the Rubik’s Cube Group. The American Mathematical
Monthly, 131:1, 3-19, 2024. https://doi.org/10.1080/00029890.2023.2263158

D. Singmaster. Notes on Rubik’s Magic Cube. Enslow Publishers, Hillside, New Jer-
sey, 1981

T. Rokicki, H. Kociemba, M. Davidson és J. Dethridge. The Diameter of the Rubik’s
Cube Group Is Twenty. STAM Journal on Discrete Mathematics, 2013. https://doi.
org/10.1137/120867366

32


https://www.math.u-szeged.hu/polygonlap/p408.pdf
https://helda.helsinki.fi/server/api/core/bitstreams/2160c74c-4314-40e1-b07e-425bc594571f/content
https://helda.helsinki.fi/server/api/core/bitstreams/2160c74c-4314-40e1-b07e-425bc594571f/content
https://www.fuw.edu.pl/~konieczn/RubikCube.pdf
https://www.fuw.edu.pl/~konieczn/RubikCube.pdf
https://doi.org/10.1080/00029890.2023.2263158
https://doi.org/10.1137/120867366
https://doi.org/10.1137/120867366

Mesterséges intelligencia hasznalata

Alulirott Horvath Mihaly nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése soran az alabb
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