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Bevezetés

Rubik Ernő találmányának matematikai szempontból történő vizsgálata már a játék sza-
badalmaztatása óta foglalkoztatta a tudósokat, matematikusokat. Például olyan kérdések
merültek fel, hogy

• tekergetve a kocka oldalait hányféle pozíció érhető el?

• mivel izomorf a pozíciók által meghatározott csoport, milyen tulajdonságai vannak?

• egy tetszőleges pozícióból legfeljebb hány tekerés szükséges a kirakott helyzetbe való
eljutásig?

• hogyan lehet minél kevesebb tekeréssel kirakni?

Az évtizedek során sok problémára választ találtak.
Ebben a dolgozatban a Rubik-kockát csoportelméleti szempontból vizsgáljuk, ismert ered-
ményekre támaszkodva.

Az 1. fejezetben lefektetjük a matematikai alapokat: a csoport és néhány ahhoz tar-
tozó fogalom definiálásán túl a szimmetrikus csoportok bizonyos jellemzőire és csoportok
különféle szorzatának tárgyalására lesz szükség a későbbiekben.

A 2. fejezetben definiáljuk a Rubik-kocka állapotainak csoportját, majd annak ka-
rakterizálásához egy bővebb csoportot, ami olyan állásokat is tartalmaz, amelyet a játék
kiskockáinak szétszedésével majd újbóli összerakásával kaphatunk meg. Ezt a csoportot
kézenfekvőbb vizsgálni, dekompozíciója után megállapítjuk, hogy az eredeti csoport ennek
melyik részcsoportja.

A 3. fejezetben megnézzük az állapotok csoportjának néhány további jellemzőjét: az
elemrend kiszámításának módját és a legnagyobb előforduló elemrendet, a csoport leg-
szűkebb generátorhalmazát, centrumát, végül pedig egy 2010-es eredményről, a Cayley-
gráfjának átmérőjéről teszünk említést, amely szám jelentése, hogy a kocka tetszőleges
állapotából maximum ennyi tekerés szükséges a kirakott állapotba való eljutáshoz.
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1. fejezet

A szükséges csoportelméleti fogalmak

Ebben a fejezetben olyan definíciók, példák, állítások szerepelnek, melyeket a későbbi
fejezetekben használni, alkalmazni fogunk.

1.1. Alapok

1.1.1. Definíció. A (G, ·) párost csoportnak nevezzük, ha G egy nemüres halmaz, · egy
kétváltozós művelet G×G–ből G-be, amelyekre teljesülnek a következők:

1. · asszociatív: ∀ x, y, z ∈ G : (x · y) · z = x · (y · z)

2. van egységelem (jele eG vagy idG): ∃ e = eG ∈ G ∀x ∈ G : x · e = e · x = e

3. létezik inverz, jele (·)−1: ∀ x ∈ G ∃ x−1 ∈ G : x · x−1 = x−1 · x = e.

1.1.2. Megjegyzés. A csoportra gyakran csak a halmaz betűjelével hivatkozunk, ha a
· művelet egyértelmű hozzá vagy éppen nincs jelentősége. A · művelet gyakran szorzás
vagy összeadás. A · jelet nem mindig írjuk ki a művelet elvégzésekor, hanem gyakran csak
egymás mellé írjuk a tényezőket. Van, hogy a csoportműveletet egyszerűen csak szorzásnak
hívjuk, vagy két elem szorzatáról beszélünk, a dolgozat során is.

1.1.3. Példa. Legyen m ≥ 1 pozitív egész, ekkor Zm = {0, 1, . . . ,m − 1} a modulo m
szerinti összeadás művelettel ellátva csoport, jele: Z+

m

1.1.4. Definíció. Adott egy (G, ·) csoport. Egy H ⊆ G nemüres halmaz a · művelettel
ellátva részcsoportja G-nek, ha teljesülnek az alábbiak:

1. H zárt a · -ra: ∀h, k ∈ H : h · k ∈ H
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2. H zárt az inverzképzésre: ∀h ∈ H : h−1 ∈ H

3. tartalmazza G egységelemét: eG ∈ H

Jelölés: H ≤ G

1.1.5. Példa. {0, 2} ≤ {0, 1, 2, 3} = Z+
4 .

1.1.6. Definíció. (G, ·) csoport, g ∈ G, n ∈ Z. A g elem n. hatványa: n > 0 esetén
gn = g · g · · · · · g n-tényezős szorzat, n < 0 esetén gn = g−1 · g−1 · · · · · g−1 n-tényezős
szorzat, n = 0-ra pedig g0 = eG. A g ∈ G rendje az a legkisebb pozitív egész k szám,
melyre gk = eG teljesül, vagy ha nincs ilyen, akkor ∞. Jele: o(g).

1.1.7. Definíció. G csoport, X ⊆ G. Az X által generált részcsoport G-nek a legszűkebb
olyan részcsoportja, amelynek részhalmaza X. Jele: ⟨X⟩.

1.1.8. Definíció. G csoport. S ⊆ G generátorrendszer G-ben, ha ⟨S⟩ = G.

1.1.9. Definíció. A G csoport ciklikus, ha ∃ g ∈ G : G = ⟨g⟩.

1.1.10. Példa. Z+
m ciklikus, mert Z+

m = ⟨1⟩.

1.2. A szimmetrikus csoport

Ehhez a szakaszhoz az [1] forrást vettük alapul.

1.2.1. Definíció. X véges halmaz. Az X → X bijekciókat X permutációinak nevezzük,
ezek halmaza csoportot alkot a kompozíció művelettel, melynek neve szimmetrikus cso-
port, jele SX .
Ennek egy részcsoportját permutációcsoportnak nevezzük.
Az {1, 2, . . . , n} halmaz szimmetrikus csoportját Sn-nel jelöljük.

1.2.2. Megjegyzés. Mivel a kompozíció a művelet, ezért általában jobbról balra haladva
végezzük el. Ezt követjük ebben a fejezetben, de a 2.3.2 szakaszrésztől kezdődően balról
jobbra fogjuk elvégezni ezt a műveletet.

1.2.3. Definíció. Legyen f ∈ Sn permutáció. Azt mondjuk, hogy a, b ∈ {1, 2, . . . , n}, a <

b inverzióban állnak, ha f(a) > f(b). Az ilyen párok száma a permutáció inverziószáma.
Jele: I(f).
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1.2.4. Definíció. Egy f permutáció előjele (−1)I(f). Jele: sgn(f). A permutációt páros-
nak illetve páratlannak hívjuk, ha inverziószáma páros illetve páratlan.

1.2.5. Definíció. Legyenek x1, x2, . . . , xk ∈ X (k ≥ 2) különbözőek. Ekkor (x1 x2 . . . xk)

azt a permutációt jelöli, amely x1-et x2-be, x2-t x3-ba, . . . , xk−1-et xk-ba, xk-t x1-be viszi,
a többi X-beli elemet helybenhagyja. Neve: (k hosszú vagy k-as) ciklus.

1.2.6. Megjegyzés.

• A definíció szerint (x1 x2 . . . xk) = (x2 x3 . . . xk x1) = · · · = (xk x1 . . . xk−1), ezek
mind ugyanazt a permutációt jelölik, ezeket a ciklusokat azonosnak tekintjük.

• Kettő hosszú ciklus neve: transzpozíció vagy csere.

• Egy k-as ciklus rendje k, mert f ismételt alkalmazásával az egyes xi-k mindig eggyel
jobbra tolódnak (xi+1-be illetve xk az x1-be), mígnem először k lépés után mindegyik
vissza nem ér a helyére.

• Két diszjunkt ciklus (f és g) szorzata felcserélhető: fg = gf .

1.2.7. Állítás. Minden permutáció felírható páronként diszjunkt (azaz közös elemet nem
tartalmazó) ciklusok szorzataként, ez a felírás a sorrendtől eltekintve egyértelmű. Ezt a
permutáció ciklusfelbontásának hívjuk.

Bizonyítás. A felírás módja az f ∈ Sn permutációra: az első ciklus első eleme legyen az
a legkisebb 1 és n közötti i egész szám, melyet f nem önmagába visz, így utána az f(i)

következik, majd f 2(i), . . . , fk−1(i), úgy, hogy f(fk−1(i)) = fk(i) = i. A második ciklust
kezdjük egy olyan {1, . . . , n}-beli elemmel, ami nem szerepelt az elsőben és nem fixpontja
f -nek. Ezt folytatjuk, mindig egy olyan elemmel indítunk egy ciklust, ami a korábbiakban
még nem szerepelt. Így páronként diszjunktak lesznek a ciklusok, mert minden elem csak
egyszer fordul elő képként, ugyanis f injektív. Addig folytatjuk a felírást, amíg minden
(nem fixpont) elemet le nem írtuk valamelyik ciklusban. Így f -nek egy diszjunkt ciklusok
szorzatára való felbontását kaptuk.
A felbontás (a ciklusok sorrendjétől és azok kezdőelemeinek megválasztásától eltekintve)
egyértelmű, mert {1, . . . , n} tetszőleges elemét véve egyértelmű utat jár be az f ismételt
alkalmazásával, mígnem visszaér, tehát a ciklus, amiben szerepel egyértelmű. □

1.2.8. Megjegyzés. Ebből egy f permutáció rendjének kiszámítása: vegyük a ciklusfel-
bontását: f = ci1 . . . cim, ahol cil il hosszú ciklus. Mivel a cil-ek páronként diszjunktak,
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ezért felcseréhetők egymással, így fn = (ci1 . . . cim)
n = cni1 . . . c

n
im, és szintén a diszjunktság

miatt cni1 . . . c
n
im = id ⇔ cni1 = · · · = cnim = id. A legkisebb ilyen pozitív egész n az f rendje.

Egy ciklus rendje megegyezik a hosszával, így cnil = id ⇔ il | n. Vagyis a szükséges és
elégséges feltétel, hogy i1, . . . , im | n, a legkisebb ilyen n az lkkt(i1, . . . , im) = o(f).

1.2.9. Állítás. Minden permutáció felbontható transzpozíciók szorzatára.

Bizonyítás. Vegyük a ciklusfelbontást, és az egyes ciklusokat bontsuk fel transzpozíciók
szorzatára a következőképpen: (x1 x2 . . . xk) = (x1 x2)(x2 x3) . . . (xk−1 xk). Ez jó, mert a
jobboldalon x1 7→ x2, x2 7→ x3, . . . , xk−1 7→ xk, xk 7→ x1 áll, ugyanaz, mint a baloldalon. □

1.2.10. Állítás. Páros sok transzpozíció szorzata páros, páratlan soké páratlan permutá-
ciót eredményez.

Bizonyítás. Megmutatjuk, hogy tetszőleges π ∈ Sn, i, j ∈ {1, . . . , n} esetén sgn
(
π(i j)

)
=

−sgn(π). Majd tetszőleges f ∈ Sn-t véve az 1.2.9 állítás értelmében felírhatjuk transzpo-
zíciók szorzatára: f = (x1 y1)(x2 y2) . . . (xk yk), így

sgn(f) = sgn
(
(x1 y1)(x2 y2) . . . (xk yk)

)
= −sgn

(
(x1 y1)(x2 y2) . . . (xk−1 yk−1)

)
=

= (−1)(−1)sgn
(
(x1 y1)(x2 y2) . . . (xk−2 yk−2)

)
= · · · = (−1)k−1sgn

(
(x1 y1)

)
=

= (−1)ksgn(id) = (−1)k,

vagyis f paritása megegyezik k paritásával.
π(i j) =: σ és π inverziószámát kell összehasonlítani. Vizsgáljuk az egyes párokat:

• (i, j) : σ(i) = π(j) és σ(j) = π(i), tehát σ(i) és σ(j) közül éppen a másik nagyobb,
mint π(i) és π(j) esetében, tehát (i, j) pontosan az egyik permutációnál inverzió

• (l,m), ahol l,m /∈ {i, j} : σ(l) = π(l) és σ(m) = π(m), tehát σ és π esetében az
(l,m) vagy mindkettőben inverzió vagy egyikben sem

• (i,m) illetve (j,m),m /∈ {i, j} : σ(i) = π(j), σ(j) = π(i) és σ(m) = π(m) miatt az
egyik pár pontosan akkor inverzió σ-ban, ha a másik inverzió π-ben, így ugyanannyi
lesz közülük inverzió σ-ban mint π-ben

Ezzel az összes {1, . . . , n} × {1, . . . , n}-beli párt lefedtük, és kaptuk, hogy a két permu-
táció inverziószáma pontosan 1-gyel tér el egymástól, vagyis paritásuk különbözik, így
sgn

(
π(i j)

)
= −sgn(π). □
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1.2.11. Példa. (x1 x2 . . . xk) = (x1 x2)(x2 x3) . . . (xk−1 xk), ez k−1 transzpozíció szorzata,
így egy k hosszú ciklus paritása épp k paritásának az ellenkezője.

1.2.12. Tétel (előjelek szorzástétele). Legyenek f, g ∈ Sn. Ekkor sgn(fg) = sgn(f)sgn(g).

Bizonyítás. Vegyük f és g felbontását transzpozíciókra. E kettő szorzata fg egy transz-
pozíciókra bontása. Ha f -et k db, g-t l db cserére bontottuk, akkor az 1.2.10 állítás
értelmében sgn(f) = (−1)k, sgn(g) = (−1)l, tehát sgn(f)sgn(g) = (−1)k+l = sgn(fg),
hiszen fg-t k + l csere szorzataként írtuk fel. □

1.2.13. Megjegyzés. Ez megad egy eljárást egy permutáció paritásának kiszámítására:
felírjuk ciklusok szorzataként, és a ciklusok előjeleit összeszorozzuk. Pontosan akkor lesz
páros ez a szám, ha páros sok páros hosszú ciklus szerepel a felbontásban.

1.2.14. Következmény. Az Sn-beli páros permutációk részcsoportot alkotnak.

Bizonyítás. A páros permutációk halmaza

1. Szorzásra zárt: az 1.2.12 alapján ha π, ρ ∈ Sn páros permutációk, akkor sgn(πρ) =

sgn(π)sgn(ρ) = 1 · 1 = 1, tehát πρ ∈ Sn is páros.

2. Inverzképzésre zárt: Ha π ∈ Sn páros, akkor π−1 is, ismét használva az 1.2.12 tételt:
sgn(π−1) = sgn(π)sgn(π−1) = sgn(ππ−1) = sgn(id) = 1.

3. Tartalmazza Sn egységelemét, mert sgn(id) = 1. □

Ezt a csoportot alternáló csoportnak nevezzük, jele: An.

1.2.15. Állítás. Minden páros permutáció felbontható hármas ciklusok szorzatára.

Bizonyítás. f ∈ An-t írjuk fel páros sok csere szorzataként. Megmutatjuk, hogy két
csere szorzata felírható hármas ciklusok szorzataként is, így ezeket átírva balról jobbra
haladva, megkapjuk a kívánt felbontást. Két csere szorzatának átírása (itt különböző
betűk különböző számokat jelölnek):

• (ij)(kl) = (ikj)(ikl)

• (ij)(ik) = (ikj)

• (ij)(ij) = id □
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1.3. Csoportok szorzata

1.3.1. Definíció. (G1, ·1), (G2, ·2), . . . , (Gn, ·n) csoportok direkt szorzata a G1×G2×· · ·×
Gn = {(g1, g2, . . . , gn) | g1 ∈ G1, g2 ∈ G2, . . . , gn ∈ Gn} halmaz a komponensenkénti műve-
letekkel ellátva: (g1, . . . , gn), (h1, . . . , hn) ∈ G1×· · ·×Gn esetén (g1, . . . , gn)(h1, . . . , hn) =

(g1 ·1 h1, . . . , gn ·n hn). Ez csoport.

1.3.2. Definíció. Legyenek G és H csoportok. Egy φ : G → H függvényt csoporthomo-
morfizmusnak nevezünk, ha ∀ a, b ∈ G : φ(ab) = φ(a)φ(b), vagyis megőrzi a csoportmű-
veleteket.
Ha a φ csoporthomomorfizmus bijektív, akkor izomorfizmusnak nevezzük. Ha van G-ből
H-ba izomorfizmus, akkor azt mondjuk, hogy G és H izomorfak. Jele: G ∼= H.
Egy φ : G → G izomorfizmust G egy automorfizmusának nevezzük. Az automorfizmusok
csoportot alkotnak a kompozíció műveletre nézve, melyet Aut(G)-vel jelölünk.

1.3.3. Definíció. Legyenek H és N csoportok, valamint α : H → Aut(N) csoporthomo-
morfizmus. N és H (külső) szemidirekt szorzata a két halmaz Descartes-szorzata: N×H =

{(n, h) | n ∈ N, h ∈ H}, a következő szorzási szabállyal: (n1, h1), (n2, h2) ∈ N ×H esetén
(n1, h1)(n2, h2) = (n1α(h1)(n2), h1h2). Jele: N ⋊α H.

1.3.4. Definíció. Azt mondjuk, hogy a G csoport hat az X halmazon, ha ∃µ : G×X → X

leképezés, melyre teljesülnek az alábbiak:

1. µ
(
g, µ(h, x)

)
= µ(gh, x) ∀ g, h ∈ G, x ∈ X

2. µ(eG, x) = x ∀ x ∈ X.

µ neve: csoporthatás, g ∈ G esetén µg : X → X,µg(x) := µ(g, x).

1.3.5. Példa. µ : Sn × {1, . . . , n} → {1, . . . , n}, (π, i) 7→ π(i). Ez hatás, mert
µ
(
π, µ(σ, i)

)
= π

(
µ(σ, i)

)
= π

(
σ(i)

)
= πσ(i) = µ(πσ, i) ∀ π, σ ∈ Sn, i ∈ {1, . . . , n},

µ(eG, i) = eG(i) = i ∀ i ∈ {1, . . . , n}.

1.3.6. Definíció. Legyenek G és H csoportok, X = {1, 2, . . . , t} halmaz, H hat X-
en a µ hatással. Ekkor G és H koszorúszorzata a következő: G ≀ H = Gt ⋊α H, ahol
α(h)(g1, . . . , gt) = (gµ(h,1), . . . , gµ(h,t)).

1.3.7. Példa. G tetszőleges csoport, H = Sn, X = {1, . . . , n}. Ekkor µ(π, i) = π(i) a
H-nak egy hatása X-en. Így α(π)(g1, . . . , gn) = (gµ(π,1), . . . , gµ(π,n)) = (gπ(1), . . . , gπ(n))

csoporthomomorfizmussal G ≀ Sn = Gn ⋊α Sn a két csoport koszorúszorzata.
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1.3.8. Megjegyzés. A [2] forrásban eltérő definíció szerepel, ami segít szemléletesebben
megérteni a koszorúszorzatot. Ennek lényegét közöljük itt röviden:
Cayley tétele szerint minden csoport izomorf egy permutációcsoporttal. Így elég definiálni
a G ≤ Sm, H ≤ Sn csoportok koszorúszorzatát: G ≀ H ≤ Smn az a permutációcsoport,
amely egy m×n-es négyzetrács pontjait permutálja egymás között oly módon, hogy az egy
oszlopban levő elemek a képhalmazban is egy oszlopban maradnak, egy-egy oszlopon belül
az elemek egymás között egy-egy G-beli permutáció szerint mozognak, az oszlopok egymás
között pedig egy H-beli permutáció szerint.

1.4. Egyéb csoportelméleti fogalmak

1.4.1. Definíció. Legyen G csoport, S ⊆ G generátorrendszer. Képezzük a következő
gráfot: legyen G a csúcsok halmaza, g, h ∈ G csúcsok pontosan akkor legyenek éllel össze-
kötve, ha ∃ s ∈ S : g = hs vagy h = gs. Ezt a gráfot Cayley-gráfnak nevezzük, jele:
Cay(G,S).

1.4.2. Definíció. Egy G gráf átmérője a csúcspárok közötti távolságok közül a legna-
gyobb, ahol két csúcs távolsága a köztük haladó legrövidebb út hosszát jelenti. Jele:
diam(G).

1.4.3. Definíció. G csoport, g, h ∈ G. A ghg−1 ∈ G elemet a h elem g-vel vett konju-
gáltjának nevezzük. A Φg : G → G, Φg(h) = ghg−1 leképezést g-vel való konjugálásnak
nevezzük.

1.4.4. Definíció. G csoport. a, b ∈ G elemek kommutátora: [a, b] = aba−1b−1 ∈ G. A
G-beli elempárok kommutátorai által generált csoportot (azaz ⟨[a, b] | a, b ∈ G⟩-t) a G

kommutátor-részcsoportjának nevezzük. Jele: ⟨G,G⟩ vagy G′.

1.4.5. Állítás. G csoport. Tetszőleges G-beli kommutátor tetszőleges G-beli elemmel vett
konjugáltja szintén egy G-beli kommutátor.

Bizonyítás. g, h, k ∈ G esetén

k[g, h]k−1 = kghg−1h−1k−1 = kg(k−1k)h(k−1k)g−1(k−1k)h−1k−1

= (kgk−1)(khk−1)(kg−1k−1)(kh−1k−1) = (kgk−1)(khk−1)(kgk−1)−1(khk−1)−1

= [kgk−1, khk−1],

ami egy G-beli kommutátor. □
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1.4.6. Definíció. G csoport. g, h ∈ G felcserélhetők, ha gh = hg.

1.4.7. Definíció. Egy G csoport centruma azon G-beli elemekből áll, melyek minden
G-beli elemmel felcserélhetők. Formálisan Z(G) = {g ∈ G | ∀h ∈ G : gh = hg}.
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2. fejezet

A Rubik-kocka G csoportjának felírása

Ebben a fejezetben [3], [4] és [5] felhasználásával vizsgáljuk a Rubik-kocka csoportját.

2.1. A Rubik-kocka felépítése, elnevezések

A Rubik-kocka ránézésre 3 · 3 · 3 = 27 kiskockából áll, valójában azonban legbelül a kö-
zepén nincs kiskocka, így lehetett megalkotni úgy, hogy forgathatóak legyenek a lapjai. A
6 db lapközép is egyedi felépítésű, ezek egymáshoz viszonyítva mindig fixen állnak. Csú-
csokban levő kiskockákból (innentől csúcsok) 8 db van, ezeknek 3 lapja látható, melyeknek
különböző színe van. Ezek között helyezkednek el a 2 színes (látható) lappal rendelkező
kiskockák (innentől élek), melyekből összesen 12 darab van. A kocka felszínén található
kis négyzeteket hívjuk lapkának. Egy kiskockán lévő lapkák rögzítve vannak, körüljárási
sorrendjük nem változhat.

Nevezzük a Rubik-kocka 3×3×1-es (kiskockákból álló) téglatest részhalmazait rétegek-
nek: a kocka felszínét is érintő 6 db réteget külső rétegnek, a többi 3-at középső rétegnek.
Egy külső réteg elfordításán annak a hozzá tartozó és a vele szemközti lap középpontját
összekötő egyenes mint tengely körüli +90◦-kal, 180◦-kal vagy −90◦-kal való forgatását
értjük. A külső rétegek −90◦-kal (vagyis óramutató járásának irányában 90◦-kal) való
elforgatását hívjuk alapforgatásoknak, ilyenek egymásutánját pedig forgatásnak.

Jelöljük az alapforgatásokat a következőképpen: az U a felső, a D az alsó, az R a jobb
oldali, az L a bal oldali, az F az elülső, a B a hátulsó réteg óramutató járásával megegyező
90◦-kal való elforgatását jelölje, úgy tekintve az irányt, hogy épp az adott oldallappal
nézünk szembe.
Jelölje továbbá a megfelelő réteg −90◦-kal történő elforgatását U−1, D−1, R−1, L−1, F−1
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és B−1, valamint 180◦-kal való elforgatását U2, D2, R2, L2, F 2 és B2.
A 2.1 ábrán láthatóak az alapforgatások. A dolgozat során a zöld közepű oldallapot

tekintjük a szemköztinek, a fehér közepűt pedig a felsőnek.

U D R L F B

2.1. ábra. A Rubik-kocka alapforgatásai

2.2. A Rubik-kocka csoportjának definiálása

A Rubik-kocka kirakott állapotát, vagyis amikor minden oldallap egyszínű, nevezzük alap-
állapotnak.
Az alapállapotból forgatást végezve változik a Rubik-kocka lapkáinak elrendezése, egy így
kapott elrendezést nevezzünk állapotnak. Ezek halmazát jelöljük G-vel.
Rögzített g ∈ G-hez jelöljön mg egy olyan forgatást, melyet az alapállapoton végrehajtva
a g állapotba jutunk.
Definiáljuk G-n két elem szorzatát: g, h ∈ G esetén gh azt az állapotot jelentse, amelyet
úgy kapunk, hogy az alapállapoton elvégezzük az mg, majd az mh forgatást.

2.2.1. Állítás. G csoport a definiált szorzással.

Bizonyítás.

1. Asszociativitás: g, h, k ∈ G esetén (gh)k = g(hk) teljesül, mert mindkét oldalon az
az állapot szerepel, melyet az alapállapotból az mg,mh és mk forgatások egymás-
utánjával kapunk.

2. Az egységelem az alapállapot: ∀ g ∈ G g · idG = idG · g = g, mert midG nem
változtat a kocka állapotán, így mindhárom oldal az mg végrehajtása által kapott g
állapotot jelenti.
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3. Egy g ∈ G állapot inverze az az állapot, melyet úgy kapunk, hogy az alapállapot-
ból végrehajtjuk az mg-ben levő alapforgatások ellentettjét (tehát a megfelelő réteg
+90◦-kal történő elforgatását), fordított sorrendben, azaz jobbról balra haladva (vá-
lasszuk ezt a forgatást mg−1-nek): gg−1 = g−1g = idG, mert mg és mg−1 egymás
utáni végrehajtásával az alapállapothoz jutunk, ugyanis visszacsináljuk azt, amit
elvégeztünk rajta. □

G-t a Rubik-kocka csoportjának nevezzük.

2.2.2. Megjegyzés. Jelöljük az alapforgatások által meghatározott 6 állapotot a megfelelő
forgatáshoz tartozó betű kis verziójával: u, d, r, l, f, b. Ezek generálják G-t, vagyis G =

⟨u, d, r, l, f, b⟩, a definiált szorzással.

2.3. A bővebb csoport

1
2

3
4

5
6

7

a)

1 2
34

5
6

7

9 10

b)

1

2
1

2 0

0

0

0

2
1

2
1

c)

1
01

0

0
0 0

0

1 1
11

d)

2.2. ábra. Kiskockák és lapkák számozása

Számozzuk meg a Rubik-kocka csúcsait és éleit a 2.2 ábra a)-b) részén látható módon
(természetesen a nem látható kiskockákhoz is rendelünk számokat: a sárga-narancs-kék
csúcshoz a 8-at, az élek esetében a kék-narancshoz 8-at, a sárga-kékhez 11-et és a sárga-
narancshoz 12-t). Továbbá a csúcsok egyes lapkáihoz rendeljük a 0, 1, 2 számokat, a 2.2
ábra c)-d) része szerint: a felfelé illetve lefelé néző lapkákra írjunk 0-t, majd az egyes
csúcsok esetében a pozitív körüljárási irányt tekintve a következő lapkára 1-et, majd a
harmadikra 2-t. Hasonlóan az élek esetében is: írjunk a felfelé és lefelé néző éllapokra
valamint a vízszintes középső réteghez tartozó élek esetén a szembe és hátra néző lapkákra
0-t, a többire pedig 1-et. Duplázzuk meg ezt a számozási rendszert, olyan értelemben, hogy
jelentsen fix helyeket is, amik nem mozdulnak el, illetve az egyes kiskockákhoz is tartozzon,
vagyis amikor forgatást végzünk a kockán, vándoroljanak ezek velük.
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2.3.1. Megjegyzés. A kiskockákra való hivatkozásnál többféle verzió is előfordul: i csúcs/él
vagy j-es csúcs/él, esetleg k. csúcs/él (i, j és k számok).

Egy alapforgatás csúcsot csúcsba, élt élbe visz, így a forgatások is. Vagyis G elemeit
vizsgálhatjuk külön a csúcsok és külön az élek szempontjából.
Ez abban az esetben is igaz, ha megengedjük a kocka szétszedését kiskockákra, majd
ezek újbóli, tetszőleges összerakását. Engedjük meg ezt az eljárást, az alapállapotból így
kihozható helyzeteket nevezzük állásoknak, ezek halmaza legyen G1, tehát G ⊂ G1.

G1-en definiáljuk két elem szorzatát a G-n való szorzás kiterjesztéseként: a szorzat
álláshoz az alapállapoton először végrehajtjuk az első, majd a második álláshoz tarto-
zó eljárást, vagyis azt az egyik szétszedés - összerakás sorozatot, amit az alapállapoton
végrehajtva az első illetve második állást kapjuk.

2.3.2. Állítás. G1 csoport a fenti szorzással.

Bizonyítás. Ugyanúgy, mint a G csoport esetében, a 2.2.1 állítás bizonyításánál. □

2.3.1. Az állások vektoros felírása

Ebben a részben G1-et mint halmazt vizsgáljuk, a [3] írás 39-41 oldalain taglalt módszer-
hez hasonlóan.
Minden kiskockának van egy eredeti helye, ahol az idG állapotban voltak. Az, hogy egy
adott állásban hova mozdultak el az eredeti helyükhöz képest, leírható a csúcsok esetében
egy S8-beli, az élek esetében egy S12-beli permutációval.
Azt is jellemezni kell, hogy az adott helyen, ahol van a kiskocka, az egyes lapkái melyik
oldallapon vannak. Ezt hívjuk az adott kiskocka orientációs állapotának. Az egyes lapkák-
hoz és a mindig fix lapkahelyekhez is tartozik egy-egy szám a csúcslapkák esetén a {0, 1, 2},
éllapkáknál a {0, 1} halmazból. Egy adott állásban egy adott kiskockához jegyezzük fel,
hogy a számozott lapkái épp hányas számú lapkahelyen vannak. Az azonos körüljárási
irány miatt elegendő azt kódolni, hogy az adott pozícióban a 0-s lapkahelyen a kiskocka
hányas számú lapkája van. Ez megtehető csúcsok esetében egy-egy {0, 1, 2} = Z3-beli,
élek esetében pedig egy-egy {0, 1} = Z2-beli elemmel.
A fenti paraméterek egyértelműen leírják az állást, egymástól függetlenek, így mint hal-
maz G1 = Z8

3 ×S8 ×Z12
2 ×S12, vagyis G1 elemeit felírhatjuk vektoros alakban: (c, π, e, ρ),

ahol c ∈ Z8
3, π ∈ S8, e ∈ Z12

2 , ρ ∈ S12. A c illetve e i-edik koordinátája tehát azt jelöli,
hogy az i-es csúcs illetve él éppen hányas számú lapkája van az aktuális pozíciójának 0-s
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lapkáján. Az egyes csúcsok és élek az olyan számú helyre kerültek, ahova az adott csúcs
vagy él számát vitte a π illetve ρ permutáció.

2.3.2. G1 dekompozíciója

A 2.3.2 állításnál láttuk, hogy G1 csoport. A halmazt felírtuk direkt szorzatként, most a
szorzás algebrai alakját szeretnénk vizsgálni.

2.3.3. Megjegyzés. Innentől a dolgozatban permutációk szorzata (azaz kompozíciója)
esetén azok balról jobbra sorrendben történő elvégzését értjük!

Tekintsük az állásokat külön a csúcsok és külön az élek szempontjából.
Nézzük először a csúcsokat. Ezek állásainak halmazát jelöljük GC-vel. A GC = Z8

3×S8

elemei (c, π) alakúak, ahol c egy Z8
3-beli elem, π pedig egy S8-beli permutáció. GC-n is

definiálhatjuk két elem szorzatát úgy, mint a korábbiakban, ezzel a szorzással GC szintén
csoport. Egy c ∈ GC álláshoz tartozó műveletet (amit az alapállapotból végrehajtva c-be
jutunk) jelöljünk nc-vel.

Szeretnénk képlettel felírni két elem szorzatát: c = (c1, c2, . . . , c8), d = (d1, d2, . . . , d8) ∈
Z8

3, π, σ ∈ S8 esetén (c, π)(d, σ) második komponense πσ, mivel az alapállapoton az nc-t,
majd az nd-t elvégezve a csúcsok π, majd σ szerint permutálódnak. Az első koordináta
viszont nem a cd lesz (itt a művelet a komponensenkénti modulo 3 összeadás), mivel bár nc

után c áll fenn a csúcsok lapkáinak helyzetére, nd hatása a lapkákra függ a csúcsok aktuális
pozíciójától, vagyis π-től is. Nézzük, hogyan hat az nd művelet: c-ben az i csúcs a π(i)

helyre került, nd-t az alapállapoton végrehajtva az e helyen levő csúcs orientációja dπ(i)-re
változna, vagyis ahova került (πσ(i)-be), az ahhoz tartozó 0-s lapkahelyen a π(i) csúcs dπ(i)
számú lapkája lenne. Ennek a lapkának a helyén a c állásban az i csúcs ci + dπ(i) modulo
3 számú lapkája van, ugyanis ezen π(i) helyhez tartozó 0-s lapkán ci van, tehát dπ(i) = 0

esetén teljesül, a többi esetben pedig a lapkák számozásának módja miatt szintén teljesül.
Tehát c-ből végrehajtva nd-t összességében ci + dπ(i) modulo 3 lesz az i csúcs orientációja
a szorzat állásban.

Vezessük be a következő jelölést: tetszőleges d = (d1, d2, . . . , d8) ∈ Z8
3 és π ∈ S8

esetén dπ := (dπ(1), . . . , dπ(8)). Tehát azt kaptuk, hogy (c, π)(d, σ) = (cdπ, πσ). S8 hat
{1, . . . , 8}-n (a csúcsok halmazán) a µπ(i) = π(i) hatással, az 1.3.7 példában láttuk, hogy
az α(π)(d1, d2, . . . , d8) = (dπ(1), . . . , dπ(8)) csoporthomomorfizmushoz tartozó szemidirekt
szorzata az első (most Z3

8) csoportnak S8-cal éppen a két csoport koszorúszorzata, itt
éppen ez szerepel, vagyis GC = Z3 ≀ S8.
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Az 1.3.8 megjegyzés értelmében ezt úgy is elképzelhetjük, hogy A3 ≤ S3 és S8 ko-
szorúszorzatát vesszük, ami egy 3× 8-as négyzetrács pontjait permutálja. Az oszlopokat
megfeleltethetjük a kocka 8 csúcsának, a sorokat pedig a lapkák megjelölésére használt
0, 1, 2 számoknak. Tehát a rácspontok a 24 saroklapkának felelnek meg, például a 2. sor 5.
eleme az 5-ös csúcs 1-es lapkáját jelenti. Egy A3 ≀ S8-beli permutáció az azonos oszlopbeli
elemeket - azaz egy adott csúcshoz tartozó lapkákat - egymás között permutálja egy-egy
A3-beli permutációnak megfelelő módon, továbbá az oszlopok - vagyis a csúcsok - egymás
közötti permutálása egy S8-beli elemmel történik.

Hasonló mondható el az élek állásainak GE = Z12
2 ×S12 halmazáról. Ugyanúgy működik

a szorzás, így GE = Z2 ≀ S12.
Halmazként tekintve

GC ×GE = (Z8
3 × S8)× (Z12

2 × S12) ∼= Z8
3 × S8 × Z12

2 × S12 = G1.

Két állás szorzatának felírásánál pedig tekinthetjük külön-külön a csúcsokra és az élekre
a szorzást, ezek nem függenek egymástól, így mint csoport G1

∼= GC × GE, tehát a
következőre jutottunk:

2.3.4. Állítás. G1
∼= (Z3 ≀ S8)× (Z2 ≀ S12)

2.3.5. Megjegyzés. Tehát G1-en a művelet a következő: (c, π, e, ρ), (d, σ, f, τ) ∈ G1 ese-
tén (c, π, e, ρ)(d, σ, f, τ) = (cdπ, πσ, efρ, ρτ).

2.3.6. Példa. r =
(
(0, 1, 2, 0, 0, 2, 1, 0), (2 3 7 6), (0), (2 7 10 6)

)
és f =

(
(1, 2, 0, 0, 2, 1, 0, 0),

(1 2 6 5), (1, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0), (1 6 9 5)
)

állapotok szorzata:

• (rf)1 = r1 + (f1)r2 = r1 +
(
(f1)1, (f1)3, (f1)7, (f1)4, (f1)5, (f1)2, (f1)6, (f1)8

)
=

(0, 1, 2, 0, 0, 2, 1, 0) + (1, 0, 0, 0, 2, 2, 1, 0) = (1, 1, 2, 0, 2, 1, 2, 0)

• (rf)2 = (2 3 7 6)(1 2 6 5) = (1 2 3 7 5)

• (rf)3 = r3 + (f3)r4 = r1 +
(
(f3)1, (f3)7, (f3)3, (f3)4, (f3)5, (f3)2, (f3)10, (f3)8, (f3)9,

(f3)6, (f3)11, (f3)12
)
= (0)+(1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0) = (1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0)

• (rf)4 = (2 7 10 6)(1 6 9 5) = (1 6 2 7 10 9 5)
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2.4. A G csoport karakterizációja

Ehhez a szakaszhoz a [4] 190-195 oldalait használtuk fel.

2.4.1. Szükséges feltételek a G-beliséghez

G1 az állások csoportja, ahol megengedtük a kocka szétszedését, szeretnénk a forgatással
megkapható állapotcsoportot, G-t is jellemezni.

Vizsgáljuk először a G-beli állapotokat az orientációk szempontjából.
A csúcsok orientációs állapota: Vegyük az alapforgatások állapotainak mint vektorok-

nak első komponensét (ezeket könnyen leellenőrizhetjük egy Rubik-kockát kézbe véve):
u1 = d1 = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), r1 = (0, 1, 2, 0, 0, 2, 1, 0), l1 = (2, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 2),

f1 = (1, 2, 0, 0, 2, 1, 0, 0), b1 = (0, 0, 1, 2, 0, 0, 2, 1).

Megfigyelhető, hogy mindegyik esetben a koordináták összege 3-mal osztható. Ha két
alapforgatást egymás után elvégzünk az alapállapoton, akkor a szorzás szabálya alapján
az új orientációs állapotot úgy kapjuk meg, hogy vesszük az elsőét, majd komponensen-
ként hozzáadjuk a másodiknak egy permutáció által megváltoztatott verzióját, melyben
a komponensek nem változtak, csak a sorrendjük, így az összegben (aminek komponen-
seit modulo 3 kell venni) a komponensek összege szintúgy 3-mal osztható lesz. Ezekből
következik, hogy bármely állapotra érvényes ez az oszthatóság. Nevezzük ezt (i)-es tulaj-
donságnak.

Az élek orientációs állapota:
u3 = d3 = r3 = l3 = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), f3 = (1, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0),

b3 = (0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 0).

Itt a koordináták összege minden esetben páros. Az előbbihez hasonlóan tetszőleges for-
gatás elvégzése után az adott állapotra páros lesz ez az összeg. Nevezzük ezt (ii)-es tulaj-
donságnak.

Vizsgáljuk most a G-beli állapotokat a permutációk szempontjából. Egy-egy alapfor-
gatás mind a csúcsok, mind az élek esetében 4 darabot körbepermutál, vagyis a megfelelő
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állapotok 2. és 4. komponense egy 4-es ciklus, ami páratlan permutáció. Így ha veszünk
egy tetszőleges forgatást (k alapforgatás egymásutánját), akkor – mivel szorzásnál a per-
mutációk összeszorzódnak – a hozzá tartozó állapot 2. és 4. komponense egy-egy (−1)k

előjelű permutáció lesz, használva az 1.2.12 tételt. Tehát a csúcsokhoz és élekhez tartozó
permutációk paritása megegyezik. Ez ekvivalens azzal, hogy ezen két permutáció szorza-
tának előjele 1. Nevezzük ezt (iii)-as tulajdonságnak.

Összefoglalva, a 3 szükséges feltétel G-re:

2.4.1. Állítás. Legyen (c, π, e, ρ) ∈ G. Ekkor

• 3 |
∑8

i=1 ci (i)

• 2 |
∑12

i=1 ei (ii)

• sgn(π)sgn(ρ) = 1 (iii)

2.4.2. Megjegyzés. Az állítás alapján például a következő 3 darab állás nem állapot (azaz
nem rakható ki csak tekerésekkel):

• Minden kiskocka a helyén van, jól orientálva, kivéve 1 csúcs, ami elforgatva van a
helyén.

• Minden kiskocka a helyén van, jól orientálva, kivéve 1 él, ami elforgatva van a helyén.

• Minden kiskocka a helyén van, jól orientálva, kivéve 2 él, amik egymás helyén vannak
(bárhogyan orientálva).

2.4.2. Elégséges feltételek a G-beliséghez

Ehhez a részszakaszhoz az [5] 7-9 oldalait használtuk fel.

2.4.3. Állítás. Ha egy G1-beli állásra az (i)-(iii) tulajdonságok teljesülnek, akkor az G-beli
állapot is egyben.

2.4.4. Lemma. Legyen G2 < G1 az olyan állások részcsoportja, amelyre az (i)-(iii) tu-
lajdonságok teljesülnek, és a csúcsokhoz és élekhez is páros permutáció tartozik. Ekkor
G2 = G′.
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Bizonyítás.

1. G′ < G2:
G′ < G < G1, a G′-beliekre teljesülnek az (i)-(iii) tulajdonságok, mert a G-beliekre
teljesülnek.
g = (c, π, e, ρ), h = (c′, π′, e′, ρ′) ∈ G esetén [g, h] = ghg−1h−1 vektoros felírásá-
ban a 2. komponens ππ′π−1(π′)−1, és az 1.2.12 tétel miatt sgn

(
ππ′π−1(π′)−1

)
=

sgn(π)sgn(π−1)sgn(π′)sgn
(
(π′)−1

)
= sgn(ππ−1)sgn

(
π′(π′)−1

)
= sgn2(id) = 1,

vagyis minden G-beli kommutátor esetén a csúcsokhoz tartozó permutáció páros,
ugyanígy kijön, hogy az élekhez tartozó is. Így - ismét az 1.2.12 tétel miatt - kom-
mutátorok szorzatára is igaz ez a tulajdonság, vagyis minden G′-beli elemre.

2. G2 < G′:
Legyen g = (c, π, e, ρ) ∈ G2. Azt szeretnénk megmutatni, hogy g előáll G-beli kom-
mutátorok szorzataként, vagyis a g állást megkaphatjuk az alapállapotból kommu-
tátorokhoz tartozó forgatások egymás utáni végrehajtásával.

A G2-beli elemekre vonatkozó feltétel szerint π és ρ párosak. Az 1.2.15 állítást hasz-
náljuk: egy páros permutáció felbontható 3-as ciklusok szorzatára. Megmutatjuk,
hogy bármilyen olyan állapot, amelynél pontosan 3 csúcs vagy 3 él nincs az alapál-
lapotbeli helyén (az összes többi kiskocka pedig jól orientálva van a helyén), felírható
kommutátorként. Így kommutátorok szorzataként fel tudunk írni egy olyan h álla-
potot, amelyben a permutációs komponensekre: h2 = π és h4 = ρ.
Azt is belátjuk, hogy bármely állapot, melyben minden kiskocka a helyén van és pon-
tosan 2 csúcs vagy 2 él van elforgatva a helyén (azaz rosszul orientálva), felírható
kommutátorként. Így h-ból eljuthatunk g-be kommutátorokhoz tartozó forgatások
végrehajtásával (vagyis megkapjuk g-t kommutátorok szorzataként, tehát készen le-
szünk) a következőképpen: veszünk két olyan csúcsot h-ban, amik még nem a g1

szerinti orientációs állapotban vannak, és végrehajtjuk azt a forgatást, ami ezeket
helyben elforgatja úgy, hogy legalább az egyik a g1-nek megfelelő pozícióba kerüljön
(ez megtehető, mert kétféle irányban is lehet forgatni), ezt addig ismételjük, amíg
minden csúcs a megfelelő orientációs állapotba nem kerül. Az nem fordulhat elő,
hogy pontosan 1 csúcs maradjon nem g1 szerinti orientációban a végén, mert ekkor
ebben az állapotban a csúcsokhoz tartozó orientációs vektorban levő komponensek
összege modulo 3 különbözne a g1 komponensei összegének 3-as maradékától, de ez
lehetetlen, mert minden állapotban teljesül az (i), de ezt a g állásról is feltettük, így
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mindkét esetben 3-mal osztható ez az összeg. Majd az élekre ugyanezt az eljárást al-
kalmazzuk, párosával elforgatjuk azokat, amelyek nincsenek a g3 szerinti állapotban,
a (ii)-es tulajdonság hasonlóképpen garantálja, hogy nem marad a végén egyedüli
nem megfelelő orientációjú él.

Most megmutatjuk, hogy a pontosan 3 kiskockát elmozgató forgatás által kapott
állapotok kommutátorok:

Egy [k,m] kommutátor pontosan akkor egyenlő az id-del, ha k és m felcserélhetők.
Kihasználjuk, hogy ha „kevés” olyan kiskocka van, amit a k-hoz tartozó valamelyik
permutáció és az m-hez tartozó megfelelő permutáció egyaránt elvisz a helyéről,
akkor [k,m]-ben is „kevés” elem kerül el az alapállapotbeli helyéről. Megmutatjuk,
hogy ha egyetlen kiskocka van, amit k-hoz és m-hez tartozó permutáció is elmozgat,
akkor a [k,m]-hez tartozó permutációk közül a megfelelő pontosan 3 elemet mozgat
egymás között, a másik helyben hagy mindent.
Például ha ki és mi (i = 2 vagy 4) is elmozdítja a-t, de nincs több kiskocka, amit kj
és mj is elvisz a helyéről elvisz a helyéről (j = 2, 4-re),ki a b-t viszi a-ba, mi pedig a
c-t, akkor a [k,m] = kmk−1m−1 egy olyan állapot, amelyben az említett 3 kiskocka
(acb)-nek megfelelően permutálódott, az összes többi kiskocka pedig a helyén van,
jól orientálva. Ugyanis először mk elviszi b-t az a helyére, a-t valahová, ezt követően
mm elviszi c-t az a eredeti helyére, a b-t pedig máshova, a mk−1 visszaviszi a-t (és
b-t leszámítva az összes többi elemet, amit mozgatott) az eredeti helyére, valamint
c-t a b eredeti helyére, végül mm−1 az a-t a c eredeti helyére viszi, a b-t az a-éra, a
többi általa mozgatott kiskockát pedig a saját eredeti helyükre.

Nézzük először a csúcsokat. Például k = r−1dr,m = u esetén az m2 a felső réteg
kiskockáit mozgatja egymás között, az k2 a felső réteg elemei közül csak a 2-es csú-
csot viszi el a helyéről, az k2 az 5-öt, m2 a 3-at viszi a 2-esbe, így [k,m] egy olyan
állapot, amelyben ez a 3 csúcs a (2 3 5)-nek megfelelően permutálódott, az összes
többi kiskocka pedig a helyén van, jól orientálva.
Tetszőlegesen választva 3 csúcsot, a következő eljárással megkapható a hozzájuk
tartozó hasonló állapot: először valamilyen mj forgatással vigyük a csúcsokat a
2, 3, 5 helyekre, akármilyen sorrendben, csak tartsuk számon, melyik csúcs melyik
helyre került. Ez az előkészítő forgatás megtehető néhány alapforgatás egymás-
utánjával, intuitív módon. Ezt követően figyeljük meg, hogy melyik irányba halad
a ciklus, majd ez alapján végezzük el a [k,m] = r−1drur−1d−1ru−1-hez tartozó
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R−1DRUR−1D−1RU−1 forgatást vagy a (2 5 3) = [k,m]−1 = ur−1dru−1r−1d−1r-hez
tartozó UR−1DRU−1R−1D−1R forgatást (azt, amelyik a 3 csúcsot egymás között a
megfelelő irányban permutálja), végül mj−1-et, például a 2.2 állítás bizonyításának
3. pontjában leírt módon. Ezzel definíció szerint a j[k,m]j−1 állapotot kapjuk, az
1.4.5 állításnál láttuk, hogy ez is kommutátor.

Ugyanez elmondható az élek esetében is. Például: k = rl−1f−1lr−1,m = u esetén
az 1-es él egyedül az, amit k4 és m4 is mozgat, előbbi a 10-est, utóbbi a 2-est
viszi oda, így [k,m] egy olyan állapot, amelyben ez a 3 él a (1 2 10)-nek megfelelően
permutálódott, az összes többi kiskocka pedig a helyén van, jól orientálva. Ha másik 3

élt veszünk, a fentihez hasonlóan konjugálással megkaphatjuk a megfelelő állapothoz
tartozó kommutátort.

"(2 3 5) kommutátor" "(1 2 10) kommutátor"

Alább azt látjuk be, hogy a pontosan két kiskockát helyben elforgató forgatás által
meghatározott állapotok felírhatók kommutátorként:

A csúcsok esetében megadunk egy olyan kommutátort, amiben minden kiskocka a
helyén van, jól orientálva, kivéve két szomszédos csúcsot, amelyek elforgatva vannak
a helyükön, különböző irányban: k = r−1drfdf−1,m = u. Itt nincs mi-ben és ki-ben
(i = 2, 4) olyan közös elem, ami elmozdulna a helyéről, viszont van pontosan egy
olyan, ami helyben elfordul negatív irányban (a 2-es csúcs), így a [k,m] kommutá-
torban a 3-as (amit az m2 a 2-be visz) is elfordulva (pozitív irányban) lesz a helyén.
Egyszerű előkészítő forgatással bármely két csúcsot a fenti két pozícióba lehet vinni,
majd m[k,m]-et végrehajtva és a forgatást visszacsinálva a két csúcs elforgatva kerül
vissza a helyére (az összes többi kiskocka a helyén marad jól orientálva).

Az élekre hasonló eljárást alkalmazunk, itt a helyben való elforgatás csak egyirányú
lehet. Például: k = r−1u−1db2u2d2f−1,m = u−1 esetén [k,m]-ben az 1 és 2 élek
vannak elforgatva a helyükön, a többi kiskocka mind jó orientációban a helyén.
Konjugálással bármely két élre megkapható a megfelelő kommutátor.
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Két sarok elforgatása Két él elforgatása

Összességében tehát megadtunk egy lehetséges módot arra, hogy hogyan írjunk
fel egy G2-beli elemet G-beli kommutátorok szorzataként: a kiskockákat először a
megfelelő helyre visszük (3-as ciklusos kommutátorok), majd a megfelelő orientációs
helyzetbe állítjuk őket (párosával). □

Bizonyítás. (A 2.4.3 állítás bizonyítása) Legyen a ∈ G1, melyre az (i)-(iii) tulajdonsá-
gok teljesülnek. (iii) azt mondja, hogy a-ban csúcsokhoz és élekhez tartozó permutációk
paritása megegyezik. Ha párosak, akkor a ∈ G2 = G′ a 2.4.4 lemma miatt, így a ∈ G.
Ha páratlanok, végezzünk egy alapforgatást a kockán, az így kapott b állásban szintén
fennálnak az (i)-(iii) tulajdonságok, és mindkét permutáció páros lesz. Tehát b ∈ G2, így
a 2.4.4 lemma miatt b ∈ G, ezért a ∈ G is fennáll, mert az alapállapotból forgatással
eljuthatunk b-be, onnan a megfelelő alapforgatás háromszori végrehajtásával a-ba, tehát
a-ba is eljuthatunk forgatással idG-ből. □

2.4.5. Megjegyzés. A 2.4.3 állítás és a 2.4.4 lemma bizonyításával lényegében megad-
tunk egy módszert a Rubik-kocka kirakására: tetszőleges G-beli állapotból indulva felmérjük
a permutációk paritását, páratlan esetben teszünk egy tetszőleges alapforgatást a kockán,
a páros esetet pedig megoldjuk 3-as ciklusokra bontás után a megfelelő kommutátorok in-
verzeihez tartozó forgatások végrehajtásával, végül az orientációkat is a fentebb leírt kom-
mutátorok segítségével rendezzük.

2.4.3. A karakterizáció összefoglalása

Tehát azt kaptuk, hogy g ∈ G1 esetén g ∈ G ⇔ (i)-(iii) teljesülnek g-re. Nézzük, mit
jelentenek ezek a tulajdonságok G felírásában.
Egy G-beli elemhez, vagyis állapothoz az (i) alapján pontosan 7 darab csúcs orientációját
kell ismernünk, ezekből már lehet következtetni az utolsóéra, a maradékos osztás egyér-
telműsége miatt. Hasonlóan az élekre is, a (ii) szerint pontosan 11 darab él orientációját
kell meghatározni, melyekből tudunk következni a 12.-ére.
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Ezek alapján G ≤ (Z7
3 ⋊α S8) × (Z11

2 ⋊β S12) =: G0 ≤ G1. Koszorúszorzatról ugyanis itt
már nem beszélhetünk, mert S8 nem hat egy 7-elemű halmazon, azonban α és β megfelelő
definiálásával továbbra is írhatunk szemidirekt szorzatot. Itt Z7

3-t tekintsük úgy, mint Z8
3

egy alterét, amelyben olyan vektorok vannak, melyekben a 8 komponens összege 0 (mo-
dulo 3). Azaz V = {(d1, . . . , d8) ∈ Z8

3 |
∑8

i=1 di ≡ 0 (3)}, V ∼= Z7
3. Az α legyen ugyanaz

a csoporthomomorfizmus, mint ami a koszorúszorzatnál volt, annyi különbséggel, hogy
a képként kapott automorfizmust leszűkíti erre az altérre. Mivel az automorfizmus csak
a komponensek sorrendjén változtat, így annak képénél ugyanúgy 0 lesz a komponensek
összege, vagyis V -beli vektor lesz. Tehát

α : S8 → Aut(V ), α(π)(d1, . . . , d8) = (dπ(1), . . . , dπ(8)) ∀ π ∈ S8, (d1, . . . , d8) ∈ V.

Hasonlóképpen W = {(e1, . . . , e12 ∈ Z12
2 |

∑12
i=1 ei ≡ 0 (2)},W ∼= Z12

2 ,

β : S12 → Aut(W ), β(ρ)(e1, . . . , e12) = (eρ(1), . . . , eρ(12)) ∀ ρ ∈ S12, (e1, . . . , e12) ∈ W.

Az előbbieket kiegészítve a (iii)-as tulajdonsággal, a következő eredményre jutunk:

2.4.6. Állítás. G = Kerφ, ahol φ : G0 → {1,−1}, φ
(
(c, π), (d, σ)

)
= sgn(π)sgn(σ).

2.4.7. Következmény. |G| = 43 252 003 274 489 856 000.

Bizonyítás. |{(π, ρ) | π ∈ S8, ρ ∈ S12, sgn(π) = sgn(ρ)}| = |{(π, ρ) | π ∈ A8, ρ ∈ A12} ∪
{(π, ρ) | π ∈ S8\A8, ρ ∈ S12\A12}| = |A8|·|A12|+|S8\A8|·|S12\A12| = 2· 8!

2
· 12!
2

= 8!·12!
2

, ezért
|
{(

(c, π), (d, σ)
)
| c ∈ Z7

3, π ∈ S8, d ∈ Z11
2 , ρ ∈ S12, sgn(π) = sgn(ρ)

}
| = 8!·12!

2
· 37 · 211 =

43 252 003 274 489 856 000. □

2.4.8. Megjegyzés. |G1 : G| = 12, ami szemléletesen azt jelenti, hogy ha random módon
szétszedjük és összerakjuk a Rubik-kocka kiskockáit, akkor 1

12
a valószínűsége, hogy a kapott

állás kirakható csupán tekerésekkel.
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3. fejezet

Néhány csoportelméleti kérdés

vizsgálata G-ben

3.1. Elemrend kiszámítása

Egy g ∈ G esetén o(g) az a legkisebb szám, ahányszor idG-ből végrehajtva az mg forgatást
visszajutunk idG-be. Legyen g = (c, π, e, ρ) ∈ G. Tegyük fel, hogy o(g) = n, vagyis n a
legkisebb olyan pozitív egész kitevő, melyre g-t emelve az egységelemet kapjuk: gn = idG.

Másrészt gn vektoros alakjáról tudjuk, hogy mivel a permutációk összeszorzódnak, így
(gn)2 = πn, (gn)4 = ρn.

Vegyük π és ρ ciklusfelbontását: π = z1z2 . . . zk, ρ = z′1z
′
2 . . . z

′
l, ahol a zu ciklus hossza

iu (u = 1, . . . , k), a z′v ciklus hossza jv (v = 1, . . . , l). Így az 1.2.8 megjegyzés szerint o(π) =
lkkt(i1, . . . , ik), o(ρ) = lkkt(j1, . . . , jl). Ezért lkkt

(
o(π), o(ρ)

)
= lkkt(i1, . . . , ik, j1, . . . , jl) =:

m a legkisebb olyan kitevő, melyre g-t emelve olyan állapotot kapunk, melynek mindkét
permutációs komponense az id (azaz minden elem a helyén van, esetleg rosszul orientál-
va). Vagyis az ilyen állapotok g-nek pontosan azok hatányai, melyeknál a ·m (a pozitív
egész) alakú a kitevő.

Ha gm-ben minden elemnek jó az orientációja, akkor n = m. Ha néhány csúcsnak vagy
élnek még nem 0-s, akkor gm-et háromszor vagy kétszer végrehajtva már jól orientálva
lesznek a helyükön, a szorzás szabálya miatt. Így ha csak csúcsok rosszak: n = 3m, ha
csak élek: n = 2m, ha mindkettő: n = lkkt(3, 2)m = 6m.

A gm-beli elemek orientációjának ellenőrzése: a ciklusok partícionálják az orientációs
vektorok koordinátáinak halmazát. g hatványainál ezek az orientációs osztályok megma-
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radnak, a szorzás szabálya miatt, ugyanis a permutációk megtartják az elemeket a ciklu-
sukban. Azt kell vizsgálni, hogy gm-ben mikor van vagy nincs nem csupa 0 koordinátájú
osztály. Nézzük először a csúcsokat. g hatványainak orientációs vektora a szorzás szabálya
alapján:

g1 = c, (g2)1 = (gg)1 = ccπ, (g
3)1 = (g2g)1 = ccπcπ2 , . . . , (gr)1 = (gr−1g)1 = ccπ . . . cπr−1

Mivel egy a csúcsokhoz tartozó zu iu hosszú ciklusban i, π(i), . . . , πzu−1(i) végigfut
a ciklus elemein, ezért gzu-ban a ciklusbeli elemekhez tartozó orientációs koordináták a
fentiek alapján mind

∑
i∈Im(zu)

ci modulo 3-mal egyenlők, gm-ben pedig m
iu

∑
i∈Im(zu)

ci

modulo 3-mal.
Ha

∑
i∈Im(zu)

ci ≡ 0 (3), akkor persze m
iu

∑
i∈Im(zu)

ci ≡ 0 (3). Ha
∑

i∈v ci ̸≡ 0 (3),
akkor az értéke 1 vagy 2 maradékot ad 3-mal osztva, m

iu

∑
i∈Im(zu)

ci ≡ 0 (3) pontosan a
3 | m

iu
esetben.

Az élekre ugyanez elmondható, annyi különbséggel, hogy
∑

i∈Im(z′v)
ei ≡ 1 (2) esetén

m
jv

párosságát kell vizsgálni.
pl. g = [r, u] = rur−1u−1 = ((0,−1, 0,−1, 0,−1, 0, 0), (2 6)(3 4), (0), (2 3 6)), πρ-ban két

2-es és egy 3-as ciklus van, így m = lkkt(2, 2, 3) = 6. A csúcsok esetében a (2 6) illetve (3 4)
ciklusnál m

2
= 6

2
= 3, így (2 6)6 és (3 4)6 orientációja megfelelő. Az éleknél a (2 3 6)-hoz

tartozó tényező: m
3
= 6

3
= 2, így (2 3 6)6 orientációja biztosan jó. Tehát o(g) = 6.

3.1. ábra. rur−1u−1

3.2. A legnagyobb rendű elem G-ben

Az előző szakasz alapján nem nehéz vizsgálni, hogy milyen elemrendek fordulhatnak elő
G-ben. Azt kell végigböngészni, hogy egy S8-beli illetve egy S12-beli permutációnak milyen
típusú ciklusfelbontása lehet a ciklusok hosszát illetően. A ciklusok diszjunktsága miatt
nincs nagyon sok eset, és mivel a hosszak legkisebb közös többszöröse számít csak, ezért
sok olyan esetet figyelmen kívül lehet hagyni, ahol több azonos hosszú ciklus van. Ezeken
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túl figyelni kell, hogyan alakulhat a ciklusokhoz tartozó orientációs osztályok koordináta-
összege illetve bizonyos esetekben a fentebb meghatározott hányados.
Némi esetvizsgálat és számolás után megkapható, hogy G-ben a legnagyobb elemrend
1260. Példa erre az olyan állapot, melyben a csúcsok permutációs komponense szét-
bomlik egy 5-ös és egy 3-as ciklusra, az éleké pedig egy 7-es és két 2-esre. Így m =

lkkt(5, 3, 7, 2, 2) = 2 ·3 ·5 ·7. A 3-as ciklusnál illetve az egyik 2-es ciklusnál legyen a hozzá-
juk tartozó orientációs osztályban koordináták összege 3-mal illetve 2-vel nem osztható.
Mivel m

3
nem osztható 3-mal, sem pedig m

2
2-vel, így az elem rendje 6m = 22·32·5·7 = 1260.

Például g = rf 2b−1ub−1 ilyen állapot.
A legnagyobb elemrendre vonatkozó eredményt és példát a [6] jegyzet 27. illetve 50. ol-
daláról vettük.

3.3. G legszűkebb generátorhalmaza

Ehhez a szakaszhoz szintén felhasználtuk a [6] jegyzetet, a 18. oldalát.

Láttuk, hogy G = ⟨u, d, r, l, f, b⟩. Felmerül a kérdés, hogy lehet-e ennél kevesebb számú
elemmel generálni G-t.

Ha csak az alapforgatásokhoz tartozó 6 állapotot vesszük figyelembe, akkor 4-nél ke-
vesebb nem elég, mert lesz olyan csúcs vagy él, amit legfeljebb 3-féle alapforgatást meg-
engedve nem tudunk mozgatni.

4 elem esetén szimmetriák miatt két típus van, az egyiknél egy pár szemközti réteg-
hez tartozó alapállapot van, a másiknál kettő: ⟨r, u, f, d⟩, illetve ⟨r, l, u, d⟩. Előbbi ese-
tén ismét lesz egy él, ami mindig helyben marad (jelen esetben a 8-as), utóbbinál pedig
u3 = d3 = r3 = l3 = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) és a szorzásszabály miatt az ilyenek szor-
zatának élorientációs koordinátája is a csupa 0 vektor, így nem kapnánk meg a másféle 3.

komponensű állapotokat.
Viszont 5 elem már elég lesz: a 6-ból bármelyiket elhagyhatjuk, az a többiből kifejez-

hető lesz. Például d = rlf 2b2l−1r−1urlf 2b2l−1r−1, ez a konjugálás azt csinálja, hogy az
alsó réteg elemeit - a sorrendjüket megtartva - felviszi a felső rétegre, ott elforgatja azokat
−90◦-kal, majd visszaviszi az alsó rétegre.

Az összes állapotot tekintve, egy darab közülük már sokkal több elemet is generálhat.
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Azonban az egész csoportot nem generálhatja egy elem, azaz G nem ciklikus, mert ennek
szükséges feltétele, hogy a generáló elem rendje éppen a csoport rendje legyen. Láttuk
viszont, hogy G-ben a legnagyobb elemrend 1260.
(G ciklikussága egyébként azt jelentené, hogy egy adott forgatást ismételgetve megkap-
nánk sorban a kocka összes lehetséges állapotát. Vagyis tetszőleges állapotból indulva ezzel
az eljárással véges sok iterációval eljutnánk a kirakott állapotba. A gyakorlatban viszont
- bár csak egy algoritmust kellene ismerni - ez nem lenne kivitelezhető, mert általában
hatalmas nagyságrendű lenne az iterációk száma.)

Viszont található két olyan elem, amik generálják a csoportot, például ([6]-ban a 49.

oldalról):
g1 =

(
(2, 1, 2, 1, 0, 0, 0, 0), (1 4)(2 3)(6 8), (0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0),

(5 8)(6 7)(3 12)(1 10)(9 11)
)

és
g2 = ((1, 2, 0, 0, 2, 1, 0, 0), (2 6 5 1)(3 7)(4 8), (0), (2 7 10 6)(1 3 9 11)(4 5 12 8)).

3.4. G centruma

Ebben a szakaszban azt vizsgáljuk, hogy mely elemekből áll G centruma.

Legyen g = (c, π, e, ρ) ∈ Z(G), azaz ∀h = (c′, π′, e′, ρ′) ∈ G : gh = hg,
Így (gh)2 = (hg)2 és (gh)4 = (hg)4, vagyis ππ′ = π′π ∀ π′ ∈ S8 és ρρ′ = ρ′ρ ∀ ρ′ ∈ S12.
Mivel a szimmetrikus csoport centruma csak az egységelemet tartalmazza, ezért g =

(c, id, e, id) alakú, vagyis minden elem a helyén van.
Vizsgáljuk most a feltételt az orientációs állapotra: (gh)1 = (hg)1 és (gh)3 = (hg)3, vagyis
cc′id = c′cπ′ ∀ c′ ∈ {0, 1, 2}8 és ee′id = e′eρ′ ∀ c′ ∈ {0, 1}12.
Tehát cc′ = c′c′π′ = cπ′c′ (a modulo 3 összeadás kommutativitása miatt), így c = cπ′ ∀ π′ ∈
S8, vagyis c1 = · · · = c8. Ugyanakkor visszafelé is mehetünk, mert ekvivalens átalakítá-
sokat alkalmaztunk, tehát c1 = · · · = c8 elégséges feltétel g és h felcserélhetőségéhez. A
(ii)-es tulajdonság miatt 3 |

∑8
i=1 ci = 8c1, így c1 = 0, tehát c = 0.

Ugyanígy kijön az élekre, hogy e1 = · · · = e12 szükséges és elégséges feltétel, és itt a (iii)-
as tulajdonság, vagyis 2 |

∑12
i=1 ei = 12e1 automatikusan teljesül, tehát e = 0 és e = 1 is jó.

Összességében két elem van G centrumában: (0, id, 0, id) = idG és (0, id, 1, id), amit su-
perflipnek is neveznek, mert az az állapot, amikor minden a helyén van és minden él ki
van fordulva.
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alapállapot superflip

3.2. ábra. G centrumának elemei

3.5. G Cayley-gráfjának átmérője

Az utolsó szakaszhoz a [7]-et vettük alapul, főként az 1082-1089 oldalakat.

Már a Rubik-kocka megjelenése óta foglalkoztatta az embereket a kérdés, hogy tet-
szőleges állapotból indulva legfeljebb hányat kell tekerni a kocka oldalain, hogy eljussunk
a kirakott állapotba. Az évtizedek folyamán különböző megoldási módszerekkel illetve
példákkal adtak felső és alsó korlátot erre a számra.

A kérdés úgy is megfogalmazható, hogy a Rubik-kocka G állapotcsoportjához tartozó,
a megfelelő generátorhalmazzal definiált Cayley-gráfnak mekkora az átmérője. A gene-
rátorhalmazbeli elemek jelentik a tekeréseket, ezeket többféleképpen is lehet tekinteni:
az úgynevezett “quarter-turn metric”-nél az oldalakon végzett negyedfordulatok, tehát az
alapforgatások és ezek háromszorosai megengedettek, míg a “half-turn metric” (HTM) ese-
tében az előbbieken túl a félfordulatok, vagyis az alapforgatások kétszeresei is a halmaz
része. Persze mindkettő generátorhalmaz, mivel már az alapforgatások genárálták G-t. A
következő, 2010-es eredmény a HTM-et használja a tekerések számlálásához.

Vegyük tehát az S = {u, u−1, u2, d, d−1, d2, r, r−1, r2, l, l−1, l2, f, f−1, f 2, b, b−1, b2} gene-
rátorhalmazt G-ben, vegyük G-nek az ehhez tartozó CG Cayley-gráfját. Ennek átmérője
tehát az a legkisebb olyan szám, amennyi S-beli forgatás egymás utáni végrehajtása biz-
tosan elég a Rubik-kocka kirakásához, bárhonnan is indultunk.

3.5.1. Tétel. (Rokicki, Kociemba, Davidson, Dethridge tétele): diam(CG) = 20.

A 20 mint alsó becslés már 1995-ben ismert volt, amikor Reid számítógéppel bebizo-
nyította, hogy a superflip állapot megoldásához legalább 20 S-beli forgatásra van szükség.
Ez az az állapot, amit említettünk az előző 3.4 szakaszban, tehát G centruma két olyan
elemből áll, amelyek a lehető legtávolabb vannak egymástól CG-ben.
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A felső becsléshez valamiképpen az összes állapotot vizsgálni kell, ehhez is számítógé-
pes eszközöket alkalmaztak. Azonban |G| ≈ 4, 3 · 1019, ennyi esetet még így is lehetetlen
volna belátható időn belül áttekinteni.

Ezek leredukálásához a kulcsötlet az volt, hogy vették a

H = ⟨u, u−1, u2, d, d−1, d2, r2, l2, f 2, b2⟩ < G

részcsoportot. Ennek gH baloldali mellékosztályai partícionálják G-t. H elemeiből jóval
egyszerűbben el lehet jutni idG-be, mint G egy tetszőleges eleméből, a H-beli elemekre
tudtak adni egy felső korlátot az idG-be való eljutáshoz szükséges tekerések számára. In-
nentől pedig elég azt vizsgálni, hogy egy tetszőleges G-beli elemből hány tekerés szükséges
egy H-belibe való eljutáshoz, ami azonos mellékosztályban levő elemekre megegyezik, így
elég a gH-k egy-egy reprezentánsát vizsgálni.

Nagy előnye ennek a felbontásnak, hogy H elemszáma és a mellékosztályok száma (|G :

H|) nagyjából csak egy 10-es szorzóban térnek el egymástól, ami közel optimális az össze-
gükre nézve, mert szorzatuk (|G|) állandó: |H| = 19 508 428 800, |G : H| = 2217 093 120.
Továbbá előny, hogy H-ban levő elemeket a H-t generáló állapotokkal szorozva továbbra
is H-ban maradunk, így amikor keresték a H-tól adott dH távolságra levő állapotokat,
jelentős részük a H-tól dH − 1 távolságra levő állapotok között már fellelhető volt.

A vizsgálandó állapotok számát tovább csökkentették tükör- és forgásszimetriák va-
lamint a tekeréssorozatok által meghatározott osztályokból vett kanonikus reprezentáció
segítségével. 2010-ben futtaták le számítógépeken a megtervezett algoritmust, ami össze-
sen körülbelül egymilliárd másodpercnyi számítással járt.

3.5.2. Megjegyzés. A Rubik-kocka megoldásának részcsoportfázisokra bontása megjelenik
például a Thislethwaite algoritmusban is (lásd [6] 39. oldal), ahol G = ⟨u, d, r, l, f, b⟩ >

⟨u, d, r, l, f 2, b2⟩ > ⟨u, d, r2, l2, f 2, b2⟩ > ⟨u2, d2, r2, l2, f 2, b2⟩ > idG.
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