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Köszönetnyilvánítás
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szeres segítségnyújtást, és hasznos tanácsokat a szakdolgozatom írása közben. Ezenfelül
szeretnék köszönetet mondani Laczkovich Miklósnak, aki a "Miért nem elemi függvény
a sin(x)/x integrálja?" című szabadon választható tárgyon megismertette velem ezt a
témakört.
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Bevezetés

Az integrálás és deriválás kérdése már Fermat óta érdekli a matematikusokat. Középisko-
lában a matematikából emelt szinten érettségizők megtanulnak tetszőleges képlettel felírt
függvényt deriválni láncszabály, illetve a többi tanult szabály segítségével, viszont primi-
tív függvény keresésére nem tanulunk ilyen általános módszert. Természetes kérdés lehet
tehát, hogy tudunk-e algoritmikusan, véges sok lépésben primitív függvényt keresni egy
tetszőleges, képlettel felírt függvénynek. Konyhanyelven ezt a problémát nevezzük szimbo-
likus integrálásnak. Az elméleti jelentősége mellett természetesen a Newton-Leibniz-tétel
miatt sokkal könnyebbé tenne sok fizikai számolást, ha lenne egy gyors szimbolikusan
integráló algoritmus. Az 1. fejezetben azt fogom ismertetni, hogy azonnal akadályba üt-
közünk, amikor integráló algoritmust szeretnénk kitalálni, hiszen, mint kiderült, ha egy
függvényhalmaz elég sok specifikus függvényt tartalmaz, akkor eldönthetetlen az a kérdés
egy tetszőleges eleméről, hogy azonosan 0, vagy sem. Szerencsére erre könnyű heuriszti-
kákat találni.

Miután ezt az akadályt elfogadjuk, a 2. fejezetben ismertetem a klasszikus, illetve
modernebb eszközöket racionális törtfüggvények integrálására. Ezek alapkövei lesznek az
algebrai függvények integrálásának, ami a legbővebb függvényhalmaz, aminek az integ-
rálását tárgyalom bármekkora mélységben. A témában Manuel Bronstein több részletes
cikket és könyvet publikált, ezek ([1], [2], [3]) voltak a fő forrásaim az integráló algorit-
mussal foglalkozó fejezetekhez.

A 3. fejezetben elkezdem ismertetni az algebrai függvényeket integráló algoritmust,
általánosítva az előző fejezetben használt eszközöket, ebben a fejezetben név szerint az
Hermite-redukciót, ami négyzetmentessé teszi egy racionális törtfüggvény nevezőjét. Eh-
hez szükségünk lesz arra, hogy keressünk párhuzamot az algebrai függvények, és a ra-
cionális törtfüggvények között, tehát a cél „nevező”, illetve „számláló” keresése algebrai
függvényeknek.

A 4. fejezetben a fókusz a Liouville-Rosenlicht-tétel kimondása és bizonyítása, ami-
hez először felépítem a differenciáltestek elméletét, illetve kiegészítem a Galois-elmélettel
kapcsolatos tudásunkat a szükséges definíciókkal, pár állítással. Ezt a tételt először Li-
ouville bizonyította be 1835-ben, és ebből azonnal ki is jöttek az első nagy áttörések a
témakörben, miszerint néhány egészen egyszerű elemi függvénynek, névszerint az e−x2 , és
a sin(x)/x függvényeknek nincs elemi primitív függvényük. Tehát, ha még az 1. fejezetben
lefektetett limitációkkal létezik is szimbolikus integráló algoritmus, akkor annak muszáj
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detektálnia, hogyha egy olyan függvénnyel van dolgunk, aminek egyszerűen nincs elemi
primitív függvénye. A fejezet fő tételére az első teljesen algebrai bizonyítást Rosenlicht ad-
ta, ennek ellenére sok szakirodalom az ő nevét elhagyva csak Liouville-tételként hivatkozik
a tételre. Viszont, mivel én is algebrai megközelítésből bizonyítom, így a szakdolgozatban
mindkét matematikus nevét viseli a tétel.

Az 5. fejezetben pedig vázlatosan ismertetem az algebrai függvények integrálásának
második felét, ahol is az Hermite-redukció, illetve a Rothstein-Trager rezultáns általánosí-
tásából kapunk egy tényleges, véges sok lépésben véget érő integráló algoritmust algebrai
függvényekre. Ezt a fejezetet inkább kitekintésnek szánom, és emiatt vázlatosabb, mint
az előző fejezetek.

A szakdolgozaton belül minden test 0-karakterisztikájú, hacsak nincs külön feltüntetve
más.
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1. fejezet

Algoritmikus limitációk

A különböző függvényhalmazok integrálására szolgáló algoritmusok ismertetése előtt fon-
tosnak tartom lefektetni az algoritmikus nehézségeket ebben a témakörben.

1.0.1. Tétel (Richardson, [8]). Legyen E egy olyan algebrai struktúra, ami egyválto-
zós, valós függvényeket tartalmaz; zárt a kompozícióra és az alapműveletekre (az osztás
kivételével); tartalmazza az identitásfüggvényt, és a racionális számokat, mint konstans-
függvényeket; és teljesülnek rá a következő tulajdonságok:

(1) E tartalmazza ln(2)-t, π-t, ex-t, és sin(x)-et.

(2) Van olyan µ(x) ∈ E függvény, melyre µ(x) = |x| minden nemnulla x ∈ R-re.

(3) Van olyan B(x) függvény E-ben, melyre dom(B) = R, és nem létezik olyan f ∈ E

semmilyen I intervallumra úgy, hogy f ′(x) = B(x) I − n.

Ekkor:

(i) Ha E teljesíti (1)-et, akkor eldönthetetlen, hogy egy tetszőleges A ∈ E-re létezik-e
x ∈ R, melyre A(x) > 0.

(ii) Ha E teljesíti (1)-et és (2)-t, akkor eldönthetetlen egy tetszőleges A ∈ E-ről, hogy
A(x) ≡ 0-e.

(iii) Ha E teljesíti (1), (2), (3)-at, akkor eldönthetetlen, hogy egy tetszőleges A ∈ E

függvényre létezik-e f ∈ E, melyre f ′(x) ≡ A(x).
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1.0.2. Megjegyzés. Egy jó ilyen struktúra például az, ha definiáljuk E-t a legszűkebb
függvényosztálynak, ami zárt az összeadásra, kivonásra, szorzásra, és kompozícióra; és
tartalmazza a racionális számokat, x-et, ex-et, sin(x)-et,

√
x-et, π-t és ln(2)-t. Ekkor (2)-

re megfelelő függvény µ(x) =
√
x · x =

√
x2 = |x|, illetve (3)-ra megfelelő függvény B(x) =

ex
2, aminek később belátom, hogy valóban nem létezik primitív függvénye egy lényegesen

bővebb függvényosztályban sem.

A fenti tétel bizonyítása [8]-ban teljes pontossággal megtalálható, én alább csak az (i)
⇒ (ii), illetve a (ii) ⇒ (iii) összefüggéseket bizonyítom:

(i) ⇒ (ii) Bizonyítás. Tegyük fel indirekten, hogy eldönthető (ii), tehát létezik algoritmus
arra, hogy eldöntsük, hogy egy tetszőleges A ∈ E függvényre A ≡ 0. Ekkor, ha
arra vagyunk kíváncsiak, hogy valamely f ∈ E-e létezik-e x ∈ R, melyre f(x) > 0,
akkor döntsük el, hogy |f |+ f ∈ E azonosan 0, vagy sem. Ekkor, ha ez azonosan 0,
akkor nincs ilyen x, ha nem azonosan 0, akkor van, tehát az eredeti problémánkra
is létezik algoritmus, ami ellentmondás. □

(ii) ⇒ (iii) Bizonyítás. Tegyük fel indirekten, hogy eldönthető (iii), tehát létezik algoritmus,
ami eldönti egy tetszőleges A ∈ E-ről, hogy létezik-e f ∈ E, melyre f ′ ≡ A. Ekkor,
ha azt szeretnénk eldönteni valamilyen g ∈ A-ról, hogy azonosan 0-e, akkor döntsük
el az algoritmusunk segítségével, hogy létezik-e g · ex2 ∈ E-nek primitív függvénye
E-ben. Ez csak akkor lehetséges, ha g ≡ 0, így ez a probléma is eldönthető, ami
ellentmondás. □

Richardson eredeti eredménye után többen is javítottak az E-re szóló feltételeken.
Laczkovich Miklós [5] például megmutatta, hogy már az egészek, mint konstansfüggvé-
nyek, x, sin(xn) és sin(x · sin(xn)) által generált R gyűrűben is rekurzívan eldönthetetlen,
hogy egy tetszőleges f ∈ S-re létezik-e x ∈ R, amire f(x) > 0, ami egy jelentősen gyen-
gébb feltétel az eredetihez képest.

1.0.1 értelmében a későbbiekben, amikor egy elemi függvényről szeretnénk eldönteni,
hogy a primitív függvénye elemi-e, akkor általános esetben lehetetlen kizárni, hogy a
függvény, amit vizsgálunk, valójában azonosan 0. Ezt az aggályt a gyakorlati példákban
valószínúségi tesztelés is feloldja, tehát konkrét helyeken kiértékelve a függvényt találunk
olyan helyet, ahol nemnulla, így a továbbiakban nem foglalkozom ezzel az akadállyal.
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2. fejezet

Racionális törtfüggvények integrálása

Ebben a fejezetben ismertetem a klasszikus és modernebb megközelítéseket racionális
törtfüggvények integrálására. Ez azért különösen fontos, hiszen a további, bővebb függ-
vényosztályok integrálása is ezen eszközök általánosítására épül. Ez a fejezet nagyrészt
követi [1] 2.1-es, 2.2-es, és 2.4-es alfejezeteit, így ezekre általában külön nem hivatkozom
a fejezeten belül.

2.1. Teljes parciális törtekre bontás

Ez a klasszikus módja annak, hogy egy racionális törtfüggvényt integrálható részekre
bontsunk. A módszer eredete egészen Newtonig nyúlik vissza, és ma már nem haszná-
latos különböző, az alfejezet végén tárgyalt okok miatt. Ennek ellenére a mai napig ez
adja a legtöbb racionális törtfüggvényt integráló algoritmus alapját, így egy kitérő erejéig
ismertetem az algoritmus fontosabb lépéseit.

Legyen p
q
∈ R(x). Az algoritmus első lépése ezt a következő alakra hozni: p

q
= P + A

B
,

ahol P,A,B ∈ R[x], deg(A) < deg(B), és (A,B) = 1 (tehát A és D kitüntetett közös
osztója 1). Emellett álljon elő D irreducibilisek szorzataként a következőképpen (R felett)

D = c
n∏

i=1

(x− ai)
ei ·

m∏
j=1

(x2 + bjx+ cj)
fj

(ei, fj pozitív egészek ∀i-re, előfordulhat, hogy az egyik produktum valójában az üres
szorzat, tehát m vagy n = 0, c ∈ R) . Ezután történik a parciális törtekre bontás, ami R
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felett a következő alakban lehetséges:

p

q
= P +

n∑
i=1

ei∑
k=1

Aik

(x− ai)k
+

m∑
j=1

fj∑
k=1

Bjk + Cjk

(x2 + bjx+ cj)k

ahol minden i, j, k-ra Aik, Bjk, Cjk ∈ R, és x2 + bjx+ cj irreducibilis ∀j-re (ebből követke-
zően b2j − 4cj < 0). Ezután tehát az integrálás additivitása miatt∫

p

q
=

∫
P +

n∑
i=1

ei∑
k=1

∫
Aik

(x− ai)k
+

m∑
j=1

fj∑
k=1

∫
Bjk + Cjk

(x2 + bjx+ cj)k

Jelen esetben P integrálása egy emelt szintű matematikaérettségiben fellelhető feladat, a
többi tagra pedig: ∫

Aik

(x− ai)k
=


Aik(x−a)1−k

1−k
ha k > 1

Ai1 log(x− ai) ha k = 1

és ∫
Bj1x+ Cj1

x2 + bjx+ cj
=

Bj1

2
log(x2 + bjx+ cj) +

2Cj1 − bjBj1√
4cj − b2j

arctan(
2x+ bj√
4cj − b2j

)

ami nem lép ki R-ből, hiszen b2j − 4cj < 0. Az utolsó, k > 1 esetet pedig visszavezetjük a
k = 1 esetre a következőképp, parciális integrálással:∫

Bj1x+ Cj1

(x2 + bjx+ cj)k
=

=
(2Cjk − bjBjk)x+ bjCjk − 2cjBjk

(k − 1)(4cj − b2j)(x
2 + bjx+ cj)k−1

+

∫
(2k − 3)(2Cjk − bjBjk)

(k − 1)(4cj − b2j)(x
2 + bjx+ cj)k−1

.

Ezt addig csináljuk, amíg el nem jutunk a k = 1 esethez.
Egy másik stratégia az integrálásra, hogyha kilépünk C(x)-be, hiszen ott minden po-

linom lineáris faktorokra bomlik, így a parciális törtekre bontás után maga az integrálás
nem ennyire fájdalmas.

2.1.1. Megjegyzés. Ez a stratégia tetszőleges f ∈ K(x)-el eljátszható: f -et hozzuk a
megszokott f = P+A

B
alakra, és legyen K K lezártja. (Tehát az a legszűkebb test, amelyben

∀g ∈ K[x] lineáris faktorokra bomlik.) K-ban f integrálható a következő formában (a
fentiek miatt): ∫

f = v + c1 log(u1) + ...+ cm log(um) (2.1)

ahol v, ui ∈ K(x), ci ∈ K. Ebből következik, hogy tetszőleges F algebrailag zárt test feletti
törtfüggvény primitív függvénye képlettel leírható.
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Bár ez az algoritmus nagyon fontos elméleti szempontból, sajnos a gyakorlatban na-
gyon lassú, hiszen még akkor is felmerülhet, hogy sok műveletet kell R-ben, vagy C-ben
végeznünk, ha az eredeti f -nek csak racionális együtthatói voltak.

2.2. Hermite-redukció

Az előző alfejezet végén tárgyalt problémát először a 19. században Osztrogradszkij és
Hermite próbálták megoldani. Mindketten találtak módszereket, amik (2.1)-ből v-t a kez-
dőtestben számolják ki, tehát, ha eredetileg f ∈ Q(x), akkor nem kell kilépni R-be, vagy
C-be v megtalálásához. Az alábbiakban, mint ahogy azt az alfejezet címe sugallná, Hermi-
te módszerét ismertetem, hiszen ez a módszer jobban általánosítható tetszőleges algebrai,
illetve elemi függvény integrálására:

Először ismét hozzuk f ∈ Q(x)-et a szokásos f = P+ A
D

alakra. Legyen D = D1D
2
2...D

n
n

egy négyzetmentes felbontása D-nek (ezt például Yun algoritmusával [10] érhetjük el),
továbbá tegyük fel, hogy n ≥ 2, hiszen más esetben D alapvetően is négyzetmentes. Legyen
V = Dn, U = D

V m . A konstrukció miatt (UV ′, V ) = 1, hiszen V négyzetmentessége és
definíciója miatt külön-külön V ′ és U -val vett kitüntetett közös osztója is 1. Ezt figyelembe
véve használhatjuk a kiterjesztett Euklideszi algoritmust arra, hogy találjunk B,C ∈
Q(x)-et, amire

A

1− n
= BUV ′ + CV

és deg(B) < deg(V ). Mindkét oldalt megszorozva 1−m
UV m -el

A

UV m
=

(1−m)BV ′

V m
+

(1−m)C

UV m−1

végül a jobb oldalhoz hozzáadva majd elvéve B′

V m−1 -et

A

UV m
=

(
B′

V m−1
− (m− 1)BV ′

V m

)
+

(1−m)C − UB′

UV m−1

és integrálva mindkét oldalt∫
A

UV m
=

B

V m−1
+

∫
(1−m)C − UB′

UV m−1

a baloldalon pontosan megjelenik amit keresünk, tehát A
D

integrálja, a jobboldalon pedig
D-ben eggyel csökken V kitevője. Ezt addig csináljuk, amíg a nevező nem lesz négyzet-
mentes, ezzel kapunk g, h ∈ Q(x)-eket, melyre f = g′ + P + h, ahol h nevezője négyzet-
mentes, és nem emelhető ki belőle polinomrész, így

∫
h pontosan úgy fog előállni, mint
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c1 log(u1)+ ...+ cm log(um), és v, amit meg szerettünk volna kapni nagyobb testbe kilépés
nélkül, pedig pontosan g +

∫
P lesz. Mivel minden lépésben pontosan 1-gyel csökkentjük

valamely négyzetmentes faktor kitevőjét, ezért a lépések száma ≤ 1 + 2 + ... + (n − 1),
tehát a Hermite-redukció e variánsa O(n2) lépést végez a legrosszabb esetben. Emiatt ezt
a verziót kvadratikus Hermite-redukciónak is nevezik.

Mack [6] tovább gyorsított ezen az algoritmuson, az ő verziója csak n − 1 redukciós
lépést követel meg a legrosszab esetben, így azt lineáris Hermite redukciónak is szokás
nevezni. Érdekesség, hogy bár az is a négyzetmentességre épül, nincs szükség benne exp-
liciten elkészíteni D négyzetmentes felbontását.

Osztrogradszkij módszere [[1], 2.3-as alfejezet] szintén ugyanezt a célt kívánt elérni,
viszont az ő algoritmusában nagyobb hangsúlyt kapnak a lineáris egyenletrendszerek. Ezt
az algoritmust sem, ahogy Mack algoritmusát sem mutatom be részletesen.

2.3. A Rothstein-Trager algoritmus

Az utolsó feladatunk, hogy a "logaritmikus részt" megkapjuk úgy, hogy a lehető legke-
vesebbet kelljen kilépni Q(x)-ből, illetve a továbbiakban az is céllá válik, hogy a lehető
legkevesebbet kelljen bővíteni az eredeti testen ahhoz, hogy minden szükséges műveletet
elvégezzünk.

Legyen f = P + A
D
∈ K(x), illetve legyenek α1, ..., αn ∈ K D zérushelyei K fölött. Az

Hermite-redukció után tudjuk, hogy a parciális törtekre bontásnak muszáj a következő-
képpen kinéznie:

f =
n∑

i=1

ai
x− αi

(2.2)

ahol a1, ..., an ∈ K. A későbbi tételek kimondásához bevezetem a következő komplex
függvénytanból ismert definíciót ebben a speciális esetben:

2.3.1. Definíció. Ha f ∈ K(x) olyan alakú, mint (2.2), akkor f reziduuma x = αi helyen
ai.

A naiv teljes parciális törtekre bontásból már ismerjük f primitív függvényét:∫
f =

n∑
i=1

ai log(x− αi) .
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Tehát a feladat, hogy megkeressük f reziduumait anélkül, hogy elvégezzük a teljes parciális
törtekre bontást K fölött. Ebben segít az alábbi tétel, amit Trager és Rothstein egymástól
függetlenül bizonyítottak be.

2.3.2. Definíció. Az R = resx(D,A− tD)-t nevezzük a Rothstein-Trager rezultánsnak.

2.3.3. Tétel. Legyen t egy változó K(x) felett és A,D ∈ K(x) úgy, hogy deg(D) > 0, D
négyzetmentes, és (A,D) = 1. Legyen továbbá

R = resx(D,A− tD) ∈ K[t] . (2.3)

Ekkor

(i) R zérushelyei K felett pontosan A
D

reziduumai D zérushelyeinél K felett,

(ii) legyen a ∈ K R egy zérushelye, és Ga = (D,A−aD′) ∈ K(a)[x]. Ekkor deg(Ga) > 0,
és Ga zérushelyei K fölött pontosan azon zérushelyei D-nek, ahol A/D reziduuma
a.

(iii) Bármely test, ami tartalmazza A/D primitív függvényét (2.1) alakban, tartalmazza
R minden zérushelyét K fölött.

A tétel bizonyítása megtalálható [1] 2.4. alfejezetében Theorem 2.4.1 néven. (Pontosabban
későbbi, általánosabb eredmények következményeként jön ki.)

2.3.4. Következmény. ∫
A

D
=

∑
a|R(a)=0

a · log(gcd(D,A− aD′))

ahol a szumma R különböző gyökein fut végig.

Tehát leszűkítettük a primitív függvény problémát R gyökeinek megkeresésére. A tétel
harmadik állítása pedig abban is segít nekünk, hogy a legszűkebb test, amiben muszáj
műveleteket csinálnunk, az R felbontási teste, tehát az a test, amiben R lineáris faktorokra
bomlik. És valóban, a Rothstein-Trager algoritmusnak ez a fő ötlete, amit bemutatok az
alábbi példán keresztül:
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2.3.5. Példa. Legyen

f =
x4 − 3x2 + 6

x6 − 5x4 + 5x2 + 4
∈ Q(x)

A Rothstein-Trager rezultánst kiszámolva D = x6− 5x4+5x2+4-re (hiszen ez alapvetően
négyzetmentes, sőt irreducibilis Q felett):

resx(x
6 − 5x4 + 4, x4 − 3x2 + 6− t(6x5 − 20x3 + 10x)) = 45796(4t2 + 1)3 .

Ezután kiszámolva Gα-t:

Gα = (x6 − 5x4 + 5x2 + 4, x4 − 3x2 + 6− a(6x5 − 20x3 + 10x)) = x3 + 2ax2 − 3x− 4a ,

ahol a egy algebrai szám Q fölött, amire 4a2 + 1 = 0.
Tehát ∫

x4 − 3x2 + 6

x6 − 5x4 + 5x2 + 4
=

∑
a|4a2+1=0

a · log(x3 + 2ax2 − 3x− 4a) =

=
i

2
log(x3 + ix2 − 3x− 2i)− i

2
log(x3 − ix2 − 3x+ 2i)
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3. fejezet

Algebrai függvények integrálása I.

Ez a fejezet [3] 2. fejezete alapján készült néhány kiegészítéssel, így erre nem fogok hivat-
kozni külön a fejezeten belül.

A következő függvényosztály, melynek integrálását tárgyalom, az algebrai függvények.
Legyen továbbiakban K test, K(x) a hányadosteste.

3.0.1. Definíció. Algebrai függvénynek nevezzük azokat a függvényeket, melyek részei
K(x) valamely véges, algebrai bővítésének. Transzcendens függvényeknek nevezzük a nem
algebrai függvényeket.

Illetve az algebrai függvények egy ezzel ekvivalens, szintén hasznos jellemzése:

3.0.2. Definíció. Algebrai függvénynek nevezzük az olyan f folytonos függvényeket, mely-
re létezik p ∈ K[x][y] úgy, hogy p(x, f) = 0.

3.0.3. Megjegyzés. Azért fontos a folytonosság, mert különben olyan függvényeket is
algebrainak neveznénk az utóbbi definíció szerint, mint például:

f =


√
x, ha x ∈ Q

−
√
x, ha x /∈ Q

ami természetesen nem része R(x), vagy C(x) semmilyen véges, algebrai bővítésének.

Algebrai függvények például a gyökkifejezések (pl.:
√
x2 + 5), de implicit algebrai függvé-

nyek is léteznek, melyek nem fejezhetőek ki gyökjelekkel.
Transzcendens függvényekre pedig könnyen találunk példákat a következő tétel után

(amely bizonyításához szükségünk lesz egy definícióra):
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3.0.4. Definíció. f algebrai függvény rendje a legkisebb n, amire létezik p(x, y) ∈ C[x, y], degy(p) =
n, p(x, f(x)) = 0 H = D(f)-en.

3.0.5. Tétel. Ha f ∈ C(x) és
∫
f algebrai, akkor

∫
f ∈ C(x)

Bizonyítás.
∫
f = α+ c, α rendje legyen n. Ekkor létezik p = yn + gn−1y

n−1 + ...+ g0 ∈
C(x)[y], melyre αn + ...+ g0 = 0. Deriválva az egyenlet mindkét oldalát:

n · αn−1 · f + g′n−1α
n−1 + ...+ g′1 · α + g1 · f + g0 = 0 .

Az egyenlet bal oldala így szükségképpen az azonosan 0 polinom, hiszen α rendje n. Ebből
viszont következik, hogy

n · f + g′n−1 = 0(
− 1

n
· gn−1

)′

= f .

Tehát
∫
f = − 1

n
· gn−1 + c ∈ C(x) □

3.0.6. Következmény. log(x) transzcendens függvény.

Bizonyítás. Tegyük fel indirekten, hogy log(x) algebrai. (log(x))′ = 1
x
∈ C(x), tehát

3.0.5 értelmében
log(x) =

p(x)

q(x)

ahol, mivel limx→0 log(x) = −∞, így q(0) = 0, tehát q = x · q1. Mivel gcd(p, q) = 1, így
viszont p(0) ̸= 0, tehát rendezés után

x · q1 · log(x) = p

ahol, ha megvizsgáljuk mindkét oldal határértékét a 0-ban, a jobb oldal tart valamilyen
nem 0 véges számhoz, viszont a bal oldalon x · log(x) 0-hoz tart, q(x) pedig valamilyen
véges számhoz, tehát a bal oldal összességében 0-hoz tart, ami ellentmondás. □

3.0.7. Megjegyzés. Hasonlóan belátható, hogy arctan(x) is transzcendens függvény, és
felhasználva egy egyszerűen bizonyítható állítást, miszerint, ha α : I → R függvény szigo-
rúan monoton I-n és algebrai, akkor α−1 is algebrai; az is látható, hogy ex és tan(x) is
transzcendens függvények.
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Ha ki szeretnénk terjeszteni az algebrai függvényekre az előző fejezetben tárgyalt algo-
ritmusokat, akkor az első feladatunk egyfajta párhuzamot találni a számlálókra és neve-
zőkre. A fejezetben sokszor lesz szó 1 főegyütthatós polinomokról, ezért ezeket a rövidség
kedvéért főpolinomnak fogom nevezni.

3.0.8. Definíció. Legyen E egy véges, algebrai bővítése K(x)-nek. α ∈ E-t integrálelem-
nek (vagy integrálnak) nevezzük K(x) felett, ha létezik p ∈ K[x][y], amely főpolinom y-ban
úgy, hogy p(x, α) = 0.

3.0.9. Megjegyzés. Az integrálelemek definiáltak minden x ∈ K-ra, így ebből a szem-
pontból hasonlítanak a polinomokra az előző fejezetből, míg azon elemek, amik nem integ-
rálok, rendelkeznek legalább 1 pólussal K felett.

3.0.10. Definíció. Legyen OK[x] = {α ∈ E | α integrálelem F fölött}. Ezt a halmazt ne-
vezzük K[x] integrállezártjának E-ben. Ez egy gyűrű, és egy végesen generált K[x]-modulus.

Mivel kifejezések, amik úgy állnak elő, mint két integrálelem hányadosa, nem egyértel-
műen állnak elő (pl 1√

x
=

√
x
x

), így szükség van egy kanonikus alakra. Ehhez azt fogjuk
felhasználni, hogy E-re egy végesdimenziós vektortérként is tekinthetünk K(x) fölött. Ek-
kor legyen n = |E : K(x)|, és w = (w1, ..., wn) pedig egy tetszőleges bázis. A báziselemek
valamilyen nemnulla ai ∈ K(x) elemekkel felszorozva integrálelemekké lehet tenni, így
feltehető, hogy a báziselemek mind integrálelemek. Ezután bármely α ∈ E-t felírhatjuk

α =
n∑

i=1

fiwi

ahol f1, ..., fn ∈ K(x). Ezután keresve egy D ∈ K(x) főpolinomot, mely közös osztója
minden fi-nek:

α =
A1w1 + ...+ Anwn

D

ahol A1, ..., An ∈ K[x] és gcd(D,A1, ..., An) = 1. Ekkor
∑n

i=1Aiwi ∈ OK(x)-t és D ∈ K[x]-
t nevezzük rendre α ∈ E számlálójának és nevezőjének a w bázis szerint.

3.1. Hermite-redukció 2.0

A fentiek után megpróbálhatjuk általánosítani az Hermite-redukciós lépéseket algebrai
függvényekre. Legyen f ∈ E, w = (w1, ..., wn) bázis,

∑n
i=1Aiwi ∈ OK[x] a számláló,
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D ∈ K[x] a nevező, mint előbb. Legyen D = D1D
2
2...D

m
m egy négyzetmentes felbontása

D-nek, és legyen m ≥ 2. Legyen továbbá V = Dm, U = D
V m . A kérdés tehát, hogy valóban

tudunk-e találni B =
∑n

i=1 Biwi ∈ OK[x] és h ∈ E úgy, hogy deg(Bi) < deg(V ) minden
i-re, és ∫ ∑n

i=1Aiwi

UV m
=

B

V m−1
+

∫
h (3.1)

és h kanonikus alakja szerinti nevezőben w szerint nincs m-nél nagyobb kitevő. Ezt az
alábbi lineáris rendszer megoldására lehet redukálni:

f1S1 + ...+ fnSn = A1w1 + ...+ Anwn (3.2)

f1, ..., fn ∈ K(x)-re, ahol Si = UV m( wi

V m−1 )
′, 1 ≤ i ≤ n-re. A lineáris rendszerre való reduk-

ciót a következőképp lehet megtenni: Tegyük fel, hogy 3.2-re a megoldás f1, ..., fn ∈ K(x),
és írjuk át ezeket olyan alakba, hogy fi =

Ti

Q
, ahol Q, T1, ..., Tn ∈ K[x], és gcd(Q, T1, ..., Tn) =

1. Továbbá tegyük fel, hogy gcd(Q, V ) = 1 (sajnos, mint ahogy látni fogjuk, ez nem min-
dig teljesül). Ekkor az Euklideszi-algoritmussal tudunk keresni A,R ∈ K[x]-et, melyre
AV + RQ = 1, és polinomosztással tudunk találni Qi, Bi ∈ K[x]-et, melyekre deg(Bi) <

deg(V ), amikor Bi ̸= 0, és RTi = V Qi +Bi minden i-re. Ekkor

h = f −
(∑n

i=1Biwi

V m−1

)′

amiből a deriválás elvégzése, illetve további számolás után h a következő alakra hozható:

h =

∑n
i=1 AAiwi

UV m−1
−
∑n

i=1((m− 1)V ′Qi +B′
i)wi

V m−1
+

∑n
i=1 Qiw

′
i

V m−2

Tehát, ha h-nak valóban nincs m-nél magasabbrendű kitevője, akkor B =
∑n

i=1Biwi ∈
OK[x] és h megoldják 3.1-t, és az Hermite-redukció sikeres volt. Azonban sajnos többféle
probléma is lehet, h-nak semmi sem garantálja, hogy a nevezőjében nincs m-nél magasabb
kitevőjű tag, illetve azt sem garantálja semmi, hogy 3.2-nek van olyan megoldása, melynek
nevezője relatív prím V -hez.

3.1.1. Példa. Legyen E = K(x)[y]/(y4 + (x2 + x)y − x2), és w = (1, y, y2, y3) legyen a
bázis K(x) felett. f := y3

x2 = w4

x2 ∈ E. Ekkor D = x2, U = 1, V = x, és m = 2. Ebből
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következően S1 = x2
(

1
x2

)′
= −1, a többi tag w bázis szerint pedig a következőképp néz ki:

S2 = x2
(
y

x

)′
=

=
24(1− x)2y3 + 32x(1− x)y2 − (9x4 + 45x3 + 209x2 + 63x+ 18)y − 18x(x3 + x2 − x− 1)

27x4 + 108x3 + 418x2 + 108x+ 27

S3 = x2
(
y2

x

)′
=

=
64x(1− x)y3 + 9(x4 + 2x3 − 2x− 1)y2 + 12x(x3 + x2 − x− 1)y + 48x2(1− x2)

27x4 + 108x3 + 418x2 + 108x+ 27

S4 = x2
(
y3

x

)′
=

=
(27x4 + 81x3 + 209x2 + 27x)y3 + 18x(x3 + x2 − x− 1)y2 + 24x2(x2 − 1)y + 96x3(1− x)

27x4 + 108x3 + 418x2 + 108x+ 27

A keletkező lineáris rendszernek az egyértelmű megoldása f1 = f2 = 0, f3 = −2 és f4 = (x+1)
x ,

ahol elromlik a Hermite-redukció, hiszen a nevező nem relatív prím V -hez.

Erre a problémára többen is adtak lehetséges megoldást, ezek közül kettőről ejtenék
szót. Először Trager oldotta meg, aki bebizonyította, hogy ha w egy ún. integrálbázis,
tehát az elemei generálják OK[x]-et K(x) fölött, akkor 4.6.1-nek mindig van egyértelmű
megoldása K(x)-ben m > 1 mellett, és ez a megoldás V -hez relatív prím nevezővel ren-
delkezik minden esetben. Ezzel a megközelítéssel az a lehetséges probléma merül fel, hogy
a számítási költsége egy integrálbázis kiszámolásának elég drága, akár több idő, mint az
egész Hermite-redukció.

[2]-ban Manuel Bronstein ismertette az ún. lusta Hermite-redukciót, ami, több más
lusta algoritmushoz hasonlóan, csak azt számolja ki az integrálbázisból, amire épp szük-
sége van a számolásokhoz, így jóval csökkenti a számítási költséget.

Ezenfelül viszont egy középponti probléma, hogy felmerülhet, hogy egy gyökkifejezés
integrálja nem fejezhető ki képlettel, sőt akár nem is elemi függvény. Vegyük például
f =

∫
x√
1−x3 -t.

3.1.2. Tétel.
∫

x√
1−x3 nem elemi függvény.

Bizonyítás. A tétel az alábbi segédtétel azonnali következménye:

3.1.3. Tétel ([7], Chebyshev’s theorem (1853)). Ha p, q, r ∈ Q, a, b ∈ R, a, b, r ̸=
0, akkor

∫
xp(a+ bxr)q elemi pontosan akkor, ha p+1

r
vagy q vagy (p+1)

r
+ q egész szám.
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Ebben az esetben pedig p = 1, q = −1
2
, r = 3, és így 2

3
, −1

2
és 2

3
− 1

2
közül egyik sem egész

szám. □

Tehát, ha szeretnénk egy működő integráló algoritmust, akkor az ilyen eseteket min-
denképp ki kell szűrnünk, méghozzá egy, 3.1.3-nél általánosabb, algoritmizálható mód-
szerrel. Erre megoldást pedig az algebra nyújt nekünk.
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4. fejezet

Differenciál-Galois-elmélet

A fejezet legfontosabb tétele a Liouville-Rosenlicht-tétel. A következő pár alfejezetben en-
nek a tételnek a kimondásához, illetve bizonyításához szükséges fogalmakat, eredményeket
vezetem elő. A fejezet sok fontosabb tételének, illetve lemmájának bizonyítását Laczko-
vich Miklós "Miért nem elemi függvény a sin(x)/x integrálja?" című tárgyon készített
jegyzetem segítségével írtam le.

4.1. Galois-elmélet alapfogalmak

Minden alábbi definícióban és állításban K egy tetszőleges testet jelöl.

4.1.1. Definíció. Legyen K ≤ L, F két bővítése K-nak. HomK(L, F ) azon testhomo-
morfizmusok halmaza L-ből F -be, amik K-t fixen hagyják, tehát ∀σ ∈ HomK(L, F ), és
∀k ∈ K-ra σ(k) = k.

4.1.2. Definíció. A K ≤ L testbővítés Galois-csoportja Gal(L/K) = HomK(L,L)

4.1.3. Megjegyzés. Egy a ∈ L elem pontosan akkor ∈ K, ha ∀σ ∈ Gal(L/K)-ra σ(a) =

a.

4.1.4. Megjegyzés. |Gal(L/K)| ≤ |L : K|, ahol |L : K| a K ≤ L bővítés foka.

4.1.5. Definíció. K ≤ L testbővítés Galois-bővítés, ha |Gal(L/K)| = |L : K|.

4.1.6. Definíció. Legyen f ∈ K(x), f gyöktényezős alakja K fölött legyen: f = (x −
α1)...(x− αn). Ekkor K(α1, ..., αn)-t nevezzük f felbontási testének.
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4.1.7. Megjegyzés. Legyen F f felbontási teste. Ha f szeparábilis, tehát semmilyen test-
ben nincs többszörös gyöke, akkor K ≤ L Galois-bővítés.

4.1.8. Definíció. Legyen K ≤ L Galois-bővítés, G = Gal(L/K). Ekkor α ∈ L normája

N(α) =
∏
σ∈G

σ(α)

illetve nyoma
Tr(α) =

∑
σ∈G

σ(α) .

4.1.9. Állítás. Legyen K ≤ L Galois-bővítés. Ekkor minden α ∈ L-re Tr(α), N(α) ∈ K.

Bizonyítás. Elég megmutatni, hogy ∀τ ∈ Gal(L/K)-ra τ(Tr(α)) = Tr(α), illetve τ(N(α)) =

N(α).
τ(Tr(α)) = τ(

∑
σ∈G

σ(α))

ami egyenlő az alábbival, hiszen τ homomorfizmus L-en:∑
σ∈G

τ(σ(α)) =
∑
σ∈G

(τσ)(α)

ami Gal(L/K) csoport léte miatt az alábbival egyenlő∑
σ∈G

σ(α)

amit szerettünk volna. Normára hasonlóan megy ugyanez. □

4.2. Differenciál-Galois-elmélet alapfogalmak

4.2.1. Definíció. Egy deriválás az R gyűrűn egy olyan δ : R → R függvény, amire:

(i) δ(a+ b) = δa+ δb

(ii) δ(ab) = δ(a)b+ aδ(b)

minden a, b ∈ R gyűrűelemre.

Ha R gyűrű, δ egy deriválás R-en, akkor az (R, δ) párt differenciálgyűrűnek nevezzük.
Ha F test, δ′ egy deriválás F -en, akkor az (F, δ′) párt differenciáltestnek nevezzük.
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4.2.2. Definíció. Legyen (R, δ) differenciálgyűrű. c ∈ R-t konstansnak nevezzük, ha
δ(c) = 0.

4.2.3. Megjegyzés. (R, δ) differenciálgyűrű. const(R) = {a ∈ R : δ(a) = 0}

4.2.4. Állítás. :

1. "A 0 mindig konstans", azaz δ(0) = 0 tetszőleges R-re.

2. Ha 1 ∈ R, azaz R egységelemes, akkor δ(1) = 0.

Bizonyítás.

1. δ(0) = δ(0) + δ(0) ⇒ δ(0) = 0

2. δ(1) = δ(1 · 1) = 1 · δ(1) + δ(1) · 1 = δ(1) + δ(1) ⇒ δ(1) = 0

□

4.2.5. Példa. Pár differenciálgyűrű:

1. Legyen R tetszőleges gyűrű, és minden x ∈ R-re legyen δ(x) = 0. Ekkor (R, δ)

differenciálgyűrű.

4.2.6. Megjegyzés. Ezt nevezzük a triviális deriválásnak.

2. Legyen R = C[X], δ pedig a szokásos deriválás, tehát ∀a ∈ C : δ(a) := 0, δ(X) := 1,
n ≥ 2-re pedig: δ(Xn) := nXn−1. Szerencsére ilyen δ és R mellett (R, δ)-ről könnyen
ellenőrizhető, hogy differenciálgyűrű.

Ahhoz, hogy természetes differenciáltestekre lássunk példákat, kell nekünk még a de-
riválás pár, a definícióból azonnal következő alaptulajdonsága:

Az alábbi állításokhoz rögzítek egy tetszőleges (R, δ) differenciálgyűrűt.

4.2.7. Állítás. Legyen r, s ∈ R; r invertálható. Ekkor

δ(sr−1) =
δ(s)r − sδ(r)

r2
. (4.1)

Bizonyítás. Számolás, ami megtalálható [1] 76. oldalán, ha R test, ugyanígy megy itt
is. □
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4.2.8. Állítás. Legyen c konstans (δ, R)-ben, r ∈ S. Ekkor

δ(cr) = cδ(r). (4.2)

Bizonyítás. δ(cr) = cδ(r) + δ(c)r = cδ(r), hiszen δ(c) = 0. □

Tehát az absztrakt deriválás fogalom valójában "tud mindent", amit a megszokott
deriválás tud.

4.2.9. Példa. Ezek után pár példa differenciáltestekre:

1. Legyen F = C(x), tehát C[X] hányadosteste, δ pedig legyen a szokásos deriválás. Ez
egy differenciáltestet alkot, mivel R[X]-ben működik a szokásos deriválás, és (4.1)
értelmében az osztás is rendben lesz.

2. Egy bővebb testet kapunk, ha átmegyünk a formális Laurent-sorok testébe, tehát a
véges sok "negatív" tagú Laurent sorok terébe, ami testet alkot a parciális törtekre
bontás miatt. Ebben a formális tagonként deriválással egy jó δ-t kapunk.

Az alábbi két definícióban bevezetem az exponenciális, illetve logaritmikus elemek
definícióját, amik általánosítják az eddig megszokott eb és log(b) függvényeket.

4.2.10. Definíció. Ha a, b ∈ F, b ̸= 0, akkor a = log(b), ha δ(a) = δ(b)
b

4.2.11. Definíció. Ha a, b ∈ F , akkor a = eb, ha a ̸= 0 és δ(a) = aδ(b).

4.2.12. Tétel (Logaritmikus deriválási azonosság). Legyen (F, d) differenciáltest, f1, ..., fn ∈
F, m1, ...,mn egészek. Ekkor

(fm1
1 · ... · fmn

n )′

fm1
1 · ... · fmn

n

=
n∑

i=1

mi ·
f ′
i

fi
(4.3)

Bizonyítás. Teljes indukcióval legyen először n = 2, és mi = 1 minden i-re:

(fg)′

fg
=

f ′g + fg′

fg
=

f ′

f
+

g′

g

Tegyük fel, hogy n− 1-ig tudjuk, n-re: (legyen g = f2 · ... · fn)

(f1 · ... · fn)′

f1 · ... · fn
=

f ′
1

f1
+

g′

g
=

f ′
1

f1
+ ...+

f ′
n

fn

az indukciós feltevés miatt ez az eset kész. Ebből pedig a hatványozás kibontásával azonnal
következik a tétel. □
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4.2.13. Tétel. Legyen (F, d) differenciáltest, P = c1x
k + ... + c0 ∈ F [x], tehát F -beli

együtthatós polinom, b ∈ F . Ekkor

(P (b))′ = P ′(b) +
δP

δx
(b) · b′, (4.4)

ahol δ a szokásos polinomderiválás, P ′(b) = c′kb
k + ...+ c′1b+ c′0.

Bizonyítás. A szorzásszabályból és a linearitásból (P (b))′ = (c′kb
k + ...+ c′1b+ c′0) + (k ·

ck · bk−1 + ...+ c1) · b′, ami pont az az alak, amit kerestünk. □

4.3. Differenciálbővítések

4.3.1. Definíció. Legyenek (R, δ) és (R′, δ′) differenciálgyűrűk, R ⊂ R′. Ekkor ez egy
differenciálbővítés, ha δ′|R = δ.

4.3.2. Tétel. Legyen (F, δ) differenciáltest, t egy transzcendens elem F felett. Ekkor bár-
milyen w ∈ F (t)-re létezik egyértelmű D deriválás F (t)-n, melyre D(t) = w és F (t), D

differenciálbővítése (F,D)-nek.

4.3.3. Tétel. Legyen (F, δ) differenciáltest, E szeparábilis algebrai bővítése F -nek. Ekkor
létezik egyértelmű D deriválás E-n úgy, hogy (E,D) differenciálbővítése (F, δ)-nak.

A fenti két tétel bizonyítása megtalálható [1] 2. fejezetében (Theorem 3.2.2, Theorem
3.2.3). Ezeket fogjuk arra használni, hogy valóban szépen kiterjed a deriválás bővebb
testekre, amire nagy szükség lesz a továbbiakban.

4.3.4. Tétel. Legyen F ⊂ K algebrai bővítés, és legyen d deriválás F -en. d egyértelműen
kiterjed K-ra 4.3.3 értelmében (0-karakterisztika miatt a szeparabilitás adott), a kiterjesz-
tett deriválás legyen D. Ekkor Gal(K/F ) elemei felcserélhetőek a kiterjesztett deriválással:
φ ◦D = D ◦ φ, φ ∈ Gal(K/F )

Bizonyítás. Legyen d1 = φ−1(D(φ(a))), ahol a ∈ K,φ ∈ Gal(K/F ). Először belátjuk,
hogy d1 egy deriválás K-n. Mivel mindegyik része vagy homomorfizmus, vagy deriválás
d1-nek, így az összeadás nyilvánvalóan működik, d1(a+b) = d1(a)+d1(b). A szorzás pedig:
d1(ab) = φ−1(D(φ(ab))) = φ−1(D(φ(a)φ(b))) = φ−1(D(φ(a)) · φ(b) + φ(a) · D(φ(b))) =

φ−1(D(φ(a))) · b + a · φ−1(D(φ(a))), tehát ez valóban egy deriválás K-n. Másrészt tet-
szőleges a ∈ F -re d1(a) = d(a). Tehát d1 egy kiterjesztése d-nek K-ra. Viszont mivel
a kiterjesztés egyértelmű, így d1 = D, tehát φ−1(D(φ(a))) = D(a), ebből, ha mindkét
oldalra alkalmazzuk φ-t, akkor pont az állítást kapjuk. □
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4.4. Elemi függvények

Ugyan eddig csak algebrai függvényeket tárgyaltunk, valójában ez nem a legbővebb függ-
vényhalmaz, ami érdekes, hiszen nem tartalmaz sok "alapfüggvényt", ahogy azt láttuk a
3. fejezet elején. Az elemi függvények halmaza viszont ilyen problémákkal nem fog ren-
delkezni, és ebben az alfejezetben két megközelítést is ismertetek az elemi függvények
definiálására.

4.4.1. Definíció. Legyen I ⊂ R nyílt intervallum. Ekkor AI-vel jelölöm a következő hal-
mazt: AI = {f : I → C : f analitikus}.

4.4.2. Megjegyzés. Egyszerűen látható, hogy AI egy kommutatív, egységelemes, nullosz-
tómentes gyűrű, tehát integritási tartomány.

4.4.3. Definíció. Legyen I ⊂ R nyílt intervallum. Ekkor FI-vel jelölöm a következő hal-
mazt: FI = {f

g
: f, g ∈ AI , g ̸= 0}.

4.4.4. Megjegyzés. Egyszerűen látható, hogy FI egy test, illetve differenciáltest a szo-
kásos deriválással.

4.4.5. Definíció. Az (F1, δ1) differenciáltest elemi bővítésének nevezzük (F2, δ2)-t, ha
F1 ⊂ F2, δ2 kiterjesztése δ1-nek, és ∃K0 = F1 ⊂ K1 ⊂ ... ⊂ Kn = F2 testek, ahol
Ki = Ki−1(ti), ahol ti algebrai Ki−1 fölött, vagy ti = log(b), b ∈ Ki−1, vagy ti = eb, b ∈
Ki−1

4.4.6. Definíció. F ⊂ FI differenciál-résztest elemi, ha F elemi bővítése C(x)|I-nek.

4.4.7. Definíció. Legyen I ⊂ R nyílt intervallum. Ekkor az
EI =

⋃
{F : F ⊂ FI elemi differenciál-résztest} halmazt nevezzük az FI feletti elemi

függvényeknek.

Másik megközelítésből pedig:

4.4.8. Definíció. Legyen Er a legszűkebb olyan függvényhalmaz, amely tartalmazza a
konstans, hatvány, exponenciális, logaritmikus, trigonometrius, és hiperbolikus függvénye-
ket, ezek inverzeit, és zárt az alapművekletekre, a kompozícióra, illetve, ha f : H → R

(H ⊂ R) algebrai Er felett, akkor f ∈ Er. Ekkor pedig az E = {H → R : H ⊂ R, f =

f1 + i · f2, f1, f2 ∈ Er}-t halmaz elemeit nevezzük elemi függvényeknek.
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És a kapcsolat a két definíció között:

4.4.9. Tétel. Ha f ∈ E értelmezve van egy I nyílt intervallumon, akkor létezik J ⊂ I

részintevallum, amire f |J ∈ EJ .

Bizonyítás. Legyen F = {g : H → R, H ⊂ R | ha g értelmezve van egy I intervallumon,
akkor létezik J ⊂ I intervallum, melyre g|J ∈ EJ}. Azt fogom belátni, hogy Er ⊂ F . Ezt
pedig Er definíciója alapján a legkézenfekvőbb, hiszen az a legszűkebb függvényhalmaz,
ami rendelkezik bizonyos tulajdonságokkal, így elég belátni, hogy F is rendelkezik ezekkel.

f, g ∈ F ⇒ f + g ∈ F : Legyen I ⊂ D(f + g). Ekkor létezik J1, J2 a következőképpen:
J1 ⊂ I, f |J1 ∈ EJ1 , illetve J2 ⊂ J1, g|J2 ∈ EJ2 . Ebből következően f + g ∈ EJ2 ⇒
f + g ∈ F . Az f · g, f/g (g ̸= 0) esetek szintén beláthatóak nagyon hasonlóan.

f, g ∈ F ⇒ f ◦ g ∈ F : Legyen I ⊂ D(f ◦ g). Ha g konstans, akkor nyilvánvaló az állítás,
tegyük fel továbbiakban, hogy g nem konstans. Ebből I ⊂ D(g), g(I) ⊂ D(f). F
definíciója miatt létezik J1, amire g|J1 ∈ EJ1 . Ezután pedig EJ2 definíciója miatt,
illetve az analitikus függvények tulajdonságai miatt létezik J ⊂ J1 melyre g ∈
(EJ2 ∩ AJ2), illetve J3 ⊂ J2, melyen g|J3 szigorúan monoton. Ez kell ahhoz, hogy
g(J3) ⊂ Df intervallum legyen, ahol pedig tudjuk használni ismét F definícióját,
hogy találjunk I1 ⊂ g(J3)-t, melyre f |I1 ∈ EI1 . Legyen ezek után J4 = J3 ∩ g−1(I1).
Erre teljesül, hogy g ∈ EJ4 , f |g(J4) ∈ EJ4 , amiből következően f ◦ g|J4 ∈ EJ4 .

f algebrai F felett: Mivel f algebrai, így létezik minimális n ∈ N+, a0, ..., an ∈ F ,
melyekre anf + ...+ a1f + a0 = 0 D(f)-n an ̸≡ 0 semmilyen intervallumon. Legyen
I ⊂ D(f), ekkor ∃ I1 ⊂ I, melyre ai|I1 ∈ EI1 minden i-re. Ekkor ∃I2 ⊂ I1, ahol
ai|I2 analitikus, és an ̸= 0. Vizsgáljuk meg a minimálpolinomot egy x0 ∈ R helyen.
Legyenek P = an(x0) · zn + ...+ a0(x0) gyökei z1(x0), ..., zn(x0). Mivel n minimális,
így az előző kifejezés deriváltja f(x) helyen nem lehet 0. Ekkor viszont léteik egy
I3 ⊂ I2 intervallum is, melyen f -et behelyettesítve nem kapok 0-t sehol. Ekkor, ha P -
re komplex függvényként tekintünk, a P ′/P = n·an·zn−1+...+a1

an·zn+...+a0
kifejezésnek egyszeres

pólusa van x0-ban. Ezután a Cauchy-integrálfomulát szeretnénk használni annak
bizonyítására, hogy f analitikus, amiből nyilvánvalóan következik, hogy f ∈ F .
Ehhez válasszunk egy olyan δ > 0-t, melyre létezik x1, r úgy, hpgy I4 = (x1−δ, x1+

δ) ⊂ I3, illetve, ha |x − x1| < δ, akkor |f(x) − f(x1)| < r, illetve a többi gyökre
|zi(x)− f(x1)| > r. Ilyen van, hiszen 0-karakterisztika miatt a minimálpolinomnak
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nincsenek többszörös gyökei, tehát z1, ..., zn különbözők, és f nem kétszeres gyök,
hiszen I3-on belül sehol sem 0 a deriváltba helyettesítve. Nevezzük az f(x1) körüli
r sugarú kört K-nak. Ezután, mivel P ′

P
z =

∑
z

z−zi(x)
=
∑

1 + zi
z−zi(x)

(4.2.12 és P

gyöktényezős alakja miatt), alkalmazható a Cauchy-integrálformula:∫
K

P ′

P
· zdz = 2πi · f(x)

tehát f |I4 holomorf, így analitikus.

Az utolsó pár lépés az, hogy a specifikus függvények, amiket megkövetelünk Er-től tényleg
benne vannak F -ben is. Ezek közül nem fogom az összeset részletesen levezetni, mert
mindegyikre hasonló a gondolatmenet. A konstansfüggvények triviálisan ∈ F , ebből a
hatványfüggvények: xc = ec·log(x) a (0,∞)-n, tehát ∈ F . ax = ex·log(a) ∈ F , sin(x) =
eix−e−ix

2i
, cos(x) ugyanígy. Legyen y = arcsin(x), x ∈ [−1, 1]. Ekkor sin(y) = x, cos(y) =

√
1− x2. Ebből eiy = cos(y) + i · sin(y) =

√
1− x2 + ix, tehát iy = log(

√
1− x2 + ix) ∈

E(−1,1). A többi pedig hasonlóan szintén belátható, így készen vagyunk. □

4.5. Liouville(-Rosenlicht)-tétel

Ebben a fejezetben mondom ki és bizonyítom a Liouville-Rosenlicht-tételt. Ez a tétel ad
egy erős feltételt arra, hogy ha egy elemi függvény rendelkezik elemi primitív függvénnyel,
akkor annak a primitív függvénynek egy egészen kötött alakban is elő kell állnia. A tételt
először Liouville bizonyította, ő teljesen analitikus módszerekkel, így sok szakirodalom,
például [1], Liouville tételeként hivatkozik rá. Az első tisztán algebrai bizonyítást Rosen-
licht publikálta. Ebből az algebrai eszköztárból Risch később egy lényegesen erősebb tételt
is bizonyított, ezt én csak kimondom.

4.5.1. Lemma. Legyen F ⊂ K algebrai bővítés, d deriválás F -en, kiterjed K-ra. Ekkor
a ∈ K konstans akkor, és csak akkor, ha a algebrai const(F ) fölött.

Bizonyítás. Ha a ∈ K konstans, akkor triviálisan algebrai const(F ) fölött, a másik irány:
legyen a algebrai const(F ) fölött: létezik f minimálpolinom, melyre f ∈ const(F )[x], f ̸=
0, f(a) = 0. Ekkor 4.2.13 értelmében

0 = (f(a))′ = f ′(a) +
δf

δx
(a) · a′

ahol f ′(a) = 0, f definíciója miatt, viszont mivel f minimálpolinom, így δf
δx
(a) ̸= 0, tehát

ez az egyenlőség csak úgy állhat fenn, ha a′ = 0, tehát a konstans. □
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4.5.2. Lemma. Legyen (F, d) differenciáltest. Ha a ∈ F előáll

a =
n∑

i=1

ci
b′i
bi

alakban, ahol c1, ..., cn ∈ const(F ), b1, ..., bn ∈ F\{0}, akkor a-nak olyan előállítása is van,
amelyben c1, ..., cn lineárisan függetlenek Q fölött.

Bizonyítás. Legyen a =
∑n

i=1 ci
b′i
bi

, ahol ci, bi a tétel feltételei szerint. Tegyük fel, hogy
c1, ..., cn nem lineárisan függetlenek Q felett: m1c1 + ... + mncn = 0, ahol m1, ...,mn

választható egésznek, m1 ̸= 0. c1 =
∑n

i=2(−
mi

m1
)ci alakban írható. Ekkor

a =

(
n∑

i=2

(
− mi

m1

ci

))
b′i
bi

+
n∑

i=2

ci
b′i
bi

=
1

m1

n∑
i=2

(
−mi

b′1
b1

+
b′i
bi

)
ci =

n∑
i=2

ci
m1

· v
′
i

vi

vi = bm1
i · b−mi

1 ∈ F\{0} választással (4.2.12 miatt valóban ez lesz a derivált). Tehát ekkor
találtunk egy olyan tétel feltételei szerinti előállítást a-nak, melyben csak c2, ..., cn van
jelen. Ha ezek lineárisan függetlenek, akkor készen vagyunk, ha nem, akkor kiejtjük a
következő ci-t, melyre mi ̸= 0, és így tovább. □

4.5.3. Tétel (Liouville-Rosenlicht – gyenge alak). Legyen (F, δ) differenciáltest, f ∈
F , g′ = f , ahol g eleme (F, δ) egy olyan elemi bővítésének, amelyben a konstansok ugyan-
azok, mint F -ben. Ekkor

f =
n∑

i=1

ci
b′i
bi

+ v (4.5)

ahol c1, ..., cn konstansok, bi, v ∈ F és bi ̸= 0

Bizonyítás. Legyen C = const(F ), f ∈ F , legyen E egy elemi bővítése F -nek, amire C =

const(E), és g ∈ E úgy. hogy g′ = f . Ekkor ∃t1, ..., tm ∈ E úgy, hogy E = F (t1, ..., tm),
és ∀i = 1, ...,m-re ti elemi F (t1, ..., ti−1) fölött. m szerinti indukcióval járunk el: m = 0-ra
E = F , tehát (4.5)-ban szereplő v = g-vel kész ez az eset. Tegyük fel, hogy m > 0, és
m− 1-ig tudjuk, hogy igaz a tétel. Innentől t1 = t Legyen K = F (t). Mivel F ⊆ K ⊆ E,
így C = const(K), emellett f ∈ K, és E = K(t2, ..., tm) egy m− 1 elemmel generált elemi
bővítése F -nek, tehát alkalmazható az indukciós feltevés, ∃v ∈ K; b1, ..., bn ∈ K\{0} és
c1, ..., cn ∈ C:

f = v′ +
n∑

i=1

ci
b′i
bi
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1.eset: t algebrai F fölött
Legyen F ⊂ L, ahol F a t minimálpolinomjának felbontási teste; |Gal(L/F )| = N .
4.3.4 értelmében

φ(f) =
n∑

i=1

ci
φ(b′i)

φ(bi)
+ φ(v′)

ahol ci, i = 1, ..., n mind ∈ F . Ezután adjuk össze ezt az összefüggést minden
φ ∈ Gal(L/F ) = Γ-ra:

N∑
j=1

φj(f) =
N∑
j=1

n∑
i=1

ci
φj(b

′
i)

φj(bi)
+

N∑
j=1

φj(v
′)

Majd 4.2.12-ot felhasználva, illetve azt, hogy f ∈ F :

N · f =
n∑

i=1

ci
(
∏

φ∈Γ φ(bi))
′∏

φ∈Γ φ(bi)
+

(∑
φ∈Γ

φ(v)

)′

ahol megjelenik ∀i-re N(bi), és Tr(v), amikről 4.1.9 értelmében tudjuk, hogy F -ben
vannak. Így N -el való osztás után meg is kapjuk a kívánt alakot:

f =
n∑

i=1

ci
N

(
∏

φ∈Γ φ(bi))
′∏

φ∈Γ φ(bi)
+

(
1

N

∑
φ∈Γ

φ(v)

)′

Ezzel az algebrai esetben készen vagyunk.

2.eset: t transzcendens F fölött, és t′ = b′

b
, b ∈ F\{0}

Ismét felírjuk f -et 4.5 alakban F (t) fölött, használva az indukciós feltevést. Mivel t
transzcendens, így létezik F ≤ L = F (d1, ..., ds) valamilyen s-re, ahol minden i-re
bi és v számlálói és nevezői (t − di) faktorokra bomlanak. (F (t) izomorf F (x)-szel,
ahol x változó)

bi = ai

s∏
j=1

(t− dj)
mij , v = e

s∏
j=1

(t− dj)
lj

4.2.12-t felhasználva:
b′i
bi

=
a′i
ai

+
s∑

j=1

mij

t′ − d′j
t− dj

illetve v-t parciális törtekre bontva (a kipontozott részek nem lesznek fontosak,
ahogy hamarosan látjuk:

v = p+
∑ ...

(t− dj)...
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Mivel v′-ban minden t − dj-s tag a nevezőben legalább négyzetes lesz, és ezt nem
tudja semmi kiejteni sem v-ben, sem a bi-k közül, hiszen ott minden nevező elsőfokú,
ezért v = p, ahol p ∈ L[t] (tehát p = ant

n + ... + a1t + a0 alakú). Először tegyük
fel, hogy deg(p) = 0. Ekkor v konstans, és mivel a konstansok ugyanazok F (t)-ben,
mint F -ben, így kész vagyunk. Ha deg(p) = 1:

v = h1t+ h0, h1, h0 ∈ F

v′ = h′
1t+ h1t+ h′

0

ahol h′
1, h

′
0 ∈ F és mivel deg(v′) = 0, így h′

1 = 0, tehát h1 konstans, v′ = h1
b′

b
+ h′

0.
Innen kész vagyunk, hiszen a h1

b′

b
részt hozzárakhatjuk az alak szummás részéhez,

és v-t átdefiniáljuk h′
0-nek. Végül pedig, ha deg(p) ≥ 2:

v = hkt
k + ...+ h1t+ h0

v′ = h′
kt

k + ...

ebből következően, mivel deg(v1) ≤ k − 1, így hk konstans.

v′′ = (hk
b′

b
k + h′

k−1)t
k−1 + ...

ebből következően, mivel deg(v′′) ≤ k − 2, így

hkk
b′

b
+ h′

k−1 = 0

rendezve b′

b
= t′-re:

t′ =
b′

b
=

(
− 1

hkk
hk−1

)′

tehát mindkét oldalnak véve a primitív függvényét:

t = − 1

hkk
hk−1 + c

ahol viszont a jobb oldal ∈ F , a baloldal nem, tehát ellentmondás. Így a v-vel készen
vagyunk, maradtak még a bi-k. Mivel t transzcendens L fölött is, és v nem tudja
kiejteni az előzőek miatt a t′−d′j

t−dj
-s tagokat, így t′ − d′j = 0, tehát (t− dj)

′ = 0, ebből
következöen t− dj konstans. Itt használhatjuk a 4.5.1 lemmát, hiszen L(t) algebrai
bővítése F (t)-nek, aminek viszont a konstansai megegyeznek F konstansaival a tétel
feltételei miatt. Tehát a lemmából következően t − dj algebrai const(F ) fölött, és
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mivel dj algebrai, így t-nek is annak kéne lennie, ellentmondás. Tehát ahhoz, hogy
kiessenek, t′−d′j

t−dj
együtthatójának kell 0-nak lennie, ez a következő:( n∑

i=1

cimij

)
= 0

Itt pedig felhasználhatjuk 4.5.2-t, miszerint feltehető, hogy a ci-k lineárisan függetle-
nek. Ebből következik, hogy ∀i, j-re mij = 0, tehát bi = ai ∈ F . Ezzel a logaritmikus
eset is készen van.

3. eset: t transzcendens F fölött, t′ = tb′, b ∈ F

Hasonlóan a logaritmikus esethez, itt is azzal kezdjük, hogy veszünk egy nagy F ≤
F (t)(d1, ..., ds) testet, ahol minden bi és a v is lineáris faktorokra bomlik t-ben:

bi = ai

s∏
j=1

(t− dj)
mij , v = e

s∏
j=1

(t− dj)
lj

b′i
bi

=
a′i
ai

+
s∑

j=1

mij

tb′ − d′j
t− dj

=
a′i
ai

+
s∑

j=1

mijb
′ +

s∑
j=1

mij

b′dj − d′j
t− dj

ahol
a′i
ai

+
s∑

j=1

mijb
′ ∈ F

4.5.4. Állítás. Ha dj ̸= 0, akkor b′dj − d′j ̸= 0.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy b′dj − d′j = 0 az állítás feltételei mellett. Ekkor ren-
dezve az egyenletet:

d′j
dj

= b′ =
t′

t

amiből következik, hogy t
dj

konstans, ami hasonlóan, mint a logaritmikus esetben,
ellentmondáshoz vezet a 4.5.1 lemma miatt. □

Ezek után v-t az előző esethez hasonlóan bontsuk parciális törtekre: v = p +∑
α

(t−dj)k
, ahol α ∈ F (d1, ..., ds). Egy ilyen α-s tagot kiragadva:(

α

(t− dj)k

)′

=
α′

(t− dj)k
+ α(−k)

tb′ − d′j
(t− dj)k+1

hasonló trükk után, amit a bi-knél végeztünk:

α′

(t− dj)k
+ (−kα)

(t− dj)b
′ + djb

′ − dj
(t− dj)k+1

=
α′ + (−kα)b′

(t− dj)k
+ (−kα)

djb
′ − d′j

(t− dj)k+1
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és ebben az alakban ismét elmondható hasonlóan a logaritmikus esethez, hogy, ha
k > 0, akkor, ha vesszük a legnagyobb k-t, ami előfordul a t− dj-s tag kitevőjében,
arra (−kα)

djb
′−d′j

(t−dj)k+1 -t nem tudnánk kiejteni sehogyan 4.5.4 miatt, tehát a jobb oldal
nem lenne része F -nek, ami ellentmondás. Tehát

v =
ν∑

i=µ

αit
i

ahol µ ≤ ν, αi ∈ F (d1, ..., ds), αµ, αν ̸= 0. Ebből következően

v′ =
ν∑

i=µ

(α′
i + iαib

′)ti

Mivel v-ben csak a t valamely hatványai szerepelhetnek nevezőnek, így ebből azt is
elmondhatjuk, hogy a (t − dj) nevezőjű részeit a

∑
ci

b′i
bi

résznek sem tudja kiejteni
semmi. Az 1

t−dj
-s tagok együtthatója így 0 kell hogy legyen. Erre rendezve az eredeti

összefüggést:
n∑

i=1

ci
b′i
bi

=
s∑

j=1

( n∑
i=1

cimij

)
b′dj − d′j
t− dj

+ β

ahol β a jobb oldal már biztosan F -ben levő része. Mivel 4.5.4 szerint b′dj − d′j ̸= 0,
amennyiben dj ̸= 0, és ci-k választhatók lineárisan függetlennek, így mij = 0 minden
i, j-re, amire dj ̸= 0. Tehát bi = ait

m
ij , amiből b′i

bi
=

a′i
ai
+mijb

′ Összegezve eddig:

f =
n∑

i=1

ci
b′i
bi

+ v′ =
n∑

i=1

ci
a′i
ai

+ cb′ + v′

Ezek közül, mivel f ∈ F , és a jobb oldal összes összeadandója is F -ben van v′-
n kívül, így v′-nek is kötelessége F -ben lennie. Ebből viszont következik, hogy ti

∀i ̸= 0-ra el kell, hogy tűnjön. Tegyük fel tehát, hogy α′
i + iαib

′ = 0. Ekkor

α′
i

αi

= −ib′ = −i
t′

t

hasonló gondolatmenettel belátható, mint ahogy már láttuk, hogy ez azt jelenti,
hogy αit

i konstans F (t)(d1, ..., ds) felett, és ez ellentmondáshoz vezet. Tehát v =

α0 ∈ F (t), de α0 algebrai F felett, tehát α0 ∈ F . Összegezve:

f =
n∑

i=1

ci
a′i
ai

+ cb′ + v′(= α0)

tehát v′ = (cb + v)′ választással ismét a kívánt alakra hoztuk, ezzel kész a tétel
bizonyítása.
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□

4.5.5. Tétel (Liouville-Rosenlicht – erős alak). Legyen (K, d) differenciáltest, C =

const(K), és f ∈ K. Ha létezik E elemi bővítése K-nak, és g ∈ E, melyre d(g) = f , akkor
léteznek v ∈ K, c1, ..., cn ∈ K, és u1, ..., un ∈ K(c1, ..., cn), ahol ui ̸= 0, i = 1, ..., n, és

f = d(v) +
n∑

i=1

ci
d(ui)

ui

. (4.6)

A tétel bizonyítása megtalálható [1] 145-146. oldalán.

4.6. Liouville-Rosenlicht-tétel következményei

4.6.1. Tétel. Legyen f, g ∈ C(x), g nem konstans. Ha
∫
f · eg elemi, akkor

∫
f · eg =

h · eg + c, h ∈ C(x).

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy
∫
f · eg = F -re létezik I, amire F |I ∈ EI , tehát léteznek

C(x) ⊂ F1 ⊂ ... ⊂ Fk-k úgy, hogy F ∈ Fk, és Fk elemi bővítése C(x)-nek. A tétel
feltevése miatt F ′ = f · eg. t = eg jelöléssel legyen F1 = C(x)(t), ekkor, mivel f · t ∈ F1,
és eg deriváltja nem konstans, így a Liouville-Rosenlicht-tétel gyenge alakja használható,

f · t =
n∑

i=1

ci
u′
i

ui

+ v′

ahol ci konstans, ui, v ∈ F1. Ekkor létezik F1 ⊂ K véges algebrai bővítés, melyben ui

számlálói és nevezői, és v nevezője lineáris faktorokra bomlanak: ∃ d1, ..., ds ∈ K, algeb-
raiak C(x) fölött, melyekre ui = ai

∏s
j=1(t − dj)

mij , v = p(t) +
∑s

j=1

∑m
k=1

bjk

(t−dj)k
, ahol

p(t) = eN · tN + ...+ e1 · t+ e0, ai, bjk ∈ C(x). Ekkor f · t a következő alakban írható:

f · t =
n∑

i=1

ci

(
a′i
ai

+
s∑

j=1

mij

tg′ − d′j
t− dj

)
+

(
(e′N +N · eN · g′) · tN + (e′1 + e1 · g′) · t+ e0

)
+

+
s∑

j=1

m∑
k=1

(
b′jk

(t− dj)k
− k

bjk(tg
′ − d′j)

(t− dj)k+1

)
.

Ez egy egyenlőség C(x)(d1, ..., ds)-ben, és mivel a bal oldalon csak első hatványban jelenik
meg t, így a jobb oldalon is mindennek ki kell esnie, amiben nem első hatványon szerepel,
hiszen nem lehet más tagban t. Így ez átalakul a következővé:

f · t = (e′1 + e1 · g′)t

f = e′1 + e1g
′
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és, mivel (e1 · t)′ = e′1 · t+ e1 · t · g′ = (e′1+ e1g
′) · t = f · t, így valóban

∫
f · eg = e1 · eg +C,

ahol e1 ∈ C(x), hiszen p(t) ∈ C(x)[t]. □

4.6.2. Tétel.
∫
e−x2

dx nem elemi.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy létezik elemi primitív függvénye. A 4.6.1 tétel értelmében
muszáj, hogy az alábbi alakban is fel lehessen írni:∫

e−x2

dx =
p

q
e−x2

+ c

e−x2

=
p′q − pq′

q2
e−x2

+
p

q
e−x2

(−2x)

amit átrendezve:
q2 = p′q − pq′ − pq2x

mivel minden tagot a pq′-n kívül osztja q, ezért pq′-t is: q|pq′, mivel p és q relatív prímek:
q|q′, ami csak úgy lehetséges, ha q konstans, tehát q′ = 0. Egyszerűsítve ezután q-val az
egyenletet:

q = p′ − p2x

ami ellentmondás, hiszen deg(p2x) > deg(p′), tehát a kettő különbsége semmiképp sem
lehet konstans, mert p2x főegyütthatója nem fog kiesni (p ̸= 0). □

4.6.3. Definíció. Li(x) =
∫ x

2
dt

log(t)
.

4.6.4. Megjegyzés. A következő sejtés ekvivalens a Riemann-sejtéssel ([4] 5.5 alfejezet):
|Li(x)− π(x)| < O(x

1
2
+ε), ahol π(x) a prímek számát jelenti 0-tól x-ig, ε > 0 tetszőleges.

4.6.5. Tétel.
∫

1
log x

dx nem elemi.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy létezik elemi primitív függvénye. A 4.6.1 tétel értelmében
a log(t) = u helyettesítés után ismét muszáj, hogy az alábbi alakban is fel lehessen írni:∫

1

log(t)
dt =

∫
1

u
eudu =

p

q
eu + c

1

u
eu =

p′q − pq′

q2
eu +

p

q
eu

1

u
=

p′q − pq′

q2
+

p

q

1

log(t)
=

p′q − pq′

q2
+

p

q

ami ellentmondás, mert log(t) transzcendens függvény. □
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5. fejezet

Algebrai függvények integrálása II.

Most, hogy rendelkezünk a Liouville-Rosenlicht-tétellel, vázlatosan ismertetem az algebrai
függvényeket integráló algoritmust. Ez a fejezet [3] 2.3-as és 2.4-es alfejezetei alapján
készült.

5.1. Trager algoritmusa I.

A továbbiakban 4.5 alakban keressük a tetszőleges algebrai függvényünk primitív függ-
vényét. Ebből először v-re fókuszálunk. Trager azt a megoldást találta, hogy egy helyet-
tesítéssel el fogjuk tudni érni, hogy vagy v′ = 0, vagy f nem rendelkezik elemi primitív
függvénnyel. Mielőtt a módszert ismertetem szükségünk van pár definícióra.

5.1.1. Definíció. Legyen E egy véges, algebrai bővítése K(x) hányadostestnek. Ekkor
α ∈ E integrál a végtelenben, ha létezik P =

∑n
i=1 aiy

i ∈ K[x][y], amire p(x, α) = 0 és
deg(am) ≥ deg(ai) minden i-re. Ha α nem integrál a végtelenben, akkor azt mondjuk, hogy
pólusa van a végtelenben.

5.1.2. Megjegyzés. Egy A/D ∈ K(x) racionális törtfüggvény pontosan akkor integrál a
végtelenben, ha deg(A) ≤ deg(D), mivel A/D zérushelye a Dy − A-nak.

5.1.3. Definíció. O∞ = {α ∈ E : α integrál a végtelenben}

5.1.4. Definíció. Egy (b1, ..., bn) ∈ En normális a végtelenben, ha léteznek r1, ..., rn ∈
K(x), melyekre minden α ∈ O∞ leírható a következő formában:

∑n
i=1 Biribi/C, ahol

C,B1, ..., Bn ∈ K[x], és deg(C) ≥ deg(Bi) minden i-re.
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5.1.5. Definíció. Legyen K(x) ⊂ F véges algebrai bővítés. Ez leírható egy f(x, y) ∈
K[x][y] polinom gyökeivel való bővítéssel. Ekkor egy véges x = a helyen az elágazási indexek
az f(a, y) egyváltozós polinom gyökeinek multiplicitásai. (Tehát, hogy "hányszoros pontjai
a görbének").

A következő definícióhoz szükség lesz a végtelenben levő elágazási indexre is. Erre úgy
gondolunk, mintha a projektív síkon a végtelen távoli pontra a görbén vennénk az elágazási
indexet. Ha az x változót lecseréljük 1/x-re, akkor ez visszavezethető a véges esetre.

5.1.6. Definíció. Azt mondjuk, hogy az αdx differenciálforma reguláris a végtelenben, ha
αx1+1/r ∈ O∞, ahol r a legkisebb elágazási index a végtelenben.

Ezek után az algoritmus első része a következő lépéseket teszi (az alábbiakban f az
integrálandó függvény):

1. Válasszuk E-nek egy b bázisát K(x) felett, ami integrálelemekből áll.

2. Válasszunk N ∈ Z-t úgy, hogy N ne legyen f nevezőjének zérushelye, illetve ne
legyen E diszkriminánsa K(x) fölött, és hajtsuk végre a következő helyettesítést:
x = N + 1

z
, dx = −dz/z2.

3. Számítsuk ki E-nek egy w integrálbázisát K(x) fölött, és tegyük normálissá a vég-
telenben.

4. Hajtsuk végre az Hermite-redukciót f -en w-t használva. Ebből kapunk g, h ∈ E-t,
amikre

∫
fdz = g +

∫
hdz és h négyzetmentes nevezővel rendelkezik w szeint.

5. Ha hz2-nek pólusa van a végtelenben, akkor
∫
hdz, és

∫
fdz nem elemi függvények.

6. Ha nincs pólusa, akkor
∫
hdz elemi akkor és csak akkor, ha léteznek c1, ..., ck ∈ K

konstansok, és u1, ..., uk ∈ E(c1, ..., ck), ui ̸= 0, melyekre

h =
c1
u1

u′
1 + ...+

ck
uk

u′
k (5.1)

Annak a módja, hogy hogyan teszünk normálissá egy integrálbázist; hogy ilyenkor miért
muszáj, hogy v′ 0 legyen, illetve a többi homályosság megtalálható [9]-ben, ezeket nem
részletezem.
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5.2. Trager algoritmusa II.

Az előző algoritmusrészlet után tehát a feladatunk, hogy kiszámoljuk c1, ..., cn-t, és u1, ..., un-
t. Ahhoz, hogy az algoritmus második felét véghez tudjuk vinni, teljesülnie kell pár felté-
telnek:

(i) Van egy olyan primitív (tehát az "együtthatói"-nak kitüntetett közös osztója 1)
y ∈ OK[z] integrálelemünk, melyre E = K(z)(y).

(ii) |E : K(z)| = |E : K(z)|, tehát y minimálpolinoma még K fölött is irreducibilis.

(iii) Van egy olyan w integrálbázisunk, ami normális a végtelenben.

Ugyan a számítási költsége elég drága tud lenni, [9]-ban megtalálható, hogy ezeket a
feltételeket hogyan lehet teljesíteni.

Az algoritmus következő lépéseihez ismét szükség van pár definícióra. Az alábbi defi-
níciókban E = K(z)(y) véges algebrai bővítése K(z)-nek.:

5.2.1. Definíció. Legyen p polinom. ppx(p)-vel jelölöm az x változóra nézve primitívvé
tevését p-nek, tehát p x-re rendezett együtthatóinak kitüntetett közös osztóival való osztást.

5.2.2. Definíció. E-nek egy P helye egy olyan valódi lokális részgyűrűje E-nek, mely
tartalmazza K-t.

5.2.3. Definíció. Divizornak nevezünk egy olyan
∑

nPP véges tartóval rendelkező for-
mális szummát, ahol nP ∈ Z, a P -k pedig helyek.

5.2.4. Definíció. Legyen P egy hely, ekkor a maximális ideálja µP egy főideál, tehát
legyen p ∈ E egy generátora µP -nek. A rend P -nél az a νP : E\{0} → Z függvény, mely
hozzárendeli egy f ∈ E\{0}-hez azt a legnagyobb k ∈ Z-t, melyre f ∈ pkP .

5.2.5. Definíció. Legyen f ∈ E\{0}. Ekkor f divizora (f) =
∑

νp(f)P , ahol a szumma
végigfut az összes P helyen.

5.2.6. Megjegyzés. Ez tényleg egy divizor, hiszen véges tartója van, mivel νP (f) ̸= 0

akkor és csak akkor, ha P -ben pólusa vagy zérushelye van f -nek.

5.2.7. Definíció. Egy divizort fődivizornak hívunk, ha δ =
∑

nPP -re δ = (f) valamilyen
f ∈ E\{0}-ra.
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Ezután a definíciósorozat után készen állok ismertetni Trager algoritmusának második
részét:

1. Legyen
∑n

i=1Aiwi h számlálója w szerint, és legyen D a négyzetmentes nevezője.

2. Írjuk át a számlálót G/H alakra, ahol G ∈ K[z, y] and H ∈ K[z]

3. Legyen F ∈ K[z, y] y minimálpolinomja K(z) fölött, t legyen egy új változó, és
számoljuk ki

R(t) = resz

(
ppt

(
resy

(
G− tH

dD

dz
, F

))
, D

)
∈ K[t]-t.

4. Legyenek α1, ..., αs ∈ K a különböző nem 0 gyökei R-nek, (q1, ..., qk) legyen egy
bázisa a vektortérnek, amit generálnak Q fölött. Az αi-ket írjuk fel a bázis szerint:
αi = ri1q1 + ...+ rikqk minden i-re, ahol rij ∈ Q, és legyen m > 0 egy közös nevező
minden rij-nek.

5. Minden 1 ≤ j ≤ k-re legyen δj =
∑s

i=1mrij
∑

l rlPl, ahol rl az elágazási indexe
Pl-nek, és Pl végigmegy az összes helyen, ahol hdz-nek rlαi reziduuma van.

6. Ha vannak nemnulla egészek n1, ...nk, amikre njδj fődivizor minden j-re, akkor
legyen

u = h− 1

m

k∑
j=1

qj
njuj

duj

dz

ahol uj ∈ E(α1, ..., αs)\{0} olyan, hogy (uj) = njδj. Ha u = 0, akkor
∫
hdz =∑k

j=1 qj
log(uj)

mnj
, különben pedig, ha u ̸= 0, vagy nincsen nj semmilyen j-re sem,

akkor h-nak nincs elemi primitív függvénye.

Ismét a részletes magyarázat arra, hogy miért működik az algoritmus második fele,
megtalálható [9]-ban. Alább pár példa az algoritmus működésére:

5.2.8. Példa. 1. Legyen, mint 3.1.2-ben, f = x√
1−x3 . Ekkor az átalakítások során ebből

f =
xy

1− x3
∈ E = Q(x)[y]/(y2 − x3 − 1)

lesz, ahol (w1, w2) = (1, y) egy integrálbázis, ami ráadásul normális a végtelenben,
és D = 1 − x3 pedig négyzetmentes. A számláló xw2 = xy, tehát a kiszámolandó
rezultáns:

resx(ppt(resx(xy + 3tx2, y2 + x3 − 1)), 1− x3) = 729t6
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ami nem rendelkezik 0-tól különböző gyökökkel. Mivel f ̸= 0, így arra a következte-
tésre jutunk, hogy

∫
fdx nem elemi függvény.

2. Legyen f = 1
x
√
1−x3 . Ekkor ismét az átalakítások után

f =
y

x− x4
∈ E = (x)[y]/(y2 + x3 − 1)

ahol (w1, w2) = (1, y) egy integrálbázis, ami a végtelenben normális, és D = x − x4

négyzetmentes. Ekkor a kiszámolandó rezultáns:

resx(ppt(resy(y + t(4x3 − 1, y2 + x3 − 1)), x− x4) = 729t6(t2 − 1) .

Ennek a nemnulla gyökei ±1, és az integrandusnak 1 a reziduuma azon a P he-
lyen, amely az (x, y) = (0, 1) pontnak felel meg, és −1 azon a Q helyen, mely az
(x, y) = (0,−1) helynek felel meg, tehát a divizor δ1 = P −Q. Ezután δ1 és 2δ1 nem
fődivizorok, de

3δ1 =

(
y − 1

y + 1

)
és

y

x− x4
− 1

3

((y − 1)/(y + 1))′

(y − 1)/(y + 1)
= 0

tehát ∫
dx

x
√
1− x3

=
1

3
log

(√
1− x3 − 1√
1− x3 + 1

)
Megjegyezném, hogy ugyan én ilyen mélységig szerettem volna ismertetni a szimbo-

likus integrálási eszköztárat, valójában ennél tovább is lehet általánosítani az itt leírt
módszereket, tetszőleges elemi függvények integrálásáig. Ennek a leírása részletesen meg-
található [1] 5., illetve azutáni fejezeteiben.
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Alulírott Kovács Dominik nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészítése során az alább
felsorot feladatok elvégzésére a megadott MI alapú eszközt alkalmaztam:

Feladat Felhasznált eszköz Felhasználás helye Megjegyzés

Irodalomkeresés Gemini 3.5 Flash 2. fejezet Csebisev tételére kerestem bizonyítást.

A felsorolton túl más MI alapú eszközt nem használtam.
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