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Bevezetés

Az integralas és derivalas kérdése mar Fermat 6ta érdekli a matematikusokat. Kozépisko-
laban a matematikdbol emelt szinten érettségizék megtanulnak tetszéleges képlettel felirt
fliggvényt derivéalni lancszabdly, illetve a tobbi tanult szabaly segitségével, viszont primi-
tiv fiiggvény keresésére nem tanulunk ilyen altalanos modszert. Természetes kérdés lehet
tehat, hogy tudunk-e algoritmikusan, véges sok lépésben primitiv fiiggvényt keresni egy
tetszéleges, képlettel felirt fliggvénynek. Konyhanyelven ezt a problémat nevezziik szimbo-
likus integralasnak. Az elméleti jelentGsége mellett természetesen a Newton-Leibniz-tétel
miatt sokkal konnyebbé tenne sok fizikai szdmoléast, ha lenne egy gyors szimbolikusan
integrald algoritmus. Az 1. fejezetben azt fogom ismertetni, hogy azonnal akadalyba {it-
koziink, amikor integralé algoritmust szeretnénk kitalalni, hiszen, mint kideriilt, ha egy
fiiggvényhalmaz elég sok specifikus fliggvényt tartalmaz, akkor eldénthetetlen az a kérdés
egy tetsz6leges elemérdl, hogy azonosan 0, vagy sem. Szerencsére erre konnyt heuriszti-
kékat taldlni.

Miutan ezt az akadalyt elfogadjuk, a 2. fejezetben ismertetem a klasszikus, illetve
modernebb eszkozoket racionalis tortfiiggvények integraldséra. Ezek alapkovei lesznek az
algebrai fiiggvények integralasanak, ami a legh6vebb fiiggvényhalmaz, aminek az integ-
ralasat targyalom barmekkora mélységben. A téméban Manuel Bronstein tobb részletes
cikket és konyvet publikalt, ezek ([I], [2], [3]) voltak a {6 forrasaim az integrald algorit-
mussal foglalkozo fejezetekhez.

A 3. fejezetben elkezdem ismertetni az algebrai fiiggvényeket integralé algoritmust,
altalanositva az el6zd6 fejezetben hasznalt eszkozoket, ebben a fejezetben név szerint az
Hermite-redukciot, ami négyzetmentessé teszi egy racionalis tortfiiggvény nevezd§jét. Eh-
hez sziikségiink lesz arra, hogy keressiink parhuzamot az algebrai fiiggvények, és a ra-
cionalis tortfiiggvények kozott, tehat a cél ,nevezd”, illetve ,szamlalod” keresése algebrai
fiiggvényeknek.

A 4. fejezetben a fokusz a Liouville-Rosenlicht-tétel kimondasa és bizonyitasa, ami-
hez el6szor felépitem a differencidltestek elméletét, illetve kiegészitem a Galois-elmélettel
kapcsolatos tudasunkat a sziikséges definiciokkal, par allitassal. Ezt a tételt elGszor Li-
ouville bizonyitotta be 1835-ben, és ebbdl azonnal ki is jottek az els6 nagy attorések a
témakorben, miszerint néhany egészen egyszeri elemi fliggvénynek, névszerint az e és
a sin(x) /z fiiggvényeknek nincs elemi primitiv fiiggvényiik. Tehat, ha még az 1. fejezetben

lefektetett limitaciokkal 1étezik is szimbolikus integrald algoritmus, akkor annak muszéj



detektéalnia, hogyha egy olyan fiiggvénnyel van dolgunk, aminek egyszeritien nincs elemi
primitiv fliggvénye. A fejezet f6 tételére az elss teljesen algebrai bizonyitast Rosenlicht ad-
ta, ennek ellenére sok szakirodalom az 6 nevét elhagyva csak Liouville-tételként hivatkozik
a tételre. Viszont, mivel én is algebrai megkozelitésbél bizonyitom, igy a szakdolgozatban
mindkét matematikus nevét viseli a tétel.

Az 5. fejezetben pedig vazlatosan ismertetem az algebrai fiiggvények integralasénak
mésodik felét, ahol is az Hermite-redukcio, illetve a Rothstein-Trager rezultéans altalanosi-
tasabol kapunk egy tényleges, véges sok 1épésben véget érs integrald algoritmust algebrai
fiiggvényekre. Ezt a fejezetet inkabb kitekintésnek szanom, és emiatt vazlatosabb, mint
az el6z6 fejezetek.

A szakdolgozaton beliil minden test 0-karakterisztikaju, hacsak nincs kiilon feltiintetve

mas.



1. fejezet
Algoritmikus limitaciok

A kiiloénboz6 fliggvényhalmazok integralasara szolgalo algoritmusok ismertetése elGtt fon-

tosnak tartom lefektetni az algoritmikus nehézségeket ebben a témakorben.

1.0.1. Tétel (Richardson, [8]). Legyen E egy olyan algebrai struktira, ami egyvdlto-
208, wvalds fligguényeket tartalmaz; zdrt a kompoziciora és az alapmiveletekre (az osztds
kivételével); tartalmazza az identitasfiggvényt, és a raciondlis szamokat, mint konstans-

fiigguényeket; €és teljesiilnek rd a kovetkezd tulajdonsdgok:
(1) E tartalmazza In(2)-t, w-t, e*-t, és sin(x)-et.
(2) Van olyan p(x) € E figgvény, melyre u(x) = |x| minden nemnulla x € R-re.

(8) Van olyan B(x) figgvény E-ben, melyre dom(B) = R, és nem létezik olyan f € E

semmilyen I intervallumra gy, hogy f'(xz) = B(z) I —n.
Ekkor:

(i) Ha E teljesiti (1)-et, akkor eldinthetetlen, hogy eqy tetszdleges A € E-re létezik-e
r € R, melyre A(x) > 0.

(ii) Ha E teljesiti (1)-et és (2)-t, akkor eldonthetetlen egy tetszdleges A € E-16l, hogy
A(x) = 0-e.

(i11) Ha E teljesiti (1), (2), (3)-at, akkor eldinthetetlen, hogy egy tetszdleges A € E
fligguényre létezik-e f € E, melyre f'(x) = A(z).



1.0.2. Megjegyzés. Eqgy jo ilyen struktira példdul az, ha definidaljuk E-t a legszikebb
fiigguényosztalynak, ami zdrt az d6sszeaddsra, kivondsra, szorzasra, €s kompoziciora; €s
tartalmazza a raciondlis szimokat, x-et, e*-et, sin(x)-et, \/x-et, -t és In(2)-t. Ekkor (2)-
re megfeleld figguény p(z) = /z - x = Va2 = ||, illetve (3)-ra megfeleld figguény B(z) =

22

™, aminek késobb belatom, hogy valoban nem létezik primitiv fligguénye eqy lényegesen

bovebb fiigguényosztdalyban sem.

A fenti tétel bizonyitéasa [§]-ban teljes pontossaggal megtalalhato, én alabb csak az (i)
= (ii), illetve a (ii) = (iii) Gsszefliggéseket bizonyitom:

(i) = (ii) Bizonyitas. Tegyiik fel indirekten, hogy eldonthetd (ii), tehat létezik algoritmus
arra, hogy eldontsiik, hogy egy tetszéleges A € E fiiggvényre A = 0. Ekkor, ha
arra vagyunk kivancsiak, hogy valamely f € E-e létezik-e x € R, melyre f(x) > 0,
akkor dontsiik el, hogy |f| + f € E azonosan 0, vagy sem. Ekkor, ha ez azonosan 0,
akkor nincs ilyen x, ha nem azonosan 0, akkor van, tehat az eredeti problémankra

is létezik algoritmus, ami ellentmondas. [

(ii) = (ili) Bizonyitas. Tegyiik fel indirekten, hogy eldonthetd (iii), tehat létezik algoritmus,
ami eldonti egy tetszéleges A € E-r6l, hogy létezik-e f € E, melyre f' = A. Ekkor,
ha azt szeretnénk eldonteni valamilyen g € A-rél, hogy azonosan 0-e, akkor dontsiik
el az algoritmusunk segitségével, hogy létezik-e g - e”* € E-nek primitiv fiiggvénye
E-ben. Ez csak akkor lehetséges, ha ¢ = 0, igy ez a probléma is eldonthets, ami

ellentmondas. [

Richardson eredeti eredménye utan tobben is javitottak az FE-re szolo feltételeken.
Laczkovich Miklos [5] példaul megmutatta, hogy mér az egészek, mint konstansfiiggvé-
nyek, z, sin(z") és sin(x - sin(2™)) altal generalt R gytrtiben is rekurzivan eldonthetetlen,
hogy egy tetszbleges f € S-re létezik-e x € R, amire f(z) > 0, ami egy jelentGsen gyen-
gébb feltétel az eredetihez képest.

értelmében a késébbiekben, amikor egy elemi fliggvényrél szeretnénk eldonteni,
hogy a primitiv fliggvénye elemi-e, akkor altalanos esetben lehetetlen kizarni, hogy a
fiiggvény, amit vizsgalunk, val6jaban azonosan 0. Ezt az aggalyt a gyakorlati példdkban
valoszintiségi tesztelés is feloldja, tehat konkrét helyeken kiértékelve a fiiggvényt talalunk

olyan helyet, ahol nemnulla, igy a tovabbiakban nem foglalkozom ezzel az akadallyal.



2. fejezet
Racionalis tortfuggvények integralasa

Ebben a fejezetben ismertetem a klasszikus és modernebb megkdzelitéseket racionalis
tortfiiggvények integralasara. Ez azért kiilondsen fontos, hiszen a tovabbi, b&vebb fiigg-
vényosztalyok integralasa is ezen eszkozok altalanositasara épiil. Ez a fejezet nagyrészt
koveti [I] 2.1-es, 2.2-es, és 2.4-es alfejezeteit, igy ezekre altalaban kiilon nem hivatkozom

a fejezeten beliil.

2.1. Teljes parcialis tortekre bontas

Ez a klasszikus moédja annak, hogy egy racionalis tortfiiggvényt integralhatd részekre
bontsunk. A modszer eredete egészen Newtonig nytlik vissza, és ma mar nem haszna-
latos kiilonboz6, az alfejezet végén targyalt okok miatt. Ennek ellenére a mai napig ez
adja a legtobb racionalis tortfiiggvényt integralé algoritmus alapjat, igy egy kitérd erejéig
ismertetem az algoritmus fontosabb lépéseit.

Legyen § € R(x). Az algoritmus els§ lépése ezt a kovetkezs alakra hozni: § =P+ %,
ahol P, A, B € R[z], deg(A) < deg(B), és (A, B) = 1 (tehat A és D kitlintetett kozos
osztoja 1). Emellett alljon els D irreducibilisek szorzataként a kovetkezéképpen (R felett)

D:cf[x—az ﬁx +bix +¢;)
i=1 =1

(i, fj pozitiv egészek Vi-re, el6fordulhat, hogy az egyik produktum valdjaban az iires

szorzat, tehat m vagy n = 0, ¢ € R) . Ezutan torténik a parcialis tortekre bontas, ami R



felett a kovetkez§ alakban lehetséges:

DI D

i=1 k=1 j=1 k=1

i
: Bji + Cj

(2% + bjx + ¢;)*

ahol minden i, j, k-ra A, Bji, Cj € R, és 2? + bjx + ¢; irreducibilis Vj-re (ebb6l kovetke-

z6en b7 — 4c; < 0). Ezutén tehat az integralas additivitasa miatt

/ /P+ZZ/ (v —a;) ii/ xzikbt:ijkcj)

i=1 k=1 =1 k=1

Jelen esetben P integralasa egy emelt szintdi matematikaérettségiben fellelhet§ feladat, a
tobbi tagra pedig:
Ay Aufaa)’Th ha k> 1
/ (z—a)F Ajlog(x —a;) hak=1
¢s
/ Bjixz +Ch B 205 — b;Bj e 2x + b;

= L log(a? + bjx +¢;) + arctan(————=)
1/4Cj —b? 40]' —bg

2?2 +bjx + ¢ 2
ami nem lép ki R-bél, hiszen bjz —4c; < 0. Az utolso, k > 1 esetet pedig visszavezetjiik a

k =1 esetre a kovetkezGképp, parcialis integralassal:

/ lex + le .

(22 + bz + cj)F

_ (QC]k — bijk)$ —+ bjCjk — ZCijk / (Qk — 3)(203k — bijk)
(k—1)(4c; — b?)(:):2 +bjz +¢j)F ! (k —1)(4c¢; — b?)(:zc2 +bjx 4 ¢j)k!

Ezt addig csinaljuk, amig el nem jutunk a k = 1 esethez.

Egy masik stratégia az integralasra, hogyha kilépiink C(x)-be, hiszen ott minden po-
linom linearis faktorokra bomlik, igy a parciélis tortekre bontas utdn maga az integralés

nem ennyire fajdalmas.

2.1.1. Megjegyzés. Ez a stratégia tetszdleges f € K(x)-el eljdtszhatd: f-et hozzuk a
megszokott f = P+% alakra, és legyen K K lezdrtja. (Tehdt az a legszikebb test, amelyben
Vg € Klz] linedris faktorokra bomlik.) K-ban f integrdlhaté a kévetkezd formdban (a
fentiek miatt):

/f = v+ ¢ log(uy) + ... + ¢ log(uy,) (2.1)

ahol v,u; € K(x),¢; € K. Ebbdl kivetkezik, hogy tetszbleges I algebrailag zdrt test feletti
tortfiigguény primitiv fiigguénye képlettel leirhato.

9



Bar ez az algoritmus nagyon fontos elméleti szempontbol, sajnos a gyakorlatban na-
gyon lassi, hiszen még akkor is felmeriilhet, hogy sok miiveletet kell R-ben, vagy C-ben

végezniink, ha az eredeti f-nek csak racionalis egytitthatoi voltak.

2.2. Hermite-redukcio

Az el6z6 alfejezet végén targyalt problémat elGszor a 19. szazadban Osztrogradszkij és
Hermite probéltak megoldani. Mindketten talaltak modszereket, amik —b()’l v-t a kez-
détestben szamoljak ki, tehat, ha eredetileg f € Q(z), akkor nem kell kilépni R-be, vagy
C-be v megtalalasahoz. Az alabbiakban, mint ahogy azt az alfejezet cime sugallna, Hermi-
te modszerét ismertetem, hiszen ez a modszer jobban altaldnosithato tetszéleges algebrai,
illetve elemi fliggvény integralasara:

Elgszor ismét hozzuk f € Q(z)-et a szokdsos f = P+4 alakra. Legyen D = D, D3...D""
egy négyzetmentes felbontasa D-nek (ezt példaul Yun algoritmuséaval [I0] érhetjiik el),
tovabba tegyiik fel, hogy n > 2, hiszen més esetben D alapvet&en is négyzetmentes. Legyen
V=D,U-= %. A konstrukcié miatt (UV’, V) = 1, hiszen V négyzetmentessége és
definicioja miatt kiilon-kiilon V' és U-val vett kitlintetett kozos osztoja is 1. Ezt figyelembe

véve hasznalhatjuk a kiterjesztett Euklideszi algoritmust arra, hogy talaljunk B,C' €

Q(x)-et, amire
A
1—n

¢s deg(B) < deg(V). Mindkét oldalt megszorozva 7r-el

A _(1-mBV'  (1-m)C

uvm ym uym=1

= BUV' +CV

végiil a jobb oldalhoz hozzdadva majd elvéve Vﬁ;/_l—et

A :(B’ @%JBV)+U—mW—UH

Uym ym—1 Vm Uy m—1

és integralva mindkét oldalt

/ A B +/(1—m)C’—UB’
Uym - m-1 [y m—1

a baloldalon pontosan megjelenik amit keresiink, tehat % integralja, a jobboldalon pedig

D-ben eggyel csokken V' kitevGje. Ezt addig csinaljuk, amig a nevezd nem lesz négyzet-
mentes, ezzel kapunk g, h € Q(x)-eket, melyre f = ¢’ + P + h, ahol h nevezGje négyzet-

mentes, és nem emelhetd ki belle polinomrész, igy [ h pontosan tugy fog elgallni, mint

10



cplog(uy) + ... + ¢ log(uy, ), és v, amit meg szerettiink volna kapni nagyobb testbe kilépés
nélkiil, pedig pontosan g + [ P lesz. Mivel minden lépésben pontosan 1-gyel csokkentjiik
valamely négyzetmentes faktor kitevgjét, ezért a lépések szama < 1+ 2+ ...+ (n — 1),
tehat a Hermite-redukcio e variansa O(n?) 1épést végez a legrosszabb esetben. Emiatt ezt
a verziot kvadratikus Hermite-redukcionak is nevezik.

Mack [6] tovabb gyorsitott ezen az algoritmuson, az & verzidja csak n — 1 redukcios
lépést kovetel meg a legrosszab esetben, igy azt linearis Hermite redukcionak is szokas
nevezni. Erdekesség, hogy bar az is a négyzetmentességre épiil, nincs sziikség benne exp-
liciten elkésziteni D négyzetmentes felbontésat.

Osztrogradszkij modszere [[1], 2.3-as alfejezet| szintén ugyanezt a célt kivant elérni,
viszont az ¢ algoritmusaban nagyobb hangsulyt kapnak a lineéris egyenletrendszerek. Ezt

az algoritmust sem, ahogy Mack algoritmusat sem mutatom be részletesen.

2.3. A Rothstein-Trager algoritmus

Az utolso feladatunk, hogy a "logaritmikus részt" megkapjuk tgy, hogy a lehets legke-
vesebbet kelljen kilépni Q(z)-bdl, illetve a tovabbiakban az is célla valik, hogy a lehetd
legkevesebbet kelljen b&viteni az eredeti testen ahhoz, hogy minden sziikséges miiveletet
elvégezziink.

Legyen f = P + % € K(z), illetve legyenek o, ..., o, € K D zérushelyei K olott. Az
Hermite-redukcié utan tudjuk, hogy a parcialis tortekre bontasnak muszaj a kovetkezs-

képpen kinéznie:

f= Zl . fa (2.2)

ahol ay,...,a, € K. A kés6bbi tételek kimondéasahoz bevezetem a kovetkezé komplex

fliggvénytanbol ismert definiciét ebben a specialis esetben:

2.3.1. Definicioé. Ha f € K(x) olyan alaki, mint (2.2)), akkor f reziduuma x = a; helyen

a;.

A naiv teljes parcialis tortekre bontéasbol mar ismerjiik f primitiv fiiggvényét:

/fziailog(x—ozi) .

11



Tehat a feladat, hogy megkeressiik f reziduumait anélkiil, hogy elvégezziik a teljes parcialis
tortekre bontast K folott. Ebben segit az alabbi tétel, amit Trager és Rothstein egymastol
fiiggetlentiil bizonyitottak be.

2.3.2. Definicié. Az R = res, (D, A — tD)-t nevezziik a Rothstein-Trager rezultinsnak.

2.3.3. Tétel. Legyen t egy vdltozo K (x) felett és A, D € K(x) gy, hogy deg(D) > 0, D
négyzetmentes, és (A, D) = 1. Legyen tovdbbd

R =res,(D,A—tD) € K|t] . (2.3)
Ekkor

(i) R zérushelyei K felett pontosan % reziduumar D zérushelyeinél K felett,

(ii) legyen a € K R egy zérushelye, és G, = (D, A—aD') € K(a)[z]. Ekkor deg(G,) > 0,
és Gy zérushelyei K folitt pontosan azon zérushelyei D-nek, ahol A/D reziduuma

a.

(ii1) Bdrmely test, ami tartalmazza A/D primitiv figguényét (2.1)) alakban, tartalmazza
R minden zérushelyét K folitt.

A tétel bizonyitasa megtalalhato [1] 2.4. alfejezetében Theorem 2.4.1 néven. (Pontosabban

késsbbi, altalanosabb eredmények kovetkezményeként jon ki.)

2.3.4. Kovetkezmény.
A /
D= Z a -log(ged(D, A — aD"))
a|R(a)=0

ahol a szumma R kiilonbozd gyokein fut végig.

Tehat lesziikitettiik a primitiv fiiggvény problémat R gyokeinek megkeresésére. A tétel
harmadik &llitdsa pedig abban is segit nekiink, hogy a legsziikebb test, amiben muszij
miveleteket csinalnunk, az R felbontési teste, tehat az a test, amiben R lineéris faktorokra
bomlik. Es valéban, a Rothstein-Trager algoritmusnak ez a f6 Gtlete, amit bemutatok az

alabbi példan keresztiil:

12



2.3.5. Példa. Legyen
x* — 32246
f= e €AW

A Rothstein-Trager rezultdnst kiszdimolva D = x% —5x* + 5% + 4-re (hiszen ez alapvetben

négyzetmentes, sot irreducibilis Q felett):
res, (2% — 5ot 4 4, 2% — 327 + 6 — t(62° — 202° + 10z)) = 45796(41* + 1)* .
Ezutdn kiszdmolva G,-t:
Go = (2% — 52* + 52% + 4, 2" — 32% 4+ 6 — a(62° — 202° + 102)) = 2° + 2a2® — 32 — 4a ,

ahol a eqy algebrai szam Q folott, amire 4a*> +1 = 0.
Tehat

z* — 32246
/x6—5x4+5$2+4 - Z a-log(a® + 2az” — 3z — da) =
al4a2+1=0

= %log(x?’ +ix? — 3w — 2i) — %log(x?’ —ix? — 3z + 26)

13



3. fejezet
Algebrai fuggvények integralasa I.

Ez a fejezet [3] 2. fejezete alapjan késziilt néhany kiegészitéssel, igy erre nem fogok hivat-
kozni kiilon a fejezeten beliil.
A kovetkezé fliggvényosztaly, melynek integralésat targyalom, az algebrai fiiggvények.

Legyen tovabbiakban K test, K(z) a hanyadosteste.

3.0.1. Definicid. Algebrai fligguénynek nevezziik azokat a filigguényeket, melyek részei
K(x) valamely véges, algebrai bévitésének. Transzcendens figguényeknek nevezzik a nem

algebrai figgvényeket.

I[lletve az algebrai fliggvények egy ezzel ekvivalens, szintén hasznos jellemzése:

3.0.2. Definicié. Algebrai fiigguénynek nevezziik az olyan f folytonos fligguényeket, mely-
re létezik p € K[x][y] dgy, hogy p(z, f) = 0.

3.0.3. Megjegyzés. Azért fontos a folytonossdg, mert kiilonben olyan figgvényeket is

algebrainak neveznénk az utobbi definicio szerint, mint példdul:

Va, haxr €Q

_\/Ev ha x ¢ Q
ami természetesen nem része R(x), vagy C(x) semmilyen véges, algebrai bévitésének.
Algebrai fiiggvények példaul a gyokkifejezések (pl.: vz + 5), de implicit algebrai fiiggvé-
nyek is léteznek, melyek nem fejezhetéek ki gyokjelekkel.

Transzcendens fiiggvényekre pedig konnyen taldlunk példakat a kdvetkezd tétel utan

(amely bizonyitasdhoz sziikséglink lesz egy definiciora):
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3.0.4. Definicio. f algebrai figguény rendje a legkisebb n, amire létezik p(x,y) € Clz,y], deg,(p) =
n, ol () =0 H = D(f)-en

3.0.5. Tétel. Ha f € C(z) és [ f algebrai, akkor [ f € C(x)

Bizonyitas. [ f = a+ ¢, a rendje legyen n. Ekkor létezik p = y" + g,1y" ' + ... + go €
C(x)[y], melyre o™ + ... + go = 0. Derivalva az egyenlet mindkét oldalat:

n-a” e ftg a" L tglatg fHg=0.

Az egyenlet bal oldala igy sziikségképpen az azonosan 0 polinom, hiszen « rendje n. Ebbdl

viszont kovetkezik, hogy

n-f+g,1=0

1 /
(__'gn—l) :f
n
Tehat [ f=—2 g, 1+ceC(x) O

3.0.6. Kovetkezmény. log(x) transzcendens fiigguény.

Bizonyités. Tegyiik fel indirekten, hogy log(z) algebrai. (log(z))’ = 1 € C(z), tehat
3.0.5] értelmében

_ ola)
log(=) = q()

ahol, mivel lim, ,olog(z) = —o0, igy ¢(0) = 0, tehat ¢ = = - ¢;. Mivel ged(p, q) = 1, igy
viszont p(0) # 0, tehat rendezés utan

x-q -log(x)=p

ahol, ha megvizsgaljuk mindkét oldal hatarértékét a O-ban, a jobb oldal tart valamilyen
nem 0 véges szamhoz, viszont a bal oldalon z - log(z) 0-hoz tart, g(z) pedig valamilyen

véges szamhoz, tehat a bal oldal 6sszességében 0-hoz tart, ami ellentmondéas. [J

3.0.7. Megjegyzés. Hasonldan beldthatd, hogy arctan(x) is transzcendens figquény, és
felhaszndlva eqy eqyszerien bizonyithato dllitdst, miszerint, ha o : I — R fiigguény szigo-

1

rdan monoton I-n €és algebrai, akkor o' is algebrai; az is ldathatd, hogy e* és tan(x) is

transzcendens fligguények.
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Ha ki szeretnénk terjeszteni az algebrai fiiggvényekre az el6z6 fejezetben targyalt algo-
ritmusokat, akkor az elsé feladatunk egyfajta parhuzamot talalni a szamlalokra és neve-
z0kre. A fejezetben sokszor lesz sz6 1 fGegyiitthatos polinomokrol, ezért ezeket a rovidség

kedvéért f6polinomnak fogom nevezni.

3.0.8. Definicid. Legyen E egy véges, algebrai bovitése K (x)-nek. o € E-t integrdlelem-
nek (vagy integrdlnak) nevezzik K (x) felett, ha létezik p € K[z|[y], amely fépolinom y-ban

gy, hogy p(z,a) = 0.

3.0.9. Megjegyzés. Az integrilelemek definidltak minden x € K-ra, igy ebbdl a szem-
pontbol hasonlitanak a polinomokra az elézd fejezetbdl, mig azon elemek, amik nem integ-

rdlok, rendelkeznek legaldbb 1 pélussal K felett.

3.0.10. Definicié. Legyen Okp,) = {a € E | « integrdlelem F folétt}. Ezt a halmazt ne-

vezziik K[x] integrdallezdrtjanak E-ben. Ez egy gyird, és eqy végesen generdlt K[z]-modulus.

Mivel kifejezések, amik tgy allnak els, mint két integralelem hanyadosa, nem egyértel-

mtien allnak elg (pl \/LE = ‘/75), igy sziikség van egy kanonikus alakra. Ehhez azt fogjuk
felhasznalni, hogy E-re egy végesdimenzios vektortérként is tekinthetiink K (z) f6lott. Ek-
kor legyen n = |E : K(z)|, és w = (wy, ..., w,) pedig egy tetszdleges béazis. A béaziselemek
valamilyen nemnulla a; € K(x) elemekkel felszorozva integralelemekké lehet tenni, igy

feltehetd, hogy a béaziselemek mind integralelemek. Ezutan barmely a € E-t felirhatjuk

n
o= Z fiw;
i=1

ahol fi, ..., f, € K(z). Ezutan keresve egy D € K(x) f6polinomot, mely kozos osztdja

minden f;-nek:
. A1w1 + ...+ Anwn

D
ahol Ay, ..., A, € K[z] és ged(D, Ay, ..., A,) = 1. Ekkor }°" | Ajw; € Ogy-t és D € K[z]-

t nevezziik rendre a € F szamlalojanak és nevezdjének a w bazis szerint.

«

3.1. Hermite-redukci6 2.0

A fentiek utan megprobalhatjuk altalanositani az Hermite-redukcios lépéseket algebrai

figgvényekre. Legyen f € E, w = (wy,...,w,) bazis, > | Aw; € Ogy a szamlalo,
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D € Klz] a nevezs, mint elébb. Legyen D = D;D2...D™ egy négyzetmentes felbontasa
D-nek, és legyen m > 2. Legyen tovabba V = D,,,, U = V%. A kérdés tehat, hogy valoban
tudunk-e talalni B = """ | Bw; € Ok és h € E gy, hogy deg(B;) < deg(V) minden

/271 Aw; B +/h (3.1)

1-re, és

Uym - pm-1
és h kanonikus alakja szerinti nevez6ben w szerint nincs m-nél nagyobb kitevs. Ezt az

alabbi lineéris rendszer megoldasara lehet redukélni:

fi, - fn € K()-1e, ahol S; = UV™(tr)’, 1 < i < m-re. A linedris rendszerre val6 reduk-
ciot a kovetkez6képp lehet megtenni: Tegyiik fel, hogy [3.2}re a megoldas fi, ..., f,, € K(z),
és frjuk at ezeket olyan alakba, hogy f; = %, ahol Q, Ty, ..., T, € K[x], és ged(Q, T, ..., T,,) =
1. Tovabba tegyiik fel, hogy ged(Q, V) =1 (sajnos, mint ahogy latni fogjuk, ez nem min-
dig teljesiil). Ekkor az Euklideszi-algoritmussal tudunk keresni A, R € K|[z]-et, melyre
AV + RQ = 1, és polinomosztéassal tudunk talalni Q;, B; € K[x]-et, melyekre deg(B;) <

deg(V), amikor B; # 0, és RT; = VQ; + B; minden i-re. Ekkor
>y Biwi )
h=f- <W

amibdl a derivélas elvégzése, illetve tovabbi szamoléds utan h a kovetkezs alakra hozhato:

_ S Adw S ((m = DVQi+ B)uws | T, Qu

h
Uym— 1 Vm—l Vm—2

Tehat, ha h-nak valoban nincs m-nél magasabbrendi kitevéje, akkor B = > | Biw; €
Okfa) és h megoldjak t, és az Hermite-redukcio sikeres volt. Azonban sajnos tobbféle
probléma is lehet, h-nak semmi sem garantélja, hogy a nevezGjében nincs m-nél magasabb
kitevsj tag, illetve azt sem garantalja semmi, hogy [3.2knek van olyan megoldasa, melynek

nevezgje relativ prim V-hez.

3.1.1. Példa. Legyen E = K(2)[y]/(y* + (% + 2)y — 2?), és w = (1,y,9% v*) legyen a
bazis K(x) felett. f := g—z =% € E. Ekkor D = 2%, U =1,V =z, és m = 2. Ebbdl
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kévetkezden S, = x2(z%)/ = —1, a tobbi tag w bdzis szerint pedig a kévetkezdképp néz ki:

!/
() -
X
24(1 — 2)2%y3 + 322(1 — 2)y? — (92 + 4523 + 20922 + 632 + 18)y — 18x(z3 + 22 —x — 1)
a 2724 + 10823 + 41822 + 108z + 27

2\ /
_ 29 ) _
Sg—.%' (x)

_ 64z(l —2)y + 9(at + 20% — 20 — 1)y + 122(2® + 2% — x — 1)y + 482%(1 — 2?)
B 2724 + 10823 + 41822 + 108z + 27

3\ "/
ams(2)-

T

(272% 4 8123 + 20922 + 272)y3 + 18z (2% + 22 — x — 1)y? + 2422(2? — 1)y + 9623 (1 — x)
27z4 + 10823 + 41822 + 108z + 27

A keletkezd linedris rendszernek az egyértelmi megolddsa f1 = fo =0, f3 = —2 és fy = (xxil),

ahol elromlik a Hermite-redukcid, hiszen a nevezd nem relativ prim V -hez.

Erre a probléméra tobben is adtak lehetséges megoldast, ezek koziil kettérdl ejtenék
szot. El6szor Trager oldotta meg, aki bebizonyitotta, hogy ha w egy un. integréalbazis,
tehat az elemei generaljak Ogiy-et K () folott, akkor nek mindig van egyértelmi
megoldasa K (x)-ben m > 1 mellett, és ez a megoldas V-hez relativ prim nevezdvel ren-
delkezik minden esetben. Ezzel a megkozelitéssel az a lehetséges probléma mertil fel, hogy
a szamitasi koltsége egy integralbazis kiszamolasanak elég dréga, akar tobb idg, mint az
egész Hermite-redukcio.

[2]-ban Manuel Bronstein ismertette az un. lusta Hermite-redukciot, ami, t6bb mas
lusta algoritmushoz hasonléan, csak azt szamolja ki az integralbézisbol, amire épp sziik-
sége van a szamolasokhoz, igy joval csokkenti a szamitasi koltséget.

Ezenfeliil viszont egy kozépponti probléma, hogy felmeriilhet, hogy egy gyokkifejezés

integralja nem fejezhetd ki képlettel, s6t akar nem is elemi fiiggvény. Vegyiik példaul
f=J 75t

3.1.2. Tétel. [ ﬁ nem elemi fligguény.

Bizonyitas. A tétel az alabbi segédtétel azonnali kovetkezménye:

3.1.3. Tétel ([7], Chebyshev’s theorem (1853)). Ha p,q,r € Q, a,b € R, a,b,r #
(p+1)

r

0, akkor [ aP(a+ bax")? elemi pontosan akkor, ha ’%1 vagy q vagy + q egész szam.
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2_

1 e e . 3
5 — 5 koziil egyik sem egész

Ebben az esetben pedigp =1, ¢ = —%, r =3, ésigy %, —% és
szam. [

Tehat, ha szeretnénk egy miikods integrald algoritmust, akkor az ilyen eseteket min-
denképp ki kell sztirniink, méghozza egy, [3.1.3lnél altalanosabb, algoritmizalhaté mod-

szerrel. Erre megoldast pedig az algebra nyujt nekiink.
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4. fejezet

Differencial-Galois-elmélet

A fejezet legfontosabb tétele a Liouville-Rosenlicht-tétel. A kidvetkezs par alfejezetben en-
nek a tételnek a kimondasahoz, illetve bizonyitasahoz sziikséges fogalmakat, eredményeket
vezetem elS. A fejezet sok fontosabb tételének, illetve lemmajanak bizonyitasat Laczko-
vich Miklos "Miért nem elemi fiiggvény a sin(x)/x integralja?" cimi targyon készitett

jegyzetem segitségével irtam le.
4.1. Galois-elmélet alapfogalmak

Minden alabbi definiciéban és allitasban K egy tetszéleges testet jelol.

4.1.1. Definicio. Legyen K < L, F két bovitése K-nak. Homg (L, F') azon testhomo-
morfizmusok halmaza L-bdl F-be, amik K-t fizen hagyjik, tehdt Vo € Homg (L, F), és
Vk € K-ra o(k) = k.

4.1.2. Definicié. A K < L testbdvités Galois-csoportja Gal(L/K) = Homg (L, L)

4.1.3. Megjegyzés. Egy a € L elem pontosan akkor € K, haVo € Gal(L/K)-ra o(a) =

a.
4.1.4. Megjegyzés. |Gal(L/K)| < |L: K|, ahol |L: K| a K < L bévités foka.
4.1.5. Definicié. K < L testbdvités Galois-bovités, ha | Gal(L/K)| = |L : K]|.

4.1.6. Definicié. Legyen f € K(x), f gyoktényezds alakja K folott legyen: f = (x —

ay)...(z — ay). Ekkor K(oy, ..., )-t nevezzik f felbontdsi testének.
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4.1.7. Megjegyzés. Legyen F' f felbontdsi teste. Ha f szepardbilis, tehdt semmilyen test-

ben nincs tobbszords gyoke, akkor K < L Galois-bovités.

4.1.8. Definicidé. Legyen K < L Galois-bévités, G = Gal(L/K). Ekkor o € L normdja

N(a) = H o(a)

oeG

illetve nyoma

oceG

4.1.9. Allitas. Legyen K < L Galois-bévités. Ekkor minden o € L-re Tr(a), N(a) € K.

Bizonyitas. Elég megmutatni, hogy V7 € Gal(L/K)-ra7(Tr(«a)) = Tr(«), illetve 7(N(a)) =
N(a).
7(Tr(a)) =7(Y_ ola))

ami egyenld az alabbival, hiszen 7 homomorfizmus L-en:

Y o)) =) (ro)(a)

ceG ceG

ami Gal(L/K) csoport léte miatt az alabbival egyenls

> olw

ceG

amit szerettlink volna. Normara hasonléan megy ugyanez. [

4.2. Differencial-Galois-elmélet alapfogalmak

4.2.1. Definicié. Egy derivdlds az R gyirin egy olyan ¢ : R — R fiigguény, amire:
(i) d(a+b) = da+ ob
(i) 6(ab) = 6(a)b+ ad(b)

minden a,b € R gyirielemre.

Ha R gytrd,  egy derivalas R-en, akkor az (R, d) part differencialgytirtinek nevezziik.
Ha F test, ¢’ egy derivalas F-en, akkor az (F,¢’) part differencialtestnek nevezziik.
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4.2.2. Definici6é. Legyen (R,0) differencidlgyirid. ¢ € R-t konstansnak nevezzik, ha
d(c) =0.

4.2.3. Megjegyzés. (R,6) differencidlgyiri. const(R) = {a € R: 6(a) = 0}
4.2.4. Allitas. :
1. "A 0 mindig konstans", azaz 06(0) = 0 tetszdleges R-re.
2. Ha 1l € R, azaz R egységelemes, akkor 6(1) = 0.
Bizonyitas.
1. 0(0) =d(0) +6(0) = d(0) =0
2.6(1)=0(1-1)=1-6(1)4+6(1)-1=6(1)+0(1)=6(1)=0
U

4.2.5. Példa. Padr differencidlgyiri:

1. Legyen R tetszéleges gyird, és minden x € R-re legyen 6(x) = 0. Ekkor (R,0)

differencidlgyird.
4.2.6. Megjegyzés. Ezt nevezziik a trividlis derivdldsnak.

2. Legyen R = C[X], § pedig a szokdsos derivdlds, tehdtVa € C: d(a) :==0, 6(X) =1,
n > 2-re pedig: §(X") := nX""1. Szerencsére ilyen § és R mellett (R, §)-r6l konnyen

ellendrizhetd, hogy differencidlgyird.

Ahhoz, hogy természetes differencidltestekre lassunk példékat, kell nekiink még a de-
rivalés par, a definiciobol azonnal kovetkezé alaptulajdonsaga:

Az alabbi allitasokhoz rogzitek egy tetszéleges (R, d) differencialgytirtit.

4.2.7. Allitas. Legyen r,s € R; r invertdlhato. Ekkor

§(sr ) = 3ls)r = 59(r) (4.1)

r2
Bizonyitas. Szamolas, ami megtalalhato [I] 76. oldalan, ha R test, ugyanigy megy itt
is. U
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4.2.8. Allitas. Legyen ¢ konstans (6, R)-ben, v € S. Ekkor
d(cr) = cd(r). (4.2)

Bizonyitas. d(cr) = ¢d(r) + 6(c)r = ¢d(r), hiszen 6(c) = 0. O
Tehat az absztrakt derivalas fogalom valojaban "tud mindent", amit a megszokott

derivaléas tud.
4.2.9. Példa. Ezek utan pdr példa differencidltestekre:

1. Legyen F = C(x), tehdt C|X| hanyadosteste, 0 pedig legyen a szokdsos derivdlds. Ez
egy differencidltestet alkot, mivel R[X]-ben mikidik a szokdsos derivdlds, és (4.1)

értelmében az osztds is rendben lesz.

2. Egy bovebb testet kapunk, ha dtmegyink a formdlis Laurent-sorok testébe, tehdt a
véges sok "negativ” tagu Laurent sorok terébe, ami testet alkot a parcidlis tortekre

bontds miatt. Ebben a formdlis tagonként derivdldssal eqy 70 -t kapunk.

Az alabbi két definicibban bevezetem az exponencidlis, illetve logaritmikus elemek

s st

4.2.10. Definicié. Ha a,b € F,b# 0, akkor a = log(b), ha §(a) = 2

4.2.11. Definicié. Ha a,b € F, akkor a = ¢e®, ha a # 0 és §(a) = ad(b).

4.2.12. Tétel (Logaritmikus derivalasi azonossag). Legyen (F,d) differencidltest, f1, ..., fn €

F, my,....m, egészek. Ekkor

(" ) N~
fme L fmn - ;mz f; (4'3)

Bizonyitas. Teljes indukcioval legyen el6szor n = 2, és m; = 1 minden i-re:

(f9) _fatfgd [ ¢
fg fg g

Tegyiik fel, hogy n — 1-ig tudjuk, n-re: (legyen g = fo - ...« f,)

(i) _fi 9 A I
ot A g AT

az indukcios feltevés miatt ez az eset kész. Ebbdl pedig a hatvanyozas kibontasaval azonnal
kovetkezik a tétel. O
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4.2.13. Tétel. Legyen (F,d) differencidltest, P = cja* + ... + ¢y € Flz], tehdt F-beli

eqyiitthatds polinom, b € F. Ekkor
oP
ox

ahol & a szokdsos polinomderivdlds, P'(b) = c,b* + ... + ¢|b + c}.

(P(b)) = P'(b) + =—(b) - ¥/, (4.4)

Bizonyitas. A szorzasszabélybol és a linearitasbol (P (b)) = (c,b* + ... + ;b + ) + (k -

cp b+ 4 ¢p) - U, ami pont az az alak, amit kerestiink. [J

4.3. Differencialbdvitések

4.3.1. Definici6. Legyenek (R,0) és (R',d') differencidlgydrik, R C R'. Ekkor ez egy

differencidlbévités, ha §'|r = 0.

4.3.2. Tétel. Legyen (F,9) differencidltest, t egy transzcendens elem F' felett. Ekkor bdr-
milyen w € F(t)-re létezik egyértelmd D derivdlds F(t)-n, melyre D(t) = w és F(t), D
differencidlbévitése (F, D)-nek.

4.3.3. Tétel. Legyen (F,§) differencidltest, E szepardbilis algebrai bévitése F-nek. Ekkor
létezik egyértelmd D derivdlds E-n gy, hogy (E, D) differencidlbévitése (F,0)-nak.

A fenti két tétel bizonyitasa megtalalhato [1] 2. fejezetében (Theorem 3.2.2, Theorem
3.2.3). Ezeket fogjuk arra hasznélni, hogy valéban szépen kiterjed a derivalas b&vebb

testekre, amire nagy sziikség lesz a tovabbiakban.

4.3.4. Tétel. Legyen F' C K algebrai bovités, és legyen d derivdlds F-en. d egyértelmien
kiterjed K -ral4.3.5 értelmében (0-karakterisztika miatt a szeparabilitds adott), a kiterjesz-
tett derivdlds legyen D. Ekkor Gal(K/F') elemei felcserélhetdek a kiterjesztett derivildssal:
poD=Doy, p€Gal(K/F)

Bizonyitas. Legyen d; = ¢~ '(D(p(a))), ahol a € K, p € Gal(K/F). Elgszor belatjuk,
hogy d; egy derivalas K-n. Mivel mindegyik része vagy homomorfizmus, vagy derivalas
dy-nek, igy az Osszeadas nyilvanvaloan mikodik, dy(a+b) = dy(a)+di(b). A szorzas pedig:
dy(ab) = ™ (D(g(ab))) = ¢~ (D(p(@)p (b)) = 9~ (Dlp(a)) - $(b) + pla) - D(p(b))) =
o 1 (D(p(a)) b+ a- @ (D(p(a))), tehat ez valoban egy derivalds K-n. Masrészt tet-
sz6leges a € F-re dy(a) = d(a). Tehat d; egy kiterjesztése d-nek K-ra. Viszont mivel
a kiterjesztés egyértelmt, igy d; = D, tehat ¢~ '(D(p(a))) = D(a), ebbdl, ha mindkét
oldalra alkalmazzuk ¢-t, akkor pont az allitast kapjuk. [J
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4.4. Elemi fiiggvények

Ugyan eddig csak algebrai fiiggvényeket targyaltunk, valdjaban ez nem a legbGvebb fiigg-
vényhalmaz, ami érdekes, hiszen nem tartalmaz sok "alapfiiggvényt", ahogy azt lattuk a
3. fejezet elején. Az elemi fiiggvények halmaza viszont ilyen probléméakkal nem fog ren-
delkezni, és ebben az alfejezetben két megkozelitést is ismertetek az elemi fiiggvények

definiadlasara.

4.4.1. Definici6é. Legyen I C R nyilt intervallum. Ekkor Aj-vel jelélom a kévetkezd hal-
mazt: Ay ={f: I — C: f analitikus}.

4.4.2. Megjegyzés. Egyszerien lathatd, hogy A; eqy kommutativ, egységelemes, nullosz-

tomentes gyiri, tehdt integritdsi tartomany.

4.4.3. Definicié. Legyen I C R nyilt intervallum. Ekkor Fr-vel jelolom a kovetkezd hal-
mazt: Fr = {g : frg € Ar, g # 0},

4.4.4. Megjegyzés. Egyszerien ldathato, hogy Fi eqy test, illetve differencidltest a szo-

kdsos derivdldssal.

4.4.5. Definicié. Az (Fy,61) differencidltest elemi bévitésének nevezzik (Fy,d2)-t, ha
Fy C F,, 6y kiterjesztése 61-nek, és 3Ky = F; € K1 C ... C K, = Fy testek, ahol
K; = K;_1(t;), ahol t; algebrai K;_, folétt, vagy t; = log(b),b € K;_1, vagy t; = €®,b €
Ky

4.4.6. Definicio. F' C F; differencidl-résztest elemi, ha F' elemi bovitése C(x)|r-nek.

4.4.7. Definici6. Legyen I C R nyilt intervallum. Ekkor az
Er = U{F : F C Fr elemi differencidl-résztest} halmazt nevezzik az Fy feletti elemsi
figguényeknek.

Masik megkozelitésbdl pedig:

4.4.8. Definicié. Legyen E" a legszikebb olyan fiiggvényhalmaz, amely tartalmazza a
konstans, hatvdny, exponencidlis, logaritmikus, trigonometrius, és hiperbolikus fiigguénye-
ket, ezek inverzeit, és zdrt az alapmiivekletekre, a kompoziciora, illetve, ha f : H — R
(H C R) algebrai E" felett, akkor f € E". Ekkor pedig az E = {H - R: HCR, f=
fi+i-fo, fi1,fo € E"}-t halmaz elemeit nevezzik elemi figguényeknek.
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Es a kapcsolat a két definicio kozott:

4.4.9. Tétel. Ha f € E értelmezve van eqy I nyilt intervallumon, akkor létezik J C 1

részintevallum, amire f|; € €.

Bizonyitas. Legyen F' = {g: H — R, H C R|ha g értelmezve van egy I intervallumon,
akkor létezik J C I intervallum, melyre g|; € £;}. Azt fogom belatni, hogy E™ C F. Ezt
pedig E" definicidja alapjan a legkézenfekvébb, hiszen az a legsziikebb fiiggvényhalmaz,
ami rendelkezik bizonyos tulajdonsagokkal, igy elég belatni, hogy F'is rendelkezik ezekkel.

,ger = Jf+ger: Legyen 1 C +g). or létezik Ji, Jo a kovetkezdképpen:
f.ge F= f+geF: Legyen I C D(f + g). Ekkor létezik J,Jy a kovetkezoke
J1 C I, fly, € &y, illetve Jy C Jy, gls € Ej,- EbbO] kévetkezben f + g € £, =
f+g€eF. Az f-qg, f/g (g # 0) esetek szintén belathatéak nagyon hasonloan.

f,g€ F= foge F: Legyen I C D(f og). Ha g konstans, akkor nyilvanvald az &llitas,
tegyiik fel tovabbiakban, hogy g nem konstans. Ebbél I C D(g), g(I) C D(f). F
definicioja miatt létezik Jy, amire g|;, € &;,. Ezutan pedig £, definicidja miatt,
illetve az analitikus fliggvények tulajdonsidgai miatt létezik J C J; melyre g €
(&1, N Ay), illetve J3 C Jo, melyen g|;, szigortan monoton. Ez kell ahhoz, hogy
hogy talaljunk I; C g(J3)-t, melyre f|;, € &r,. Legyen ezek utan Jy = J3 N g~ '(1).
Erre teljesiil, hogy g € £j,, flg) € €4, amibdl kovetkezéen f o g, € E;,.

f algebrai F felett: Mivel f algebrai, igy létezik minimalis n € N*, ag,...,a, € F,
melyekre a, f + ... + a1 f + a9 = 0 D(f)-n a,, Z 0 semmilyen intervallumon. Legyen
I C D(f), ekkor 3 I C I, melyre a;|;, € &, minden i-re. Ekkor 31, C I3, ahol
a;|1, analitikus, és a,, # 0. Vizsgaljuk meg a minimélpolinomot egy xy € R helyen.
Legyenek P = a,(xzg) - 2" + ... + ap(zo) gyokei z1(zo), ..., 2n(x0). Mivel n minimaélis,
igy az el6z6 kifejezés derivaltja f(x) helyen nem lehet 0. Ekkor viszont léteik egy
I3 C I intervallum is, melyen f-et behelyettesitve nem kapok 0-t sehol. Ekkor, ha P-

n-an-2" " 14...4aq
an-z2"+...4ag

polusa van xg-ban. Ezutan a Cauchy-integralfomulat szeretnénk hasznélni annak

re komplex fiiggvényként tekintiink, a P'/P = kifejezésnek egyszeres

bizonyitésara, hogy f analitikus, amibdl nyilvanvaléan kovetkezik, hogy f € F.
Ehhez valasszunk egy olyan § > 0-t, melyre létezik =1, r ugy, hpgy I, = (21 —0, 21+
0) C I, illetve, ha |x — 1| < 6, akkor |f(x) — f(z1)| < r, illetve a tobbi gydkre

|zi(x) — f(xq1)| > r. Ilyen van, hiszen O-karakterisztika miatt a minimélpolinomnak
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nincsenek tobbszoros gyokei, tehat zq, ..., z, kiillonbozdk, és f nem kétszeres gyok,
hiszen I3-on beliil sehol sem 0 a derivaltba helyettesitve. Nevezziik az f(x;) koriili
r sugard kort K-nak. Ezutan, mivel %z =>. Z_Zzi(x) => 1+ Z_Z(x) 4.2.12[ és P

gyoktényezGs alakja miatt), alkalmazhato a Cauchy-integralformula:

/ %’~zdz:2m'~f(x)

tehéat f|;, holomorf, igy analitikus.

Az utolso par lépés az, hogy a specifikus fiiggvények, amiket megkoveteliink E"-t61 tényleg
benne vannak F-ben is. Ezek koziil nem fogom az Osszeset részletesen levezetni, mert
mindegyikre hasonlé a gondolatmenet. A konstansfiiggvények trividlisan € F, ebbdl a
hatvanyfiiggvények: z¢ = 9@ a (0,00)-n, tehat € F. a® = €9 ¢ F, sin(r) =
em_;_m’ cos(x) ugyanigy. Legyen y = arcsin(z), = € [—1,1]. Ekkor sin(y) = z, cos(y) =

V1 — 22 Ebb6l ¥ = cos(y) + i - sin(y) = V1 — 22 + iz, tehat iy = log(v/1 — 22 + ix) €

&(-1,1)- A tobbi pedig hasonldan szintén belathato, igy készen vagyunk. [

4.5. Liouville(-Rosenlicht)-tétel

Ebben a fejezetben mondom ki és bizonyitom a Liouville-Rosenlicht-tételt. Ez a tétel ad
egy erds feltételt arra, hogy ha egy elemi fiiggvény rendelkezik elemi primitiv fliggvénnyel,
akkor annak a primitiv fiiggvénynek egy egészen kétott alakban is el§ kell allnia. A tételt
elgszor Liouville bizonyitotta, ¢ teljesen analitikus modszerekkel, igy sok szakirodalom,
peldaul [I], Liouville tételeként hivatkozik ra. Az elsé tisztan algebrai bizonyitast Rosen-
licht publikalta. Ebbdél az algebrai eszkoztarbol Risch késébb egy lényegesen erGsebb tételt

is bizonyitott, ezt én csak kimondom.

4.5.1. Lemma. Legyen F' C K algebrai bovités, d derivdlds F-en, kiterjed K-ra. Ekkor
a € K konstans akkor, és csak akkor, ha a algebrai const(F') folott.

Bizonyitas. Ha a € K konstans, akkor trivialisan algebrai const(F') {616tt, a masik irany:

legyen a algebrai const(F) f6l6tt: 16tezik f minimalpolinom, melyre f € const(F)[x], f #
0, f(a) = 0. Ekkor [4.2.13| értelmében
of

0= (f(a)) = f'(a) + 5 (a) - &

ahol f’(a) =0, f definicidja miatt, viszont mivel f minimalpolinom, igy g—i(a) # 0, tehat

ez az egyenlGség csak ugy allhat fenn, ha o’ = 0, tehat a konstans. [
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4.5.2. Lemma. Legyen (F,d) differencidgltest. Ha a € F' eldadll

a:iciz—i

=1

alakban, ahol ¢y, ..., c, € const(F), by, ...,b, € F\{0}, akkor a-nak olyan elddllitisa is van,

amelyben cq, ..., c, linedrisan filiggetlenek Q folitt.

Bizonyitas. Legyen a = Y " | CZ-I;—%, ahol ¢;, b; a tétel feltételei szerint. Tegyiik fel, hogy

C1,...,c, nem linearisan fliggetlenek Q felett: mqic; + ... + myc, = 0, ahol mq,...,m,
valaszthat6 egésznek, m; # 0. ¢; = Z:‘:Q(—ZZI )c; alakban frhato. Ekkor
= m; V= b 1< v, "o v
= (S e ()T

v; =b" by € F\{0} véalasztassal (4.2.12| miatt valoban ez lesz a derivalt). Tehat ekkor
talaltunk egy olyan tétel feltételei szerinti elGallitast a-nak, melyben csak cs, ..., ¢, van
jelen. Ha ezek linearisan fiiggetlenek, akkor készen vagyunk, ha nem, akkor kiejtjiik a

kovetkezs c;-t, melyre m; # 0, és igy tovabb. [J

4.5.3. Tétel (Liouville-Rosenlicht — gyenge alak). Legyen (F,¢) differencidltest, f €
F, g = f, ahol g eleme (F,0) egy olyan elemi bovitésének, amelyben a konstansok ugyan-

azok, mint F'-ben. Ekkor
= — 4.5
/ ;c b, +v (4.5)
ahol c1, ..., ¢, konstansok, b;,v € I és b; # 0

Bizonyitas. Legyen C' = const(F'), f € F, legyen F egy elemi bévitése F-nek, amire C' =
const(E), és g € FE ugy. hogy ¢ = f. Ekkor 3ty,....t,, € E ugy, hogy E = F(ty,...,t,),
és Vi = 1,...,m-re t; elemi F(ty,...,t;_1) folott. m szerinti indukcioval jarunk el: m = O-ra
E = F, tehat —ban szereplé v = g-vel kész ez az eset. Tegyiik fel, hogy m > 0, és
m — 1-ig tudjuk, hogy igaz a tétel. Innent6l t; = ¢t Legyen K = F(t). Mivel F C K C E,
igy C' = const(K), emellett f € K, és E = K(ts, ..., t,,) egy m — 1 elemmel generalt elemi
bévitése F-nek, tehat alkalmazhato az indukcios feltevés, Jv € K by,...,b, € K\{0} és
Cly.yCp € C

n b
— Lt
f=v —|—izlczbi
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l.eset: t algebrai F' folott

2.eset:

Legyen F' C L, ahol F' a t minimalpolinomjanak felbontasi teste; | Gal(L/F')| = N.

[4.3.4] értelmében
n b
f) = Zcz-iél;; T o)
i=1 v

ahol ¢;, ©« = 1,...,n mind € F. Ezutdn adjuk Ossze ezt az Osszefiiggést minden

¢ € Gal(L/F) = I'ra:
N
> wilf) =
j=1

Majd 4.2.12tot felhasznalva, illetve azt, hogy f € F:

RPN e o)}

el

3

NE

j=1 i=1

ahol megjelenik Vi-re N(b;), és T'r(v), amikrsl értelmében tudjuk, hogy F-ben

vannak. Igy N-el valo osztas utan meg is kapjuk a kivant alakot:
1= 3 el (1St
N Tlper w(b ol
el cpeF

Ezzel az algebrai esetben készen vagyunk.

t transzcendens F olstt, és ¢/ = 2. b € F\{0}

Ismét felirjuk f-et 4.5 alakban F'(¢) folott, hasznéalva az indukcios feltevést. Mivel ¢
transzcendens, igy létezik F' < L = F(dy,...,ds) valamilyen s-re, ahol minden i-re
b; és v szamlaloi és nevezdi (t — d;) faktorokra bomlanak. (F'(t) izomorf F'(x)-szel,

ahol z valtozo)

bizaiH(t— d;)mi v—th—

j=1

b_d <~ t—d,
bz‘ al+z jt—dj
J=1

illetve v-t parcialis tortekre bontva (a kipontozott részek nem lesznek fontosak,

ARSI E

4.2. 19}t felhasznalva:

ahogy hamarosan latjuk:
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Mivel v’-ban minden ¢ — d;-s tag a nevezében legalabb négyzetes lesz, és ezt nem
tudja semmi kiejteni sem v-ben, sem a b;-k koziil, hiszen ott minden nevezé elséfok,
ezért v = p, ahol p € L[t] (tehat p = a,t™ + ... + ait + ao alakd). Elgszor tegyiik
fel, hogy deg(p) = 0. Ekkor v konstans, és mivel a konstansok ugyanazok F(t)-ben,
mint F-ben, igy kész vagyunk. Ha deg(p) = 1:

U:hlt+h0a hl7h0€F

v = hit+ hat + by

ahol hl, h{y € F' és mivel deg(v') = 0, igy h} = 0, tehat hy konstans, v' = hl%/ + hy,.
Innen kész vagyunk, hiszen a hl%/ részt hozzérakhatjuk az alak szummas részéhez,

és v-t atdefinialjuk hy-nek. Végil pedig, ha deg(p) > 2:
v = hgt* 4+ ... + hyt + ho

k
v = hitt +

ebbdl kovetkezden, mivel deg(v,) < k — 1, igy hy konstans.
/

b
V" = (hkgk: + R O

ebbdl kovetkezsen, mivel deg(v”) < k — 2, igy
/

b
bk + iy =0

v 1 '
=—=( - —hy
b ( hkk’“>

tehat mindkét oldalnak véve a primitiv fiiggvényét:

1
t=——hy_
Ik k—1 T+ ¢

/
rendezve % = t'-re:

ahol viszont a jobb oldal € F, a baloldal nem, tehat ellentmondas. Igy a v-vel készen
vagyunk, maradtak még a b;-k. Mivel ¢ transzcendens L f6lott is, és v nem tudja
kiejteni az el6zéek miatt a 1;’_—;13 -s tagokat, igy t' — d; = 0, tehat (t — d;)’ = 0, ebbdl
kovetkezoen ¢ — d; konstans. Itt hasznalhatjuk a lemmat, hiszen L(t) algebrai

bévitése F(t)-nek, aminek viszont a konstansai megegyeznek F' konstansaival a tétel

feltételei miatt. Tehat a lemmabol kovetkezden ¢ — d; algebrai const(F) folott, és
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3. eset:

mivel d; algebrai, igy t-nek is annak kéne lennie, ellentmondas. Tehat ahhoz, hogy
tt:dj egyiitthatojanak kell O-nak lennie, ez a kovetkezs:

d;
( i ciml-j) =0
=1

Itt pedig felhasznalhatjuk [£.5.2}, miszerint feltehetd, hogy a ¢;-k linearisan fiiggetle-
nek. Ebbdl kovetkezik, hogy Vi, j-re m;; = 0, tehat b; = a; € F'. Ezzel a logaritmikus

kiessenek,

eset is készen van.

t transzcendens F folott, ' = tb',b € F
Hasonloan a logaritmikus esethez, itt is azzal kezdjiik, hogy vesziink egy nagy F' <
F(t)(dy, ..., ds) testet, ahol minden b; és a v is linearis faktorokra bomlik ¢-ben:

bi=a; [ J(t = dj)™i,0 =e]J(t - d;)"
j=1 J=1
boood : t —d; al : s bd; — d.
A L = b P —)
bi ai_l—jz:;mjt—dj ai‘l’;mj +;m] t—d]

ahol
a’ z
2y Z m;b € F

a.
i =1

4.5.4. Allitas. Ha d; # 0, akkor b'd; — d} # 0.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy 0'd; — d; = 0 az éllités feltételei mellett. Ekkor ren-
dezve az egyenletet:
d’ t
Syt
d; t
amibdl kovetkezik, hogy % konstans, ami hasonléan, mint a logaritmikus esetben,
J
ellentmondéshoz vezet a[£5.1] lemma miatt. [
Ezek utdn v-t az el6z6 esethez hasonléan bontsuk parcialis tortekre: v = p +

> gy ahol a € F(dy,...,ds). Egy ilyen a-s tagot kiragadva:

! ! th —d,
Q@ __« +a(—Fk) ]
(t —dy)* (t —d;)* (6 —dj)*+t
hasonl6 triikk utan, amit a b;-knél végeztiink:

o (t — d-)b’ +d.b —d; o + (—ka)b’ djb/ —d.
_ j j i _ j
—ay TR T e =y TR
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és ebben az alakban ismét elmondhaté hasonléan a logaritmikus esethez, hogy, ha

k > 0, akkor, ha vessziik a legnagyobb k-t, ami el6fordul a ¢ — d;-s tag kitevGjében,

arra (—ka)&—;{i@—t nem tudnank kiejteni sehogyan 4.5.4{ miatt, tehat a jobb oldal

nem lenne része F-nek, ami ellentmondés. Tehat

14
V= E ot
T=p

ahol u < v, oy € F(dy,...,ds), o, a,, # 0. Ebbdl kovetkezGen

v

v = Z(a; + it )t
i=p
Mivel v-ben csak a ¢t valamely hatvanyai szerepelhetnek nevezének, igy ebbdl azt is
elmondhatjuk, hogy a (t — dj) nevezsji részeit a » czl;—/ résznek sem tudja kiejteni
semmi. Az t_—ldj—s tagok egyiitthatoja igy 0 kell hogy legyen. Erre rendezve az eredeti

Osszefiiggést:
~ ! ® - Vdj — d;
Yo, =3 (e )+
’L:1 jil =1
ahol 8 a jobb oldal mar biztosan F-ben levé része. Mivel szerint b'd; — d; # 0,
amennyiben d; # 0, és ¢;-k valaszthatok lineédrisan fiiggetlennek, igy m;j = 0 minden

i,j-re, amire d; # 0. Tehat b; = a;1]}, amibdl Z—/ = Z—/ + m;;t Osszegezve eddig:

oy n !
f= g cib—l—i—v’: g gl + o
i . a;
i=1 =1

Ezek koziil, mivel f € F, és a jobb oldal 6sszes Osszeadandoja is F-ben van v'-
n kiviil, igy v’-nek is kotelessége F-ben lennie. Ebb6] viszont kévetkezik, hogy !
Vi # O-ra el kell, hogy ttinjon. Tegyiik fel tehat, hogy o) + ia;b’ = 0. Ekkor

o t/

Q;
hasonlé gondolatmenettel beldthatd, mint ahogy mar lattuk, hogy ez azt jelenti,
hogy «;t" konstans F'(t)(dy,...,ds) felett, és ez ellentmondashoz vezet. Tehat v =
ap € F(t), de ap algebrai F felett, tehat ay € F. Osszegezve:

n a
f = ZCZG—Z —+ Cb, —+ ?/(Z Oéo)
i=1 ¢

tehat v = (cb + v) valasztéassal ismét a kivant alakra hoztuk, ezzel kész a tétel

bizonyitasa.
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g

4.5.5. Tétel (Liouville-Rosenlicht — erds alak). Legyen (K, d) differencidgltest, C =
const(K), és f € K. Ha létezik E elemi bévitése K-nak, és g € E, melyre d(g) = f, akkor
léteznek v € K, c1,...,cn € K, s uy, ..., un € K(cy,...,cn), aholu; #0, i =1,...,n, és

v) +Zcid(u)

A tétel bizonyitasa megtalalhato [1] 145-146. oldalan.

(4.6)

4.6. Liouville-Rosenlicht-tétel kovetkezményei

4.6.1. Tétel. Legyen f,g € C(z), g nem konstans. Ha [ f - e? elemi, akkor [ f-e9 =
h-ed+c, heC(x).

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy [ f-e? = F-re létezik I, amire F|; € &, tehat léteznek
C(x) C Fy C ... C Fy-k ugy, hogy F € Fy, ¢s Fy elemi bovitése C(z)-nek. A tétel
feltevése miatt F”' = f-e9. t = €9 jeloléssel legyen Fy = C(x)(t), ekkor, mivel f -t € F7,

és €9 derivaltja nem konstans, igy a Liouville-Rosenlicht-tétel gyenge alakja hasznalhato,

n /
_ uz‘ /
=S ea—"4v
y U;
i=1

ahol ¢; konstans, u;,v € F). Ekkor létezik F; C K véges algebrai bévités, melyben wu;
szamlaloi és nevezdi, és v nevezdje linearis faktorokra bomlanak: 3 dy, ..., d, € K algeb-
raiak C(z) folstt, melyekre u; = a; [[;_;(t — dj)™, v = p(t) + 3204 X242, e ahol
p(t) =en - tN + ...+ e -t +eo, a;,bjr € C(x). Ekkor f -t a kivetkezd alakban 1rhato.

d/
f-t:Z < —l—me P )+((e'N—i-N-eN-g/)-tN+(e’1+el-g')-t+eo>+

SOV R )
33 ()

Ez egy egyenlgség C(x)(dy, ..., ds)-ben, és mivel a bal oldalon csak els6 hatvanyban jelenik

meg t, igy a jobb oldalon is mindennek ki kell esnie, amiben nem els¢ hatvanyon szerepel,

hiszen nem lehet méas tagban t. Igy ez atalakul a kovetkezové:

ft=(i+er-g)t
f=ée +eyd
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és, mivel (e;-t) =ej-t+e -t-g = (e +erg)-t=f-t igy valoban [ f-e9 =e;-e?+C,
ahol e; € C(z), hiszen p(t) € C(x)[t]. O

4.6.2. Tétel. fe_szx nem elemi.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy létezik elemi primitiv fiiggvénye. A tétel értelmében
muszaj, hogy az aldbbi alakban is fel lehessen irni:
/eIde = De—? +c
q
w2 _Pa—pd 2 P2
e’ =——>—c¢
q q

amit atrendezve:

*=p'q—pqd —pg2e
mivel minden tagot a pg’-n kiviil osztja ¢, ezért pq’-t is: q|pq’, mivel p és ¢ relativ primek:
q|q’, ami csak ugy lehetséges, ha ¢ konstans, tehat ¢ = 0. Egyszertsitve ezutan g-val az
egyenletet:

q=p —p

ami ellentmondas, hiszen deg(p2z) > deg(p’), tehat a ketts kiilonbsége semmiképp sem
lehet konstans, mert p2x fGegyiitthatoja nem fog kiesni (p # 0). O

4.6.3. Definicio. Li(z) = [; 55

4.6.4. Megjegyzés. A kivetkezd sejtés ekvivalens a Riemann-sejtéssel ([4)] 5.5 alfejezet):
| Li(z) — w(z)| < O(x27%), ahol 7(x) a primek szdmdt jelenti 0-t6l z-ig, ¢ > 0 tetszdleges.

4.6.5. Tétel. [ @dm nem elemi.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy létezik elemi primitiv fiiggvénye. A tétel értelmében

a log(t) = u helyettesités utan ismét muszaj, hogy az alabbi alakban is fel lehessen irni:

1 1
/ dt:/—e“du:ge“—l—c
log(t) u q

1 / _ /
1._7a 2pq R
u q q
1 / _ /
1 _pq 2pq P
u q q
1 pg—-pd p
— 2 _l’__
log(t) q q

ami ellentmondés, mert log(t) transzcendens fiiggvény. [
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5. fejezet
Algebrai fuggvények integralasa I1.

Most, hogy rendelkeziink a Liouville-Rosenlicht-tétellel, vazlatosan ismertetem az algebrai
fiiggvényeket integralé algoritmust. Ez a fejezet [3| 2.3-as és 2.4-es alfejezetei alapjan

készilt.

5.1. Trager algoritmusa I.

A tovabbiakban alakban keressiik a tetsz6leges algebrai fiiggvényiink primitiv fiigg-
vényét. Ebbdl elGszor v-re fokuszalunk. Trager azt a megoldast talalta, hogy egy helyet-
tesitéssel el fogjuk tudni érni, hogy vagy v' = 0, vagy f nem rendelkezik elemi primitiv

fiiggvénnyel. Miel6tt a modszert ismertetem sziikségiink van par definiciora.

5.1.1. Definicio. Legyen E egy véges, algebrai bovitése K(x) hdnyadostestnek. Ekkor
a € E integrdl a végtelenben, ha létezik P = Y | a;y' € Kz][y], amire p(z,a) = 0 és
deg(a,,) > deg(a;) minden i-re. Ha o nem integrdl a végtelenben, akkor azt mondjuk, hogy

polusa van a végtelenben.

5.1.2. Megjegyzés. Egqy A/D € K(x) raciondlis tortfiggvény pontosan akkor integrdl a
végtelenben, ha deg(A) < deg(D), mivel A/D zérushelye a Dy — A-nak.

5.1.3. Definici6é. O, = {a € £ : « integrdl a végtelenben}

5.1.4. Definicié. Egy (by,...,b,) € E™ normdlis a végtelenben, ha léteznek ry,....,1, €
K(z), melyekre minden o € Oy letrhato a kovetkezd formdban: Y., Bir;b;/C, ahol
C, By, ..., B, € K[x], és deg(C) > deg(B;) minden i-re.
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5.1.5. Definicido. Legyen K(x) C F wvéges algebrai bovités. Ez leirhato egy f(x,y) €

K[x][y] polinom gydkeivel valo bévitéssel. Ekkor egqy véges x = a helyen az eldgazdsi indexek

az f(a,y) egyvdltozds polinom gyidkeinek multiplicitasai. (Tehdt, hogy "hdnyszoros pontjai

a gorbének”).

A kovetkezd definicidhoz sziikség lesz a végtelenben levs elagazasi indexre is. Erre ugy

gondolunk, mintha a projektiv sikon a végtelen tavoli pontra a gérbén vennénk az eldgazasi

indexet. Ha az x valtozot lecseréljiik 1/z-re, akkor ez visszavezethets a véges esetre.

5.1.6. Definici6. Azt mondjuk, hogy az adx differencidlforma reguldris a végtelenben, ha

az' VT € Oy, ahol r a legkisebb eldgazdsi index a végtelenben.

Ezek utan az algoritmus els6 része a kovetkezd 1épéseket teszi (az alabbiakban f az

integralando fiiggvény):

1.

Valasszuk E-nek egy b bazisat K (z) felett, ami integralelemekbdl all.

. Valasszunk N € Z-t gy, hogy N ne legyen f nevezGjének zérushelye, illetve ne

legyen E diszkriminénsa K (x) {6l6tt, és hajtsuk végre a kévetkezd helyettesitést:
x=N+1 de=—dz/2%

Szamitsuk ki E-nek egy w integralbéazisat K (x) f6lott, és tegyiik normaélissé a vég-

telenben.

Hajtsuk végre az Hermite-redukcidt f-en w-t hasznélva. Ebbél kapunk g, h € E-t,

amikre [ fdz = g+ [ hdz és h négyzetmentes nevezdvel rendelkezik w szeint.
Ha hz*-nek polusa van a végtelenben, akkor [ hdz, és [ fdz nem elemi fiiggvények.

Ha nincs poélusa, akkor f hdz elemi akkor és csak akkor, ha léteznek cq,...,c;, € K

konstansok, és uy, ..., ux € E(cq, ..., cx), u; # 0, melyekre

h = u—u1+...+—uk (5.1)

Annak a modja, hogy hogyan tesziink normélissé egy integralbazist; hogy ilyenkor miért

muszéj, hogy v' 0 legyen, illetve a tobbi homalyossidg megtalalhatéd [9]-ben, ezeket nem

részletezem.
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5.2. Trager algoritmusa II.

Az el6z6 algoritmusrészlet utan tehat a feladatunk, hogy kiszamoljuk cq, ..., ¢,-t, és uq, ..., Uy,-
t. Ahhoz, hogy az algoritmus masodik felét véghez tudjuk vinni, teljesiilnie kell par felté-
telnek:

(i) Van egy olyan primitiv (tehat az "egyiitthat6i"-nak kitiintetett kozos osztoja 1)
y € Ok, integralelemiink, melyre E = K(z)(y).

(ii) |E: K(z)| = |E : K(2)|, tehat y minimélpolinoma még K folott is irreducibilis.
(iii) Van egy olyan w integralbazisunk, ami normalis a végtelenben.

Ugyan a szamitasi koltsége elég draga tud lenni, [9]-ban megtalalhato, hogy ezeket a
feltételeket hogyan lehet teljesiteni.
Az algoritmus kovetkezs 1épéseihez ismét sziikség van par definiciéra. Az alabbi defi-

niciockban F = K(z)(y) véges algebrai bévitése K (z)-nek.:

5.2.1. Definicid. Legyen p polinom. pp,(p)-vel jelolom az x vdltozora nézve primitivvé

tevését p-nek, tehdt p x-re rendezett eqyiitthatoinak kitintetett k6zos osztoival valo osztdst.

5.2.2. Definici6. E-nek egy P helye egy olyan valodi lokdlis részgyirdje E-nek, mely

tartalmazza K-t.

5.2.3. Definicid. Divizornak neveziink egy olyan Y npP véges tartéval rendelkezd for-

malis szummdt, ahol np € Z, a P-k pedig helyek.

5.2.4. Definici6. Legyen P egy hely, ekkor a mazimadlis idedlja pp eqy fdidedl, tehdt
legyen p € E egy generdtora up-nek. A rend P-nél az a vp : E\{0} — Z fiiggvény, mely
hozzdrendeli egy f € E\{0}-hez azt a legnagyobb k € Z-t, melyre f € p*P.

5.2.5. Definicié. Legyen f € E\{0}. Ekkor f divizora (f) =) v,(f)P, ahol a szumma

végigfut az dsszes P helyen.

5.2.6. Megjegyzés. Lz tényleg eqy divizor, hiszen véges tartdja van, mivel vp(f) # 0

akkor és csak akkor, ha P-ben pdlusa vagy zérushelye van f-nek.

5.2.7. Definicid. Egy divizort fédivizornak hivunk, ha § =Y npP-re § = (f) valamilyen
f € E\{0}-ra.
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Ezutan a definicidsorozat utan készen allok ismertetni Trager algoritmusanak masodik

részét:

—_

Legyen > | A;w; h szamlaloja w szerint, és legyen D a négyzetmentes nevezdje.

. Irjuk at a szamlalot G/H alakra, ahol G € K|z,y] and H € K|z

. Legyen F' € K]|z,y| y minimélpolinomja K (z) folott, t legyen egy 1j valtozo, és

szamoljuk ki
dD
R(t) = res, (ppt <resy (G - tHd—, F)),D) € Klt]-t.
z

Legyenek ay,...,a, € K a kiilonb6z6 nem 0 gydkei R-nek, (qi,...,qx) legyen egy
bazisa a vektortérnek, amit generalnak Q folott. Az a;-ket irjuk fel a bazis szerint:
a; = Ti1q1 + ... + rigqr minden i-re, ahol r;; € Q, és legyen m > 0 egy kozds nevezs

minden r;;-nek.

. Minden 1 < j < k-re legyen 0; = > mr;; >, P, ahol 1, az elagazasi indexe

Pr-nek, és P, végigmegy az Gsszes helyen, ahol hdz-nek rjo; reziduuma van.

. Ha vannak nemnulla egészek ng,...ny, amikre n;0; fédivizor minden j-re, akkor

legyen
k
b LN 4 A
m = nju; dz

ahol u; € E(ov,...,5)\{0} olyan, hogy (u;) = n;d;. Ha u = 0, akkor [hdz =

Z?Zl qj lori%j), kiilonben pedig, ha u # 0, vagy nincsen n; semmilyen j-re sem,

akkor h-nak nincs elemi primitiv fliggvénye.

Ismét a részletes magyarazat arra, hogy miért miikodik az algoritmus masodik fele,

megtalalhato [9]-ban. Alabb par példa az algoritmus miikbdésére:

5.2.8. Példa. 1. Legyen, mmtben, [ = = Ekkor az dtalakitdsok sordn ebbdl

f= 1o € E=Q@ll/( — "~ 1)

lesz, ahol (wy,wy) = (1,y) egy integralbazis, ami rdaddsul normdlis a végtelenben,
é¢s D = 1 — a® pedig négyzetmentes. A szamldlo xw, = xy, tehdt a kiszdmolandd

rezultdns:

res, (ppy(resy (zy + 3tx?, y? + 2° — 1)), 1 — 2°) = 729¢
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ami nem rendelkezik 0-tol kiilonbézd gyokokkel. Mivel f # 0, igy arra a kévetkezte-
tésre jutunk, hogy [ fdx nem elemi figgvény.

2. Legyen f = m/f—? Ekkor ismét az dtalakitdsok utdn

f=—5eE=@/y+a" -1

ahol (wy,wy) = (1,y) egy integrdlbdzis, ami a végtelenben normdlis, és D = x — z*

négyzetmentes. Ekkor a kiszdmolando rezultans:
res, (ppy(res, (y + t(42® — 1,y% + 2° — 1)),z — 2*) = 720t°(#* — 1) .

Ennek a nemnulla gyokei 1, és az integrandusnak 1 a reziduuma azon a P he-
lyen, amely az (xz,y) = (0,1) pontnak felel meg, és —1 azon a @Q helyen, mely az
(z,y) = (0, —1) helynek felel meg, tehdt a divizor 6 = P — Q. Ezutdn 0, és 26; nem

fodivizorok, de

- () v My

y+1) C a3 -1+
tehdt
/ dx :110g<m—1>
/1 —23 3 V1I—a23+1
Megjegyezném, hogy ugyan én ilyen mélységig szerettem volna ismertetni a szimbo-
likus integralasi eszkoztarat, valojaban ennél tovabb is lehet altalanositani az itt leirt
modszereket, tetszéleges elemi fliggvények integraldsaig. Ennek a leirdsa részletesen meg-

talalhato [I] 5., illetve azuténi fejezeteiben.
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Alulirott Kovacs Dominik nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése soran az alabb

felsorot feladatok elvégzésére a megadott MI alapi eszkozt alkalmaztam:

Feladat

Felhasznalt eszkoz

Felhasznalas helye

Megjegyzés

Irodalomkeresés

Gemini 3.5 Flash

2. fejezet

Csebisev tételére kerestem bizonyitast.

A felsorolton tul méas MI alapt eszkézt nem hasznaltam.
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