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Bevezetés

A gyakorlati vilagban rendkiviil gyakran talalkozhatunk olyan feladatokkal, mint
egy termelési folyamat megszervezése, egy logisztikai hélozat miikodtetése vagy
egy infrastruktira megtervezése. Ezekben a feladatokban tipikusan sok, egyméssal
versengd lehetdség koziil kell kivalasztanunk a legkedvezébb megoldast, mikézben
kapacitas-, id6- vagy koltségkorlatokat is figyelembe kell venniink. A matematika-
ban ezek a problémak kombinatorikus optimalizalési feladatokként jelennek meg. Az
ilyen problémék szamottevs része jol megfogalmazhatéd linearis, illetve egészértéki
programozasi feladatként. Eppen ezért az operaciokutatasban mar régota kiemelt
témakor az ilyen tipusu feladatok megoldasa. A teriilet egyik mérfoldkove a szimp-
lex modszer megjelenése volt, amelyet George B. Dantzig 1947-ben dolgozott ki. Az
eljaras hosszu idén at meghatarozo eszkoze volt a linearis programozési feladatok
megoldasanak. Az algoritmus sikere ellenére a gyakorlati modellek mérete az elmilt
évtizedekben folyamatosan nétt. Gyakran talalkozunk olyan nagyméreti lineéris és
kiilonosen egészértékd programozasi feladatokkal, amelyek kozvetlen kezelése még
ma sem nem realis. Ennélfogva egyre nagyobb figyelem irdanyul azokra az eljarasok-
ra, amelyek a feladatok nagy mérete mellett is kezelhetévé teszik a szamitasokat.
A szakdolgozatban két, kifejezetten nagymeéretd problémakra kidolgozott modszert
vizsgalunk, és bemutatjuk azok részletes alkalmazasat egy konkrét litemezési fel-
adatra.

A szakdolgozat els fejezete az elméleti hattér Gsszefoglalasara szolgal. Attekintjiik
a linearis és egészértékd programozas alapfogalmait, valamint a dolgozat késGbbi
részeiben hasznélt nevezetes tételeket.

A masodik fejezetben az oszlopgenerdlds és a Lagrange-relaxdcios eljdrds elméleti
alapjait ismertetjiik. Bemutatjuk az algoritmusok miikodési elvét és f6bb 1épéseit,
majd roviden kitériink azok alkalmazasi teriileteire.

A harmadik fejezetben a korabban targyalt modszereket az egygépes kizds hatdridds
ttemezési problémdra (SMCDD) alkalmazzuk. Részletesen leirjuk a feladatot, majd
egészértékid programozési feladatként modellezziik. Ezt kovetGen bemutatjuk az
oszlopgenerélas és a Lagrange-relaxéacié formaélis illesztését a modellhez.

A negyedik fejezet a szoftveres megvaldsitast és a kisérleti kiértékelést foglalja ossze.
Bemutatjuk az implementacio f6 szerkezeti elemeit, majd elemezziik az alkalmazott
modszerek viselkedését és futédsidejét. A kapott eredmények alapjan kirajzolodnak
a modszerek gyakorlati sajatossagai, erGsségeik és gyengeségeik.



1. Elméleti hattér

Ebben a fejezetben attekintjiik a linearis és egészértékii programozasi feladatok alap-
fogalmait, és bemutatjuk azokat a nevezetes tételeket, amelyek megalapozzak a ké-
s6bbi modszereinket. Ezzel parhuzamosan bevezetjiik azt a jelolésrendszert, amit
az egész dolgozatban alkalmazni fogunk. A formalizmus egyszertsitése érdekében
— a szakirodalmi konvencioknak megfelelGen — a vektorok balrél torténd szorzésa-
kor eltekintiink a transzponélas explicit jelolésétdl, kivéve azokat az eseteket, ahol
a jelolés hidnya veszélyeztetné a levezetés egyértelmitiségét.

1.1. Linearis és Egészértékii programozasi feladatok

1.1. Definicié (Linearis programozasi feladat). Linedris programozdsi (LP) felada-
ton egy olyan optimalizdldsi problémdt értink, amelyben a célfiigguény és a feltétel-
rendszer is linedris. Standard alakban a feladat a kovetkezdképpen irhato fel:

max cx : (1.1)
Ax =b (1.2)
x>0 (1.3)

ahol ¢ € R™ a koltségfiigguényt leiré sorvektor, A € R™ " q feltételrendszert leird
mdtrix, b € R™ a korldtokat leiro vektor, x € R"™ a vdltozok vektora és n,m € N.

1.2. Megjegyzés. Ha a vdltozokra egészértékiségi feltételeket is megszabunk
(x € Z"), akkor feladatot Egészértéki programozdsi (IP) feladatnak nevezziik.

1.3. Megjegyzés. Az elézdekben bevezetett (1.1)—(1.3) formdji feladatot primdl
feladatnak nevezziik. FEhhez minden esetben hozzdrendelhetd eqy ugynevezett dudl
feladat, amely a kovetkezdképpen irhato fel:

min yb (1.4)
yA>c (1.5)

aholy € R™ a dudl vdltozok sorvektora. Ez a két feladat egyiitt alkotja a primdl-dudl
feladatpart.

1.4. Megjegyzés. A linedris programozdsi feladatokat nem csak a standard ((1.1)-
(1.8), (1.4)-(1.5)) alakokban tudjuk felirni. A kovetkezd dbra dltaldnosan mutatja a
primdl-dudl feladatpdrt, igy ebbdl kézvetleniil kiolvashatok a megfeleld primdl és dudl
feltételek, valamint a két feladat célfiigguénye.
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1.2. Nevezetes Tételek

A kovetkezékben a linearis programozas elméletének azon alapvetd tételeit tekintjiik
at, amelyeket a dolgozat késébbi fejezeteiben felhasznalunk. Mivel ezek az Gsszefiig-
gések a szakirodalomban jol ismertek, a bizonyitasok részletezésétsl eltekintiink.

A linearis programozés elméletében kozponti szerepet toltenek be a dualitas tételek,
amelyek erds Osszefliggést teremtenek a primal és dual problémék kozott. A tételek
megfelel§ kimondasdhoz vezessiik be a kdvetkezd halmazokat:

Legyen P:={z € R" | Ax =0, z > 0}

és legyen D := {y € R™ | yA > ¢}

1.5. Tétel (Gyenge dualitas tétel). Ha x € P ésy € D, akkor cx < yb .

1.6. Tétel (Dualitas tétel). Legyen max () := -00 és legyen min () := oo . Ha P # ()
vagy D # 0, akkor 3 maz cx és 3 min yb tovdbbd max cx = min yb.

A késébbiekben sziikségiink lesz annak ellenérzésére, hogy egy adott megoldas optimalis-
e a megadott célfiiggvényre nézve. Ennek igazolasahoz a kovetkezd tételt fogjuk
alkalmazni:

1.7. Tétel (Optimalitési feltétel). Legyen x € P, y € D. x és y pontosan akkor
optimdlis megolddsa a primdl illetve dudl feladatnak, ha V¥V x; > 0 esetén ya; = ¢;.

A megfelel§ definiciok és tételek bevezetése utan attérhetiink annak meghataroza-
sara, hogy mit értiink kis- és nagymeéretid LP feladatokon. Kisméretid feladatokon
olyan problémakat értiink, ahol a valtozok és korlatok szama legfeljebb néhény ezer-
re tehet6. Ezek megoldasara szémos, jol bevalt algoritmus all rendelkezésiinkre,
mint példéul a szimplex-modszerek vagy a bels6pontos algoritmusok. Ezzel szem-
ben nagyméretii feladatnak tekintjiik azokat az eseteket, amelyek kozvetleniil mér
nem oldhatok meg az el6bbi modszerekkel. Ugyanakkor elméleti szempontbol a fel-
adatok méretét nem a valtozok és korlatok szaméaval, hanem a bemenet kodolési
hosszéaval szokas jellemezni.

1.8. Definici6é (Bemeneti méret). Tekintsik az aldbbi alaki LP feladatot.
max{ cx: Az < b, x € R" },

ahol A € Q™™ b e Qm, c € Q" sorvektor.
Ekkor a feladat bemeneti mérete a kovetkezéképpen definidlhato:

size(A, b, c) = Z Z len(a;;) + Z len(b;) + Z len(c;),
=1 j=1 =1 j=1

ahol len(q) jeloli q bindris reprezentdcidjanak hosszdt.

Polinomidlis méretiinek nevezziik egy LP vagy IP feladatcsalad példanyait, ha 1éte-
zik olyan rogzitett fokszamu polinom p(m,n), amely minden bemenet esetén felsg
korlatot ad a bemenet kddoléasi hosszara. Azaz, ha m a korlatok, n pedig a valtozok
szama, akkor

size(A, b, c) < p(m,n).

Ez azt fejezi ki, hogy a feladat leirdsahoz sziikséges informéacié mennyisége legfeljebb
polinomiélisan né a véltozok és korlatok szamanak fiiggvényében.



Ezzel szemben exponencidlis méretinek tekintjiikk azokat az eseteket, amikor a be-
menet kédolasi hossza valamely paraméterben exponencialisan novekszik, példaul
size(A, b, c) = O(2").

Fontos kiemelni, hogy a polinomiélis méret énmagaban még nem garantélja a gya-
korlati kezelhetGséget. Példaul ha egy LP feladat bemenetét egy stirt m x n méreti
matrix (és a hozza tartozo vektorok) adjak meg, akkor a bemenet mérete mar pusz-
tan az adatok szamabol adodoan is legalabb Q(mn). Ez ugyan polinomiélis korlat
m és n fiiggvényében, de ha m,n ~ 10%, akkor a szimplex- és bels6pontos modszerek
kozvetlen alkalmazasa mar nem realis. Ezért a gyakorlatban eléfordulhat, hogy egy
polinomialis méretd probléma is til nagy ahhoz, hogy klasszikus modszerekkel ha-
tékonyan megoldjuk, és specialis, nagyméret feladatokra fejlesztett algoritmusokra
van sziikség.

2. Modszerek és tulajdonsagaik

Ebben a fejezetben két olyan eljarast mutatunk be, amelyeket nagyméretd opti-
malizalasi feladatok kezelésére fejlesztettek ki: az Oszlopgenerdldst és a Lagrange-
relazxdcids eljardst. Mindkét modszer a feladat szerkezetét kihasznalva teszi lehetévé
a szamitésok célzott egyszertsitését. Az oszlopgeneralas részletes ismertetéséhez
sziikségiink lesz az alabbi definiciokra és tételre:

2.1. Definicié (bazismegoldés, erés bazismegoldas). P := {x € R" | Az < b}.
Jeldlje (A5 ) A azon részmdtrizdnak rangjdt, amely azon a; sorokbdl dll

amelyre a;x = b;.

z € P bdzismegoldds, ha r(A;) = r(A).

Legyen J = {j : z; # 0}. x € P erds bdzismegoldds, ha bdzismegoldds és A J
indezhalmazhoz tartozo oszlopai linedrisan fiiggetlen rendszert alkot.

2.2. Tétel. Legyen P := {x € R" | Ax < b}. Ekkor minden x erds bazismegolddshoz
létezik eqy (esetleg tobb) B € R™AX™A) inyertdlhaté részmdtriva A-nak, amelyre
teljesiil, hogy x elddll a

Bz =1V

egyetlen megolddsanak nulldkkal vald kiegészitéseként, ahol ' a b megfeleld részvek-
tora.

2.3. Megjegyzés. A standard alaku LP feladat struktirdlis tulajdonsdgai miatt
erds bdazismegoldds pontosan akkor, ha A J indexhalmazhoz tartozo oszlopai linedri-
san figgetlen rendszert alkotnak.

2.4. Megjegyzés. A fent definidlt B részmdtrixot bazisnak nevezziik. Standard
alaki feladat esetén a bdazist a J indexhalmaz dltal meghatdrozott oszlopok adjdk.
Eléfordulhat azonban, hogy ezen oszloprendszer rangja kisebb, mint az A mdtriz
rangja. llyenkor a bdzist kiegészitjik r(A) — r({a; | j € J}) darab, a megléviktsl
fiiggetlen oszloppal. Ezekhez a vdltozdkhoz az erds bazismegolddsban x; = 0 tartozik.
Ez biztositja, hogy a bazismdtriz minden esetben tnvertdalhato legyen. Megjeqyezziik,
hogy minden ilyen bazis egyben az A mdtrix oszlopterének egy bazisdt is meghatdrozza.

2.5. Megjegyzés. Eqgy adott B bdazishoz tartozik eqy y dudlvektor, amelyet az
yB =cp

egyenlet egyértelmi megolddsaként kapunk, ahol cg, a ¢ vektor B-hez tartozo része.
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2.6. Definicié (primal és dual megengedett bazis). Tekintsink egy standard alaki
LP feladatot és legyen B az A mdtrix oszlopterének bdzisa. Azt mondjuk, hogy B
primdl megengedett bdzis, ha a Bz = b egyenletrendszer z megolddisa nemnegativ,
azaz ¥V i = 1,...,n esetén z; > 0 . Tovabbd B-t dudl megengedett bazisnak nevezziik,
ha az yB = cp egyenletrendszer y megolddsa teljesiti az 0sszes dudl feltételt, azaz
Vi=1,...,n esetén ya; > ¢;.

2.7. Definicio (redukalt koltség). Legyen adott egy linedris programozdsi feladat,
és jelolje y a feladathoz tartozo dudlvdltozok sorvektordt, valamint a;, a feladatot
leiro A mdtrixz j-edik oszlopdt. Ekkor a j. oszlophoz tartozo redukdlt kéltséget a
kovetkezdképpen definidljuk:

Cj ‘= Yya; — Cj.

2.1. Oszlopgeneralas

Tekintsiink egy standard alakid, nagyméreti linearis programozasi feladatot, és te-
gyiik fel, hogy a sorai linearisan fiiggetlenek. Tegytik fel azt is, hogy a nehézséget az
okozza, hogy a feladatot leir6 matrix oszlopainak szama olyan nagy, hogy a feladatot
a klasszikus megoldasi modszerekkel kozvetleniil nem tudjuk kezelni.

A feladatot tehat a kévetkezs formaban irhatjuk le ill. dbrazolhatjuk:

max{cx: Ax =b,2>0,ceR" AecR™" 2z cR" }

0
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X

y A ;b

VI VI VI

Az oszlopgeneralas alapgondolata az, hogy a teljes A matrixot nem allitjuk el és
nem taroljuk, csak egy részméatrixaval dolgozunk. Ennek megfelelGen elGszor egy
kezelhetd mérett részfeladatot oldunk meg, majd a kapott megoldas alapjan olyan
1j oszlopokat keresiink, amelyek bevonasa javithatja a célfiiggvény értékét. Ez-
utan a feladatot az igy talalt oszlopokkal kibévitjiik, és a kib&vitett részfeladatot
ismételten megoldjuk. Az eljarast addig folytatjuk, amig el nem érjiik az optimalis
megoldast. A redukélt koltség az algoritmusban kulcsszerepet jatszik, ezt pedig az
alabbi Osszefiiggés magyarazza [1]:
Legyen B az oszloptér bazisa amelyhez x erés bazismegoldas tartozik. Vegyiik észre,
hogy a (B~'A)x = B~'b alaku feladat ekvivalens az eredetivel.
Legyenek rendre:
A = B7'A, b := B ', ¢ a redukalt koltségek sorvektora, z a B béazisbél kapott
megoldas (zp) nulldkkal valo kiegészitése, cp pedig a c-nek a B-hez tartozo része.
Ekkor:

c=yA—c=cgB'A—c=cgAd—c



Noveljiik meg egy nem béazisvaltozo értékét egy rogzitett € > 0 szammal ugy hogy
a tobbi nem bazisvaltozo értékét nem valtoztatjuk, igy az nulla marad. Ezutan
vizsgaljuk meg, hogy ennek milyen hatésa van a célfiiggvény értékére.

X' ‘ T — €l \0...0\ € \O...O\

X: ‘ rp ‘0...0‘+€‘0...0‘
B 'B=1 aq b

| cs | [ < | |

Legyen ezen valtoz6 indexe q, azaz z;, := ¢, tovabba legyen x5 olyan, hogy

Ar' =D
egyenldség teljesiiljon. A tulajdonségai miatt ez akkor lehet, ha 2y = xp — ea,.

Ezzel x” megoldas.
A célfiiggvény értéke:

ct' = cxp —ecpay + ec, = cxp — e(cgA — ¢), = cxp — €6, = cx — €5,

Ezzel azt kaptuk, hogy ha ¢, < 0 akkor a célfiggvény értéke ¢|¢,| -nal ng. Ennek
kovetkeztében ahhoz, hogy novelni tudjuk a célfiiggvény értékét, olyan oszlopokat
kell hozzdadnunk a meglévé LP feladathoz amelynek a redukalt koltsége negativ.
Ebbél mar adoédik az algoritmus:

1. Algoritmus Oszlopgeneralas

1: Keressiink egy primal megengedett béazist, amelynek oszlopai alkotjék majd a
kiindulasi LP feladatot.
2: Ismételjiik
3:  Oldjuk meg az LP feladatot.
4: A kapott y dualvaltozokkal keressiik meg a minimalis redukalt koltségii oszlo-
pot.

5. ha talaltunk negativ redukalt koltségt oszlopot akkor
6: gyartsuk le és adjuk hozza az 1j oszlopot a meglévé LP feladathoz.

7: Amig nincs tobb negativ redukalt koltségii oszlop
8: 1 Az aktualis megoldas optimalis.

A 7. lépésben szerepls megallasi feltétel garantalja, hogy az algoritmus az optimalis
megoldas megtalalasakor all le. Ha Vi = 1,... n esetén ¢; > 0, akkor Vi =1,...,n
esetén ya; > ¢;. Ez azt jelenti, hogy a jelenlegi megoldashoz tartozé bazis egyszerre
primél és dual megengedett, igy a 1.7. tétel feltételei teljestilnek, amibdl mar kovetke-
zik a megoldéas optimalitasa. Vegyiik észre, hogy az 4j oszlopokkal bévitett feladat
optimalis megoldésa az el6z6 iteracid eredményénél nem lehet rosszabb, hiszen a
megengedett megoldasok halmaza minden 1épésben béviilhet. Ennek kévetkeztében
az egyes iteraciok soran kapott megoldasok célfiiggvényértéke minden esetben az



eredeti feladat optimalis értékének (egyre jobb) alsé korlatjat adjak. Ezt megfo-
galmazhatjuk dgy is, hogy az részfeladatok optimuménak értékei monoton moédon
konvergdlnak az optimélis megoldas célfiiggvényértékéhez.

2.8. Megjegyzés. A szakirodalmakban az aktudlis LP feladatot Restricted Ma-
ster Problem (RMP)-nek, tovibbd a 4. lépésben szerepld 1j oszlop keresését,
valamint elddllitasat pricing problem-nek nevezik.

A fent bemutatott algoritmus elsGsorban egy altalanos keretet, vagyis sablont biz-
tosit az oszlopgeneralas megvalositasihoz. Gyakorlati alkalmazasa ugyanakkor min-
den esetben a vizsgalt probléma szerkezetéhez igazodik. Az implementécié soran
az egyik legf6bb kihivast a pricing probléma jelenti, amely az eredeti modellbél
levezetett optimalizalasi alfeladatként foghato fel. Ez probléméatol fliggGen igen el-
térd lehet: bizonyos esetekben egy kombinatorikus vagy dinamikus programozasi
megkozelités alkalmazhato, méaskor pedig egy Gj maximalizalasi problémét kell meg-
oldanunk ahhoz, hogy elGallitsuk a megfelel oszlopokat. Ennek kovetkeztében az
oszlopgenerélas gyakorlati hatékonysagat illetve futasidejét nem tudjuk kozvetleniil
jellemezni, hiszen nagymértékben fiigg a felhasznalt Lp-solver teljesitményétdl és at-
tol, hogy a pricing alproblémét milyen médon tudjuk megfogalmazni és megoldani.
A modszer gyakorlati alkalmazasa sordn nem csak az implementacié megvalositasa
jelenthet nehézséget. Gyakori probléma, hogy a generalasi folyamat soran egymas
utan olyan 1j oszlopok keriilnek be az RMP-be, amelyeknek a javitdo hatésa cse-
kély. Ilyen esetekben a részprobléma meérete folyamatosan noévekszik, mikézben az
jonnan bevezetett valtozok nem jarulnak hozza érdemben a célfiiggvény értékének
javitasdhoz. Ez a jelenség nemcsak a konvergenciat lassithatja le, hanem extrém
esetben oda is vezethet, hogy a részprobléma olyan nagyméretivé vélik, hogy a
felhasznalt LP-solver méar nem képes azt kezelni. Az irodalomban ezt a jelensé-
get farokhatdsnak (tailing-off effect) nevezik. Ennek mérséklésére tobb modszer is
ismert. Az ugynevezett box-method esetén a dual valtozokat ideiglenesen egy, az
aktualis megoldas koré valasztott intervallumba korlatozzék, és az RMP-t ezekkel a
kiegészits korlatokkal oldjak meg; ezzel elkeriilhet6k a dual valtozok nagy ugrasai,
és varhatoan kevesebb gyenge, vagyis csekély javulast eredményezé oszlop genera-
lodik. Egy masik elterjedt megkozelités a trust region modszer, amely szintén a
duél valtozok mozgasterét szabalyozza: a megengedett tartoméany (régio) méretét
dinamikusan allitjak; ha egy lépés megfelel§ javulast eredményez, a régiot sziikitik,
ellenkezé esetben kib&vitik. Mindkét eljaras célja a dual valtozok instabil elmoz-
dulésainak korlatozasa, és ezaltal a farokhatas enyhitése. Az emlitett modszerek
részletes ismertetésére jelen dolgozatban nem tériink ki, mert ez tulmutatna a va-
lasztott témakoron; részletesebb leirasért lasd [3].

2.1.1. Alkalmazasi teriiletek

Az eljaras egyik leggyakoribb alkalmazasi teriilete az dtvonal- és halozattervezési
problémak megoldésa. Egy nagy mérett halozatban egy-egy aru- vagy informécio-
aramlas szamara exponencialisan sok tutvonal 1étezhet, ezek koziil azonban a tény-
leges megoldésban csak kevés relevans. Ez jol illeszkedik az oszlopgeneralas struk-
tarajahoz, ahol az egyes ttvonalak oszlopokként jelenhetnek meg a modellben, és
a pricing feladat egy legrévidebb tut jellegl részproblémara vezethets vissza. Erre
szemléletes példat adhat Andreas M. és tarsai tobbkorlatos halozattervezési problé-
méarar6 szolo munkaja [4]. Tipikus példak kozé tartoznak még a vagési és pakolasi

10



feladatok (cutting stock, bin packing), valamint a mtszak- és erdforras-beosztasi
problémék. Az utébbi témakorben reprezentativ példa lehet a Ground Crew
Rostering Problem, amelyben egy kiszolgal6 személyzet tobb hénapos optimalis be-
osztéasat keressiik.[5]. Ezekben az esetekben az oszlopgeneralas lehet6veé teszi, hogy
a teljes modell expliciten torténd felirdsa helyett csak a relevans részproblémakat
oldjuk meg, mikézben a modszer globélisan az optimalis megoldashoz konvergél.

2.2. Lagrange-relaxacios eljaras

A nagyméreti, LP- vagy IP-modellel felirhato optimalizalasi problémak esetén gyak-
ran nem az a cél, hogy az optimélis megoldast teljes pontossaggal meghatarozzuk.
Sok gyakorlati helyzetben méar az is jelentés eredmény, ha az optimélis értékre egy-
szerten elGallithato egy kellGen erds also (vagy felss) korlat. Az ilyen korlatok kiilo-
nosen hasznosak olyan kombinatorikus optimalizalasi feladatoknél is, ahol a pontos
optimum meghatarozéisa szamitasigényes, ugyanakkor a déntéshozatalhoz vagy heu-
risztikus modszerek irdnyitasdhoz elegendé egy erds becslés az optimalis értékre. A
kovetkez6kben bemutatott Lagrange-relaxdcios eljdards éppen ezt a célt szolgalja: a
nehezen kezelhets korlatozo feltételek relaxalasaval olyan részproblémékat kapunk,
amelyek egyszertibben megoldhatok, mikozben az eredeti feladathoz elméletileg meg-
alapozott korlat rendelhets. A tovabbiakban az eljarast egy minimalizalési feladatra
vezetjiik le, és az optimalis értékre vonatkozo alsod korlat elGallitasat targyaljuk.
Tekintsiik a kovetkezd alaku feladatot:

min{cx el (2.1)

Ahol ¢ € R, A; € R™*" Ay, € R™*" T pedig a megoldashalmaz. Ez feladattol
fiiggGen lehet R™ Z", esetleg egy R™-beli poliéder ponthalmaza vagy akar kombi-
natorikus strukturak (pl. feszitéfak, utak) karakterisztikus vektorainak halmaza.
Tehat a feladatunk egy megoldashalmaz folott, egy linearis célfiiggvény optimali-
zésa a megfelels feltételek figyelembevételével. Feltessziik, hogy a altal lefrt
feladat tetszéleges linearis célfiiggvény esetén megoldhatd. A modszer alapgondo-
lata az, hogy a modell egyes korlatozo feltételeit elhagyjuk, ezaltal a feladat egy
ugynevezett relaxélt allapotba keriil. Az elhagyott feltételek hatasat a célfiiggvény
modositasan keresztiil vessziik figyelembe: a modositott célfiiggvény ,bilinteti” a re-
laxalt feltételek megsértését, igy a megoldas a feltételek figyelmen kiviil hagyasa
ellenére is kozel marad az eredeti probléma megengedett tartomanyiahoz. A biinte-
tés meghatarozésa eltérs lehet attol fiiggéen, hogy az (1) vagy a (2) tipusu korlatozo
feltételeket relaxaljuk. Ezért a célfiiggvény alakulasat a tovabbiakban a két feltétel-
tipusnak megfelelGen, kiilon targyaljuk.

A célfiiggvény modositasa

Els6 esetben tavolitsuk el az (1) 4ltal meghatarozott feltételrendszer sorait a
modellbél. Jelolje a; az A; matrix j-edik sorét, és blj a by vektor j-edik elemét.
Ekkor egy x € T vektor esetén a j-edik feltétel sériilésének mértekét az ay,x — by,
kifejezés adja meg. A sériilés mértéke egy Ay, € R sillyal, vagyis Lagrange-szorzdval
silyozhatd, amely meghatarozza, hogy milyen erésen érvényesitjiik az adott feltétel
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megsértésének hatésat a célfiiggvényben. Ezt minden sorra kiterjesztve kapjuk a
biintetések vektorat:
)\1(./411’ — bl), )\1 S R™,

Ezt a kifejezést a célfiiggvénybe épitve, minden rogzitett \; € R™ esetén definial-
hato a kovetkezs (relaxalt) feladat:

mi%l {cz + M (Arz —by) | (2) Asx < by} A € R™
Te

Fontos megjegyezni, hogy a konstrukciobol adédoan az (1) sorok elhagyasa esetén
a j. feltétel megsértésének elGjele meghatarozza a hozza tartozé Lagrange-szorzo
elgjelét is. Ha a j-edik feltétel sértésének mértéke pozitiv, akkor Ay, is pozitivnak
valasztando, ellenkez$ esetben pedig negativnak, hogy a modositott célfiiggvény
valoban ,bilintesse a relaxalt feltételek megsértését.

A maésodik esetben a modellbdl a (2) tipusu feltételeket is relaxaljuk. Ekkor az
A, altal meghatarozott feltételrendszer i-edik sora csak akkor sériil, ha az as,x — by,
mennyiség pozitiv. A konstrukciobol kovetkezik, hogy az i-edik sorhoz tartozo s,
szorzot pozitivnak kell valasztanunk azokra a sorokra, ahol a sértés mértéke pozitiv,
mig a tobbi sor esetén Ao, = 0. Ezeket a relaxalt feladatba épitve rogzitett A; € R™
és Ay € RU¢ szorzok esetén a kovetkezd feladatot kapjuk:

I;lé%l {CfL’ + /\1(14137 — bl) + )\Q(AQZE — b2>} s )\1 € le, )\2 € Rgg
Lathato, hogy a szorzok megvalasztasatol fiiggben eltérs relaxélt feladatot kapunk.
Ez motivalja az tgynevezett Lagrange-fligguény bevezetését, amely az adott szor-
zokhoz tartozo relaxélt feladat optimalis értékét adja meg:

At

L ()\1> = min {cx + M\ (A1z — by) + Ao (Asx — by) }, ()\
2

€ R™ x RT2.
)\2 zel’ > =0

Az egységes jelolés érdekében bevezetjiik a kovetkezdket: az Ay € R™*" és
Ay € R™*™ matrixokat egymas ala illesztve definidljuk az alabbi métrixot:

L Al (mi1+m2)xn
A= (AQ) eR

A hozzajuk tartozo by, és by vektorokat hasonldé moédon, az alabbi alakba irjuk at:

. b mi+mo
e (B <

Emellet bevezetjiik az Osszesitett szorzovektort és annak értelmezési tartoméanyét:

A= (i:) ,  A:=R™ xR

Ezekkel a jelolésekkel a Lagrange-fiiggvény a kévetkezé alakba irhato:
L(A\) = min{cz + A(Az — b)} AeA.

zel
2.9. Megjegyzés. Természetesen feladattol fiiggden lehetdségiink van arra, hogy
eqy modellbdl csak az eqyik tipusu feltételt relaxdljuk, vagy esetleg csak néhdany sort.
llyenkor a szorzok megfeleld eldjelének vdlasztdsdval hasonloan mddon levezethetd a
feladat relaxdlt alakja.
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A tovabbiakban bemutatjuk a Lagrange-fliggvény tulajdonsagait.

2.10. Allitas (A Lagrange-fiiggvény konkavitasa). A fenti jeloléseket haszndlva le-
gyen L(\) olyan, hogy:

LY :min{cx—i—)\(Ax—b)}, Ae A (2.2)

zel’

Tegyiik fel, hogy a fenti minimum minden A € A mellett létezik.
Ekkor L: A — R konkdv fiigguény.

Bizonyitds. Rogzitsiink tetszdleges p1, p2 € A és 6 € |0, 1] értékeket.
Minden x € T" -re vezessiik be a kovetkezs fliggvényt ¢: A — R:

¢z(p) == cx + p(Ar —b)

ez minden z-re p-ban affin fliggvény, azaz egyszerre konkav és konvex. Fzért:

A minimum tulajdonsagat alkalmazva kapjuk:

L(Bp1 + (1 = 0)p2) < min 6.0p1 + (1 - 0)p2)
= glelgl [0 ¢2(p1) + (1= 0) d(p2)]
2 0 min ¢, (p1) + (1 — 0) min ¢, (py)
=0 L(p1) + (1 —0) L(p2),

Az egyenl6tlenség éppen a konkéavitas definicidja. 0

A kovetkezs tételben megmutatjuk, hogy L(A) valoban also korlat az eredeti fel-
adatra.

2.11. Tétel. Jelolje o az eredeti probléma ((2.1))) optimdlis megolddsdinak értékét
valamint =* eqy optimdalis megolddst. Ekkor L(A\) < a Y\ € A esetén.

Bizonyitds. Legyen x) a (2.1 feladat relaxaltjanak egy optimalis megoldasa, vagyis
az L(\) értéket elérs megoldas. Ekkor:

L(\) = caxy+ AMAzy —b)
= CT) + )\1(A1:L'>\ — bl) + AQ(AQ.Z‘A — bg)
<czr + AN (A" — b))+ Ao (Agz™ —by) < czx™.
=0 >0 <0

Az els6 egyenlGtlenségnél kihasznéltuk x, optimalitasat a relaxalt feladatra. Az
utolso egyenlGségnél kihasznéltuk, hogy Ao nemnegativ értékd vektor, valamint azt,
hogy az eredeti ((2.1])) feladat 2* megolddsa nem sérti sem az A, sem A, sorai altal
leirt egyenlet- ill. egyenl&tlenségrendszert, igy Ajxf — by = 0 és Aqx™ — by <0

O
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Osszefoglalva, barmely A € A esetén, L()) also korlatot ad az eredeti feladat opti-
malis értékeire. Mivel L(\) konkav fliggvény, ezért természetes cél olyan M-t talélni,
amely ezt az als6 korlatot maximalizalja. Ez a megfontolas vezet az tgynevezett
Lagrange-dudl feladathoz:

max LX) (2.3)

A Lagrange-duél feladat megoldasa altalaban nem egyszert, mivel az L(\) fiiggvény
ugyan konkav, de jellemzGen nem differencialhaté. Ennek kovetkeztében a klasszi-
kus gradiens-alapt optimalizalo eljarasok (pl. a gradiens modszer) kozvetleniil nem
alkalmazhatok. A tovabbiakban olyan iteraciés modszert mutatunk, amely alkalmas
egy ilyen tipust fiiggvény maximumanak numerikus kozelitésére, ezaltal egyre jobb
also korlatokat biztosit az eredeti optimalizalasi feladatra. A modszer levezetéséhez
bevezetjiik az alabbi definiciot:

2.12. Definici6é (Szubgradiens). Legyen f:R"™ — R egy konkdv fiigguény és legyen
xg € R". Egyv € R™ vektort f xq-beli szubgradiensének neveziink, ha minden x € R
esetén teljestil, hogy

f(z) < f(xo) + (v, © — x0).

A v vektor tehdt olyan elsérendil kézelitést hatdroz meg, amely az xq pontban érinti az
f fliggvény grafikonjdt. Az f fiigguény xo pontbeli dsszes szubgradiensének halmazdt
szubdifferencidlhalmaznak nevezzik, és Of(xo)-nal jeloljik. Azaz:

Of(zg) ={v eR"| f(z) < f(xg) + (v, z — x9) Vo € R"}.

2.13. Megjegyzés. Ha f differencidlhatd az xo pontban, akkor Of(xq) egyelemd,
és Of (xo) = {V f(zo)}.

Az iteracios eljarast az el6bbiekben bevezetett f fliggvényre ismertetjiik.

2.2.1. Szubgradiens modszer
Kiindulunk egy z(® € R” pontbél, majd k = 1,2, ... esetén a kovetkezs pont:

2D = 56 (0 (k)

ahol v® € 9f(x®) az f egy z®)-beli szubgradiense, v* > 0 pedig a k-adik itera-
cidbban hasznalt lépésmeéret.

Tehat a szubgradiens modszer minden iteracioban egy szubgradiens iranyu lépést
hajt végre. Megjegyzend§ azonban, hogy ez a 1épés nem mindig javit az f értékén.
Van, hogy v¥) egyszertien nem javité irany, és van, hogy a lépésméret valasztasa
miatt f értéke nem javul amikor a kévetkezé (x*+Y)) pontba lépiink. Ezért érde-
mes bevezetni fb(fgt—t ami arra szolgal, hogy feljegyezziik az eddigi legjobb f értéket.

Jelolje félzgt a k-adik iteracioig talalt legnagyobb értéket, formalisan:

0 k k—1
= f@9), = max {5V, fa®) Y (k> 1).

Az algoritmus hatékonysagat most sem tudjuk kozvetleniil jellemezni, mert nagy
mértékben fiigg v*) és v®) valasztasatol. Van azonban néhany, a gyakorlatban
el6forduld valasztasi szabaly a 1épésméretre aminek segitségével megvizsgalhatjuk a
modszer tulajdonsagait:
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o Allandds lépésméret: v®) = v, v > 0.
° Négyzetesen osszegezhetd, de nem 6sszegezheto” lépésmeéret:
120, 32, (0W) < oo, 0 = 00
e Nulldhoz tarto, de nem dsszegezhetd lépésméret:
vk >0, v® -0, S vk = .

A fenti lépésméret-valasztasi szabalyok esetén bizonyithato, hogy elegend&en sok ite-
raci6 utan az f(z®)) sorozat értékei az f fiiggvény maximuménak egy "kis" kérnye-
zetébe konvergalnak. Ezt a konvergenciatulajdonsagot a kovetkezSkben részletesen
is bemutatjuk.

Jelolje x* a fent bevezetett f fiiggvény egy maximumbhelyét, f* := f(z*) pedig a
maximum értékét. Tegyiik fel, hogy a szubgradiensek normainak halmaza feliilrél
korlatos, azaz ||v®| < G minden k-ra, valamely G € RT esetén. Tovabba legyen
R € R olyan, hogy [z — 2*||< R .

Bontsuk szét a k+1. iteracioban kapott z(*t1) és az optimalis pont tavolsagat:

(k+1) T HZ ||x + V(k)v(k) - $*||2

= [} — 272+ 20, 1) — 2y + (B2,

|

A szubgradiens definicija szerint:

f@*) < faW) + (), 2" —aW),

amibdl kovetkezik
W, 2™ — %) < fa®) - f.

Ezt visszahelyettesitve:
[z — 2 |* < 2™ — 27 |* + 20 (F(@®) = £7) + @I PP (2.4)

Az (2.4) egyenl6tlenséget i = 1,. .., k-ra Osszegezve kapjuk

gzw (@) < [ a2~ [+ ||2+Z DRI
<R >0
vagyis
k
23 WO (f — f)) <R?+Z L@, (2.5)
i=1

f szs)t definicidja miatt

k
S = fa) = (X
i=1
amit az (2.5 egyenl6tlenségbe helyettesitve és |[v®||< G hasznalva:
R+ Gy (D)

2 Zf:l v

Ennek alapjan az alabbi konvergenciatulajdonsagok adédnak a fenti 1épésméretekre:

Mw

D) (f* = £,

i=1

f _fbest —
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Allando lépésmeéret: v*) =v, v >0

2wk N 21/k+ 2

) Rk R G
-1 < .

Az egyenlGtlenség jobb oldala k — oo esetén GTQ”—héz tart, ami azt jelenti,
hogy elegendd iterdcid utan flgfzt az optimalis érték GTQ” sugaru kornyezetébe
keril.

Négyzetesen Osszegezhets, de nem Osszegezhets lépésméret:

Legyen v := > 1o (v™)2(< oc). Ekkor:

R+ G%*v
2 Zf:l v

Ebben az esetben az egyenlStlenség jobb oldala nullahoz tart, tehat

k *
b(es)t - f

* k
f _fb(es)t S

Nulldhoz tart6, de nem Gsszegezhets 1épésméret: Legyen € > 0. Ekkor létezik
olyan N; € N, amelyre v¥ < £ Vi > Ny, hiszen v() — 0, ha i— co. Tovébba

létezik egy N, € N, amelyre ZZN:Ql v > 1 <R2 + G? Zfﬁl(y(i))?) , mivel
S v = oo, Legyen N = max{N;, No}. Ekkor minden k > N esetén
fennall:
R+ G Zfﬂ(’/(z))Q < R+ G Z@]'V=11<V(Z))2 G* Zi:NH—l(V( )
23 g v 23 g v 23 iy v

A nevez$ szétvalasztasaval és az v < ¢/G? feltétellel:

R* 4+ G? Zfﬂ(’/(i))Q < R*+ G? 25\21(’/(”)2 G? Zf:Nwl(g/GQ)V(i)
2> i 20 22 v(® 2 Zi:NlJrl v

Innen:

R24+ G (v W 1 e e ¢
i= < R2 G2 (y2y - - = = — = ¢,
o o S\ 2 W) S%m 2 2737 ¢

i=1 i=1V

Ez azt mutatja, hogy ha v®) — 0 és >k v#) = 00, akkor a jobb oldal tetszo-
legesen kis érték lehet, azaz

k *
= f

Az eddigi eredmények alapjan elmondhatd, hogy megfelelsen megvalasztott 1épés-
méret mellett az iteraciokbol kapott 2()-k sorozata konvergal az f fiiggvény maxi-
mumhelyéhez. Ugyanakkor a vizsgalt 1épésméret-szabalyok gyakorlati alkalmazasa
soran a modszerek futasidejei sok esetben rendkiviil lassinak bizonyultak.[6] En-
nek megelézésére bevezetiink egy tovabbi, heurisztikus 1épésméret-szabalyt, amely
ugyan nem rendelkezik formalis konvergencia tulajdonsaggal, de a gyakorlatban szé-
les korben alkalmazzak.

16



Polyak-lépésméret
. UB=f@®)

TGIE Brk=0,1,...

Ahol UB egy felsg korlat f maximumara, 5 > 0 pedig egy monoton cstkkend sorozat.
A modszer lépésmeéret-szabalyainak vizsgalata kiterjedt irodalommal rendelkezik; a
korabbi és alternativ valasztasi szabalyok: lasd [6].

1. abra. A szubgradiens médszer szemléltetése.

Miutan megismertiik a szubgradiens modszer elméleti alapjait és iteracios szabdlyat,
térjink ra arra, hogy mit jelent a szubgradiens fogalma a Lagrange-duél feladat
konkrét esetében. Meg kell hataroznunk, hogy milyen alakban adédik a Lagrange-
fiiggvény szubgradiense egy aktualis A pontban. A kovetkezd allitds pontosan erre
szolgal:

2.14. Tétel (A Lagrange-fiiggvény szubgradiense). Legyen adott az aldbbi Lagrange-
fligguény:
LX) = rnllr}{ cx + NMAzxz —b)},
re

ahol T' a megolddshalmaz, A\ € R™ a Lagrange-szorzok vektora és A, b a relaxdlt
feltételeket meghatdrozo tagok. Legyen xy az adott \-hoz tartozo optimdlis megoldds,
azaz

Ty = argglei%l{ cx + ANAz —b)}.

Ekkor v = Axy — b a Lagrange-fiiggvény A pontbeli szubgradiense, azaz v € OL(X) .
Bizonyitds. A szubgradiens definiciéja :
veIL(N) <= LWN)<SLA)+{w XN-X VNeR™
Célunk, hogy v = Az, — b vektor kielégiti a fenti egyenlGtlenséget.
1. 1épésként tudjuk, hogy

LX) =min{ cx + N(Az —b) }.

zel

Ezért © = x) esetén, fennall az alabbi egyenlGtlenség:

LX) < cay+ N(Azy —b).
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2. lépésként rendezziik a jobb oldali kifejezést:
cxy + N(Azy —b) = (cxy + AMAzy — b)) +(N — ) (Azy — D).

(.

—L(\)
Ebbgl:
L(N) < L) + (Azy — b, N — A).

O

A fenti allitas alapjan a Lagrange-fiiggvény egy adott A pontbeli szubgradiense koz-
veteniil elGallithatd a relaxélt feladat optimélis megoldasabol. Ez lehetévé teszi,
hogy a Lagrange-dual feladatot a szubgradiens modszerrel oldjuk meg. A kovetke-
z6kben roviden Osszefoglaljuk, hogy hogyan épiil fel egy tipikus, szubgradiens alapi
Lagrange-relaxécios eljaras.

Kiindulasként a nehezen kezelhets egyenlGségi vagy egyenlGtlenségi feltételeket rela-
xaljuk, és a megfelels elGjelti Lagrange-szorzokkal 1étrehozzuk a Lagrange-fiiggvényt:

L(\) = min{ cx + A\(Az — b)}.

zel’

A hozzé tartozo Lagrange-dual feladat: maxyep L(A).

2. Algoritmus Lagrange-relaxacios eljaras

1: Inicializaljuk a kiindulasi pontot: A9, a lépésméretet: v(©),
valamint a kezdeti legjobb megoldast: fégit = L(\O),
2: Ismételjiik
3. Oldjuk meg a relaxalt feladatot A*) mellett, és keressiik meg az optimalis (¥
megoldast.
Szamitsuk ki a szubgradienst: v®) := Az® — p.
Frissitsiik a szorzokat a szubgradiens iranyaba A\*+1) = \(k) 3 (k)g) (k)
Frissitsiik a legjobb eddigi értéket: féﬁ;l) = max{ fé’;it, LAGFDY Y
: Amig az iteracio megéallasi feltétele teljesiil (pl. maximum N iteraciot végziink)

N e

Az el6z6 algoritmushoz hasonléan ez is egyfajta keretet biztosit a modszer gyakorlati
megvalositasahoz. Az impementacié soran a 3. 1épés, illetve a szubgradiens moédszer
megfelel§ irdnyitdsa okozhat nehézséget, hiszen ezek a feladat specialis struktira-
jahoz igazodnak. Azonban a nehezen kezelhetd feltételek relaxalasa miatt a L(\)

meghatarozasa gyakran egy gyorsan megoldhaté kombinatorikus feladatra reduka-
lodik.

Alkalmazasi teriiletek

A Lagrange-relaxacios eljaras egyik gyakori alkalmazasi teriilete az utvonaltervezési
problémék csaladja, ahol a modell bonyolultsagat rendszerint a nehezen kezelhetd
korlatozo feltételek (példaul az idGablakokra, jarmtkapacitasokra vagy jarmttipu-
sokra vonatkozo kikotések) okozzék. Ezt jol szemlélteti Brian K. és tarsai tanul-
méanya, amelyben jarmivek idGablakos tvonaltervezési probléméjat vizsgéljak egy
Lagrange-relaxécion alapulé megkozelitéssel [7].

A modszer tovabbi elénye, hogy speciélis szerkezett, tgynevezett blokkdiagonalis
alakban felirhato modellek esetén az 6sszekots feltételek relaxalasaval a feladat tobb,
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egymastol fiiggetlen részproblémara bonthatd. Erre tipikus példa a tobbtermékes
folyamfeladat (multi-commodity flow), ahol a folyammegmaradéast leiré alrendszerek
csak kozos kapacitaskorlatokkal kapcsolodnak egymashoz|§].

3. Alkalmazas: Az SMCDD feladat

Az alabbiakban egy iitemezési probléma keretében mutatjuk be a korabban ismer-
tetett eljarasok formalis alkalmazasat. A vizsgalt feladat az egygépes, k6zos ha-
taridgs litemezési probléma (single machine, common due date scheduling problem,
SMCDD), amely az iitemezéselmélet egy klasszikus példajanak tekinthets. A fel-
adat iranti érdeklédés elsGsorban abbol fakad, hogy egyszerti megfogalmazésa elle-
nére (kombinatorikus bonyolultsdga miatt) kivaloan alkalmas kiillonb6z8 optimalizé-
lasi modszerek teljesitményének vizsgélatara. Emellett a modell szamos gyakorlati
szituacié absztrakcidjaként is felfoghato, igy a megoldas levezetése mas problémak
szempontjabol is irdnymutatod lehet. Az eljarasok ismertetése Marjan v. d. A. és
tarsai. munkajan alapul [9].

3.1. A feladat leirasa

Legyen adott az elvégzendd munkak halmaza J = {Jy, Ja, ..., J,}, valamint egyetlen
gép, amelyen a munkak feldolgozasa torténik. Alapfeltevés, hogy a gép egy idépilla-
natban legfeljebb egy munkan képes dolgozni, tovabbé egy munka feldolgozasa nem
szakithaté meg. Minden J; € J munkahoz tartozik egy p; € Z* feldolgozasi ids, és
feltételezziik, hogy idealis esetben minden munka egy kozos, D hataridére fejez6dik
be. Egy iitemezés minden J; munkahoz hozzarendeli a befejezési idejét, Ci-t nugy,
hogy a munkak feldolgozasi intervallumai ne fedjék egymast. A sorrendet, amelyben
a gép a munkékat feldolgozza, munkasorrendnek (job sequence) nevezziik.

Egy J; munka koraisagat és késését az alabbi modon definialjuk:

E; =max{0,D — C;}, T, =max{0,C; — D}.

Ennek megfelelGen a J; munka korai, ha C; < D, pontos, ha C; = D, illetve késd, ha
Ci > D.

Minden munkahoz adott tovabba egy koraisagi suly, «; € ZT és egy késési suly,
B; € ZT. Egy s iitemezés teljes koltsége a sulyozott koraisag és késés Osszegeként

definialhato, azaz:
n

c(s) = Z (o B; + B.T;) .

A cél egy olyan s litemezés meghatarozasa, amelyre c(s) minimalis.

3.1. Megjegyzés. Egy s titemezést szokds az ugynevezett Gantt diagrammal dbrd-
zolni, amelynek segitségével eqy szemléletes példdt is mutatunk:

Legyenek rendre J = {Jy, Jo, J3, Jy, J5}, p = {1,2,5,7,10}, a = {2,0,11,1, 7},

g ={1,5,2,9,1} és D = 10

Ekkor az 1,2,4,3,5 munkasorrend szerinti titemezés:

| D
MA]h] L [ B[] F |
0 153 10 15
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3.2. Megjegyzés. Példak a problémdval ekvivalens feladatokra:

o Fgy repiildtéren tobb jarmivet kell eqyetlen jégtelenitd jarmivel kiszolgdlni eqy
kézos induldsi iddpontig. A til korai jégtelenités tobbletmunkdt (ujrajégteleni-
tést), a késés pedig csuszdst és visszatéritési dijakat eredményezhet.

o Fgy kikdtdben konténereket kell egyetlen daruval felrakodni a hajokra, ame-
lyeknek kézds induldsi ideje van. A til korai elkészilés torloddst, a késés pedig
induldsi csuszdst okozhat.

o Fgy gyogyszergydr tobb tételt gydrt ugyanarra az iddpontra; a koraisdag raktd-
rozasi koltséget, a késés elldatdshidnyt és birsdgot eredményezhet.

o Fgy autoipart cég tobb alkatrészt gydrt eqy gydrtosoron, amelyeknek eqy kozos
hatdariddre kell elkésziilnitik. A kordbban elkészilt alkatrészek taroldsa kdltséges
lehet, a hatdridon tuli elkészilés biintetéseket vonhat maga utdn.

Az optimélis megoldast specidlis alaki titemezések kozott keressiik majd, ezért be-
vezetjlik a kovetkezd definiciot:

3.3. Definicié. Egy s tutemezést V alakinak nevezink, ha:

(1) Két munka kozott nincs dllasidé a gépen, azaz két munka kézott nem telik el
kihaszndlatlan iddé

(2) Az egyik munka pontosan D-re fejezddik be

(3) a D-nél korabban, vagy D-re befejez6dd munkdk sorrendje nemcsokkend az %
J
arany szerint

(4) A D utdn itemezett munkdk sorrendje nemnévekvd a % ardny szerint
J

3.4. Allitas. Tegyiik fel, hogy adott a munkdk két részre vald felosztdsa: Jelolje Hy a
D-ig tiitemezendd, Hy pedig a D utdn titemezendd munkdk halmazdt. Ekkor a feltétel
figyelembevételével létrehozhato minimdlis koltségd titemezés 'V alakai.

Bizonyitds. Az (1) feltétel minden optimaélis s iitemezésre trividlisan teljesiil: ha s
optimaélis iitemezésben volna allasidg, annak megsziintetésével lenne olyan befejezési
id6 amely csokkene a t6bbi pedig nem néne, igy a > (o, E; + 5;1;) koltség (ahol
a;, B; > 0) csokkene. Ez ellentmondana annak, hogy s minimalis koltségii. Rogzitett
felosztas mellett az (1) tulajdonsagbol kovetkezik a (2).

A felosztas miatt elegendd a Hy és a Hy halmazokat kiilon-kiilon optimalisan tite-
mezni az OsszkOltség minimalizalasahoz. Elszor a H; halmazt (a D-ig litemezendd
munkékat) vizsgaljuk. A halmazban lévék egyike sem hataridén tuli, ez indokolja
a célfiiggvény koraisagi stlyokra vonatkozo részének bevezetését: g(s) = > o, o E;.
Megmutatjuk, hogy a H;-beli munkak iitemezése csak akkor lehet optimalis, ha tel-
jesiti a (3) tulajdonsagot. Indirekten tegyiik fel, hogy s optimalis litemezés, de nem
nem teljesiti a tulajdonsagot. Emiatt létezik olyan j és k index, hogy k - j = 1, J;
el6bb van iitemezve mint Jj, viszont Z—i < fu_}Z' Cseréljiik fel a két munkat, és jelolje
s" az igy kapott titemezést. Ekkor:

g(s) =B+ ...+ ;E; + B +... + o, B,
N’
(*1)
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—
(*2)

A két Gsszegben csak a j-re és k-ra es6 tagok térnek el, ezeket kiemelve:

(*1) = OéjEj + OékEk
= ajmax{0,D — C;} + apmax{0,D — Ci}

= ajmax{o, D — (Zpl +pj>} + akmax{(), D — <sz +p; +pk> }
lel

lel

~~—~— ~—~—
t:= t:=

ahol I azon munkak indexeinek halmaza, amelyek J; el6tt keriiltek litemezésre s-ben.
Mivel ezek D-ig iitemezendd munkéak, a maximum elhagyhato, azaz:

(+1) = (D — (t +p;)) + aw(D — (t +pj + pr))
=a;D — ot —ajp; + apD — apt —agp; — agpy.

Az s’ {itemezésre hasonloan levezethetd:

(*2) = ar(D — (t + pr)) + (D — (t + pr. + p;))

= oD — oyt — oypr + oD — ot —apr — ;.
Az indirekt feltevés miatt tudjuk, hogy:
Pjox < POy & —Qpp; > —OPg
A két kifejezés kiilonbsége:
(*1) = (k2) = —oup; + a;pi > 0

Ezzel azt kaptuk, hogy g(s) koltsége nagyobb mint g(s’) koltsége, ami ellentmond
annak, hogy s minimalis koltségli. Kovetkezésképpen az optimalis korai iitemezés
sziikségszerten (3)-as tulajdonsagi. A (4)-es tulajdonsag a Hy halmazra hasonldéan

adodik. 0

Az allitasbol arra kovetkeztethetiink, hogy ha adott a munkak két halmaz szerinti
felosztasa, akkor a felosztasbol 1étrehozhatod legkisebb koltségi iitemezés kiszamit-
hato. Tehat a feladat visszavezethetd a munkak olyan particionélasdnak keresésére,
amely az eredeti feladatra minimalis koltséget eredményez. Ekvivalens megfogalma-
zasban: olyan Hy, Hy C J részhalmazokat keresiink, amelyek diszjunktan fedik az
osszes munkat (H; U Hy = J), és a koltségiik szerint optimélisak. Ez a silyozott
halmazfedési probléma, ami kozismerten NP-nehéz [2]. Erre alapozva, a feladatot
IP modellként irjuk fel. A halmazfedést binaris dontési valtozokkal kodoljuk, majd
a megadott célfiiggvény szerint optimalis megoldast keresiink. Ennek megfelelGen a
kovetkezdkben bevezetjiik a sziikséges halmazokat és valtozokat.
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3.2. TP modell

Legyen € az Gsszes korai litemezés halmaza, vagyis a munkék Gsszes olyan részhal-
maza amely belitemezhets D elé, tovabbé legyen T az Gsszes késéi iitemezés halmaza
(az tires iitemezést is beleértve), azaz a munkak Gsszes lehetséges részhalmaza. Min-
den s € € (vagy s € T) leirhat6 egy binaris vektorral: as; = (ays, ass, .., ans), ahol

1, ha J; € s,
Qs =
0, kiilonben.

Legyen =, € {0,1} olyan valtozo, amely egyet vesz fel, ha az s (korai vagy kés6i)
iitemezés kivalasztasra keriilt, egyébként nullat.
Célunk egy z* érték meghatarozasa, amely az alabbi Osszeget minimalizalja:

min Z Cos + Z Colls (0)

s€& seT

Zajsxs—i—Zajsxle, j=1,....n (1)
se€ seT

<1, (2)
se&

st <1, (3)
seT

zs € {0,1}, Vse&,seT. (4)

A (T)-es feltétel biztositja, hogy minden munka legalabb egyszer lefedésre (liteme-
zésre) keriiljon. A —es és —as feltételek azt irjak el, hogy a korai, illetve a kés6i
titemezések koziil legfeljebb egyet valasszunk, végiil a (4]) feltétel a binaris valtozokért
felel. Mivel minden koltségtényezs pozitiv, ezért az optimalis megoldasban az —
feltételek egyenldséggel teljestilnek (itt kihasznaltuk, hogy az iires iitemezés része a
halmazoknak). A kovetkezs (al)fejezetben levezetjiik a feladatra az oszlopgeneralas
részletes alkalmazasat. Mivel a modelliink egy egészértékd programozasi feladat,
ezért ez kozvetleniil nem teheté meg. Emiatt bevezetjik a feladat LP-relaxaltjat,
ami gyakorlatilag az @— altal megfogalmazott feladat, az =43 > 0, Vs € € U T
kiegészitéssel. A feladat métrixos abrazolésa, ahol A a dual valtozok sorvektora:

335 tiT
(=] (o] | >0
0<[ M\ > 1
0<| > 1
Qg at
A, >
0< [Met | [—1]—1 —1] 0 0]>[—1
0< [ Mua| [0 ] 0 0 | -1 I [
Al Al A\ Al
L | [ e | |
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3.3. Oszlopgeneralas

A modszer alkalmazasahoz az elsd 1épés a kezdeti oszlophalmaz elgallitasa. Ebben
az esetben elegends egy (vagy tobb) megengedett megoldast taldlni, ami a jelenlegi
feladatban viszonylag egyszerd. Ennek ellenére megemlitiink par jol bevalt otletet
arra, hogy miként allithato el6 a kezdeti oszlophalmaz egy tetszéleges feladat esetén.

e Mesterséges oszlopok nagy biintetéssel: Altalanos otlet: indulaskor felvesziink
néhény mesterséges oszlopot, amelyek biztositjak, hogy az RMP az els¢ itera-
cibban is megvalosithato legyen. Ezekhez nagy (biintets) koltséget rendeliink,
igy a pricing altal talalt valodi, olcsobb oszlopok fokozatosan kiszoritjak Gket,
amint azok megjelennek a modellben.

e Heurisztikus indulé oszlopok: Gyors konstrukeios heurisztikdkkal (pl. moho
modszerekkel) allitunk elg néhany megengedett oszlopot, és ezekkel inditjuk
az RMP-t.

e Problémaspecifikus trividlis oszlopok: Olyan szerkezeti oszlopok, amelyek min-
dig megvalosithatok. Jelen esetben: minden munkdt D utdin (vagy D elé iite-
meziink, ha az megengedett) és a korai (ill. a késdi) titemezésnek az dres
litemezést valasztjuk

e Keresés a pricing algoritmussal: A pricing algoritmus és a szubgradiens mod-
szer segitségével (tipikusan A\ = 0 kiindulasi szorzoval) allitjuk el6 a kezdeti
oszlophalmazt. Rogzitett Lagrange-szorzok mellett megoldjuk a Lagrange-
relaxélt feladatot, és az onnan kapott megoldashol megprobalunk elGallitani
egy, az eredeti feladatra megengedett megoldast. Ha ez nem sikeriil, akkor
a szubgradiens iranyban modositjuk a szorzokat, majd az 0j A mellett meg-
ismételjiik az eljarast. Ezt addig folytatjuk amig nem talalunk megengedett
megoldast.

Kovetkezd 1épésként megoldjuk a kezdeti oszlophalmaz altal leirt LP feladatot, ez-
zel kinyerjiik az RMP optimalis dual megoldasat. Az elméleti eredmények szerint
olyan oszlop bevétele csokkenthet a célfiiggvény értékén, amelynek redukalt koltsége
negativ. A feladat strukturalis adottsagai miatt egy s oszlophoz tartozé redukalt
koltséget az alabbi moédon definidljuk:

Cs — Z?:l ajs)\j + )\n—l—l; ha s e &

n

Cs — ijl @jsAj + Ao, haseT

A felirasbol adodik, hogy a € és T halmazokban kiilon-kiilon keressiink a negativ
redukalt koltségt, azaz sérté oszlopokat. Ennek megfelelGen a pricing algoritmus
két eljarasbol tevédik 6ssze. Mindkét halmaz esetében egy dinamikus programozéasi
megkozelitést alkalmazunk. A részletes leirast a kovetkezd alfejezetben ismertetjiik.
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3.3.1. A Pricing algoritmus

Els6 esetben a célunk tehét az, hogy a ¢, — Z?Zl @jsAj + Apg1 €rték minimumat
keressiik az s € &€ halmazon. Ehhez tegyiik fel, hogy a munkéakat a kévetkezs
sorrend szerint indexeltiik:

o o
> >
h Pn
Ekkor barmely J; munka esetén egy a, korai iitemezésben:
j—1 n n Jj—1
Ej =D — Cj = Zaispi — Cg = Zaja'jsEj = Z ;A5 Zaispi
i=1 j=1 j=1 i=1

Ebbdl adodik:

n 7j—1 n
Cs = - E a]s/\ + /\n+1 E T E QisPi — E ajs>\j + /\n+1
j=1 =1 7j=1

=1
Ej
n 7—1
= Z |: Z QjsPi — >\]:| Qjs + )\TL+1-
7=1 =1

Ezert ha Zj_l a;sp; = t, akkor J; beillesztése egy korai titemezésbe (a;, = 1),
(oz]t A;) értékkel modositja. Ebbol adodik az algoritmus, amire a kés6bbiekben

F—algoritmusként hivatkozunk:

Tetszbleges A > 0 esetén jelolje F)\(j,t) a miniméalis redukalt koltséget azon korai

itemezések halmazan, amelyek a {.J;, ..., J;} munkakbol allhatnak, és amelyekben

az litemezés elsé munkija a D — t id6pillanatban indul. Ekkor:

. >\n+17 ha]:O,tZO
Fr(j, 1) =
AU 1) { 00, kiilonben

A rekurzi6 j=1,...,n,t=0,...,D:
min{F,\(j—l,t), F\(j—-1t—p;)+a; (t—pj)—/\j}, ha t > p;

FA(j—1,t), ha 0 < t < p;.

Fk(jﬂf) =

Megjegyzendd, hogy ha D > Z?Zl pj, akkor a rekurzié D-re vonatkoz6 tartomanya
lecserélhetd a megmunkalasi idék Gsszegére.
A legkisebb redukalt koltség a korai iitemezések halmazan:

min{Fy(n,t) : 0 <t < D}

3.5. Megjegyzés. Az algoritmus szemléletesen a kivetkezéképp mikodik: egy (7,1t)
dllapotban (ahol a korai blokk hossza t, igy az itemezés a D — t idépontban indul)
két lehetdség kozil valasztunk. A D —t iddpillanatban a J; munkdval kezdiink és gy
folytatjuk, hogy a redukdlis kéltség a lehetd legkisebb legyen, vagy arra kovetkeztetiink
hogy a munkdt (nem lehet, vagy) nem éri meg bevenni. pl.

- M: | L2 | L A




Ha a fenti minimum negativ, abbol arra kévetkeztethetiink, hogy létezik olyan oszlop
amelyet az RMP-hez adva jobb célfiigggvény értéket kaphatunk. Habér az algorit-
mus kozvetleniil nem adja meg az emlitett oszlopot, ez rekonstrualhato F) értékeibdl:
minden (j,¢) allapothoz eltarolunk egy dontést (pl. skip / take), ami azt jelzi, hogy
bevettiik-e a J; munkat a t id6pillanatban. A végallapotbdl kiindulva, a déntéseket
visszakovetve megkapjuk a kivalasztott munkék halmazat, vagyis az j oszlop a,
vektorat.

Ha viszont min{F\(j,?) : 0 <t <377 p;} > 0 teljesiil, akkor a korai iitemezések
halmazan nem létezik negativ redukalt koltségi oszlop. Ekkor a pricing a késéi
iitemezésekre vonatkozo része folytatodik, amit az aldbbiakban targyalunk. Erre a
kés6bbiekben G-algoritmusként hivatkozunk.

A modszer hasonlo az el6z6hoz, most azonban a ¢, — 2?21 @jsAj + Apgo érték mi-
nimuméat keressiik az s € T halmazon. Ezuttal tegyiik fel, hogy atindexeltiik a
munkakat a kovetkezd sorrend szerint:

2 > ... o
b Pn
Tetszbleges A > 0 esetén jelolje Gx(j,t) a minimalis redukalt koltséget azon ké-

s6i iitemezések halmazan amelyek a {Ji, ..., J;} munkakbol allhatnak és az utolso
munka a ¢ idGpillanatban fejez6dik be. Ekkor:

, Anyo, haj=0,t=0
G)\(jvt>:{ i /

0, kiilénben

n

Arekurzi()j:1,...,n,t=07-~72j:1pj:

mln{ G)\<j — 1,t>, G)\(j — l,t—pj) +ﬁjt— )\j }, hatzpj

Ga(j—1,t), ha 0 < t < p;.

G (j ) t) =
A legkisebb redukalt koltség a kés6i titemezések halmazéan:

min{Gx(n,t): 0 <t <> py}

=1

3.6. Megjegyzés. A G-algoritmus szemléletesen az aldbbi dontést ismétli: a (j,t)
dllapotban (ahol a késdi blokk hossza t, és az titemezés utolsé munkdja t iddpilla-
natban fejezddik be) két lehetdség kozil vdlasztunk: Vagy betitemezziik J; munkdt a
t 1ddpontig gy, hogy az 0t megeldzd munkdkat minimadlis redukdlt kéltség szerint
vdlasztjuk, vagy gy dontink, hogy J; kimarad (mert nem lehetséges, vagy nem éri
meg betitemezni).

Ha a fenti minimum negativ, akkor létezik negativ redukalt koltségti késdi titemezés,
amelynek munkahalmaza elGallithato az el6zéekben ismertetett modszerrel.
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Osszefoglalva, a pricing algoritmus eldonti, hogy van-e sérté oszlop a korai, illetve
a késoi litemezések halmazan. Ha talalunk ilyen munkahalmazt, akkor az oszlopot
elgéllitjuk, hozzédadjuk az RMP-hez, és tjra megoldjuk az LP feladatot. Megjegy-
zendd, hogy az oszlop c¢s koltségének kiszamitasa soran figyelniink kell a munkak
megfelels sorrendjére, azaz arra, hogy a munkahalmazbol alkotott V-alaki iiteme-
zés (korai vagy késdi részének) koltségével szamoljunk. Az eljarast iteralva, ha mar
egyik blokkban sincs sért6 oszlop, a megallasi feltétel teljesiil, vagyis megtalaltuk az
LP-relaxalt feladat optimalis megoldaséat.

3.7. Megjegyzés. Az F- és G-algoritmus futdsideje egyardint O(n Z?zl p;), vagy-
18 mindkét algoritmus pszeudopolinomidlis. A feladat NP-nehézsége miatt nem is
varhatunk polinomidlis Pricing algoritmust.

3.8. Megjegyzés. A szakirodalomban gyakran vizsgdlt kérdés, hogy érdemes-e egy
iterdcioban tobb oszlopot is beemelni az RMP-be. Ha ugyanis t6bb olyan t is adodik,
amelyre Fy(n,t) < 0 (illetve Gx(n,t) < 0), akkor egyszerre tobb oszlop is elddllit-
hato. Ennek eldnye lehet, hogy (valdszinileg) kevesebb LP feladatot kell megoldani
az algoritmus teljes futdsa sordn; hdtranya viszont, hogy az RMP minden lépésben
jelentdsen nagyobbra néhet. A szdmitdsi tapasztalatok szerint ez a stratégia dsszes-
ségében nem bizonyult kifizetddonek, ezért iterdcionként csak eqy-eqy oszlopot adunk
hozzd a feladathoz. Van azonban egy kivétel: ha a minimdlis redukdlt kéltségi tte-
mezés és az ahhoz tartozo komplementer titemezés eqyiitt jobb primdl megolddst ad,
mant a jelenlegi legjobb megoldds, akkor mindkét oszlopot hozzdadjuk.

3.4. Lagrange-relaxacios eljaras

Irjuk fel a feladatot a kovetkezs alakban:

min{cx cxel (3.1)

(1) Al.’l] Z bl)
(2) AQ(L’ S bg

Ahol T' = {0,1}", A; és by az IP-modell feltételrendszének elss n sorat, A, és by pedig
az n+ 1. és n+ 2. sorokat irja le. Kovetkezd lépésben relaxaljuk a feladat (1)-es
feltétel altal megfogalmazott sorait. Vezessiik be a Lagrange-szorzok vektorat, azaz
legyen p = (p1,...,pn) € R™ (ahol sziikség szerint p > 0). Ezek alapjan a Lagrange
fliggvény a kovetkezGképp definidlhato:

L(p) = min{ cx — p(A1zx —by) | (2) Asx < by} p>0

zel’

Ekvivalens megfogalmazasban egy rogzitett p esetén a kovetkezd feladatot kapjuk:

min Z (cs - ijajs> Ts + Z (Cs - ZPj%s) Ts + ij (0>
j=1 j=1 J=1

se€ seT =
——
(%)

sz <1, (2)
se&

» a <1, (3)
seT

xs €{0,1}, Vse&, K6 seT. (4)
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Vegyiik észre, hogy rogzitett p esetén a () mennyiség konstans, ezért a feladat két
fliggetlen részproblémara bonthato: kiilon keressiik azt a korai, illetve azt a kés6i
iitemezést, amelyre a cg — Z?Zl p;ajs mennyiség minimalis. Ennek megoldasdhoz
tekintsiik a kovetkez§ allitast:

3.9. Allitas. Tetszdleges p > 0 esetén legyen p' = (py, ..., pn, 0,0), tovdbbd legyen
P =37 pj Ekkor:

L(p) = min_ F,(n,t) + min G, n,t)—l—ij

0<t<P 0<t<P

Az allitas szinte nyilvanvalo: az F- és G-algoritmusok kifejezetten az ilyen alakt
Osszegek minimumanak meghatéarozasara késziiltek, tovabbé a megfeleld kiterjesztés
miatt az algoritmusok kozvetleniil alkalmazhatok. Megjegyzendd, hogy a feltéte-
lek relaxalasa miatt el6fordulhat, hogy olyan munkahalmazokat kapunk, amelyek
Osszességében nem fednek minden munkat, vagy éppen kétszer is fedik azokat. En-
nek korlatozasara a fliggvényt a kovetkezGképp modosithatjuk:

L'(p) = min {Fy(n,t) + Gy( }—i—Zp]

0<t<P

Vagyis ezzel biztositjuk, hogy a korai és a késéi iitemezés 6sszhossza megegyezzen a
megmunkalasi idék 6sszegével. Azonban még mindig kérdéses, hogy mely Lagrange-
szorzok esetén kapjuk a legjobb alsé korlatot a feladatra. Ezt a szubgradiens mod-
szer segitségével kereshetjiikk meg. Vagyis a kovetkezs lépésben megvizsgéljuk, hogy
milyen alaktak lesznek a szubgradiensek az algoritmus soran. A (2.14) tétel értelmé-
ben b; — Ajx) szubgradiens, ahol x, jeldli a relaxalt feladat optimaélis megoldaséat.
Az el6z6 allitast felhasznalva a kovetkezs Osszefiiggést kapjuk: Jeldlje 1 € R™ az
azonosan egy vektort. Legyen tovabba ays, € {0,1}" és a,, € {0,1}" a (rogzitett)
p melletti F-, és G-algoritmusboél kapott munkahalmazok karakterisztikus vektora.
Ekkor a Lagrange fiiggvény egy tetszéleges p pontbeli szubgradiense:

v(p) = 1—(ap,+ay,)

A modszer implementécidja sordn a fentiekben targyalt heurisztikus lépésméret-
szabalyt alkalmaztuk, de természetesen més szabaly is alkalmazhato.

Kiegészités

Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk, miként csokkenthets az oszlopgeneralds szami-
tasigénye a Lagrange-relaxacional bemutatott elméleti eredmények felhasznalasaval.
Miel6tt ratériink a részletes targyalasra, érdemes kiemelni a mogdttes motivaciot.
Ahogy koréubban emlitettiik az oszlopgeneralas pricing algoritmusénak futasideje
szamitéasigényessé Valhat. Ennélfogva a pricing algoritmus kis mértéki gyorsitasa
is jelentGs futasidG-megtakaritédst eredményezhet a teljes eljarasban. Ez indokolja,
hogy a tovabbiakban a pricing lépés felgyorsitasat kiemelten kezeljiik.
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El6szor roviden felidézziik azokat az elméleti alapokat, amelyekre a modositas épiil.
A (2.11) tétel szerint tetsz6leges p € R’} mellett alsé korlatot kapunk az eredeti
feladatra, ha megoldjuk a hozzéa tartozo relaxalt feladatot, azaz kiszamitjuk L(p)
értékét. Ennek megfelelen az oszlopgeneralas egy adott iteraciojaban kapott dual
megoldas (az utolso két koordinata elhagyasa utén) felhasznéalhaté ilyen also korlat
meghatarozasara.

Legyen tehéat adott az oszlopgeneralas egy lépésébdl szarmazod dualvektor, hagyjuk
el annak utolso két koordinatajat és jeloljiik a kapott vektort A = (A, ..., A,)-nel.
Ebbdl a nemnegativ vektorbol definialjunk egy Lagrange-relaxalt feladatot. Ezt az
alabbi modon hasznalhatjuk fel:

A pricing algoritmus gyorsitasa

3.10. Allitas. Legyen UB a feladat eddigi legjobb (megvaldsithatd) megolddsdnak
kéltsége. Ha valamely t idépontra és X > 0 vektorra fendll:

Fy(n,t) + Gy(n,P —t) + Y \; > UB — 1. (3.2)

j=1

akkor nincs olyan iitemezés amelyben a korai tiitemezés hossza t (igy a késéi P —t)
és a koltsége jobb mint UB.

Bizonyitds. Mutassuk meg, hogy a bal oldali mennyiség feliilr6l becsiilhets a legjobb
olyan iitemezés koltségével amelyben a korai iitemezés hossza t (igy a késéi P — t).
Ebbdl az kovetkezne, hogy a legjobb ilyen szerkezetid iitemezés koltsége legaldbb
akkora, mint az eddig talalt legjobb megoldas koltsége, ami éppen a bizonyitando
allitas.

Legyen S(t) azon iitemezések halmaza, amelyekben a korai rész hossza t, a kés6i
rész hossza pedig P —t. Jeldlje tovabba S(t) az S(t) iitemezések azon részhalmazat,
amelynek elemei minden munkat fednek. Vezessiik be a kovetkezd jelolést:

A célunk tehat annak belatasa:

2*(t) > Fa(n,t) + Ga(n, P —t) + zn:)\j.

i=1

Vezessiik be az L(s, \) fliggvényt, amely a A Lagrange-szorzokkal definialt relaxalt
feladat értékét adja egy s iitemezés esetén, azaz

L(Sv )‘) = Csp — Z )‘jajSE + Cop — Z AjajST + Z /\j7
j=1 j=1 j=1

ahol sp és sy rendre az s tlitemezés korai, illetve késdi része.

Ebbdl adodik:

. def -
L(s,\) = F t)+G P—t Aj.
Slens%(% (37 ) A(nv ) + X(nv ) + ]Zl J
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Vezessiik be a j-edik munka fedettségét is, azaz legyen cov;(s) = ajs, + jsy-
Ekkor:

L(s,\) =c(s) + Z A (1 — cov;(s)).

Ha az s iitemezésben nincs fedetlen munka, akkor 1 — cov;(s) < 0, igy ebben az
esetben a fenti kifejezés feliilrsl becsiilhets a c(s) értékkel. Ezek alapjan az alabbi
Osszefiiggés adodik:

Fa(n,t) + Ga(n, P —t) + Y0 % min L(s,\) < min L(s,\) < nin, c(s) = 2" (1).
j=1

U

Algoritmikus szempontboél az allitast a kovetkezGképpen hasznélhatjuk fel:

Ha egy iteracié soran talalunk olyan t, értéket, amelyre minden ¢ > %, esetén tel-
jestl a (3.2)) egyenl6tlenség, akkor az F) értékeinek kiszamitasa ezen tartomanyon
sziikségtelenné valik. A bizonyitdsban bevezetett z*(¢) mennyiségrél ugyanis ebben
az esetben tudjuk, hogy z*(t) > UB, igy a fenti szerkezetd korai iitemezésekhez
tartozo karakterisztikus vektorok bevonasa nem vezethet a jelenlegi legjobb meg-
oldas javitasdhoz. Vagyis F) kiszamitéasa t > ty esetén feleslegessé valik. Fontos
kiemelni, hogy a kovetkeztetés z*(t)-re vonatkozik, amely nem fiigg a jelenlegi dual
valtozoktol. Ennek eredményeként az egyszer kizart t értékek késébbi iteraciokban
sem valnak djra relevanssa, azaz akkor sem, ha az algoritmus Gj A mellett folytato-
dik. Igy az F-algoritmusban a vizsgalt ¢ tartomanya az iteraciok soran fokozatosan
szikithets, ami szdmottev&en csokkentheti a szamitasi igényt.

Tovabba megjegyezziik, hogy az egyenl6tlenségben szerepld bal oldali mennyi-
ség szimmetrikus a korai és a késéi blokk hosszara nézve, azaz a t és P —t paraméte-
rek szerepe felcserélhets. Ennek kovetkeztében a korabban kapott eredmény analog
modon alkalmazhatoé a G-algoritmusra is. Azaz létezhet egy, a késéi blokkhosszra
vonatkozo kiiszobérték, jelolje ug, amelyre igaz, hogy minden u > ug esetén a G, ki-
értékelése mar sziikségtelen, igy a G algoritmus tartomanya is iteraciorol-iteraciora
sztikithets. Osszefoglalva, az oszlopgeneralas teljesitményének javitasat a pricing
lépés célzott gyorsitasaval valosithatjuk meg.

4. Szoftveres megvaldsitas

A kovetkezd fejezet célja az implementéciéo megvalositdsanak bemutatasa, valamint
az elkésziilt program teljesitményének elemzése [11]. Az els6 részben attekintjiik az
altalunk megirt program szerkezetét és a fobb algoritmikus komponenseket.

A program C++ nyelven késziilt. A linearis programozéasi modellek felépitésére a
LEMON koényvtar Lp interfészét hasznaltuk, amely egységes feliiletet biztosit kii-
16nb6z6 LP-solverek eléréséhez. A program a bemeneti adatokat szoveges (.txt)
formatumu fajlbol olvassa be. FEzek a fajlok tartalmazzak a munkak feldolgozasi
idejét, hataridejét, valamint a koraisagi és késési stilyokat. A beolvasast kovetGen a
teljes megoldasi folyamat egyetlen osztalyba, a Scheduler osztélyba van szervezve.
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A program vezérlését a run() tagfiiggvény végzi, amely meghatarozza a megoldasi
lépések sorrendjét:

void run() {

3

preprocess();
initializeMasterProblem() ;
runColumnGeneration();
runLagrangeRelaxation();
runBranchAndBound () ;

A program Osszetett felépitésii és szamos segéd- és szamitasi célu tagfiiggvényt tar-
talmaz. Ennélfogva, a tovabbiakban kizarélag azokat a tagfiiggvényeket mutatjuk
be, amelyek kulcsszerepet jatszanak a modszerek miikodésében.

preprocess (): ElGkészits 1épés, amely a munkak indexeit a megfelels aranyok
szerint rendezi. A rendezés a C+-+ beépitett sort fliggvényének segitségével
torténik. Ez a lépés biztositja, hogy a V-alaku litemezések koltségei a késGb-
biek soran hatékonyan szamithatok legyenek.

initializeMasterProblem(): Az oszlopgenerilasi eljaras kezdeti részproblé-
majat épiti fel. A modell megfogalmazasa a LEMON Lp interfészén keresztiil
torténik, ahol a korlatok és a kezdeti oszlopok explicit moédon keriilnek defini-
alasra. Ezt kovetGen a fiiggvény a valasztott LP-solver segitségével megoldja
az els6 LP-feladatot.

runF () és runG(): A pricing lépéshez tartozo dinamikus programozasi algorit-
musok megvalositasai. Feladatuk a minimalis redukalt koltségii korai, illetve
késéi litemezés értékének meghatarozasa a megadott dualvaltozok mellett. A
dinamikus programozas allapotait és dontéseit tablazatos formaban téaroljak,
amelynek alapjan elgallitjak a megfelels karakterisztikus vektorokat. Mivel
ezeket a fiiggvényeket minden eljaras hasznalja, ezek tugy keriiltek kialakités-
ra, hogy a program barmely részébd6l meghivhatok legyenek.

runColumnGeneration(): Az oszlopgeneraléasi eljaras teljes folyamatat va-
lositja meg. Iterativ modon hajtja végre az alabbi 1épéseket: lekéri az ak-
tualis dualvéaltozokat, majd ezek alapjan meghivja a pricing algoritmusokat.
Amennyiben létezik sérté oszlop, a runF () és runG() fiiggvények altal generalt
1j oszlopokat az interfészen keresztiil hozzdadja a részproblémahoz. FEzt ko-
vetGen a valasztott LP-solver segitségével tjra megoldja a kib&vitett modellt.
Tovabbé ebben a fiiggvényben keriilt sor ¢ tartoményéanak korlatozaséra is.

runlLagrangeRelaxation() A Lagrange-relaxacios eljaras implementécioja. A
Lagrange-fiiggvény értékének kiszamitasa egy kiilon tagfliggvényben torténik,
amely a pricing algoritmusokra épiil. A szubgradiens modszer rogzitett maxi-
malis iteracidoszammal fut, ezaltal biztositva a szamitéasi idé kontrollalhatosé-
gat.

runBranchAndBound (): Amennyiben az LP-relaxalt feladat optimalis megol-
désa nem egész, a program egy Lagrange-relaxacion alapulé Branch and Bound
algoritmust hajt végre, gy hogy a keresési fat mélységi bejaras alapjan jarja
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be. Az egyes csomépontokban a munkéik rogzitése egy binaris vektor alap-
jan torténik, mig az als6 korlatok szamitésa a korabban bevezetett Lagrange-
relaxacios eljaras felhasznéalasaval valosul meg.

A fenti attekintés tehat a program szerkezetének és miikodésének azon elemeit mu-
tatta be, amelyek kozvetleniil kapcsolodnak a korabban ismertetett elméleti eredmé-
nyekhez. Az implementacié tovabbi részleteinek targyaldsa nem szolgalné érdemben
a dolgozat céljat, ezért ennek bemutatasat ezen a ponton lezarjuk.

A kovetkezs alfejezet a megvalositas valodi céljara helyezi a hangsilyt. Ugyanis a
tesztelt példényokon kapott eredmények alapjan lehetéség nyilik a modszerek telje-
sitményének vizsgalatara.

4.1. Teljesitményvizsgalat

Az eredmények megfelel§ értelmezése érdekében sziikséges roviden ismertetni azt a
szamitasi kornyezetet, amelyben a kisérletek végeztitk. A méréseket Linux (Ubuntu
24.04.1 LTS) operaciés rendszer alatt végeztiik. A lineéaris programozasi felada-
tok megoldasat a LEMON Lp interfészen keresztiil az IBM ILOG CPLEX Optimi-
zer 22.1.1 végezte. A szamitasokat egy Intel Core i3-8130U tipust, 2.20 GHz érajeld
processzorral, valamint 8 GB memoriaval rendelkezd szamitdgépen futtattuk.

Oszlopgeneralas

Az oszlopgeneralas teljesitményét négy kiilonbozd6 példanyosztalyon vizsgaltuk. Min-
den osztaly esetén az n = 10, 20, 50, 75, 100, 125, 150 és 175 munkaszamokhoz egyen-
ként 100 tesztpéldanyt generaltunk. A kozos hataridét minden osztalyban egysége-
sen D = % Z?Zl p; értékre rogzitettiik. Annak érdekében, hogy valos eredményeket
lassunk, olyan osztalyokbol is generaltunk példanyokat, amik varhatolag nehézséget
jelentenek a modszer szamaéra.

A vizsgalt osztalyokat az alabbiak szerint definialtuk:

//////

szarmaznak.

(il) A megmunkalasi idsk és a sulyok egyarant az U[1,100] egyenletes eloszlasbol
szarmaznak.

(i) A megmunkalasi id6k az U[10, 100] egyenletes eloszlasbol szarmaznak, mig az
a; és fB; stlyok a [p; — 5, p; + 5| intervallumon vett egyenletes eloszlasbol
szarmaznak. Ennek kovetkeztében az o /p; és B;/p; aranyok jellemzden kozel
esnek az 1 értékhez, ami azt jelzi, hogy a munkéak prioritdsai nagymértékben
hasonloéak.

(iv) A megmunkalasi idsk és a stlyok egyarént az U[90, 100] egyenletes eloszlasbol
szarmaznak, ami olyan példanyokat eredményez, ahol a munkak megmunkalasi
idejei hasonloak és az ardanyok egyhez kozeliek.

Az el6zetes megfontolasaink alapjan arra szamitunk, hogy az (iii) és az (iv) pél-

danyosztélyba tartozo inputok nagyobb nehézséget okozhatnak a modszer szdmara.
Mindkét osztaly esetében a suly—feldolgozéasi id§ aranyok egyhez kozeli értékeket
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vesznek fel, ami varhatéan a konvergencia végss szakaszaban jelentds lassulashoz
vezet. Ebben az esetben ugyanis igazolhato, hogy kis eltérésti munkahalmazok kolt-
sége kozel azonos. Ennek kovetkeztében, ha az oszlopgeneralasi eljards soran az
RMP maér elegendGen sok, egymastol kiillonbo6z6 oszlopot tartalmaz, akkor az aldbbi
megfigyelések tehetSk; Az optimalitasi feltétel ((1.7)) alapjan az RMP optimalis bé-
zisdban szerepld oszlopok redukalt koltsége nulla. Igy az ezekhez hasonlé munkahal-
mazokhoz tartozo oszlopok redukalt koltsége is varhatdéan a nulldhoz kozeli értéket
vesz fel. Az RMP-ben szerepld, de az optimélis bazisba nem tartozé oszlopok az ak-
tualis megoldés mellett dudl megengedettek, igy az ehhez hasonlé oszlopok esetében
sem fordulhat el§ szamottevéen negativ redukélt koltség. Mindez azt eredményezi,
hogy az oszlopgeneralas tovabbi iteracidiban mar csak kis mértékben javité oszlo-
pok adédhatnak. Ez az (iv) példanyosztaly esetében kiilonosen kedvezétlen, mert
valnak. Ez indokolja, hogy az (iii) és (iv) példanyosztalyok esetében a konvergencia
jelentds lassulasara szamitottunk, és ezeket a példanyokat a médszer szempontjabol
nehezebb eseteknek tekintettiik.

Az eredményeink vizsgalatahoz vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

n = a munkak szama,
OPT = azon példanyok szama a 100 koziil, amelyek esetében
az LP megoldas egész volt,

AC'T = az atlagos futasidé méasodpercben,
MACT = a maximalis futasidé masodpercben,
MICT = a minimélis futasidé mésodpercben,
ACOL := a generalt oszlopok atlagos szama,
MCOL = a generalt oszlopok maximalis szama,

ALP := a megoldott linearis programok atlagos szama,

M LP = a megoldott linearis programok maximalis szama.

A kész program lehetéséget biztosit arra, hogy az oszlopgenerélasi eljaras soran
kiilénboz6 tipustt LP-solvereket alkalmazzunk. Ennek megfelelGen a szamitasok so-
ran mi magunk valaszthatjuk meg, hogy az RMP-k megoldésa milyen eljaréssal
torténjen. ElGszor azokat az eredményeket mutatjuk be, amelyek esetében az LP-
feladatokat belsé pontos algoritmust alkalmazo6 solver oldotta meg.

1. tablazat. Eredmények az (i) példanyosztalyon, belsé pontos modszert alkalmazva

n OPT ACT MACT MICT ACOL MCOL ALP MLP
10 88 0.03 0.05 0.02 40.76 51 18.02 23
20 81 0.12 0.20 0.08 89.94 107 38.33 47
50 76 0.81 1.08 0.66 253.1 295 108.54 125
75 70  2.36 3.09 1.92  402.19 459 174.54 198

100 65 5.94 9.67 4.79  553.95 620 242.81 278
125 70 7.69 8.98 6.38  706.49 765 312.52 341
150 78 11.98 15.76  10.57  869.43 1014 386.82 463
175 76 17.60 25.45 15.08 1036.01 1140 462.71 510
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2. tablazat. Eredmények az (ii) példanyosztélyon, belsé pontos modszert alkalmazva

n OPT ACT MACT MICT ACOL MCOL ALP MLP
10 98  0.04 0.07 0.03 38.86 95 16.99 25
20 96 0.18 0.26 0.10 85.64 108 36.05 48
20 88 1.66 3.02 1.27  248.53 291 106.04 128
75 91 5.11 7.08 4.39  390.98 450 168.77 199

100 89 12.52 15.27  10.07  541.32 097 236.82 269
125 94 16.30 18.89  13.78  688.88 769 302.58 335
150 85 26.62 31.14 2354  847.93 964 375.62 437
175 89 40.24  49.30 35.72 1002.27 1170 445.48 528

3. tablazat. Eredmények az (iii) példanyosztalyon, bels6 pontos modszert alkalmazva

n OPT ACT MACT MICT ACOL MCOL ALP MLP
10 100 0.0 0.07 0.04  46.97 62  21.08 28
20 99  0.25 0.35 0.19 109.47 132 47.07 60
50 98  2.34 2.88 1.74 321.01 364 140.87 161
75 98  8.57 12.48 6.50 522.09 580 232.56 259

100 96 23.11 30.18 18.65 723.34 773 326.83 348
125 92 45.40 96.29  37.98 930.88 999 423.79 469

4. tablazat. Eredmények az (iv) példanyosztalyon, belsé pontos modszert alkalmazva

n OPT ACT MACT MICT ACOL MCOL ALP MLP
10 99  0.08 0.10 0.06 57.97 72 26.39 34
20 89 0.38 0.49 0.31 129.83 144 55.89 65
50 87  3.63 4.45 3.31 357.12 383 157.05 170
75 89 11.82 13.50  10.69 553.21 606 246.76 272

100 84 30.53 33.87  28.00 780.50 828 353.82 386
125 76 61.68 7227 57.69 996.44 1095 453.86 512

A tablazatok alapjan az oszlopgeneralési eljaras a vizsgalt példanyosztalyokban kis
és kozepes méreti példanyokon (n < 75) megbizhatoan és gyorsan miikodik. Kii-
londsen kedvezd, hogy n < 50 mellett az atlagos futasidé minden osztalyban 4
masodperc alatt maradt.

n novekedésével a futasidé6k minden osztélyban emelkednek, ugyanakkor az emel-
kedés iiteme osztalyonként eltérs. Az (i) és (ii) példanyosztalyok esetén a futasids
novekedése mérsékelt, mig az (iii) és (iv) osztalyokban erdGteljesebb.

Az (iii) és (iv) osztéalyokra kapott eredmények megfelelnek az elézetes megfontola-
soknak: ezekben a futasidé n névekedésével gyorsabban né. Ennek egyik oka, hogy
a generalt oszlopok atlagos szama (ACOL) nagyobb, ami az RMP-k gyorsabb mé-
retnovekedésére utal. Emellett az iteracioszamot jellemz& ALP mennyiség a vizsgalt
tartomanyban kozel linedrisan emelkedik, mikozben a futésidé ennél gyorsabban. Ez
azt jelzi, hogy a lassulas nem csupéan az iteraciok szaméabol adodik, hanem abbdl is,
hogy egy iteracio szamitasi igénye megns. A jelenség hatterében a nagyobb RMP-k
megoldasainak nehézsége, valamint a pricing lépések dragulésa all; az utobbit az is
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alatamasztja, hogy ezekben az osztélyokban a megmunkalési id6k nagyobb értékeket
vehetnek fel. Mivel a n = 150 és n = 175 munkaszdmok mellett a futasidék méar
meghaladték az egy perces nagysagrendet , az ilyen modon torténd teszteléstdl elte-
kintettiink, és a nagyobb példanyok vizsgalatara egy késébbi, modositott beallitas
mellett tériink vissza.

Végezetiill megjegyezziik, hogy az LP-relaxélt feladat megoldasai igen nagy arany-
ban egész értékiek voltak. Kovetkezésképpen ezekben az esetekben az eredeti (IP)
feladat optimélis megoldasat is megtalaltuk.

A kovetkezSkben azokat az eredményeket mutatjuk be, ahol az LP feladatok meg-
oldasat szimplex modszert alkalmazo solver oldotta meg.

A szimplex moédszer hasznalata soran méar a kisérletek elején olyan konvergencia-
viselkedést tapasztaltunk, amely erdsen torzitotta az atlagos futéasidét. Ezért a
tovabbi vizsgalatokat az (i) példanyosztalyra korlatoztuk, és n értékét csak 75-ig no-
veltiik. A futasidsk jellemzéséhez n = 75 esetén célszert volt egy tovabbi mutatot is
bevezetni; ennek megfelelGen a futasidék medianjat is definidljuk és a tovabbiakban
MEDCT-vel jeloljiik.

5. tablazat. Eredmények az (i) példanyosztéalyon, szimplex modszert alkalmazva

n OPT ACT MACT MICT ACOL MCOL ALP MLP
10 97 0.008 0.013  0.005 60.56 80  27.83 42
20 93 0.062 0.083 0.043 208.03 263 106.93 142
50 94 2513 4579 1.561 1322.08 2009 848.39 1462

A mérések alapjin n = 50-ig a futésidék még kedvezGek maradtak. Ugyanakkor
méar ebben a tartoméanyban is megfigyelhetd, hogy az iteraciészamot jellemz6 mutatod
(ALP), illetve a generalt oszlopok szama (ACOL) révid id6 alatt jelents mértékben
megndtt. Ez arra utal, hogy az RMP-k mérete és az oszlopgeneralas soran elvégzett
LP-megoldasok szdma mar viszonylag kis munkaszam mellett is nagyon gyorsan
megné. Igy a késébbi, nagyobb n értékeknél elGzetesen is szamitani lehetett arra,
hogy az eljaras szamottevs szamitasi terhelés ala keriil.

6. tablazat. Eredmények az (i) példanyosztélyon, szimplex modszert alkalmazva

n OPT ACT MACT MICT MEDCT ACOL MCOL ALP MLP

5 90 30.457 101.165 9.688 15.107 3160.73 5096 2356.32 4071

Az n = 75 -re vonatkoz6 eredmények alapjan jol lathato, hogy a futésidék erdsen
ingadoznak: a minimalis (MICT) és a maximéalis (MACT) futésids kozott nagy-
sagrendi kiilonbség figyelhets meg. Ezzel szemben a median (MEDCT) lényegesen
kisebb az atlagnal (ACT), amibdl arra kovetkeztethetiink, hogy a futasidék drasz-
tikus megnovekedése a példéanyok legfeljebb felét érintette, és a tobbi esetben a
szamitasi id6 mérsékelt maradt.

A kiugro futasidék hatterében az all, hogy bizonyos példanyoknal megjelent a farok-
hatés (tailing-off) jelensége: a konvergencia végss szakaszaban sorra olyan 1j oszlo-
pok keletkeztek, amelyek mér csak elhanyagolhaté mértékben javitottak az aktualis
célfliggvényértéket. Ezt a viselkedést a tablazatban szerepls ACOL és ALP értékek
is aldtamasztjak. Emellett az is megfigyelhet6 volt, hogy ezeknél a példanyoknél

34



az alkalmazott dualstabilizacios eljarasok csak korlatozott mértékd gyorsulast ered-
ményeztek. A jelenség nagyobb munkaszamok mellett erételjesebben jelentkezett:
n = 100 és n = 125 esetén a futasok jelentds része elérte a 400-800 méasodperces
tartomanyt, ezért tovabbi modositéast kellett bevezetniink a modszerben.
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A farokhatas illusztracidja egy példanyon

T sz

értéke also korlatot szolgaltat az eredeti feladat optimalis értékére, amennyiben a
dualvaltozokat Lagrange-szorzoként hasznaljuk. Legyen A € R"2 az oszlopgenerélas

c stz

Jelolje Fy (illetve G%) a korai (illetve kés6i) titemezések halmazan vett minimalis
redukalt koltséget, azaz

F} :=min{ F)(n,t) : 0 <t < D}, Gy =min{ GA(n,t) : 0 <t <370 p; )
Legyen tovabba p := (A1,..., \,,0,0) € R"™2. Ekkor a (4.9) tétel szerint:

Lp) =F; + G5+ > pi.

i=1
A redukalt koltségek definiciojabol kovetkezik:
Fy = F{ = A, G) =G — A2
Behelyettesitéssel adodik, hogy

L) = F{ 4G5 =Ao1 = Ang2 + > Ai.
=1

(.

)

Vegyiik észre, hogy (x) az RMP duél optimumanak célfiiggvényértéke. A dualitas
tétel (1.6) értelmében ez az érték megegyezik az RMP primal optimuméanak cél-
fiiggvényértékével. Jeloljiik ezt az aktudlis iterdcioban opt,.-tal, az eredeti feladat
optimalis értékét pedig opt*-gal. Ezt behelyettesitve a kovetkezd Osszefiiggést kap-
juk:

L(p) = FX + G} + optace < opt”
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Kovetkezésképpen Fi+ G5 fels6 korlatot ad a még elérhetd javulas mértékére. Ennek
felhasznalasaval tj megéllasi feltételt vezettiink be: a folyamatot megszakitottuk,
ha a becsiilt javulas mértéke legfeljebb egy szazalék. A moédositassal a kdvetkezs
eredményeket kaptuk:

7. tablazat. Eredmények az (i) példanyosztélyon, szimplex modszerrel, modositott
megéallasi feltétellel

n OPT ACT MACT MICT MEDCT ACOL MCOL ALP MLP

10 98 0.005  0.008 0.003 0.005 59.55 74 27.52

35

20 99  0.039 0.051  0.029 0.038  205.35 261 97.41 131
50 100  1.226 2.015 0.828 1.219 1163.61 1598  566.44 784
75 100  5.115 7.437  4.020 5.068 1874.49 2404  918.50 1186
100 100 12.216 19.976  7.921 12.018  2399.02 3114 1177.16 1539
125 100 29.445 38.811 19.714 29.353 3150.93 3771 1551.17 1863

A tablazat alapjan megéllapithatd, hogy az 0j megallasi feltétel bevezetésével a fu-
tasidsk stabilizalodtak. A minimalis (MICT) és a maximalis (MACT) futasidck
kozotti eltérés minden vizsgéalt n mellett mérsékelt maradt, és a median (MEDCT)
értékei is szorosan kovetik az atlagos futasidét (ACT). Ez azt jelzi, hogy a ko-
rabban tapasztalt, példanyonként szélsGségesen eltéré konvergencia-viselkedés meg-
sztint. Mindemellett az ACOL és ALP mutatok a modositas utan is magasak ma-
radtak, vagyis az eljaras az atlagos futasok soran is jelentés mennyiségii oszlopot
generéal. Ezentul az is megfigyelhetd, hogy az LP-relaxalt feladat megoldésai szinte
minden vizsgalt esetben egészértékiiek voltak. Ennek fontos kévetkezménye, hogy
ezekben az esetekben az oszlopgeneralasi eljaras altal talalt megoldas az eredeti (IP)
feladatra is megoldas, s6t a célfiiggvényértéke bizonyithatoan legfeljebb egy szaza-
lekkal tér el a valodi optimumtol.
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A farokhatas szemléltetése a moédositas utan

Ugyanakkor n névekedtével a futasidék még a modositas mellett sem kozelitik meg
a belspontos modszert alkalmazé valtozat teljesitményét. Ezért a tovabbiakban a
szimplex modszerrel kaphaté eredményeket nem vizsgaljuk. Végezetiil arra tériink
ki, hogy miként alakul a modszer teljesitménye, ha a kordbban bevezetett megallasi
feltételt a belsGpontos LP-solver alkalmazasa mellett is érvényesitjiik.
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8. tablazat. Eredmények az (i) példanyosztalyon, modositott megallasi feltétellel

n OPT ACT MACT MICT ACOL MCOL ALP MLP
10 100 0.005 0.008 0.003  48.85 78 16.87 40
20 100 0.034 0.045 0.028  82.58 235 3530 116
50 100  0.39 0.50 0.33 212.42 239 87.60 101
7 100 1.07 1.32 0.89 319.61 356 133.47 150

100 100 224 2.69 1.86 423.18 464 178.40 198
125 100 4.21 4.85 3.62 52441 560 222.67 241
150 100  6.64 7.86 2.68 621.99 682 265.09 293
175 100  8.85 10.15 711 722.20 782 308.55 336

9. tablazat. Eredmények az (ii) példanyosztalyon, modositott megallasi feltétellel

n OPT ACT MACT MICT ACOL MCOL ALP MLP
10 100 0.025 0.03 0.02  38.26 51  16.19 21
20 100 0.11 0.14 0.067  82.54 100 33.35 40
50 100  0.85 1.05 0.73  207.89 239  85.29 101
7 100 248 2.97 2.05 310.78 346 129.25 148

100 100  5.70 6.39 4.69 411.75 456 173.47 193
125 100 10.84 12.49 9.40 509.79 562 215.26 240
150 100 17.74 19.92 15.89 602.14 651 255.62 281
175 100 26.94 30.25  23.35 697.47 771 296.83 331

10. tablazat. Eredmények az (iii) példanyosztalyon, modositott megéllasi feltétellel

n OPT ACT MACT MICT ACOL MCOL ALP MLP
10 100  0.03 0.05 0.03 45.19 56  19.11 22
20 100 0.14 0.17 0.11  94.90 108 38.59 43
50 100  1.05 1.22 0.90 232.60 249 97.20 104
75 100  3.08 3.38 2.66 347.30 363 147.74 155

100 100  6.99 7.51 6.30 454.69 476 196.55 207
125 100 13.37 14.56  12.35 564.21 092 24588 257
150 100 21.96 24.29  20.15 671.64 699 294.79 307
175 100 33.21 36.21  29.69 T77.57 804 343.56 357

11. tablazat. Eredmények az (iv) példanyosztalyon, modositott megallasi feltétellel

n OPT ACT MACT MICT ACOL MCOL ALP MLP
10 100  0.04 0.05 0.03  48.90 57  19.93 23
20 100 0.19 0.21 0.17  98.19 110 39.65 43
50 100  1.54 1.63 1.46 237.46 247 99.66 104
75 100 4.65 4.83 4.43 351.28 364 150.31 156

100 100 10.73 11.11  10.32 462.91 480 200.83 208
125 100 20.65 21.24  20.06 573.74 595 250.40 257
150 100 35.18 37.45 34.01 684.40 711 301.07 309
175 100 53.56 95.75  52.27 T91.28 824 349.83 364
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A 8-11. tablazatok alapjan lathato, hogy a modositott megallasi feltétel a belsGpon-
tos solver mellett is egyértelmd javulast eredményez. A futasiddk, az iteracioszamot
és az oszlopszamot jellemzé mutatok a korabbi eredményeinkhez képest szamottevo-
en csokkentek. Mindemellett fontos kiemelni, hogy barmely vizsgalt példanyosztaly
esetén OPT értéke mindig 1. Ennek fontos kévetkezménye, hogy minden példany
esetén talaltunk az eredeti feladatra egy olyan megoldast, amelynek célfiiggvényérté-
ke legfeljebb egy szazalékkal tér el a valodi optimumtol. Tovabba az 4j és a kordbbi
eredmények Osszevetése alapjan megfigyelhetd, hogy az ACT, valamint az ACOL
és ALP mutatok korabban mért értékeinek szamottevé hanyada a konvergencia leg-
végss szakaszahoz kothets. A mutatok valtozéasat a tablazatok mellett a kapcsolodo
abrak teszik attekinthet6bbé.
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Futédsidék valtozésa az (i) példényosztélyon Atlagos oszlopszam véltozésa az (i) példanyosztalyon
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Az (i) példanyosztélyban méar az alapbeéllitas mellett is kifejezetten kedvezd futés-
idSket kaptunk. Még n = 175 esetén is mindossze 17,6s volt az atlagos futasids, amit
a késébbi osztalyok méar n = 100 esetén is meghaladtak. Ehhez képest a modositott
megéallasi feltétel bevezetése tovabbi jelentds gyorsulast eredményezett: az atlagos
futasids relativ értelemben 45%-62%-kal csokkent. Korabban is megfigyeltiik, hogy
a vizsgalt tartomanyban az ACOL és az ALP mutatok n fiiggvényében kozel linea-
risan rendben nének, amit most linearis regresszioval ala is tdmaszhatunk. ACOL
esetén a becsiilt meredekség a korabbi beallitas mellett 6.03, mig a médositott meg-
allasi feltétellel 4.11. A lineéris illesztés minGségét a magas R? értékek is igazoljak
(R? =~ 0.998679, illetve R? ~ 0.999715). Hasonl6 tendencia érvényes az ALP mu-
tatora is: a becsiilt meredekség 2.69-r61 1.77-re csokkent, és az illeszkedés ebben az
esetben is kivalo (R? ~ 0.997669, illetve R? ~ 0.999905). Ennek kovetkeztében az
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oszlopgenerélas iteracidoszama és a kezelt RMP mérete is mérsékeltebben novekszik,
ami a futasidé csokkenésében kozvetleniil is megjelenik.
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Az (ii) példanyosztalyban a modositott megallasi feltétel az atlagos futasidét n-
t6l fiiggSen mintegy 33.1%-54.5%-kal csokkentette, ami a vizsgalt osztalyok koziil
Osszességében a legkisebb relativ futasidé-javulasnak tekinthets. A legnagyobb re-
lativ gyorsulds n = 100 esetén jelentkezett (12.52 s helyett 5.70 s, azaz 54.5%), mig
a legkisebb n = 175-nél volt megfigyelhets (40.24 s helyett 26.94 s, azaz 33.1%).
Az ACOL és ALP mutatok n fiiggvényében ebben az osztalyban is kozel lineari-
san novekednek. ACOL esetén a becsiilt meredekség a korabbi beéllitasban 5.86,
mig a modositott megallasi feltétel mellett 4.00, és az illeszkedés mindkét esetben
kivalo (R? =~ 0.999039, illetve R? &~ 0.999439). Hasonloan, ALP esetén a meredek-
ség 2.61-r6l 1.71-re csokken, mikozben a linearis illesztés pontossaga itt is magas
(R? ~ 0.998156, illetve R? ~ 0.999763). Mindez azt jelenti, hogy a modositott meg-
allasi feltétel mellett az iteracioszam (ALP) és a generélt oszlopok szama (ACOL)
n-szerinti novekedése mérseklsdik, ami az (ii) osztalyban is kozvetleniil hozzéjarul
a futésids csokkenéséhez, még ha ez a hatés relative kisebb is, mint a tobbi vizsgalt
osztaly esetén.
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Futdsiddk valtozésa az (iii) példanyosztélyon Atlagos oszlopszam véltozasa az (iii) példanyosztalyon
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Az (iii) példanyosztalyban a korabbi beallitashoz csak n < 125 mellett rendelkeziink
osszehasonlitésra alkalmas adatokkal, ezért a modositott megallasi feltétel hatasat
ebben a tartomanyban vizsgéaljuk. Ekkor az atlagos futasidé n-tél fiiggen mintegy
40.0%-70.6%-kal csokkent: a legkisebb relativ csokkenés n = 10 esetén adodott (0.05
s helyett 0.03 s, 40.0%), mig a legnagyobb n = 125-nél volt megfigyelhets (45.40 s
helyett 13.37 s, 70.6%). A vizsgalt példanyosztalyok koziil a legnagyobb (relativ)
futasids csokkenést ebben az osztalyban értiik el. Az ACOL és ALP mutatok n fiigg-
vényében a vizsgalt tartomanyban kozel linearisan novekednek; a linearis regresszio
alapjan becsiilt meredekségek a modositott megéllasi feltétel mellett alacsonyabbak.
ACOL esetén a meredekség 7.71-r61 4.51-re csokkent, az illeszkedés mindsége mind-
két esetben kivalo (R? &~ 0.998558, illetve R? ~ 0.999694). Hasonléan, ALP esetén
a meredekség 3.51-r61 1.97-re mérséklGdott, és az illeszkedés pontossaga itt is magas
(R? =~ 0.997314, illetve R? ~ 0.999981). Korédbban mér felhivtuk a figyelmet arra,
hogy az (iii) példanyokat azért tekintjiik nehezebb eseteknek, mert a konvergencia
végss szakaszaban jelentds lassulas varhatd. A modositott megallési feltétel hatésara
az algoritmus akkor all meg, amikor a tovabbi iteraciok varhato javitasa csekély, igy
a konvergencia elhiiz6d¢ zarészakasza nem dominalja a futésidét. Ennek alapjan azt
vartuk, hogy a futasidék megkozelitik majd az (ii) osztalyban tapasztalt értékeket,
hiszen a két osztdlyban a megmunkalasi id6k valasztasa hasonlo. A tablazatokbol,
illetve az dbrék Osszehasonlitdsdbol valoban lathatod, hogy ez a varakozés teljesiil: a
modositott megallasi feltétel mellett az (iii) osztaly futésidejei valoban kozel esnek
az (ii) osztalyban tapasztalt értékekhez.
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Futésiddék véltozasa az (iv) példanyosztalyon
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Az el6z6 példanyosztalyhoz hasonléan az (iv) osztélyban is csak n < 125 esetén
rendelkeziink a korabbi beéllitdshoz tartozéd futtatési eredményekkel. Ekkor az at-
lagos futésids n-t6l fliggden mintegy 50.0%-66.5%-kal csokkent: a legkisebb relativ
csOkkenés n = 10 esetén adodott (0.08 s helyett 0.04 s (50.0%), mig a legnagyobb
n = 125-nél volt megfigyelhets (61.68 s helyett 20.65 s, azaz 66.5%). Az ACOL és
ALP mutatok n fiiggvényében a vizsgalt tartoményban kozel linearisan névekednek;
a linearis regresszid alapjan becsiilt meredekségek a modositott megallasi feltétel
mellett alacsonyabbak. ACOL esetén a meredekség 8.15-r6l 4.56-ra csokkent, az il-
leszkedés mingsége mindkét esetben kivalo (R? & 0.998467, illetve R? ~ 0.999836).
Hasonloan, ALP esetén a meredekség 3.72-r6]1 2.01-re csokkent, és az illeszkedés
pontossaga itt is magas (R? ~ 0.997187, illetve R? =~ 0.999990).

A tablazatok és a kapcsolodo abrak 6sszképe alapjan megallapithato, hogy a médosi-
tott megallasi feltétel bevezetése minden vizsgélt példanyosztélyban érdemi javulast
hozott. A futasidsk szamottevSen csokkentek, és ezzel parhuzamosan a futast jel-
lemz6 mutatok is kedvezé iranyba valtoztak.

Az LP-solverek osszehasonlitasa alapjan az is kirajzolodik, hogy az RMP-k megol-
désara a bels6pontos modszer hasznalata kifizet6débb. Ezzel szemben a nagyobb
n értékek mellett a szimplex modszer kozvetlen hasznélata a megfigyelt szélsGséges
konvergencia-viselkedés miatt szinte lehetetlenné valik. Jelenleg még nem talaltuk
meg annak okéit, hogy a megfigyelt jelenség miért csak a szimplex médszer alkalma-
zasa soran mutatkozik ilyen erételjesen.
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Végezetiil kiemeljiik, hogy ha nem az LP-relaxécié megoldasa a cél, hanem az ere-
deti feladat egy elméleti értelemben erés alsé korlatjanak meghatérozasa, akkor a
modositott megallasi feltétel alkalmazasa a legcélszertbb.

Lagrange-relaxacios eljaras

A Lagrange-relaxacios eljaras teljesitményének vizsgélatat a kordbban definialt négy
példanyosztalyon végeztiik. Az elemzéshez az oszlopgeneralési eljaras soran meg-
hatarozott eredményeinket hasznaltuk. Ahogy korabban is kozoltik, azokban az
esetekben ahol az LP-relaxalt feladat megoldasa egészértékii, megtalaltuk az eredeti
(IP) feladat optimumaét. Vagyis ezekben az esetekben a Lagrange-relaxécios eljaras
altal meghatarozott alsd korlat kozvetlentil 6sszevethets a feladat egzakt optimum-
értékével. A vizsgalat célja annak szdmszertsitése, hogy a meghatarozott als6 korlat
mennyire informativ a feladat optimumaéara nézve. Ennek megfelelGen két szempon-
tot emeliink ki: egyrészt azt, hogy az eljaras milyen gyakorisaggal adja meg a valodi
optimumot, méasrészt pedig azt, hogy az optimumtol eltérd esetekben a kapott alsod
korlat milyen mértékben kozeliti meg az optimalis értéket. Tekintettel arra, hogy
a célfiiggvényértékek nagysigrendje az egyes példanyok és osztilyok esetében is el-
térnek, a korlat pontossigat relativ hibaval jellemezziik. Jelolje gap az optimélis
értéktdl valo (szazalékos) relativ eltérést, melyet az alabbi Osszefiiggés definial:
AR ZLR

gap = ———" 100 [%]

ahol z* az eredeti feladat optimumértéke, z;r pedig az eljaras altal szamitott also
korlat értéke. Az eltérések eloszlasanak pontosabb értelmezése érdekében vezessiik
be a kdvetkezs statisztikai mutatokat:
G5 = a gap értékek alsod kvartilise,
Guep = a gap értékek medianja,
G5 = a gap értékek felsé kvartilise,
Grax = a gap értékek maximuma,
Tys = a futésidsk also kvartilise masodpercben,
Tyvep = a futasid6k medidnja masodpercben,
Trs .= a futésidok felsé kvartilise masodpercben,
Thiax = a futdsid6k maximuma mésodpercben.
A nem optimalis esetekben kapott gap értékek eloszlasanak szemléltetésére az I,

mintahalmazon bevezetjiikk gap empirikus eloszlasfiiggvényét. Jelolje P, az n mun-
kabol all6 példanyok halmazat, és legyen

Ini={p€Py:zy—z21rp>1},

vagyis azon n munkabol allo példényok halmaza, amelyekben az als6 korlat eltér az
optimalis értéktsl. Ekkor az n-hez tartozo empirikus eloszlasfiiggvényt a kovetkezs-
képpen definialjuk: F,, : R — [0, 1]

1
F.(x) = m H{pel,:gap, <z}

Tehat F,(z) azt adja meg, hogy az n-hez tartozo (nem optimaélis) esetek mekkora
hanyadaban nem haladja meg a relativ eltérés az x%-ot.
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4.1. Megjegyzés. Mivel az eredeti feladat optimdlis célfiigguényértéke egész, ezért
a kapott zpr also korldtot az optimummal megegyezdnek tekintyik, ha z* — zpp < 1.

Lagrange-relaxacios eljaras: eredmények az (i) példanyosztalyon

12.2% 13.9% 15.6%

20.8% 26.3%

100.0% 95.1%

87.8% 86.1% 84.4%

100 - Fp(x) [%]

719:2% 73.7%

optimalis érték
alsé korlat

100+ |
100 125 150 175

|
= I
80- rl l_l_'
60 J-r
40-
20+
0+ . .
(72) a7 (72) (76) 0.00 0.04 0.06

s | '
0.02
n gap [%]

Zb 5‘0 7‘5
83) 81) (82)

12. tablazat. Eredmények az (i) példanyosztalyon

0.08 0.

n Gos GMED Grs Gmax Tos Tmeda T7s Thax
10 0.0000000 0.0000000 0.024 0.581 0.02 0.03 0.03 0.04
20 0.0000000 0.0000000 0.021 0.083 0.07 0.08 0.09 0.10
50 0.0000000 0.0020815 0.006 0.055 0.37 040 042 0.46
75 0.0000000 0.0020418 0.004 0.103 0.83 0.89 093 1.04

100 0.0000000 0.0013949 0.003 0.060 1.15 1.52 158 1.74
125 0.0000299 0.0007005 0.002 0.115 2.27 237 245 2.77
150 0.0001253 0.0005922 0.001 0.043 3.28 3.39 3.53 3.85
175 0.0001421 0.0005468 0.001 0.074 4.68 484 5.02 541

Mar az (i) példanyosztaly eredményei alapjan is jol latszik, miért sziikséges kiilon
hangsulyozni, hogy az optimumértékek nagysigrendje az egyes n értékek esetén je-
lentGsen eltér. Ebben az osztalyban n = 10 esetén az optimumértékek 100 és 800
kozé esnek, mig n = 175 mellett ugyanez az intervallum mar 70000 - 110 000. Ko-
vetkezésképpen a szézalékos eltérések értelmezése dvatossdgot igényel: ugyanakkora
eltérés teljesen mas relativ hibat jelent attol fiiggden, hogy mekkora az optimumér-
ték. Példaul 1 egységnyi eltérés z* = 100 mellett 1%-os relativ eltérésnek felel meg,
mig z* = 110000 esetén ugyanez mar csak koriilbeliil 0.00091%. Ennek megfelelGen
onmagaban az a megfigyelés, hogy n névekedtével a gap értékek csokkennek, nem
értelmezhetd automatikusan a korlat minéségének javulasaként. Ennélfogva minden
osztaly esetén kozoljiik az optimumértékek nagysagrendjét, hogy a pontos eltérések
kozvetleniil meghatarozhatok legyenek.

n=10 : z*€ [100,800] n=100 : z*€ [21000,36000]
n=20 : z*¢ [700,2300] n=125 : z* € [34000,56000]
n=>50 : z*e[4900,9400] n=150 : z* € [52000,78000]
n="75 : z*€[12500,21000] n=175 : 2z*€ [71000,109000]

A bal oldali oszlopdiagram az optimélis esetek ardnyat szemlélteti az (i) példany-
osztalyban. Minden n mellett feltlintettiik a vizsgéalt példanyok szamat, a zold rész
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pedig azon esetek hanyadét jeloli, amikor az eljaras altal adott alsd korlat egy-
beesik az optimumértékkel. Kis munkaszamok mellett az optimalis egyezés szinte
teljes. Ugyanakkor n novekedtével, az optimalis esetek aranya fokozatosan csokken.
Nagyobb munkaszamok mellett tehat mar nem jellemzé a teljes optimalis egyezés,
ugyanakkor az arany tovabbra is kedvezd: még n = 175 esetén is a vizsgalt pél-
dényok kozel haromnegyedében optimaélis értéket kapunk. Ezeket a téablazat G-re
vonatkoz6 mutatoi is alatdmasztjak.

A nem optimélis esetekben kapott gap értékek eloszlésat a jobb oldali abra, valamint
a tablazatban kozolt mutatok szemléltetik. Mivel az egyes n értékekhez tartozo
optimumértékek nagysagrendje ismert, a szazalékos eltérésekbdl a valodi kiilonbség
nagysagrendje is egyszertien becsiilhetd.

Példaul n = 100 esetén a jobb oldali abra alapjan a nem optimalis esetek koriilbeliil
70%-4ban gap < 0.02%. Mivel ebben az esetben a célfiiggvényérték legfeljebb 36 000,
ez azt jelenti, hogy a nem optimalis esetek 70%-aban

2" —zpr < 36000-0.0002 = 7.2

vagyis az also korlat tipikusan néhany egységnyi tavolsédgra van az optimalis értéktol.
A futéasidsket tekintve az (i) példanyosztély kifejezetten kedvezs képet mutat. Még
n = 175 esetén is mindossze 5.41 s a maximaélis futasidg, mikdzben a tobbi példany-
osztalyban mar n = 50 mellett is el6fordulnak ennél nagyobb értékek. A futasidékre
vonatkozo statisztikai mutatok alapjan az is megfigyelhet, hogy az eljarés futéasideje
az egyes n értékek mellett kiegyenstlyozott, hiszen a Tos, Tieq, T75 €8 Thax értékek
szorosan egyiitt mozognak, és T, sem tér el szdmottevden a tipikus futasidétol.

Lagrange-relaxécios eljaras: eredmények az (ii) példanyosztalyon
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13. tablazat. Eredmények az (ii) példanyosztélyon

n Gas Gmep G Gumax  Tos Thmea  Trs Thax
10 0.0000000 0.0000000 0.000 0.006 0.18 0.19 0.21 0.26
20 0.0000000 0.0000000 0.000 0.019 064 072 080 0.93
50 0.0000000 0.0000000 0.000 0.254 4.00 428 4.72 5.46
75 0.0000000 0.0000009 0.002 0.105 9.78 10.32 10.83 12.44

100 0.0000000 0.0000110 0.014 0.147 17.81 1837 19.12 21.31
125 0.0000004 0.0001553 0.024 0.097 27.61 28.85 29.63 33.55
150 0.0000005 0.0045398 0.029 0.140 38.10 39.43 40.60 43.09
175 0.0000003 0.0047848 0.023 0.085 53.14 55.53 57.10 60.60
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Az (ii) példanyosztaly eredményei tobb szempontbol is eltérnek az el6z8 osztalyban
tapasztaltaktol. Els6ként szembetiing, hogy az optimalitas aranya n novekedtével
joval gyorsabban csokken: mig az (i) osztalyban még nagyobb munkaszémok mel-
lett is tobbségben maradtak az egyezések, itt mar kozepes n értékeknél is jelentGs
aranyban jelennek meg a nem optimaélis esetek. A szézalékos értékek értelmezésénél
tovabbra is szem el6tt kell tartani, hogy az optimumértékek nagysagrendje elté-
r6. Ezért a részletesebb elemzés el6tt ebben az osztalyban is kozoljiikk a z* értékek
intervallumait:

n=10 : z*€[9000,57000] n =100 : z* € [1572000,3037000]
n = 20 z* € [48 000, 181 000] n=125 : z* € [2450000,4 313000]
n=>50 : 2z*€[333000,775000] n = 150 z* € [3798 000, 6 229 000]
n="175 z* € [726 000, 1 665 000] n =175 z* € [5043000, 7876 000]

A kozelités mindségével kapcsolatban elséként azt érdemes kiemelni, hogy az F),
fiiggvények nagyobb n értékek mellett kiilondsen meredeken névekednek. Ez arra
utal, hogy a nem optimaélis esetek szamottevs részében a relativ eltérések mérsékeltek
maradnak. A valodi eltérés nagysagrendje ebben az esetben is konnyen becsiilhetd.
Példaul n = 175 mellett z* < 7876 000, és a tablazat szerint pedig G . = 0.085%.
Ekkor még a legrosszabb esetben is

2" — zpp < 7876000 - 0.00085 ~ 6695,

tehéat az eltérés nagysagrendileg legfeljebb néhany ezer egység a tébbmillios opti-
mumeértékekhez képest.

Ezzel szemben n = 50 esetén az F,, gorbe alacsonyabb értékeket vesz fel, ami azt jelzi,
hogy a nem optimalis esetek kozott gyakrabban jelennek meg nagyobb szazalékos
eltérések. Ugyanakkor ez nem jelenti a kozelités minéségének érdemi romlasat: ennél
a munkaszdmnél az optimumértékek nagysagrendje kisebb (z* < 775000), ezért
nagyobb gap esetén a valodi eltérés is mérsékeltebb. Példaul gap < 0.10% esetén

2" — zpr < 775000 - 0.001 ~ 775.

Mindezt osszefoglalva, az (ii) osztalyban a nem optimélis esetek ardnya valoban
magasabb, azonban az als6 korlatok minden esetben informativ és kozeli becslést
adnak az optimumértékre.

A futasidék novekedése az (ii) példanyosztalyban szembetiinen nagyobb mértékii,
mint az el6z6 osztalyban. Ennek magyarazata, hogy ebben az osztalyban a meg-
munkalési id6k nagy értékeket is felvehetnek, ami a Lagrange-relaxacié soran megol-
dando pricing feladatokat szdmottevGen megneheziti. Kévetkezésképpen a futasidét
elsGsorban a pricing algoritmusok folyamatos tjrahivasa dominalja.
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Lagrange-relaxécios eljaras: eredmeények az (iii) példanyosztalyon

14. tablazat

i

e

i
gap [%]

. Eredmények az (iii) példanyosztalyon

n Gy GumED Grs  Gumax  Tos Thmeda  Trs  Thax
10 0.000 0.0000000 0.000000 0.03139 0.19 0.21 023 0.28
20 0.000 0.0000000 0.000000 0.00020 0.73 0.81 085 0.99
50 0.000 0.0000000 0.000001 0.00027 4.64 500 520 5.73
75 0.000 0.0000005 0.000002 0.00029 10.55 11.19 11.72 12.85

100 0.000 0.0000003 0.000003 0.00008 19.37 19.90 20.52 21.72
125 0.000 0.0000003 0.000002 0.00053 25.99 26.66 27.38 30.14
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15. tablazat. Eredmények a (iv) példanyosztalyon

1074
gap [%]

n Gos GumED Grs Grmax Tos Thea T
10 0.00000000 0.0000000 0.000000 0.00046 0.35 0.35 0.35 0.54
20 0.00000000 0.0000000 0.000001 0.00105 1.33 135 1.36 1.40
50 0.00000000 0.0000002 0.000003 0.00002 870 874 879 9.32
75 0.00000008 0.0000005 0.000002 0.00188 1.32 19.57 19.71 19.96

100 0.00000005 0.0000036 0.000028 0.00127 34.96 35.07 35.19 35.66
125 0.00000015 0.0000008 0.000026 0.00132 54.91 55.66 57.32 59.92
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Az (iii) példanyosztaly eredményei kifejezetten kedvezsk, és tobb szempontbol is
jobbak az el6z6 két osztalyban tapasztaltaknal. Az optimalitasi dbra alapjan az
optimélis megoldasok aranya ebben az osztalyban a legmagasabb: minden vizsgélt
n mellett kozel teljes, és még nagyobb munkaszamok mellett is 95% felett marad.
Ennek kovetkeztében az eloszlasfiiggvények abrazolasa ebben az esetben kevés tobb-
letinforméciot adna, ezért a jobb oldali Abran kozvetleniil megjeloltiik azokat a ritka
eseteket, amikor az als6 korlat nem esik egybe az optimummal.

A szazalékos eltérések értelmezésénél itt is figyelembe kell venni az optimumértékek
nagysagrendjét:

n=10 : z*€ [20000,131000] n="75 : z*€[2630000,5186000]
n=20 : z*€ [128000,439000] n =100 : z* € [5548000,8441000]
n=>50 : 2z*€[978000,2304000] n=125 : 2z* € [9545000,14057000]

A megjelolt (nem optimalis) pontokhoz tartozo gap értékek nagysagrendje minden
n mellett rendkiviil kicsi, és a valodi eltérés itt is egyszertien becstilhetd:

n=10: 2" <131000, Gpax =0.03139% = 2" — zpr < 131000 - 0.0003139 =~ 41,

n=>50: z*<2304000, Gupax = 0.00027% = 2" — zpr < 2304000 -0.0000027 ~ 6.2,

n="75: 2" <5186000, Gpmax = 0.00029% = z* — zr < 5186000 - 0.0000029 ~ 15.0,
n=100: z* < 8441000, Gpax = 0.00008% = z* — zpr < 8441000 -0.0000008 ~ 6.8,
n=125: 2" <14057000, Guax = 0.00053% = 2* — zp g < 14057000 - 0.0000053 ~ 74.5.

Kovetkezésképpen az (iii) példanyosztalyban az eljaras nemcsak kiemelkedGen magas
aranyban ad egyezést, hanem a ritka nem optimalis esetekben is rendkiviil szoros
also korlatot szolgaltat: még a tobbmillids nagysigrend optimumértékek mellett is
legfeljebb néhény tiz egységnyi eltérést tapasztaltunk.

A futasiddk tekintetében az (iii) példanyosztaly gyakorlatilag az (ii) osztalyban ta-
pasztaltakkal azonos képet mutat. Ez 6sszhangban van azzal, hogy a két osztalyban
a megmunkalési id6k elGallitasa hasonlo, igy a szamitasi terhelést mindkét esetben
ugyanaz a komponens hatérozza meg. Ezek az eredmények alatamasztjak, hogy a
teljes futasidét minden esetben a pricing algoritmusok sokszoros futtatasa dominalja,
és igy az (iii) osztalyban méar nem jelent kiilon nehézséget, hogy a suly—megmunkalasi
id6k aranya egyhez kozeli értékeket vesz fel.

Az (iv) példanyosztalyban az egyezések aranya méar nem olyan kedvezd, mint a (iii)
osztéaly esetében. Ugyanakkor n = 75-ig itt is kifejezetten magas az optimalitasi
arany (> 92%). Az eredmények értelmezésénél kiilonosen fontos figyelembe venni,
hogy ebben az osztalyban jelennek meg a legnagyobb célfiiggvényértékek. Ezért a
részletesebb elemzés elGtt ebben az osztalyban is kozoljiik a z* értékek intervallumait:

n=10 : 2z* € [210000,224000] n="75 : z*€ [12006000,12 329 000]
n=20 : z*&€ [841000,889000] n =100 : z* € [21407000,21869 000]
n=>50 : z*€ [5283000,5485000] n=125 : z* € [33448000, 34093 000]

A szémszeri eltérések becslésére ezuttal ezeket az eredményeket kaptuk:

n="75: 2" <12329246, Gpax = 0.00188% = 2" — zpr < 12329246 - 0.0000188 ~ 232,
n=100: 2* < 21868824, Guax =0.00127% = 2" — zpp < 21868824 - 0.0000127 ~ 278,
n=125: 2* <34093357, Gpax =0.00132% = 2" — zp < 34093357 - 0.0000132 ~ 450.
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Kovetkezésképpen az (iv) példanyosztalyban — bar nagyobb n értékek mellett az
optimalis egyezések ardnya mar érezhetéGen csokken — a nem optimalis esetekben ka-
pott alsé korlatok tovabbra is rendkiviil informativak. A G .c-hoz tartozé becslések
alapjan még a legrosszabb eltérések is legfeljebb néhany szaz egységnyi kiillonbsé-
get jelentenek, mikozben az optimumeértékek ebben az osztalyban mar a tizmillios
nagysagrendet is elérnek. Ez 6sszhangban van az F), gorbék alapjan lathato képpel
is: a nem optimaélis példanyok donté részében a relativ eltérés tartosan 0.001% alatt
marad. A futasid6k szempontjabol az (iv) példanyosztaly adja a legkedvezétlenebb
képet. A tablazat alapjan minden n érték mellett itt jelennek meg a legnagyobb
futasidsk, és n = 125 esetén a maximalis futasidé mar T, = 59.92 s. Ez a je-
lenség Osszhangban van a példanyosztaly felépitésével, hiszen ebben az osztélyban
a megmunkalasi id6k kizarolag nagy értékeket vehetnek fel. Ennek kévetkeztében a
futasidét itt is a pricing algoritmusok ismételt futtatasa hatarozza meg, és a nagy
megmunkalasi id6k miatt ezek a részlépések szamottevéen koltségesebbek.

Az eredményeinket Osszegezve megallapithato, hogy a Lagrange-relaxacios eljaras a
vizsgalt példanyosztalyokon kifejezetten jol teljesit. A kapott alsé korldtok a nem
optimélis esetekben is kis relativ eltérést mutatnak, amit egyrészt a gap-eloszlasok,
mésrészt az ezekbdl levezetett becslések is alatamasztanak. Vagyis az eljaras akkor
is informativ als6 korlatot szolgéltat, amikor nem éri el az optimumot.

A futasidsk a példanyosztalyok kozott jelentGsen eltérnek, és a legnagyobb értékeket
az (iv) osztalyban tapasztaltuk. Ugyanakkor a kozelités szempontjabol kiillonosen
kedvezs, hogy a legjobb eredményeket éppen az (iii) és (iv) példanyosztalyokban
kaptuk. Ezek azok az osztilyok, amelyek az oszlopgenerélasi eljaras soran a legne-
hezebb esetek kozé tartoztak, igy az itt tapasztalt magas optimalitési arany és a
rendkiviil kis eltérések azt jelzik, hogy a Lagrange-relaxacios megkozelités az oszlop-
generalas szamara kedvezstlenebb struktiraju példanyoknal is megbizhatd becslést
ad.

Az (ii) példanyosztalyban tapasztalt alacsonyabb optimalitasi ardny arra utal, hogy
ebben az esetben a Lagrange-relaxacio egy kedvezéGtlen szerkezettel talalkozik. Eb-
ben az osztalyban — kiilondsen nagyobb munkaszamok mellett — gyakran elfor-
dulhat, hogy két vagy tobb munka megmunkalasi ideje megegyezik, mikoézben a
koraisagi és késési silyok jelentésen eltérnek. Ilyenkor a relaxélt modell szaméara
a legkedvez&bb megoldés az, hogy az azonos megmunkalési idejd munkik koziil a
kisebb silyu keriil elénybe, és ugyanaz a munka iitemezésre keriil a hataridé elGtt
és utan is. Ez a jelenség azért kiilondsen megtévesztsd, mert a korai és késéi blokk
Osszhossza ekozben valtozatlanul kiadja a Z? p; értéket, viszont a megoldis nem
megengedett az eredeti litemezési feladatra nézve. Ezt altalanositva, tobbféleképpen
kiadja a kivant értéket, mégis el6fordul a munkak kozott ismétlgdés és kimaradas.
A t6bbi példanyosztalyban ez a hatas joval kevésbé jelentkezik. Ott a sulyok és
idejd munkék felcserélése, illetve kett6zése nem eredményez olyan jelentGs koltség-
csokkenést, amelyet a relaxacié ki tudna hasznalni. Ennek kévetkeztében az (ii)
példanyosztaly tekinthetd a modszer szamara a legkedvezStlenebb esetnek ugyanis
itt fordulhat el6 legnagyobb ardanyban, hogy a relaxaci6 altal preferalt megoldésszer-
kezet mar eltdvolodik az eredeti feladat megengedett iitemezéseitsl.
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5. Osszefoglalas, kitekintés

A szakdolgozat célja nagyméret optimalizalasi problémak kezelésére alkalmas mod-
szerek bemutatéisa és értékelése volt egy konkrét iitemezési feladatra. A vizsgalat
kozéppontjaban az oszlopgeneralas és a Lagrange-relaxacios eljaras allt. A dolgozat
egyik f6 tanulsidga, hogy ezek a modszerek elsGsorban altalanos keretet nyujtanak.
Hatékony alkalmazasukhoz elengedhetetlen, hogy az eljarasokat a konkrét feladat
szerkezeti sajatossagaihoz illessziik. Ezt a 3. fejezetben részletesen is lattuk, amikor
az SMCDD probléma szerkezete alapjan vezettiik le a modszerek alakjat.

Az oszlopgenerélas eredményei alapjan a modszer legkritikusabb gyakorlati korlatja
a konvergencia viselkedése volt. Bar a példanyok szamottevd részében az eljarés
megbizhatéan és gyorsan miikodott, az (iii) és (iv) példanyosztalyban kapott fu-
tasidsk és iteracioszamok egyértelmiien ravilagitottak arra, hogy vannak a modszer
szamara kifejezetten kedvezétlen esetek. FEzeknél a példanyoknél a konvergencia
végsG szakaszaban jelentGs lassuléds jelentkezett, ami a futésidéket nagymértékben
novelte. A dolgozat egy djabb tanulsaga volt, hogy a konvergencia kedvezétlen visel-
kedését érdemes explicit modon kezelni. A Lagrange-relaxacié elméleti eredményeit
felhasznalva olyan megallasi feltételt vezettiink be, amely a még elérhetd javulas mér-
tékét becsli, és a folyamatot akkor allitottuk le, amikor az aktuélis megoldés mar
kellGen kozel esett az optimalis értékhez. A modositds utan a vizsgalt példanyok
mindegyikében talaltunk egész megoldést, vagyis az eredeti feladatra nézve megva-
losithato iitemezést. A megallasi feltétel alapjan ezek a megoldasok minden esetben
legfeljebb 1%-kal tértek el a valodi optimumtol, mikozben a futasidsk szamottevéen
csokkentek. Tovabba fontos kiemelni, hogy az oszlopgeneralas legfontosabb elénye
az, hogy a folyamat soran mindvégig rendelkezésre éll egy primal megoldas, igy az
eljarés akkor is értelmezhets eredményt szolgéltat, ha a teljes konvergencia elérése
szamitasi szempontbol nem kifizet6dé.

A Lagrange-relaxacios eljaras vizsgalatanak elsédleges célja az volt, hogy felmérjiik,
mennyire képes informativ alsé korlatot adni az eredeti litemezési feladatra. Ennek
megfeleléen az implementaciot és a paraméterezést is ugy alakitottuk ki, hogy a
kapott korlat a lehets legkozelebb keriiljon az optimélis értékhez. A kisérleti ered-
mények alapjan megallapithatd, hogy a modszer ebben a tekintetben kifejezetten
jol teljesitett. A vizsgalt példanyokban rendkiviil szoros also korlatokat kaptunk, és
az esetek szamottevé hanyadaban a valédi optimumot is elértiik. Az eredmények
ugyanakkor azt is megmutatték, hogy a Lagrange-relaxécios eljardsnak — az oszlop-
generéalashoz hasonloan — megvannak a maga kedvezdtlen esetei. Az (ii) példany-
osztalyban a modszer teljesitménye érezhetGen gyengébb volt, amit a dolgozatban a
példanyok szerkezetébdl adodo sajatossdgokkal részletesen megindokoltunk. Mind-
ez arra utal, hogy bar a modszer altalanosan erds eszkoz, hatékonysaga érzékeny
lehet bizonyos strukturélis jellemzdkre. Az eljaras egyik legnagyobb gyakorlati eld-
nye az egyszerd implementalhatosag. A vizsgalt feladat esetén mar egy viszonylag
egyszeri megvalositassal is kivalé mindségii alsoé korlatokat tudtunk elGallitani egy
NP-nehéz problémara, ami hatalmas elényt jelent a gyakorlati vilagban. A futasidék
alakulésat tekintve egyértelmtien a pricing probléma pszeudopolinoimalis futasideje
dominalja a teljes eljarast. Ennélfogva a modszer ott bizonyult lassabbnak, ahol a
megmunkéalasi id6k nagy értékeket vehetnek fel.
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Végezetiil érdemes kiemelni, hogy a legjobb eredményeket éppen azokban a példany-
osztalyokban kaptuk, ahol az oszlopgeneralas konvergencia szempontbél nehezebb
helyzetbe kertilt.

A dolgozat legfontosabb tanulsaga, hogy az oszlopgeneralast és a Lagrange-relaxacios
eljardst nem célszert egymas "versenytarsaként" kezelni. A két eljards eltérs célt
szolgal, és a feladatrol eltérd tipust informaciot ad. Az oszlopgeneralas elsédlegesen
megoldast allit el6, mig a Lagrange-relaxacié f6 szerepe az optimalis célfiiggvényér-
tékre vonatkozd also korlat meghatarozasa. Ennélfogva teljesitmény szempontjabol
nem sziikséges Gket kozvetleniil 6sszehasonlitani, célszeriibb azt elGtérbe helyezni,
hogy a modszerek milyen moédon egészithetik ki egymast. A dolgozatban erre konk-
rét példat is adtunk: az oszlopgeneralési eljarast a Lagrange-relaxaciobol levezetett
Osszefliggés segitségével szakitottuk meg. Ez egyuttal lehet&séget teremthet arra is,
hogy a megallasi feltétel paraméterezésén keresztiil a kozelités pontossagat tetszdle-
gesen szabalyozzuk.

A kapcsolat forditott irdnyban is kihasznalhato. Az oszlopgeneralés egy rogzitett ite-
értéke felss korlatot ad az optimalis értékre. Ez a korlat felhasznalhato a Lagrange-
relaxacios eljaras szubgradiens modszerének iranyitasara, hiszen a Polyak-tipusi
lépésméret alkalmazasahoz elengedhetetlen egy megfelels fels korlat ismerete.
Emellett, fontos kiemelni, hogy ha a két modszert ugyanazon LP-feladaton parhu-
zamosan alkalmazzuk, akkor az optimélis célfiiggvényérték az iteraciok sorén folya-
matosan egy also és egy felsd korlat kozé szorithato.

Az eredményeink tobb nyitott kérdést és tovabbfejlesztési iranyt is kijelolnek. Ezek
részben a modszerek konvergencia-viselkedésének jobb megértéséhez, részben a fu-
tasidk csokkentéséhez kapcsolodnak. Az oszlopgeneralds kapcesan a legfontosabb
nyitott kérdés, hogy miért kizarodlag a szimplex alapit RMP-megoldéas mellett jelent-
kezett az a szélsGséges konvergencia-viselkedés, amely a futasidék nagy szoérésahoz
és a farokhatas erGteljes megjelenéséhez vezetett. Ennek részletes feltarasa tovabbi
vizsgalatokat igényel, és gyakorlati szempontbdl is 1ényeges lenne annak megértésé-
hez, hogy milyen esetekben érdemes szimplex-alapt megoldét alkalmazni.

A Lagrange-relaxacios eljaras esetén az eredmények azt mutattdk, hogy mér egy
viszonylag egyszerd implementacioval is rendkiviil szoros alsd korlatok nyerhetdk,
ugyanakkor a futésidét dontéen a pricing feladat pszeudopolinomiéalis jellege hata-
rozta meg. Emiatt természetes kitekintési irany a pricing lépés gyorsitasa: egyrészt
algoritmikus oldalrél (hatékonyabb dinamikus programozasi megoldésok, allapottér-
sziikités), masrészt implementécios oldalrol (memoriahasznalat optimalizalasa, pér-
huzamositéas). Ezek kiilonosen azokban a példanyosztalyokban lehetnek meghataro-
z6k, ahol a megmunkélasi idék nagy értékeket vehetnek fel.
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Nyilatkozat Mesterséges Intelligencia hasznalataroél

Alulirott Sebestyén Roxdna nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése soran az
alabb felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI alapi eszkozoket alkalmaztam:

Feladat Felhasznalt eszkoz | Felhasznalas helye Megjegyzés

Hibakodok ChatGPT-5.2 Programkodok A hibakdédok meg-
magyarazasa, javitas
ajanlésa

Latex hibakodok | ChatGPT-5.2 A teljes dolgogatban

Abrak ChatGPT-5.2 Teljesitményvizsgéalat /Oszlopgeneréalas | ACT, ALP, ACOL, fa-
rokhatés abrai

Helyesiras ellen- | ChatGPT-5.2 A teljes dolgozatban

Orzése

A felsoroltakon tul méas MI alapu eszkdzt nem hasznaltam.
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