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1. Bevezetés

Az extremális gráfelmélet egy fontos kérdésköre, hogy egy rögzı́tett csúcsszámú gráf legfeljebb
mennyi élet tartalmazhat anélkül, hogy megjelenne benne egy előre meghatározott tiltott részgráf.
Általános gráfok esetén a problémakör alappontja a Turán-tétel. Ha a vizsgálatunkat páros gráfokra
korlátozzuk, és a tiltott struktúra egy teljes páros gráf, a Zarankiewicz-problémát kapjuk. A kérdést K.
Zarankiewicz lengyel matematikus vetette fel 1951-ben, és bár azóta számos részeredmény született,
az általános eset megoldása a mai napig a kombinatorika egyik nyitott kérdése.

1.1. Jelölés. Azt a páros gráfot, amelynek csúcsosztályai A és B, élhalmaza pedig E, G= (A,B;E)-vel
jelöljük.

1.2. Definı́ció. Legyen G = (A,B;E) páros gráf. Azt mondjuk, hogy H = (A′,B′;E ′) páros gráf
rendezett részgráfja G-nek, ha H ⊂ G, valamint A′ ⊂ A, B′ ⊂ B.

1.3. Definı́ció. Egy G = (A,B;E) páros gráf Ks,t-mentes, ha nem választhatunk s csúcsot A-ból és t
csúcsot B-ből úgy, hogy ezek Ks,t-vel izomorf rendezett részgráfot feszı́tenek ki.

1.4. Megjegyzés. Ha G páros gráf Ks,t-mentes, lehetséges az, hogy nem Kt,s-mentes.

1.5. Definı́ció. A Z(s, t; m, n) Zarankiewicz-szám egy Ks,t-mentes G = (A,B;E) gráf éleinek ma-
ximális száma, ahol |A|= m és |B|= n. G = (A,B;E) optimális Ks,t-mentes, ha |E|= Z(s, t;m,n). A
Ks,t-mentes jelzőt elhagyhatjuk, ha a kontextusból világos, hogy Ks,t-mentes gráfokról van szó.

1.6. Megjegyzés. A Z(2,2;m,n) esetben a páros gráf adjacenciamátrixának is tekinthetjük, ahol a
sorok az A-beli, az oszlopok a B-beli csúcsoknak felelnek meg. A feladat átfogalmazható arra, hogy
egy 0− 1 táblázatban mi az 1-esek maximális száma, ha nem jelölhető ki olyan téglalap a táblázat
mezőin, amely oldalai párhuzamosak a táblázat oldalaival, és a négy sarkában lévő mezőkön csupa
1-es van. Ezt a négy 1-est a téglalap sarkaiban tiltott négyesnek is nevezik.

1.7. Megjegyzés. Nyilvánvaló, hogy Z(s, t;m,n) = Z(t,s;n,m).

A továbbiakban bemutatjuk a blokkrendszereket, amelyek speciális s, t,m,n értékekre pontos Za-
rankiewicz-számokat adnak. Megemlı́tjük a projektı́v és affin sı́kokat is, mint speciális blokkrend-
szereket. Ezt követően néhány ismert tételt bizonyı́tunk Zarankiewicz-számok felső becsléseiről.
Reiman [14] becslése kifejezetten a Z(2,2;m,n) Zarankiewicz-számra vonatkozik. Általános eset-
ben Kővári, Sós, Turán [12] klasszikus felső korlátját mutatjuk meg, majd ennek különféle javı́tásait:
Füredi [7], Nikiforov [13] és Roman [15] becsléseit. Ez utóbbi pontos Zarankiewicz-számokat ad,
ha a páros gráf egy blokkrendszer illeszkedési gráfja. Roman becslésének bizonyı́tásában található
egyenlőtlenségek segı́tségével egészértékű lineáris programozási feladatot készı́thetünk, melyet meg-
oldva Zarankiewicz-számok felső becsléseit kapjuk. Ezt a lineáris programozási feladatot két feltétel-
lel kiegészı́tve Davies, Gill és Horsley [5] javı́t a felső korlátokon. Bognár Andrással közös TDK dol-
gozatunk [1] nyomán, Irving [10] Ki, j részgráfokat számoló módszeréből kiindulva egy új egészértékű
lineáris programozási modellt fogalmazunk meg. Ezt különféle rekurzı́v korlátokkal bővı́tjük, ame-
lyek egy részének ötlete Damásdi, Héger és Szőnyi [4] cikkében is megjelenik. Végül táblázatos
formában bemutatjuk egyes Zarankiewicz-számok felső becsléseit, amelyet az egészértékű lineáris
programozási feladat megoldásával kaptunk.
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2. Blokkrendszerek

A Zarankiewicz-számok sokszor kapcsolódnak szimmetrikus struktúrákhoz [11]: egy-egy ilyen struk-
túra incidenciamátrixát páros gráfnak megfeleltetve a gráf élszáma maximális lehet úgy, hogy Ks,t-
mentes. Vizsgáljunk meg részletesebben ilyen speciális struktúrákat.

2.1. Definı́ció. A (P,B,I) hármas illeszkedési struktúra, ha P és B diszjunkt halmazok, valamint
I⊆ P×B. Ekkor I-t illeszkedési relációnak nevezzük.

2.2. Definı́ció. Ha p ∈ P, B ∈B, valamint pIB, azt mondjuk, hogy p illeszkedik B-re és B illeszkedik
p-re. Ezt a relációt a következőképp is jelölhetjük: p ∈ B.

2.3. Definı́ció. A (P,B,I) illeszkedési struktúra egyszerű, ha nem létezik olyan B1,B2 ∈ B páros,
amelyekre {p ∈ P : p ∈ B1}= {p ∈ P : p ∈ B2}.

2.4. Definı́ció. A (P,B,I) illeszkedési struktúrának megfeleltetett páros gráf P csúcsosztályában a P,
B csúcsosztályában a B elemeinek megfeleltetett pontok találhatóak. Pontosan akkor létezik él egy
p ∈ P és b ∈ B között, ha a rendre hozzájuk tartozó p∗ ∈ P és b∗ ∈ B illeszkednek egymásra, vagyis
p∗ ∈ b∗.

2.5. Definı́ció. A (P,B,I) illeszkedési struktúrának megfeleltetett illeszkedési mátrix a fent definiált
páros gráf részleges adjacenciamátrixa, ahol a sorokhoz P, az oszlopokhoz B elemeit rendeljük.

2.6. Definı́ció. t-(v,k,λ )-blokkrendszernek nevezzük azt a (V,B,I) egyszerű illeszkedési struktúrát,
ahol B részhalmaza V hatványhalmazának, I ⊆ V×B az ∈ reláció, és amelyre a következő tulaj-
donságok teljesülnek:

(1) |V|= v,

(2) ∀B ∈B |B|= k,

(3) ∀X ∈ V, amelyre |X |= t, X pontosan λ blokk részhalmaza.

A fenti három axiómát teljesı́tő nem feltétlenül egyszerű illeszkedési struktúrákat t − (v,k,λ )-
struktúráknak nevezzük.

2.7. Megjegyzés. λ = 1 esetén a t-(v,k,1)-struktúra blokkrendszer, hiszen ha volna két azonos pont-
halmazú blokk, akkor azoknak bármely t pontjára két blokk is illeszkedne, ami ellentmond λ = 1-nek.

2.8. Definı́ció. A 2-(v,k,1)-blokkrendszereket Steiner-rendszereknek nevezzük.

2.9. Állı́tás. A blokkrendszerekben és a 2−(v,k,λ )-struktúrákban minden pontra azonos számú blokk
illeszkedik. Ha ez a szám r, akkor

r · (k−1) = (v−1) ·λ .
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Bizonyı́tás. Válasszunk egy tetszőleges P ∈ V pontot. Számoljuk meg azon (Q,B) ∈ V×B párok
számát, amelyre Q különbözik P-től, valamint P és Q is illeszkedik B-re. Jelölje ezt M. Egyrészt, Q
pontot v−1-féleképpen választhatjuk, és pontosan λ blokk létezik, amely mindkét pontra illeszkedik.
Tehát M = (v−1) ·λ . Másrészt legyen rP azon blokkok száma, amelyek P-re illeszkednek. Közülük
rP-féleképpen választhatjuk ki B-t. B-n már csak k−1 pont maradt, amelyek közül kerül ki Q. Azaz
M = rP · (k−1). Összevetve a kettőt és átrendezve:

rP =
(v−1) ·λ

k−1
.

Tehát rP bármely P pont választásával ugyanannyi lesz, ezt jelölje r. Emiatt

r · (k−1) = (v−1) ·λ .

2.10. Állı́tás. A Steiner-rendszerekben ha b jelöli a blokkok számát, r pedig az egy ponton átmenő
blokkok számát, a következő teljesül:

b · k = v · r.

Bizonyı́tás. Számoljuk meg kétféleképpen az olyan (P,B) ∈ V×B párokat, ahol P illeszkedik B
blokkra. Egyrészt a b darab blokk mindegyikére k pont illeszkedik, ezért ez a szám b · k. Másrészt,
mind a v darab pontra r blokk illeszkedik, ezért v · r-et kapunk. Tehát b · k = v · r.

2.11. Megjegyzés. A fenti két állı́tás bármely t − (v,k,λ )-struktúrában és -blokkrendszerben is érvé-
nyes.

2.12. Definı́ció. Egy V pontokból és L egyenesekből álló illeszkedési struktúrát véges projektı́v sı́knak
nevezünk, ha

(1) bármely két V -beli pontra pontosan egy L-beli egyenes illeszkedik,

(2) bármely két L-beli egyenes pontosan egy V -beli pontban metszi egymást (azaz illeszkedik rá),

(3) létezik 4 V -beli pont, amelyek közül semelyik 3 nem illeszkedik egy egyenesre.

A következőkben a projektı́v sı́k kifejezés mindig véges projektı́v sı́kot jelent.

2.13. Tétel. Minden véges projektı́v sı́khoz létezik q, amelyre a következők teljesülnek:

(1) minden egyenesre q+1 pont illeszkedik,

(2) minden pontra q+1 egyenes illeszkedik,

(3) q2 +q+1 pontja és egyenese van.
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Bizonyı́tás. Lássuk be, hogy egy projektı́v sı́kon két egyenes nem tartalmazhatja az összes pontot.
Tegyük fel indirekt, hogy tartalmazza l1 és l2 az összes pontot. Ezek metszik egymást O pontban
a második axióma szerint. A harmadik axióma garantálja négy általános helyzetű pont létezését,
amelyek közül legfeljebb kettő illeszkedhet egy-egy egyenesre. Legyenek ezek A, B, C és D pon-
tok. Pontosan kettőnek az l1, a másik kettőnek az l2 egyenesre kell illeszkednie, különben lenne 3,
ami egyenesre illeszkedik. Legyen A,B ∈ l1, C,D ∈ l2. Tekintsük az AC és BD egyeneseket, ame-
lyek léteznek az első axióma szerint, és amelyek a második axióma szerint egy M pontban metszik
egymást. M sem az l1, sem az l2 egyenesen nem lehet, különben AC egyenesnek két metszéspontja
lenne valamelyikükkel. Tehát ellentmondásra jutottunk.

Vegyünk egy P pontot, ami nincs az l egyenesen. Pontosan annyi egyenes megy át P-n, amennyi
pontja van l-nek, az első két axióma miatt. Az első axióma miatt ugyanis l minden pontján át fektet-
hető egy P-t tartalmazó egyenes, a második axióma miatt minden P-n átmenő egyenes metszi l-et, az
első axiómaból pedig következik, hogy ez a metszéspont egyértelmű.

Ha van egy l egyenes, aminek q+1 pontja van, akkor a többinek is. Ennek beltátásához vegyünk
egy l′ egyenest. Már tudjuk, hogy létezik P pont, ami egyik egyenesen sincs. A P-n átmenő összes
egyenes metszi mindkét egyenest, pontosan egy pontban. l pontjainak száma egyenlő a P-n átmenő
egyenesek számával, ami egyenlő l′ pontjainak számával. Tehát mivel bármilyen l′-t vehettünk volna,
akkor minden egyenesnek ugyanannyi pontja van, és jelöljük ezt q+ 1-gyel. Tehát a P-n átmenő
egyenesek száma is q+1, valamint minden más ponton átmenő egyenesek száma is ennyi.

Tekintsünk egy P pontot, és ebből q+1 egyenes megy ki. Minden egyenesnek q+1 pontja van,
a közös P ponton kı́vül minden egyenes pontosan q egyedi pontot tartalmaz. Mivel a sı́k bármely
más pontja pontosan egy P-n átmenő egyenesre illeszkedik, a sı́k összes pontját megkapjuk, ha a P
ponthoz hozzáadjuk a belőle kiinduló q+ 1 darab egyenesen lévő, P-től különböző q darab pontot.
Tehát 1+q ·(q+1) = q2+q+1 pontja van a projektı́v sı́knak. Hasonlóképpen egy egyenest tekintve,
ezen q+1 pont van, és mindből még q egyenes megy, és több egyenes nem lehet, tehát q2 +q+1 az
egyenesek száma is.

2.14. Definı́ció. Egy véges projektı́v sı́k rendje a fent definiált q.

2.15. Tétel. Minden projektı́v sı́k 2− (q2 +q+1,q+1,1)-blokkrendszer, és a megfordı́tás is igaz, ha
q ≥ 2.

Bizonyı́tás. Tekintsünk egy q-adrendű projektı́v sı́kot. Legyen a pontok halmaza a projektı́v sı́kon a
blokkrendszer pontjainak halmaza, az élek halmaza pedig a blokkok halmaza. A pontok száma q2 +

q+1, ezért az első axióma teljesül. A blokkrendszer második axiómája is teljesül, hiszen q+1 pont
illeszkedik minden egyenesre. A harmadik axióma teljesülését az mutatja, hogy minden kételemű
ponthalmazra pontosan egy egyenes, itt pedig blokk illeszthető.

Fordı́tva, tekintsünk egy 2−(q2+q+1,q+1,1)-blokkrendszert. Bármely t = 2 elemű pontpárhoz
pontosan λ = 1 olyan blokk (azaz egyenes) létezik, amely mindkét pontot tartalmazza. Ez megegye-
zik a projektı́v sı́k első axiómájával.

Ha két különböző egyenesnek legalább két közös pontja lenne, P és Q, akkor a P,Q pontpárhoz két
különböző egyenes is tartozna, ami ellentmondana az első axiómának (λ = 1). Tegyük fel indirekt,
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hogy létezik két olyan egyenes, l1 és l2, amelyek nem metszik egymást. Számoljuk meg a sı́k összes
egyenesét úgy, hogy az l1 pontjaiból indulunk ki. Az l1 egyenesen pontosan q+1 darab pont található.

Mivel minden egyes ponton pontosan r =
(v−1) ·λ

k−1
=

(q2 +q) ·1
q

= q+ 1 darab egyenes megy át,

ı́gy az l1 pontjaiból kiinduló, l1-től különböző egyenesek száma:

(q+1) · (q+1−1) = q2 +q.

Ha ehhez a q2 + q darab egyeneshez hozzáadjuk az l1 egyenest is, akkor pontosan q2 + q+ 1

darab egyenest kapunk. Mivel a sı́k összes egyenesének száma b =
v · r
k

=
(q2 +q+1) · (q+1)

(q+1)
=

q2+q+1, ezért az l1 pontjain átmenő egyenesek már a sı́k összes egyenesét hiánytalanul lefedik. Az
indirekt feltevés szerint l2 egyetlen pontban sem metszi l1-et, ı́gy l2 nem szerepelhet a fenti egyenesek
között. Ez azt jelentené, hogy a sı́kon a meglévő egyeneseken kı́vül létezik még egy l2 egyenes is.
Ellentmondásra jutottunk, ezért minden egyenespárnak van legalább egy közös pontja.

Vegyünk egy tetszőleges l egyenest, és jelöljünk ki rajta két különböző pontot: A-t és B-t. Mivel
a sı́kon több pont van, mint az l egyenesen, biztosan létezik egy l-en kı́vüli C pont. Tekintsük az
AC egyenest. Mivel minden egyenesen legalább q+ 1 ≥ 2+ 1 pont van, az AC egyenesen az A és C
pontokon kı́vül biztosan választható egy harmadik, tőlük különböző D pont is. Az ı́gy kapott A,B,C,D
pontnégyesből semelyik három sem eshet egy egyenesre.

2.16. Tétel. Ha q prı́mhatvány, létezik q-adrendű projektı́v sı́k.

Bizonyı́tás. Legyen q prı́mhatvány, ekkor létezik Fq véges test. Tekintsük a Fq feletti háromdimenziós
V = F3

q vektorteret. Legyenek a projektı́v sı́k P pontjai a vektortér egydimenziós alterei, az L egye-
nesek a kétdimenziós alterei, valamint az illeszkedési reláció I = {(u,w) : U ∈ P,W ∈ L,U ⊆ W}.
Lássuk be, hogy ez egy 2− (q2 +q+1,q+1,1)-blokkrendszer, azaz projektı́v sı́k. Az egydimenziós

alterek száma V -ben, vagyis a pontok száma
q3 −1
q−1

= q2 + q+ 1 = v. A kétdimenziós altéren lévő

egydimenziós alterek száma
q2 −1
q−1

= q+1 = k, ami az egy egyenesen lévő pontok száma. Továbbá

bármely két egydimenziós altér pontosan egy kétdimenziós alteret feszı́t ki, azaz λ = 1.

2.17. Megjegyzés. Nyitott kérdés, hogy kizárólag prı́mhatvány lehet-e rendje projektı́v sı́koknak.

A projektı́v sı́k bizonyos pontjainak és egyeneseinek elhagyásával további majdnem teljesen szim-
metrikus illeszkedési struktúrák alkothatók, mint például az affin sı́kok. Ezt az illeszkedési struktúrát
úgy kapjuk meg, ha a projektı́v sı́k egy egyenesét minden pontjával együtt elhagyjuk, mint ahogy azt
hamarosan látni fogjuk.

2.18. Definı́ció. Egy V pontokból és L egyenesekből álló illeszkedési struktúrát véges affin sı́knak
nevezünk, ha

(1) bármely két V -beli pontra pontosan egy L-beli egyenes illeszkedik,

(2) bármely L-beli l egyeneshez és bármely rá nem illeszkedő V -beli v ponthoz pontosan egy egye-
nes létezik, amely illeszkedik v-re, de nem metszi l-et,
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(3) létezik 3 V -beli pont, amelyek nem illeszkednek egy egyenesre.

A következőkben az affin sı́k kifejezés mindig véges affin sı́kot jelent.

2.19. Tétel. A véges affin sı́k egy 2− (q2,q,1)-blokkrendszer.

Bizonyı́tás. Az affin sı́k első axiómája alapján bármely 2 elemű ponthalmaz pontosan egy blokkban
szerepel, tehát t = 2 és λ = 1.

A második axiómában a nem metsző egyeneseket párhuzamosnak nevezzük. Lássuk be, hogy
tranzitı́v. Indirekt tegyük fel, hogy a,b,c különböző egyenesekre a párhuzamos b-vel, b párhuzamos
c-vel, de a metszi c-t egy P pontban. b nem tartalmazhatja ezt a pontot, különben sérülne a párhu-
zamosság. A második axióma miatt pontosan egy egyenes létezik, amely b-vel párhuzamos, és P-n
átmegy. Ilyen egyenes a és c is, ami ellentmondás, hiszen ezekről azt feltételeztük, hogy különböznek.

A fent definiált párhuzamosság ekvivalenciareláció, hiszen reflexı́v, szimmetrikus és tranzitı́v.
Ennek megfelelően felbonthatóak az affin sı́k egyenesei párhuzamossági osztályokra. Minden osztály
minden pontot lefed, hiszen ha egy pont kimaradna, akkor a második axióma alapján illeszthetnénk
rá a többivel párhuzamos egyenest. Tekintsünk két egyenest, amelyek metszik egymást, és feleltessük
meg egymásnak a pontjaikat. Ehhez vegyünk egy párhuzamossági osztályt, amelyben nincs benne a
két egyenes egyike sem. A választott párhuzamossági osztályban ı́gy minden egyenes pontosan 1-1
pontban fogja metszeni mindkét metsző egyenest, ezzel megfeleltetve egymásnak a pontjaikat. Tehát
a két egyenesnek ugyanannyi pontja van, ı́gy metsző egyeneseket egymás után véve belátható, hogy
minden egyenesnek ugyanannyi pontja van. Jelölje ezt q, ez a blokkrendszereknél a k.

Tekintsünk egy P pontot és egy l egyenest, amelyek nem illeszkednek egymásra. P és l minden
pontja között az első axióma szerint pontosan 1 egyenes fut. Továbbá a második axióma szerint
létezik egy olyan egyenes is, amely párhuzamos l-el és P-re illeszkedik. Több egyenes nem megy át
P-n, hiszen csak l-et metsző és vele párhuzamos egyenesek léteznek. Tehát q+ 1 egyenes halad át
P-n. Ezek mindegyikén P-n kı́vül q−1 pont van, azaz összesen (q−1)(q+1)+1 = q2 pontja van az
affin sı́knak. Ezek alapján az affin sı́k egy 2− (q2,q,1)-blokkrendszer.

2.20. Tétel. Egy q-adrendű projektı́v sı́k egy egyenesének és az egyenes minden pontjának elhagyá-
sával q-adrendű véges affin sı́kot kapunk.

Bizonyı́tás. A projektı́v sı́k 2− (q2 + q+ 1,q+ 1,1)-blokkrendszer. Válasszuk ki egy l0 egyenesét,
és hagyjuk el minden pontjával együtt. Így 1 egyenest és q+ 1 pontot hagytunk el, tehát q2 + q
egyenesünk és q2 pontunk maradt. Mivel l0-nak minden más l egyenessel pontosan egy közös
metszéspontja volt, minden egyenesnek már csak q pontja van. Továbbra is bármely két pontra létezik
egyetlen egyenes, mely mindkettőre illeszkedik, teljesül az első axióma.

Most vegyünk egy l egyenest és egy rá nem illeszkedő P pontot. l0-nak és l-nek volt egy közös
metszéspontja, P0. P és P0 egyértelműen meghatározott egy egyenest, és ez párhuzamos lett l-el,
mivel töröltük P0-t.

A harmadik axióma szerint a maradék struktúra nem illeszkedhet egy egyenesre. Megállapı́tottuk,
hogy minden egyenesnek q pontja van, és összesen q2 pont, tehát ez tényleg nem lehetséges, a har-
madik axióma is teljesül. Azaz a kapott illeszkedési struktúra affin sı́k.
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Az illeszkedési gráf fogalmának segı́tségével minden blokkrendszer felfogható egy G = (A,B;E)
páros gráfként is, ahogy korábban az illeszkedési struktúráknál is láttuk.

2.21. Állı́tás. Egy t − (v,k,λ )-struktúra illeszkedési gráfja Kt,λ+1-mentes.

Bizonyı́tás. Indirekt tegyük fel, hogy tartalmaz Kt,λ+1-et. Legyen p1, p2, ..., pt ∈ A, l1, l2, ..., lλ+1 ∈ B
a Kt,λ+1 csúcsai. Ez azt jelenti, hogy van t pont, amelyre λ +1 blokk illeszkedik, ami ellentmond a
blokkrendszer definı́ciójának.

2.22. Megjegyzés. Ennek megfelelően a véges projektı́v és affin sı́knak megfeleltetett páros gráf nem
tartalmaz C4-et, azaz 4 hosszú kört.

3. Ismert tételek

3.1. Tétel (Jensen-egyenlőtlenség). Legyen f konvex függvény I intervallumon. Tetszőleges x1,x2, ...,

xn ∈ I pontokra és w1,w2, ...,wn nemnegatı́v súlyokra, melyekre ∑
n
i=1 wi = 1:

f

(
n

∑
i=1

wixi

)
≤

n

∑
i=1

wi f (xi).

Speciálisan, ha wi =
1
n :

f
(

∑
n
i=1 xi

n

)
≤ ∑

n
i=1 f (xi)

n
.

3.2. Tétel (Reiman felső korlátja).

Z(2,2;m,n)≤ 1
2

(
n+
√

n2 +4nm(m−1)
)
.

Bizonyı́tás. Tekintsünk egy tetszőleges G = (A,B;E), |A| = m, |B| = n páros gráfot, amely nem tar-
talmaz 4 hosszú kört. Legyenek a B-beli pontok fokszámai α1, ...,αn, tehát |E|= ∑

n
i=1 αi. Számoljuk

meg azon élpárokat, amelyeknek egyik végpontja ugyanazon B-beli csúcs. Ez ∑
n
i=1
(

αi
2

)
, ami legfel-

jebb
(m

2

)
, hiszen bármely két A-beli csúcsnak legfeljebb egy B-beli csúcs lehet közös szomszédja,

hiszen nincs 4 hosszú kör a gráfban. Ezek szerint felı́rható az alábbi egyenlőtlenség:

n

∑
i=1

(
αi

2

)
=

n

∑
i=1

αi(αi −1)
2

≤
(

m
2

)
=

m(m−1)
2

.

Rendezzük át az egyenlőtlenséget.

n

∑
i=1

α
2
i −

n

∑
i=1

αi ≤ m(m−1).
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Használjuk fel a számtani és mértani közepek közti egyenlőtlenséget, azaz ∑
n
i=1 α2

i ≥ (∑n
i=1 ai)

2

n
.

|E|2

n
−|E|= (∑n

i=1 ai)
2

n
−

n

∑
i=1

αi ≤ m(m−1).

E-re megoldva a másodfokú egyenletet, a következőt kapjuk:

|E| ≤ 1
2

(
n+
√

n2 +4nm(m−1)
)
.

Tehát mivel tetszőleges, 4 hosszú kört nem tartalmazó gráfból indultunk ki, arra is igaz, ami maximális
számú élt tartalmaz.

Vizsgáljuk meg az egyenlőség esetét. Ez akkor áll fenn, ha ∑
n
i=1
(

αi
2

)
=
(m

2

)
, továbbá ∑

n
i=1 α2

i =

(∑n
i=1 ai)

2

n
. Az elsőhöz az kell, hogy bármely két A-beli ponthoz pontosan egy közös B-beli szomszéd

tartozzon. A másodiknál akkor van egyenlőség, ha minden αi megegyezik, azaz B-beli pont fokszáma
egyenlő.

3.3. Megjegyzés. Ha m= n= q2+q+1 és létezik q-adrendű projektı́v sı́k, akkor minden egyenlőséget
teljesı́tő gráf egy q-adrendű projektı́v sı́k incidenciagráfja. Egyenlőség esetén minden B-beli csúcs
foka egyenlő, tehát minden egyenesen ugyanannyi pont van és A-ban minden csúcspárnak pontosan
egy közös, B-beli szomszédja van, azaz bármely két ponton pontosan 1 egyenes halad át. Legyen
minden B-beli pontnak r foka. ∑

q2+q+1
i=1

(r
2

)
=
(q2+q+1

2

)
-ből levezethető, hogy r = q+ 1. Tehát egy

2− (q2 +q+1,q+1,1)-blokkrendszert, azaz egy projektı́v sı́kot kaptunk.

3.4. Tétel (Kővári–Sós–Turán).

Z(s, t;m,n)≤ (s−1)
1
t nm1− 1

t +(t −1)m.

Bizonyı́tás. Tekintsük egy Ks,t-mentes, G = (A,B;E) részgráfját Km,n-nek, ahol |A| = m és |B| =
n. Számoljuk meg benne a rendezett K1,t részgráfokat, jelölje ezt a számot S. Ha d(u) jelöli az u
csúcs fokszámát, S = ∑u∈A

(d(u)
t

)
. Felhasználva, hogy Ks,t-mentes G, S ≤ (s− 1) ·

(n
t

)
, mivel

(n
t

)
-

féleképpen választhatunk B-ből t darab csúcsot, és bármely t darab B-beli csúcsnak maximum s− 1
közös szomszédja lehet, azaz legfeljebb s−1 darab K1,t illeszkedhet t darab rögzı́tett B-beli csúcsra.

Használjuk a Jensen-egyenlőtlenséget S értékére.

1
m
· ∑

u∈A

(
d(u)

t

)
≥
( 1

m ·∑u∈A d(u)
t

)
Mivel ∑u∈A d(u) = |E|, helyettesı́tsük be, és rendezzük át az egyenlőtlenséget.

S = ∑
u∈A

(
d(u)

t

)
≥ m ·

( |E|
m
t

)
.

Az S-re kapott alsó és felső korlátok között a következő egyenlőtlenség áll fenn:
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m ·
( |E|

m
t

)
≤ (s−1) ·

(
n
t

)
.

Használjuk ki, hogy
(a

b

)
≤ ab

b!
és
(a

b

)
≥ (a−b+1)b

b!
. Tehát

m ·
( |E|m − t +1)t

t!
≤ (s−1) · nt

t!
.

Ha ezt |E|-re rendezzük, megkapjuk a tétel állı́tását, mivel bármilyen Ks,t-mentes gráfot vehettünk
volna kezdetben, ı́gy a legnagyobb élszámúra is igaz az egyenlőtlenség.

|E| ≤ (s−1)
1
t nm1− 1

t +(t −1)m.

3.5. Megjegyzés. Conlon [2] eredménye szerint, ha 2≤ t ≤ s rögzı́tett és m≥ n
s(s−1)

s1/(t−1) , akkor Z(s, t,m,n)≥
C ·nm1−1/t , tehát a Kővári–Sós–Turán-becslés nagyságrendje éles, ha m kellően nagyobb n-nél.

Füredi [7] a Kővári–Sós–Turán-tételt a következőképp javı́tja:

3.6. Tétel (Füredi). Ha s ≥ t:

Z(s, t;m,n)≤ (s− t +1)
1
t nm1− 1

t + tm2− 2
t + tn.

A következő tétel [13] szintén javı́tja a 3.4 Kővári–Sós–Turán-tételt, valamint erősebb Füredi
tételénél is, ezért csak az erősebb tétel bizonyı́tását mutatjuk meg.

3.7. Tétel (Nikiforov). Ha s ≥ 2, t ≥ 2, akkor minden k = 0, ...,s−2-re

Z(s, t;m,n)≤ (s− k−1)
1
t nm1− 1

t +(t −1)m1+ k
t + kn.

Bizonyı́tás. Használjunk teljes indukciót. A k = 0 esetben visszakapjuk a 3.4 Kővári–Sós–Turán-
tételt, ami már ismert. Tegyük fel, hogy adott k esetén minden 0 ≤ k′ < k egész számra igaz az
állı́tás, minden (m,n,s, t) négyesre, most lássuk be k-ra. Tekintsünk egy G = (A,B;E) páros gráfot,
amelyre |A| = m, |B| = n, valamint Ks,t-mentes. Tekintsünk egy A-beli u csúcsot, Y = N(u) ⊂ B a
szomszédainak a halmaza. Legyen X = A\{u}. Jelölje E(U,V ) a G gráfban az U és V ponthalmazok
között futó élek halmazát.
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Mivel G Ks,t-mentes, az X és Y által feszı́tett részgráf Ks−1,t-mentes, tehát ha d(u) az u csúcs
fokszáma,

|E(X ,Y )| ≤ Z(s−1, t;m−1,d(u)).

Alkalmazzuk az indukciós lépést s−1-re és k−1-re.

|E(X ,Y )| ≤ (s− k−1)
1
t ·d(u) · (m−1)1− 1

t +(t −1) · (m−1)1+ k−1
t +(k−1) ·d(u)≤

≤ (s− k−1)
1
t ·d(u) ·m1− 1

t +(t −1) ·m1+ k−1
t +(k−1) ·d(u)

Írjuk fel másképpen |E(X ,Y )-t. Megszámolhatjuk úgy is, hogy hány él van ebben a halmazban,
hogy minden A-beli és B-beli ponton végigmegyünk, és ha van köztük él, továbbá a B-beli pont
és u között is, akkor eggyel növeljük a megtalált élek számát, majd végül d(u)-t levonunk. Ezt a
következőképp ı́rhatjuk fel:

|E(X ,Y )|= ∑
a∈A

∑
b∈B

|E(u,b)| · |E(a,b)|−d(u).

Összegezzük ezt a mennyiséget minden u-ra.

∑
u∈A

∑
a∈A

∑
b∈B

|E(u,b)| · |E(a,b)|−d(u) = ∑
b∈B

∑
u∈A

∑
a∈A

|E(u,b)| · |E(a,b)|−d(u) = ∑
b∈B

d2(b)≥ |E|2

n
,

ahol az egyenlőtlenség a számtani és négyzetes közép közti egyenlőtlenség miatt teljesül, hiszen

∑b∈B d(b) = |E|.
A korábbi egyenlőtlenségünkben, ahol |E(X ,Y )|-ra adtunk felső becskést az indukciós lépés

alapján, mindkét oldalt összegezzünk minden u ∈ A-ra, és rendezzük a tagokat az egyik oldalra. Itt
egyben használjuk az összegzett |E(X ,Y )|-ra kapott alsó becslést is.

|E|2

n
− ((s− k−1)

1
t ·m1− 1

t + k) · |E|− (t −1) ·m2+ k−1
t ≤ 0

Oldjuk meg az |E|-ben másodfokú egyenlőtlenséget a megoldóképlettel:

|E| ≤

1+

√√√√1+
4 · (t −1) ·m2+ k−1

t

n · ((s− k−1)
1
t ·m1− 1

t + k)2

 · ((s− k−1)
1
t ·m1− 1

t + k) ·n
2

.

Ezután a Bernoulli-egyenlőtlenséggel ((1+ z) j ≥ 1+ z j-t alkalmazzuk j = 2-re) felső becslést
adunk.
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|E| ≤

1+
2(t −1)m2+ k−1

t

n
(
(s− k−1)

1
t m1− 1

t + k
)2

 ·

(
(s− k−1)

1
t m1− 1

t + k
)

n

2

= (s− k−1)
1
t ·n ·m1− 1

t + k ·n+ (t −1) ·m2+ k−1
t

(s− k−1)
1
t m1− 1

t + k

≤ (s− k−1)
1
t nm1− 1

t +(t −1)m1+ k
t + kn

Mivel ez bármilyen Ks,t-mentes G-re belátható, a legnagyobb élszámúra is igaz, ı́gy visszakapjuk
az állı́tásunkat.

A Reiman-becslés 3.2 egy másik általánosı́tása Roman [15] becslése. Ennek előnye, hogy a
becslés pontos lesz megfelelő illeszkedési struktúra incidenciagráfját választva, végtelen sok esetben.

3.8. Tétel (Roman felső korlátja). Minden p ∈ N esetén, ahol p ≥ s−1:

Z(s, t;m,n)≤ t −1( p
s−1

)(m
s

)
+

(p+1)(s−1)n
s

.

Bizonyı́tás. Legyen G = (A,B;E) Ks,t-mentes páros gráf. Számoljuk meg a Ks,1-gyel izomorf rende-
zett részgráfok számát A és B felől is. B felől ha egy v csúcsnak d(v) darab szomszédja van, akkor ezek
közül s-et választva kapunk egy K1,s-est. Tehát ∑v∈B

(d(v)
s

)
a keresett mennyiség. A felől válasszunk

A-ból s csúcsot, ennek legfeljebb t −1 szomszédja lehet, mivel G Ks,t-mentes. Azaz:

∑
v∈B

(
d(v)

s

)
≤ (t −1) ·

(
m
s

)
.

Fejtsük ki a binomiális kifejezést, rendezzük át az egyenlőtlenséget, majd szorozzunk be egy
tetszőleges a > 0 számmal.

∑
v∈B

d(v) · ... · (d(v)− s+1)
s!

≤ (t −1) ·
(

m
s

)

∑
v∈B

a ·d(v) · ... · (d(v)− s+1)≤ a · s! · (t −1) ·
(

m
s

)
A bal oldalból vonjunk ki és adjunk hozzá ∑v∈B d(v)-t.

∑
v∈B

(a ·d(v) · ... · (d(v)− s+1)−d(v))+ ∑
v∈B

d(v)≤ a · s! · (t −1) ·
(

m
s

)
Mindkét oldalhoz adjunk hozzá n · c-t, ahol c tetszőleges valós szám.

∑
v∈B

(a ·d(v) · ... · (d(v)− s+1)−d(v)+ c)+ ∑
v∈B

d(v)≤ a · s! · (t −1) ·
(

m
s

)
+n · c
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Legyen f (x) = a ·x · ... · (x− s+1)−x+c. Azt szeretnénk, hogy jó a és c választásakor valamely
rögzı́tett p ≥ s− 1 egészre f (p) = f (p+ 1) = 0 legyen, hogy ∑v∈B(a · d(v) · ... · (d(v)− s+ 1)−
d(v)+ c) ≥ 0 legyen (feltéve, hogy f konvex). Azaz a · p · (p− 1) · ... · (p− s+ 1)− p+ c = 0 és
a · (p+1) · p · ... · (p− s+2)− (p+1)+ c = 0.

Ha megoldjuk ezt az egyenletrendszert a-ra és c-re, azt kapjuk, hogy

a =
1

s · p · (p−1) · ... · (p− s+2)
,

c =
(s−1) · (p+1)

s
.

f ′(x) monoton növekvő függvény x ≥ s−1-re, tehát f konvex x ≥ s−1-re. Mivel f (p) = f (p+
1) = 0 két egymást követő egész gyöke f -nek, valamint f konvex x ≥ s− 1 esetén, ezért f (x) ≥ 0
minden egész x ≥ s−1 esetén. Tehát behelyettesı́tve a és c értékeit f (d(v))≥ 0 minden v ∈ B-re, és
emiatt:

∑
v∈B

d(v)≤ t −1( p
s−1

)(m
s

)
+

(p+1)(s−1)n
s

.

Ez bármilyen Ks,t-mentes G-re igaz. ∑v∈B d(v) az élszám a gráfban. Tehát a megfelelő Zarankie-
wicz-szám felső korlátja is ez:

Z(s, t;m,n)≤ t −1( p
s−1

)(m
s

)
+

(p+1)(s−1)n
s

.

Vizsgáljuk meg az egyenlőség esetét! A bizonyı́tás alapján ez akkor következik be, ha

∑
v∈B

(
d(v)

s

)
= (t −1) ·

(
m
s

)
,

azaz A minden s elemű részhalmazának (t −1) közös szomszédja van, valamint f zérushelyei alapján
d(v) = p vagy d(v) = p+1 minden B-beli csúcsra. Keressünk olyan struktúrákat, amelyekre teljesül
ez a két tulajdonság. Korábban láttuk, hogy a t − (v,k,λ )-blokkrendszer incidenciagráfja teljesı́ti a
Kt,λ+1-mentességet, ezért ez jó kiindulási pont lehet, ha konstrukciót keresünk az egyenlőség esetére.

3.9. Állı́tás. Bármely 2− (v,k,λ )-blokkrendszerhez létezik p, melyre a blokkrendszer incidenciagráf-
ja egyenlőséggel teljesı́ti Roman 3.8 korlátját.

Bizonyı́tás. Legyenek az A-beli csúcsok a pontok, a B-beliek a blokkok. Legyen p = k, ekkor minden
B-beli csúcsnak azonos, p a fokszáma. Emellett teljesül az is, hogy bármely két A-beli csúcshoz
pontosan t − 1 = λ B-beli létezik, amely mindkettőnek a szomszédja, a blokkrendszerek harmadik
axiómája alapján. Ezért teljesül mindkét feltétel, továbbá az is, hogy Ks,t-mentes.

3.10. Következmény. Létezik p, amelyre a q-adrendű véges projektı́v sı́kok incidenciagráfja egyen-
lőséggel teljesı́ti Roman 3.8 korlátját az s = t = 2 esetben.
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Bizonyı́tás. Legyen p = q+ 1 vagy p = q. Ekkor mivel egy véges projektı́v sı́k 2− (q2 + q+ 1,q+
1,1)-blokkrendszer, teljesül az állı́tás.

Az affin sı́k megkaptható a projektı́v sı́k egy egyenesének és az egyenes minden pontjának el-
hagyásával, ezért ez is jó konstrukció lehet.

3.11. Következmény. Létezik p, amelyre a q-adrendű véges affin sı́kok incidenciagráfja egyenlőséggel
teljesı́ti Roman 3.8 korlátját az s = t = 2 esetben.

Bizonyı́tás. Legyen p = q, ekkor mivel minden véges affin sı́k 2− (q2,q,1)-blokkrendszer, teljesül
az állı́tás.

Az egyenlőséget teljesı́tő struktúrákból végtelen sok létezik. Ismert, hogy minden q prı́mhatványra
létezik q-adrendű véges projektı́v sı́k (2.16), ezáltal q-adrendű véges affin sı́k is.

4. Lineáris programozási modellek

A Zarankiewicz-számok felső becslései felı́rhatóak egészértékű lineáris programozási feladatként,
vagy ezek relaxáltjaként is egyes esetekben. Ez a megközelı́tés már Illés és Krarup cikkében [9] is
megjelenik. Davies, Gill és Horsley [5] friss cikkükben a lineáris programozási feladatot használják
eszközként ahhoz, hogy jobb felső becsléseket adjanak kis Zarankiewicz-számokra. Az alábbiakban
két tételüket mutatjuk be, ezek közül az elsőt bizonyı́tjuk, majd megmutatjuk, hogy az első tétel
alapján hogyan lehet lineáris programozási feladatot készı́teni.

4.1. Definı́ció. Legyen G = (A,B;E) páros gráf. Egy b ∈ B csúcs (k,s,v)-hiánya a következő hb

szám, ha k, s, v pozitı́v egészek, melyekre v < s:

hb =

0 ha d(b)≥ k(k−v
s−v

)
−
(d(b)−v

s−v

)
különben.

4.2. Tétel (Davies, Gill és Horsley tétele). Legyen G = (A,B;E) Ks,t-mentes páros részgráfja Km,n-
nek. Tegyük fel, hogy B minden csúcsának fokszáma legalább s− 1. Legyen ni a B azon csúcsainak
száma, amelynek fokszáma pontosan i. Ekkor:

m

∑
i=s−1

ni = n, (1)

m

∑
i=s−1

(
i
s

)
ni ≤ (t −1)

(
m
s

)
, (2)

továbbá minden v < s ≤ k ≤ m egyenlőtlenséget teljesı́tő pozitı́v egész v-re és k-ra, valamint egész
α-ra, amelyre α ≡ (t −1)

(m−v
s−v

)
(mod

(k−v
s−v

)
) és 0 ≤ α ≤

(k−v
s−v

)
:

1(k−v
s−v

)
−α

k−1

∑
i=s−1

((
i− v
s− v

)
−α

)(
i
v

)
ni +

m

∑
i=k

(
i
v

)
ni ≤

(
m
v

)
(t −1)

(m−v
s−v

)
−α(k−v

s−v

) (3)
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Bizonyı́tás. (1) teljesül, mivel n darab csúcs van összesen B-ben. Számoljuk meg, hogy mennyi (S, p)
pár van, amelyre S ⊂ A, p ∈ B, |S| = s, valamint p minden S-beli csúccsal szomszédos. Egy i fokú
B-beli csúcshoz

(i
s

)
S-et választhatunk, és ni darabilyen p van, összesen tehát ∑

m
i=s−1

(i
s

)
ni. Másrészt,

G Ks,t-mentes, ezért egy S-hez legfeljebb t − 1 darab ilyen tulajdonságú p választható. Ezért ez a
mennyiség legfeljebb (t −1)

(m
s

)
lehet, tehát (2) is teljesül.

Válasszunk egy-egy, a feltételeknek megfelelő fix v-t és k-t, valamint egy X ⊂ A, |X | = v csúcs-
halmazt. Jelölje ni(X) azt, hogy az X-beli csúcsoknak mennyi i fokú közös szomszédja van B-ben.
Legyen c az az egész, amelyre c

(k−v
s−v

)
= (t −1)

(m−v
s−v

)
−α . Legyen τ(X) minden X-beli ponttal szom-

szédos pont (k,s,v)-hiányainak összege. Jelölje d(X) azon B-beli pontok számát, amelyek minden
X-beli ponttal szomszédosak. Mutassuk meg, hogy

d(X)≤ c+
τ(X)(k−v

s−v

)
−α

.

Feltehető, hogy d(X)≥ c+1, különben triviálisan igaz.
A azon s méretű részhalmazainak száma, amelyek X-et tartalmazzák,

(m−v
s−v

)
, és ezek mindegyi-

ke legfeljebb t − 1 B-beli csúccsal szomszédos. Másrészt, egy i fokú B-beli csúcs, ami X minden
pontjával szomszédos, pontosan

(i−v
s−v

)
ilyen s elemű részhalmazzal szomszédos.

c ·
(

k− v
s− v

)
+α = (t−1)

(
m− v
s− v

)
≥

m

∑
i=s−1

(
i− v
s− v

)
ni(X)≥

m

∑
i=k

(
k− v
s− v

)
ni(X)+

k−1

∑
i=s−1

(
i− v
s− v

)
ni(X) =

=

(
k− v
s− v

) m

∑
i=s−1

ni(X)+
k−1

∑
i=s−1

((
i− v
s− v

)
−
(

k− v
s− v

))
ni(X) =

(
k− v
s− v

)
d(X)− τ(X).

Rendezzük át, és használjuk fel, hogy
(k−v

s−v

)
≥ 1, valamint d(X)≥ c+1:

τ(X)≥
(

k− v
s− v

)
(d(X)− c)−α ≥

((
k− v
s− v

)
−α

)
(d(X)− c).

Ennek átrendezésével kapjuk a kı́vánt egyenlőtlenséget.
A következőkben ezt az egyenlőtlenséget használjuk, valamint X legyen tetszőleges A-beli v

elemű csúcshalmaz, és ezekre összegezzünk.

m

∑
i=s−1

(
i
v

)
ni = ∑

|X |=v
d(X)≤ ∑

|X |=v

(
c+

τ(X)(k−v
s−v

)
−α

)
=

(
m
v

)
c+

1(k−v
s−v

)
−α

∑
|X |=v

τ(X)

A τ definı́ciója szerint teljesül a következő:

∑
|X |=v

τ(X) =
k−1

∑
i=s−1

((
i− v
s− v

)
−
(

k− v
s− v

))(
i
v

)
ni.

Ezt helyettesı́tsük be az előző egyenletbe, rendezzük át, és helyettesı́tsük be c értékét, ı́gy a követ-
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kezőt kapjuk:

m

∑
i=s−1

(
i
v

)
ni −

1(k−v
s−v

)
−α

k−1

∑
i=s−1

((
i− v
s− v

)
−
(

k− v
s− v

))(
i
v

)
ni ≤

(
m
v

)
(t −1)

(m−v
s−v

)
−α(k−v

s−v

) .

Ennek átrendezésével kapjuk a bizonyı́tandó egyenlőtlenséget.

4.3. Megjegyzés. Roman 3.8, Kővári–Sós–Turán 3.4 és Reiman 3.2 tételeinek bizonyı́tásában is fel-
használtuk a (2) egyenlőtlenséget és a hozzá kapcsolódó gondolatot.

A második tétel explicit felső korlátot ad adott Zarankiewicz-számra.

4.4. Tétel (Davies, Gill és Horsley felső korlátja [5]). ∀k,s, t,m,n pozitı́v egész számra, ahol s ≥ 2,
k ≥ max{2,s2 −2s}.

Legyen valamely 0 ≤ v ≤ s-re α ≡ (t −1) ·
(m−v

s−v

)
(mod

(k−v
s−v

)
), ahol 0 ≤ α <

(k−v
s−v

)
és

β =
(s−1) · (k− s−1)−α · (s−1)
(k+1) · (k− s−1)−α · (s−1)

. Ekkor:

Z(s, t;m,n)≤

≤
( m

s−1

)( k
s−1

) · (t −1) · (m− s+1)
s

·
(

β · (k+1)
k− s+ t

+1− α ·β · (k− s+2)
k− s+1

)
+

(k+1) · (s−1−β )

s
·n.

A következőképpen ı́rhatjuk fel lineáris programozási feladatként a Roman 3.8 gondolatmenetét
követő egyenlőtlenséget. Itt az xA

f és xB
f jelölik a változókat. Ebben a modellben mindkét oldal felőli

változókat is felı́runk, Roman eredeti ötletét kiegészı́tve. A szakirodalomban gyakran látható, hogy
csak az egyik irány felől tekintik a fokszámokat, és a másik oldal felől csak a csúcs-t-eseket vagy
-s-eseket veszik, mint Illés–Krarup [9] vagy Chen–Horsley–Mammoliti [3] cikkeiben is.

4.5. Modell. A következő egészértékű programozási modellt Roman-modellnek nevezzük.

Max
m

∑
f=s−1

f · xB
f

s.t.
n

∑
f=t−1

xA
f = m

m

∑
f=s−1

xB
f = n

n

∑
f=t−1

(
f
t

)
· xA

f ≤ (s−1)
(

n
t

)
m

∑
f=s−1

(
f
s

)
· xB

f ≤ (t −1)
(

m
s

)
xA

f ≥ 0,xA
f ∈ Z

xB
f ≥ 0,xB

f ∈ Z
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4.6. Tétel. Tegyük fel, hogy G ⊂ Km,n Ks,t-mentes páros gráf, Z(s, t;m,n) éllel. Legyen xA
f a pon-

tosan f fokú A-beli, xB
f a pontosan f fokú B-beli csúcsok száma. Ha megfeleltetjük ezen értékeket

az azonos nevű változóknak, megkapjuk a Roman-modell megoldását. Továbbá a modell optimális
célfüggvényértéke felső korlátot ad Z(s, t;m,n)-re.

Bizonyı́tás. Lássuk be, hogy a változóknak az xA
f és xB

f értékeket, megoldást kapunk az IP modellre,
egy adott Ks,t-mentes G = (A,B;E) gráfra, ahol |A| = m, |B| = n, |E| = Z(s, t;m,n). Mivel nem-
negatı́vak és egészek ezek az értékek, az utolsó néhány feltételt teljesı́tik. Ezenkı́vül a 4.2 Tétel
bizonyı́tásában beláttuk, hogy ∑

m
f=s−1 xB

f = n és ∑
m
f=s−1

( f
s

)
· xB

f = (t −1)
(m

s

)
teljesül. A maradék két

korlát ugyanezek, csak a páros gráf másik csúcsosztálya felől nézve.
Ezenkı́vül megmutatjuk, hogy ∑

m
f=s−1 f ·xB

f maximális értéke, OPT felső korlátja Z(s, t;m,n)-nek.
Mivel az xA

f és xB
f minden feltételt teljesı́t G-re, OPT csak nagyobb vagy egyenlő lehet a célfüggvény

értékénél. Az élek száma felı́rható a célfüggvényben szereplő alakban:

m

∑
f=s−1

f · xB
f = |E|= Z(s, t;m,n),

tehát OPT felső korlátja a megfelelő Zarankiewicz-számnak.

A Roman-modellt 4.5 kiegészı́thetjük a Davies, Gill és Horsley 4.2 tételében szereplő harmadik
becsléssel, mindkét oldal felől.

4.7. Modell. A következő egészértékű programozási modellt Davies–Gill–Horsley-modellnek ne-
vezzük minden v < s ≤ k ≤ m egyenlőtlenséget teljesı́tő pozitı́v egész v-re és k-ra, valamint egész
α-ra, amelyre α ≡ (t −1)

(m−v
s−v

)
(mod

(k−v
s−v

)
) és 0 ≤ α ≤

(k−v
s−v

)
:
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Max
m

∑
f=s−1

f · xB
f

s.t.
n

∑
f=t−1

xA
f = m

m

∑
f=s−1

xB
f = n

n

∑
f=t−1

(
f
t

)
· xA

f ≤ (s−1)
(

n
t

)
m

∑
f=s−1

(
f
s

)
· xB

f ≤ (t −1)
(

m
s

)
n

∑
f=t−1

(
f
v

)
xA

f −
1(k−v

t−v

)
−α

k−1

∑
f=t−1

((
f − v
t − v

)
−
(

k− v
t − v

))(
f
v

)
xA

f ≤
(

n
v

)
(s−1)

(n−v
t−v

)
−α(k−v

t−v

)
m

∑
f=s−1

(
f
v

)
xB

f −
1(k−v

s−v

)
−α

k−1

∑
f=s−1

((
f − v
s− v

)
−
(

k− v
s− v

))(
f
v

)
xB

f ≤
(

m
v

)
(t −1)

(m−v
s−v

)
−α(k−v

s−v

)
xA

f ≥ 0,xA
f ∈ Z

xB
f ≥ 0,xB

f ∈ Z

4.8. Tétel. Legyen G ⊂ Km,n Ks,t-mentes páros gráf, Z(s, t;m,n) éllel. Legyen xA
f a pontosan f fokú

A-beli, xB
f a pontosan f fokú B-beli csúcsok száma. Ha megfeleltetjük ezen értékeket az azonos nevű

változóknak, megkapjuk a Davies-modell megoldását. Továbbá a modell optimális célfüggvényértéke
felső korlátot ad Z(s, t;m,n)-re.

Bizonyı́tás. A változóknak az xA
f és xB

f értékeket megfeleltetve megoldást kapunk az IP modellre, egy
adott Ks,t-mentes G = (A,B;E) gráfra, ahol |A|= m, |B|= n, |E|= Z(s, t;m,n), az előző 4.6 Tétel és
4.2 Tétel alapján.

Az előző tétel bizonyı́tásához hasonlóan beláthatjuk, hogy ∑
m
f=s−1 f · xB

f maximális értéke felső
korlátja a megfelelő Zarankiewicz-számnak.

5. Irving módszere és általánosı́tása

Irving [10] egy új módszert ad Zarankiewicz-számok felső becsléseire, amely nemcsak a K1,t-k számát
veszi figyelembe, mint a Kővári–Sós–Turán-tétel 3.4 vagy Roman korlátja, hanem többféle 1 ≤ i ≤ s,
1 ≤ j ≤ t számpár esetén a Ki, j részgráfok számát is. A pontokon végig becsülve egymás után az
adott Ki, j-k számát, szorosabb felső korlátot kapunk az élek számára. Ezt a következőkben saját
jelöléseinken keresztül mutatjuk be.

5.1. Definı́ció. Legyen G = (A,B;E) páros gráf, X ⊂ A. Nc(X)⊂ B az X halmaz közös szomszédsága,
ha ez a legnagyobb olyan részhalmaza B-nek, hogy ∀x ∈ X , ∀y ∈ Nc(X): xy ∈ E. X halmaz foka
|Nc(X)|. Hasonlóképpen definiálhatjuk egy B-beli csúcshalmaz közös szomszédságát és fokát.
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5.2. Megjegyzés. Ha X ⊂ A, akkor X foka legfeljebb |B|, ha pedig X ⊂ B, akkor X foka legfeljebb
|A|.

5.3. Definı́ció. Legyen xA,i
f A azon X részhalmazainak száma, amelyekre |X | = i és X foka f . Ha-

sonlóképp deinifiálható xB, j
f is.

Az alábbi ábra egy X-et és csúcsainak Y közös szomszédságát mutatja. Ebben az esetben X
mérete 3, foka 2, tehát xA,3

2 értékének meghatározásakor például az ilyen tulajdonságú X halmazokat
számoljuk meg.

Lássunk be két lemmát, amelyek segı́tségével bebizonyı́thatjuk Irving egy tételét, amelyben egy
Zarankiewicz-szám felső becslését adjuk. Ezeket később Irving módszerének általánosı́tásakor is
használni fogjuk.

5.4. Lemma.
|B|

∑
f=0

xA,i
f =

(
|A|
i

)
és

|A|

∑
f=0

xB,i
f =

(
|B|
i

)
.

Bizonyı́tás. Az első egyenlőséget bizonyı́tjuk, a második lényegében ugyanaz, csak a B oldal felől.
Számoljuk meg kétféleképpen az i elemű részhalmazok számát A-ban. Egyrészt ez

(|A|
i

)
, másrészt

szétbonthatjuk őket fokszám alapján, és ı́gy ∑
|B|
f=0 xA,i

f -t kapjuk.

5.5. Jelölés. Jelölje #Ki, j azon különböző H =(A′,B′,E ′) rendezett részgráfok számát G-ben, amelyre
|A′|= i, |B′|= j és H ≃ Ki, j.

Fejezzük ki kétféleképpen #Ki, j-t.

5.6. Lemma.

#Ki, j =
|B|

∑
f=0

(
f
j

)
· xA,i

f =
|A|

∑
f=0

(
f
i

)
· xB, j

f .

Bizonyı́tás. Számoljuk meg a Ki, j rendezett részgráfokat G-ben. Tekintsük az összes X részhalmazát
A-nak, amelynek a foka pontosan f és |X | = i, ezek számma xA,i

f . Válasszunk ki ezek közül a
részhalmazok közül egyet, legyen ez az X0. Hány olyan Ki, jrendezett részgráf létezik G-ben, melynek
az A-ba eső csúcsai éppen X0 elemei? Ez a szám

( f
j

)
, ha f ≤ j ( f < j esetben 0 =

( f
j

)
), mivel pon-

tosan f pont van B-ben, ami X0 minden elemével össze van kötve éllel, és innen kell j-t kiválasztani
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ahhoz, hogy egy rendezett Ki, j-t kapjunk. Tehát egy tetszőleges f -re azon rendezett Ki, j-k száma, me-
lyeknél az A-ba eső i méretű csúcshalmaz foka f , éppen

( f
j

)
·xA,i

f . Ezt adjuk össze minden f -re, ekkor

az állı́tás első részét kapjuk: #Ki, j = ∑
|B|
f=0

( f
j

)
· xA,i

f . A B oldal felől hasonlóképpen bizonyı́hatjuk a
második részt is.

Irving [10] módszerét a következő tételen keresztül szemléltetjük.

5.7. Tétel. Z(4,4;48,48)≤ 1147. [10]

Bizonyı́tás. (Vázlat) Tekintsünk egy G = (A,B;E) részgráfját K48,48-nek |E| = 1148 = #K1,1 éllel.
Az 5.6 Lemma alapján

#K1,1 =
48

∑
f=0

(
f
1

)
· xA,1

f = 1148.

Mivel s = t = 4, válasszuk K1,2-t következőnek. Szintén a lemma alapján

#K1,2 =
48

∑
f=0

(
f
2

)
· xA,1

f =
48

∑
f=0

(
f
1

)
· xB,2

f .

Keressünk alsó korlátot #K1,2-nek. Az xA,1
f értékekre úgy is tekinthetünk, mint nemnegatı́v változók,

amelyek kielégı́tik a következő egyenlőtlenséget a lemma alapján:

48

∑
f=0

xA,1
f =

(
48
1

)
= 48.

Ha minimalizáljuk a következőt ezzel a feltétellel:

48

∑
f=0

(
f
2

)
· xA,1

f

#K1,2-re is kapunk egy alsó korlátot. Tekinsük ezt egy egészértékű lineáris programozási feladat-
nak, és használjunk egy IP megoldót, hogy megtaláljuk a minimumot, vagy alkalmazzuk a Jensen-
egyenlőtlenséget, a kapott alsó korlát #K1,2 ≥ 13156. Ez egyben #K1,2 = ∑

48
f=0
( f

1

)
· xB,2

f -re is ad egy

alsó korlátot, amiben az xB,2
f változók vannak. Ezek a változók vannak #K3,2 = ∑

48
f=0
( f

3

)
·xB,2

f -ben is,
tehát folytassuk azzal, hogy hasonlóképpen definiálunk alsó korlátot #K3,2-re. Addig folytatjuk ezt,
amı́g nem kapunk egy alsó korlátot #K4,4-re. Alább láthatóak a részletes számı́tások. A számı́tásokban
xA,i

f és xB,i
f felváltva tölti be változó, valamint a fentebb látott definı́ció szerepét.
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|E|= #K1,1 =
48

∑
f=0

(
f
1

)
· xA,1

f = 1148

min
48

∑
f=0

(
f
2

)
· xA,1

f s.t.
48

∑
f=0

xA,1
f = 48 és

48

∑
f=0

(
f
1

)
· xA,1

f = 1148

#K1,2 = ∑
48
f=0
( f

2

)
· xA,1

f = ∑
48
f=0
( f

1

)
· xB,2

f ≥ 13156

min
48

∑
f=0

(
f
3

)
· xB,2

f s.t.
48

∑
f=0

xB,2
f =

(
48
2

)
és

48

∑
f=0

(
f
1

)
· xB,2

f ≥ 13156

#K3,2 = ∑
48
f=0
( f

2

)
· xA,3

f = ∑
48
f=0
( f

3

)
· xA,2

f ≥ 227260

min
48

∑
f=0

(
f
4

)
· xA,3

f s.t.
48

∑
f=0

xA,3
f =

(
48
3

)
és

48

∑
f=0

(
f
2

)
· xA,3

f ≥ 227260

#K3,4 = ∑
48
f=0
( f

4

)
· xA,3

f = ∑
48
f=0
( f

3

)
· xB,4

f ≥ 195080

min
48

∑
f=0

(
f
4

)
· xB,4

f s.t.
48

∑
f=0

xB,4
f =

(
48
4

)
és

48

∑
f=0

(
f
3

)
· xB,4

f ≥ 195080

#K4,4 = ∑
48
f=0 xA,4

f = ∑
48
f=0 xB,4

f ≥ 1
Tehát #K4,4 ≥ 1, azaz ha G-nek legalább 1148 éle van, biztosan van benne legalább egy K4,4

rendezett részgráfként. Azaz Z(4,4;48,48)≤ 1147.

Irving a cikkében úgy fogalmaz, hogy nem tudta meghatározni, hogy a becslések milyen sorozata
ad optimális eredményt, de úgy tűnik, hogy m = n esetén az ábrán látható lépcsős alakzat mentén
(illetve ha elértük a táblázat szélét, onnan Ks,t-re ugorva) kapjuk a legjobb korlátot. Az Irving-modell
tehát csak a lépcsőzetes alakzat mentén lévő becsléseket használja. Mi lenne, ha minden cellára
vonatkozó becslést tekintenénk? Egy új egészértékű programozási modellt fogalmazunk meg, ami
ilyen módon általánosı́tja Irving módszerét.

5.8. Modell. A következő egészértékű programozási modellt általánosı́tott Irving-modellnek ne-
vezzük. Legyen i, j, f ∈ Z mindenhol, továbbá 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ t.

Max
n

∑
f=0

(
f
1

)
· xA,1

f

s.t.
n

∑
f=0

xA,i
f =

(
m
i

)
∀i : 1 ≤ i ≤ s (fokszámösszeg: A)

m

∑
f=0

xB, j
f =

(
n
j

)
∀ j : 1 ≤ j ≤ t (fokszámösszeg: B)

n

∑
f=0

(
f
j

)
· xA,i

f =
m

∑
f=0

(
f
i

)
· xB, j

f ∀i, j : 1 ≤ i ≤ min{s,m},1 ≤ j ≤ min{t,n} (#Ki, j)(
f
t

)
· xA,s

f = 0 ha s ≤ m, ∀ f : 0 ≤ f ≤ m (Ks,t-mentes)

xA,i
f ≥ 0, xA,i

f ∈ Z ∀i, f : 1 ≤ i ≤ s,0 ≤ f ≤ n

xB, j
f ≥ 0, xB, j

f ∈ Z ∀ j, f : 1 ≤ j ≤ t,0 ≤ f ≤ m
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5.9. Tétel. Tegyük fel, hogy G ⊂ Km,n Ks,t-mentes páros gráf, Z(s, t;m,n) éllel. Ha megfeleltetjük
az xA,i

f és xB,i
f értékeket az azonos nevű változóknak, megkapjuk az általánosı́tott Irving-modell meg-

oldását. Továbbá a modell optimális célfüggvényértéke felső korlátot ad Z(s, t;m,n)-re.

Bizonyı́tás. Először lássuk be, hogy a változóknak az xA,i
f és xB,i

f értékeket, megoldást kapunk az IP
modellre, valamely Ks,t-mentes G = (A,B;E) gráfra, ahol |A|= m, |B|= n, |E|= Z(s, t;m,n). Mivel
nemnegatı́vak és egészek ezek az értékek, az utolsó néhány feltételt teljesı́tik. A fokszámösszeggel
kapcsolatos feltételek a lemma miatt teljesülnek, a #Ki, j feltételek pedig a másik lemma állı́tása. A
fennmaradó feltételek: (

f
t

)
· xA,s

f = 0 ha s ≤ m ∀ f : 0 ≤ f ≤ m.

Tegyük fel,, hogy s ≤ m. Adott f -re, ha f < t, akkor
( f

t

)
= 0, tehát az egész kifejezés értéke is 0.

Ha f ≥ t, akkor nincs Ks, f a gráfban, hiszen Ks,t-mentes. Azaz xA,s
f = 0, tehát

( f
t

)
· xA,s

f = 0 mindig
teljesül.

Másrészt belátjuk, hogy ∑
n
f=0
( f

1

)
· xA,1

f optimális értéke, OPT felső korlátja Z(s, t;m,n)-nek. Mi-

vel az xA,i
f és xB,i

f minden feltételt teljesı́t G-re, OPT csak nagyobb vagy egyenlő lehet a célfüggvény

értékénél. A lemma szerint, xA,i
f -re és xB,i

f -re a definı́ció szerinti értékekként tekintve:

n

∑
f=0

(
f
1

)
· xA,1

f = |E|= Z(s, t;m,n),

tehát OPT felső korlátja a megfelelő Zarankiewicz-számnak.

5.10. Megjegyzés. Az általánosı́tott Irving-modell LP-relaxáltja 1130-at ad Z(4,4;48,48) felső kor-
látjára, az IP változat pedig 1127-et. Azaz ebben az esetben 20-szal csökkentettük a felső korlátot.
s = t = 2 esetben viszont az általánosı́tott Irving-módszer lényegében megegyezik Irving eredeti
módszerével.

6. Rekurzı́v korlátok

Az általánosı́tott Irving-modellt különböző rekurzı́v felső korlátokkal egészı́thetjük ki. Rekurzı́v
becslés jelenik meg Nikiforov tételének 3.7 bizonyı́tásában (ahol egy Ks,t-mentes G = (A,B;E) páros
gráfban egy rögzı́tett v∈A csúcsra az A\{v} és N(v) közt menő élek számát Z(s−1, t;m−1,d(v))-vel
becsültük felülről), illetve a Damásdi–Héger–Szőnyi-cikkben is [4, Proposition 3.20]. Ezeket, illetve
ezek általánosı́tásait, variánsait is megfogalmazzuk az IP modellben implementálható módon. Így
ha rendelkezünk már ismert felső korlátokkal kitöltött táblázattal, akkor ezen rekurzı́v eredményeket
felhasználva tovább csökkenthetjük őket.

6.1. Definı́ció. Jelölje Z(s, t;m,n) egy tetszőleges felső korlátját Z(s, t;m,n)-nek.

6.2. Definı́ció. Legyen G = (A,B;E), X ⊂ A, Y ⊂ B. Legyen E(X ,Y ):= {xy ∈ E : x ∈ X ,y ∈ Y}.
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Egyes becslésekben szükség lesz arra az információra, hogy adott fokszámú csúcs vagy csúcs-
halmaz található-e a gráfban. Ennek megfelelően az IP modellt kiegészı́tjük olyan segédváltozókkal,
melyek indikálják, hogy az egyes xA,i

f vagy xB,i
f változók értéke pozitı́v.

6.3. Definı́ció. Legyen az IA,i
f indikátorváltozó 1, ha xA,i

f ≥ 1, különben 0. IB,i
f -et hasonlóképp defi-

niálhatjuk.

6.4. Tétel. A következő feltételek ekvivalensek azzal, hogy IA,i
f a fent definiált indikátorváltozó.

∀i, f : 1 ≤ i ≤ s,0 ≤ f ≤ n tegyük fel, hogy 0 ≤ IA,i
f ≤ 1 és IA,i

f ∈Z, és kielégı́ti a következő feltételt:

IA,i
f ·
(

m
i

)
≥ xA,i

f és IA,i
f ≤ xA,i

f .

Hasonlóképpen IB,i
f esetén a következő egyenlőtlenségek ekvivalensek azzal, hogy ez a fent definiált

indikátorváltozó.
∀i, f : 1 ≤ i ≤ t,0 ≤ f ≤ m tegyük fel, hogy IB,i

f 0 vagy 1 lehet, és kielégı́ti a következő feltételt:

IB,i
f ·
(

n
i

)
≥ xB,i

f és IB,i
f ≤ xB,i

f .

Bizonyı́tás. A tételt csak IA,i
f -re látjuk be, az IB,i

f indikátorváltozókra ez hasonlóképp belátható.

Adott egy i, f pár, ahol 1≤ i≤ s,0≤ f ≤ n. Ha IA,i
f = 0, akkor IA,i

f ·
(m

i

)
= 0≥ xA,i

f és IA,i
f = 0≤ xA,i

f ,

tehát xA,i
f = 0. Ha xA,i

f = 0, akkor hasonlóképp IA,i
f ·
(m

i

)
≥ xA,i

f = 0 és IA,i
f ≤ xA,i

f = 0, azaz IA,i
f = 0.

Ha IA,i
f = 1, akkor IA,i

f ·
(m

i

)
=
(m

i

)
≥ xA,i

f , ami triviálisan teljesül az általánosı́tott Irving modell 5.8

Fokszámösszeg: A feltétele miatt, és IA,i
f = 1 ≤ xA,i

f , ahonnan xA,i
f ≥ 1. Ha xA,i

f ≥ 1, akkor hasonlóképp

IA,i
f ·
(m

i

)
≥ xA,i

f ≥ 1, amiből IA,i
f ≥ 1 és IA,i

f ≤ 1, tehát IA,i
f = 1.

Tehát, IA,i
f = 0 akkor és csak akkor, ha az A i elemű, f fokú X részhalmazainak száma 0, és IA,i

f = 1

akkor és csak akkor, ha ez legalább 1. Tehát a feltételeink ekvivalensek IA,i
f definı́ciójával.

6.5. Tétel. Adott egy G = (A,B;E) Ks,t-mentes részgráfja Km,n-nek. Ekkor a következő felső korlátot
adhatjuk az élek számára ∀i, f ∈ Z, 1 ≤ i ≤ s−1, 0 ≤ f ≤ n, ha létezik f fokú i-es A-ban:

|E| ≤ i · f +Z(s− i, t;m− i, f )+(n− f )(i−1)+Z(s, t;m− i,n− f ).

Egy hasonló korlátot határozhatunk meg a B oldal felől is ∀i, f ∈ Z, 1 ≤ i ≤ t − 1, 0 ≤ f ≤ m, ha
létezik f fokú i-es B-ben:

|E| ≤ i · f +Z(s, t − i; f ,n− i)+(m− f )(i−1)+Z(s, t;m− f ,n− i).

A két felsőkorlát-családot rendre U1-nek és W1-nek nevezzük.

Bizonyı́tás. Az A oldal felől mutatjuk be a bizonyı́tást; a másik oldal felől is hasonlóan levezethető.
Tekintsünk egy tetszőleges X ⊂ A-t, hogy |X | = i és X foka f , valamint legyen Y = Nc(X), azaz

|Y |= f . Bármely két részhalmazpár közötti élek számára meghatározunk egy felső korlátot.
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Az ábrát tekintve nyilvánvaló, hogy

|E|= |E(X ,Y )|+ |E(X ,B\Y )|+ |E(A\X ,Y )|+ |E(A\X ,B\Y )|.

|E(X ,Y )| = i · f . Mivel X szomszédsága Y , minden B \Y -beli pont legfeljebb i− 1 ponttal lehet
összekötve X-ből, ezért |E(X ,B\Y )| ≤ (n− f )(i−1).

A maradék két pár közti élek számára felső korlát egy adott Zarankiewicz-szám felső korlátja.
Az Y és A \X közti pár esetén f és m− i pontunk van. Ez a kifeszı́tett részgráf nem tartalmazhat
Ks−i,t-t, mivel ekkor lenne a G gráfban rendezett Ks,t , hiszen Y már i csúccsal össze van kötve X-ben.
Azaz |E(A \X ,Y )| ≤ Z(s− i, t;m− i, f ). Továbbá |E(A \X ,B \Y )| ≤ Z(s, t;m− i,n− f ), mivel G
Ks,t-mentes. Tehát, a G-beli élekre egy felső korlát a következő:

|E| ≤ i · f +(n− f )(i−1)+Z(s− i, t;m− i, f )+Z(s, t;m− i,n− f ),

ami a Z(s, t;m,n) Zarankiewicz-számra is felső korlátot ad.

6.6. Tétel. A következő feltételeket és az IA,i
f és IB,i

f indikátorváltozókat is hozzátehetjük az általáno-
sı́tott Irving-modellhez 5.8, és az 5.9 Tétel igaz marad. Az s, t,m,n paramétereket végig rögzı́tettnek
tekintjük.

U1(i, f ) feltételek ∀i, f ∈ Z, 1 ≤ i ≤ s−1, 0 ≤ f ≤ n:
Definiáljuk először az alábbi konstansokat:

u1(i, f ) = i · f +Z(s− i, t;m− i, f )+(n− f )(i−1)+Z(s, t;m− i,n− f ),

Ezek segı́tségével ı́rjuk föl az alábbi, U1(i, f )-nek nevezett lineáris feltételt:

n

∑
g=0

g · xA,1
g ≤ IA,i

f ·u1(i, f )+(1− IA,i
f ) ·Z(s, t;m,n).

W1(i, f ) feltételek hasonlóan ∀i, f ∈ Z, 1 ≤ i ≤ t −1, 0 ≤ f ≤ m:

w1(i, f ) = i · f +Z(s, t − i; f ,n− i)+(m− f )(i−1)+Z(s, t;m− f ,n− i),

n

∑
g=0

g · xA,1
g ≤ IB,i

f ·w1(i, f )+(1− IB,i
f ) ·Z(s, t;m,n).

Bizonyı́tás. Az U1 esetet bizonyı́tjuk, hasonlóképpen belátható W1 is.
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Adott egy tetszőleges i és f úgy, hogy 1 ≤ i ≤ s− 1, 0 ≤ f ≤ n. Először megmutatjuk, hogy ha
megfeleltetjük xA,i

f , xB,i
f , IA,i

f és IB,i
f értékeit, mint az 5.3 Definı́cióban és az 6.3 Definı́cióban, akkor az

IP feladat egy megoldását kapjuk.
n

∑
g=0

g · xA,1
g = |E|, az 5.6 Lemma miatt. Az IA,i

f indikátorváltozó 1

vagy 0 értéket vehet fel. IA,i
f = 1 esetben a következő feltételt kapjuk, amit a 6.5 Tétel állı́t:

n

∑
g=0

g · xA,1
g = |E| ≤ u1(i, f ) = i · f +Z(s− i, t;m− i, f )+(n− f )(i−1)+Z(s, t;m− i,n− f ),

IA,i
f = 0 esetén xA,i

f = 0, tehát ezt kapjuk:

n

∑
g=0

g · xA,1
g = |E| ≤ Z(s, t;m,n),

ami triviálisan igaz.
Másrészt belátjuk, hogy a módosı́tott IP feladat optimális megoldása felső korlát a megfelelő

Zarankiewicz-számra. Legyen OPT a ∑
n
f=0
( f

1

)
· xA,i

f optimális értéke. Mivel xA,i
f , xB,i

f , IA,i
f és IB,i

f

értékei G-re teljesı́tik az összes feltételt, az 5.6 Lemma felhasználásával, az 5.3 Definı́ció szerinti
értékeket használva,

n

∑
f=0

(
f
1

)
· xA,i

f = |E|= Z(s, t;m,n),

tehát OPT ≥ Z(s, t;m,n).

6.7. Tétel. Adott egy G = (A,B;E) Ks,t-mentes részgráfja Km,n-nek. Ekkor a következő felső korlátot
adhatjuk az élek számára ∀i, f ∈ Z, 1 ≤ i ≤ s−1, 0 ≤ f ≤ n, ha létezik f fokú i-es A-ban:

|E| ≤ i · f +Z(s− i, t;m− i, f )+Z(s, t;m,n− f ).

Egy hasonló korlátot határozhatunk meg a B oldal felől is ∀i, f ∈ Z, 1 ≤ i ≤ t − 1, 0 ≤ f ≤ m, ha
létezik f fokú i-es B-ben:

|E| ≤ i · f +Z(s, t − i; f ,n− i)+Z(s, t;m− f ,n).

A két felsőkorlát-családot rendre U2-nek és W2-nek nevezzük.

Bizonyı́tás. Csak az U2 felső korlátot látjuk be, mivel a W2 bizonyı́tása ugyanaz, csak B oldal felől.
Ebben az esetben G-nek 3 kifeszı́tett részgráfjának élszámára is adunk felső korlátot, melyek uniója
G, azaz a felső korlátok összege felső korlátot ad |E|-re. Az előző tétel bizonyı́tásában is használt
jelölést alkalmazzuk.

|E| ≤ |E(X ,Y )|+ |E(A\X ,B)|+ |E(A,B\Y )|.

|E(X ,Y )| = i · f . |E(A \X ,B)| ≤ Z(s− i, t;m− i, f ), mivel ez a kifeszı́tett részgráf nem tartalmaz
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Ks−i,t-t rendezett részgráfként. Hasonlóképp, |E(A,B \Y )| ≤ Z(s, t;m,n− f ). Ezek összege felső
becslést ad |E|-re, ahogy állı́tottuk.

6.8. Tétel. A következő feltételeket is hozzátehetjük az általánosı́tott Irving-modellhez 5.8, és az 5.9
Tétel igaz marad.

U2(i, f ) feltételek ∀i, f ∈ Z, 1 ≤ i ≤ s−1, 0 ≤ f ≤ n:
Definiáljuk először az alábbi konstansokat:

u2(i, f ) = i · f +Z(s− i, t;m− i, f )+Z(s, t;m,n− f ),

Ezek segı́tségével ı́rjuk föl az alábbi, U2(i, f )-nek nevezett lineáris feltételt:

n

∑
g=0

g · xA,1
g ≤ IA,i

f ·u2(i, f )+(1− IA,i
f ) ·Z(s, t;m,n).

W2(i, f ) feltételek hasonlóan ∀i, f ∈ Z, 1 ≤ i ≤ t −1, 0 ≤ f ≤ m:

w2(i, f ) = i · f +Z(s, t − i; f ,n− i)+Z(s, t;m− f ,n),

n

∑
g=0

g · xA,1
g ≤ IB,i

f ·w2(i, f )+(1− IB,i
f ) ·Z(s, t;m,n).

Bizonyı́tás. U2-t bizonyı́tjuk, mivel W2 hasonlóképpen belátható.
Tekintsünk egy tetszőleges i-t és f -et úgy, hogy 1 ≤ i ≤ s−1, 0 ≤ f ≤ n. Először megmutatjuk,

hogy ha megfeleltetjük xA,i
f , xB,i

f , IA,i
f és IB,i

f értékeit, mint az 5.3 Definı́cióban és az 6.3 Definı́cióban,

akkor az IP feladat egy megoldását kapjuk. Ha IA,i
f = 1, |E| ≤ u2(i, f )-et kapjuk, ami igaz 6.7 szerint.

Ha IA,i
f = 0, |E| ≤ Z(s, t;m,n), ami triviálisan igaz.

Másrészt, ha adott egy optimális megoldása az ı́gy módosı́tott IP feladatnak, ez felső korlátja a
megfelelő Zarankiewicz-számnak, ami hasonlóképp látható be, mint 6.6 bizonyı́tásában.

6.9. Tétel. Adott egy G = (A,B;E) Ks,t-mentes részgráfja Km,n-nek. Ekkor a következő felső korlátot
adhatjuk az élek számára ∀i, f ∈ Z, 1 ≤ i ≤ s−1, 0 ≤ f ≤ n, ha létezik f fokú i-es A-ban:

|E| ≤ i · f +(n− f )(i−1)+Z(s, t;m− i,n).

Egy hasonló korlátot határozhatunk meg a B oldal felől is ∀i, f ∈ Z, 1 ≤ i ≤ t − 1, 0 ≤ f ≤ m, ha
létezik f fokú i-es B-ben:

|E| ≤ i · f +Z(s− i, t;m− i, f )+Z(s, t;m,n− f ).

A két felsőkorlát-családot rendre U3-nak és W3-nak nevezzük.

Bizonyı́tás. W3 bizonyı́tása ugyanaz, mint ez, de B oldal felől.
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|E(X ,Y )| = i · f . |E(X ,B \Y )| ≤ (n− f )(i− 1), mivel Y = N(X), tehát nincsen pont B \Y -ben,
ami minden X-beli ponttal össze lenne kötve. |E(A\X ,B)| ≤ Z(s, t;m− i,n).

|E| ≤ |E(X ,Y )|+ |E(X ,B\Y )|+ |E(A\X ,B)|.

A három kifeszı́tett részgráf uniója G. Tehát az élszámok felső korlátainak összege |E|-re is felső
korlátot ad.

6.10. Tétel. A következő feltételeket is hozzátehetjük az általánosı́tott Irving-modellhez 5.8, és az 5.9
Tétel igaz marad.

U3(i, f ) feltételek ∀i, f ∈ Z, 1 ≤ i ≤ s−1, 0 ≤ f ≤ n:
Definiáljuk először az alábbi konstansokat:

u3(i, f ) = i · f +(n− f ) · (i−1)+Z(s, t;m− i,n),

Ezek segı́tségével ı́rjuk föl az alábbi, U3(i, f )-nek hı́vott lineáris feltételt:

n

∑
g=0

g · xA,1
g ≤ IA,i

f ·u3(i, f )+(1− IA,i
f ) ·Z(s, t;m,n).

W3(i, f ) feltételek hasonlóan ∀i, f ∈ Z, 1 ≤ i ≤ t −1, 0 ≤ f ≤ m:

w3(i, f ) = i · f +(m− f ) · (i−1)+Z(s, t,m;n− i),

n

∑
g=0

g · xA,1
g ≤ IB,i

f ·w3(i, f )+(1− IB,i
f ) ·Z(s, t;m,n).

Bizonyı́tás. U3-at bizonyı́tjuk, mivel W3 hasonlóképpen belátható.
Tekintsünk egy tetszőleges i-t és f -et úgy, hogy 1 ≤ i ≤ s−1, 0 ≤ f ≤ n. Először megmutatjuk,

hogy ha megfeleltetjük xA,i
f , xB,i

f , IA,i
f és IB,i

f értékeit, mint az 5.3 Definı́cióban és az 6.3 Definı́cióban,

akkor az IP feladat egy megoldását kapjuk. Ha IA,i
f = 1, |E| ≤ u3(i, f )-et kapjuk, ami igaz a 6.9 Tétel

szerint. Ha IA,i
f = 0, |E| ≤ Z(s, t;m,n), ami triviálisan igaz.

Másrészt, ha adott egy optimális megoldása az ı́gy módosı́tott IP feladatnak, ez felső korlátja a
megfelelő Zarankiewicz-számnak, ami hasonlóképp látható be, a 6.6 Tétel bizonyı́tásában.

A negyedik felső korlát egy kicsit eltér az előzőektől, mivel szükségesek hozzá nagy s és t
értékekre a Z(s, t;m,n) felső korlátjai. Ezek könnyen előállı́thatók Roman felső korlátjával [15].

6.11. Tétel. Adott egy G = (A,B;E) Ks,t-mentes részgráfja Km,n-nek. Ekkor a következő felső korlátot
adhatjuk az élek számára ∀i, f ∈Z, 1≤ i≤ s−1, 0≤ f ≤ n, ha az A-beli i-esek legnagyobb előforduló
fokszáma f :

|E| ≤ Z(i, f +1;m,n).

Egy hasonló korlátot határozhatunk meg a B oldal felől is ∀i, f ∈ Z, 1 ≤ i ≤ t − 1, 0 ≤ f ≤ m, ha a
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B-beli i-esek legnagyobb előforduló fokszáma f :

|E| ≤ Z( f +1, i;m,n).

A két felsőkorlát-családot rendre U4-nek és W4-nek nevezzük.

Bizonyı́tás. Mindkét korlát nyilvánvaló, hiszen az adott feltétel mellett G egy Ki, f+1-mentes, illetve
K f+1,i-mentes gráf.

6.12. Tétel. A következő feltételeket is hozzátehetjük az általánosı́tott Irving-modellhez 5.8, és az 5.9
Tétel igaz marad.

U4(i, f ) feltételek ∀i, f ∈ Z, 1 ≤ i ≤ s−1, 0 ≤ f ≤ n, ha Z(s, t;m,n)−Z(i, f +1;m,n)> 0:

n

∑
g=0

g · xA,1
g ≤

(
1−

(
IA,i

f −
n

∑
j= f+1

IA,i
j

))
·
(

Z(s, t;m,n)−Z(i, f +1;m,n)
)
+Z(i, f +1;m,n).

W4(i, f ) feltételek, ∀i, f ∈ Z, 1 ≤ i ≤ t −1, 0 ≤ f ≤ m, ha Z(s, t;m,n)−Z( f +1, i;m,n)> 0:

n

∑
g=0

g · xA,1
g ≤

(
1−

(
IB,i

f −
m

∑
j= f+1

IB,i
j

))
·
(

Z(s, t;m,n)−Z( f +1, i;m,n)
)
+Z( f +1, i;m,n).

Bizonyı́tás. Csak az U4(i, f ) esetét bizonyı́tjuk. A következő kifejezést tekintve 3 különböző le-
hetőségünk van.

u :=

(
1−

(
IA,i

f −
n

∑
j= f+1

IA,i
j

))
.

Ha u = 0, akkor IA,i
f = 1 és IA,i

j = 0,∀ j > f . Ez azt jelenti, hogy a gráf Ki, f+1-mentes, azaz
|E| ≤ Z(i, f +1;m,n), ami u = 0 esetén a feltétel jobb oldala.

Ha u = 1, akkor a feltétel jobb oldala Z(s, t;m,n), ami nyilván felső korlát.
Ha u > 1, akkor mivel csak akkor használjuk a korlátot, ha Z(s, t;m,n)−Z(i, f + 1;m,n) > 0, a

jobb oldal nagyobb, mint Z(s, t;m,n).

Mint a dolgozatban is láttuk a 3.7 Tételben, Nikiforov [13] explicit felső korlátok egy családját
mutatta be minden k, 0 ≤ k ≤ s− 2 paraméterre, ahol k = 0 esetén visszakapjuk Kővári, T. Sós és
Turán 3.4 felső korlátját. A bizonyı́tásában az előzőkhöz hasonló gondolatmenetet használja adott
v ∈ A-ra és N(v) szomszédjaira. Ezt az ötletet úgy általánosı́tjuk, hogy nem csak egy csúcsot veszünk
A-ból, hanem i csúcsot minden 1 ≤ i ≤ s− 1-re, és utána a közös szomszédságukat tekintjük, és az
ı́gy kapott rekurzı́v becslést alakı́tjuk át a modellünknek megfelelően.

6.13. Tétel. (Nikiforov-tı́pusú korlát) Adott 1 ≤ i ≤ s−1, 1 ≤ j ≤ t −1 esetén legyenek definiálva a
következőképp az ANi és BNi értékek:

ANi :=
n

∑
g=0

Z(s− i, t;m− i,g) · xA,i
g ,
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BN j :=
m

∑
g=0

Z(s, t − j;g,n− j) · xB, j
g .

Ekkor minden ANi-re és BN j-re teljesülnek az alábbi egyenlőtlenségek:

m

∑
f=0

xB,1
f

(
f
i

)
( f − i)≤ ANi,

n

∑
f=0

xA,1
f

(
f
i

)
( f − i)≤ BN j.

Bizonyı́tás. Csak ANi-re látjuk be az állı́tást, fix i mellett. Számoljuk meg a (e,si) párok számát
(legyen ez γ), ahol e ∈ E, és si rendezett részgráf izomorf Ki,1-gyel, és e illeszkedik az si egyetlen
w ∈ B-beli csúcsára, de e /∈ si.

Először a B oldal felől számı́tjuk ki γ értékét. Minden w ∈ B-hez, ahol w fokszáma f , si-t
( f

i

)
különböző módon választhatjuk, e-t pedig f − i-féleképpen. Ezután minden w ∈ B-re összeadva xB,1

f

változók használatával, az egyenlőtlenség bal oldalát kapjuk:

γ =
m

∑
f=0

xB,1
f

(
f
i

)
( f − i).

Vegyünk egy X ⊂ A, |X | = i halmazt, legyen ennek a foka g. Egy Ki,1 középpontja ezzel az i
levéllel (X) csak a g közös szomszéd egyike lehet. Ekkor minden (A\X ;Nc(X)) feszı́tett részgráfbeli
él pontosan egy (e,si) párt határoz meg.

Végül tekintsük egy rögzı́tett X esetén az élek számát. Mivel G = (A,B;E) Ks,t-mentes, nem
lehet az (A \ X ,Nc(X)) feszı́tett részgráfban Ks−i,t-vel izomorf rendezett részgráf, hiszen akkor X
hozzátételével Ks,t-vel izomorf rendezett részgráfot kapnánk. Tehát Z(s− i, t;m− i,g) felső korlát
|E(A\X ,Nc(x))|-re, amit tovább becslünk Z(s− i, t;m− i,g)-vel. Adjuk össze az éleket minden X-re,
utána ı́rjuk át az xA,i

g változókkal:

γ = ∑
X⊂A : |X |=i

|E(A\X ,Nc(X))|=
n

∑
g=0

Z(s− i, t;m− i,g)xA,i
g .

7. Számı́tási eredmények

A Python segı́tségével olyan számı́tógépes programot ı́rtunk, amely a Gurobi [8] MIP megoldót
használja az IP modellünk megoldása adott s, t,m,n paraméterek sorozata mellett. A kód egy Excel-
táblázatot ad vissza, amely minden (s, t) párra különálló lapot tartalmaz, ahol s és t nem halad meg
egy megadott korlátot. A lapok nevei s és t értékeit mutatják. Minden lap első oszlopa felsorolja a
lehetséges m értékeket, egy korlát alatt, hasonlóképp az első sor a lehetséges n értékeket tartalmazza.
Egy rögzı́tett cella az (s∗, t∗) lapon, az m∗-gal jelölt sorban, az n∗-gal jelölt oszlopban azt az értéket
tartalmazza, amit a kód megállapı́t a Z(s∗, t∗;m∗,n∗) Zarankiewicz-szám felső becsléseként. Először
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az általánosı́tott Irving-modell segı́tségével számoltunk ki felső becsléseket, majd az összes rekurzı́v
korláttal kiegészı́tett általánosı́tott Irving-modellt futtatva kaptuk a prezentálandó becsléseket.

A következőkben 2 ≤ s = t ≤ 4, 5 ≤ m ≤ 16, 5 ≤ n ≤ 23 korlátokkal készült táblázatokat mutatjuk
meg.

m\n 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23

5 12 14 15 17 18 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33
6 14 16 18 19 21 22 24 25 27 28 30 31 32 33 34 35 36 37 38
7 15 18 21 22 24 25 27 28 30 31 33 34 36 37 39 40 42 43 44
8 17 19 22 24 26 28 30 32 33 35 36 38 39 41 42 44 45 47 48
9 18 21 24 26 29 31 33 36 37 39 40 42 43 45 46 48 49 51 52
10 20 22 25 28 31 34 36 39 40 43 44 46 47 49 51 52 54 55 57
11 21 24 27 30 33 36 39 42 44 46 48 50 51 53 55 57 59 60 62
12 22 25 28 32 36 39 42 45 48 49 52 54 56 57 60 62 64 66 67
13 23 27 30 33 37 40 44 48 52 53 56 58 60 62 64 66 68 70 72
14 24 28 31 35 39 43 46 49 53 56 58 62 64 66 68 70 72 74 76
15 25 30 33 36 40 44 48 52 56 58 62 64 68 70 72 75 77 79 81
16 26 31 34 38 42 46 50 54 58 62 64 68 71 74 76 80 82 84 86

1. táblázat. Felső korlátok Z(2,2;m,n)-re

m\n 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23

5 20 22 25 28 30 33 36 38 41 44 46 49 52 54 57 60 62 64 66
6 22 26 29 32 36 39 42 45 48 50 53 56 58 61 64 66 69 72 74
7 25 29 33 37 40 44 48 51 54 57 60 64 67 70 74 76 79 82 84
8 28 32 37 42 45 50 54 58 61 64 67 71 74 78 82 85 88 92 95
9 30 36 40 45 50 54 59 64 67 71 75 79 83 86 90 93 97 100 103
10 33 39 44 50 54 60 65 70 74 78 82 86 90 94 98 102 107 111 115
11 36 42 48 54 59 65 70 75 80 84 89 94 98 103 107 111 116 121 125
12 38 45 51 58 64 70 75 81 86 91 96 101 106 111 116 120 126 132 135
13 41 48 54 61 67 74 80 86 92 98 104 108 114 119 123 128 133 138 143
14 44 50 57 64 71 78 84 91 98 105 112 116 121 126 131 136 142 148 153
15 46 53 60 67 75 82 89 96 104 112 120 124 129 134 139 145 151 156 162
16 49 56 64 71 79 86 94 101 108 116 124 130 136 142 147 153 159 164 170

2. táblázat. Felső korlátok Z(3,3;m,n)-re

m\n 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23

5 22 26 30 33 37 41 45 48 52 56 60 63 66 69 72 75 78 81 84
6 26 31 35 39 43 47 51 55 59 63 67 71 75 78 82 86 90 93 97
7 30 35 40 45 49 54 58 63 68 72 77 82 87 90 95 100 105 108 112
8 33 39 45 51 56 61 66 72 77 82 86 91 96 101 105 110 115 119 124
9 37 43 49 56 62 68 73 79 85 90 96 101 107 112 117 122 128 133 139
10 41 47 54 61 68 74 80 86 93 99 105 112 118 124 129 135 140 145 151
11 45 51 58 66 73 80 88 94 102 109 115 121 127 134 140 146 152 158 164
12 48 55 63 72 79 86 94 102 110 117 124 131 138 146 152 159 165 171 178
13 52 59 68 77 85 93 102 110 119 126 134 141 149 156 163 170 177 184 191
14 56 63 72 82 90 99 109 117 126 134 142 151 159 167 175 182 189 197 204
15 60 67 77 86 96 105 115 124 134 142 151 160 169 177 185 193 201 209 217
16 63 71 82 91 101 112 121 131 141 151 160 169 178 187 196 204 213 221 230

3. táblázat. Felső korlátok Z(4,4;m,n)-re

Egy olyan kódot is készı́tettünk, amely bármely két megfelelő formátumú Excel-táblázatot (E1 és
E2) össze tudja hasonlı́tani, majd a különbségüket (E1 −E2) egy másik Excel-táblázatba ı́rja ki. Ez
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minden olyan mezőre tartalmazza a különbséget, ahol mindkét táblázat ki van töltve értékekkel. Tehát
egy rögzı́tett mezőre ha E1-nek van jobb, azaz alacsonyabb felső korlátja, akkor negatı́v szám jelenik
meg a differenciatáblázatban. Ha pedig pozitı́v a szám, akkor E2 felső korlátja alacsonyabb.

Davies, Gill és Horsley [5] Roman korlátját [15] lineáris programozási feladatnak feleltették meg
új korlátok hozzáadásával, mint ahogy azt korábban láttuk. Ők szintén kiszámoltak felső korlátokat
Zarankiewicz-számokra m ≤ 16, n ≤ 23, 3 ≤ s, t ≤ 5 korlátokkal, és cikkükben táblázatokként je-
lenı́tették meg. Ezeket a táblázatokat hasonlı́tjuk össze az IP modellünkkel. Számos (s, t;m,n)
értékre a modellünk javı́tja a becslésüket, de néhány helyen Davies, Gill és Horsley programja ki-
csit jobb eredményeket adott. A következőkben az előző három esetre mutatjuk meg a [5] és a mi
eredményeink közti differenciatáblázatot. A Davies–Gill–Horsley-modellt leprogramozva és futtat-
va kaptuk azokat a felső korlátokat, amelyekkel összehasonlı́tjuk az új eredményeket. Mindegyik
táblázat 162 m,n paraméterpárra tartalmaz fölső becsléseket. Az s = t = 2 paraméterekre a mi mo-
dellünk 21 esetben ad jobb eredményt, összesı́tve 22-vel csökkentve a fölső korlátokat. A Davies-
Gill-Horsley modell hét esetben adott egy-egy értékkel jobb korlátot. Az s = t = 3 paraméterekre a
mi modellünk 98 esetben ad jobb eredményt, összesı́tve 211-gyel csökkentve a fölső korlátokat. A
Davies-Gill-Horsley modell egy esetben adott eggyel jobb korlátot. Az s = t = 4 paraméterekre a mi
modellunk 117 esetben ad jobb eredményt, összesı́tésben 253-mal csökkentve a fölső korlátokat. A
Davies-Gill-Horsley modell egy esetben sem adott jobb korlátot.

m\n 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23

5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
7 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
8 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
9 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
10 1 1 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
11 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0
12 0 0 1 0 0 0 1 0 -1 -1 -1 -1
13 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
14 1 1 -1 -1 0 0 0 0 0 0
15 1 1 0 0 0 0 0 0 0
16 2 1 1 1 0 0 0 0

4. táblázat. Különbségek Davies, Gill és Horsley táblázata és az 1. táblázat között Z(2,2;m,n)-re
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m\n 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23

5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
6 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
7 1 0 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0
8 1 2 1 1 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
9 1 2 1 0 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1
10 2 2 1 1 2 2 2 2 2 2 2 1 0 -1
11 2 2 2 2 2 1 1 0 1 1 0 0 0
12 3 3 3 3 3 2 2 2 2 1 0 1
13 4 3 2 3 2 1 2 2 2 2 2
14 3 2 3 3 3 3 4 3 2 2
15 1 3 3 4 4 4 3 4 3
16 5 5 4 5 5 5 5 5

5. táblázat. Különbségek Davies, Gill és Horsley táblázata és a 2. táblázat között között Z(3,3;m,n)-
re

m\n 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23

5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
6 0 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
7 2 1 2 1 2 1 1 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0
8 1 1 2 2 1 1 1 2 2 1 1 1 1 0 1 0
9 2 1 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0
10 3 3 3 2 2 2 1 1 0 1 0 0 1 0
11 3 3 2 1 2 2 3 2 2 2 2 2 2
12 3 2 3 3 3 3 1 1 0 1 1 0
13 3 3 3 3 3 3 3 3 3 2 2
14 4 4 3 3 3 2 2 2 1 1
15 5 5 5 5 5 4 4 3 3
16 6 6 6 5 5 4 4 3

6. táblázat. Különbségek Davies, Gill és Horsley táblázata és a 3. táblázat között között Z(4,4;m,n)-
re.

A rekurzı́v korlátokat a kód BoundAnalyzer osztálya segı́tségével vizsgáltuk meg, hogy kis szá-
mok esetén javı́tanak-e az eredményen. A BoundAnalyzer először készı́t egy alaptáblázatot, amelynél
minden rekurzı́v korlát be van kapcsolva. Ezután a rekurzı́v korlátokat egyenként kikapcsolja, és
megvizsgálja, hogy a kikapcsolt korlát nélkül van-e felső korlát, ami nagyobb lett. Ha van ilyen, akkor
a rekurzı́v korlátot hasznosnak nyilvánı́tja, különben nem. Ezenfelül azt is megszámolja, összesen
mennyit javı́t az adott rekurzı́v korlát. Ha s és t felső korlátja 3, m és n felső korlátja 15, akkor
U2 +W2 nem javı́t a táblázaton, viszont a többi rekurzı́v korlát igen: U1 +W1 30-at, U3 +W3 9-et,
U4 +W4 56-ot, AN +BN pedig 368-at.

8. Összegzés és kitekintés

A szakdogozatban az extremális gráfelmélet mai napig kutatott területével, a Zarankiewicz-problémá-
val foglalkoztunk. A Z(s, t;m,n) Zarankiewicz-számok definiálása után áttértünk a blokkrendszerek,
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ezen belül a véges projektı́v és affin sı́kok bemutatására. A klasszikus korlátok, mint a Kővári–
Sós–Turán-tétel és a Reiman-becslés tárgyalása után Roman becslésén keresztül rávilágı́tottunk a
kapcsolatra a Zarankiewicz-számok és a blokkrendszerek között: ezen illeszkedési struktúrák inci-
denciagráfjai a maximális élszámot biztosı́tják úgy, hogy Ks,t-mentes marad a gráf. Megmutattuk,
hogyan lehet lineáris programozási feladatként megfogalmazni Roman, illetve Davies, Gill és Hors-
ley kutatási eredményeit. Az Irving-módszer általánosı́tásával is egy lineáris programozási modellt
kapunk, amit különböző rekurzı́v korlátokkal kiegészı́tve új felső korlátokat kaptunk a Zarankiewicz-
számokra. Ezeket a Python környezetben, a Gurobi optimalizáló szoftverrel számı́tottuk ki. Több
esetben is sikerült a szakirodalomban ismert felső becsléseken javı́tanunk.

A kutatás több irányban folytatódhat ezen a területen. Egyrészt, az alap táblázatunkat, amelyen
rekurzı́van javı́tunk, kicserélhetjük egy olyannal, amely minden eddigi ismert felső becslést tartalmaz.
Másrészt, további korlátokat is meghatározhatunk a lineáris programozási feladatban, mint például
Davies, Gill és Horsley vagy Fábián Kata [6] korlátjai, akár ezeket az xA,i

f változóink segı́tségével
általánosı́tva.

35



Hivatkozások

[1] BOGNÁR A. K. , EGYHÁZI H., Zarankiewicz-számok és extremális páros gráfok. TDK dolgo-
zat, ELTE. Témavezető: Héger Tamás. (2025).

[2] D. CONLON, Some remarks on the Zarankiewicz problem. Math. Proc. Camb. Phil. Soc. 173(1)
(2022) 155-161.

[3] G. CHEN, D. HORSLEY, A. MAMMOLITI, Exact values for some unbalanced Zarankiewicz
numbers. Journal of Graph Theory 106(1) (2024) 81-109.
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(2024). Elérhető: https://www.gurobi.com.
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Alulı́rott Egyházi Hanna nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészı́tése során az alább felsorolt
feladatok elvégzésére a megadott MI alapú eszközöket alkalmaztam:

Feladat Felhasznált eszköz Felhasználás helye Megjegyzés

Táblázatkészı́tés Gemini 3 7. fejezet LaTeX kód készı́tése a táblázatokhoz

A felsoroltakon túl más MI alapú eszközt nem használtam.
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