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1. Bevezetés

Az extremdlis grafelmélet egy fontos kérdéskore, hogy egy rogzitett csicsszamu graf legfeljebb
mennyi élet tartalmazhat anélkiil, hogy megjelenne benne egy el6re meghatarozott tiltott részgraf.
Altaldnos grifok esetén a problémakér alappontja a Turdn-tétel. Ha a vizsgdlatunkat paros grafokra
korlatozzuk, és a tiltott struktira egy teljes paros graf, a Zarankiewicz-problémat kapjuk. A kérdést K.
Zarankiewicz lengyel matematikus vetette fel 1951-ben, €s bar azota szamos részeredmény sziiletett,

az altaldnos eset megolddsa a mai napig a kombinatorika egyik nyitott kérdése.

1.1. Jelolés. Azt a paros grafot, amelynek csticsosztalyai A és B, élhalmaza pedig E, G = (A, B; E)-vel
jeloljiik.

1.2. Definicié. Legyen G = (A,B;E) paros graf. Azt mondjuk, hogy H = (A’,B';E’) péros graf
rendezett részgrdfja G-nek, ha H C G, valamint A’ C A, B’ C B.

1.3. Definicié. Egy G = (A, B;E) paros graf K, ;-mentes, ha nem vélaszthatunk s csicsot A-bol és ¢

csticsot B-bdl ugy, hogy ezek K;;-vel izomorf rendezett részgrafot feszitenek ki.
1.4. Megjegyzés. Ha G paros graf K, ;-mentes, lehetséges az, hogy nem K; ;-mentes.

1.5. Definicié. A Z(s, t; m, n) Zarankiewicz-szam egy Kj,-mentes G = (A,B;E) graf éleinek ma-
ximdlis szdma, ahol |A| =m és |B| =n. G = (A,B;E) optimdlis K ;-mentes, ha |[E| = Z(s,t;m,n). A

K, -mentes jelz6t elhagyhatjuk, ha a kontextusbdl vildgos, hogy K ;-mentes grafokrdl van sz6.

1.6. Megjegyzés. A Z(2,2;m,n) esetben a paros graf adjacenciamdtrixdnak is tekinthetjiik, ahol a
sorok az A-beli, az oszlopok a B-beli csucsoknak felelnek meg. A feladat atfogalmazhat6 arra, hogy
egy 0 — 1 tdblazatban mi az 1-esek maximaélis szdma, ha nem jelolhet6 ki olyan téglalap a tablazat
mez4in, amely oldalai parhuzamosak a tablazat oldalaival, és a négy sarkdban 1évd mez6kon csupa

1-es van. Ezt a négy 1-est a téglalap sarkaiban tiltott négyesnek is nevezik.
1.7. Megjegyzés. Nyilvanvald, hogy Z(s,t;m,n) = Z(t,s;n,m).

A tovabbiakban bemutatjuk a blokkrendszereket, amelyek specidlis s,7,m,n értékekre pontos Za-
rankiewicz-szamokat adnak. Megemlitjiik a projektiv és affin sikokat is, mint specidlis blokkrend-
szereket. Ezt kovet6en néhdny ismert tételt bizonyitunk Zarankiewicz-szdmok felsd becsléseirdl.
Reiman [14] becslése kifejezetten a Z(2,2;m,n) Zarankiewicz-szdmra vonatkozik. Altaldnos eset-
ben Kévari, Sés, Turdn [12] klasszikus fels6 korlatjat mutatjuk meg, majd ennek kiilonféle javitasait:
Fiiredi [7], Nikiforov [13] és Roman [15] becsléseit. Ez utébbi pontos Zarankiewicz-szamokat ad,
ha a paros graf egy blokkrendszer illeszkedési grafja. Roman becslésének bizonyitdsaban talalhato
egyenldtlenségek segitségével egészértékii linearis programozasi feladatot készithetiink, melyet meg-
oldva Zarankiewicz-szdmok fels6 becsléseit kapjuk. Ezt a linedris programozasi feladatot két feltétel-
lel kiegészitve Davies, Gill és Horsley [3] javit a fels6 korlatokon. Bognar Andréassal k6zos TDK dol-
gozatunk [1]] nyoman, Irving [10] K; ; részgrafokat szamol6 modszer€bdl kiindulva egy 1) egészertéki
linearis programozdsi modellt fogalmazunk meg. Ezt kiilonféle rekurziv korlatokkal bdvitjiik, ame-
lyek egy részének otlete Damasdi, Héger és Sz6nyi [4] cikkében is megjelenik. Végiil tablazatos
formdban bemutatjuk egyes Zarankiewicz-szamok fels6 becsléseit, amelyet az egészértéki linedris

programozasi feladat megoldasaval kaptunk.



2. Blokkrendszerek

A Zarankiewicz-szamok sokszor kapcsolddnak szimmetrikus struktardkhoz [[11]: egy-egy ilyen struk-
tira incidenciamatrixat paros grafnak megfeleltetve a graf €lszama maximalis lehet ugy, hogy K-
mentes. Vizsgaljunk meg részletesebben ilyen specidlis struktirdkat.

2.1. Definicié. A (P, B,J) harmas illeszkedési struktiira, ha P és B diszjunkt halmazok, valamint
J C P x B. Ekkor J-t illeszkedési reldcionak nevezzik.

2.2. Definicié. Ha p € P, B € B, valamint pJB, azt mondjuk, hogy p illeszkedik B-re és B illeszkedik
p-re. Ezt a relaciot a kovetkezdképp is jelolhetjiik: p € B.

2.3. Definicié. A (P, B,J) illeszkedési struktira egyszerii, ha nem létezik olyan Bj,B; € B paros,
amelyekre {p € P: pe B} ={p € P: p€By}.

2.4. Definicio. A (P, B,J) illeszkedési struktiirdnak megfeleltetett pdros grdf P csicsosztalydban a P,
B csucsosztilyaban a B elemeinek megfeleltetett pontok taldlhatéak. Pontosan akkor 1étezik él egy
p € P és b € Bkozott, ha a rendre hozzajuk tartoz6 p* € P és b* € B illeszkednek egymadsra, vagyis
p*eb’.

2.5. Definicio. A (P,B,J) illeszkedési struktiirdnak megfeleltetett illeszkedési mdtrix a fent definidlt

paros graf részleges adjacenciamatrixa, ahol a sorokhoz P, az oszlopokhoz B elemeit rendeljiik.

2.6. Definicié. t-(v,k,A)-blokkrendszernek nevezziik azt a (V,B,J) egyszerd illeszkedési struktirat,
ahol B részhalmaza V hatvanyhalmazanak, J C 'V x B az € reldcio, és amelyre a kovetkez tulaj-

donségok teljesiilnek:
M [V|=v,
(2) VB€ B |B| =k,
(3) VX €V, amelyre |X| =t, X pontosan A blokk részhalmaza.

A fenti hdrom axiémat teljesit nem feltétleniil egyszerd illeszkedési struktdrdkat ¢ — (v, k,A)-

struktirdknak nevezzik.

2.7. Megjegyzés. A = 1 esetén a t-(v, k, 1)-struktdra blokkrendszer, hiszen ha volna két azonos pont-

halmazu blokk, akkor azoknak barmely 7 pontjara két blokk is illeszkedne, ami ellentmond A = 1-nek.
2.8. Definicié. A 2-(v,k, 1)-blokkrendszereket Steiner-rendszereknek nevezzik.

2.9. Allitas. A blokkrendszerekben és a2 — (v, k, A)-struktiirdkban minden pontra azonos szdmii blokk
illeszkedik. Ha ez a szdm r, akkor

r-(k—1)=(@wv—-1)-1.



Bizonyitds. Vilasszunk egy tetszGleges P € V pontot. Szdmoljuk meg azon (Q,B) € V x B parok
szamat, amelyre Q kiilonbozik P-t6l, valamint P és Q is illeszkedik B-re. Jelolje ezt M. Egyrészt, Q
pontot v — 1-féleképpen valaszthatjuk, és pontosan A blokk létezik, amely mindkét pontra illeszkedik.
Tehdt M = (v— 1) - . Mdsrészt legyen rp azon blokkok szdma, amelyek P-re illeszkednek. Koziiliik
rp-féleképpen valaszthatjuk ki B-t. B-n mar csak k — 1 pont maradt, amelyek koziil keriil ki Q. Azaz
M = rp-(k—1). Osszevetve a kett6t és dtrendezve:

(v—1)-1

P T

Tehat rp barmely P pont valasztdsaval ugyanannyi lesz, ezt jelolje r. Emiatt
r-(k—1)=(wv—-1)-A.

]

2.10. Allitds. A Steiner-rendszerekben ha b jeloli a blokkok szdmdt, r pedig az egy ponton dtmend
blokkok szdmadt, a kovetkezd teljesiil:
b-k=v-r

Bizonyitds. Szamoljuk meg kétféleképpen az olyan (P,B) € V x B parokat, ahol P illeszkedik B
blokkra. Egyrészt a b darab blokk mindegyikére k pont illeszkedik, ezért ez a szam b - k. Mdésrészt,
mind a v darab pontra r blokk illeszkedik, ezért v - r-et kapunk. Tehatb-k=v-r. [

2.11. Megjegyzés. A fenti két allitds barmely ¢ — (v, k, A )-struktdraban és -blokkrendszerben is érvé-
nyes.

2.12. Definicié. Egy V pontokbdl és L egyenesekbdl dll6 illeszkedési struktdrat véges projektiv siknak
neveziink, ha

(1) barmely két V-beli pontra pontosan egy L-beli egyenes illeszkedik,
(2) barmely két L-beli egyenes pontosan egy V-beli pontban metszi egymast (azaz illeszkedik ra),
(3) létezik 4 V-beli pont, amelyek koziil semelyik 3 nem illeszkedik egy egyenesre.
A kovetkezdkben a projektiv sik kifejezés mindig véges projektiv sikot jelent.
2.13. Tétel. Minden véges projektiv sikhoz létezik q, amelyre a kovetkezdk teljesiilnek:
(1) minden egyenesre g+ 1 pont illeszkedik,
(2) minden pontra q+ 1 egyenes illeszkedik,

(3) q> 4 q+ 1 pontja és egyenese van.



Bizonyitds. Lassuk be, hogy egy projektiv sikon két egyenes nem tartalmazhatja az dsszes pontot.
Tegyiik fel indirekt, hogy tartalmazza [; és [, az Osszes pontot. Ezek metszik egymdast O pontban
a masodik axiéma szerint. A harmadik axioma garantdlja négy altalanos helyzetl pont 1étezését,
amelyek koziil legfeljebb kettd illeszkedhet egy-egy egyenesre. Legyenek ezek A, B, C és D pon-
tok. Pontosan kettdnek az [/;, a masik kettonek az [, egyenesre kell illeszkednie, kiilonben lenne 3,
ami egyenesre illeszkedik. Legyen A,B € 1, C,D € ;. Tekintsiik az AC és BD egyeneseket, ame-
lyek l1éteznek az elsd axidma szerint, és amelyek a mésodik axiéma szerint egy M pontban metszik
egymast. M sem az /1, sem az [, egyenesen nem lehet, kiilonben AC egyenesnek két metszéspontja
lenne valamelyikiikkel. Tehét ellentmondésra jutottunk.

Vegyiink egy P pontot, ami nincs az [ egyenesen. Pontosan annyi egyenes megy it P-n, amennyi
pontja van [-nek, az els6 két axioma miatt. Az els6é axidma miatt ugyanis / minden pontjan at fektet-
het6 egy P-t tartalmaz6 egyenes, a masodik axidma miatt minden P-n 4tmend egyenes metszi [-et, az
elsd axiomabol pedig kovetkezik, hogy ez a metszéspont egyértelmdi.

Ha van egy / egyenes, aminek g+ 1 pontja van, akkor a tobbinek is. Ennek beltatdsdhoz vegyiink
egy I’ egyenest. Mar tudjuk, hogy 1étezik P pont, ami egyik egyenesen sincs. A P-n 4tmend Osszes
egyenes metszi mindkét egyenest, pontosan egy pontban. / pontjainak szama egyenld a P-n atmend
egyenesek szdmaval, ami egyenls I’ pontjainak szamdval. Tehdt mivel barmilyen /’-t vehettiink volna,
akkor minden egyenesnek ugyanannyi pontja van, €s jeloljiik ezt g + 1-gyel. Tehdt a P-n dtmend
egyenesek szdma is g+ 1, valamint minden més ponton dtmens egyenesek szama is ennyi.

Tekintsiink egy P pontot, és ebbdl g+ 1 egyenes megy ki. Minden egyenesnek g + 1 pontja van,
a k6zos P ponton kiviil minden egyenes pontosan g egyedi pontot tartalmaz. Mivel a sik barmely
mas pontja pontosan egy P-n atmend egyenesre illeszkedik, a sik 0sszes pontjat megkapjuk, ha a P
ponthoz hozzdadjuk a bel6le kiinduld g + 1 darab egyenesen 1év6, P-tdl kiilonboz6 g darab pontot.
Tehét 1+¢q-(qg+1) = ¢g*> 4+ g+ 1 pontja van a projektiv siknak. Hasonl6képpen egy egyenest tekintve,
ezen ¢+ 1 pont van, és mindbsl még g egyenes megy, és tobb egyenes nem lehet, tehit ¢> + g+ 1 az

egyenesek szdma is. 0
2.14. Definici6. Egy véges projektiv sik rendje a fent definidlt g.

2.15. Tétel. Minden projektiv sik 2 — (q> + g+ 1,q + 1, 1)-blokkrendszer, és a megforditds is igaz, ha
g>2.

Bizonyitds. Tekintsiink egy g-adrend projektiv sikot. Legyen a pontok halmaza a projektiv sikon a
blokkrendszer pontjainak halmaza, az élek halmaza pedig a blokkok halmaza. A pontok szdma g> +
q+ 1, ezért az els6 axidoma teljesiil. A blokkrendszer masodik axiémdja is teljesiil, hiszen g 4 1 pont
illeszkedik minden egyenesre. A harmadik axidma teljesiilését az mutatja, hogy minden kételem(
ponthalmazra pontosan egy egyenes, itt pedig blokk illeszthetd.

Forditva, tekintsiink egy 2 — (q2 +qg+1,g+1,1)-blokkrendszert. Barmely 7 = 2 elemi pontpéarhoz
pontosan A = 1 olyan blokk (azaz egyenes) 1étezik, amely mindkét pontot tartalmazza. Ez megegye-
zik a projektiv sik els§ axiomadjaval.

Ha két kiilonboz6 egyenesnek legalabb két k6zos pontja lenne, P és Q, akkor a P, Q pontparhoz két

kiilonb6z4 egyenes is tartozna, ami ellentmondana az els§ axiomanak (A = 1). Tegyiik fel indirekt,
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hogy létezik két olyan egyenes, /1 és [, amelyek nem metszik egymast. Szdmoljuk meg a sik Osszes

egyenesét uigy, hogy az /| pontjaibdl indulunk ki. Az [; egyenesen pontosan g+ 1 darab pont taldlhaté.

—1)-2 2+4q)-1
Mivel minden egyes ponton pontosan r = v r >1 = (" +4) = g+ 1 darab egyenes megy at,

igy az [; pontjaibdl kiinduld, /;-tdl kiilonboz6 egyenesek szdma:

(g+1)-(g+1—1)=¢"+q.

Ha ehhez a ¢> + ¢ darab egyeneshez hozzdadjuk az I; egyenest is, akkor pontosan g* + g + 1

2
: 1)- 1
darab egyenest kapunk. Mivel a sik 0sszes egyenesének szdma b = % = (g +q(+-|—)l )(q—i— ) =
q

q* +q+ 1, ezért az [; pontjain dtmend egyenesek mar a sik 6sszes egyenesét hidnytalanul lefedik. Az

indirekt feltevés szerint [, egyetlen pontban sem metszi /1-et, igy /> nem szerepelhet a fenti egyenesek
kozott. Ez azt jelentené, hogy a sikon a meglévé egyeneseken kiviil 1étezik még egy [, egyenes is.
Ellentmondasra jutottunk, ezért minden egyenesparnak van legalabb egy kdzos pontja.

Vegyiink egy tetszdleges [ egyenest, és jeloljiink ki rajta két kiilonbozd pontot: A-t és B-t. Mivel
a sikon tobb pont van, mint az / egyenesen, biztosan létezik egy /-en kiviili C pont. Tekintsiik az
AC egyenest. Mivel minden egyenesen legaldbb g+ 1 > 2+ 1 pont van, az AC egyenesen az A és C
pontokon kiviil biztosan valaszthat6 egy harmadik, t6liik kiilonb6z6 D pont is. Az igy kapott A, B,C,D

pontnégyesbdl semelyik harom sem eshet egy egyenesre. [
2.16. Tétel. Ha g primhatvdny, létezik q-adrendii projektiv sik.

Bizonyitas. Legyen g primhatvény, ekkor létezik F, véges test. Tekintsiik a Fy, feletti haromdimenzios
o 3 . , o . , . ., .

V = F; vektorteret. Legyenek a projektiv sik P pontjai a vektortér egydimenzids alterei, az £ egye-

nesek a kétdimenzids alterei, valamint az illeszkedési relacié J = {(u,w) : U € P,W € L,U C W}.

Lassuk be, hogy ez egy 2 — (¢> + g+ 1,q + 1, 1)-blokkrendszer, azaz projektiv sik. Az egydimenziés
3

alterek szdma V-ben, vagyis a pontok szama = ¢* +q+1=v. Akétdimenziés altéren 1évE

2

egydimenzids alterek szama

[ =4q + 1 =k, ami az egy egyenesen 1év6 pontok szama. Tovabba

barmely két egydimenzids altér pontosan egy kétdimenzids alteret feszit ki, azaz A = 1. [
2.17. Megjegyzés. Nyitott kérdés, hogy kizarélag primhatvany lehet-e rendje projektiv sikoknak.

A projektiv sik bizonyos pontjainak és egyeneseinek elhagyédsaval tovabbi majdnem teljesen szim-
metrikus illeszkedési struktirak alkothaték, mint példdul az affin sikok. Ezt az illeszkedési strukturat
ugy kapjuk meg, ha a projektiv sik egy egyenesét minden pontjival egyiitt elhagyjuk, mint ahogy azt

hamarosan latni fogjuk.

2.18. Definicio. Egy V pontokbdl és L egyenesekbdl all6 illeszkedési strukturat véges affin siknak

neveziink, ha

(1) barmely két V-beli pontra pontosan egy L-beli egyenes illeszkedik,

(2) barmely L-beli [ egyeneshez és barmely rd nem illeszkedd V-beli v ponthoz pontosan egy egye-

nes létezik, amely illeszkedik v-re, de nem metszi [-et,
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(3) létezik 3 V-beli pont, amelyek nem illeszkednek egy egyenesre.
A kovetkezSkben az affin sik kifejezés mindig véges affin sikot jelent.
2.19. Tétel. A véges affin sik egy 2 — (¢*,q, 1)-blokkrendszer:

Bizonyitds. Az affin sik els§ axiomadja alapjan barmely 2 elemi ponthalmaz pontosan egy blokkban
szerepel, tehatr =2 és A = 1.

A maésodik axiomaban a nem metsz$ egyeneseket parhuzamosnak nevezziik. Lassuk be, hogy
tranzitiv. Indirekt tegyiik fel, hogy a, b, c kiilonbdz6 egyenesekre a parhuzamos b-vel, b parhuzamos
c-vel, de a metszi c-t egy P pontban. b nem tartalmazhatja ezt a pontot, kiilonben sériilne a parhu-
zamossag. A masodik axidoma miatt pontosan egy egyenes létezik, amely b-vel parhuzamos, és P-n
atmegy. Ilyen egyenes a €s c is, ami ellentmondds, hiszen ezekrdl azt feltételeztiik, hogy kiilonboznek.

A fent definidlt parhuzamossdg ekvivalenciarelaci6, hiszen reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv.
Ennek megfelel6en felbonthatoak az affin sik egyenesei parhuzamossagi osztalyokra. Minden osztaly
minden pontot lefed, hiszen ha egy pont kimaradna, akkor a masodik axioma alapjén illeszthetnénk
rd a tobbivel parhuzamos egyenest. Tekintsiink két egyenest, amelyek metszik egymast, és feleltessiik
meg egymdsnak a pontjaikat. Ehhez vegyiink egy parhuzamossagi osztalyt, amelyben nincs benne a
két egyenes egyike sem. A valasztott parhuzamossagi osztadlyban igy minden egyenes pontosan 1-1
pontban fogja metszeni mindkét metsz6 egyenest, ezzel megfeleltetve egymdasnak a pontjaikat. Tehat
a két egyenesnek ugyanannyi pontja van, igy metszd egyeneseket egymds utdn véve beldthatd, hogy
minden egyenesnek ugyanannyi pontja van. Jeldlje ezt ¢, ez a blokkrendszereknél a k.

Tekintsiink egy P pontot és egy [ egyenest, amelyek nem illeszkednek egymadsra. P és / minden
pontja kozott az elsd axioma szerint pontosan 1 egyenes fut. Tovabba a mdsodik axioma szerint
létezik egy olyan egyenes is, amely parhuzamos /-el és P-re illeszkedik. Tobb egyenes nem megy at
P-n, hiszen csak [-et metsz$ és vele parhuzamos egyenesek l1éteznek. Tehat ¢+ 1 egyenes halad at
P-n. Ezek mindegyikén P-n kiviil ¢ — 1 pont van, azaz 6sszesen (¢ — 1)(¢+ 1) + 1 = ¢* pontja van az
affin siknak. Ezek alapjan az affin sik egy 2 — (qz, g, 1)-blokkrendszer. [

2.20. Tétel. Egy g-adrendii projektiv sik egy egyenesének és az egyenes minden pontjdnak elhagyd-

sdval g-adrendii véges affin sikot kapunk.

Bizonyitds. A projektiv sik 2 — (¢> + g+ 1,q+ 1,1)-blokkrendszer. Vilasszuk ki egy [y egyenesét,
és hagyjuk el minden pontjaval egyiitt. Igy 1 egyenest és ¢+ 1 pontot hagytunk el, teht ¢* + ¢
egyenesiink és g° pontunk maradt. Mivel lp-nak minden més ! egyenessel pontosan egy kozos
metszéspontja volt, minden egyenesnek mar csak g pontja van. Tovabbra is barmely két pontra 1étezik
egyetlen egyenes, mely mindkettére illeszkedik, teljesiil az elsé axioma.

Most vegyiink egy [ egyenest és egy rd nem illeszkedd P pontot. /p-nak és [-nek volt egy kdzos
metszéspontja, Fy. P és Py egyértelmlien meghatarozott egy egyenest, és ez parhuzamos lett /-el,
mivel toroltiik Py-t.

A harmadik axiéma szerint a maradék struktdra nem illeszkedhet egy egyenesre. Megallapitottuk,
hogy minden egyenesnek ¢ pontja van, és 6sszesen ¢> pont, tehdt ez tényleg nem lehetséges, a har-

madik axioma is teljesiil. Azaz a kapott illeszkedési struktura affin sik. [
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Az illeszkedési graf fogalmanak segitségével minden blokkrendszer felfoghat6 egy G = (A, B;E)
paros grafként is, ahogy kordbban az illeszkedési struktirdknal is lattuk.

2.21. Allitas. Egy 1 — (v, k, A)-struktiira illeszkedési grdfja K, j . -mentes.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy tartalmaz K; 5 . |-et. Legyen p1,p2,....,pr €A, l1,bo,....[ 1 €EB
a K; 34 csdcsai. Ez azt jelenti, hogy van ¢ pont, amelyre A + 1 blokk illeszkedik, ami ellentmond a
blokkrendszer definici6janak. [

2.22. Megjegyzés. Ennek megfelelen a véges projektiv és affin siknak megfeleltetett paros graf nem
tartalmaz Cy4-et, azaz 4 hosszu kort.

3. Ismert tételek

3.1. Tétel (Jensen-egyenlGtlenség). Legyen f konvex fiiggvény I intervallumon. Tetszdleges x1,x3, ...,

xn € I pontokra és wi,wa,...,w, nemnegattv siilyokra, melyekre Y\ | w; = 1:

f (iwm) < iwif(xi)'

Specidlisan, ha w; = rll

n

f<2?:1xi) < Z?zlf(xi).

3.2. Tétel (Reiman fels korlatja).

1
Z(2,2;m,n) < 5 <n+ \/n2+4nm(m— 1)) :

Bizonyitds. Tekintsiink egy tetszSleges G = (A,B;E), |A| = m, |B| = n péaros grafot, amely nem tar-
talmaz 4 hosszu kort. Legyenek a B-beli pontok fokszdmai a, ..., 0, tehdt |[E| =Y | 0. Szamoljuk
meg azon élpdrokat, amelyeknek egyik végpontja ugyanazon B-beli cstcs. Ez }}! (g") , ami legfel-
jebb ("21), hiszen barmely két A-beli csucsnak legfeljebb egy B-beli cstics lehet k6zos szomszédja,
hiszen nincs 4 hosszi kor a grafban. Ezek szerint felirhaté az aldbbi egyenl6tlenség:

B(9)-£25<()- =2

i=1

Rendezziik at az egyenldtlenséget.
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2 (X ai)z'

Hasznaljuk fel a szimtani és mértani kozepek kozti egyenl6tlenséget, azaz ) ! | o

|E]?

el = EE§ <

E-re megoldva a masodfoku egyenletet, a kovetkezot kapjuk:

E| <+ <n+\/ + dnm(m —1))

Tehat mivel tetszdleges, 4 hosszu kort nem tartalmaz6 grafbdl indultunk ki, arra is igaz, ami maximalis

szamu élt tartalmaz.
Vizsgéljuk meg az egyenl6ség esetét. Ez akkor all fenn, ha Y7, (g") = (Z’), tovdbbd Y , Oci2 =
(Z, @)

. Az els6hoz az kell, hogy barmely két A-beli ponthoz pontosan egy kozos B-beli szomszéd
n
tartozzon. A masodikndl akkor van egyenléség, ha minden o; megegyezik, azaz B-beli pont fokszdma

egyenld. 0

3.3. Megjegyzés. Ham =n = g*>+ g+ 1 és létezik g-adrendii projektiv sik, akkor minden egyenlséget
teljesité graf egy g-adrendd projektiv sik incidenciagrafja. Egyenl6ség esetén minden B-beli csucs
foka egyenld, tehat minden egyenesen ugyanannyi pont van €s A-ban minden csicsparnak pontosan
egy kozos, B-beli szomszédja van, azaz barmely két ponton pontosan 1 egyenes halad 4t. Legyen
minden B-beli pontnak r foka. Y7 | St (5) = +Q+l) -bél levezethetd, hogy r = g+ 1. Tehat egy
2— (q +q+ 1,9+ 1,1)-blokkrendszert, azaz egy projektiv sikot kaptunk.

3.4. Tétel (Kovari—So6s—Turdn).

1
n

—_

Z(s,t;m,n) < (s— 1) tnm' =71 4 (t — D)m

Bizonyitds. Tekintsiik egy K ,-mentes, G = (A, B;E) részgrafjat K, ,-nek, ahol |A| = m és |B| =
n. Szamoljuk meg benne a rendezett K, részgrafokat, jelolje ezt a szdamot S. Ha d(u) jeloli az u
csdcs fokszdmat, S =Y ,ca (d(t”)). Felhaszndlva, hogy K;,-mentes G, S < (s—1) - (:‘), mivel (;’)—
féleképpen vélaszthatunk B-bdl ¢ darab csticsot, és barmely ¢ darab B-beli csticsnak maximum s — 1
koz0s szomszédja lehet, azaz legfeljebb s — 1 darab K ; illeszkedhet ¢ darab rogzitett B-beli cstcsra.

Hasznéljuk a Jensen-egyenl6tlenséget S értékére.

1 ZA ( ) (#zu?dm))

Mivel ¥ ,c4 d(u) = |E|, helyettesitsiik be, és rendezziik it az egyenlStlenséget.

s-x ()= ()

Az S-re kapott also és felso korlatok kozott a kovetkez6 egyenldtlenség dll fenn:
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(1 . a )
Hasznéljuk ki, hogy (Z) < o1 és (b) > Bl Tehat
m G =141 <(s—1) a

Ha ezt |E|-re rendezziik, megkapjuk a tétel allitdsat, mivel barmilyen K ,-mentes grafot vehettiink

volna kezdetben, igy a legnagyobb élszamura is igaz az egyenlGtlenség.

1
t

E| < (s—1)rnm"™1 + (t — )m.

O]
3.5. Megjegyzés. Conlon [2] eredménye szerint, ha 2 <r < srogzitett és m > ns'/"=V akkor Z(s,t,m,n) >

C-nm'~ /1

, tehat a Kévari—-S6s—Turdn-becslés nagysagrendje éles, ha m kell6en nagyobb n-nél.
Fiiredi [[7] a K&vari—Sos—Turan-tételt a kovetkezdképp javitja:

3.6. Tétel (Fiiredi). Ha s > t:

~|=

Z(s,t;mn) < (s—t+1) nm' 1 +tm

A kovetkez6 tétel [13] szintén javitja a [3.4] K6vari-S6s—Turan-tételt, valamint erésebb Fiiredi

tételénél is, ezért csak az erésebb tétel bizonyitdsat mutatjuk meg.

3.7. Tétel (Nikiforov). Ha s > 2, t > 2, akkor minden k =0,...,s — 2-re
Z(s,t;mn) < (s—k— 1)%nm1_% +(t— l)mH'% + kn.

Bizonyitds. Hasznaljunk teljes indukciot. A k = 0 esetben visszakapjuk a Kovari—Sos—Turan-
tételt, ami mdr ismert. Tegyiik fel, hogy adott k esetén minden 0 < k' < k egész szdmra igaz az
allitds, minden (m, n,s,t) négyesre, most lassuk be k-ra. Tekintsiink egy G = (A, B;E) paros grafot,
amelyre |A| = m, |B| = n, valamint K| ,-mentes. Tekintsiink egy A-beli u csticsot, Y = N(u) C B a
szomszédainak a halmaza. Legyen X = A\ {u}. Jelolje E(U,V) a G grifban az U és V ponthalmazok
kozott futo élek halmazat.

X
Al@Q
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Mivel G K, ,-mentes, az X és Y altal feszitett részgraf K, ,-mentes, tehat ha d(u) az u cstcs
fokszama,

[E(X,Y)| <Z(s—1,t;m—1,d(u)).

Alkalmazzuk az indukciés 1€pést s — 1-re és k — 1-re.

— )= 1) = DT (k= 1) d() <
g(s—k—l)tl-d(u)-m (= 1) m T (k= 1) -d(u)

Irjuk fel masképpen |E(X,Y)-t. Megszamolhatjuk gy is, hogy hdny él van ebben a halmazban,
hogy minden A-beli és B-beli ponton végigmegyiink, és ha van koztiik €l, tovabba a B-beli pont

és u kozott is, akkor eggyel noveljikk a megtalalt élek szamat, majd végiil d(u)-t levonunk. Ezt a
kovetkezSképp irhatjuk fel:

EX,Y) =) ) |E(u,b)||E(a,b)| —d(u).

acAbeB

Osszegezziik ezt a mennyiséget minden u-ra.

Y Y Y Ewb)|-|E(@b) —dw) =Y. ¥ ¥ E(,b)|-|E(a,b)] —d(u) = Y. d*(b) |2

ucAacAbeB beBucAacA beB

ahol az egyenlGtlenség a szamtani €s négyzetes kozép kozti egyenlStlenség miatt teljesiil, hiszen
Yrepd(b) = |E|.
A kordbbi egyenl6tlenségiinkben, ahol |E(X,Y)|-ra adtunk felsé becskést az indukcids 1épés

alapjan, mindkét oldalt 6sszegezziink minden u € A-ra, és rendezziik a tagokat az egyik oldalra. Itt
egyben hasznéljuk az 6sszegzett |E(X,Y)|-ra kapott alsé becslést is.

EJ? _
R k= D) ot k) B (= 1) <0
n

Oldjuk meg az |E|-ben mésodfoki egyenlStlenséget a megolddképlettel:

4-(1—1)-m*+'T Ck—1)i-m'"T k) -
El< 14 1+ (¢ )lm ((s—k=1)r-m "7t +k)-n
n-((s—k—17-m'=74k)? 2

. m

Ezutdn a Bernoulli-egyenl6tlenséggel ((1+z)/ > 1+ zj-t alkalmazzuk j = 2-re) fels6 becslést
adunk.
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(s—k—1)im!=7 +k
<(s—k-— 1)%nm1_% +(t— l)mlJré +kn

Mivel ez barmilyen K ;-mentes G-re belathatd, a legnagyobb élszamuira is igaz, igy visszakapjuk

az allitasunkat.
OJ

A Reiman-becslés [3.2] egy masik altaldnositisa Roman [15] becslése. Ennek el6nye, hogy a

becslés pontos lesz megfeleld illeszkedési struktara incidenciagrafjat valasztva, végtelen sok esetben.

3.8. Tétel (Roman felsd korlatja). Minden p € N esetén, ahol p > s — 1:

E;l) (M) L D= Dn
s—1) \S §

Bizonyitds. Legyen G = (A,B;E) K;;-mentes pdros graf. Szamoljuk meg a K ;-gyel izomorf rende-

Z(s,t;m,n) <

zett részgrafok szamat A és B fel6l is. B fel6l ha egy v csicsnak d(v) darab szomszédja van, akkor ezek
koziil s-et vélasztva kapunk egy K -est. Tehat ), (d(sv)) a keresett mennyiség. A feldl valasszunk

A-bol s csucsot, ennek legfeljebb r — 1 szomszédja lehet, mivel G K ;-mentes. Azaz:

()= (D)

Fejtsiik ki a binomidlis kifejezést, rendezziik at az egyenltlenséget, majd szorozzunk be egy
tetsz6leges a > 0 szammal.

Zd(v)-...-(d'(v)—s—H) <e-1). (m)

veB s s

Y a-d(v)-..-(dv)—s+ 1) <a-s-(-1): <m)

vEB §

A bal oldalbdl vonjunk ki és adjunk hozza ¥, cpd(v)-t.

Y (a-d(v)-...-(d(v)—s+1)—d(v))+ Y d(v) <a-s!- t—l).(m>

vEB veB S

Mindkét oldalhoz adjunk hozza n - c-t, ahol ¢ tetszleges valds szam.

Z(a-d(v)-...-(d(v)—s—l—l)—d(v)—i—c)—i—Zd(v) <a-s!'-(t—1)- (T) +n-c

vEB vEB
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Legyen f(x) =a-x-...-(x—s+1) —x+c. Azt szeretnénk, hogy j6 a és ¢ vélasztasakor valamely
rogzitett p > s — 1 egészre f(p) = f(p+1) = 0 legyen, hogy Y ,cp(a-d(v)-...-(d(v) —s+1)—
d(v) 4+ c) > 0 legyen (feltéve, hogy f konvex). Azaza-p-(p—1)-...-(p—s+1)—p+c=024és
a-(p+1)-p-...-(p—s+2)—(p+1)+c=0.

Ha megoldjuk ezt az egyenletrendszert a-ra és c-re, azt kapjuk, hogy

1
sp-(p=1)-...-(p—s5+2)’
(s—=1-(p+1)

Cc = .
S

a =

f’(x) monoton ndvekvd fiiggvény x > s — 1-re, tehdt f konvex x > s — 1-re. Mivel f(p) = f(p+
1) = 0 két egymast kovets egész gyoke f-nek, valamint f konvex x > s — 1 esetén, ezért f(x) >0
minden egész x > s — 1 esetén. Tehat behelyettesitve a és ¢ értékeit f(d(v)) > 0 minden v € B-re, és

emiatt:

Y dv) < i(m> n (p+1D)(s—1)n

VveB (,7) \s §

Ez barmilyen K; ,-mentes G-re igaz. ). ,pd(v) az élszdm a grafban. Tehdt a megfelel§ Zarankie-

wicz-szam felsd korlatja is ez:

(1 (m)+(p+l)(s—l)n'

N

Vizsgéljuk meg az egyenldség esetét! A bizonyitds alapjan ez akkor kovetkezik be, ha

()=o)

azaz A minden s elem( részhalmazénak (¢t — 1) kozos szomszédja van, valamint f zérushelyei alapjdn
d(v) = p vagy d(v) = p+ 1 minden B-beli csuicsra. Keressiink olyan struktdrdkat, amelyekre teljesiil
ez a két tulajdonsag. Kordbban lattuk, hogy a t — (v,k, A )-blokkrendszer incidenciagréfja teljesiti a

K, 5 1-mentességet, ezért ez jO kiinduldsi pont lehet, ha konstrukcidt keresiink az egyenlSség esetére.

3.9. Allitas. Bdrmely 2 — (v,k,A)-blokkrendszerhez létezik p, melyre a blokkrendszer incidenciagrdf-
Jja egyenldséggel teljesiti Roman 3.8 korldtjdt.

Bizonyitds. Legyenek az A-beli csicsok a pontok, a B-beliek a blokkok. Legyen p = k, ekkor minden
B-beli csticsnak azonos, p a fokszama. Emellett teljesiil az is, hogy barmely két A-beli csticshoz
pontosan r — 1 = A B-beli létezik, amely mindkettének a szomszédja, a blokkrendszerek harmadik

axiomdja alapjan. Ezért teljesiil mindkét feltétel, tovabbad az is, hogy K ;-mentes. 0

3.10. Kovetkezmény. Létezik p, amelyre a g-adrendii véges projektiv sikok incidenciagrdfja egyen-
16séggel teljesiti Roman 3.8 korldtjdat az s =t = 2 esetben.
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Bizonyitds. Legyen p = g+ 1 vagy p = q. Ekkor mivel egy véges projektiv sik 2 — (¢ + ¢+ 1,q+
1, 1)-blokkrendszer, teljesiil az allitas. O

Az affin sik megkapthat6 a projektiv sik egy egyenesének és az egyenes minden pontjanak el-
hagydsaval, ezért ez is jo konstrukci6 lehet.

3.11. Kovetkezmény. Létezik p, amelyre a g-adrendii véges affin sikok incidenciagrdfja egyenldséggel
teljesiti Roman 3.8\ korldtjdt az s =t = 2 esetben.

Bizonyitds. Legyen p = g, ekkor mivel minden véges affin sik 2 — (qz,q, 1)-blokkrendszer, teljesiil
az 4llitds. N

Az egyenlGséget teljesitd struktirdkbol végtelen sok 1étezik. Ismert, hogy minden g primhatvanyra
1étezik g-adrendi véges projektiv sik (2.16)), ezaltal g-adrend( véges affin sik is.

4. Linearis programozasi modellek

A Zarankiewicz-szamok felsd becslései felirhatéak egészértékid linedris programozasi feladatként,
vagy ezek relaxaltjaként is egyes esetekben. Ez a megkozelités mar Illés €s Krarup cikkében [9] is
megjelenik. Davies, Gill és Horsley [S]] friss cikkiikben a linedris programozasi feladatot hasznaljak
eszkozként ahhoz, hogy jobb felsd becsléseket adjanak kis Zarankiewicz-szamokra. Az alabbiakban
két tételiiket mutatjuk be, ezek koziil az elsét bizonyitjuk, majd megmutatjuk, hogy az elsé tétel

alapjan hogyan lehet linedris programozasi feladatot késziteni.

4.1. Definicié. Legyen G = (A,B;E) paros graf. Egy b € B csucs (k,s,v)-hidnya a kovetkezs hy,
szam, ha k, s, v pozitiv egészek, melyekre v < s:

0 had(b) >k
(k—v) _ (d (Sb_);") kiilonben.

S—v

hy =

4.2. Tétel (Davies, Gill és Horsley tétele). Legyen G = (A,B;E) K ;-mentes pdros részgrdfja Ky, »-
nek. Tegyiik fel, hogy B minden csicsdnak fokszdma legaldbb s — 1. Legyen n; a B azon csicsainak

szdma, amelynek fokszdma pontosan i. Ekkor:

Y oni=n, (1)

£ (o)

tovdabbd minden v < s < k < m egyenldtlenséget teljesitd pozitiv egész v-re és k-ra, valamint egész
_ m—v k—v 2 k—v\ .
a-ra, amelyre o = (1 —1)("~") (mod ({_})) és0<a < (7))

570 L () OB Q= ()5 o

S—Vv S—V
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Bizonyitds. (1) teljesiil, mivel n darab cstics van 6sszesen B-ben. Szamoljuk meg, hogy mennyi (S, p)
par van, amelyre S C A, p € B, |S| = s, valamint p minden S-beli csiccsal szomszédos. Egy i foku
B-beli csicshoz (;) S-et vélaszthatunk, és n; darabilyen p van, dsszesen tehat } " ., (;) n;. Masrészt,
G K,,-mentes, ezért egy S-hez legfeljebb r — 1 darab ilyen tulajdonsdgu p valaszthato. Ezért ez a
mennyiség legfeljebb (r — 1) (") lehet, tehdt (2) is teljesiil.

Vilasszunk egy-egy, a feltételeknek megfelels fix v-t és k-t, valamint egy X C A, |X| = v cstics-
halmazt. Jelolje n;(X) azt, hogy az X-beli csicsoknak mennyi i foki kozos szomszédja van B-ben.
Legyen c az az egész, amelyre c(];::) = (t—1)(""") — o.. Legyen 7(X) minden X-beli ponttal szom-
szédos pont (k,s,v)-hidnyainak osszege. Jelolje d(X) azon B-beli pontok szamdt, amelyek minden

X-beli ponttal szomszédosak. Mutassuk meg, hogy
T(X)
k—v :
(s—v) -

Feltehetd, hogy d(X) > ¢+ 1, kiilonben trividlisan igaz.

dX)<c+

A azon s méretii részhalmazainak szdma, amelyek X-et tartalmazzak, (T:VV), és ezek mindegyi-
ke legfeljebb + — 1 B-beli csuiccsal szomszédos. Masrészt, egy i foku B-beli csics, ami X minden

pontjaval szomszédos, pontosan (;:;) ilyen s elem( részhalmazzal szomszédos.

() remen ()2 B (D= ()0 T ()i

=S

S o (N ) EER e

Rendezziik at, és hasznaljuk fel, hogy (5~)) > 1, valamint d(X) > ¢+ 1:

k
s—v

7(x) > ("j) (@X)—c)—a> (("j) —a) (@(x) o).

Ennek atrendezésével kapjuk a kivant egyenldtlenséget.
A kovetkezSkben ezt az egyenlStlenséget haszndljuk, valamint X legyen tetszleges A-beli v
elem csticshalmaz, és ezekre 6sszegezziink.

f‘, (i)n,: Yax)< Y (CJF(kTV()—Xza) = (T)c—i—(kv; Z‘_’ 7(X)

i=s—1 IX|=v [X[=v s—v

A 7 definicidja szerint teljesiil a kovetkezd:

=T ((50)-(20) ()

Ezt helyettesitsiik be az el6z6 egyenletbe, rendezziik at, és helyettesitsiik be ¢ értékét, igy a kovet-
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kez6t kapjuk:

£, (e 2, (70 (20) 0= ()5

i=s—1 s—v

Ennek atrendezésével kapjuk a bizonyitand6 egyenlStlenséget. 0

4.3. Megjegyzés. Roman K38vari-S6s—Turdn [3.4] és Reiman [3.2] tételeinek bizonyitdsaban is fel-
hasznaltuk a (2) egyenldtlenséget és a hozza kapcsol6dé gondolatot.

A masodik tétel explicit felsd korlatot ad adott Zarankiewicz-szamra.

4.4. Tétel (Davies, Gill és Horsley fels6 korlatja [S]). Vk,s,t,m,n pozitiv egész szdmra, ahol s > 2,
k > max{2,s* —2s}.
Legyen valamely 0 <v < s-re ¢ = (t—1)- ("~") (mod (]:::) ), ahol 0 < o0 < (]::X) és

o s—1)-tk—s—1)—a-(s—1) .va
B—(k—l—l)-(k—s—l)—oc-(s—l)'Ekkor'
Z(s,t;m,n) <

(") ¢=1)-(m—s+1) (B-(k+1) @-B-(k—s+2)\ (k+1)-(s—1—p)
: (s]—cj) § ( k—s+t +1- k—s+1 )+ S ‘n.

A kovetkezképpen irhatjuk fel linedris programozasi feladatként a Roman 3.8 gondolatmenetét
kovetd egyenlbtlenséget. Itt az x’} és xl; jelolik a valtozokat. Ebben a modellben mindkét oldal fel6li
valtozokat is felirunk, Roman eredeti otletét kiegészitve. A szakirodalomban gyakran lathat6, hogy
csak az egyik irdny feldl tekintik a fokszdmokat, és a masik oldal fel6l csak a csics-t-eseket vagy
-s-eseket veszik, mint [11és—Krarup [9] vagy Chen—Horsley—Mammoliti [3] cikkeiben is.

4.5. Modell. A kovetkez6 egészErtéki programozasi modellt Roman-modellnek nevezziik.

m

Max Y f-x¥
f=s—1
n

S.t. Z x?—m
f=t-1
m

Y =
f=s—1

f=s—1
Xp>0xp€2
G>0xfez



4.6. Tétel. Tegyiik fel, hogy G C Ky, K -mentes pdros grdf, Z(s,t;m,n) éllel. Legyen x‘} a pon-
tosan f fokii A-beli, x? a pontosan f foki B-beli csiicsok szama. Ha megfeleltetjiik ezen értékeket
az azonos nevii vdltozoknak, megkapjuk a Roman-modell megolddsdt. Tovdbbd a modell optimdlis

célfiiggvényértéke felsd korldtot ad Z(s,t;m,n)-re.

Bizonyitds. Lassuk be, hogy a valtozoknak az x? és x? értékeket, megoldast kapunk az /P modellre,
egy adott K, ,-mentes G = (A,B;E) gréfra, ahol |[A| = m, |B| = n, |E| = Z(s,t;m,n). Mivel nem-
negativak és egészek ezek az értékek, az utolsé néhdny feltételt teljesitik. Ezenkiviil a Tétel
bizonyitdsdban beldttuk, hogy Y/ | xf=nés Y7 | ) xf = (t—1)(7}) teljesiil. A maradék két
korlat ugyanezek, csak a paros graf masik csicsosztilya fel6l nézve.

Ezenkiviil megmutatjuk, hogy Z_’?:sq f x? maximélis értéke, OPT felsd korlatja Z(s,¢;m,n)-nek.
Mivel az x‘}‘ és xf minden feltételt teljesit G-re, OPT csak nagyobb vagy egyenld lehet a célfiiggvény
értékénél. Az élek szama felirhat6 a célfiiggvényben szerepld alakban:

m
Z f~x? = |E| =Z(s,t;m,n),
f=s—1

tehat OPT felso korlatja a megfeleld Zarankiewicz-szamnak. 0

A Roman-modellt .5 kiegészithetjiik a Davies, Gill és Horsley [.2] tételében szerepl6 harmadik
becsléssel, mindkét oldal feldl.

4.7. Modell. A kovetkezd egészértékli programozasi modellt Davies—Gill-Horsley-modellnek ne-
vezziik minden v < s < k < m egyenl6tlenséget teljesitd pozitiv egész v-re €s k-ra, valamint egész
ot-ra, amelyre ot = (t —1)(""") (mod (];::)) és0<a< (kfv):

S—V
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Max i foxf
f=s—1
s.t. i Xp=m
f=t—1
& (1) 4=e-0()
X, () =en(l)

f:il (Jvc)x}_ (f::)l_a fi;ll (({__vv) - (I:::)) ({) A< (Z) (s— 121;(?5)5) —o
£ (O E () - () (= () e
X} >0xp €2
X >0x5ez

4.8. Tétel. Legyen G C K, K, -mentes pdros grdf, Z(s,t;m,n) éllel. Legyen xf: a pontosan f fokii
A-beli, x? a pontosan f fokiu B-beli csiicsok szdma. Ha megfeleltetjiik ezen értékeket az azonos nevii
vdltozoknak, megkapjuk a Davies-modell megolddsdt. Tovabbd a modell optimdlis célfiiggvényértéke

felsd korldtot ad Z(s,t;m,n)-re.

Bizonyitds. A valtozoknak az x/;‘ és x? értékeket megfeleltetve megoldast kapunk az /P modellre, egy
adott Ky ;-mentes G = (A, B; E) gréfra, ahol |A| = m, |B| = n, |E| = Z(s,t;m,n), az el6z5 4.6 Tétel és
4.2 Tétel alapjan.

Az el6z6 tétel bizonyitasdhoz hasonldan belathatjuk, hogy 2?2571 f- x? maximalis értéke felsd

korlatja a megfeleld Zarankiewicz-szamnak. 0

5. Irving moédszere és altalanositasa

Irving [10] egy Uj mddszert ad Zarankiewicz-szdmok felsd becsléseire, amely nemcsak a K ;-k szamat
veszi figyelembe, mint a K&vari—-Sos—Turéan-tétel [3.4| vagy Roman korlatja, hanem tobbféle 1 <i <,
1 < j <t szampar esetén a K; ; részgrafok szamat is. A pontokon végig becsiilve egymds utin az
adott K; j-k szamat, szorosabb felsd korlatot kapunk az €lek szamdra. Ezt a kovetkezOkben sajat
jeloléseinken keresztiil mutatjuk be.

5.1. Definicio. Legyen G = (A, B; E) paros graf, X C A. N.(X) C B az X halmaz kozds szomszédsdga,
ha ez a legnagyobb olyan részhalmaza B-nek, hogy Vx € X, Vy € N.(X): xy € E. X halmaz foka

|N:(X)|. Hasonl6képpen definidlhatjuk egy B-beli cstiicshalmaz k6zos szomszédsagat és fokat.

20



5.2. Megjegyzés. Ha X C A, akkor X foka legfeljebb |B|, ha pedig X C B, akkor X foka legfeljebb
Al

5.3. Definicié. Legyen x?’i A azon X részhalmazainak szama, amelyekre |X| =i és X foka f. Ha-

sonloképp deinifidlhatd x” is.

Az alabbi abra egy X-et és csucsainak Y kozos szomszédsagat mutatja. Ebben az esetben X
mérete 3, foka 2, tehat x/;’3 értékének meghatarozasakor példaul az ilyen tulajdonsagu X halmazokat

szamoljuk meg.

X
A QOO0 O00O0

B(O O 0 O 0 O O
Y

Lassunk be két lemmat, amelyek segitségével bebizonyithatjuk Irving egy tételét, amelyben egy

Zarankiewicz-szam felsd becslését adjuk. Ezeket kés6bb Irving mddszerének éltaldnositasakor is

5 A A és 4] B B
=\ =7 i)

Bizonyitds. Az els6 egyenlGséget bizonyitjuk, a masodik 1ényegében ugyanaz, csak a B oldal feldl.

hasznalni fogjuk.

5.4. Lemma.

Szamoljuk meg kétféleképpen az i elemd részhalmazok szdmat A-ban. Egyrészt ez (“?‘), masrészt
szétbonthatjuk Gket fokszdm alapjan, és gy ¥ (x'+"-t kapjuk. 0

5.5. Jelolés. Jelolje #K; j azon kiilonboz6 H = (A’, B, E') rendezett részgrafok szamat G-ben, amelyre
|A'| =i, |B'|=jésH~K, ;.

Fejezziik ki kétféleképpen #K; j-t.

B oA ,
#K; ;= Z (f) A= Z (J;) -x?’j.

F=o\J F=0

5.6. Lemma.

Bizonyitdas. Szamoljuk meg a K; ; rendezett részgrafokat G-ben. Tekintsiik az 6sszes X részhalmazat

A-nak, amelynek a foka pontosan f és |X| = i, ezek szdmma Xl?r’i-

Vialasszunk ki ezek koziil a
részhalmazok koziil egyet, legyen ez az Xj. Hany olyan K; jrendezett részgraf Iétezik G-ben, melynek
az A-ba es6 csucsai éppen X elemei? Ez a szdm (J;), ha f < j (f < jesetben 0 = (f;)), mivel pon-

tosan f pont van B-ben, ami Xy minden elemével 6ssze van kotve éllel, €s innen kell j-t kivdlasztani
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ahhoz, hogy egy rendezett K; ;-t kapjunk. Tehat egy tetszOleges f-re azon rendezett K; ;-k szdma, me-
lyeknél az A-ba esd i méretii csicshalmaz foka f, éppen (};) -x?’i. Ezt adjuk 6ssze minden f-re, ekkor
az allitas elso részét kapjuk: #K; ; = Z‘;}:'o (];) -x’}’i. A B oldal fel6l hasonloképpen bizonyihatjuk a
masodik részt is. 0

Irving [10] médszerét a kovetkezd tételen keresztiil szemléltetjiik.
5.7. Tétel. Z(4,4,48,48) < 1147. [10]

Bizonyitds. (Vézlat) Tekintsiink egy G = (A,B;E) részgrafjat Kyg 43-nek |E| = 1148 = #K; ; éllel.
Az[5.6|Lemma alapjan
48
#K | :];0 ({) Xyl = 1148,

Mivel s =t = 4, vélasszuk K -t kovetkezOnek. Szintén a lemma alapjan

48 48
#K1p = Z (]20) -x;‘c’] = Z ({) -x_l;’z.

=0 /=0

Keressiink also korldtot #K »-nek. Az x/;‘c’] értékekre ugy is tekinthetiink, mint nemnegativ valtozok,

amelyek kielégitik a kovetkez$ egyenldtlenséget a lemma alapjan:

48
48
xj}fl — ( > — 48,
1
=0

Ha minimalizaljuk a kovetkezot ezzel a feltétellel:

f" <f ) A
=AY
#K »-re is kapunk egy als6 korlatot. Tekinsiik ezt egy egészértéki linedris programozasi feladat-
nak, €s hasznaljunk egy IP megoldét, hogy megtaldljuk a minimumot, vagy alkalmazzuk a Jensen-
egyenlGtlenséget, a kapott also korlat #K; , > 13156. Ez egyben #K; » = Z;lfgzo ({ ) -x?’z—re is ad egy
als6 korlatot, amiben az x?’z véltozok vannak. Ezek a véltozok vannak #K3 5 = ):;‘ngo (é) .xlf}’z-ben is,
tehat folytassuk azzal, hogy hasonloképpen definidlunk als6 korlatot #K3 >-re. Addig folytatjuk ezt,
amig nem kapunk egy als6 korldtot #K4 4-re. Aldbb lathatoak a részletes szdmitasok. A szdmitdsokban

x’}’i és x?’i felvaltva tolti be valtozd, valamint a fentebb latott definicio szerepét.
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_ v () A
E| =#Ki1 =) L)X =148

=0
min 428: <f) A Y g 6 f (f) Ayl =1148

N2 3 4 f:02 f f:()f f:()l f
: #K12 =i (1) ' =22 () i = 13156

48 48 48

48
2 min Z <§> -x?’z s.t. x?’z = <2) és Z ({) -x?’z > 13156
’ /=0 N A3 /fx:zo
48 B v48 (. ,

4 #K32 = Y50 (5) X=X (g) Xy > 227260

S\ a3 & a3 (48 S\ a3
min Z (4) Xy s.t. X" = (3> és Z (2) X > 227260
f=0 f=0 =0
48 A3 w48 B4
#Ksa =Y 150 (4) Xy =X (4) %7 > 195080

B\ B4 8 54 48\ . B [\ a4
min Z -xf’ s.t. Xp = 4 és Z 3 -xf’ > 195080
4 7=0

f=0 f=0
#Ky 4 = Z‘}ioxch = X‘.j‘rgzoxﬁ"l >1
Tehat #K4 4 > 1, azaz ha G-nek legalabb 1148 €le van, biztosan van benne legaldbb egy Ky 4

rendezett részgrafként. Azaz Z(4,4;48,48) < 1147. H

Irving a cikkében ugy fogalmaz, hogy nem tudta meghatdrozni, hogy a becslések milyen sorozata
ad optimalis eredményt, de ugy tlinik, hogy m = n esetén az abran lathat6 1épcsds alakzat mentén
(illetve ha elértiik a tablazat sz€1€t, onnan Kj ;-re ugorva) kapjuk a legjobb korlédtot. Az Irving-modell
tehdt csak a lépcsdzetes alakzat mentén 1év3 becsléseket hasznélja. Mi lenne, ha minden cellara
vonatkoz6 becslést tekintenénk? Egy Uj egészértékli programozdasi modellt fogalmazunk meg, ami

ilyen modon altalanositja Irving modszerét.

5.8. Modell. A kovetkezd egészértékli programozasi modellt dltaldnositott Irving-modellnek ne-
vezziik. Legyen i, j, f € Z mindenhol, tovabbd 1 <i<s, 1< j<t.

=0
s.t. Z x’;’i = (m> Vi:1<i<s (fokszamosszeg: A)

=0 !

moo n

Z xf’] = ( ) Vii1<j<t (fokszdmosszeg: B)
=0 J

S\ Ai e (B . L .

Z L)X = Z )Xy Vi, j: 1 <i<min{s,m},1 < j<min{z,n} (#K; )
F=o\J F=o\!

]:) -x?-"s =0 ha s<m, Vf:0< f<m (K, ,-mentes)
X' >0, X e Vi f:1<i<s,0<f<n
>0, A ew Vi, fi1<j<t,0<f<m
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5.9. Tétel. Tegyiik fel, hogy G C K K, ;-mentes pdros grdf, Z(s,t;m,n) éllel. Ha megfeleltetjiik
az x’;’l és x?’l értékeket az azonos nevii vdltozoknak, megkapjuk az dltaldnositott Irving-modell meg-

olddsdt. Tovdbbd a modell optimdlis célfiiggvényértéke felsd korldtot ad Z(s,t;m,n)-re.

Bizonyitds. El6szor lassuk be, hogy a valtozoknak az x?’i és x?’i értékeket, megoldést kapunk az /P

modellre, valamely K; ;-mentes G = (A, B; E) grafra, ahol |A| =m, |B| =n, |E| = Z(s,t;m,n). Mivel
nemnegativak és egészek ezek az értékek, az utolsé néhdny feltételt teljesitik. A fokszdmosszeggel
kapcsolatos feltételek a lemma miatt teljesiilnek, a #K; ; feltételek pedig a masik lemma allitasa. A

fennmarad¢ feltételek:

({)-x;"s:o ha s<m Vf:0< f<m.

Tegyiik fel,, hogy s < m. Adott f-re, ha f < 1, akkor (/) =0, tehit az egész kifejezés értéke is .
Ha f > 1, akkor nincs Kj ; a grdfban, hiszen Kj,-mentes. Azaz x?’s = 0, tehat ({ ) -x;"s = 0 mindig
teljesiil.

Misrészt belatjuk, hogy Y7 ({ ) -x?’] optimalis értéke, OPT fels korlatja Z(s,t;m,n)-nek. Mi-
vel az x’}’i és x?’i minden feltételt teljesit G-re, OPT csak nagyobb vagy egyenld lehet a célfiiggvény

. Aji . B p .
értékénél. A lemma szerint, x f”—re és x f’l—re a definicio szerinti értékekként tekintve:

Y (1) = 1B = Z(ssimm),

=0
tehat OPT fels6 korlatja a megfeleld Zarankiewicz-szamnak. [

5.10. Megjegyzés. Az altalanositott Irving-modell LP-relaxdltja 1130-at ad Z(4,4;48,48) fels6 kor-
latjara, az IP véltozat pedig 1127-et. Azaz ebben az esetben 20-szal csokkentettiik a fels6 korlatot.
s =t = 2 esetben viszont az 4ltalanositott Irving-mddszer 1ényegében megegyezik Irving eredeti

modszerével.

6. Rekurziv korlatok

Az altaldnositott Irving-modellt kiilonboz6 rekurziv felsé korlatokkal egészithetjiik ki. Rekurziv
becslés jelenik meg Nikiforov tételénekbizonyitéséban (ahol egy K ,-mentes G = (A, B; E) paros
grafban egy rogzitett v € A csticsraaz A\ {v} és N(v) kozt mend élek szamat Z(s — 1,1;m—1,d(v))-vel
becsiiltiik feliilrdl), illetve a Damasdi—-Héger—Sz6nyi-cikkben is [4, Proposition 3.20]. Ezeket, illetve
ezek dltaldnositdsait, varidnsait is megfogalmazzuk az IP modellben implementdlhaté médon. Igy
ha rendelkeziink méar ismert fels6é korlatokkal kitoltott tablazattal, akkor ezen rekurziv eredményeket

felhaszndlva tovabb csokkenthetjiik Sket.
6.1. Definicié. Jelolje Z(s,t;m,n) egy tetszSleges felss korlatjat Z(s,t;m,n)-nek.

6.2. Definicio. Legyen G = (A,B;E),X CA,Y CB. Legyen E(X,Y):={xy€e E:x€X,yeY}.
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Egyes becslésekben sziikség lesz arra az informdciora, hogy adott fokszamu cstics vagy csucs-
halmaz taldlhat6-e a grafban. Ennek megfelel6en az IP modellt kiegészitjiik olyan segédvaltozokkal,
melyek indikéljak, hogy az egyes x’;’l vagy x?” valtozok értéke pozitiv.

6.3. Definicio. Legyen az I?’i indikdtorvaltoz6 1, ha x?‘c’i > 1, kiilonben 0. If’i—et hasonloképp defi-
nidlhatjuk.

6.4. Tétel. A kovetkezd feltételek ekvivalensek azzal, hogy I?’i a fent definidlt indikdtorvdltozo.
Vi, f:1<i<s,0< f <ntegyiik fel, hogy 0 < I?’i <lés I?’i € Z, és kielégiti a kovetkezo feltételt:

Ai (M Ai . A A

Hasonloképpen I}g’i esetén a kovetkezd egyenldtlenségek ekvivalensek azzal, hogy ez a fent definidlt
indikdtorvdltozo.
Vi,f:1<i<t,0< f <mtegyiik fel, hogy Ifj’l 0 vagy 1 lehet, és kielégiti a kovetkezd feltételt:

Bi (7 Bi . 4B, B.i

Bizonyitds. A tételt csak I?’i—re latjuk be, az I?’i indikétorvaltozdkra ez hasonloképp belathato.

Adottegy i, f pir, ahol 1 <i<s,0< f <n.Hal}' =0, akkor [ (7) =0>x;" és I} =0 <}’

) _ ) KOy i —Xf VS
tehat x?’l =0. Ha x?’l = 0, akkor hasonléképp I?’l (M) > x?’l =0és I?’l < x?" =0, azaz I?’l =0.
Ha I?’i = 1, akkor I?J . (",1) = (rl”) > x;\c’i, ami tr.iviélisan teljesiil az dltalanositott Irving modell

Fokszamosszeg: A feltétele miatt, és I?’i =1< x’;”, ahonnan x/}’i > 1. Ha x?’i > 1, akkor hasonléképp

130 (1) 20" > 1 amibSl 13" > 1 s I3 < 1, tehdt I = 1. |
Tehat, I = 0 akkor és csak akkor, ha az A i elem, f foku X részhalmazainak szdma 0, és =1

akkor és csak akkor, ha ez legaldbb 1. Tehat a feltételeink ekvivalensek Ij}’i definici6javal. [
6.5. Tétel. Adott egy G = (A,B;E) K, -mentes részgrdfja Ky, ,-nek. Ekkor a kivetkezd felsd korldtot
adhatjuk az élek szamdra Vi, f € 7, 1 <i<s—1,0 < f <n, ha létezik f fokii i-es A-ban:

E|<i-f+Z(s—i,t;m—i, f)+(n—f)(i—1)+Z(s,t;m—i,n— f).

Egy hasonlo korldtot hatdrozhatunk meg a B oldal felol is Vi, f € 7, 1 <i<t—1,0< f<m, ha
létezik f foki i-es B-ben:

E|<i-f+Z(s,t—i;fn—i)+m—f)i—1)+Z(s,t;m— f,n—1i).

A két felsokorldt-csalddot rendre Uy-nek és Wi-nek nevezziik.

Bizonyitds. Az A oldal fel6l mutatjuk be a bizonyitést; a mésik oldal feldl is hasonl6éan levezethetd.
Tekintsiink egy tetszGleges X C A-t, hogy |X| =i és X foka f, valamint legyen ¥ = N,(X), azaz

|Y| = f. Barmely két részhalmazpar kozotti élek szamdra meghatdrozunk egy felsd korlatot.
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A m-i )

‘o Y
—h

B

n-f )

Az abrét tekintve nyilvdnvald, hogy
E| = |[E(X,Y)|+|EXX,B\Y)|+ |E(A\X,Y)[+|E(A\X,B\Y)|.

|[E(X,Y)| =i-f. Mivel X szomszédsiga Y, minden B\ Y-beli pont legfeljebb i — 1 ponttal lehet
osszekotve X-bol, ezért |[E(X,B\Y)| < (n— f)(i—1).

A maradék két par kozti élek szamara felsd korlat egy adott Zarankiewicz-szam fels6 korlatja.
Az Y és A\ X kozti par esetén f és m — i pontunk van. Ez a kifeszitett részgraf nem tartalmazhat
K;_;,-t, mivel ekkor lenne a G grafban rendezett K, hiszen Y mar i csticcsal 6ssze van kotve X-ben.
Azaz |[E(A\X,Y)| < Z(s —i,tym — i, f). Tovabba |[E(A\X,B\Y)| < Z(s,t;m —i,n — f), mivel G
K, ;-mentes. Tehdt, a G-beli élekre egy felsd korlat a kdvetkezd:

El<i-f4+(n=i-1)+Z(s—itsm—i f)+Z(s,t;m—i,n—f),

ami a Z(s,t;m,n) Zarankiewicz-szamra is felsé korlatot ad.
0

6.6. Tétel. A kovetkezd feltételeket és az Ij}’i és If’i indikdtorvdltozokat is hozzdtehetjiik az dltaldno-
sitott Irving-modellhez és az Tétel igaz marad. Az s,t,m,n paramétereket végig rogzitettnek
tekintjiik.

U(i, f) feltételek Vi, f € Z, 1 <i<s—1,0< f <nm:

Definidljuk el6szor az alabbi konstansokat:
wi(isf) = i- f+Z(s—itsm—i, )+ (n— F)(i— 1)+ Z(s,5m—i.n— f),

Ezek segitségével irjuk fol az aldbbi, U, (i, f)-nek nevezett linedris feltételt:
n . . J—
Y e < B f)+ (1= 17 - Z(s,t5m,m).
g=0

Wi (i, f) feltételek hasonléan Vi, f € 7, 1 <i<t—1,0< f <m:
Wl(iaf) :i-f+7(s,t—i;f,n—i)—|—(m—f)(i—1)—|—Z(s,t;m—f,n—i),

Y oyt <IPwi (i f) + (1= 17 - Z(s,tsm,n).

Bizonyitds. Az U; esetet bizonyitjuk, hasonloképpen belathato Wi is.
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Adott egy tetsz6leges i és fugy, hogy 1 <i<s—1,0< f <n. El6szor megmutatjuk, hogy ha
megfeleltetjiik x>, x5, 14 és If " értékeit, mint az|5.3|Definiciéban és az [6.3| Definiciéban, akkor az

Xpoody
,az Lemma miatt. Az I;}’i indikatorvaltozod 1

IP feladat egy megoldasat kapjuk. Z g )52 I =
- A . X ootz . . fenl 4117
vagy 0 értéket vehet fel. I = 1 esetben a kovetkezd feltételt kapjuk, amit a Tétel allit:

g=0

ig-fg’l =E|<wi(i,f)=i-f+Z(s—i,tsm—i,f)+(n—f)(i—1)+Z(s,t;m—i,n— f),
g=0

? ! = () esetén X} f = 0, tehat ezt kapjuk:

A= EI<Z s,t;m,n),
Y ¢

g
g=0
ami trividlisan igaz.

Masrészt belatjuk, hogy a modositott IP feladat optimdlis megoldédsa felsd korldt a megfeleld
Zarankiewicz-szamra. Legyen OPT a Y}, () -x?’ optimélis értéke. Mivel x? g ?’, I?l és If”
értékei G-re teljesitik az Osszes feltételt, az [5.6) Lemma felhaszndlasdval, az [5.3] Definici6 szerinti
értékeket hasznalva,

- (f
Z < ) f = ’E’ (s,t;m,n),
1
=0
tehat OPT > Z(s,t;m,n). O

6.7. Tétel. Adott egy G = (A, B;E) K, -mentes részgrdfja Ky, ,-nek. Ekkor a kivetkezd felsd korldtot
adhatjuk az élek szamdra Vi, f € 7, 1 <i<s—1,0 < f <n, ha létezik f fokii i-es A-ban:

E| <i-f+Z(s—itsm—i,f)+Z(s,t:mn — f).

Egy hasonlo korldtot hatdrozhatunk meg a B oldal fel6l is Vi, f € Z, 1 <i<t—1,0< f <m, ha
létezik f fokii i-es B-ben:

E| <i-f+Z(s,t—isf,n—i)+Z(s,t;m— f,n).

A két felsokorldt-csalddot rendre Uy-nek és W,-nek nevezziik.

Bizonyitds. Csak az U, fels6 korlatot latjuk be, mivel a W, bizonyitdsa ugyanaz, csak B oldal feldl.
Ebben az esetben G-nek 3 kifeszitett részgrafjanak élszamara is adunk fels6 korlatot, melyek uniéja
G, azaz a fels6 korlatok osszege fels6 korldtot ad |E|-re. Az el6z6 tétel bizonyitdsaban is hasznalt
jelolést alkalmazzuk.

E] <[EX,Y)|+|E(A\X,B)[+[E(A,B\Y)|.

[E(X,Y)|=i-f. |[E(A\X,B)| <Z(s—i,t;m—i,f), mivel ez a kifeszitett részgraf nem tartalmaz
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K,_;,-t rendezett részgrafként. Hasonlképp, |E(A,B\Y)| < Z(s,t;m,n — f). Ezek sszege felsd
becslést ad |E|-re, ahogy llitottuk. O

6.8. Tétel. A kovetkezd feltételeket is hozzdtehetjiik az dltaldnositott Irving-modellhez és az
Tétel igaz marad.
Us(i, f) feltételek Vi, f € Z, 1 <i<s—1,0< f<n:

Definidljuk eldszor az aldbbi konstansokat:
MZ(laf) = lf+Z(S— I,r;m— laf) +Z(S7t;m7n_f)a

Ezek segitségével trjuk fol az aldbbi, U, (i, f)-nek nevezett linedris feltételt:
Z g'x?l = IfJ ‘up (i, f) + (1 _Ifyl) -Z(s,t;m,n).
g=0

Wh(i, f) feltételek hasonléan Vi, f € 7, 1 <i<t—1,0< f <m:
wa(i, f) =i f+Z(s,t — i3 fn—i) +Z(s,t;m — f,n),

n . . J—
Y gt <1 own(i f) + (1= I7) - Z(s,t;m,m).

Bizonyitds. U,-t bizonyitjuk, mivel W, hasonléképpen belédthato.
Tekintsiink egy tetszdleges i-t és f-et ugy, hogy 1 <i<s—1, 0 < f <n. El6szér megmutatjuk,

hogy ha megfeleltetjiik xA’i, x?’i, I;}’i és I?’i értékeit, mint az[5.3| Definicidban és az Definicidban,

akkor az IP feladat egy megoldasat kapjuk. Ha =1, |E| <uy(i, f)-et kapjuk, ami igaz 6.7 szerint.
Ha IV = 0, |E| < Z(S,t;m,n), ami trividlisan igaz.
Masrészt, ha adott egy optimdlis megoldadsa az igy modositott IP feladatnak, ez felsd korlatja a

megfelel§ Zarankiewicz-szdmnak, ami hasonloképp lathato be, mint[6.6] bizonyitdsaban. 0

6.9. Tétel. Adott egy G = (A,B;E) K, -mentes részgrdfja Ky ,-nek. Ekkor a kivetkezd felsd korldtot
adhatjuk az élek szamdra Vi, f € 7, 1 <i<s—1,0 < f <n, ha létezik f fokii i-es A-ban:

E|<i-f+(n—f)i—-1)+Z(s,t;m—i,n).

Egy hasonlo korldtot hatdrozhatunk meg a B oldal felol is Vi, f € 7, 1 <i<t—1,0< f<m, ha
létezik f foki i-es B-ben:

E|<i-f+Z(s—i,t;m—i,f)+Z(s,t;m,n— f).

A két felsokorldt-csalddot rendre Us-nak és Wx-nak nevezziik.

Bizonyitds. W3 bizonyitasa ugyanaz, mint ez, de B oldal feldl.
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[EX,Y)|=i-f. [E(X,B\Y)| < (n—f)(i—1), mivel Y = N(X), tehat nincsen pont B\ Y-ben,
ami minden X-beli ponttal dssze lenne kotve. |E(A\ X,B)| < Z(s,t;m —i,n).

B[ <[E(X,Y)[+]EX,B\Y)[+|E(A\X,B)|.

A hdrom kifeszitett részgraf unija G. Tehat az élszamok felss korldtainak 6sszege |E|-re is fels6
korlétot ad. ]

6.10. Tétel. A kovetkezd feltételeket is hozzdtehetjiik az dltaldnositott Irving-modellhez[5.8) és az
Tétel igaz marad.
Us(i, f) feltételek Vi, f € 2, 1 <i<s—1,0< f<n:

Definidljuk eldszor az alabbi konstansokat:

Ezek segitségével irjuk fol az alabbi, Us(i, f)-nek hivott linedris feltételt:
n . A . J—
Y eyt <1 us(i, f)+ (1= 1p") - Z(s,t5m,m).
§=0 '
W3 (i, f) feltételek hasonléan Vi, f € 7, 1 <i<t—1,0< f <m:
W3(i7f) = lf—i-(l’ﬂ—f) ' (l_ 1) —i-Z(s,t,m;n—i),
n . . J—
Y gt <1 ows(iof) + (1= I7) - Z(s,tm,m).
g=0

Bizonyitds. Us-at bizonyitjuk, mivel W3 hasonléképpen belédthato.

Tekintsiink egy tetszdleges i-t és f-et ugy, hogy 1 <i<s—1, 0 < f <n. El6szér megmutatjuk,
hogy ha megfeleltetjiik P x?i, I}"i és If’i értékeit, mint az |5.3| Definicidban és az |6.3| Definicidban,
akkor az IP feladat egy megold4sat kapjuk. Ha I = 1, |E| <us(i, f)-et kapjuk, ami igaz aTétel
szerint. Ha I?’i =0, |[E| <Z(s,t;m,n), ami trividlisan igaz.

Masrészt, ha adott egy optimalis megoldasa az igy modositott IP feladatnak, ez felsd korlatja a
megfeleld Zarankiewicz-szdmnak, ami hasonloképp lathato be, a[6.6 Tétel bizonyitasdban. U

A negyedik felsd korlat egy kicsit eltér az el6z6ektdl, mivel sziikségesek hozzd nagy s és ¢
értékekre a Z(s,t;m,n) felsd korldtjai. Ezek konnyen eldallithatok Roman felsé korlatjaval [15].

6.11. Tétel. Adort egy G = (A,B; E) K, ;-mentes részgrdfja Ky, ,-nek. Ekkor a kovetkezd felsé korldtot
adhatjuk az élek szamdra Vi, f € 7, 1 <i<s—1,0< f <n, ha az A-beli i-esek legnagyobb eldfordulo
fokszama f:

|E| <Z(i, f+ 1;m,n).

Egy hasonlo korldtot hatdrozhatunk meg a B oldal felol is Vi, f € Z, 1 <i<t—1,0< f<m, ha a
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B-beli i-esek legnagyobb eldfordulo fokszama f:
E| <Z(f+1,im,n).

A két felsokorldt-csalddot rendre Us-nek és Wy-nek nevezziik.

Bizonyitdas. Mindkét korlat nyilvanvalo, hiszen az adott feltétel mellett G egy K; 7 1-mentes, illetve
Ky 1 ;-mentes graf. ]

6.12. Tétel. A kovetkezd feltételeket is hozzdtehetjiik az dltaldnositott Irving-modellhez és az
Tétel igaz marad.
Us(i, f) feltételek Vi, f € 7, 1 <i<s—1,0< f<n, ha Z(s,t;m,n) — Z(i, f + 1;m,n) > 0:

ig~x‘2’l < <1 - (I}"i— i I;"i>> : (Z(s,t;m,n) —Z(i,f—kl;mm)) +Z(i, f+1;m,n).
g=0

=T+

Wau(i, f) feltételek, Vi, f € Z, 1 <i<t—1,0< f <m, ha Z(s,t;m,n) — Z(f + 1,i;m,n) > 0O:

ig-x;"l < (1— (If’i— i If”)) : <7(s,t;m,n)—Z(f+1,i;m,n)> +Z(f+1,i;m,n).

§=0 J=f+1

Bizonyitds. Csak az Us(i, f) esetét bizonyitjuk. A kovetkez$ kifejezést tekintve 3 kiilonboz§ le-

n
L ALl Al
u:= (1—(1f - E Ij ))
J=f+1

Ha u = 0, akkor I}"i =1és I;"i = 0,Vj > f. Ez azt jelenti, hogy a graf K; r,|-mentes, azaz
|E| <Z(i, f + 1;m,n), ami u = 0 esetén a feltétel jobb oldala.

Ha u = 1, akkor a feltétel jobb oldala Z(s,t;m,n), ami nyilvan fels6 korlat.

Ha u > 1, akkor mivel csak akkor hasznaljuk a korldtot, ha Z(s,t;m,n) — Z(i, f + 1;m,n) > 0, a
jobb oldal nagyobb, mint Z(s,t;m,n). O

hetdségiink van.

Mint a dolgozatban is lattuk a Tételben, Nikiforov [13] explicit felsd korlatok egy csaladjat
mutatta be minden k, 0 < k < s — 2 paraméterre, ahol k£ = 0 esetén visszakapjuk Kévari, T. SOs és
Turdn fels6 korlatjat. A bizonyitdsaban az el6z6khoz hasonld gondolatmenetet hasznalja adott
v € A-ra és N(v) szomszédjaira. Ezt az Gtletet Ggy altaldnositjuk, hogy nem csak egy csiicsot vesziink
A-bél, hanem i csticsot minden 1 <i < s — 1-re, és utdna a k6zos szomszédsagukat tekintjiik, és az

igy kapott rekurziv becslést alakitjuk at a modelliinknek megfelel6en.

6.13. Tétel. (Nikiforov-tipusu korlat) Adott 1 <i<s—1, 1< j<t—1 esetén legyenek definidlva a
kovetkezoképp az AN; és BN; értékek:
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m

BN;j:= Y Z(s,t — jig:n—J) %
g=0

Ekkor minden ANj-re és BN j-re teljesiilnek az aldbbi egyenlbtlenségek:

3 (1) (- <a,

f=0

/(oo
=0

Bizonyitds. Csak AN;-re latjuk be az allitast, fix i mellett. Szamoljuk meg a (e,s;) parok szamat
(legyen ez 7), ahol e € E, és s; rendezett részgraf izomorf K; 1-gyel, és e illeszkedik az s; egyetlen
w € B-beli csicsdra, de e ¢ ;.

Eldszor a B oldal feldl szamitjuk ki y értékét. Minden w € B-hez, ahol w fokszdma f, s;-t (7: )
kiilonb6z6 mddon valaszthatjuk, e-t pedig f — i-féleképpen. Ezutdn minden w € B-re 0sszeadva x?’l

valtozok haszndlataval, az egyenl6tlenség bal oldaléat kapjuk:
m
B1(f :
=0 !

Vegyiink egy X C A, |X| = i halmazt, legyen ennek a foka g. Egy K;; kozéppontja ezzel az i
levéllel (X) csak a g kozos szomszéd egyike lehet. Ekkor minden (A \ X; N, (X)) feszitett részgrafbeli
€l pontosan egy (e, s;) part hatiroz meg.

Végiil tekintsiik egy rogzitett X esetén az élek szamat. Mivel G = (A, B;E) K,,-mentes, nem
lehet az (A \ X,N (X)) feszitett részgrafban K;_;,-vel izomorf rendezett részgraf, hiszen akkor X
hozzatételével K;;-vel izomorf rendezett részgrafot kapnank. Tehat Z(s —i,t;m — i, g) felsé korlat
|E(A\ X,N,(x))|-re, amit tovabb becsliink Z(s — i,t;m — i, g)-vel. Adjuk Ossze az éleket minden X-re,

utdna irjuk at az x?’i valtozokkal:

n

Y= Z |[E(A\X,N.(X))| = ZZ(s—i,t;m—i,g)xg’i.

XCA: |X|=i g=0

7. Szamitasi eredmények

A Python segitségével olyan szdmitégépes programot irtunk, amely a Gurobi [8] MIP megoldét
haszndlja az IP modelliink megoldésa adott s,7,m,n paraméterek sorozata mellett. A kéd egy Excel-
tablazatot ad vissza, amely minden (s,7) parra kiilondll6 lapot tartalmaz, ahol s és t nem halad meg
egy megadott korlatot. A lapok nevei s és ¢ értékeit mutatjdk. Minden lap elsé oszlopa felsorolja a
lehetséges m értékeket, egy korlat alatt, hasonloképp az elsé sor a lehetséges n értékeket tartalmazza.
Egy rogzitett cella az (s*,#*) lapon, az m*-gal jelolt sorban, az n*-gal jelolt oszlopban azt az értéket

tartalmazza, amit a kéd megéllapit a Z(s*,t*;m*,n*) Zarankiewicz-szdm felsd becsléseként. ElGszor
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az altaldnositott Irving-modell segitségével szamoltunk ki felsd becsléseket, majd az 6sszes rekurziv
korlattal kiegészitett dltalanositott Irving-modellt futtatva kaptuk a prezentdland6 becsléseket.
A kovetkezdkben 2 <s =1t <4,5 <m < 16,5 <n <23 korlatokkal késziilt tablazatokat mutatjuk

meg.

\n 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23

12 14 15 17 18 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33
16 18 19 21 22 24 25 27 28 30 31 32 33 34 35 36 37 38

15 18 21 22 24 25 27 28 30 31 33 34 36 37 39 40 42 43 44

17 19 22 24 26 28 30 32 33 35 36 38 39 41 42 44 45 47 48

18 21 24 26 29 31 33 36 37 39 40 42 43 45 46 48 49 51 52
10 20 22 25 28 31 34 36 39 40 43 44 46 47 49 51 52 54 55 57
11 21 24 27 30 33 36 39 42 44 46 48 50 51 53 55 57 59 60 62
12 22 25 28 32 36 39 42 45 48 49 52 54 56 57 60 62 64 66 67
13 23 27 30 33 37 40 44 48 52 53 56 58 60 62 64 66 68 70 72
14 24 28 31 35 39 43 46 49 53 56 58 62 64 66 68 70 72 74 76
15 25 30 33 36 40 44 48 52 56 58 62 64 68 70 72 75 77 719 81
16 26 31 34 38 42 46 50 54 58 62 64 68 71 74 76 80 82 84 86

O 0 3 O\ E
—
N~

1. tablazat. Fels6 korlatok Z(2,2;m,n)-re

\n 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23

20 22 25 28 30 33 36 38 41 44 46 49 52 54 57 60 62 64 66
22 26 29 32 36 39 42 45 48 50 53 56 58 61 64 66 69 72 74
25 29 33 37 40 44 48 51 54 57 60 64 67 70 74 76 79 82 84
28 32 37 42 45 50 54 58 61 64 67 71 74 78 82 85 88 92 95
30 36 40 45 50 54 59 64 67 71 75 79 83 86 90 93 97 100 103
10 33 39 44 50 54 60 65 70 74 78 82 86 90 94 98 102 107 111 115
11 36 42 48 54 59 65 170 75 80 84 89 94 98 103 107 111 116 121 125
12 38 45 51 58 64 70 75 81 86 91 9% 101 106 111 116 120 126 132 135
13 41 48 54 61 67 74 80 86 92 98 104 108 114 119 123 128 133 138 143
14 44 50 57 64 71 78 84 91 98 105 112 116 121 126 131 136 142 148 153
15 46 53 60 67 75 82 89 9% 104 112 120 124 129 134 139 145 151 156 162
16 49 56 64 71 79 8 94 101 108 116 124 130 136 142 147 153 159 164 170

NolNe BEN o NV, 3

2. tablazat. Fels6 korlatok Z(3,3;m,n)-re

\n 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23

m
5 22 26 30 33 37 41 45 48 52 56 60 63 66 69 72 75 78 81 84
6 26 31 35 39 43 47 51 55 59 63 67 71 75 78 82 86 90 93 97
7 30 35 40 45 49 54 58 63 68 72 71 82 87 90 95 100 105 108 112
8 33 39 45 51 56 61 66 72 77 82 86 91 9% 101 105 110 115 119 124
9 37 43 49 56 62 68 73 79 85 90 9 101 107 112 117 122 128 133 139
10 41 47 54 6l 68 74 80 86 93 99 105 112 118 124 129 135 140 145 151
11 45 51 58 66 73 80 88 94 102 109 115 121 127 134 140 146 152 158 164
12 48 55 63 72 79 86 94 102 110 117 124 131 138 146 152 159 165 171 178
13 52 59 68 77 85 93 102 110 119 126 134 141 149 156 163 170 177 184 191
14 56 63 72 82 90 99 109 117 126 134 142 151 159 167 175 182 189 197 204
15 60 67 77 86 9% 105 115 124 134 142 151 160 169 177 185 193 201 209 217
16 63 71 8 91 101 112 121 131 141 151 160 169 178 187 196 204 213 221 230

3. tablazat. Felss korlatok Z(4,4;m,n)-re

Egy olyan kédot is készitettiink, amely barmely két megfelel6 formatumu Excel-tdblazatot (E; és
E») 6ssze tudja hasonlitani, majd a kiilonbségiiket (E; — E>) egy masik Excel-tdbl4zatba irja ki. Ez
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minden olyan mezd&re tartalmazza a kiilonbséget, ahol mindkét tdblazat ki van toltve értékekkel. Tehat
egy rogzitett mez6re ha Ej-nek van jobb, azaz alacsonyabb felsé korlatja, akkor negativ szam jelenik
meg a differenciatablazatban. Ha pedig pozitiv a szam, akkor E, felsd korlatja alacsonyabb.

Davies, Gill és Horsley [S] Roman korlatjat [[15)] linearis programozasi feladatnak feleltették meg
tj korlatok hozzdaddsaval, mint ahogy azt kordbban lattuk. Ok szintén kiszamoltak fels§ korlatokat
Zarankiewicz-szdmokra m < 16, n < 23, 3 < s, < 5 korlatokkal, és cikkiikben tidblazatokként je-
lenitették meg. Ezeket a tdbldzatokat hasonlitjuk Ossze az IP modelliinkkel. Szdmos (s,#;m,n)
értékre a modelliink javitja a becslésiiket, de néhany helyen Davies, Gill és Horsley programja ki-
csit jobb eredményeket adott. A kovetkezdkben az el6z6 hiarom esetre mutatjuk meg a [S] és a mi
eredményeink kozti differenciatdblazatot. A Davies—Gill-Horsley-modellt leprogramozva és futtat-
va kaptuk azokat a fels6 korldtokat, amelyekkel 6sszehasonlitjuk az dj eredményeket. Mindegyik
tablazat 162 m,n paraméterparra tartalmaz folsé becsléseket. Az s =t = 2 paraméterekre a mi mo-
delliink 21 esetben ad jobb eredményt, Osszesitve 22-vel csokkentve a folsd korldtokat. A Davies-
Gill-Horsley modell hét esetben adott egy-egy értékkel jobb korlatot. Az s =t = 3 paraméterekre a
mi modelliink 98 esetben ad jobb eredményt, 0sszesitve 211-gyel csokkentve a folsé korlatokat. A
Davies-Gill-Horsley modell egy esetben adott eggyel jobb korlatot. Az s =t = 4 paraméterekre a mi
modellunk 117 esetben ad jobb eredményt, Osszesitésben 253-mal csokkentve a fols6 korlatokat. A

Davies-Gill-Horsley modell egy esetben sem adott jobb korlatot.
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4. tablazat. Kiilonbségek Davies, Gill €s Horsley tablazata és az 1. tablazat kozott Z(2,2;m,n)-re
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m\n 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
5 0 0 0o 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
6 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
7 1 0 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0
8 1 2 1 1 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
9 1 2 1 0 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1
10 2 2 1 1 2 2 2 2 2 2 2 1 0 -1
11 2 2 2 2 2 1 1 0 1 1 0 0 0
12 3 3 3 3 3 2 2 2 2 1 0 1
13 4 3 2 3 2 1 2 2 2 2 2
14 3 2 3 3 3 3 4 3 2 2
15 1 3 3 4 4 4 3 4 3
16 5 5 4 5 5 5 5 5

5. tablazat. Kiilonbségek Davies, Gill és Horsley tablazata és a 2. tablazat kozott kozott Z(3,3;m,n)-
re

m\n 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
5 0O 0 0o 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
6 0o 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
7 2 1 2 1 2 1 1 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0
8 1 1 2 2 1 1 1 2 2 1 1 1 1 0 1 0
9 2 1 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0
10 3 3 3 2 2 2 1 1 0 1 0 0 1 0
11 3 3 2 1 2 2 3 2 2 2 2 2 2
12 3 2 3 3 3 3 1 1 0 1 1 0
13 3 3 3 3 3 3 3 3 3 2 2
14 4 4 3 3 3 2 2 2 1 1
15 5 5 5 5 5 4 4 3 3
16 6 6 6 5 5 4 4 3

6. tablazat. Kiilonbségek Davies, Gill és Horsley tablazata és a 3. tablazat kozott kozott Z(4,4;m,n)-
re.

A rekurziv korldtokat a kdd BoundAnalyzer osztilya segitségével vizsgaltuk meg, hogy kis sz4-
mok esetén javitanak-e az eredményen. A BoundAnalyzer el6szor készit egy alaptidbldzatot, amelynél
minden rekurziv korlat be van kapcsolva. Ezutdn a rekurziv korlatokat egyenként kikapcsolja, és
megvizsgalja, hogy a kikapcsolt korlat nélkiil van-e fels6 korlat, ami nagyobb lett. Ha van ilyen, akkor
a rekurziv korlatot hasznosnak nyilvdnitja, kiilonben nem. Ezenfeliil azt is megszdmolja, 0sszesen
mennyit javit az adott rekurziv korlat. Ha s és ¢ felsd korlatja 3, m és n fels6é korlatja 15, akkor
U, + W, nem javit a tablazaton, viszont a tobbi rekurziv korléat igen: U; + W 30-at, Uz + W3 9-et,
Uy + Wy 56-0t, AN + BN pedig 368-at.

8. Osszegzés és kitekintés

A szakdogozatban az extremadlis grafelmélet mai napig kutatott teriiletével, a Zarankiewicz-probléma-

val foglalkoztunk. A Z(s,t;m,n) Zarankiewicz-szdmok definidldsa utdn attértiink a blokkrendszerek,
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ezen beliil a véges projektiv és affin sikok bemutatdsara. A klasszikus korldtok, mint a K&vari—
So6s—Turan-tétel €s a Reiman-becslés targyaldsa utin Roman becslésén keresztiil ravildgitottunk a
kapcsolatra a Zarankiewicz-szdmok €s a blokkrendszerek kozott: ezen illeszkedési strukturak inci-
denciagrafjai a maximalis €lszamot biztositjak ugy, hogy K;;-mentes marad a graf. Megmutattuk,
hogyan lehet linearis programozasi feladatként megfogalmazni Roman, illetve Davies, Gill és Hors-
ley kutatasi eredményeit. Az Irving-mddszer altalanositdsaval is egy linedris programozdasi modellt
kapunk, amit kiilonb6z6 rekurziv korlatokkal kiegészitve Uj fels6 korlatokat kaptunk a Zarankiewicz-
szamokra. Ezeket a Python kornyezetben, a Gurobi optimalizdl6 szoftverrel szdmitottuk ki. Tobb
esetben is sikeriilt a szakirodalomban ismert felsd becsléseken javitanunk.

A kutatds tobb irdnyban folytatodhat ezen a teriileten. Egyrészt, az alap tdblazatunkat, amelyen
rekurzivan javitunk, kicserélhetjiik egy olyannal, amely minden eddigi ismert felsd becslést tartalmaz.
Masrészt, tovabbi korlatokat is meghatarozhatunk a lineéris programozési feladatban, mint példaul
Davies, Gill és Horsley vagy Fabian Kata [6] korlatjai, akar ezeket az x;\c’i valtozoink segitségével

altalanositva.
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Alulirott Egyhazi Hanna nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése sordn az alabb felsorolt
feladatok elvégzésére a megadott MI alapu eszkozoket alkalmaztam:

Feladat \ Felhaszndlt eszkoz Felhaszndlds helye Megjegyzés

Tablazatkészités \ Gemini 3 7. fejezet LaTeX kod készitése a tdblazatokhoz

A felsoroltakon tidl mas MI alapud eszkozt nem hasznaltam.
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