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1. Bevezetés

A szakdolgozat első kérdése, hogy a d-reguláris gráfok közül melyik tartalmazza a legtöbb
független csúcshalmazt. Ez az érték exponenciálisan növekedhet a csúcsok számának nö-
velésével, ezért normálunk a csúcsok számával. Tehát azt a d-reguláris G gráfot keressük,
amely maximalizálja az i(G)

1
v(G) értéket, ahol i(G) a G gráfban található független halma-

zok számát jelöli. Kitérünk arra a kérdésre is, hogy melyik d-reguláris gráf minimalizálja
ezt az értéket.

Ezt általánosítva a következő kérdés az lesz, hogy adott H gráf mellett melyik d-
reguláris G-ből indul a legtöbb gráfhomomorfizmus H-ba. Tehát azt a d-reguláris G gráfot
keressük, amelyre hom(G,H)

1
v(G) maximális. Azt fogjuk tapasztalni, hogy sok H-ra a teljes

d-reguláris gráf Kd+1, vagy a teljes d-reguláris páros gráf Kd,d fog maximalizálni, de ez
nem mondható ki általánosan. Fogunk mutatni ellenpéldát olyan H-ra, ami mellett sem
a Kd+1, sem a Kd,d nem maximalizál.

A szakdolgozat utolsó részében áttérünk nem reguláris G gráfokra. Először egy alsó
becslést mutatunk a független csúcshalmazok számára, majd egy felső becslést hom(G,H)-
ra bizonyos H-k mellett.
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2. Független halmazok

Egy I ⊆ V (G) csúcshalmazt függetlennek nevezünk, ha semelyik két I-beli csúcs között
nem húzódik él. Jelöljük az ilyen I csúcshalmazoknak a halmazát I(G)-vel, I(G) méretét
i(G) = |I(G)|-vel. A szakdolgozat további részében alkalmazzuk a v(G) = |V (G)| jelölést.

2.1. Kd,d maximalizálja i(G)
1

v(G) -t

2.1. Tétel. Legyen G egy d-reguláris gráf. Ekkor

i(G)
1

v(G) ≤ i(Kd,d)
1
2d .

Erre az állításra [6] két különböző bizonyítást is bemutat. Mindkét megközelítés egy
ennél erősebb állítást igazol, hiszen a becslést nemcsak független halmazok számára, ha-
nem a gráf függetlenségi polinomjára is belátja. Egy G gráf függetlenségi polinomját az
alábbi módon definiáljuk:

PG(λ) =
∑

I∈I(G)

λ|I| λ ≥ 0.

2.2. Tétel. Legyen G egy d-reguláris gráf. Ekkor

PG(λ)
1/v(G) ≤ PKd,d

(λ)1/(2d) = (2(1 + λ)d − 1)1/(2d).

Speciálisan λ = 1 esetén, ez Tétel 2.1

Ennél erősebb állítást fogunk bizonyítani. Válasszunk ki egy véletlenszerű független
halmazt úgy, hogy minden I halmazt λ|I|

PG(λ)
valószínűséggel választunk ki. Ezt nevezzük

hard-core modellnek. αG legyen annak a valószínűsége, hogy egy egyenletesen választott
pont benne lesz a hard-core modellből választott független halmazban. Ekkor

αG(λ) =
1

v(G)

∑
I∈I(G)

|I| λ|I|

PG(λ)
=

λP ′
G(λ)

v(G)PG(λ)
.

2.3. Tétel. Legyen G egy d-reguláris gráf. Ekkor

αG(λ) ≤ αKd,d
(λ) =

λP ′
Kd,d

(λ)

2dPKd,d
(λ)

=
λ(1 + λ)d−1

2(1 + λ)d − 1
.
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Amennyiben ez teljesül, Tétel 2.2 is teljesül az alábbi egyenlőség miatt:

log
(
PG(λ)

1
v(G)

)
=

log(PG(λ))

v(G)

=
1

v(G)

∫ λ

0

P ′
G(t)

PG(t)
dt

=

∫ λ

0

αG(t)

t
dt

≤
∫ λ

0

αKd,d
(t)

t
dt

= log
(
PKd,d

(λ)
1
2d

)
.

1. Bizonyítás. Az első bizonyításhoz feltesszük, hogy G gráf háromszögmentes. Nevezzünk
egy csúcsot tiltottnak, ha van I-beli szomszédja. Tehát, ha v csúcs nem tiltott, akkor
I ∪ {v} is független lesz.

pv legyen annak a valószínűsége, hogy v csúcs benne van a random sorsolt I-ben. qv
legyen annak a valószínűsége, hogy v csúcs nem tiltott a random sorsolt I-ben.

Azok az I-k, ahol v nem tiltott két csoportra oszthatóak az alapján, hogy benne van-e
v. A két csoport tagjait összepárosíthatjuk úgy, hogy v-t hozzávesszük az adott I-hez
vagy elvesszük belőle. Így a v-t tartalmazó I-ket λ-szor akkora eséllyel választjuk, mint a
v nélküli párjaikat.

Ezért ha tudjuk, hogy v csúcs nem tiltott, akkor λ
λ+1

eséllyel benne lesz I-ben. Mivel v
csak akkor lehet benne egy független csúcshalmazban, ha nem tiltott, adott az egyenlőség

pv = qv
λ

λ+ 1
.

Jelöljük Uv-vel a v csúcs nem tiltott szomszédainak halmazát. v-nek csak azok a szom-
szédai lehetnek benne I-ben, amelyek nem tiltottak, tehát v pontosan akkor nem tiltott,
ha I ∩ Uv = ∅.

Legyen w ∈ Uv. Vegyük azokat a független halmazokat amikben Uv elemei nem tiltot-
tak, és (Uv − w) ∩ I adott. Mivel G gráf háromszögmentes, w nem szomszédos Uv többi
elemével. Tehát w semelyik ilyen független halmazban nem lesz tiltott. Így az ilyen füg-
getlen halmazok ugyanúgy összepárosíthatóak mint korábban. Tehát ha Uv adott, akkor
minden Uv-beli elem egymástól függetlenül, (1 + λ)−1 eséllyel nem lesz benne a véletlen
választott független halmazban.
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Tehát annak az esélye, hogy egyik sincs benne I-ben, az (λ+ 1)−|Uv |. Tehát

qv = E[(λ+ 1)−|Uv |].

Tehát
pv

λ+ 1

λ
= E[(λ+ 1)−|Uv |].

A várható értéken belüli (λ + 1)−x függvény konvex, tehát alkalmazható rá a Jensen-
egyenlőtlenség, 0 és d között, az alábbi módon:

pv
λ+ 1

λ
≤ E

((
1− |Uv|

d

)
+

|Uv|
d

(λ+ 1)−d

)
=

(
1− E(|Uv|)

d

)
+

E(|Uv|)
d

(λ+ 1)−d.

Amennyiben nem csak a független halmazt választjuk random, hanem a v csúcsot is,
akkor E(|Uv |)

d
pont a nem tiltott csúcsok arányának lesz a várható értéke. Illetve pv várható

értéke a korábban így definiált αG.
Mivel pv = qv

λ
λ+1

, E(|Uv |)
d

helyére behelyettesíthető αG
λ+1
λ

.

Behelyettesítés után:

αG
λ+ 1

λ
≤ 1− αG

λ+ 1

λ
+ αG

λ+ 1

λ
(λ+ 1)−d.

Ebből:
αG

λ+ 1

λ
(2− (λ+ 1)−d) ≤ 1.

αG ≤ λ

(λ+ 1)(2− (λ+ 1)−d)
=

λ(1 + λ)d−1

2(1 + λ)d − 1
= αKd,d

.

2. Bizonyítás. Egy optimalizálási feladatot fogunk megfogalmazni, aminek az optimuma
megadja az általunk keresett αG-t. Jelölje Y azt, hogy egy véletlenszerűen választott v

csúcsnak mennyi szomszédja lesz benne egy Hard-core modellből választott I-ben. Legyen
P (Y = k) = pk. Ezek a pk-k lesznek az LP feladatunk változói. Mivel G d-reguláris, ezért
0 ≤ k ≤ d. p0 annak az esélye, hogy v-nek nem lesz szomszédja I-ben, azaz nem tiltott.
Azt már az előző bizonyításban beláttuk, hogy αG ennek a λ

λ+1
-szerese.

Tehát p0-t maximalizáljuk.
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Az LP feladat első feltételét az adja, hogy a pk-k egy eloszlást határoznak meg, tehát az
összegüknek 1-nek kell lennie. Tehát

d∑
k=0

pk = 1.

A következő feltételt az alábbi egyenlőségek adják:

E(Y ) =
∑

v∈V (G)

1

v(G)

∑
u∈N(v)

1u∈I =
∑

v∈V (G)

d

v(G)
1v∈I = αGd = d

λ

λ+ 1
p0,

E(Y ) =
d∑

k=0

kpk.

Tehát

d
λ

λ+ 1
p0 =

d∑
k=0

kpk.

Vegyünk egy I-t amiben v-nek k darab szomszédja van. Ebből egy csúcs elvételével k
féleképpen lehet olyan I ′-t csinálni amiben k−1 szomszédja van v-nek. Az alap I-t λ-szor
akkora eséllyel választjuk mint az így kapott I ′-t. I ′-t maximum d − k + 1 darab I-ből
lehet ilyen módon csinálni. Ebből adódik az utolsó d darab egyenlőtlenség:

(d− k + 1)λpk−1 ≥ kpk, ∀1 ≤ k ≤ d.

Tehát az LP feladat a következő:

max p0

p ≥ 0



1 1 1 · · · 1 1

− dλ
λ+1

1 2 · · · d− 1 d

−dλ 1 0 · · · 0 0

0 −(d− 1)λ 2 · · · 0 0
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 · · · −λ d





p0

p1

p2
...

pd−1

pd



= 1

= 0

≤ 0

≤ 0
...
≤ 0

Következőnek azt látjuk be, hogy p0 akkor lehet optimális ha az összes egyenlőtlenség
egyenlőséggel teljesül. Tegyük fel, hogy egy k-ra (d−k+1)λpk−1 > kpk. Ekkor növelhetjük
p0-t ϵ-nal úgy, hogy ne sérüljön a többi feltétel. Legyen

p′0 = p0 + ϵ,
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p′k−1 = pk−1 −
( dλ

1 + λ
+ k

)
ε,

p′k = pk +
( dλ

1 + λ
+ k − 1

)
ε.

Az első feltétel nem fog sérülni, mivel

p′k−1 + p′k = pk−1 + pk − ε.

A második feltétel sem fog sérülni, mivel

k − 1

d
p′k−1 +

k

d
p′k =

k − 1

d
pk−1 +

k

d
pk + ε

( dkλ

λ+ 1
+ k2 − k − d(k − 1)λ

λ+ 1
− k2 + k

)
=

=
k − 1

d
pk−1 +

k

d
pk + εd

λ

λ+ 1
.

Mivel pk−1-et csökkentjük és pk-t növeljük, a pk−2 és pk−1 közti, illetve a pk és pk+1 köztötti
egyenlőtlenség sem fog sérülni. Amennyiben elég kicsi ε-t választunk a pk−1 és pk közti
egyenlőtlenség sem fog. Mivel p0-t tudtuk növelni, p nem volt optimális. Kd,d az összes
egyenlőtlenséget egyenlőséggel teljesíti, tehát az LP feladat optimális megoldása lesz.

2.2. Kd+1 minimalizálja i(G)
1

v(G) -t

A maximalizáló gráf megtalálása után adódik a kérdés, hogy melyik gráf fog minimalizálni.

2.4. Tétel. Legyen G egy d-reguláris gráf. Ekkor

i(G)
1

v(G) ≥ i(Kd+1)
1

d+1 .

Ezt a tételt és annak bizonyítását [6] írja le.

2.5. Lemma. Jelölje aG, G gráfnak a darab diszjunkt másolatát. Ekkor

i(aG) = i(G)a.

2.6. Lemma. Legyen G egy d-reguláris gráf, n(d + 1) csúcson. Jelölje it(G) azoknak a
független halmazoknak a számát, amelyek t darab csúcsot tartalmaznak. Ekkor

it(G) ≥ it(nKd+1).
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Bizonyítás. Számoljuk meg, hogy hányféleképpen lehet G-ből kiválasztani egy t méretű
független halmazt. Az első csúcsot n(d+1)-féleképpen lehet kiválasztani. Mivel a kiválasz-
tott csúcsnak d szomszédja volt, azokat már nem választhatjuk. Tehát a második csúcsot
(n − 1)(d + 1)-féleképpen választhatjuk. Mivel ennek a csúcsnak is d szomszédja volt, a
következő csúcsot legalább (n − 2)(d + 1)-féleképpen választhatjuk. Amennyiben az első
két csúcsnak volt közös szomszédja, ez a szám nagyobb. Ugyanilyen logika alapján a j-edik
csúcsot legalább (n+1− j)(d+1)-féleképpen lehet választani. nKd+1 esetén sosincs közös
szomszéd a választott csúcsok között, tehát ez a szám mindig pontos. Mindkét esetben
t!-szer számolunk meg minden független halmazt, tehát nKd+1 nem tartalmazhat több t

méretű független halmazt mint G.

Bizonyítás Tétel (2.4). Vegyük G-nek d+1 diszjunkt másolatát. Ekkor minden t-re it((d+
1)G) ≥ it(v(G)Kd+1). Ebből következik, hogy i((d+ 1)G) ≥ i(v(G)Kd+1).

i(G)
1

v(G) = i((d+ 1)G)
1

(d+1)v(G)

≥ i(v(G)Kd+1)
1

(d+1)v(G)

= i(Kd+1)
1

d+1

2.7. Megjegyzés. Tétel 2.4 is általánosítható függetlenségi polinomra. Legyen G egy
d-reguláris gráf. Ekkor

PG(λ)
1

v(G) ≥ PKd+1
(λ)

1
d+1 .

2.8. Lemma.

PaG(λ) = PG(λ)
a.

Bizonyítás.

PaG(λ) =
∑

I∈I(aG)

λ|I| =
a∏

i=1

∑
Ii∈I(G)

λ|Ii| = PG(λ)
a.
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Lemma 2.6 miatt ha G gráf n(d + 1) darab csúccsal rendelkezik, akkor PG(λ) t-edik
együtthatója nem kisebb, mint PnKd+1

(λ) t-edik együtthatója, minden t-re. Innen

PG(λ)
1

v(G) = P(d+1)G(λ)
1

(d+1)v(G)

≥ Pv(G)Kd+1
(λ)

1
(d+1)v(G)

= PKd+1
(λ)

1
d+1 .
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3. Homomorfizmusok

Hom(G,H) legyen azoknak az f : V (G) → V (H) leképezéseknek a halmaza, ahol f(u)f(v) ∈
E(H), minden uv ∈ E(G)-re, tehát élt élbe képez. Legyen

hom(G,H) = |Hom(G,H)|.

Arra a kérdésre keressük a választ, hogy egy adott H-ra milyen G maximalizálja
hom(G,H)

1
v(G) -t. Vegyük észre, hogy hom(G, ) = i(G), mivel az ilyen gráfhomomor-

fizmusok és a független halmazok megfeleltethetőek egymásnak úgy, hogy a független
halmazban lévő csúcsokat képezzük a hurokél nélküli csúcsba.
Tehát beláttuk, hogy

hom(G, )
1

v(G) ≤ hom(Kd,d, )
1
2d .

3.1. Páros G gráfokra Kd,d maximalizálja hom(G,H)
1

v(G) -t

3.1. Tétel. Legyen G egy d-reguláris páros gráf. Ekkor bármilyen H gráfra

hom(G,H)
1

v(G) ≤ hom(Kd,d, H)
1
2d .

A 3.1 Tétel bizonyításához [1] felhasználta az entrópia fogalmát és tulajdonságait.
Legyen X egy diszkrét valószínűségi változó.
Ekkor X entrópiája a következő

H(X) =
∑
x

P(X = x) ln
1

P(X = x)
.

Feltételes esetben

H(X|Y ) =
∑
x

∑
y

P(Y = y)P(X = x|Y = y) ln
1

P(X = x|Y = y)
.

Együttes esetben

H(X, Y ) =
∑
x

∑
y

P(X = x, Y = y) ln
1

P(X = x, Y = y)
.

Állítás X,Y véges diszkrét valószínűségi változók. Ekkor az alábbiak teljesülnek.

(a) 0 ≤ H(X) ≤ ln |R(X)|. Ha X eloszlása egyenletes H(X) = ln |R(X)|.

(b) H(X|Y ) = H(X, Y )−H(Y )
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(c) H(X, Y |Z) ≤ H(X|Z) +H(Y |Z)

(d) H(X|Y, Z) ≤ H(X, Y )

(e) H(X|Y ) ≤ H(X|f(Y ))

(f) H(X, f(X)) = H(X)

3.2. Tétel (Shearer). Legyen X = (X1, X2, ..., Xm) egy vektorváltozó. Legyen A az indexek
egy halmazcsaládja olyan módon, hogy minden indexet legalább t halmaz tartalmaz. Ekkor

H(X) ≤ 1

t

∑
A∈A

H(XA).

Bizonyítás (Tétel 3.1). Az állítást lássuk be először páros H gráfokra. Legyen G = (A,B,E),
Kd,d = (Ad, Bd, Ed) és H = (U,L,EH). Legyen

hom(G,H)L,U = |{f ∈ hom(G,H) : f(A) ∈ L, f(B) ∈ U}|.

Határozzuk hom(Kd,d, H)L,U -t. Ehhez először azoknak a homomorfizmusoknak a számát
határozzuk meg ahol f(Ad) = S ⊆ L és f(Bd) ∈ U . Jelölje t(S) azt, hogy hányféleképpen
lehet Ad-ből S-be képezni.

t(S) = |{[d] → S, szürjektív függvények}|

Jelölje cU(S) azt, hogy hányféle lehet egy b ∈ Bd képe.

cU(S) = |{u ∈ U : uv ∈ E(H), ∀v ∈ S}|

Tehát azoknak a homomorfizmusoknak a száma amelyeknél Ad képe S, t(S)cU(S)d lesz.
Tehát homL,U(Kd,d, H) ezek összege lesz az összes S-re.

homL,U(Kd,d, H) =
∑
S⊆L

t(S)cU(S)d

Sorsoljunk HomL,U(G,H)-ból egy elemet egyenletesen. fV legyen egy valószínűségi
vektorváltozó, ami azt mutatja, hogy G csúcsait hova képzi a random választott homomor-
fizmus. Jelöljük v ∈ V (G) képét fv-vel, A képét fA-val, B képét fB-vel, v szomszédjainak
képét pedig fN(v)-vel. Mv azoknak a H-beli csúcsoknak a halmaza, amelyek v valamelyik
szomszédjának képei. Ez egyértelműen függ fN(v)-től és felírható, hogy Mv = g(fN(v))
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valamilyen g függvényre. Emellett mv(S) = P(Mv = S). Az alábbi bizonyításban a so-
rok végére van írva, hogy az adott egyenlőség vagy egyenlőtlenség melyik korábbi állítást
használja. Emellett egyszer használjuk a Jensen-egyenlőtlenséget a logaritmusfüggvényre,
illetve a fenti egyenlőséget homL,U(Kd,d, H)-re.

ln (homL,U(G,H)) = H(fV ) (a)

= H(fA) +H(fB|fA) (b)

≤ H(fA) +
∑
v∈B

H(fv|fA) (c)

≤ H(fA) +
∑
v∈B

H(fv|fN(v)) (d)

≤ 1

d

∑
v∈B

H(fN(v)) +
∑
v∈B

H(fv|fN(v)) (Shearer)

=
1

d

∑
v∈B

H(fN(v),Mv) +
∑
v∈B

H(fv|fN(v)) (f)

=
1

d

∑
v∈B

(
H(Mv) +H(fN(v)|Mv)

)
+
∑
v∈B

H(fv|fN(v)) (b)

=
1

d

∑
v∈B

(
H(Mv) +H(fN(v)|Mv) + dH(fv|fN(v))

)
≤ 1

d

∑
v∈B

(
H(Mv) +H(fN(v)|Mv) + dH(fv|Mv)

)
(e)

=
1

d

∑
v∈B

∑
S⊆L

(
mv(S) ln

1

mv(S)
+mv(S)H(fN(v)|{Mv = S})+

+
1

d

∑
v∈B

∑
S⊆L

dmv(S)H(fv|{Mv = S}) (entrópia képlet)

≤ 1

d

∑
v∈B

∑
S⊆L

(
mv(S) ln

1

mv(S)
+mv(S) ln t(S) + dmv(S) ln c

U(S)
)

≤ 1

d

∑
v∈B

∑
S⊆L

mv(S) ln
t(S)cU(S)d

mv(S)

≤ 1

d

∑
v∈B

ln
(∑

S⊆L

t(S)cU(S)d
)

(Jensen)

=
1

d

∑
v∈B

ln (homL,U(Kd,d, H))

=
v(G)

2d
ln (homL,U(Kd,d, H)) (v(G) = 2|B|)
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Tehát beláttuk, hogy páros G és páros H esetén

homL,U(G,H)
1

v(G) ≤ homL,U(Kd,d, H)
1
2d .

Amennyiben H nem páros, vegyük H ×K2-t. Ennek a gráfnak a csúcsai V (H) × {0, 1}
és (u, 0) csúcs össze van kötve (v, 1) csúccsal ha uv ∈ E(H).
L = {(v, 0) : v ∈ V (H)}, U = {(v, 1) : v ∈ V (H)} esetén

homL,U(G,H ×K2) = hom(G,H).

3.2. Gráfműveletek és H gráfok, amelyekre Kd+1 maximalizál

Amennyiben G nem páros, azt tapasztaljuk, hogy sok H gráf esetén nem Kd,d, hanem
Kd+1 maximalizálja hom(G,H)

1
v(G) -t.

3.3. Tétel. Legyen G egy d-reguláris gráf, H pedig egy tetszőleges gráf. Ekkor

hom(G, )
1

v(G) ≤ hom(Kd+1, )
1

d+1 .

Egy homomorfizmus a G-ből -ba, egy olyan csúcsszínezésnek feleltethető meg,
ahol piros, fehér vagy kék színnel színezhetjük a csúcsokat úgy, hogy piros és kék csúcs
nem lehet szomszédos. Ez a Widom-Rowlinson model.

A tétel bizonyításához szükségünk lesz az alábbi gráfműveletek bevezetésére.

1. G×G′:

- V (G×G′) = V (G)× V (G′)

- E(G×G′) = {((u, u′), (v, v′)) : uv ∈ E(G) és u′v′ ∈ E(G′)}

2. HG:

- V (HG) = {f : V (G) → V (H)}

- E(HG) = {ff ′ : f(u)f ′(v) ∈ E(H) ∀uv ∈ E(G)}

3. l(G):

- V (l(G)) = {v : vv ∈ E(G)}
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- E(l(G)) = {uv : uv ∈ E(G), u, v ∈ V (l(G))}

4. G◦:

- V (G◦) = V (G)

- E(G◦) = E(G) ∪ {vv : v ∈ V (G)}

3.4. Lemma.

hom(G,H ×H ′) = hom(G,H) hom(G,H ′)

Bizonyítás. Legyen f1 ∈ Hom(G,H) és f2 ∈ Hom(G,H ′). Ekkor f(v) = (f1(v), f2(v)) ∈
Hom(G,H ×H ′), mivel ha uv egy él G-ben, akkor f1 és f2 szerinti képe is él lesz. Tehát
definíció szerint (f1(u), f2(u)) és (f1(v), f2(v)) között lesz él H × H ′-ben. Ez fordítva
is igaz lesz. Ha f(v) = (f1(v), f2(v)) ∈ Hom(G,H × H ′), akkor f1 ∈ Hom(G,H) és
f2 ∈ Hom(G,H ′), mivel ha uv egy él G-ben, akkor (f1(u), f2(u)) és (f1(v), f2(v)) között
lesz él H ×H ′-ban. Ez azt jelenti, hogy f1(u)f1(v) él H-ban és f2(u)f2(v) él H ′-ben.

3.5. Lemma.

hom(G,HG′
) = hom(G×G′, H)

Bizonyítás. Legyen f(v) = gv ∈ Hom(G,HG′
) pontosan akkor, ha h(v, v′) = gv(v

′) ∈
Hom(G × G′, H). Ha u és v szomszédos, akkor képeik, gu és gv, is szomszédosak. Ez
azt jelenti, hogy tetszőleges u′v′ ∈ E(G′)-re, gu(u′) és gv(v

′) szomszédosak H-ban. Ha a
h(v, v′) : V (G)×V (G′) → V (H) függvény egy homomorfizmus az azt jelenti, hogy minden
uv ∈ E(G) és u′v′ ∈ E(G′) esetén h(u, u′) és h(v, v′) szomszédosak legyenek. Ez valójában
ugyanazt írja le mint az előző.

3.6. Lemma.

hom(G, l(H)) = hom(G◦, H)

Bizonyítás. Legyen f ∈ Hom(G,H). Ha v-hez tartozik hurokél, akkor f(v)-hez kell hurok-
élnek tartoznia. Tehát G◦-ből csak olyan csúcsba lehet képezni, amin van hurokél. Ez pont
l(H) lesz. Legyen g ∈ Hom(G, l(H)). Ekkor minden v-re, g(v) rendelkezni fog hurokéllel.
Tehát, ha G csúcsaira teszünk hurokéleket, g ugyanúgy homomorfizmus marad.
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Bizonyítás (Tétel 3.3). A bizonyítás a [6] cikkben mutatott lépépseket követi, felhasználva
a korábban definiált gráfműveletek tulajdonságait A bizonyításban legyen H a független
halmazhoz tartozó gráf.

H =

Az alábbi egyenlőségek egyszerű számolás után kijönnek a műveletek definícióiból.

HK2 =

l(HK2) =

Kd,d = K◦
d ×K2

Ha G egy d-reguláris gráf, akkor G◦×K2 egy d+1-reguláris gráf, mivel (u, 0) szomszédai
(v, 1) és (u, 1) csúcsok, ahol uv egy él G-ben. Így tehát felhasználható Tétel 2.1.

hom(G, l(HK2)) = hom(G◦, HK2)

= hom(G◦ ×K2, H)

≤ hom(Kd+1,d+1, H)

= hom(K◦
d+1 ×K2, H)

= hom(Kd+1, l(H
K2))

Ez a tétel általánosítható, H gráfok egy nagyobb csoportjára is. Az alábbi tételt és
annak bizonyítását [5] írja le.

3.7. Tétel. Legyen G egy d-reguláris gráf, H egy tetszőleges, B egy páros gráf. Ekkor

hom(G, l(HB))
1

v(G) ≤ hom(Kd+1, l(H
B))

1
d+1 .

Legyen l2 az a gráf ami 2 hurokéllel rendelkező csúcsból áll. Az egyenlőség izomorfiz-
musra utal.

3.8. Lemma. Amennyiben G egy páros gráf,

G×K2 = G× l2.

Bizonyítás. G = (A,B,E). Ekkor G × l2 és G × K2 csúcsai A1, A2, B1 és B2 lesznek.
G × l2-ben az élek A1 és B1 között, illetve A2 és B2 között mennek. G ×K2-ben az élek
A1 és B2 között, illetve A2 és B1 között mennek. Látható, hogy ha felcseréljük B1-et és
B2-t, akkor izomorfizmust kapunk.
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3.9. Lemma. Legyenek G, A, B tetszőleges gráfok. Ekkor

(GA)B = GA×B.

Bizonyítás. A bizonyításhoz felhasználjuk [3] hivatkozásban szereplő tételt, miszerint H =

H ′ amennyiben hom(G,H) = hom(G,H ′), minden G-re.

hom(G, (HA)B) = hom(G×B,HA)

= hom(G× A×B,H)

= hom(G× (A×B), H)

= hom(G,HA×B)

A szorzat asszociativitása egyszerűen következik ugyanebből a tételből

3.10. Lemma. Legyen G egy tetszőleges, A egy páros gráf. Ekkor G× A egy páros gráf.

3.11. Lemma. Legyen G egy tetszőleges, A egy páros gráf. Ekkor

hom(G,HA)2 = hom(G×K2, H
A).

Bizonyítás. hom(G× l2, H) = hom(G,H)2 mivel G× l2 G-nek kettő diszjunkt másolata.
Tehát bármely kettő Hom(G,H) összepárosítható úgy, hogy egy Hom(G× l2, H) legyen.

hom(G,HA)2 = hom(G× l2, H
A)

= hom(G× A× l2, H)

= hom(G× A×K2, H)

= hom(G×K2, H
A)

Bizonyítás (Tétel 3.7).

hom(G, l(HB))
1

v(G) = hom(G◦, HB)
1

v(G)

= hom(G◦ ×K2, H
B)

1
2v(G) (3.11)

≤ hom(Kd+1,d+1, H
B)

1
2d+2 (3.1)

= hom(K◦
d+1 ×K2, H

B)
1

2d+2
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= hom(K◦
d+1, H

B)
1

d+1 (3.11)

= hom(Kd+1, l(H
B))

1
d+1

3.3. Példa olyan H-ra, amelyre sem a Kd+1, sem a Kd,d nem maxi-

malizál

Az alábbiakban [5] hivatkozásban szereplő példát ismertetjük.

3.12. Állitás. Létezik olyan H gráf és d-reguláris G gráf, amelyre

hom(G,H)
1

v(G) > hom(Kd+1, H)
1

d+1

és
hom(G,H)

1
v(G) > hom(Kd,d, H)

1
2d .

Tehát sem a Kd,d, sem a Kd+1 nem maximalizál.

3.13. Lemma. Ha G d-reguláris, összefüggő, kevesebb csúcsa van, mint 2d, hom(G,H) >

0 és H nem tartalmaz sem d+1 méretű klikket, sem hurokélt, akkor létezik olyan egész k,
hogy

hom(G, kH)
1

v(G) > hom(Kd+1, kH)
1

d+1

és
hom(G, kH)

1
v(G) > hom(Kd,d, kH)

1
2d .

Bizonyítás. Egy homomorfizmusban Kd+1 képe egy d + 1 méretű klikk ha H-ban nincs
hurokél. Mivel feltettük, hogy H-ban sem hurokél sem d+ 1 méretű klikk sincsen,

hom(Kd+1, kH) = 0

minden k-ra.
Mivel G és Kd,d összefüggő a képük egy homomorfizmusban egy komponensbe esik. Emiatt

hom(G, kH) = k hom(G,H)

és
hom(Kd,d, kH) = k hom(Kd,d, H).
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Így az alábbi egyenlőtlenségre kell megfelelő k-t találnunk.

(k hom(G,H))
1

v(G) > (k hom(Kd,d, H))
1
2d

Ez átrendezve

k
1

v(G)
− 1

2d >
hom(Kd,d, H)

1
2d

hom(G,H)
1

v(G)

.

A jobb oldal nem függ k-tól, a bal oldal pedig k növelésével a végtelenbe tart, mivel
2d > v(G). Tehát létezik k amire

hom(G, kH)
1

v(G) > hom(Kd+1, kH)
1

d+1 = 0

és
hom(G, kH)

1
v(G) > hom(Kd,d, kH)

1
2d .

Ahhoz, hogy megfelelő legyen az ellenpéldánk, találnunk kell egy olyan G és H gráfot,
amelyek teljesítik a fenti feltételeket. H legyen Kd. Erre teljesül, hogy nincs benne d+ 1

méretű klikk. G legyen kettő d − 2 hosszú kör, amiben minden csúcs össze van kötve a
másik kör összes csúcsával. Ez a gráf d-reguláris, kevesebb mint 2d csúcsa van, valamint
összefüggő. Amennyiben d ≥ 6, hom(G,H) > 0, mivel G kiszínezhető 6 színnel úgy,
hogy a két kört 3–3 különböző színnel színezzük. Egy Kd-be képző homomorfizmus az egy
d-színezésnek felel meg, tehát ebban az esetben hom(G,H) > 0 lesz.
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4. Nem d-reguláris eset

4.1. Alsó becslés i(G)-re

Korábbi állításokhoz hasonlóakat kimondhatunk olyan G gráfokra, amelyek nem feltétle-
nül d-regulárisak. Az első ilyen állítás Tétel 2.4 általánosítása lesz.

4.1. Tétel. Legyen G egy tetszőleges gráf. Ekkor

i(G) ≥
∏

v∈V (G)

i(Kdv+1)
1

dv+1 .

A [2] cikk szerzői megjegyzik, hogy a bizonyításuk egy részét mesterséges intelligencia,
pontosabban az Aletheia és a Gemini Deep Think 3.0 állították elő.
Az állítás bizonyításhoz bevezetjük a függetlenségi polinom többváltozós alakját

ZG(λ) =
∑

I∈I(G)

∏
v∈I

λv.

λ = (λv)v∈V (G) egy vektor G csúcsain.

4.2. Tétel. Legyen G egy tetszőleges gráf. Ekkor

ZG(λ) ≥
∏

v∈V (G)

ZKdv+1
(λv)

1
dv+1 .

ZG(λv) az egyváltozós függetlenségi polinomra utal.

Bizonyítás. v(G)-re vett indukcióval lássuk be az állítást, tehát tegyük fel, hogy

Z−
G∗(λ) :=

∏
v∈V (G∗)

ZKdv+1
(λv)

1
dv+1 ≤ ZG∗(λ).

minden |V (G∗)| < n esetén. v(G) = 1 esetén az állítás triviálisan teljesül.
ZG\S(λ) esetén λ azt a vektort jelöli amiben csak azokhoz a v-khez tartozó λv-k vannak
amik benne vannak G\S-ben. w legyen egy olyan csúcs aminek fokszáma maximális. Ekkor

ZG(λ) = ZG\w(λ) + λwZG\(w∪N(w))(λ).

Legyen λ′ az a vektor G csúcsain ahol λ′
v = 0 minden v ∈ N(w) esetén, és λ′

v = λv

egyébként.

ZG\(w∪N(w))(λ) = ZG\w(λ
′)
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Így az indukciós feltétel miatt

ZG(λ) = ZG\w(λ) + λwZG\(w∪N(w))(λ)

= ZG\w(λ) + λwZG\w(λ
′)

≥ Z−
G\w(λ) + λwZ

−
G\w(λ

′).

Tehát elég belátnunk, hogy

Z−
G\w(λ) + λwZ

−
G\w(λ

′) ≥ Z−
G(λ). (1)

Definícióból adódik, hogy

Z−
G\w(λ) =

∏
v∈N(w)

ZKdv
(λv)

1
dv

∏
v∈V (G\(w∪N(w)))

ZKdv+1
(λv)

1
dv+1

és
Z−

G\w(λ
′) =

∏
v∈V (G\(w∪N(w)))

ZKdv+1
(λv)

1
dv+1 .

Így az (1)-es egyenlőtlenséget leosztva
∏

v∈V (G\(w∪N(w))) ZKdv+1
(λv)

1
dv+1 -gyel az alábbi egyen-

lőtlenséget kapjuk:∏
v∈N(w)

ZKdv
(λv)

1
dv + λw ≥ ZKdw+1

(λw)
1

dw+1

∏
v∈N(w)

ZKdv+1
(λv)

1
dv+1

Mivel Kd-ben a független halmazok a csúcsok, és az üres halmaz, ZKd
(λv) = 1 + dλv

lesz. Tehát ha w foka m, akkor a következő állítást kell bizonyítani.

4.3. Állitás. Legyen m ≥ 1 egész szám, 1 ≤ d1, ..., dm ≤ m és λ0, λ1, ..., λm nemnegatív
valósak. Ekkor

m∏
i=1

(1 + diλi)
1
di + λ0 ≥ (1 + λ0(m+ 1))

1
m+1

m∏
i=1

(1 + λi(di + 1))
1

di+1 .

Legyen
Ai = (1 + diλi)

1
di és Bi = (1 + (di + 1)λi)

1
di+1 ,

a belőlük képzett szorzatok pedig legyenek

A =
∏
i

Ai és B =
∏
i

Bi.

Ekkor az állítás a következő lesz:

A+ λ0 ≥ (1 + λ0(m+ 1))
1

m+1B

22



Először a számtani és mértani közép közti egyenlőséget fogjuk alkalmazni.

(1 + λ0(m+ 1))
1

m+1B =
(
(1 + λ0(m+ 1))(B

m+1
m )m

) 1
m+1

≤ 1 + λ0(m+ 1) +mB
m+1
m

m+ 1

=
1 +mB

m+1
m

m+ 1
+ λ0

Tehát az alábbi egyenlőtlenséget elég belátni, hogy

(m+ 1)A ≥ 1 +mB
m+1
m .

A jobb oldalra alkalmazzuk újra a számtani és mértani közép közötti egyenlőtlenséget.
Legyen yi := mBm+1

i .

1 +mB
m+1
m = 1 +

m∏
i=1

y
1
m
i

=
m∏
i=1

(1 + yi)
1
m

( m∏
i=1

1

(1 + yi)
1
m

+
m∏
i=1

y
1
m
i

(1 + yi)
1
m

)
≤

m∏
i=1

(1 + yi)
1
m

( m∑
i=1

1

m(1 + yi)
+

m∑
i=1

yi
m(1 + yi)

)
=

m∏
i=1

(1 + yi)
1
m

m∑
i=1

1

m

=
m∏
i=1

(1 + yi)
1
m

=
m∏
i=1

(
1 +mBm+1

i

) 1
m

Tehát most az alábbira módosult az egyenlőtlenség:

(m+ 1)A ≥
m∏
i=1

(
1 +mBm+1

i

) 1
m
.

Mindkét oldalt m-edeik hatványra emelve:

(m+ 1)mAm =
m∏
i=1

(m+ 1)Am
i ≥

m∏
i=1

(
1 +mBm+1

i

)
.

Az utolsó lépés az lesz, hogy az egyenlőtlenséget belátjuk külön-külön minden i-re, így
a szorzatukra is teljesülni fog az állítás.
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Tehát az alábbit kell belátni:

(m+ 1)Am
i ≥ 1 +mBm+1

i .

Az eredeti alakjában egy oldalra rendezve

f(λi) := (m+ 1)(1 + diλi)
m
di −m(1 + (di + 1)λi)

m+1
di+1 − 1 ≥ 0.

f(0) = 0, tehát f(λi) pozitív lesz amennyiben az első deriváltja minden pozitív λi-re
pozitív.

f ′(λi) = m(m+ 1)(1 + diλi)
m
di

−1 − (m+ 1)m(1 + (di + 1)λi)
m+1
di+1

−1

= m(m+ 1)
(
(1 + diλi)

m−di
di − (1 + (di + 1)λi)

m−di
di+1

)
Mivel m ≥ di és m ≥ 1, a fenti képlet pontosan akkor lesz pozitív amikor

(1 + diλi)
di+1

di ≥ 1 + (di + 1)λi.

Ez az egyenlőtlenség már következik a Bernoulli-egyenlőtlenségből, miszerint

(1 + x)n ≥ 1 + nx

pozitív x és n ≥ 1 esetén. Tehát

(m+ 1)Am
i ≥ 1 +mBm+1

i .

4.2. Felső becslés hom(G,H)-ra

A továbbiakban a gráfhomomorfizmus fogalmát kiterjesztjük élsúlyozott H gráfokra is.
Ekkor H egy V (H)2 → R függvénynek is tekinthető. Ekkor

hom(G,H) :=
∑

φ:V (G)→V (H)

∏
uv∈E(G)

H(φ(u), φ(v)).

Ekkor pozitív szemidefinit H-kra hasonló állítás mondható ki, mint a független halma-
zokra.

4.4. Tétel. Legyen G egy tetszőleges, H egy élsúlyozott gráf, pozitív szemidefinit adjacen-
cia mátrixszal. Ekkor

hom(G,H) ≤
∏

v∈V (G)

hom(Kdv+1, H)
1

dv+1 .

24



A következőekben a [4] hivatkozásban szereplő bizonyítást ismertetjük A bizonyításhoz
bevezetünk egy függetlenségi polinomhoz hasonló fogalmat. Legyen λ = (λv)v ∈ V (G)

egy vektor, és λv : V (H) → R≥0 függvények. Ekkor legyen

homλ(G,H) :=
∑

φ:V (G)→V (H)

∏
uv∈E(G)

H(φ(u), φ(v))
∏

v∈V (G)

λv(φ(v)).

Amennyiben λ egy darab V (H) → R≥0 függvény, homλ(G,H) azt a homλ(G,H)-t jelöli
amikor λv = λ minden v-re.

4.5. Tétel. Legyen G egy tetszőleges, H egy élsúlyozott gráf, pozitív szemidefinit adjacen-
cia mátrixszal. λ = (λv)v ∈ V (G) egy vektor, és λv : V (H) → R≥0 függvények. Ekkor

homλ(G,H) ≤
∏

v∈V (G)

homλv(Kdv+1, H)
1

dv+1 .

Az látható, hogyha λv(u) = 1, minden v ∈ V (G)-re és u ∈ V (H)-ra akkor megkapjuk
Tétel 4.4-t.

Bizonyítás. Alkalmazzunk indukciót a fokszámok felső korlátjára majd a csúcsok számá-
ra. Amennyiben a maximális fokszám 1 vagy a csúcsok száma 1, az állítás triviálisan
teljesül. Legyen a fokszámok felső korlátja m, és w legyen egy csúcs aminek a fokszá-
ma m. Amennyiben nincs ilyen csúcs, az állítás teljesül az indukciós feltétel miatt. Le-
gyen φ : V (G) → V (H) függvény. Ekkor µ = (µv)v∈V (G\w), µv, λv : V (H) → R≥0.
µv(φ(v)) := λv(φ(v))H(φ(w), φ(v)) amennyiben v ∈ N(w), µv := λv egyébként.

homλ(G,H) =
∑

φ:V (G)→V (H)

∏
uv∈E(G)

H(φ(u), φ(v))
∏

v∈V (G)

λv(φ(v))

=
∑

φ:V (G)→V (H)

λw(φ(w))
∏

v∈N(w)

H(φ(w), φ(v))

∏
uv∈E(G\w)

H(φ(u), φ(v))
∏

v∈V (G\w)

λv(φ(v))

=
∑

φw∈V (H)

λw(φw)
∑

φ:V (G\w)→V (H)

∏
uv∈E(G\w)

H(φ(u), φ(v))

∏
v∈V (G\w)

λv(φ(v))
∏

v∈N(w)

H(φw, φ(v))

=
∑

φw∈V (H)

λw(φw) homµ(G\w,H)

≤
∑

φw∈V (H)

λw(φw)
∏

v∈N(w)

homµv(Kdv , H)
1
dv

∏
v∈V (G\(w∪N(w))

homλv(Kdv+1, H)
1

dv+1
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Miután mindkét oldalt leosztjuk
∏

v∈V (G\(w∪N(w)) homλv(Kdv+1, H)
1

dv+1 -val, az állítás
alábbira formára egyszerűsödik:∑
φw∈V (H)

λw(φw)
∏

v∈N(w)

homµv(Kdv , H)
1
dv ≤ homλw(Kdw+1, H)

1
dw+1

∏
v∈N(w)

homλv(Kdv+1, H)
1

dv+1 .

Alkalmazzuk a bal oldali kifejezésre a Hölder-egyenlőtlenség több tagra általánosított
alakját.∑
φw∈V (H)

λw(φw)
∏

v∈N(w)

homµv(Kdv , H)
1
dv ≤

∏
v∈N(w)

( ∑
φw∈V (H)

λw(φw) homµv(Kdv , H)
dw
dv

) 1
dw

Így az alábbi egyenlőtlenséget elegendő belátni:∏
v∈N(w)

∑
φw∈V (H)

λw(φw) homµv(Kdv , H)
dw
dv ≤ homλw(Kdw+1, H)

dw
dw+1

∏
v∈N(w)

homλv(Kdv+1, H)
dw

dv+1 .

Ahhoz, hogy ezt belássuk elég belátnunk az összes v ∈ N(w)-re, hogy∑
φw∈V (H)

λw(φw) homµv(Kdv , H)
dw
dv ≤ homλw(Kdw+1, H)

1
dw+1 homλv(Kdv+1, H)

dw
dv+1 .

Vezessünk be néhány jelölést:

ha(λ) := homλ(Ka, H)

η(φw) := homµv(Kdv , H)
1
dv .

h1(λ) definíció szerint megegyezik
∑

φw∈V (H) λ(φw)-vel, tehát∑
φw∈V (H)

λw(φw) homµv(Kdv , H)
dw
dv = h1(λwη

dw)

Illetve

homλw(Kdw+1, H)
1

dw+1 homλv(Kdv+1, H)
dw

dv+1 = hdw+1(λw)
1

dw+1hdv+1(λv)
dw

dv+1 .

Definiáljuk a következő sorozatot:

Ms = hs(λwη
dw+1−s)hdv+1(λv)

s(s−1)
dv+1 .

s helyére behelyettesítve 1-et és dw + 1-et észrevehetjük, hogy

M1 = h1(λwη
dw) és Mdw+1 = hdw+1(λw)hdv+1(λv)

(dw+1)dw
dv+1 .
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Tehát be kell látni, hogy
Mdw+1

1 ≤ Mdw+1.

Ezt az állítást a következő lemmák segítségével tudjuk belátni.

4.6. Lemma. Legyen G∗ az a gráf amelyet úgy kapunk, hogy G-hez hozzáveszünk egy
csúcsot ami össze van kötve az összes többi csúccsal. G∗∗ az a gráf ami úgy kapunk,
hogy G-hez hozzá veszünk két csúcsot amik össze vannak kötve az összes többi csúccsal,
de egymással nem. ν = (νv)v∈V (G∗) és µ = (µv)v∈V (G∗∗) úgy, hogy µvλv = ν2

v minden
v ∈ V (G)-re és az új csúcsokhoz tartozó ν és µ függvények megegyeznek. Ezt jelölje ν∗.
Ekkor

homλ(G,H) homµ(G
∗∗, H) ≥ homν(G

∗, H)2.

Bizonyítás.
Hλ(φ) :=

∏
uv∈E(G)

H(φ(u), φ(u))
∏

v∈V (G)

λv(φ(v))

homλ(G,H) =
∑

φ:V (G)→V (H)

Hλ(φ)

homν(G
∗, H) =

∑
φ:V (G)→V (H)

∑
φ∗∈V (H)

ν∗(φ∗)
∏

v∈V (G)

H(φ∗, φ(v)) Hν(φ)

homµ(G
∗∗, H) =

∑
φ:V (G)→V (H)

( ∑
φ∗∈V (H)

ν∗(φ∗)
∏

v∈V (G)

H(φ∗, φ(v))
)2

Hµ(φ)

Mivel minden v ∈ V (G)-re µvλv = ν2
v , egy adott φ-re Hλ(φ)Hµ(φ) = Hν(φ)

2. Tehát
alkalmazva a Cauchy-Schwarz-egyenlőtlenséget pont a lemmát kapjuk.

4.7. Lemma. Tegyük fel, hogy Tétel 4.5 teljesül minden G gráfra aminek a legnagyobb
fokszáma kisebb mint m. Legyen 1 < t < m egész szám, és λ, ν, µ: V (H) → R≥0 úgy,
hogy λµ = ν2. Ekkor

ht−1(λ)
1

t−1ht+1(µ)
1

t+1 ≥ ht(ν)
2
t .

Bizonyítás. Legyen µ′ = (µ′
v)v∈V (K∗∗

t−1)
. µ′

v = µ minden v ∈ V (Kt−1) − re és µ′
v = ν

egyébként. Így λ, µ′ és ν teljesítik Lemma 4.6 feltételeit. Tehát

homλ(Kt−1, H) homµ′(K∗∗
t−1, H) ≥ homν(K

∗
t−1, H)2. (1)

K∗∗
t−1-nak t− 1 darab t fokú csúcsa van és 2 darab t− 1 fokú csúcsa van. Így felírható rá

Tétel 4.5 az alábbi módon:

homµ′(K∗∗
t−1, H) ≤ ht+1(µ)

t−1
t+1ht(ν)

2
t .
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Mivel K∗
t−1 = Kt,

homν(K
∗
t−1, H)2 = ht(ν)

2.

Tehát (1)-es képlet átírható az alábbi módon:

ht−1(λ)ht+1(µ)
t−1
t+1ht(ν)

2
t ≥ ht(ν)

2.

Átrendezve, majd a (t− 1)-edik gyököt véve, a kívánt állítást kapjuk.

4.8. Lemma. Legyen a egy pozitív egész szám, H egy pozitív szemidefinit mátrix és µ, ν
legyen [a] → R≥0. λi = (λv)v∈Ka az alábbi módon minden 1 ≤ i ≤ a-ra.

λi := (µ, ..., µ,︸ ︷︷ ︸
i darab

ν, ..., ν︸ ︷︷ ︸
a−i darab

)

Fi := homλi
(Ka, H) = ha(λi)

Ekkor minden 0 ≤ s ≤ a− 2-re
FsFs+2 ≥ F 2

s+1.

Bizonyítás. Jelöljük Ka csúcsait vi-vel. φ jelöljön egy [a] → V (H) függvényt.
S = {s+ 1, s+ 2}, T = [a]\S, φ|S = φS, φ|T = φT

lν(j, φ) := ν(φ(j))
∏
i∈T

H(φ(j), φ(i))

Lµ,ν(φT ) :=
∑
φS

H(φ(s+ 1), φ(s+ 2)) lµ(s+ 1, φ) lν(s+ 2, φ)

Mivel H pozitív szemidefinit

(vTHv)(uTHu) ≥ (vTHu)2.

Ez lν(j, φ) = vφ(j) és lµ(j, φ) = uφ(j) estén pont az alábbit jelenti:

Lν,ν(φT )Lµ,µ(φT ) ≥ Lµ,ν(φT )
2.

g(φT ) :=
∏

i̸=j∈T

H(φ(i), φ(j))
s∏

i=1

µ(φ(i))
a∏

i=s+3

ν(φ(i))

Ekkor

Fs =
∑
φT

g(φT )Lν,ν(φT ), Fs+1 =
∑
φT

g(φT )Lµ,ν(φT ), Fs+2 =
∑
φT

g(φT )Lµ,µ(φT ).
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Cauchy-Schwarz egyenlőtlenség miatt

FsFs+2 =
∑
φT

g(φT )Lν,ν(φT )
∑
φT

g(φT )Lµ,µ(φT ) ≥
(∑

φT

g(φT )
√

Lν,ν(φT )Lµ,µ(φT )
)2

.

Tehát

FsFs+2 =
∑
φT

g(φT )Lν,ν(φT )
∑
φT

g(φT )Lµ,µ(φT )

≥
(∑

φT

g(φT )
√
Lν,ν(φT )Lµ,µ(φT )

)2

≥
(∑

φT

g(φT )Lµ,ν(φT )
)2

= F 2
s+1.

4.9. Lemma. Legyen d tetszőleges pozitív egész szám, λ′ egy tetszőleges V (H) → R≥0

függvény, η(φw) = homµv(Kdv , H)
1
dv a már korábban definiált V (H) → R≥0 függvény.

Ekkor
h1(λ

′ηd) = hd+1((λ
′, λv, ..., λv)).

Bizonyítás.

h1(λ
′ηd) = homλ′ηd(K1, H)

=
∑

φw∈V (H)

λ′(φw)η(φw)
d

=
∑

φw∈V (H)

λ′(φw) homµv(Kd, H)

=
∑

φw∈V (H)

λ′(φw)
∑

φ:[d]→V (H)

∏
i<j≤d

H(φ(i), φ(j))
∏
i≤d

µv(φ(i))

=
∑

φw∈V (H)

λ′(φw)
∑

φ:[d]→V (H)

∏
i<j≤d

H(φ(i), φ(j))
∏
i≤d

λv(φ(i))H(φw, φ(i))

=
∑

φ:[d+1]→V (H)

λ′(φ(vd+1))
∏

i<j≤d+1

H(φ(i), φ(j))
∏
i≤d

λv(φ(i))

= hom(λ′,λv ,...,λv)(Kd+1, H)

= hd+1((λ
′, λv, ..., λv))
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Emlékezzünk vissza a korábbi Ms sorozatra. Egyszerűség kedvéért legyen d := dv és
m = dw. Ekkor az Ms így írható fel:

Ms = hs(λwη
m+1−s)hd+1(λv)

(s−1)s
d+1 .

4.10. Lemma. Legyen Fs egy valós számokból álló sorozat, mely teljesíti az FsFs+2 ≥ F 2
s+1

feltételt. Ekkor
F s−1
0 Fs ≥ F s

1

Ez az állítás alkalmazható a Lemma 4.7-ben illetve Lemma 4.8-ben szereplő sorozatra
is.

Bizonyítás.
Fs ≥ Fs−1

Fs−1

Fs−2

≥ Fs−1
Fs−2

Fs−3

≥ ... ≥ Fs−1
F1

F0

Tehát

F s−1
0 Fs ≥ F s−1

0 Fs−1
F1

F0

= F s−2
0 Fs−1F1 ≥ F s−3

0 Fs−2F
2
1 ≥ ... ≥ F0F2F

s−2
1 ≥ F s

1 .

4.11. Lemma.

Md+1 ≥ MdM1

Bizonyítás. λ′ = λvη
m−d behelyettesítéssel.

Md+1 = hd+1(λvη
m−d)hd+1(λv)

d = hd+1(λ
′)hd+1(λv)

d

Md = hd(λvη
m+1−d)hd+1(λv)

(d−1)d
d+1 = hd(λ

′η)hd+1(λv)
(d−1)d
d+1

M1 = h1(λvµ
m) = h1(λ

′ηd)

Így az állítás az alábbi módon írható fel:

hd+1(λ
′)hd+1(λv)

d ≥ hd(λ
′η)hd+1(λv)

(d−1)d
d+1 h1(λ

′ηd).

Miután leosztunk hd+1(λv)
(d−1)d
d+1 -vel:

hd+1(λ
′)hd+1(λv)

2d
d+1 ≥ hd(λ

′η)h1(λ
′ηd).
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Írjunk fel két egyenlőtlenséget hd(λ
′η)-re, illetve h1(λ

′ηd)-re.
Legyen Fs = hd+1−s(λ

′ηs)
1

m+1−s minden 0 < s ≤ d -re. Ekkor Lemma 4.7 miatt teljesül,
hogy FsFs+2 ≥ F 2

s+1. Ekkor F d−1
0 Fd ≥ F d

1 is teljesül. Tehát

hd+1(λ
′)

d−1
d+1h1(λ

′ηd) ≥ hd(λ
′η).

Lemma 4.9-ból következik, hogy

h1(λ
′ηd) = hd+1((λ

′, λv, ..., λv)).

Így alkalmazható rá Lemma 4.8 az alábbi módon:

h1(λ
′ηd) = hd+1((λ

′, λv, ..., λv)) ≤ hd+1(λv)
d

d+1hd+1(λ
′)

1
d+1 .

Ezt a két egyenlőtlenséget összerakva megkapjuk a kívánt állítást.

hd(λ
′η)h1(λ

′ηd) ≤ hd+1(λ
′)

d−1
d+1h1(λ

′ηd)2 ≤ hd+1(λ
′)hd+1(λv)

d

4.12. Lemma. Legyen d ≤ s ≤ m− 1 egész szám. Ekkor

MsMs+2 ≥ M2
s+1.

Bizonyítás. Legyen ν1 = λwη
m+1−s, ν2 = λwη

m−1−s. Ekkor az állítás az alábbi módon
írható fel:

hs(ν1)hd+1(λv)
s(s−1)
d+1 hs+2(ν2)hd+1(λv)

(s+2)(s+1)
d+1 ≥ hs+1(

√
ν1ν2)

2hd+1(λv)
2s(s+1)

d+1

Miután a hd+1 es tagokat egy oldalra rendezzük és gyököt vonunk√
hs(ν1)hs+2(ν2)hd+1(λv)

1
d+1 ≥ hs+1(

√
ν1ν2).

Írjuk fel hs(ν)-t egy másik alakban.

hs(ν) =
∑

φ:[s]→V (H)

∏
i<j≤s

H(φ(i), φ(j))
∏
i≤s

ν(φ(i))

=
∑

φ:[s]→V (H)

∏
i<j≤d−1

H(φ(i), φ(j))
∏

i≤d−1,j≥d

ν(φ(i))H(φ(i), φ(j))

∏
i,j≥d

H(φ(i), φ(j))
∏
j≥d

ν(φ(j))
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=
∑

φ:[s+1−d]→V (H)

hd−1(νH(φ))
∏
i,j≥d

H(φ(i), φ(j))
∏
j≥d

ν(φ(j))

ahol νH(φ) az a V (H) → R≥0 függvény, amely u ∈ V (H) helyen ν(u)
∏s+d−1

i=1 H(u, φ(i))

értéket rendeli. Hasonló egyenlőség felírható hs+1-re és hs+2-re.

hs+2(ν2) =
∑

φ:[s+1−d]→V (H)

hd+1(ν2H(φ))
∏
i,j≥d

H(φ(i), φ(j))
∏
j≥d

ν2(φ(j))

hs+1(
√
ν1ν2) =

∑
φ:[s+1−d]→V (H)

hd(
√
ν1ν2H(φ))

∏
i,j≥d

H(φ(i), φ(j))
∏
j≥d

√
ν1ν2(φ(j))

Írjuk fel hs(ν1)hs+2(v2)-re a Cauchy-Schwarz egyenlőtlenséget.√
hs(ν1)hs+2(ν2) ≥

∑
φ

√
hd−1(ν1H(φ))hd+1(ν2H(φ))

∏
i,j≥d

H(φ(i), φ(j))
∏
j≥d

√
ν1ν2(φ(j))

A bizonyításhoz tehát elég belátnunk minden φ : [s+ 1− d] → V (H)-re, hogy√
hd+1(νH(φ))hd+1(νH(φ))hd+1(λv)

1
d+1 ≥ hd(

√
ν1ν2H(φ)).

λ′ = ν2H(φ) = ν1η
−2H(φ) jelölés mellett

hd−1(λ
′η2)

1
2hd+1(λ

′)
1
2hd+1(λv)

1
d+1 ≥ hd(λ

′η).

Lemma 4.7-ből követketik az alábbi két állítás:

hd−1(λ
′η2)

1
2hd+1(λ

′)
d−1

2(d+1) ≥ hd(λ
′η)

d−1
d

hd+1(λ
′)

d−1
d(d+1)h1(λ

′ηd)
1
d ≥ hd(λ

′η)
1
d

Lemma 4.9 miatt teljesül, hogy h1(λ
′ηd) = hd+1((λ

′, λv, ..., λv)), tehát alkalmazhatjuk
Lemma 4.8-t az alábbi módon:

hd+1(λ
′)

1
d(d+1)hd+1(η)

1
d+1 ≥ h1(λ

′)
1
d .

Ezt a 3 egyenlőtlenséget összeszorozva megkapjuk a kívánt állítást.

Ezekkel a lemmákkal már be tudjuk látni az állítást, miszerint

Mm+1
1 ≤ Mm+1

A bizonyítás m− d-re való indukcióval fog történni. m = d esetén Lemma 4.8 éa Lemma
4.9 miatt teljesül az állítás.

Mm+1
1 = h1(λwη

m)m+1 = hm+1((λw, λv, ..., λv))
m+1 ≤ hm+1(λ)hm+1(λv)

m = Mm+1
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m > d esetén az indukciós feltétel miatt Mm
1 ≤ Mm.

Mm+1
1 ≤ M1Mm (Indukció)

≤ Md+1

Md

Mm (Lemma 4.11)

≤ Md+2

Md+1

Mm (Lemma 4.12)

... (Lemma 4.12)

≤ Mm+1

Mm

Mm = Mm+1 (Lemma 4.12)
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