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1. Bevezetés

A szakdolgozat elsé kérdése, hogy a d-reguléris grafok koziil melyik tartalmazza a legtobb
fiiggetlen csticshalmazt. Ez az érték exponencialisan névekedhet a csiicsok szamanak no-
velésével, ezért normalunk a cstucsok szamaval. Tehat azt a d-regularis G' grafot keressiik,
amely maximalizalja az z(G)ﬁG‘) értéket, ahol i(G) a G grafban talalhato fiiggetlen halma-
zok szamét jeloli. Kitériink arra a kérdésre is, hogy melyik d-regularis graf minimalizalja
ezt az értéket.

Ezt altalanositva a koévetkezd kérdés az lesz, hogy adott H graf mellett melyik d-
regularis G-bdl indul a legtobb grafthomomorfizmus H-ba. Tehat azt a d-regularis G grafot
keressiik, amelyre hom (G, H )ﬁ maximalis. Azt fogjuk tapasztalni, hogy sok H-ra a teljes
d-regularis graf K,., vagy a teljes d-reguléris paros graf K,, fog maximalizalni, de ez
nem mondhato ki altalanosan. Fogunk mutatni ellenpéldat olyan H-ra, ami mellett sem
a Kgi1, sem a Kgq nem maximalizal.

A szakdolgozat utolso részében attériink nem regularis G grafokra. ElGszor egy also
becslést mutatunk a fiiggetlen cstcshalmazok szamara, majd egy felss becslést hom (G, H )-

ra bizonyos H-k mellett.



2. Fiiggetlen halmazok

Egy I C V(G) cstcshalmazt fiiggetlennek neveziink, ha semelyik két I-beli cstucs kozott
nem huzodik él. Jeloljiik az ilyen I cstcshalmazoknak a halmazat I(G)-vel, I(G) méretét
i(G) = |I(G)]-vel. A szakdolgozat tovabbi részében alkalmazzuk a v(G) = |V(G)] jelolést.

2.1. K,, maximalizalja i(G)"@-t

2.1. Tétel. Legyen G egy d-reguldaris grdf. Ekkor

i(G)T@ < i(Kyq).

Erre az allitasra [6] két kiilonb6z6 bizonyitast is bemutat. Mindkét megkozelités egy
ennél erdsebb allitast igazol, hiszen a becslést nemcsak fiiggetlen halmazok szamaéra, ha-
nem a graf fiiggetlenségi polinomjara is belatja. Egy G graf fiiggetlenségi polinomjat az
alabbi modon definialjuk:

Pe(\) = > A x>0

IEI(G)

2.2. Tétel. Legyen G eqy d-requldris graf. Ekkor
PN @ < Pre, ()Y = (2(1 4 )7 — 1)1/,
Specidlisan A = 1 esetén, ez Tétel 2.1

Ennél erésebb allitast fogunk bizonyitani. Vélasszunk ki egy véletlenszerti fiiggetlen

halmazt tgy, hogy minden I halmazt % valoszintiséggel valasztunk ki. Ezt nevezziik

hard-core modellnek. ag legyen annak a valdszintisége, hogy egy egyenletesen vélasztott

pont benne lesz a hard-core modellbdl valasztott fiiggetlen halmazban. Ekkor

SIY510))

1 A
() = @I;@ 5t = i@ P

2.3. Tétel. Legyen G egy d-reguldaris grdf. Ekkor

APL (N AL+ A4t
3 < \) — d,d _ .
ag(N) < aKd,d( ) 2dPKd,d(>\) 21+ M) —1




Amennyiben ez teljesiil, Tétel 2.2 is teljesiil az alabbi egyenlség miatt:

log (PG()\) v(1G>> = %

1. Bizonyitds. Az els6 bizonyitashoz feltessziik, hogy G graf haromszogmentes. Nevezziink
egy csucsot tiltottnak, ha van I-beli szomszédja. Tehat, ha v cstics nem tiltott, akkor
I'U{v} is fliggetlen lesz.

Py legyen annak a valoszintisége, hogy v csiics benne van a random sorsolt I-ben. g,
legyen annak a valdszintisége, hogy v cstics nem tiltott a random sorsolt /-ben.

Azok az I-k, ahol v nem tiltott két csoportra oszthatoak az alapjan, hogy benne van-e
v. A két csoport tagjait Osszeparosithatjuk dgy, hogy v-t hozzéavessziik az adott [-hez
vagy elvessziik beléle. Igy a v-t tartalmazo I-ket A-szor akkora eséllyel véalasztjuk, mint a

v nélkiili parjaikat.

Ezért ha tudjuk, hogy v csiics nem tiltott, akkor ALH eséllyel benne lesz [-ben. Mivel v
csak akkor lehet benne egy fliggetlen csticshalmazban, ha nem tiltott, adott az egyenlGség
B A
Pv = Qu A+l

Jeloljiik U,-vel a v cstcs nem tiltott szomszédainak halmazat. v-nek csak azok a szom-
szédai lehetnek benne I-ben, amelyek nem tiltottak, tehét v pontosan akkor nem tiltott,
ha INU, = 0.

Legyen w € U,. Vegylik azokat a fliggetlen halmazokat amikben U, elemei nem tiltot-
tak, és (U, —w) N I adott. Mivel G graf haromszogmentes, w nem szomszédos U, tobbi
elemével. Tehat w semelyik ilyen fiiggetlen halmazban nem lesz tiltott. Igy az ilyen fiig-
getlen halmazok ugyantgy Osszeparosithatoak mint kordbban. Tehat ha U, adott, akkor
minden U,-beli elem egyméstol fiiggetleniil, (1 + \)~! eséllyel nem lesz benne a véletlen

valasztott fiiggetlen halmazban.



Tehat annak az esélye, hogy egyik sincs benne I-ben, az (A + 1)71Y/, Tehat

¢ = E[(A +1)7].

Tehat

1
P2t =B+ 1)1,

A varhato értéken belili (A + 1)7% fiiggvény konvex, tehat alkalmazhato ra a Jensen-

egyenlGtlenség, 0 és d kozott, az alabbi modon:

pv% <E (( — ‘%') + l%”'(A + 1)d) = (1 — E“;J”D) + E(|g”|)()\+ 1)

Amennyiben nem csak a fiiggetlen halmazt valasztjuk random, hanem a v csiicsot is,

akkor w pont a nem tiltott cstcsok aranyanak lesz a varhato értéke. Illetve p, varhato

értéke a korabban igy definialt ag.

Mivel p, = qv/\iﬂ, w helyére behelyettesithetd QG%.

Behelyettesités utan:

A+1 A1 A1

<1-— -
[67¢] h\ ~ 1 [67¢] 2\ + ag b\ ()\ + 1)

Ebbgl:
A+1

. 2-A+1)") <1,

ag

A A(1 4 M)

oG = A+D2—-OAN+1Dd)  2(14+N)d—1 Yo

2. Bizonyitds. Egy optimalizalasi feladatot fogunk megfogalmazni, aminek az optimuma
megadja az altalunk keresett ag-t. Jelolje Y azt, hogy egy véletlenszertien valasztott v
csticsnak mennyi szomszédja lesz benne egy Hard-core modellbdl vélasztott I-ben. Legyen
P(Y = k) = pi. Ezek a pi-k lesznek az LP feladatunk valtozoi. Mivel G d-regularis, ezért
0 < k < d. py annak az esélye, hogy v-nek nem lesz szomszédja [-ben, azaz nem tiltott.
Azt mar az eléz6 bizonyitasban belattuk, hogy o ennek a /\%rl—szerese.

Tehat po-t maximalizaljuk.



Az LP feladat els6 feltételét az adja, hogy a pi-k egy eloszlast hataroznak meg, tehat az

osszegiiknek 1-nek kell lennie. Tehéat

A kovetkezd feltételt az alabbi egyenlGségek adjak:

E(Y): Z Z ]luel Z %ﬂvel

veV(G) ueN veV(G)

d
Y)=> kps
k=0

Tehat

/\+1 kak

agd d—-

A

)\+1

Vegyiink egy I-t amiben v-nek k£ darab szomszedja van. Ebbdl egy cstcs elvételével k

féeleképpen lehet olyan I’-t csinalni amiben k — 1 szomszédja van v-nek. Az alap I-t A-szor

akkora eséllyel valasztjuk mint az igy kapott I’-t. I’-t maximum d — k + 1 darab I-bdl

lehet ilyen modon csinédlni. Ebbél adodik az utolsé d darab egyenlétlenség:

(d—k+1)App—1 > kp,V1 < k < d.

Tehat az LP feladat a kovetkezd:

1 1 1 1
A
vl 2 d—1
max po —dA\ 1 0
p>0 0 —(d-1A 2
0 0 0 -+ =X

o O Q=

d

Do
1
P2

Pa—1
Pa

<0

Kovetkezének azt 1latjuk be, hogy py akkor lehet optimélis ha az 6sszes egyenlGtlenség

egyenldséggel teljesiil. Tegytik fel, hogy egy k-ra (d—k+1)Apx_1 > kpy. Ekkor névelhetjiik

po-t e-nal Ggy, hogy ne sériiljon a tobbi feltétel. Legyen

Po = po + €,



! — _ (ﬂ + k)
Pr—1 = Pk—1 1 + A &,

d\
- N k:—l).
Pk pk+<1+)\+ £

Az els6 feltétel nem fog sériilni, mivel

Die1 + Pk = Pr—1+ pr — €.

A masodik feltétel sem fog sériilni, mivel

k=1, &k, k-1 k akr dk—1Dx
k=1 Ky k=1 K g2 g AR DA k;):
g PP = g p’“ﬁdp”g(AHJr N1l +

_ ko —I—E +ed

Y A L W

Mivel py._1-et csokkentjiik és pi-t noveljiik, a pp_o és pr_1 kozti, illetve a py és py 1 koztotti
egyenlGtlenség sem fog sériilni. Amennyiben elég kicsi e-t valasztunk a pp_1 és pp kozti
egyenlGtlenség sem fog. Mivel po-t tudtuk novelni, p nem volt optimalis. K4 az Osszes

egyenlGtlenséget egyenlGséggel teljesiti, tehat az LP feladat optimélis megoldésa lesz. [

2.2. K, minimalizalja i(G)7@-t

A maximalizal6 graf megtalaldsa utan adodik a kérdés, hogy melyik graf fog minimalizalni.

2.4. Tétel. Legyen G egy d-reguldaris grdf. Ekkor

1

(G > i(Kgay) T,

Ezt a tételt és annak bizonyitasat [6] irja le.
2.5. Lemma. Jelélje aG, G grdfnak a darab diszjunkt mdsolatdat. Ekkor
i(aG) =i(G)".

2.6. Lemma. Legyen G egy d-regularis grdf, n(d 4+ 1) csicson. Jeldlje i,(G) azoknak a

fiiggetlen halmazoknak a szamdt, amelyek t darab csicsot tartalmaznak. Ekkor

it(G) > it(”KdH)-



Bizonyitds. Szamoljuk meg, hogy hanyféleképpen lehet G-bdl kivalasztani egy ¢ mérett
fiiggetlen halmazt. Az els6 cstucsot n(d+ 1)-féleképpen lehet kivalasztani. Mivel a kivalasz-
tott csticsnak d szomszédja volt, azokat mar nem vélaszthatjuk. Tehat a méasodik cstcsot
(n — 1)(d + 1)-féleképpen vélaszthatjuk. Mivel ennek a csticsnak is d szomszédja volt, a
kovetkezd csicsot legalabb (n — 2)(d + 1)-féleképpen vélaszthatjuk. Amennyiben az elsé
két csticsnak volt kozos szomszédja, ez a szam nagyobb. Ugyanilyen logika alapjan a j-edik
cstcsot legalabb (n+ 1 — j)(d+ 1)-féleképpen lehet valasztani. nK 1 esetén sosincs kzos
szomszéd a valasztott csicsok kozott, tehat ez a szdm mindig pontos. Mindkét esetben
t!-szer szamolunk meg minden fiiggetlen halmazt, tehat nK ., nem tartalmazhat tébb ¢

méretd fiiggetlen halmazt mint G. O]

Bizonyitds Tétel (2.4). Vegyiik G-nek d+1 diszjunkt masolatat. Ekkor minden t-re i;((d+
1)G) > i;(v(G)K4y1). Ebbdl kovetkezik, hogy i((d + 1)G) > i(v(G)Ky11).

1

i((d + 1)G) @@
> i(0(G) K g1 ) T0@
- i(KdJrl)%“

i(G) 7

]

2.7. Megjegyzés. Tétel 2.4 is altalanosithato fliggetlenségi polinomra. Legyen G egy
d-regularis graf. Ekkor

1 1

Pa(N)"@ 2 Prey (AT

2.8. Lemma.
P.a(\) = Pa(M\)*.

Bizonyitas.

Z )\\I\_H Z A= P\

I€I(a@) i=1 ,eI(G

10



Lemma 2.6 miatt ha G graf n(d 4+ 1) darab csticcsal rendelkezik, akkor Pg(\) t-edik
egyiitthatoja nem kisebb, mint Pk, , (A) t-edik egyiitthat6ja, minden ¢-re. Innen

1

Pg(X\)»@ Pasne a(A)T EsyrI(e)
u(G 1( )(d+1)v(G)
= PKd+1 ()‘)m'

11



3. Homomorfizmusok

Hom(G, H) legyen azoknak az f : V(G) — V(H) leképezéseknek a halmaza, ahol f(u)f(v) €
E(H), minden uv € E(G)-re, tehat ¢élt élbe képez. Legyen

hom(G, H) = |Hom(G, H)|.

Arra a kérdésre keressitk a valaszt, hogy egy adott H-ra milyen G maximalizélja
hom(G, H )ﬁ—t. Vegytiik észre, hogy hom(G,e.) = i(G), mivel az ilyen grafhomomor-
fizmusok és a fliggetlen halmazok megfeleltethetGek egymasnak tgy, hogy a fiiggetlen
halmazban 1év6 cstcsokat képezziik a hurokél nélkiili csticsba.

Tehat belattuk, hogy

1

hom (G, @)@

< hOHl(Kdd, O_.) 2 .

3.1. Paros G grafokra K;, maximalizalja hom(G, H )v<1G> -t

3.1. Tétel. Legyen G egy d-requldris paros grdf. Ekkor barmilyen H grdfra

hom(G, H) e < hom(K4q4, H) 2,

A 3.1 Tétel bizonyitasahoz [1] felhasznalta az entropia fogalmat és tulajdonsagait.
Legyen X egy diszkrét valoszintiségi valtozo.

Ekkor X entropidja a kévetkezd
1

:x)

Feltételes esetben

HX|Y)=) Y PY =yPX :a:|Y:y)lnP(X e

Egyiittes esetben

H(X,Y):ZZIP’(X:x,Y:y)InP(X:x a—

Allitas X, Y véges diszkrét valoszintségi valtozok. Ekkor az alabbiak teljesiilnek.
(a) 0 < H(X) <In|R(X)|. Ha X eloszlasa egyenletes H(X) = In|R(X)|.
(b) H(X|Y)=H(X,Y) - H(Y)

12



(¢) H(X,Y|Z) < H(X|Z)+ H(Y|Z)
(d) HX|Y,Z) < H(X,Y)
(e) H(X|Y) < H(X|f(Y))

(f) H(X, f(X)) = H(X)

3.2. Tétel (Shearer). Legyen X = (X1, X, ..., X,n) egy vektorvdltozd. Legyen A az indexek

eqy halmazcsalddja olyan maodon, hogy minden indexet legaldbb t halmaz tartalmaz. Ekkor
1
H(X) < n Z H(X4).
Bizonyitds (Tétel 3.1). Az allitast lassuk be elGszor paros H grafokra. Legyen G = (A, B, E),
Kaq= (A4, By, Eq) és H= (U, L, Ey). Legyen
hom(G, H)"Y = |{f € hom(G, H) : f(A) € L, f(B) € U}|.

Hatarozzuk hom(K, 4, H)*Y-t. Ehhez elszér azoknak a homomorfizmusoknak a szamét
hatérozzuk meg ahol f(Ay) =S C L és f(By) € U. Jelolje t(S) azt, hogy hanyféleképpen
lehet A4-bdl S-be képezni.

t(S) = [{[d] — S, sziirjektiv fliggvények}|
Jelolje cV(S) azt, hogy hanyféle lehet egy b € By képe.
A(S)=|{uecU:uw e E(H),Yv € S}|

Tehat azoknak a homomorfizmusoknak a szdma amelyeknél Ay képe S, t(S)cV(9)? lesz.

Tehat hom™V (K 4, H) ezek osszege lesz az Osszes S-re.

hom™Y (Kya, H) = > t(8)c"(8)*

SCL

Sorsoljunk Hom™Y (G, H)-bol egy elemet egyenletesen. fy legyen egy valoszintségi
vektorvaltozo, ami azt mutatja, hogy G csticsait hova képzi a random valasztott homomor-
fizmus. Jeloljik v € V(G) képét f,-vel, A képét fa-val, B képét fp-vel, v szomszédjainak
képét pedig fy()-vel. M, azoknak a H-beli csicsoknak a halmaza, amelyek v valamelyik

szomszédjanak képei. Ez egyértelmten fligg fy(-t6l és felithato, hogy M, = g(fn(w))

13



valamilyen ¢ fiiggvényre. Emellett m,(S) = P(M, = S). Az alabbi bizonyitasban a so-
rok végére van irva, hogy az adott egyenlGség vagy egyenlotlenség melyik korabbi allitast
hasznalja. Emellett egyszer hasznaljuk a Jensen-egyenlGtlenséget a logaritmusfiiggvényre,

illetve a fenti egyenlGséget hom™V (K 4, H)-re.

In (hom™Y (G, H)) = H(fv) (a)
= H(fa)+ H(f5|fa) (b)
< H(fa) + ZB H(f,|fa) (c)
< H(fa) + ; H(fol fnew) (d)
< é%H(me) + 3 Hblfv) (Shearer)
== > Hveor Mo) + ;B H(ful ) (1
== S (HOL) + H(fxol20) + 3 H Ul o) (b)
== > (H(M,) + H{ o M) + dH ()
< 2 (HO) + Hneo M) + dH(AIM) (©
_ é@ > (mal($) 0 =5+ () H (v [{Mo = SP+
+ évEB SZL dm,(S)H(f,|{M, = S}) (entropia keplet)
< 332 (m0(S) n 1( 5 + ) WH(S) +dm,($) Ine! (5)
< éveB In <SZC;t S)4 (Jensen)
— 221 n (hom™Y (Kyq, H))

— %ﬁ)m (hom™Y (K44, H)) (v(G) = 2|BJ)

14



Tehat belattuk, hogy paros G és paros H esetén

1

hom™Y (G, H)701 < hom™" (K g, H)%.

Amennyiben H nem paros, vegyiikk H x Ko-t. Ennek a grafnak a cstcsai V(H) x {0, 1}
és (u,0) cstcs Gssze van kotve (v, 1) cstcesal ha uv € E(H).
L={(v,0):veV(H)},U={(v,1):v e V(H)} esetén

hom™Y (G, H x K,) = hom(G, H).

3.2. Grafmiiveletek és H grafok, amelyekre K;,; maximalizal

Amennyiben G' nem péros, azt tapasztaljuk, hogy sok H graf esetén nem K4, hanem

K441 maximalizalja hom(G, H)ﬁ—t.

3.3. Tétel. Legyen G egy d-reguldris grdf, H pedig eqy tetszdleges graf. Ekkor

1

hom(G, o&o)v@ < hom(Kgy1, QQQ)TH,

Egy homomorfizmus a G-b6l ©QQ-ba, egy olyan csicsszinezésnek feleltethetd meg,
ahol piros, fehér vagy kék szinnel szinezhetjiik a csiicsokat gy, hogy piros és kék cstics

nem lehet szomszédos. Ez a Widom-Rowlinson model.

A tétel bizonyitasahoz sziikségiink lesz az alabbi grafmiiveletek bevezetésére.
1. GxG":

-V(GExG)=V(G) x V(G)
- B(GxG)={((u,),(v,0")) :uwv € E(G) és v'v' € E(G")}

2. HO:

- V(H®) ={f:V(G) = V(H)}

- E(H®) ={ff": f(u)f'(v) € E(H) Yuv € E(G)}
3. 1(G):

CVIU(G)) = {v:ww e B(G)}

15



- B((GQ)) ={uw :uwv € E(G), u,ve V(I(G))}

3.4. Lemma.
hom(G, H x H") = hom(G, H) hom(G, H')

Bizonyitds. Legyen f1 € Hom(G, H) és f, € Hom(G, H'). Ekkor f(v) = (f1(v), f2(v)) €
Hom(G, H x H'), mivel ha uv egy él G-ben, akkor f; és f, szerinti képe is él lesz. Tehat
definicio szerint (fy(u), fo(u)) és (f1(v), fo(v)) kozott lesz él H x H'-ben. Ez forditva
is igaz lesz. Ha f(v) = (fi(v), fo(v)) € Hom(G,H x H'), akkor f; € Hom(G, H) és
fo € Hom(G, H'), mivel ha uv egy él G-ben, akkor (fi(u), fa(u)) és (f1(v), fa(v)) kozott
lesz él H x H'-ban. Ez azt jelenti, hogy fi(u)fi(v) él H-ban és fo(u)fo(v) él H'-ben. [

3.5. Lemma.
hom(G, HY) = hom(G x G', H)

Bizonyitds. Legyen f(v) = g, € Hom(G, H®") pontosan akkor, ha h(v,v') = g,(v') €
Hom(G x G',H). Ha u és v szomszédos, akkor képeik, g, és g,, is szomszédosak. Ez
azt jelenti, hogy tetszéleges v'v' € E(G')-re, g,(u') és g,(v") szomszédosak H-ban. Ha a
h(v,v") : V(G)xV(G") — V(H) fiiggvény egy homomorfizmus az azt jelenti, hogy minden
w € E(G) és u'v' € E(G') esetén h(u,u') és h(v,v") szomszédosak legyenek. Ez valojaban
ugyanazt irja le mint az el6z6.

0

3.6. Lemma.
hom(G,I(H)) = hom(G°, H)

Bizonyitds. Legyen f € Hom(G, H). Ha v-hez tartozik hurokél, akkor f(v)-hez kell hurok-
élnek tartoznia. Tehat G°-bdl csak olyan cstucsba lehet képezni, amin van hurokél. Ez pont
[(H) lesz. Legyen g € Hom(G,[(H)). Ekkor minden v-re, g(v) rendelkezni fog hurokeéllel.
Tehat, ha G csicsaira tesziink hurokéleket, g ugyanigy homomorfizmus marad.

O
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Bizonyitds (Tétel 3.3). A bizonyitas a [6] cikkben mutatott 1épépseket koveti, felhasznéalva
a korabban definialt grafmiiveletek tulajdonsagait A bizonyitasban legyen H a fiiggetlen
halmazhoz tartozé graf.

H=c¢.
Az alabbi egyenlGségek egyszert szamolds utan kijonnek a miiveletek definici6ibol.
H™? =3¢
I(HX?) =000
Kiqg=K; x K
Ha G egy d-regularis graf, akkor G° x Ky egy d+1-regularis graf, mivel (u, 0) szomszédai
(v,1) és (u, 1) csticsok, ahol uv egy él G-ben. Igy tehét felhasznalhaté Tétel 2.1.
hom(G, I(H"*?)) = hom
= hom(G° x Ky, H)

(G°, H?)
(

< hom(Kg11,4+1, H)
(
(

= hom(Kg,, x Ky, H)
= hom(K gy 1, [(H®?))

]

Ez a tétel altalanosithato, H grafok egy nagyobb csoportjara is. Az alabbi tételt és

annak bizonyitasat [5] irja le.

3.7. Tétel. Legyen G egy d-requldris graf, H eqy tetszdleges, B eqy pdros grdf. Ekkor

hom(G, I(HP))T < hom(Kypr, 1(HP))

Legyen [, az a graf ami 2 hurokéllel rendelkezé csiicsbol all. Az egyenlGség izomorfiz-

musra utal.

3.8. Lemma. Amennyiben G eqy pdros grif,
G x K2 =G x lQ.

Bizonyitis. G = (A, B, E). Ekkor G X ly és G x Ky cstcsai Ay, As, By és By lesznek.
G X ly-ben az élek A; és By kozott, illetve Ay és B kozott mennek. G x Ky-ben az élek
Ay és By kozott, illetve Ay és By kozott mennek. Lathato, hogy ha felcseréljiik Bi-et és

Bs-t, akkor izomorfizmust kapunk. ]
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3.9. Lemma. Legyenek G, A, B tetszdleges grdfok. Ekkor
(GA)B — GAXB.

Bizonyitds. A bizonyitashoz felhasznaljuk [3] hivatkozasban szerepld tételt, miszerint H =
H’ amennyiben hom(G, H) = hom(G, H'), minden G-re.

hom(G, (H*)?) = hom(G x B, H*)
=hom(G x A x B, H)
=hom(G x (A x B),H)
= hom(G, H**5)
A szorzat asszociativitasa egyszeriien kovetkezik ugyanebbdl a tételbsl O

3.10. Lemma. Legyen G eqy tetszdleges, A eqy pdros grdf. Ekkor G x A egy pdros grdf.

3.11. Lemma. Legyen G eqy tetszdleges, A eqy pdros grif. Ekkor
hom (G, H*)? = hom(G x Ky, H*).

Bizonyitds. hom(G x ly, H) = hom(G, H)? mivel G X l; G-nek ketts diszjunkt masolata.
Tehat barmely kett6 Hom(G, H) 6sszeparosithato ugy, hogy egy Hom(G X lo, H) legyen.

hom(G, H*)? = hom(G x Iy, H*)
=hom(G x A x [y, H)
=hom(G x A x Ky, H)
= hom(G x Ky, H")

0
Bizonyitds (Tétel 3.7).
hom(G, I(H®))"@ = hom(G°, HZ)"@
= hom(G® x Ky, HB)7© (3.11)
< hom(Ky 1441, H?)752 (3.1)
= hom(Kg,, x KQ,HB)ﬁ



= hom(K$, ,, H?)71 (3.11)
= hom(K gy, [(HP))TT

]

3.3. Példa olyan H-ra, amelyre sem a K4, sem a K;; nem maxi-
malizal
Az alabbiakban [5] hivatkozasban szerepls példat ismertetjiik.

3.12. Allitas. Létezik olyan H grdf és d-requldris G grdf, amelyre

1 1

hom(G, H)*©@ > hom (K1, H)#1

€s
1 1

hOIIl(G7 H) v(@) > h0m<Kd7d, H) 2d,

Tehdat sem a Kqq, sem a Kg1 nem mazimalizdl.

3.13. Lemma. Ha G d-reguldris, dsszefiiggd, kevesebb csicsa van, mint 2d, hom(G, H) >

0 és H nem tartalmaz sem d+ 1 méretd klikket, sem hurokélt, akkor létezik olyan egész k,

hogy

1

hom(G, kH)*© > hom(Ky,1, k;]—_l)d%l

€s
1

hom(G, kH) " > hom(Kyq, kH)2.

Bizonyitds. Egy homomorfizmusban K;,1 képe egy d + 1 méretd klikk ha H-ban nincs
hurokél. Mivel feltettiik, hogy H-ban sem hurokél sem d + 1 méreti klikk sincsen,

hom(Ky4.1,kH) =0

minden k-ra.

Mivel G és K4 4 Osszefiiggd a képiik egy homomorfizmusban egy komponensbe esik. Emiatt
hom(G,kH) = khom(G, H)

és

hom(K 44, kH) = khom (K44, H).
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Igy az alabbi egyenl6tlenségre kell megfelels k-t talalnunk.

(k hom(G, H))™@ > (khom(Kyg, H))3

Ez atrendezve )

- hom(Kdd,H)lﬂ
hom(G, H) @

A jobb oldal nem fiigg k-t6l, a bal oldal pedig k novelésével a végtelenbe tart, mivel

2d > v(G). Tehat létezik k amire

1

hom (G, kH)™® > hom(K gy, kH)#T =0

és
1

hom(G, kH) 7 > hom(Kyq, kH)2 .

]

Ahhoz, hogy megfelels legyen az ellenpéldank, taldlnunk kell egy olyan G és H grafot,
amelyek teljesitik a fenti feltételeket. H legyen K,. Erre teljesiil, hogy nincs benne d + 1
méretd klikk. G legyen kett§ d — 2 hosszu kor, amiben minden csiics 6ssze van kotve a
mésik kor Osszes cstuicséval. Ez a graf d-regularis, kevesebb mint 2d cstcsa van, valamint
Osszefiiggs. Amennyiben d > 6, hom(G, H) > 0, mivel G kiszinezhet6 6 szinnel tugy,
hogy a két kort 3-3 kiilonb6z6 szinnel szinezziik. Egy Ky-be képzé homomorfizmus az egy

d-szinezésnek felel meg, tehat ebban az esetben hom(G, H) > 0 lesz.
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4. Nem d-regularis eset

4.1. Also becslés i(G)-re

Koréabbi allitdsokhoz hasonldakat kimondhatunk olyan G grafokra, amelyek nem feltétle-

nil d-reguléarisak. Az elsé ilyen allitas Tétel 2.4 altaldnositasa lesz.

4.1. Tétel. Legyen G egqy tetszdleges grdf. Ekkor

> H Kdv+1 dv+1
veV(Q)

A 2] cikk szerz6i megjegyzik, hogy a bizonyitasuk egy részét mesterséges intelligencia,
pontosabban az Aletheia és a Gemini Deep Think 3.0 allitotték eld.

Az allitas bizonyitashoz bevezetjiik a fiiggetlenségi polinom tobbvaltozos alakjat

=2 1

Iel(G)vel

A = (Ay)vev(e) egy vektor G csticsain.

4.2. Tétel. Legyen G eqy tetszdleges graf. Ekkor

| | d
ZKdle v+1.

veV(Q)

Za(Ay) az egyvdltozds fiiggetlenségi polinomra utal.

Bizonyitds. v(G)-re vett indukcioval lassuk be az allitast, tehat tegyiik fel, hogy

H ZKdu-H d”“ < ZG*()‘)'
veV(G*)

minden |V(G*)| < n esetén. v(G) = 1 esetén az allitas trividlisan teljesiil.
Ze\s(A) esetén X azt a vektort jeloli amiben csak azokhoz a v-khez tartozé A,-k vannak

amik benne vannak G\ S-ben. w legyen egy olyan cstcs aminek fokszama maximalis. Ekkor

Za(N) = Zavw(X) + A Za\ (won w) (A)-

Legyen X' az a vektor G cstcsain ahol A = 0 minden v € N(w) esetén, és \ = A,

egyébként.

Zen(woN ) (A) = Zenw(X')
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Igy az indukcios feltétel miatt

Za(A) = Zavw(A) + A Zan (wun (w)) (X)

= Zevw(A) + A Zenw(X)

> Zg \w (A) + A\ ZG\w(X).
Tehat elég belatnunk, hogy

Zgw N+ NZg (N = Z5(N). (1)
Definiciébol adodik, hogy
G\w H ZKdU H ZKdv+1 (Av)m
vEN (w) veV(G\(wUN (w)))

és

1
ZowN) = Il Z.Ou)me.
veV(G\(wUN (w)))

Igy az (1)-es egyenl6tlenséget leosztva HveV(G\(wUN(w))) ZKayin (/\U)ﬁ—gyel az alabbi egyen-
l6tlenséget kapjuk:

H ZKd d” + Aw 2 ZKd +1 dw“ H ZKdv+1 d”“
vEN (w vEN (w)
Mivel K4-ben a fiiggetlen halmazok a cstcsok, és az tires halmaz, Zg,(\,) = 1 + dA,

lesz. Tehat ha w foka m, akkor a kovetkezd allitast kell bizonyitani.

4.3. Allitas. Legyen m > 1 egész szam, 1 < dy,...,d,, < m €s Ao, A1, ..., Ay, nEMnegativ
valosak. Ekkor

m m

T+ did)® + Xo = (1+ No(m + 1) 5 [](1+ A(d; + 1)) %7,

= i=1
Legyen
A@' = (1 + di/\i)d%' és B; = (1 + (di + 1))\0@,

a belsliik képzett szorzatok pedig legyenek
A=]J4 & B=]]B:
Ekkor az allitas a kovetkez§ lesz:
A4 X > (1+ Ao(m+1))77 B
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El6szor a szamtani és mértani kozép kozti egyenlGséget fogjuk alkalmazni.
1

(14 Ao(m + 1) B = ((1+ dofm + 1)(B")") ™"

- 14 Ao(m + 1) + mB™w
- m—+1

l—l—mBmvil
=+ X
m—+1

Tehat az alabbi egyenlStlenséget elég belatni, hogy

(m+1)A>1+mB" .

A jobb oldalra alkalmazzuk tjra a szamtani és mértani kozép kozotti egyenlGtlenséget.

Legyen y; := mB/" 1.

m
1

1—|—mBmT+1:1+Hyf

=1

1
L y"
i=1 i=1 1 Ty o (L)
1
<10+ I S
E Y 217nl+yz ;m(l—i—yz)
m N m 1
— 1 E R
[+ o
i=1 i=1
=[Ja+u)»
i=1
= H (1+ mBm+1)
Tehat most az alabbira modosult az egyenlGtlenség:
m 1
i=1
Mindkét oldalt m-edeik hatvinyra emelve:
(m+1)mAm:H (m+1)A H(l—l—mBlmH).
i=1 i=1

Az utolso lépés az lesz, hogy az egyenlGtlenséget belatjuk kiilon-kiilén minden i-re, igy

a szorzatukra is teljesiilni fog az allitas.

23



Tehat az aldbbit kell belatni:
(m+1)A" > 14+ mB"*.

Az eredeti alakjaban egy oldalra rendezve

m m—+1
a:

fOG) = (m+ 1) +dN)% —m(l+ (d; + 1)N) % —1>0.

f(0) = 0, tehat f(\;) pozitiv lesz amennyiben az elsé derivaltja minden pozitiv \;-re
pozitiv.
£ = mlm -+ D+ dd) T = o+ Dim(L+ (d + 1A

m—d.

—d; m—d;
=m(m+1) ((1 +didi) 5 — (14 (di +1)N) 4+ >
Mivel m > d; és m > 1, a fenti képlet pontosan akkor lesz pozitiv amikor
dit1
Ez az egyenlGtlenség méar kovetkezik a Bernoulli-egyenlStlenségbdl, miszerint
(I+2)">14+nz

pozitiv x és n > 1 esetén. Tehat

(m+ 1A > 1+mB"H,

4.2. Fels6 becslés hom(G, H)-ra

A tovabbiakban a grafhomomorfizmus fogalméat kiterjesztjiik élsulyozott H grafokra is.
Ekkor H egy V(H)?* — R fiiggvénynek is tekinthets. Ekkor

hom(G H):= > [ H(ew), ).
p:V(G)=V(H) weE(Q)
Ekkor pozitiv szemidefinit H-kra hasonlé allitdis mondhat6 ki, mint a fiiggetlen halma-

zokra.

4.4. Tétel. Legyen G eqy tetszdleges, H eqy élsilyozott grdaf, pozitiv szemidefinit adjacen-

cia mdtrizszal. Ekkor

hom(G,H) <[] hom(Ky, ., H)#e.
veV(G)
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A kovetkezGekben a [4] hivatkozasban szerepld bizonyitést ismertetjiik A bizonyitéshoz
bevezetiink egy fiiggetlenségi polinomhoz hasonlo fogalmat. Legyen A = ()\,), € V(G)
egy vektor, és A, : V(H) — Ry fiiggvények. Ekkor legyen

homy (G, H) == Y IT # H Ao

»:V(G)=V (H) weE(G) veV (G
Amennyiben A\ egy darab V(H) — R fiiggvény, hom, (G, H) azt a homy (G, H)-t jeloli

amikor A\, = A minden v-re.

4.5. Tétel. Legyen G eqy tetszdleges, H eqy élsilyozott grdaf, pozitiv szemidefinit adjacen-
cia mdtrizszal. X = (\,), € V(G) egy vektor, és A, : V(H) — Rs fiigguények. Ekkor

homA(G, H) S H hOIﬂ)\v(KdU_H, H)Tl-&-l
veV(G)
Az lathato, hogyha \,(u) = 1, minden v € V(G)-re és u € V(H )-ra akkor megkapjuk
Tétel 4.4-t.

Bizonyitds. Alkalmazzunk indukciot a fokszamok felsé korlatjara majd a cstcsok szamé-
ra. Amennyiben a maximalis fokszam 1 vagy a csicsok szama 1, az allitas trividlisan
teljesiil. Legyen a fokszamok felsé korlatja m, és w legyen egy cstucs aminek a foksza-
ma m. Amennyiben nincs ilyen csiics, az allitas teljesiil az indukcios feltétel miatt. Le-
gyen ¢ : V(G) — V(H) figgvény. Ekkor p = (tho)vev(c\w), tos Ao @ V(H) = Rsq.
Lo (p(0)) := Ay (p(v)) H(p(w), p(v)) amennyiben v € N(w), i, := A\, egyébként.

homy (G, H) = Z IT H H Ao

Vv V(H) weE(G) veV(G
= Z Auw(p(w)) HHsow7<,0v))
p:V(G)—=V(H) veEN (w)
[T Heew) o) J[ Ml
weE(G\w) veV(G\w)
= Z Aolpw) Y [T Hew) ew)
pw€V(H ©:V(G\w)—V(H) wweE(G\w)
H Mole@) T Hpw e
veV(G\w) vEN (w)
= Y Au(pw) homy, (G\w, H)
CPweV(H)
< 3 ulew) ] bomy, (Ke, )@ [[  homy, (Kgur, H)™e
oweV (H) vEN (w) vEV(G\(wUN (w))
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Miutan mindkét oldalt leosztjuk [T ey (i DO, (Ka,41, H) @ -val, az allitas

alabbira forméara egyszertisodik:

S Aulew) [ homy, (Ka,, H)# < homy, (K1, H)@s [ homy, (Kg,o1, H)@5.

pw€V(H) vEN (w) vEN (w)

Alkalmazzuk a bal oldali kifejezésre a Holder-egyenlGtlenség tobb tagra altalanositott

alakjat.
1
Z Ao (Pw) H hom,,, (Kg,, H du< H ( Z Aw (@) hom,,, (Kdv,H)dw>
owEV (H) veN (w) vEN(w)  pweV(H)

Igy az alabbi egyenlétlenséget elegendd belatni:

H Z Aw(Pw) homMU(Kd,H)%Shom,\w(de_H,H)% H hom,\v(Kd,UH,H)%.

veEN (w) pw€eV (H) vEN (w)

Ahhoz, hogy ezt belassuk elég belatnunk az dsszes v € N(w)-re, hogy

> Aulpw) homy, (Kq,, H)# < homy, (Kq, 1, H)@ homy, (K, 41, H) 75,
@wEV(H)

Vezessiink be néhany jelolést:
ha(A) == homy(K,, H)

1
n(ww) = homuv (Kdv’ H)% °
hi(A) definici6 szerint megegyezik > v sy A(pw)-vel, tehat
du
Z /\w(<pw> hom#v (Kdv7 H) dv = hl(Awndw)
pw€V (H)

Tlletve

dw

homy, (Ka, 11, H) 7T homy, (Kg, 11, H) 35T = hay 1 (M) 7T gy 11 (Ay) 57

Definialjuk a kovetkezé sorozatot:

s(s—1)

M, = h8(>‘w77dw+1_s)hdv+1()‘v> dotl,

s helyére behelyettesitve 1-et és d,, + 1-et észrevehetjiik, hogy

(dw+1)dw

My = hi(An™) 68 Mgy i1 = hay1(Aw)hay41(Ay) @51
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Tehat be kell latni, hogy

Ezt az allitast a kovetkez6 lemmak segitségével tudjuk belatni.

4.6. Lemma. Legyen G* az a graf amelyet gy kapunk, hogy G-hez hozzdveszink egy
csucsot ami dssze van kotve az dsszes tobbi csiuccsal. G** az a grdf ami ugy kapunk,
hogy G-hez hozzd vesziink két csicsot amik Ossze vannak kétve az dsszes tobbi csicesal,
de egymdssal nem. v = (Vy)vev(ce) €5 b = (fo)vev(cs) gy, hogy p,A, = v2 minden
v € V(G)-re és az 1j csucsokhoz tartozo v és p figgvények megegyeznek. Ezt jeldlje v*.
Ekkor

hom, (G, H) hom,(G**, H) > hom, (G*, H)*.

Bizonyitas.
= 11 Heew.et) T A
weE(G) veV(G)
hOIIl)‘(G, H) = Z H)\(QO>
¢:V(G)=V(H)
hom, (G, H)y= Y Y v (@) [[ H@ ¢w@) Hlp)
p:V(G)=V(H) o*eV (H) veV(G)
hom,,(G*™, H) = Z ( Z H H(e", o(v ) Hy(p)
©:V(G)—V(H) <p*eV( ) vEV(G
Mivel minden v € V(G)-re p,\, = v2, egy adott p-re Hy(p)H,(p) = H,(p)?. Tehat
alkalmazva a Cauchy-Schwarz-egyenlStlenséget pont a lemmat kapjuk. O

4.7. Lemma. Tegyiik fel, hogy Tétel 4.5 teljesiil minden G grdafra aminek a legnagyobb
fokszdma kisebb mint m. Legyen 1 < t < m egész szam, és X\, v, u: V(H) — Rsq gy,
hogy M\ = v?. Ekkor

o

hey (N) =Tyt ()71 > ha(v)F

Bizonyitds. Legyen p' = (u,)vev(x:=,)- t, = 4 minden v € V(K; 1) —re és p, =
egyébként. Igy A, i’ és v teljesitik Lemma 4.6 feltételeit. Tehat

hom) (K;_1, H) hom,, (K;*,, H) > hom, (K} ;, H)*. (1)

K;*,-nak t — 1 darab ¢ foki csticsa van és 2 darab t — 1 foki csticsa van. gy felirhaté ra
Tétel 4.5 az alabbi modon:

2
t .

homy, (K, H) < hyys (1) 7 ha(v)
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Mivel K7, = K,
hom,, (K} |, H)? = hy(v)*.

Tehat (1)-es képlet atirhatoé az alabbi modon:
t—1
haea (Mo (1) Fha(v) 2 ha(0)”
Atrendezve, majd a (¢t — 1)-edik gyokot véve, a kivant allitast kapjuk. ]

4.8. Lemma. Legyen a eqy pozitiv egész szam, H eqy pozitiv szemidefinit mdtriz és p, v

legyen [a] — Rsg. Ai = (A\y)vek, @z aldbbi mdodon minden 1 < i < a-ra.

A=y ey by, vy )
—— ——

i darab a—1i darab
E = hOm)\i (Ka, H) = ha(Al)

Ekkor minden 0 < s <a— 2-re
Fst+2 Z F52+1

Bizonyitds. Jeloljuk K, csucsait v;-vel. ¢ jeloljon egy [a] — V(H) fliggvényt.
S:{5+175+2}7 T:[CL]\S, @'SISOSU <P|T:<PT

L(j, ) : N H e

ieT
Ly (o7) ZH (s+1),0(s+2) Luls+1,9) L(s+2,¢)
Mivel H pozitiv szemldeﬁnlt
(vT Hv)(u" Hu) > (vl Hu)?.
Ez 1,(j, ¢) = vy() €s 1,(J, ©) = uy(;) estén pont az alabbit jelenti:

LV,V(‘PT)LM,M(‘PT) > LW/(‘PT)2~

=TT He(0),0G) [] e T] v(eli))
iAjET i=1 1=5+3

Ekkor

F Zg SOT I/V(SOT 5+1 Zg (;DT (782 SOT s+2 Zg SOT Loy fh SOT)
T
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Cauchy-Schwarz egyenl6tlenség miatt

FFopp = Zgw v (spr Zgw o (7) (ngoT I Lo (@) Liss sDT)).

Tehat

FFo o= Z Q(SOT)LV,V(‘PT) Z Q(SOT)LML(SOT)
> (Y ster)y Luslor) Luulor))
> (Zg«oT)Lu,u(w))Q

2
Fs—l—l

]

4.9. Lemma. Legyen d tetszdleges pozitiv egész szim, N eqy tetszdleges V(H) — Rxg
fiiggvény, n(p,) = hom,, (KdU,H)i a mdr kordbban definialt V(H) — Rsq fiigguény.
Ekkor

hiNn?) = har1 (N, Ay ooy Ao)).

Bizonyitds.

ha(N'?) = homya (K, H)

= Z /\/ Spw Spw

pw€V(H

= Z /\’ (¢w) hom,, (K4, H)

Pw€V(H)

= 2 Xew 2 I HE@e0) [ ]l

pw€V (H) pi[d] =V (H) i<j<d i<d

= Y New Y. I He@,e0)) [ ] Melel) Hpw, o(i)
Ppw€V(H) pid| =V (H) i<j<d i<d

= Y Xy TT Hel 20D MG

p:[d+1]=V (H) i<j<d+1 i<d

—hom()\/,\ ..... /\v)<Kd+1>H)

= hd+1((>\/7 A’UJ RS AU))
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Emlékezziink vissza a korabbi M, sorozatra. Egyszertiség kedvéért legyen d := d, és
m = d,. Ekkor az M, igy irhato fel:

(s—1)s

My = hs(A)™ ) hg 1 (N) 1.

4.10. Lemma. Legyen Fy egy valds szamokbdl dllo sorozat, mely teljesiti az FsFy o > F2
feltételt. Ekkor
F;'F, > Ff

Ez az allitas alkalmazhato a Lemma 4.7-ben illetve Lemma 4.8-ben szerepls sorozatra

is.
Bizonyitds. . . .
Fs > Fs— s—1 > Fs— s—2 > > Fs— 1
N "Fy T "Foy T N 'Fy
Tehat
F
F R, > F§*1F3,1F1 =572 F,  F > F57°F, oFf > .. > Ryl Fi 2 > FY.
0
O
4.11. Lemma.
Mgy > MgM,

Bizonyitds. N = \,n™~% behelyettesitéssel.

Md+1 = hd+1(>\v77m_d)hd+1(>\v)d = hd+1(>\,)hd+1()\v)d

(d—1)d (d—1)d

1 = hq(A'n)hap1(Ay) 1

My = ha(n™ " haya(A)
My = hy(Apu™) = ha(N'p?)
Igy az &llitas az alabbi moédon frhaté fel:

(d—1)d

Rt (N har1 (M) > ha(A'n)harci(Ao) a1 hi(Nn?).

(d—1)d
Miutéan leosztunk hgyq(\,) a1 -vel:

hass(Nhasr (M) 31 > hy(Nn)hy (V).
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[rjunk fel két egyenlStlenséget hq(N'n)-re, illetve hy(Nn?)-re.
Legyen Fy = hgyq- S(A'ns)m+11—s minden 0 < s < d -re. Ekkor Lemma 4.7 miatt teljesiil,
hogy FyFypo > F2.,. Ekkor F¢m'Fy > F{ is teljesiil. Tehat

han (N) 5 hy (V) > ha(N'n).
Lemma 4.9-bol kovetkezik, hogy
hi(A'n?) = Ra (X, X, s M)
Igy alkalmazhat6 ra Lemma 4.8 az alabbi modon:
P NTY) = B (N, sy W) S Baia (M) P haia (V) 71

Ezt a két egyenlStlenséget Gsszerakva megkapjuk a kivant allitast.

&.

ha(Nn) By (N1?) < haer (V)5 Ry (VD)% < Bair (N )hasr (M)

4.12. Lemma. Legyen d < s < m — 1 egész szam. Fkkor
MsMs+2 Z MS2+1

Bizonyitds. Legyen v; = \yn™ 1%, 1o = A\yn™ 7%, Ekkor az 4llitds az alabbi médon
irhato fel:

s(s—1) (s+2)(s+1) 2s(s+1)

hs(l/l)hd—i-l()\v) d+1 hs+2(y2)hd+1()\v) a1 > hs+1(\/V1V2)2hd+1()\v) a+1

Miutan a hgy; es tagokat egy oldalra rendezziik és gyokot vonunk

Vi) haa(ve) hass (M) T > hopr (o).

[rjuk fel h,(v)-t egy masik alakban.

hew)= > ] Hle@), () []vle6)

p:[s] >V (H) i<j<s i<s

= > II H@@.eG) I ve@)H6),00)
p:[s] =V (H) i<j<d—1 i<d—1,j>d

L1 Ao, () [T (e

i,7>d j>d
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= > haa(wH©@) [T He@) () [ v(e())

pi[s+1-d|=V(H) 1,7>d j>d

ahol vH (p) az a V(H) — R fiiggvény, amely u € V(H) helyen v(u) [[307" H(u, ¢(i))

értéket rendeli. Hasonlé egyenlGség felirhatd hgyi-re és hg o-Te.

h5+2<1/2> = Z hd+1 l/QH H H Hl/2

p:[s+1—-d|—=V(H) 1,5>d j>d
hey1(v/1h1e) = Z ha(v/vivaH (e H H(yp H Vive(p
p:[s+1—d]—-V (H) i,j>d j>d

Irjuk fel hy(v1)hgio(vs)-re a Cauchy-Schwarz egyenl6tlenséget.

Vhs(W1)hsso(va) > Z Va1 (1 H () has (v2H (g H Hp SO(J))H V(o))

i,j>d j>d

A bizonyitashoz tehat elég belatnunk minden ¢ : [s + 1 — d] — V(H)-re, hogy

Vhat (H (@) hat (VH () hass (M) T > ha(v/vr2H ().

N = wH(p) = v1n 2H(p) jelolés mellett

ha y (N1 hain ()2 haea (M) T > ha(X'7).
Lemma 4.7-b6] kovetketik az alabbi két allitas:
ha 1 (N12) 2 hayy (N)EFD > hy(Np) T

)

a(N
Lemma 4.9 miatt teljesiil, hogy hi(A'n?) = hap1 (N, Xy, ...; Ay)), tehat alkalmazhatjuk

=

hapa (N) A0 hy (Ng®)a > b

Lemma 4.8-t az alabbi modon:

=

haet (X) T80 B () TH7 > g (X1,
Ezt a 3 egyenl6tlenséget Osszeszorozva megkapjuk a kivant allitast. O]
Ezekkel a lemmakkal mar be tudjuk latni az allitast, miszerint
M < Mg

A bizonyitas m — d-re val6 indukcidval fog torténni. m = d esetén Lemma 4.8 éa Lemma

4.9 miatt teljesiil az allitas.
M{n-‘rl = hl(Awnm)m—'—l = hm-l-l(()‘w» vy oons Av))m—i_l < hm-i-l()‘)hm-&-l()‘v)m = Mm41
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m > d esetén az indukcios feltétel miatt M{" < M,,.

IN
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