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Bevezetés

A gráfelmélettel vagy kombinatorikus optimalizálással foglalkozó matematikusok körében
aligha találni olyat, aki ne hallott volna a TSP-ről, vagy magyar nevén az Utazóügynök-
problémáról. A feladat közismerten NP-nehéz, és megoldásának keresése közel száz éve
foglalkoztatja az e téren dolgozókat.

Mint sok híres NP-nehéz feladat esetében, az Utazóügynök-problémával kapcsolatos
kutatások is többnyire két különböző elhatározás egyike szerint közelítik meg a feladatot;
vagy egzakt megoldási módszerek kidolgozását tűzik ki célul, vagy közelítő algoritmusokét.
Míg az előbbi terén, az újabb és újabb elvek felfedezésével, illetve a számítástudományi
eszközök fejlődésével lényeges előrelépések történtek még a 2000-es években is, és egyre
nagyobb és nagyobb gráfokra lett megoldva a probléma, a közelítő algoritmusok tekinte-
tében a közel ötven évvel ezelőtt leírt Christofides-algoritmus 3

2
-közelítése egészen 2023-ig

a legjobbnak számított, és akkor is csak egy igen kis epszilonnyit tudtak javítani rajta.
Azonban ez nem jelenti azt, hogy a kutatás azóta stagnált volna. A problémának szá-

mos érdekes és a gyakorlatban releváns változata létezik, amelyekre ennél jóval nagyobb
léptékű javítások is születtek az elmúlt pár évben. Ezek egyike az (1,2)-TSP, azaz a TSP
feladat azon plusz megkötéssel, hogy minden él súlya 1 vagy 2. Ez egy lényeges leegysze-
rűsítése az eredeti problémának, azonban még így is NP-teljes, és kellően összetett, hogy
kutatás tárgyát képezze.

Ezen szakdolgozat célja az (1,2)-TSP részletes vizsgálata. Ennek érdekében először
ismertetem a probléma történeti fejlődését, majd bemutatom a megoldására kidolgo-
zott közelítő algoritmusokat. Úgy vélem, erre a legalkalmasabb sorrend az egyszerűbb,
de pontatlanabb módszerek felől indulni, majd fokozatosan haladni a komplikáltabb, de
kisebb approximációs hányadosú algoritmusok felé. Közben teszek egy-két rövidebb kité-
rőt kapcsolódó problémát, és megoldási kísérletek megemlítésére, és a szakdolgozat utolsó
részében ismertetek két 7

6
-approximációs hányadosú algoritmust is, melyek közül az utób-

bi néhány módosítással 8
7
-közelítőre fejleszthető, ami megfelel a jelenleg ismert legjobb

közelítésnek a feladatra.
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1. fejezet

Történeti fejlődés

A hagyományos utazóügynök-probléma legkorábbi felbukkanásait a 19. század első felére
tehetjük, azonban hasonló feladatok már lényegesen régebb óta foglalkoztatták a mate-
matikusokat. Az egyik legkorábbi ilyen a huszárbolyongás kérdése volt: be lehet-e járni
a nyolcszor nyolc mezőből álló sakktáblát egy huszárral, minden mezőt pontosan egyszer
érintve, és végül visszatérve a kiindulási mezőre. A huszárbolyongásra már a 14. században
készült feljegyzett megoldás, és a probléma különböző variációi (pl. teljesíthető-e a huszár-
bolyongás bizonyos mezők elhagyásával) még a 18. században is publikáció témái voltak.
A probléma más korábbi változatai közé tartoztak a különböző poliéder-csúcsbejárási fel-
adatok, mint amilyen az R. W. Hamilton által készített „Icosian Game” is volt. Ez egy
egyszemélyes puzzle-játék, amely során a játékosnak a táblát alkotó, síkba vetített dode-
kaéder csúcsain kell Hamilton-kört keresnie, számozott fakorongok lehelyezésével.

Maga a „Traveling Salesman Problem” elnevezés feltehetőleg egy 1832-ben kiadott,
utazóügynökök számára szóló útmutatókönyvre vezethető vissza, amely Németország na-
gyobb városainak bejárását taglalta.

A probléma fejlődésének egy fontos pontja volt egzakt és közelítő algoritmusok elkü-
lönítése K. Menger által, az 1930-as években, aki mindkettőre adott egy-egy lehetséges
eljárást: a „brute force” metódust, és a „legközelebbi pont” heurisztikát.

A következő jelentős előrelépés az ’50-es években történt, amikor G. Dantzig IP-
feladatként írta fel a problémát, majd kifejlesztett egy vágósík alapú módszert, amely
felhasználásával 49 városra (azaz 49 csúcsú gráfra) megoldotta a feladatot.

A ’60-as években R. E. Gomory több algoritmussal is előállt, mint lehetséges megoldási
módszerek, ezek közül a legsikeresebb a Branch & Bound megközelítést használta. A ’70-
es években R. M. Karp belátta, hogy a Hamilton-kör probléma, és ebből kifolyólag a TSP
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is, NP-nehéz. Ugyanebből az évtizedből származik a közismert Christofides-algoritmus,
ami 3/2-közelítő megoldást ad a TSP-re. A ’80-as években M. Grötschel algoritmusa a
vágósík és a Branch & Bound módszerek kombinálásával már 2392 városos példákra is
meg tudta oldani a feladatot.

A probléma tanulmányozásának utolsó jelentős fejlődési szakasza a Concorde nevű eg-
zakt megoldószoftverhez köthető. A programot D. Applegate, R. E. Bixby, V. Chvátal és
W. J. Cook fejlesztette ki a korai ’90-es években. A Concorde a következő tizenöt évben
több rekordot is megdöntött, és 2006-ra már 85900 városos példára volt képes megoldani
a problémát.

A speciális (1,2) eset pontos származását nehéz meghatározni. Egy korai felbukkanása
Karp munkájában lelhető, aki a hagyományos TSP tanulmányozása kapcsán foglalkozott
vele, és bebizonyította az NP-nehézségét. 1992-ben S. Viswanathan publikált egy cikket,
amiben megadott egy viszonylag egyszerű 17/12 közelítést, a következő évben pedig C.
Papadimitriou és M. Yannakakis megjelentetett egy részletes cikket [7], kizárólagosan az
(1,2)-TSP-ről, amelyben bebizonyították, hogy a feladat MAX SNP-nehéz, és mutattak
egy jobb algoritmust, ami 7/6-közelítése a problémának.

A legutolsó fontos előrelépés a feladat közelítése terén 2005-ben történt, amikor P.
Berman és M. Kapinski kidolgozott egy 8/7-approximációs algoritmust. Ezen módszer
hosszú ideig a legjobb közelítésnek számított, egy egyszerűbb, azonos közelítési hányado-
sú algoritmus megjelenésére egészen 2018-ig kellett várni.
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2. fejezet

Körfedésen alapuló közelítő

algoritmusok

2.1. Feladat meghatározása, alapok

Mielőtt nekikezdenénk a különböző algoritmusok ismertetésének, rögzítsük, hogy ponto-
san mi a feladat kiírása, és milyen triviális megállapításokat tehetünk róla. A dolgozat
hátralévő részében tagolt feladat a következő:

2.1.1 Definíció ((1,2)-TSP). Legyen G egy n csúcsú, irányítatlan teljes gráf, c : E →
{1, 2} G élein értelmezett súlyfüggvény. A feladat olyan Hamilton-kört találni G-ben, mely-
ben a felhasznált élek összsúlya minimális.

A feladat természetesen NP-teljes, könnyedén visszavezethető az általános Hamilton-
kör keresés feladatra. Egzakt megoldást így a tudomány jelenlegi állása szerint nem re-
mélhetünk, a célunk minél jobb közelítő algoritmus megadása.

2.1.2 Definíció (Közelítő algoritmus). Egy algoritmust α-közelítőnek nevezünk, ha
polinomiális időben fut, minden inputra, amelyre létezik megengedett megoldás, ad egy
megengedett megoldást, és az algoritmus által adott megoldás értéke legfeljebb α-szorosa
az optimumnak (továbbiakban OPT).

Vegyük észre, hogy a kitűzött feladatra az optimum értéke sosem lehet kisebb, mint n.
Ezt a triviális alsó becslést többször felhasználjuk a későbbiekben, sőt, segítségével rögtön
megalkotható egy egyszerű 2-közelítés:
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2.1.3 Algoritmus. Vegyük G csúcsainak egy tetszőleges sorrendjét. Legyen ez a bejárási
sorrendünk.

2.1.4 Állítás. Ez az algoritmus 2-közelítés az (1,2)-TSP feladatra.

Bizonyítás. Az algoritmus által adott megoldás értéke legfeljebb 2n, ugyanis n élt hasz-
nál, és minden él súlya legfeljebb 2. Az OPT értéke minimum n, így az algoritmus meg-
oldása legfeljebb kétszerese a tényleges optimumnak. □

2.2. Legegyszerűbb körfedéses algoritmus

Eddig persze még semmi látványosat nem értünk el. Vegyük észre, hogy mivel a c súly-
függvény értékkészlete csupán az {1,2}, c-re teljesül a háromszög-egyenlőtlenség, emiatt
az (1,2)-TSP a metrikus utazóügynök-probléma egy speciális esetének tekinthető, és így
alkalmazható rá a Christofides-algoritmus. Vagyis rendelkezésünkre áll egy 3

2
-közelítés,

szeretnénk a speciális megkötés felhasználásával ennél jobbat találni.
A legegyszerűbb ilyen közelítő algoritmusok egy minimális körfedésből indulnak ki.

2.2.1 Definíció (Körfedés). Körfedésnek hívjuk egy gráf csúcsainak diszjunk körökkel
való fedését, azaz a gráf éleinek egy olyan részhalmazának kiválasztását, hogy minden
csúcsra pontosan kettő él illeszkedik a részhalmazból. Amennyiben adott a gráf élein egy
súlyfüggvény, minimális körfedésnek hívjuk az olyan körfedést, amelyben szereplő élek össz-
súlya minimális.

Körfedést és minimális körfedést polinomidőben tudunk keresni egy gráfban, a követ-
kező módon:

2.2.2 Algoritmus. Vegyük a G gráfot, és készítsünk egy G′ segédgráfot:

1. G minden v csúcsát helyettesítsük egy Kd(v),d(v)−2 teljes páros gráffal, ahol d(v) a v

csúcs fokszáma.

2. Emellett G minden uv élére kössük össze az u csúcshoz tartozó teljes páros gráf, és
a v csúcshoz tartozó teljes páros gráf nagyobbik osztályának 1-1 csúcsát, oly módon,
hogy minden v csúcs minden szomszédjával különböző nagyobbik osztálybeli csúcs
legyen összekötve.
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2.1. ábra. Két szomszédos csúcs átalakítása

3. Ekkor a G-ben való körfedés keresése ekvivalens az ily módon készült G′ gráfban való
teljes párosítás keresésével. A megtalált teljes párosítás azon élei, melyek egy adott
Kd(v),d(v)−2-n belül találhatóak, nem kerülnek be G körfedésébe, azok pedig, amelyek
két különböző csúcshoz tartozó teljes páros gráfok között húzódnak, igen.

4. Amennyiben minimális körfedést akarunk keresni, a G-beli élsúlyokat átmásolva a
megfelelő G′-beli élekre, a páros gráfokon belüli éleknek pedig egységesen 0 súlyt adva,
majd G′-ben egy minimális súlyú teljes párosítást keresve jó megoldást kaphatunk.

Ennek segítségével megadhatunk egy 4
3
-közelítő algoritmust a problémára:

2.2.3 Algoritmus. Induljunk ki egy C minimális körfedésből, ezután egyesével kötögessük
össze a köröket. Mivel G teljes, bármely két diszjunkt kör egy-egy élét felbontva összefűz-
hetjük a köröket, ezt tegyük úgy, hogy amikor csak lehet, 2-súlyú éleket bontunk fel.

2.2.4 Állítás. Ez az algoritmus 4
3
-közelítő az (1,2)-TSP-re.

Bizonyítás. Egy körnek legalább három csúcsa van, ezért a minimális körfedés által
használt körök száma legfeljebb n

3
. Egy összekötés költsége (azaz, hogy a használt élek

összsúlya mennyivel növekszik) lehet -2, -1, 0, 1 vagy 2. Azonban 2 csak akkor lehet, ha
a jelenlegi körök egyikében sincs 2-súlyú él, és a becserélt két él mindegyike 2-súlyú. Ez
pedig csak az első összekötés során fordulhat elő, vagy pedig olyankor, ha az ezt megelőző
összekötés költsége legfeljebb 0 volt (minden más esetben az algoritmus talál legalább egy
felbontható 2-súlyú élt).

Tehát n
3

darab összekötés történik, és költségük átlagosan legfeljebb +1. Így az algo-
ritmus által adott Hamilton-kör összsúlyára a következő felső becslés adható:

c(alg) ≤ c(C) +
n

3
≤ OPT +

n

3
≤ OPT +

OPT

3
=

4

3
·OPT (2.1)

Ahol c(alg) az algoritmus által adott megoldás értéke, és C a minimális körfedés. □

2.2.5 Megjegyzés. Ez a becslés éles. Képzeljünk el egy olyan gráfot, amelyben lehetséges
csupa 1-súlyú élekből álló háromszögekkel lefedni a csúcsokat, és emellett még van egy csupa
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1-súlyú élekből álló Hamilton-kör is. A minimális körfedés algoritmus a háromszögeket
találja meg, ezután pedig az összekötögetést olyan szerencsétlenül végzi, hogy mindegyik
költsége +1. Ekkor az optimum n lenne, de az algoritmus 4

3
n értékű megoldást ad.

2.3. Bonyolultabb körfedések

A fentiek láttán egy természetesen felmerülő kérdés: tudnánk-e olyan körfedést keresni,
amely garantálhatóan kevesebb, mint n

3
körből áll? Ez esetben ugyanezzel a módszerrel

jobb approximációt érhetnénk el. A kérdés általánosítása a Ck-mentes körfedés feladat,
azaz a k méretű kört nem tartalmazó körfedés megtalálása. Mint láthattuk, a k = 2 eset
egyszerűen visszavezethető a párosításra. A k = 3 esetre elsőként D. Hartvigsen adott
polinomiális algoritmust [2], majd később egy jóval egyszerűbbet (mind az eldöntési, mind
a minimalizálási verzióra) K. Paluch [3]. A k = 4 eset jelenleg nyitott kérdés, a k ≥ 5

esetek pedig egyöntetűen NP-teljesek, ennek bizonyítása megtalálható D. Hartvigsen és
Y. Li cikkében [4].

Vagyis az eddigi eredmények alapján kiindulhatunk egy háromszögmentes körfedésből,
ekkor minden kör legalább 4 csúcsot tartalmaz, tehát a körök száma legfeljebb n

4
, így az

előbbi algoritmus 5
4
-közelítést ad.
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3. fejezet

Lineáris programozási megközelítés

Gráfokon végzendő optimalizációs problémáknál bevett módszer a lineáris programozási
feladatként való felírás. A Concorde óta a TSP legsikeresebb approximációi is LIP felada-
tok közelítésén alapultak, tipikusan a Branch & Cut módszerrel. Az alapötlet hasonló volt
az eddigiekhez: először a körfedés feladat felírása, majd ennek átalakítása Hamilton-kör
kereséssé további feltételek hozzávételével.

Ha fel akarjuk írni a feladat eldöntési verzióját, először vegyünk fel egy xe változót a
gráf minden élére (mely értéke 1 lesz, ha az e él bekerül a körfedésbe, és 0, ha nem), majd
vegyük a következő lineáris feltételeket:∑

e∈δ(v)

xe = 2 (v ∈ V )

0 ≤ xe ≤ 1 (e ∈ E)

xe ∈ {0, 1} (e ∈ E)

Ez ugyebár egy IP-feladat, számunkra azonban jobb lenne, ha LP-feladatunk lenne,
mert azt meg tudjuk oldani. Ha egyszerűen a fenti LP-relaxáltját vesszük, azt sajnos nem
fog megoldásra vezetni, a tört komponensekkel ugyanis nem tudunk mit kezdeni. Erre a
problémára azonban megoldást nyújt az ún. „blossom” egyenlőtlenségek bevétele, melyek
helyettesíthetik az egészértékűségi feltételeket:

∀W ⊂ V, F ⊆ δ(W ), |F | páratlan:
∑

e∈δ(W )\F

xe +
∑
e∈F

xe ≥ 1− |F |

Ez exponenciálisan sok feltétel, ám a probléma még így is megoldható polinomidőben.
Annyit kell tennünk, hogy először megoldjuk a feladatot egyetlen „blossom” egyenlőtlenség
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nélkül, majd egy szeparációs algoritmus segítségével eldöntjük, hogy az így kapott meg-
oldás megsérti-e az egyik „blossom” egyenlőtlenséget, és ha igen, melyiket. Amennyiben
igen, azt az adott egyenlőtlenséget hozzávesszük az eredeti feladathoz, és újra kezdjük a
megoldást. Ilyen szeparációs algoritmusból több is létezik, az egyik leírása megtalálható
A. N. Letchford, G. Reinelt és D. O. Theis cikkében [5].

A következő ötlet, hogy további feltételek hozzáadásával zárjuk ki a több diszjunkt kör
lehetőségét, és így reméljük, hogy a feladat megoldásával egyetlen Hamilton-kört kapunk.
Ezt a megoldási kísérletet "subtour elimination"-nek nevezik, és alapötlete a következő
egyenlőtlenséget bevétele az LP feladatba:∑

e∈§

xe ≤ |S| − 1 (∀S ⊂ V, S ̸= ∅)

Sajnos, ha ezeket a feltételeket is hozzávesszük a korábbi "blossom" egyenlőtlensé-
gekhez, az így kapott feladat szeparációs problémájához nem létezik egzakt polinomiális
algoritmus. Emiatt ez a megközelítés nem segít a feladat elméleti komplexitásán, de ez
nem jelenti azt, hogy az alapötlet használhatatlan lenne. A gyakorlatban léteznek vár-
hatóan hatékony algoritmusok [6], és a világ jelenlegi vezető egzakt megoldószoftverei is
felhasználják a vágósíkok módszerét.
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4. fejezet

Egy valamivel pontosabb approximáció

4.1. Alap algoritmus

A következőkben ismertetjük a jelenleg ismert legjobb közelítő algoritmusokat a problémá-
ra. Az első ezek közül egy 11

9
-közelítés lesz, amelyet később kis módosításokkal 7

6
-közelítőre

javíthatunk. A könnyebb megértés kedvéért az algoritmus működését lépésről-lépésre il-
lusztráljuk azon kilenccsúcsú példagráfon, mely 1-súlyú élei a következők:

v1

v2

v3

v4

v5 v6 v7 v8

v9

4.1. ábra. A példagráfunk

4.1.1 Algoritmus. Az algoritmus első változatához tegyük fel, hogy G-ben létezik csak
1-súlyú élekből álló Hamilton-kör.

1. Keressünk egy minimális körfedést, ennek súlya n lesz. Jelöljük C-vel az így kapott
körök halmazát.
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v1

v2

v3

v4

v5 v6 v7 v8

v9

C1

C2 C3

4.2. ábra. Feketével jelölve a körfedés élei, színessel (v3v4, v6v7, v9v1) a kimaradók

2. Készítsünk egy B páros segédgráfot, melynek osztályai C-nek és V -nek felelnek meg,
és ci és vj össze vannak kötve, ha vj nincs benne ci-ben, de szomszédos annak egy
csúcsával.

v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8 v9

C1 C2 C3

4.3. ábra. B segédgráf (a különböző körök között húzódó élek két példányban jelennek
meg itt)

4.1.2 Lemma. Ekkor B-ben van C-t fedő párosítás.

Bizonyítás. Vegyük a (v1, v2, ..., vn) Hamilton-kört G-ben, és párosítsuk a c kört a
legelső olyan vi-hez, ami nincs benne c-ben, de vi−1 benne van. □

3. Keressünk egy ilyen M párosítást B-ben.

4. Vegyünk fel egy újabb segédgráfot: F csúcshalmaza feleljen meg C-nek, és egy a =

(c, c′) irányított él benne, ha az M párosításban a c kör egy v c′ kör beli csúcshoz
van párosítva.
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C1

C2 C3

C1v4

C2v7

C3v1

4.4. ábra. F irányított segédgráf

5. Ekkor F minden (c, c′) irányított éléhez tartozik az eredeti G gráfban egy (v, v′)

irányítatlan él: v egy c-beli csúcs, és v′ egy c′-beli csúcs. Vegyük észre, hogy ha F -
ben két irányított élnek ugyanaz a c′ csúcs a feje, akkor azok olyan G-beli élekhez
tartoznak, amelyek a c′ kör különböző csúcsaival szomszédosak. Azonban, ha c′ a feje
egy irányított F -beli élnek, és a töve egy másiknak, akkor az ezen két élhez tartozó
G-beli élek lehet, hogy egyazon c′-beli csúccsal szomszédosak.

6. Ekkor F -ben minden csúcs kifoka 1, azaz F egy függvény-gráf

4.1.3 Lemma. Minden függvény-gráfban van egy feszítő részgráf, ami csak disz-
junkt, 1-mélységű be-fákból, és 2-hosszú utakból áll.

Bizonyítás. Nézzük F gyengén összefüggő komponenseit egyenként. Egy ilyen kom-
ponens áll egy C körből, és abba befolyó be-fákból.
Legyen a C-től legmesszebbi levél l, és s a közvetlenül rákövetkező csúcs (azaz aho-
vá az l-ből kiinduló egyetlen él mutat). Amennyiben s nem része C-nek, vegyük s-t
és az összes s-be mutató él kiindulópontját. Ezek egy s gyökerű, 1-mélységű be-fát
alkotnak. Vágjuk le ezt a fát a komponensről.
Ezt ismételgetve eljutunk egy olyan állapotig, hogy C-n már csak egyes levelek
lógnak.

Vegyük C egy x belső csúcsát, amiről lelóg egy y külső csúcs. Ezt az x-et nevezzük
ki egy 1-mélységű be-fa gyökerének, vegyük be ebbe a fába az összes x-ről lelógó
külső csúcsot. Emellett ebbe a fába vegyük, vagy ne vegyük még be az x-et C-n
megelőző csúcsot úgy, hogy a készülő fánk, és a C-n x-et megelőző legközelebbi
másik olyan csúcs távolsága, amelyről lóg külső csúcs, páros legyen (azaz páros sok
csúcsból álljon, akár 0-ból).
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Ezt tegyük meg az összes olyan C-beli csúcsra, amelyről lóg külső csúcs. Az ezután
fennmaradó páros hosszú utak triviálisan felbonthatók 1 élből álló utakra (amelyek
egyben 1-mélységű be-fák).

Ki kell még térnünk arra a speciális esetre, amikor C-ről nem lóg le külső csúcs.
Ekkor C felbontható 1-hosszú utakra, valamint még legfeljebb 1 darab 2-hosszú
útra. □

7. Bontsuk fel ilyen módon F -et. Ez alapján az azonos komponensekbe tartozó köröket
fogjuk összekötögetni.

C1

C2 C3

C1v4

C2v7

4.5. ábra. Feszítőfa az F segédgráfon

8. Vegyük elsőnek a feszítőfa 1-mélységű be-fa komponenseit. Ezek gyökerének G-ben
megfelel egy c kör, leveleinek pedig valahány további G-beli kör: c1,. . . ,cm. És minden
ci-ből vezet egy él c egy vi csúcsába, ahol i ̸= j esetén vi ̸= vj. Elindunk körbe a c

mentén egy tetszőleges csúcsból. Ha találunk két szomszédos csúcsot c-n amelyek vi

és vj, azaz valamelyik kettő külső kör csatlakozási pontjai, akkor ezeket a köröket a
4.6.a) ábrának megfelelően kapcsoljuk össze. Ha egy olyan vi-t találunk, hogy az arra
rákövetkező csúcs c-n nem csatlakozási pontjai egyetlen külső körnek sem, akkor a
megfelelő kört a 4.6.b) ábrának megfelelően kapcsoljuk c-hez.

9. Ezután lássuk a 2-hosszú utakat a feszítőfában. Ezek G-ben három összekapcsolt
körnek felelnek meg, ahol a középső kör kapcsolódási pontjai (az ábrán x és y-nal
jelölt csúcsok) esetleg egybeesnek. Ebben az esetben a három kört a 4.6.c) ábrán
mutatott módon kötjük össze.
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4.6. ábra. A háromféle összekötési mód (Kép forrása: [7])

10. Miután elkészültünk a körök fenti módon történő összekötögetésével, feltehető, hogy
minden kör tartalmaz 2-súlyú élt, ezért azok felbontásával a körök ingyen összefűz-
hetőek.

v1

v2

v3

v4

v5 v6 v7 v8

v9

4.7. ábra. A példagráf a 4.6.c) módon történt összefűzés után. A pirossal jelölt élek (v2v5,
v5v8) 2-súlyúak.

4.1.4 Megjegyzés. A példagráfra az algoritmus által adott közelítő megoldás értéke 11,
míg az optimum 9 lett volna. Tehát ez a példa is szemlélteti, hogy a megadott közelítési
hányados éles.
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4.1.5 Állítás. Amennyiben az eredeti G gráfban volt kizárólag 1-súlyú éleket használó
Hamilton-kör, ez az algoritmus 11

9
-közelítést ad a problémára.

Bizonyítás. Az optimális Hamilton-út súlya n, ezért a minimális körfedéséé is ennyi. Be
kéne még látni, hogy a leírt összekötögetések legfeljebb 2

9
n-nel növelik az algoritmus által

adott megoldás költségét. Ezt úgy fogjuk elérni, hogy megmutatjuk, mindháromféle leírt
összekötés csúcsonként legfeljebb 2

9
-del növel.

Nézzük elsőként az 4.6.a) ábrán illusztrált összefűzést. Itt csak a külső köröknek egyen-
ként legalább 3-3, azaz összesen legalább 6 csúcsa van. Ez a fajta összekötés során 3 élt
törlünk, és 3-at veszünk be, azonban a bevett élek közé tartoznak az 4.6.a) ábrán vi-vel
és vj-vel jelölt csúcsokra illeszkedő élek is, amelyek szükségszerűen részei voltak a B él-
halmazának, ezért 1-súlyúak. Emiatt ez a fajta összekötés csúcsonként 1

6
-dal növel (<2

9
).

Vegyük most az 4.6.b) ábrán illusztrált összefűzést. Ez legalább 5 csúcsot foglal magá-
ba, a belső kör 2 csúcsát, és a külső kört, amely legalább 3 csúcsból áll. Itt 2 élt törlünk és
veszünk be, amelyek közül azonban az egyik (az ábrán vi-re illeszkedő) 1-súlyú, így ennek
a fajta összekötésnek a költsége csúcsonként legfeljebb 1

5
(<2

9
).

Végül nézzük a 2-hosszú utak menti összefűzést. Egy ilyen komponensben 3 kör van,
mindegyik legalább 3 csúcsból áll, vagyis összesen legalább 9 csúcsot tartalmaz. Az össze-
kötés során 4 élt bontunk fel, és 4 másikat veszünk be, vagyis a költség legfeljebb 4-gyel
nőhet. Azonban a bevett élek közé tartozik az 4.6.c) ábrán x-szel és y-nal jelölt csúcsokra
illeszkedő élek is, amelyek részei voltak a B élhalmazának, ezért 1-súlyúak. Az egész fo-
lyamat tehát legfeljebb 2-vel növeli az összköltséget, és legalább 9 csúcs felett zajlik.

Mindezen korlátok felállítása során természetesen feltételeztük a legrosszabb kimene-
telt, azaz, hogy ahol csak lehetséges volt, a bevett élek súlya 2. Emiatt feltételezhető,
hogy mindezen összefűzések elvégzése után G minden megmaradt komponensében van
2-súlyú él, emiatt azok felbontásával a komponensek a költség további növelése nélkül
összekötögethetők. □

4.2. Általános eset

Most lássuk az általános esetet, amikor nem tesszük fel, hogy az eredeti G gráfban van
kizárólag 1-hosszú éleket használó Hamilton-kör. Ehhez először vezessünk be egy fogalmat,
ami megkönnyíti a következő algoritmus ismertetését, és egy másikat, amelyet majd a
bizonyításhoz használunk fel.
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4.2.1 Definíció (Tiszta kör). Egy kört tisztának nevezünk, ha csupa 1-súlyú éleket tar-
talmaz.

4.2.2 Definíció (Terhelt csúcs). Terhelt csúcsoknak nevezzük azokat a csúcsokat, ame-
lyeket összeszámoltunk az F ′ nemtriviális komponensei összekötögetése költségének kiszá-
mításához, tehát a 4.6.a) eset szerint összekötött két külső kör csúcsait, a 4.6.b) eset
szerint összekötött külső kör csúcsait, valamint az ábrán jelölt v és vi csúcsokat, illetve a
4.6.c) ábra szerint összekötött körök összes csúcsát.

4.2.3 Algoritmus. Az algoritmus hasonlóan indul, mint az előző, néhány apró, azonban
fontos módosítással.

1. Vegyünk egy minimális súlyú körfedést G-ben, ami megfelel a következő két feltétel-
nek:

(a) Legfeljebb egy nemtiszta kör legyen benne.

(b) Abban az egy nemtiszta körben ne legyen olyan 2-súlyú él, aminek egyik vég-
pontjára illeszkedik egy 1-súlyú él, mely másik végpontja egy tiszta kör része.

4.2.4 Megjegyzés. Létezik olyan minimális súlyú körfedés, ami megfelel ennek a
két feltételnek, és tudunk is keresni ilyet. Ha olyan körfedést találnánk, amiben több
nemtiszta kör is van, mindegyik egy-egy 2-súlyú élét felbontva, majd összefűzve őket,
nem növeljük a fedés költségét. Ha az egyetlen nemtiszta kör megsértené a b) feltételt,
felbonthatjuk a sértő 2-súlyú élt, valamint a problémás tiszta kör egyik élét, amely
szomszédos a két kör között húzódó 1-súlyú éllel, majd összeköthetjük a két kört -
felhasználva a kettő közötti 1-súlyú élt is - nem növelve a költséget.

2. Az előző algoritmusban leírtak szerint megalkotjuk a B páros segédgráfot, azzal az
egy különbséggel, hogy a felső osztályba csak a tiszta köröket vesszük be.

3. Ebben a B-ben keresünk egy maximális párosítást.

4.2.5 Megjegyzés. Mivel nem tettük fel, hogy a G gráfban van Hamilton-kör, elkép-
zelhető, hogy most B-ben nincsen teljes párosítás. Amennyiben mégis van, működik
az algoritmus korábbi változatának approximációs hányadosához tartozó számolás.
Az általános estben viszont, amikor nincs ebben a B-ben teljes párosítás, szükséges
a mélyebbre menő analízis.
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4. Elkészítjük az F irányított segédgráfot, ugyanúgy, mint az előbbi algoritmusban.

5. Ebben az F -ben keresünk egy F ′ feszítő részgráfot, amely tartalmazhat: 2-hosszú
utakat, 1-mélységű be-fákat és triviális komponenseket (izolált csúcsokat).

6. Ezután a következő módon kötögetünk össze:

(a) Az F ′ nemtriviális komponenseit a korábbi módon. (4.6. ábra)

(b) A tiszta körökhöz tartozó csúcsokat azok 1-1 élének felbontásával, körönként 1
költséggel.

(c) A nemtiszta kört annak egy 2-súlyú élének felbontásával, ingyen.

4.2.6 Állítás. Ez az algoritmus 11
9
-közelítés.

4.2.7 Megjegyzés. Bár az igaz, hogy tudunk olyan kört találni a G gráfban, amely sú-
lya legfeljebb 11

9
-e az optimumnak, az nem igaz, hogy olyan kört is lehet találni, amely

értéke 11
9
-e a minimális körfedés súlyának. Ellenpéldaként vegyük azt a hatcsúcsú teljes

gráfot, amely 1-súlyú élei két háromszöget alkotnak (és összes többi éle 2-súlyú). Ebben a
minimális körfedés súlya 6, az optimális Hamilton-köré viszont 8.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy az optimális körfedés k darab 2-súlyú élt tartalmaz. Ekkor
a költsége n+ k, és ekkor természetesen: OPT ≥ n+ k.

Legyen az optimális Hamilton-kör: v1, v2, ..., vn.
Legyen:

U := {vi | c(vivi+1) = 2},

c2 := |{c | c körben van U -beli csúcs, de c tiszta}|.

Ekkor: OPT ≥ n+ c2.
Legyen:

r2 := |{c | c tiszta kör, és a hozzá tartozó csúcs F ′-ben izolált}|,

n2 := |{v | v tiszta kör része, amelyhez tartozó csúcs F ′-ben izolált}|.

4.2.8 Lemma. c2 ≥ r2
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Bizonyítás. Vegyük a v1, v2, . . . , vn optimális Hamilton-kört. Ebből triviálisan csinálha-
tunk egy B-beli párosítást, amely legfeljebb c2 darab kört hagy párosítatlanul.

Valamint, az r2-be beleszámító csúcsok F ′-ben izoláltak voltak, ami csak úgy történ-
hetett, hogy a maximális B-beli párosításból kimaradtak. □

Az előző algoritmus bizonyítása során beláttuk, hogy F ′ nemtriviális komponensei
összeköthetőek úgy, hogy terhelt csúcsonként legfeljebb 2

9
-del növeljük a körfedés költségét.

4.2.9 Lemma. A terhelt csúcsok száma összesen legfeljebb (n− n2 − k).

Bizonyítás. Összesen n csúcs van a gráfban, n2 jelöli azon csúcsok számát, amelyek
F ′-ben egy izolált tiszta kör részei. Mivel a terhelt csúcsok kizárólag F ′ nemtriviális kom-
ponenseiből kerülnek elő, világos, hogy ez az n2 darab csúcs nem lehet terhelt.

Az egyetlen nemtiszta körnek van k 2-súlyú éle, tehát legalább ennyi csúcsa is. Amennyi-
ben ennek a körnek egy izolált pont felel meg F ′-ben, ezt a további k csúcsot is kivonhat-
juk.

Amennyiben a nemtiszta körnek megfelelő pont része F ′ egy nemtriviális komponen-
sének, akkor a gyökerének kell lennie, hiszen ezt a kört nem vettük be B felső osztályába,
így belőle F -ben nem indulhat ki él. Emiatt, a 4.6. ábrán bemutatott összekötésekben
a nemtiszta kör az a) és b) esetben csak a belső kör lehet, a c) esetben pedig csak az
egyik szélső kör. Ez utóbbi eset ennek a bizonyításnak a céljából megfelel annak, mintha
a nemtiszta kör a b) esetben a belső kör lenne. Az a) esetben nincsenek terhelt csúcsok a
belső körön, tehát innen elég csak a b) esettel foglalkoznunk.

Emlékezzünk a körfedés megválasztásakor szabott (b) feltételre. Emiatt, ha a nemtisz-
ta kör a belső kör a 4.6.b) ábrán, akkor a vvi, valamint a vi csúcs másik (a belső körbe
tartozó) éle nem lehet 2-súlyú.

Tehát a nemtiszta kör minden terhelt csúcsára közvetlenül rákövetkező él 1-súlyú, emi-
att - hiszen van k 2-súlyú éle - kell lennie legalább k darab nem terhelt csúcsának is, így
k-t szintén kivonhatjuk a terhelt súlyok számára adott felső becslésből. □

Így az algoritmus által adott megoldás költségére felírható a következő felső becslés:

A ≤ (n+ k) +
2

9
(n− n2 − k) + r2
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Valamint tudjuk, hogy: r2 ≤ c2, illetve 3 · r2 ≤ n2.
Innen:

A ≤ (n+ k) +
2

9
(n− n2 − k)+r2 ≤

11

9
n+

7

9
k − 2

9
n2 + r2 ≤

≤ 11

9
n+

7

9
k − 2

9
· 3r2+r2 ≤

11

9
n+

7

9
k +

1

3
c2 ≤

≤ 11

9
·max{n+ c2, n+ k} ≤ 11

9
·OPT.

(4.1)

□

4.3. További javítás

Ezzel beláttuk az eddigi legjobb közelítésünket. Azonban amennyiben képesek vagyunk
polinomális időben háromszögmentes körfedést keresni [3], még jobb approximációs há-
nyadost is ki tudunk hozni.

4.3.1 Állítás. Ha háromszögmentes körfedésből indulunk ki, ugyanez az algoritmus 7
6
-

közelítés a problémára.

Bizonyítás. Először nézzük azt az esetet, amikor G-ben van Hamilton-kör. Ebben az
esetben a korábbi bizonyításban a körök méretének minimális számát ott használtuk ki,
amikor megvizsgáltuk, a különböző fajta összekötögetések hány csúcs felett zajlanak. Néz-
zük meg ezeket újra, ezúttal feltételezve, hogy minden kör legalább 4 csúcsból áll.

A 4.6.a) esetben, mint korábban kimondtuk, az élek újrakötésével legfeljebb 1-gyel nő
a körfedés összköltsége. Most azonban a két külső körben legalább 4-4 csúcs van, azaz a
költség növekedése csúcsonként legfeljebb 1

8
(< 1

6
).

A 4.6.b) esetben szintén 1-gyel romlik a fedés költsége, a jelenlévő csúcsok száma pedig
minimum 6: 4 a külső körben, valamin a belső kör v és vi csúcsai. Tehát a csúcsonkénti
rontás 1

6
.

A 4.6.c) esetben a megtárgyaltak szerint a fedés összköltsége 2-vel nő, a három körben
pedig összesen legalább 12 csúcs van, tehát a körfedés súlyának csúcsonként növekedése
is 2

12
= 1

6
.

Ezzel beláttuk, hogy az első esetben az algoritmus valóban egy pontosabb közelítést
is képes adni. Most lássuk miben módosul a számolás, ha G-ben nincs Hamilton-kör.

A második bizonyításban két helyen használtuk fel a körök minimális méretét. Az
egyik az r2 érték felső becslése volt, ami most a következőre módosul: 4r2 ≤ n2. A máso-
dik pedig az F ′ nemtriviális komponensei összekötögetésének költsége, ami, mint épp az
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imént beláttuk, most legfeljebb 1
6
(n− n2 − k).

Ezek ismeretében az algoritmus által adott megoldás értékének új felső becslése:

A ≤ (n+ k) +
1

6
(n− n2 − k)+r2 ≤

7

6
n+

5

6
k − 1

6
n2 + r2 ≤

≤ 7

6
n+

5

6
k − 1

6
· 4r2+r2 ≤

7

6
n+

5

6
k +

2

6
c2 ≤

≤ 7

6
·max{n+ c2, n+ k} ≤ 7

6
·OPT.

(4.2)

□
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5. fejezet

Legjobb közelítés

5.1. Kiindulási elv

A következőkben bemutatunk egy algoritmust, amely approximációs hányadosa kezdetben
szintén 7

6
, azonban később néhány módosítással 8

7
-re javítható, ami megfelel a jelenleg

ismert legjobb közelítésnek az (1,2)-TSP problémára. Ez az algoritmus A. Adamaszek, M.
Mnich és K. Paluch cikkéből származik ([8]), egy teljesen más megközelítést használ, mint
az előző, és a 7

6
-közelítő változata nem is támaszkodik a Hartvigsen-féle háromszögmentes

körfedést kereső módszerre. Ismertetéséhez először vezessünk be egy fogalmat.

5.1.1 Definíció (Út-k-színezés). Egy gráf út-k-színezése az éleinek k színnel való szí-
nezése, olyan módon, hogy minden színosztály csúcsdiszjunkt utakból álljon (körök nem
megengedettek).

Az algoritmusunk alapötlete a következő lesz. Vegyünk a G gráfon egy C minimális kör-
fedést és egy M minimális költségű teljes párosítást. Ezután alkossunk egy Ĝ multigráfot
G csúcshalmazán, amelynek éleit C kettő, és M egy másolata alkotja, végül út-3-színezzük
Ĝ-t, amely után a legnagyobb színosztály útjai tetszőlegesen összeköthetőek lesznek egy
kellően pontos közelítő megoldást adva.

Ennek vázlatos belátásához jelöljük αalg-gal az algoritmus által adott megoldásban lé-
vő 1-súlyú élek számát, és αOPT -tal az optimumban lévőekét, βalg-gal ugyanígy a 2-súlyú
élek számát, valamint c(alg)-gal az algoritmus megoldásának költségét, és c(OPT )-tal az
optimumét. Világos, hogy c(C) ≤ c(OPT ) és c(M) ≤ 1

2
· c(OPT ), ebből következik, hogy

αC ≥ αOPT valamint αM ≥ 1
2
· αOPT .
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Ezek miatt a Ĝ multigráfban legalább 5
2
· αOPT darab 1-súlyú él lesz, és a színezés

után a legnagyobb színosztályban, és így a végső megoldásban is legalább 5
6
·αOPT darab.

Innen nézzük a következő levezetést:

αalg ≥
5

6
· αOPT

6 · αalg ≥ 5 · αOPT ≥ 5 · αOPT − 2 · βOPT = 7 · αOPT − 2n

12n− 6 · αalg ≤14n− 7 · αOPT

2n− αalg

2n− αOPT

=
c(alg)

c(OPT )
≤ 7

6
.

(5.1)

5.2. Párosítás, fél-élekkel

Sajnos az eddig leírtakkal van egy nyilvánvaló probléma: nem minden így kapott Ĝ mul-
tigráf út-3-színezhető. Egyszerű ellenpéldának vegyünk egy olyan részgráfot, amely C-ben
egy négyzet, és két-két csúcsa M -ben is egymás párja. Ennek Ĝ-ben egy olyan négyzet fog
megfelelni, amelynek két szemközti élpárja dupla párhuzamos élek, a másik pedig tripla
párhuzamos élek. Könnyen látszik, hogy ezt nem lehet 3-színezni kör alkotása nélkül (ami
nem megengedett az út-3-színezésben).

Ennek elkerülésére módosítanunk kell az algoritmust, amihez először bevezetjük a fél-
éleket használó párosítást fogalmát.

5.2.1 Definíció (Fél-éleket használó párosítás). Vegyük G gráfot, és készítsünk belőle
egy G′ segédgráfot. G′-be vegyük be G minden csúcsát és élét, emellett G minden e = vw

éléhez vegyünk fel G′-be egy ue csúcsot, és a vue és wue éleket. Ezen G′ segédgráf csúcsainak
egy párosítását nevezzük a G fél-éleket használó párosításának, a továbbiakban M ( 1

2
)-vel

jelöljük, és költségét a következőnek definiáljuk:

c(M ( 1
2
)) =

1

2
· |{v ∈ V (G)| v párosítva van}|+ |{v ∈ V (G)| v nincs párosítva}|.

Ahhoz, hogy garantáljuk, hogy a készült Ĝ multigráf út-3-színezhető, hagyományos
teljes párosítás helyett ilyen fél-éleket használó párosítást kell keresnünk, majd azt vissza-
alakítani egy fél-éleket már nem használó élhalmazzá, és azt felhasználni a multigráf ké-
szítéséhez. Sőt, emellett még a következő három tulajdonságot is meg kell követelnünk
M ( 1

2
)-től:

1. Minden uve ∈ M ( 1
2
) fél-élre (kivéve egy, speciális fél-élt) az e él egy C-beli, csupa 1-

súlyú élekből álló 4-hosszú kör része, és minden C-beli ilyen 1-négyzethez legfeljebb
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egy fél-él tartozik ilyen módon.

2. Minden c ∈ C 1-négyzethez tartozik egy e ∈ M ( 1
2
) él, amely egyik végpontja c-beli, a

másik pedig egy tőle különböző C-beli körben van, vagy pedig c-nek van párosítatlan
csúcsa M ( 1

2
) szerint.

3. M ( 1
2
)-ben lehet egy speciális fél-él, de csak akkor, ha |V (G)| páratlan, és C-ben nincs

2-súlyú él. Ekkor az uve speciális élre teljesülnie kell, hogy:

(a) e ∈ c0 ∈ C, akkor c0 páratlan hosszú.

(b) Ha ∃c ∈ C : |c| ≥ 7, akkor |c0| ≥ 7.

(c) Ha |c0| = 3 vagy 5, és C legalább 2 körből áll, akkor c0-nak legalább 2 csúcsára
illeszkedik külső M ( 1

2
)-beli él, vagy c0-nak van M ( 1

2
) szerint párosítatlan csúcsa.

5.2.2 Definíció (b-matching kapacitás-intervallumokkal). Legyen G egy gráf, és
legyen adott minden v ∈ V (G) csúcsra egy Iv intervallum, amelyet a v csúcs kapacitásának
hívunk. Egy b-matching ezekkel az intervallumokkal egy olyan M élhalmaz, hogy: ∀v ∈
V (G) : |δ(v) ∩M | ∈ Iv. Egy b-matching költségét úgy definiáljuk, mint:

c′(M) =
1

2
· |{v ∈ V (G)| v-re illeszkedik M-beli él}|+

+|{v ∈ V (G)| v-re nem illeszkedik M -beli él}|.

5.2.3 Algoritmus. Minimális költségű, a fenti tulajdonságokkal rendelkező M ( 1
2
) keresése:

1. Készítünk egy G′′
0 segédgráfot, csúcsain kapacitás-intervallumokkal. Először vegyük

be G minden csúcsát G′′
0-be, és ezek a csúcsok kapják mind a [0,1] kapacitást.

2. Ezután G minden 1-súlyú e élét, ami a C minimális körfedésben nem egyazon csupa
1-súlyú élekből álló négyzet két csúcsát köti össze, vegyük be E(G′′

0)-ba.

3. Majd kezeljük a csupa 1 négyzeteket. A c = (v1, v2, v3, v4) négyzet minden 1-súlyú
e = vivj belső élére (vagyis maga a négyzet 4 élére, és esetlegesen az 1-súlyú átlóira
is) vegyük fel az uij és uji csúcsokat [1,1] kapacitással, és vegyük be a segédgráfba
a viuij és vjuji éleket (de magát e-t ne). Ezeket az újonnan felvett uij csúcsokat
a továbbiakban „felosztási csúcsoknak” nevezzük. Ezután további módosításokat is
eszközölünk, aszerint, hány átló van az adott négyzetben.
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v1 v2

v3v4

v1 v2

v3v4

v1 v2

v3v4

5.1. ábra. Az 1-négyzetekhez tartozó komponensek az eddigi átalakítások után

4. Ha 2, vegyünk fel még egy csúcsot, ezt jelöljük vc-vel, kapacitása legyen [9,12], és
kössük össze az összes felosztási csúccsal a négyzeten belül.

v1 v2

v3v4

vc

5.2. ábra. A két átlóval rendelkező négyzetből készült részgráf

5. Ha 1, akkor tegyük fel, hogy az átló a v2 és v4 csúcsok között húzódik. Vegyünk fel
három új csúcsot: v1c -et [3,4], v2c -t [5,5] és vc-t [0,1] kapacitásokkal. Ezután kössük
össze élekkel a v1c -et és a v1-gyel és v3-mal szomszédos 3-3 felosztási csúcsot. Ugyan-
így v2c -t és a v2-vel és v4-gyel szomszédos 3-3 felosztási csúcsot. Végül vc-t kössük
össze v1c -gyel valamint v2c -vel.

v1 v2

v3v4

vc1

vc2

vc

5.3. ábra. Az egy átlóval rendelkező négyzetből készült részgráf
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6. Ha 0, szintén vegyük fel v1c és v2c csúcsokat, egyaránt [3,3] kapacitással, és vc-t [0,1]
kapacitással. Az előzőhöz hasonló módon kössük össze v1c -et v1 és v3 felosztási csúcs
szomszédaival, v2c -t pedig v2 és v4 felosztási csúcs szomszédaival, illetve mindkettőt
vc-vel.

v1 v2

v3v4

vc1

vc2

vc

5.4. ábra. Az átló nélküli négyzetből készült részgráf

7. Ezután a kapott G′′
0 segédgráfban keresünk egy minimális költségű b-matching-et a

megadott kapacitás-intervallumokra. Ezt jelöljük M ′′
0 -vel. Jegyezzük meg azt is, hogy

egy minimális költségű b-matching minimalizálja a párosítatlanul maradt V (G)-beli
csúcsok számát.

8. Az M ′′
0 -ből néhány átalakítással megkaphatjuk M ( 1

2
)-t. Kezdetben M ( 1

2
) legyen üres.

Vegyük M ′′
0 minden e = uv élét, ahol u, v ∈ V (G), és tegyük be M ( 1

2
)-be.

9. Ezután kezeljük a csupa 1-súlyú négyzeteket, amelyekhez az előbbi segédgráfokat ké-
szítettük. Legyen c = (v1, v2, v3, v4) ∈ C ilyen négyzet. Ekkor:

(a) Hogyha van két vi, vj ∈ c csúcs, amelyek mindketten felosztási csúcshoz vannak
párosítva M ′′

0 -ben, akkor vegyük be a vivj élt M ( 1
2
)-be (ez az él ugyebár 1-súlyú).

(b) Ha vi ∈ c egy felosztási csúcshoz lett párosítva M ′′
0 -ben, és még nem párosítottuk

az előbbi lépésben, akkor vegyük be M ( 1
2
)-be a vive fél-élt, ahol e = viv(i mod 4)+1

(emlékeztetőül: ve az e él másolatát elfelező csúcs).

Vegyük észre, hogy ezek után, ha v ∈ V (G), akkor fokszáma M ( 1
2
)-ben ugyanaz, mint

M ′′
0 -ben, tehát 0 vagy 1. Vagyis M ( 1

2
) valóban egy (fél-éleket használó) párosítás.

5.2.4 Állítás. Az így kapott M ( 1
2
) teljesíti a korábban kitűzött három feltételt.

Bizonyítás. Az M ( 1
2
) készítése során nem jelöltünk ki különleges fél-élt, szóval a 3) fel-

tételt nem ronthattuk el.
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Tekintsük a 2) feltételt. Legyen c = (v1, v2, v3, v4) ∈ C csupa 1-súlyú négyzet. Minden
esetben, a felosztási csúcsok kapacitásai miatt a (v1, v2, v3, v4) csúcsok közül legfeljebb 3
volt összekötve felosztási csúccsal M ′′

0 -ben. A negyedik így vagy egy külső csúccsal volt
összekötve, vagy párosítatlan maradt, és ezen tulajdonságát megőrizte az M ( 1

2
)-vé való

átalakítás során is.
Tekintsük végül az 1) tulajdonságot. Mint az előbb rámutattunk, egy csupa 1-súlyú

élekből álló négyzet négy csúcsából legfeljebb 3 volt felosztási csúccsal párosítva M ′′
0 -ben.

Ha pontosan 3 volt, akkor ezek közül kettő egymással lett összekötve M ( 1
2
)-ben, és csak a

harmadik lehet párban fél-éllel.
Amennyiben 2 volt, ez csak akkor jelentene 2 fél-élt c-nél, ha ez a két csúcs egymással

nem volna szomszédos, és a kettő közötti él G-ben 2-súlyú. Megmutatjuk, hogy a konst-
rukciónk ezt nem engedi.

Tegyük fel, hogy c-ben nincs 1-súlyú átló, és hogy a felosztási csúccsal párosított két
csúcs a v1 és v3. Mivel v1c kapacitása [3,3], és vc-é [0,1], M ′′

0 -ben benne kell lennie a vcv
1
c

élnek, valamint v1c -nek még összekötve kell lennie egy-egy v1-gyel illetve v3-mal szomszé-
dos felosztási csúccsal. Ekkor azonban a részgráfban még négy felosztási csúcs maradt
párosítatlanul, és v2c kapacitása [3,3], azaz nem lehet minddel összekötni. Tehát egy meg-
engedett b-matching-ben ez az eset nem fordulhat elő.

A másik eset, hogy c-ben egy 1-súlyú átló van, feltehető, hogy ez a v2v4, és a v1 és
v3 csúcsok vannak felosztási csúcsokhoz párosítva. A kapacitások kényszere miatt ekkor
a vcv

1
c élt be kell venni a matching-be, és v1c -et még összekötni két felosztási csúccsal.

Azonban ekkor még 6 további párosításra váró felosztási csúcs van a részgráfban, és v2c

kapacitása [5,5], azaz nem lehet minden kapacitást kielégíteni.
Ezzel beláttuk az 1) tulajdonság teljesülését is. □

5.2.5 Állítás. Tetszőleges, a fenti három tulajdonságot kielégítő, minimális költségű M ( 1
2
)-

re teljesül, hogy: c′(M ( 1
2
)) ≤ 1

2
· c(OPT ).

Bizonyítás. Az ötlet a következő: vegyünk egy teszőleges, rögzített optimális TSP-kört
G-n, OPT -ot, majd bontsuk fel ezt két párosításra, M1-re és M2-re, amelyek eleget tesznek
a leírt tulajdonságoknak. Ezután M1 és M2 közül a kisebb költségűt választhatjuk M ( 1

2
)-

nek.
Ehhez alakítsuk át G-t, olyan módon, hogy minden élét (a 2-súlyúakat is) felezzük el,

azaz az e = u1u2 élre vegyünk fel egy ve pontot, és húzzuk be az u1ve és u2ve éleket. E(G)

élei tartsák meg súlyaikat, az u1ve és u2ve fél-élek súlyai pedig legyen 1 és 1, ha e = u1u2

29



súlya 2, illetve 1
2

és 1
2
, ha e súlya 1. Nevezzük az így készült segédgráfot G′′-nek. Ezen a

G′′-n egy párosítás c′′ költségét úgy definiáljuk, mint a benne lévő élek súlyának összegét.
Figyeljük meg, hogy ekkor minden M párosításra c′′(M) = c′(M∩E(G′)) (emlékeztető:

c′ az M ( 1
2
)-vel együtt bevezetett költség a fél-éleket használó párosításokra, és definíciója:

c′(M ( 1
2
)) = 1

2
· |{v ∈ V (G)| v párosítva van}|+ |{v ∈ V (G)| v nincs párosítva}|). Emiatt,

ha OPT = M1 ∪M2, akkor:

c′′(OPT ) =c′′(M1 ∪M2) = c′′(M1) + c′′(M2) =

= c′(M1 ∩ E(G′)) + c′(M2 ∩ E(G′))

Tehát:

min{c′(M1∩E(G′)), c′(M2 ∩ E(G′))} ≤ 1

2
· c(OPT ) (5.2)

Emiatt, miután elvégeztük az OPT felbontását, az M1,M2 közül választhatjuk a ki-
sebb költségűt, és ezzel beláttuk az állítást. Bizonyos esetekben, ha c′′(M1) = c′′(M2)

teljesül, esetleg előfordulhat, hogy a két párosításból az egyik nem felel meg a kitűzött
három feltételnek, és emiatt nem mindegy, hogy melyiket választjuk, de mint majd látjuk,
legalább az egyik megfelelő lesz.

Az OPT felosztását természetesen úgy szeretnénk elvégezni, hogy az egyetlen kör min-
den második élét az M1-be tesszük, a többit pedig az M2-be, azonban ez csak akkor oldható
meg, ha V (G) páros. Az általános eset kezeléséhez vezessünk be két jelölést. Legyen S2

azon négyzetek halmaza, amelyek benne vannak a C minimális körfedésben, mind a négy
éle 1-súlyú, és OPT pontosan kettő élét használja. Hasonlóan S3 jelölje az ugyanilyen
tulajdonságú négyzetek halmazát, amelyeknek OPT pontosan 3 élét használja.

Minden c ∈ S2 ∪S3 négyzetre vegyük annak egy OPT által használt élét, és "felezzük
el", azaz cseréljük le OPT -ban a hozzá tartozó két fél-élre. Ezekután négy esetet kell
megvizsgálnunk, és megmutatni, hogy mindegyikben a feltételeket kielégítő párosításokat
kaptunk.

1. Amennyiben |V (G)| és |S2 ∪S3| párossága megegyezik, a fenti lépésben az élek elfe-
lezésével páros hosszúvá tettük OPT -ot, és elvégezhető az M1,M2-re való felbontás.
Azonban ezután még előfordulhat, hogy a két így kapott párosításban van olyan
fél-él, ami egy csupa 1-súlyú élekből álló négyzet egyik átlójához tartozik. Ez nem
megengedett a kitűzött feltételek alapján, de egy ilyen élt egyszerűen lecserélhetünk
egy másik, azonos csúcsra illeszkedő fél-élre, ami a négyzet egyik oldalához tarto-
zik. Figyeljük meg, hogy ekkor M1-re és M2-re is teljesül az M ( 1

2
)-re adott 1) és 2)
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tulajdonság és nincs bennük speciális fél-él, tehát ezek mind jó fél-éleket használó
párosítások.

2. Ha |V (G)| és |S2 ∪ S3| párossága eltérő, és OPT -ban van 2-súlyú él, akkor az egyik
ilyet a fenti módon elfelezve ismét páros hosszúvá tettük az OPT -ot. Ekkor persze
a 2-súlyú élhez tartozó fél-élek nem lesznek benne az M1,M2 párosításokban, így
azokban lesz 1-1 párosítatlan csúcs, de ez nem okoz gondot.

3. Ha |V (G)| és |S2 ∪ S3| párossága eltérő, OPT -ban nincs 2-súlyú él, és S2 ∪ S3 üres,
akkor szükségszerűen |V (G)| páratlan, emiatt C-ben van legalább egy darab párat-
lan hosszú kör. Legyen c0 egy ilyen kör. Ennek az esetnek a megoldásához válasszuk
ki OPT egyik élét - nevezzük e-nek - amelynek legalább az egyik végpontja c0-beli,
és felezzünk el. Ezzel ismét páros hosszúvá tettük OPT -ot, végrehajtható a ketté-
bontás. Ebben az esetben az a fél-él, amelyet e elfelezéséből kaptunk, lesz a speciális
fél-él, amelyet a 3) feltételben jellemeztünk. Hogy ez az eset is korrekt legyen, szük-
séges, hogy e a c0 egy belső éléhez tartozzon. Emiatt először is (vegyük észre, hogy
ekkor c′′(M1) = c′′(M2)), az M1,M2 közül azt kell választanunk, amelyikben ez a
speciális él egy c0-beli csúcsra illeszkedik. Ez lehet, hogy mindkettőben teljesül, de
előfordulhat, hogy e-nek csak az egyik végpontja volt c0-beli. Ebben az utóbbi eset-
ben még egy cserét is végre kell hajtanunk, hogy a speciális fél-él valóban egy c0-beli
élhez tartozzon, és ne csak egy c0-ra illeszkedőhöz. Ehhez cseréljük a speciális fél-élt
egy, a c0-beli végpontjára illeszkedő másik fél-élre, ami egy c0-beli él elfelezésével
készült, de nincs benne OPT -ban (pontosan egy vagy kettő ilyen fél-él van, mivel a
kérdéses csúcs c0-beli két éle közül legfeljebb az egyik van benne OPT -ban).

4. A végső esetünk, ha OPT -ban nincs 2-súlyú él, és S2∪S3 nem üres. Ekkor válasszunk
egy c ∈ S2 ∪ S3 kört, és benne csináljuk vissza a korábbi élfelezést. Így a felosztás
megtehető lesz, sőt c”(M1) = c”(M2) lesz, amire szükség is van, mert a 2) tulajdon-
ság teljesítéséhez az M1 és az M2 közül egy olyat kell választani, amelyik legfeljebb
egy darab belső élét használja c-nek. Ezt legalább az egyik teljesíteni fogja.

Ezzel minden esetben beláttuk, hogy OPT -ból készíthető egy fél-éleket használó párosítás,
ami teljesíti az elvárt tulajdonságokat, és költsége legfeljebb fele az optimális TSP-körének.
Ebből következik, hogy a minimális költségű ilyen tulajdonságú fél-éleket használó páro-
sítás költsége is kellően alacsony lesz. □
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5.3. Multigráf készítés

Miután megkerestük a C minimális körfedést, és az M ( 1
2
) párosítást, nekiláthatunk a Ĝ

multigráf elkészítésének. Ebbe be fogjuk venni C minden élének két példányát, valamint
még egy M élhalmazt, amelyet M ( 1

2
)-ből kapunk, a fél-élek megfelelő módon történő

felszámolásával. Ezt a következő eljárás szerint végezzük.

5.3.1 Algoritmus. Kezdetben legyen M := M ( 1
2
), majd végezzük el a következő átalakí-

tásokat, ebben a sorrendben:

1. ∀(u, v, w) ∈ C-re, ami csupa 1-súlyú élekből álló háromszög, ha ∃t : wt ∈ M és
uv ∈ M , akkor az uv élt kivesszük M-ből, és helyére betesszük wt egy második
példányát. (Elképzelhető, hogy t szintén része egy 1-háromszögnek, ebben az esetben
lehetséges, hogy wt egy harmadik példánya is bekerül M-be.)

u v

w t

u v

w t

5.5. ábra. Pirossal jelölve M élei

2. ∀(u, v, w) ∈ C-re, ahol uv ∈ M és w M -ben párosítatlan, kivesszük az uv élt M-ből.

u v

w

u v

w

5.6. ábra. Pirossal jelölve M élei

3. ∀(u, v, w, z) ∈ C csupa 1-súlyú élekből álló négyzetre, ha uv, wve ∈ M és ∃t : zt ∈ M ,
akkor kivesszük a wve élt M-ből, és bevesszük zt egy második példányát. (Ezt a
műveletet akkor is végrehajtjuk, ha az u és v szemközti csúcsai a négyzetnek, azaz
uv él "átló", és nem eleme C-nek.)
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u v

wzt

ve

u v

wzt

ve

5.7. ábra. Pirossal jelölve M élei

4. ∀(u, v, w, z) ∈ C csupa 1-súlyú élből álló négyzetre, ahol uv, wve ∈ M és z páro-
sítatlan M -ben, kivesszük a wve fél-élt M -ből. (Az előző lépéshez hasonlóan itt is
előfordulhat, hogy uv "átló", ezt a lépést akkor is végre kell hajtanunk.)

u v

wz

ve

u v

wz

ve

5.8. ábra. Pirossal jelölve M élei

5. ∀(u, v, w, z) ∈ C csupa 1-súlyú élekből álló négyzetre, ahol uve ∈ M és a négyzet más
éle vagy átlója (vagy az azokhoz tartozó fél-élek) közül egyik sincs M-ben, kivesszük
M-ből az uve élt, és helyére bevesszük az uv élt (ahol e = uv, azaz ve az uv él
másolatát elfelező csúcs).

u v

wz

ve

u v

wz

ve

5.9. ábra. Pirossal jelölve M élei

6. Ha mindezek után M -ben még benne van a korábban említett speciális fél-él, és az
uve, akkor kivesszük M-ből, és a helyére bevesszük az e élt (azt az élt, amelyiknek ve

a felezőcsúcsa).

5.3.2 Állítás. Mindezen átalakítások végrehajtása után nem marad fél-él M -ben.

33



Bizonyítás. Az M ( 1
2
)-t úgy készítettük, hogy megköveteltük, hogy minden uve fél-élre

az e él egy C-beli csupa 1-súlyú élekből álló négyzetbe tartozzon, és minden négyzethez
legfeljebb egy ilyen fél-él tartozzon, kivéve az egy speciális fél-élt. Az algoritmus 3., 4. és
5. lépésében minden négyzetet megvizsgáltunk, ezért mindegyikre, ha tartozott hozzá fél
él, azt kivettük, a speciális élt pedig, ha addig nem, a 6. lépésben távolítottuk el. □

Ezután végre összerakhatjuk Ĝ-t M egy, és C kettő példányából.

5.3.3 Állítás. Ekkor Ĝ-ben legalább 5
2
αOPT − βOPT él van, amelynek G-ben 1-súlyú él

felel meg.

Bizonyítás. C legalább αOPT ilyen élt tartalmaz, M ( 1
2
) pedig legalább 1

2
·αOPT ilyen élt.

Ĝ-t C kettő és M egy másolatából raktuk össze, tehát elég azt belátni, hogy az átalakí-
tások során M -ből legfeljebb βOPT élt vettünk ki.

A fenti algoritmusban csak a 2. és 4. lépésben csökkentettük az M -beli élek számát.
Vegyük észre, hogy ezen kétfajta lépés mindegyikében szerepel egy M szerint párosítatlan
csúcs (a 2.-ban w-vel, a 4.-ben z-vel jelölt csúcsok), amelyek egyértelműen megfeleltethe-
tőek a kivett éleknek. Emiatt:

|{kivett élek}| ≤ bM := |{v ∈ V (G)|v párosítatlan M ( 1
2
)-ben}|. (5.3)

Innen még be kell látnunk, hogy: bM ≤ βOPT .
Ehhez tegyük fel, hogy u ∈ V (G) párosítatlan a minimális költségű M ( 1

2
)-ben. Ha

az OPT-ban az u-ra illeszkedő kettő él között lenne 1-súlyú, mondjuk e = uu′ , akkor
M ( 1

2
)-be bekerülne az e él, és a félbevágottja is (azaz egy ve csúcs, és uve és u′ve élek).

Ekkor, amennyiben u′ve benne van M ( 1
2
)-ben, ez az él kicserélhető e = uu′-re, ezzel

párosítva u-t, és csökkentve a párosítás költségét. Amennyiben viszont u′ve nem eleme
M ( 1

2
)-nek, úgy ve párosítatlan, ezért uve bevehető, ismét csökkentve a költséget. Vagyis

M ( 1
2
)-ben csak úgy lehet párosítatlan csúcs, ha az OPT-ban arra illeszkedő mindkét él

2-súlyú. Ebből közvetlenül következik a fenti egyenlőtlenség.
(Elméletben előfordulhat, hogy G-nek minden éle 2-súlyú, ekkor G′ - a segédgráf,

amiben az M ( 1
2
) párosítást kerestük - üres gráf, és így: bM = n = βOPT .) □

5.3.4 Következmény. Ez az állítás garantálja, hogy a végső megoldásunk 7
6
-közelítő lesz,

ugyanis ekkor a Ĝ út-3-színezése, és a legnagyobb színosztály kiválasztása után: αalg ≥
5
6
· αOPT − 1

3
· βOPT , és innentől érvényes a (4.8)-as számolás.
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Mindezek után már csak annyi van hátra, hogy út-3-színezzük a készült Ĝ multigráfot.
Az erre való algoritmus a [9] cikkből származik, és ahogy a 7

6
-közelítő algoritmus eredeti

szerzői is említik ([8]), néhány apró módosítás szükséges, hogy a Ĝ-re is működjön. Ezt a
lépést a szakdolgozatban nem részleteznénk.

Összefoglalva tehát az algoritmus a következő módon zajlik:

5.3.5 Algoritmus. A teljes 7
6
-közelítés vázlatosan:

1. C minimális költségű körfedés keresése G-ben.

2. G′ segédgráf előállítása és ebben M ( 1
2
) keresése a 4.2.3-as algoritmus szerint.

3. Ĝ multigráf elkészítése a 4.2.5-ös algoritmus szerint.

4. Ĝ út-3-színezése.

5. Az így kapott maximális színosztály útjainak összekötögetése tetszőleges módon egy
TSP-körré.

5.4. Végső módosítás

Ahhoz, hogy ebből az ígértek szerint 8
7
-közelítést kapjunk, néhány apró módosítást kell

végrehajtani.
Az alapötlet, hogy a Ĝ multigráf készítéséhez C minimális körfedés nem kettő, hanem

három másolatát használjuk, majd Ĝ-t út-4-színezzük. Ebből kifolyólag Ĝ-ben legalább
7
2
· αOPT 1-súlyú él lesz, és innen megismételve a korábbi számolást:

αalg ≥
7

8
· αOPT

8 · αalg ≥ 7 · αOPT ≥ 7 · αOPT − 2 · βOPT = 9 · αOPT − 2n

16n− 8 · αalg ≤18n− 9 · αOPT

2n− αalg

2n− αOPT

=
c(alg)

c(OPT )
≤ 9

8
.

(5.4)

Azonban ezt az approximációs hányadost sajnos nem fogjuk tudni megvalósítani, a
végső algoritmus csupán 8

7
-közelítés lesz.

A korábbiak mellett, ezen eredmény eléréséhez még néhány további módosítás is szük-
séges. Először is, felhasználjuk Hartvigsen algoritmusát, és C háromszögmentes minimális
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körfedésből indulunk ki a G gráfon. Ezután keresünk egy M ( 1
2
) fél-éleket használó páro-

sítást, amire az eddigieken kívül megkövetelünk egy negyedik tulajdonságot is, miszerint:
minden C-beli, csupa 1-súlyú élekből álló hatszögre annak legalább egy csúcsa M ( 1

2
)-ben

egy külső csúcshoz van párosítva, vagy párosítatlan.
Ezen kívül Ĝ összerakása után még pár élcserét is végre kell hajtani, mielőtt nekilát-

hatnánk az út-4-színezésnek. Minden más tekintetben a fejlesztett algoritmus ugyanúgy
működik, mint az imént leírt változata.
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