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Bevezetés

A grafelmélettel vagy kombinatorikus optimalizalassal foglalkozd matematikusok korében
aligha talalni olyat, aki ne hallott volna a TSP-rél, vagy magyar nevén az Utazdiigynok-
problémarol. A feladat kozismerten NP-nehéz, és megoldésanak keresése kozel szaz éve
foglalkoztatja az e téren dolgozokat.

Mint sok hires NP-nehéz feladat esetében, az Utazoiigynok-problémaval kapcsolatos
kutatasok is tobbnyire két kiilonbozs elhatarozas egyike szerint kozelitik meg a feladatot;
vagy egzakt megoldasi modszerek kidolgozésat tiizik ki célul, vagy kozelits algoritmusokét.
Mig az elébbi terén, az tjabb és Gjabb elvek felfedezésével, illetve a szamitastudoményi
eszkozok fejlédésével lényeges elérelépések torténtek még a 2000-es években is, és egyre
nagyobb és nagyobb gréafokra lett megoldva a probléma, a kozelité algoritmusok tekinte-
tében a kozel 6tven évvel ezel6tt leirt Christofides-algoritmus %—kézelitése egészen 2023-ig
a legjobbnak szamitott, és akkor is csak egy igen kis epszilonnyit tudtak javitani rajta.

Azonban ez nem jelenti azt, hogy a kutatas azota stagnalt volna. A probléméanak sza-
mos érdekes és a gyakorlatban relevans valtozata l1étezik, amelyekre ennél joval nagyobb
léptékii javitasok is sziilettek az elmilt par évben. Ezek egyike az (1,2)-TSP, azaz a TSP
feladat azon plusz megkotéssel, hogy minden él stlya 1 vagy 2. Ez egy 1ényeges leegysze-
riisitése az eredeti probléménak, azonban még igy is NP-teljes, és kell6en Osszetett, hogy
kutatas targyat képezze.

Ezen szakdolgozat célja az (1,2)-TSP részletes vizsgalata. Ennek érdekében elGszor
ismertetem a probléma torténeti fejlédését, majd bemutatom a megoldasara kidolgo-
zott kozelit algoritmusokat. Ugy vélem, erre a legalkalmasabb sorrend az egyszeribb,
de pontatlanabb moédszerek fel6l indulni, majd fokozatosan haladni a komplikaltabb, de
kisebb approximacios hanyadosi algoritmusok felé. Kozben teszek egy-két rovidebb kité-
r6t kapcsolodo problémét, és megoldasi kisérletek megemlitésére, és a szakdolgozat utolsod
részében ismertetek két %—approximaciés hényadosu algoritmust is, melyek koziil az utob-
bi néhany modositassal %—kézelit(’)’re fejleszthetd, ami megfelel a jelenleg ismert legjobb

kozelitésnek a feladatra.



1. fejezet
Torténeti fejlodés

A hagyoményos utazoiigynok-probléma legkorabbi felbukkanésait a 19. szazad elss felére
tehetjiik, azonban hasonld feladatok méar lényegesen régebb o6ta foglalkoztattak a mate-
matikusokat. Az egyik legkorabbi ilyen a huszarbolyongas kérdése volt: be lehet-e jarni
a nyolcszor nyolc mezbdl allo sakktéablat egy huszarral, minden mezGt pontosan egyszer
érintve, és végiil visszatérve a kiindulasi mezére. A huszarbolyongasra mar a 14. szazadban
bolyongés bizonyos mezdk elhagyasaval) még a 18. szazadban is publikaci6 téméai voltak.
A probléma mas korabbi valtozatai kozé tartoztak a kiilonbozd poliéder-csuicsbejaréasi fel-
adatok, mint amilyen az R. W. Hamilton altal készitett ,Icosian Game” is volt. Ez egy
egyszemélyes puzzle-jaték, amely soran a jatékosnak a téablat alkoto, sikba vetitett dode-
kaéder csticsain kell Hamilton-kort keresnie, szamozott fakorongok lehelyezésével.

Maga a , Traveling Salesman Problem” elnevezés feltehetsSleg egy 1832-ben kiadott,
utazoiigynokok szamara szo6ld utmutatokonyvre vezethetd vissza, amely Németorszag na-
gyobb varosainak bejarasat taglalta.

A probléma fejlédésének egy fontos pontja volt egzakt és kozelité algoritmusok elkii-
lonitése K. Menger altal, az 1930-as években, aki mindkettére adott egy-egy lehetséges
eljarast: a ,brute force” metddust, és a ,legkozelebbi pont” heurisztikat.

A kovetkezd jelentGs elérelépés az '50-es években tortént, amikor G. Dantzig IP-
feladatként irta fel a problémat, majd kifejlesztett egy vagosik alapti modszert, amely
felhasznalasaval 49 véarosra (azaz 49 csicsu grafra) megoldotta a feladatot.

A ’60-as években R. E. Gomory t&bb algoritmussal is elGallt, mint lehetséges megoldasi
modszerek, ezek koziil a legsikeresebb a Branch & Bound megkozelitést hasznalta. A ’70-

es években R. M. Karp belatta, hogy a Hamilton-koér probléma, és ebbdl kifolyodlag a TSP



is, NP-nehéz. Ugyanebbdl az évtizedbdl szdrmazik a kozismert Christofides-algoritmus,
ami 3/2-kozelit6 megoldast ad a TSP-re. A '80-as években M. Grotschel algoritmusa a
vagosik és a Branch & Bound moédszerek kombinalasaval méar 2392 varosos példékra is
meg tudta oldani a feladatot.

A probléma tanulmanyozéasanak utolso jelentGs fejlédési szakasza a Concorde nevi eg-
zakt megoldoszoftverhez kothets. A programot D. Applegate, R. E. Bixby, V. Chvéatal és
W. J. Cook fejlesztette ki a korai '90-es években. A Concorde a kovetkezd tizenot évben
tobb rekordot is megdontott, és 2006-ra mar 85900 varosos példéara volt képes megoldani
a problémat.

A specialis (1,2) eset pontos szarmazéasat nehéz meghatarozni. Egy korai felbukkanasa
Karp munkajaban lelhetd, aki a hagyomanyos TSP tanulméanyozésa kapcsan foglalkozott
vele, és bebizonyitotta az NP-nehézségét. 1992-ben S. Viswanathan publikalt egy cikket,
amiben megadott egy viszonylag egyszeri 17/12 kozelitést, a kovetkezs évben pedig C.
Papadimitriou és M. Yannakakis megjelentetett egy részletes cikket |7], kizarolagosan az
(1,2)-TSP-rol, amelyben bebizonyitottak, hogy a feladat MAX SNP-nehéz, és mutattak
egy jobb algoritmust, ami 7/6-kozelitése a probléméanak.

A legutols6 fontos eldrelépés a feladat kozelitése terén 2005-ben tortént, amikor P.
Berman és M. Kapinski kidolgozott egy 8/7-approximécios algoritmust. Ezen modszer
hosszu ideig a legjobb kozelitésnek szamitott, egy egyszertibb, azonos kozelitési hanyado-

st algoritmus megjelenésére egészen 2018-ig kellett vérni.



2. fejezet

Korfedésen alapul6 kozelité

algoritmusok

2.1. Feladat meghatarozasa, alapok

Miel6tt nekikezdenénk a kiillonbozé algoritmusok ismertetésének, rogzitsiik, hogy ponto-
san mi a feladat kiirdsa, és milyen trividlis megallapitédsokat tehetiink rola. A dolgozat

hatralévs részében tagolt feladat a kovetkezo:

2.1.1 Definicié ((1,2)-TSP). Legyen G egy n csicsi, irdnyitatlan teljes grif, ¢ : E —
{1,2} G élein értelmezett sulyfigguény. A feladat olyan Hamilton-kort taldlni G-ben, mely-

ben a felhaszndlt élek Osszsiulya minimadlis.

A feladat természetesen NP-teljes, konnyedén visszavezethetd az altalanos Hamilton-
kor keresés feladatra. Egzakt megoldéast igy a tudomény jelenlegi alldsa szerint nem re-

mélhetiink, a célunk minél jobb kozelité algoritmus megadésa.

2.1.2 Definici6 (Kozelité algoritmus). Egy algoritmust a-kézelitének neveziink, ha
polinomidlis iddben fut, minden inputra, amelyre létezik megengedett megoldds, ad eqy
megengedett megolddst, és az algoritmus dltal adott megoldds értéke legfeljebb ai-szorosa

az optimumnak (tovdbbiakban OPT).

Vegyiik észre, hogy a kitiizott feladatra az optimum értéke sosem lehet kisebb, mint n.
Ezt a trivialis als6 becslést tobbszor felhasznéljuk a késébbiekben, s6t, segitségével rogton

megalkothato egy egyszerid 2-kozelités:



2.1.3 Algoritmus. Vegyiik G csicsainak eqy tetszdleges sorrendjét. Legyen ez a bejdrdst

sorrendink.
2.1.4 Allitas. Ez az algoritmus 2-kozelités az (1,2)-TSP feladatra.

Bizonyitas. Az algoritmus altal adott megoldés értéke legfeljebb 2n, ugyanis n élt hasz-
nal, és minden él silya legfeljebb 2. Az OPT értéke minimum n, igy az algoritmus meg-

oldasa legfeljebb kétszerese a tényleges optimumnak. []

2.2. Legegyszertibb korfedéses algoritmus

Eddig persze még semmi latvanyosat nem értiink el. Vegyiik észre, hogy mivel a c sily-
fliggvény értékkészlete csupan az {1,2}, c-re teljesiil a haromszog-egyenlStlenség, emiatt
az (1,2)-TSP a metrikus utazéiigynok-probléma egy specialis esetének tekinthetd, és igy
alkalmazhato ra a Christofides-algoritmus. Vagyis rendelkezésiinkre all egy %—kézelités,
szeretnénk a specialis megkotés felhasznalasaval ennél jobbat talalni.

A legegyszertiibb ilyen kozelité algoritmusok egy minimalis korfedésbdl indulnak ki.

2.2.1 Definicié (Korfedés). Korfedésnek hivjuk egqy grdf csicsainak diszjunk kérokkel
valo fedését, azaz a grdf éleinek eqy olyan részhalmazdnak kivdlasztasat, hogy minden
csucsra pontosan kettd €l illeszkedik a részhalmazbol. Amennyiben adott a grdf élein eqy
sulyfiigguény, minimdlis korfedésnek hivjuk az olyan kérfedést, amelyben szerepld élek dssz-
stilya minimdlis.

Korfedést és minimélis korfedést polinomidében tudunk keresni egy grafban, a kévet-
kez6 modon:

2.2.2 Algoritmus. Vegyik a G grdfot, és készitsiink eqy G' segédgrdfot:

1. G minden v csicsdt helyettesitsik eqy Kaw)dw)—2 teljes pdros griffal, ahol d(v) a v

csucs fokszama.

2. Emellett G minden uv élére kdssiik dssze az u csiucshoz tartozo teljes pdros grdf, €s
a v csucshoz tartozo teljes pdros graf nagyobbik osztdlyanak 1-1 csicsdt, oly mddon,
hogy minden v csics minden szomszédjdval kiilonbozd nagyobbik osztdlybeli csics

legyen osszekotve.
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2.1. abra. Két szomszédos csucs atalakitasa

3. Ekkor a G-ben vald korfedés keresése ekvivalens az ily mdodon készilt G' grdfban vald
teljes pdrositds keresésével. A megtaldlt teljes pdrositds azon é€lei, melyek egy adott
Ka(v),dw)—2-n beliil taldlhatoak, nem kerilnek be G korfedésébe, azok pedig, amelyek

két kiilonbozd csiucshoz tartozo teljes pdros grdafok kézétt hizodnak, igen.

4. Amennyiben minimdlis korfedést akarunk keresni, a G-beli élsiulyokat datmdsolva a
megfeleld G'-beli élekre, a pdros grafokon beliili éleknek pedig eqységesen 0 sulyt adva,

majd G'-ben egy minimdlis siulyi teljes pdrositdst keresve j6 megoldast kaphatunk.
Ennek segitségével megadhatunk egy %—kb'zeh’t()’ algoritmust a problémara:

2.2.3 Algoritmus. Induljunk ki eqy C minimdlis kérfedésbdl, ezutdn egyesével kotogessiik
ossze a koroket. Mivel G teljes, barmely két diszjunkt kor eqy-eqy élét felbontva dsszefiz-

hetjiik a kioroket, ezt teqyiik gy, hogy amikor csak lehet, 2-siulyi éleket bontunk fel.
2.2.4 Allitas. Ez az algoritmus %—ké’zelz’to” az (1,2)-TSP-re.

Bizonyitas. Egy kornek legalabb hérom csticsa van, ezért a minimélis korfedés altal
hasznélt korck szama legfeljebb 2. Egy Osszekotés koltsége (azaz, hogy a hasznalt élek
Osszsilya mennyivel novekszik) lehet -2, -1, 0, 1 vagy 2. Azonban 2 csak akkor lehet, ha
a jelenlegi korok egyikében sincs 2-stilyt él, és a becserélt két él mindegyike 2-silytd. Ez
pedig csak az elsé Osszekotés soran fordulhat els, vagy pedig olyankor, ha az ezt megel6z6
Osszekotés koltsége legfeljebb 0 volt (minden mas esetben az algoritmus talal legalabb egy
felbonthato 2-sulyt élt).

Tehat ¢ darab Gsszekotés torténik, és koltségiik atlagosan legfeljebb +1. Igy az algo-

ritmus altal adott Hamilton-kor osszsulyara a kovetkezé fels6 becslés adhato:

c(alg) < e(C) + g < OPT + g < OPT + g = % -OPT (2.1)

Ahol c(alg) az algoritmus altal adott megoldas értéke, és C' a minimalis korfedés. [J

2.2.5 Megjegyzés. Ez a becslés éles. Képzeljink el eqy olyan grdafot, amelyben lehetséges

csupa 1-sulyi élekbdl dllo haromszogekkel lefedni a csucsokat, és emellett még van eqy csupa
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1-sulyu é€lekbdl dallo Hamilton-kor is. A minimdlis korfedés algoritmus a hdromszégeket
taldlja meg, ezutdn pedig az 6sszekdtogetést olyan szerencsétleniil végzi, hogy mindegyik

koltsége +1. Ekkor az optimum n lenne, de az algoritmus %n értéki megolddst ad.

2.3. Bonyolultabb korfedések

A fentiek lattdn egy természetesen felmeriils kérdés: tudnank-e olyan korfedést keresni,
amely garantalhatéan kevesebb, mint 3 korbdl &ll7 Ez esetben ugyanezzel a modszerrel
jobb approximéaciot érhetnénk el. A kérdés altalanositasa a Cj-mentes korfedés feladat,
azaz a k méretd kort nem tartalmazo korfedés megtalalasa. Mint lathattuk, a k = 2 eset
egyszeriien visszavezethets a parositasra. A k = 3 esetre els6ként D. Hartvigsen adott
polinomiéalis algoritmust [2], majd kés6bb egy joval egyszertibbet (mind az eldontési, mind
a minimalizalasi verziora) K. Paluch [3]. A k = 4 eset jelenleg nyitott kérdés, a k > 5
esetek pedig egyontetiien NP-teljesek, ennek bizonyitasa megtalalhaté D. Hartvigsen és
Y. Li cikkében [4].

Vagyis az eddigi eredmények alapjan kiindulhatunk egy haromszogmentes korfedésbdl,
ekkor minden kor legaldbb 4 csticsot tartalmaz, tehat a korok szama legfeljebb 7, igy az

el6bbi algoritmus %—kézelitést ad.
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3. fejezet
Linearis programozasi megkozelités

Grafokon végzendd optimalizicids problémaknal bevett modszer a linearis programozasi
feladatként valo felirds. A Concorde 6ta a TSP legsikeresebb approximaciéi is LIP felada-
tok kozelitésén alapultak, tipikusan a Branch & Cut modszerrel. Az alapétlet hasonld volt
az eddigiekhez: el6szor a korfedés feladat felirasa, majd ennek atalakitasa Hamilton-kor
kereséssé tovabbi feltételek hozzéavételével.

Ha fel akarjuk irni a feladat eldontési verzidjat, elGszor vegyiink fel egy x. valtozdt a
graf minden élére (mely értéke 1 lesz, ha az e él bekeriil a korfedésbe, és 0, ha nem), majd

vegyiik a kovetkezd linearis feltételeket:

Zx€:2 (veV)
)

e€d(v
0<z.,<1 (e€kFE)
r. €{0,1} (e€ E)

Ez ugyebar egy IP-feladat, szamunkra azonban jobb lenne, ha LP-feladatunk lenne,
mert azt meg tudjuk oldani. Ha egyszertien a fenti LP-relaxaltjat vessziik, azt sajnos nem
fog megoldasra vezetni, a tort komponensekkel ugyanis nem tudunk mit kezdeni. Erre a
probléméra azonban megoldast nyijt az tn. ,blossom” egyenlétlenségek bevétele, melyek

helyettesithetik az egészértékiiségi feltételeket:

VIV CV,F C §(W),|F| paratlan: Y xe+ Y x> 1—|F]|
ecd(W)\F ecF

Ez exponenciélisan sok feltétel, am a probléma még igy is megoldhat6 polinomidében.

Annyit kell tenniink, hogy el6szor megoldjuk a feladatot egyetlen ,blossom” egyenlétlenség

11



nélkiil, majd egy szeparacios algoritmus segitségével eldontjiik, hogy az igy kapott meg-
oldas megsérti-e az egyik ,blossom” egyenlGtlenséget, és ha igen, melyiket. Amennyiben
igen, azt az adott egyenlGtlenséget hozzavessziik az eredeti feladathoz, és ujra kezdjiik a
megoldést. Ilyen szeparacios algoritmushol tobb is 1étezik, az egyik leirasa megtalalhato
A. N. Letchford, G. Reinelt és D. O. Theis cikkében [5].

A kovetkezo Otlet, hogy tovabbi feltételek hozzaadasaval zarjuk ki a tobb diszjunkt kor
lehetGségét, és igy reméljiik, hogy a feladat megoldéséaval egyetlen Hamilton-kort kapunk.
Ezt a megoldési kisérletet "subtour elimination"-nek nevezik, és alapotlete a kdvetkezs

egyenlGtlenséget bevétele az LP feladatba:

Y wm <IS|—-1 (VSCV,S#0)
e€cs
Sajnos, ha ezeket a feltételeket is hozzévessziik a korabbi "blossom" egyenl&tlensé-
gekhez, az igy kapott feladat szeparacios probléméjahoz nem létezik egzakt polinomialis
algoritmus. Emiatt ez a megkozelités nem segit a feladat elméleti komplexitaséan, de ez
nem jelenti azt, hogy az alapotlet hasznalhatatlan lenne. A gyakorlatban léteznek var-
hatoan hatékony algoritmusok [6], és a vilag jelenlegi vezets egzakt megoldoszoftverei is

felhasznaljak a vagosikok modszerét.
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4. fejezet

Egy valamivel pontosabb approximaci6

4.1. Alap algoritmus

A kovetkezdSkben ismertetjiik a jelenleg ismert legjobb kozelitd algoritmusokat a probléma-
ra. Az elsé ezek koziil egy %—kb’zeh’tés lesz, amelyet késGbb kis modositasokkal %—kb’zeh’té’re
javithatunk. A konnyebb megértés kedvéért az algoritmus miikodését lépésrél-lépésre il-

lusztraljuk azon kilenccstcsu példagrafon, mely 1-stulyu élei a kdvetkezok:

&\

4.1. abra. A példagrafunk

4.1.1 Algoritmus. Az algoritmus elsd vdltozatdhoz tegyiik fel, hogy G-ben létezik csak

1-sulyu €élekbdl allo Hamalton-kor.

1. Keressiink eqy minimalis korfedést, ennek silya n lesz. Jeldljik C-vel az igy kapott

korok halmazdt.
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Clrd
NGV
4.2. abra. Feketével jelolve a korfedés élei, szinessel (vsvy, vgvr7, v9v1) a kimaradok

2. Készitsiink eqy B pdros segédgrdfot, melynek osztdlyai C-nek és 'V -nek felelnek meg,

€s ¢; €s vj oOssze vannak kotve, ha v; nincs benne c;-ben, de szomszédos annak egy

(o) e

@) ) ) () (@) () () ()

4.3. abra. B segédgraf (a kiilonb6zs korok kozott huzodo élek két példanyban jelennek

csucsdaval.

meg itt)

4.1.2 Lemma. Ekkor B-ben van C-t fedd pdrositas.

Bizonyitas. Vegyiik a (v, ve, ..., v,,) Hamilton-kort G-ben, és parositsuk a ¢ kort a

legelst olyan v;-hez, ami nincs benne c-ben, de v;_; benne van. [J
3. Keressiink eqy tlyen M parositdst B-ben.

4. Vegyiink fel egy 1jabb segédgrifot: F' csiucshalmaza feleljen meg C-nek, és eqy a =
(¢, ) ranyitott él benne, ha az M pdrositisban a ¢ kor egy v ¢ kior beli csicshoz

van pdrositva.
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4.4. adbra. F' iranyitott segédgraf

5. Ekkor F minden (c,c) irdnyitott éléhez tartozik az eredeti G grdfban egy (v,v)
iranyitatlan €l: v eqy c-beli csics, és v' eqy -beli csics. Vegyiik észre, hogy ha F-
ben két irdanyitott élnek ugyanaz a ¢ csics a feje, akkor azok olyan G-beli élekhez
tartoznak, amelyek a ' kor kiillonbozd csiucsaival szomszédosak. Azonban, ha ¢ a feje
eqy wrdnyitott F-beli élnek, és a tove eqy mdsiknak, akkor az ezen két élhez tartozo

G-beli élek lehet, hogy egyazon '-beli csiuccsal szomszédosak.
6. Ekkor F'-ben minden csics kifoka 1, azaz F eqy fligguény-graf

4.1.3 Lemma. Minden fiigguény-grafban van eqy feszitd részgrdf, ami csak disz-

gunkt, 1-mélységi be-fakbol, és 2-hosszi utakbol dll.

Bizonyitas. Nézziik F' gyengén Osszefiiggé komponenseit egyenként. Egy ilyen kom-
ponens all egy C' kérbdl, és abba befoly6 be-fakbol.

Legyen a C-t6] legmesszebbi levél [, és s a kozvetleniil rakévetkezs cstcs (azaz aho-
va az [-bdl kiindul6 egyetlen él mutat). Amennyiben s nem része C-nek, vegyiik s-t
és az Osszes s-be mutato él kiinduldopontjat. Ezek egy s gyokert, 1-mélységii be-fat
alkotnak. Vagjuk le ezt a fat a komponensrdl.

Ezt ismételgetve eljutunk egy olyan allapotig, hogy C-n mar csak egyes levelek
lognak.

Vegyiik C' egy x bels6 cstucsat, amirdl lelog egy y kiilsg cstucs. Ezt az z-et nevezziik
ki egy 1-mélységii be-fa gyokerének, vegyiik be ebbe a faba az Osszes z-r6l lelogd
kiils6 csiicsot. Emellett ebbe a faba vegyiik, vagy ne vegyiik még be az z-et C-n
megel6zG csticsot 1gy, hogy a késziilg fank, és a C-n x-et megelézd legkozelebbi
masik olyan cstcs tavolsaga, amelyrdl 1og kiilsg cstics, péaros legyen (azaz paros sok

cstesbol alljon, akar 0-bol).
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Ezt tegyiik meg az 6sszes olyan C-beli csicsra, amelyrdl 16g kiilsé cstcs. Az ezutan
fennmarad6 paros hosszu utak trivialisan felbonthatok 1 élbél allo utakra (amelyek

egyben 1-mélységii be-fak).

Ki kell még térniink arra a speciélis esetre, amikor C-rél nem l6g le kiils§ cstcs.
Ekkor C' felbonthaté 1-hosszu utakra, valamint még legfeljebb 1 darab 2-hosszu
utra. [

. Bontsuk fel ilyen mddon F-et. Ez alapjin az azonos komponensekbe tartozo kéroket

fogiuk dsszekdtogetni.

4.5. abra. Feszit6fa az F segédgrafon

. Vegyiik elsének a feszitdfa 1-mélyséqgd be-fa komponenseit. Ezek gyokerének G-ben
megfelel egy c kor, leveleinek pedig valahdny tovabbi G-beli kér: c1,. .. ,cp. Es minden
c;-bol vezet egy €l c egy v; csicsdba, ahol i # j esetén v; # v;. Elindunk kérbe a c
mentén eqy tetszdleges csucsbol. Ha taldlunk két szomszédos csicsot c-n amelyek v;
€s v, azaz valamelyik kettd kilsd kor csatlakozdst pontjai, akkor ezeket a koroket a
4.6.a) dbrdnak megfelelden kapcsoljuk dssze. Ha egy olyan v;-t taldlunk, hogy az arra
rakovetkezd csics c-n nem csatlakozdsi pontjai eqyetlen kilsd kornek sem, akkor a

megfeleld kort a 4.6.0) dbranak megfelelden kapcsoljuk c-hez.

. Ezutdn ldssuk a 2-hosszi utakat a feszitdfdban. Ezek G-ben hdrom dsszekapcesolt
kornek felelnek meg, ahol a kézépsd kor kapcsoldddsi pontjai (az dbrdn x és y-nal
jelolt csicsok) esetleg egybeesnek. Ebben az esetben a hdrom kért a 4.6.c) dbrdn

mutatott modon kotjik dssze.
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(a) (b)
G,:0,:0-20-0:-0
(c)
4.6. abra. A haromféle tsszekotési mod (Kép forréasa: [7])

10. Miutdn elkésziltink a korok fenti modon torténd dsszekdtogetésével, feltehetd, hogy

minden kor tartalmaz 2-siulyid €lt, ezért azok felbontdsdval a kérok ingyen dsszefiz-
hetdek.

4.7. abra. A példagraf a 4.6.c) modon tortént Osszeftizés utan. A pirossal jelolt élek (vovs,

vsvg) 2-stlyunak.
4.1.4 Megjegyzés. A példagrifra az algoritmus dltal adott kozelitd megoldds értéke 11,

mig az optimum 9 lett volna. Tehdt ez a példa is szemlélteti, hogy a megadott kozelitési

hdanyados éles.
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4.1.5 Allitas. Amennyiben az eredeti G grdfban volt kizdrdlag 1-sulyi éleket haszndld

Hamilton-kor, ez az algoritmus %-kdzel@’tést ad a problémdra.

Bizonyitas. Az optimélis Hamilton-ut stlya n, ezért a minimalis korfedéséé is ennyi. Be
kéne még latni, hogy a leirt 0sszekdtogetések legfeljebb %n—nel novelik az algoritmus altal
adott megoldas koltségét. Fzt tgy fogjuk elérni, hogy megmutatjuk, mindharomféle leirt
Osszekotés csucsonként legfeljebb %—del novel.

Nézziik els6ként az 4.6.a) abran illusztralt osszeftizést. Itt csak a kiils§ koroknek egyen-
ként legalabb 3-3, azaz Osszesen legalabb 6 cstucsa van. Ez a fajta 0sszekotés soran 3 élt
torliink, és 3-at vesziink be, azonban a bevett élek kozé tartoznak az 4.6.a) abran v;-vel
és v;-vel jelolt cstcsokra illeszkedd élek is, amelyek sziikségszertien részei voltak a B él-
halmazanak, ezért 1-sulytak. Emiatt ez a fajta dsszekotés cstcsonként z-dal novel (<2).

Vegyiik most az 4.6.b) abran illusztralt Gsszeftizést. Ez legalabb 5 csucsot foglal maga-
ba, a bels6 kor 2 csticsat, és a kiils6 kort, amely legalabb 3 cstcsbol all. Itt 2 élt torliink és
vesziink be, amelyek koziil azonban az egyik (az abran v;-re illeszkedd) 1-sulyt, igy ennek
a fajta Osszekotésnek a koltsége csiicsonként legfeljebb % (<%).

Végiil nézziik a 2-hosszu utak menti Osszeftizést. Egy ilyen komponensben 3 kor van,
mindegyik legalabb 3 csticsbol all, vagyis Gsszesen legalabb 9 csticsot tartalmaz. Az Gssze-
kotés soran 4 élt bontunk fel, és 4 masikat vesziink be, vagyis a koltség legfeljebb 4-gyel
nshet. Azonban a bevett élek kozé tartozik az 4.6.c) abran x-szel és y-nal jelolt cstucsokra
illeszkedd élek is, amelyek részei voltak a B élhalmazanak, ezért 1-sulytak. Az egész fo-
lyamat tehat legfeljebb 2-vel noveli az 6sszkoltséget, és legalabb 9 csiics felett zajlik.

Mindezen korlatok felallitasa sorédn természetesen feltételeztiik a legrosszabb kimene-
telt, azaz, hogy ahol csak lehetséges volt, a bevett élek silya 2. Emiatt feltételezhetd,
hogy mindezen Osszeflizések elvégzése utan G minden megmaradt komponensében van
2-silya él, emiatt azok felbontasaval a komponensek a koltség tovabbi novelése nélkiil
Osszekotogethetsk. [

4.2. Altalanos eset

Most lassuk az altaldnos esetet, amikor nem tessziik fel, hogy az eredeti G grafban van
kizarolag 1-hosszu éleket hasznalé Hamilton-kor. Ehhez el6szor vezessiink be egy fogalmat,
ami megkonnyiti a kévetkezd algoritmus ismertetését, és egy masikat, amelyet majd a

bizonyitashoz hasznalunk fel.
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4.2.1 Definicié (Tiszta kor). Egy kort tisztanak neveziink, ha csupa 1-sulyi éleket tar-

talmaz.

4.2.2 Definici6 (Terhelt cstics). Terhelt csicsoknak nevezzik azokat a csicsokat, ame-
lyeket osszeszamoltunk az F' nemtrividlis komponensei osszekotogetése koltségének kiszd-
mitdsahoz, tehdt a 4.6.a) eset szerint 0sszekotitt két kilsd kor csicsait, a 4.6.b) eset
szerint 0sszekotott kilsd kor csucsait, valamint az dbrdn jelolt v és v; csiucsokat, illetve a

4.6.c) dbra szerint dsszekotitt korok dsszes csucsdt.

4.2.3 Algoritmus. Az algoritmus hasonloan indul, mint az eldzd, néhdny apro, azonban

fontos maodositdssal.

1. Vegyiink egy minimdlis sulyu korfedést G-ben, ami megfelel a kovetkezd két feltétel-

nek:

(a) Legfeljebb egy nemtiszta kor legyen benne.

(b) Abban az egy nemtiszta kérben ne legyen olyan 2-silyid él, aminek egyik vég-

pontjara illeszkedik eqy 1-sulyi €l, mely mdsik végpontja eqy tiszta kor része.

4.2.4 Megjegyzés. Létezik olyan minimadlis sulyu korfedés, ami megfelel ennek a
két feltételnek, és tudunk is keresni ilyet. Ha olyan korfedést taldlndnk, amiben tobb
nemtiszta kor is van, mindegyik eqy-eqy 2-sulyi élét felbontva, majd osszefizve dket,
nem noveljik a fedés koltségét. Ha az egyetlen nemtiszta kor megsértené a b) feltételt,
felbonthatjuk a sértd 2-sulyd €élt, valamint a problémds tiszta kor eqyik élét, amely
szomszédos a két kor kozott huzodo 1-sulyu éllel, majd osszekothetyik a két kort -

felhaszndlva a kettd kozotte 1-sulyi €lt s - nem novelve a kéltséget.

2. Az el6zd algoritmusban leirtak szerint megalkotjuk a B pdros segédgrifot, azzal az

eqy kiilonbséggel, hogy a felsd osztalyba csak a tiszta koroket vesszik be.
3. Ebben a B-ben kerestink eqy maximdlis pdrositdst.

4.2.5 Megjegyzés. Mivel nem tettiik fel, hogy a G grdfban van Hamilton-kér, elkép-
zelhetd, hogy most B-ben nincsen teljes pdrositdas. Amennyiben mégis van, mikodik
az algoritmus kordabbi vdltozatdnak approximdcios hdnyadosahoz tartozo szdmolds.
Az dltaldnos estben viszont, amikor nincs ebben a B-ben teljes pdrositds, sziikséges

a mélyebbre mend analizis.
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4. BElkészityik az F irdanyitott segédgrdafot, ugyanigy, mint az eldbbi algoritmusban.

5. Ebben az F-ben keresiink eqy F' feszitd részgrdafot, amely tartalmazhat: 2-hosszi

utakat, 1-mélyséqi be-fdkat és trividlis komponenseket (izoldlt csiucsokat).
6. Ezutdn a kévetkezd modon kotogetink Ossze:

(a) Az F' nemtrividlis komponenseit a kordbbi mddon. (4.6. dbra)

(b) A tiszta korokhiz tartozo csicsokat azok 1-1 élének felbontdsdval, koronként 1

kéltséggel.

(c) A nemtiszta kort annak eqy 2-sulyu élének felbontdsdval, ingyen.
4.2.6 Allitas. Ez az algoritmus 131—/-c(')’zelz’tés.

4.2.7 Megjegyzés. Bdr az igaz, hogy tudunk olyan kort taldlni a G grdfban, amely si-
lya legfeljebb %-e az optimumnak, az nem igaz, hogy olyan kort is lehet taldlni, amely
értéke %—e a minimdlis korfedés sulydnak. Ellenpéldaként vegyiik azt a hatcsucsi teljes
grdfot, amely 1-siulyi élei két hdaromsziget alkotnak (és dsszes tobbi éle 2-silyi). Ebben a

manimadlis korfedés sulya 6, az optimalis Hamilton-kioré viszont 8.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az optimalis korfedés k darab 2-silyt élt tartalmaz. Ekkor
a koltsége n + k, és ekkor természetesen: OPT > n + k.

Legyen az optimalis Hamilton-kor: vy, ve, ..., v,,.

Legyen:

U ={v; | c(vvi11) =2},
¢y = |{c | ¢ kérben van U-beli cstcs, de c tiszta}|.
Ekkor: OPT > n + cs.
Legyen:

ry == |{c | c tiszta kor, és a hozzé tartozo cstcs F'-ben izolalt}|,

ny = |{v | v tiszta kor része, amelyhez tartozo cstucs F'-ben izolalt}|.

4.2.8 Lemma. ¢y, > 1y
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Bizonyitas. Vegyiik a vy, vs, ..., v, optimalis Hamilton-kort. Ebbdl trividlisan csinalha-
tunk egy B-beli parositast, amely legfeljebb ¢y darab kort hagy parositatlanul.
Valamint, az ro-be beleszamito csiicsok F’-ben izolaltak voltak, ami csak tgy tortén-

hetett, hogy a maximélis B-beli parositasbol kimaradtak. [

Az el6z8 algoritmus bizonyitasa soran belattuk, hogy F’ nemtrividlis komponensei

osszekothetGek tigy, hogy terhelt csicsonként legfeljebb %—del noveljiik a korfedés koltségét.

4.2.9 Lemma. A terhelt csiucsok szima dsszesen legfeljebb (n — ny — k).

Bizonyitas. Osszesen n cstcs van a grafban, n, jeldli azon cstcsok szamét, amelyek
F'-ben egy izolalt tiszta kor részei. Mivel a terhelt csicsok kizarolag F’ nemtriviélis kom-
ponenseibdl keriilnek el6, vilagos, hogy ez az ny darab cstics nem lehet terhelt.

Az egyetlen nemtiszta kornek van k 2-stlyu éle, tehét legalabb ennyi cstcsa is. Amennyi-
ben ennek a kornek egy izolalt pont felel meg F’-ben, ezt a tovabbi k cstcsot is kivonhat-
juk.

Amennyiben a nemtiszta kornek megfelel pont része F’ egy nemtrivialis komponen-
sének, akkor a gyokerének kell lennie, hiszen ezt a kort nem vettiik be B fels6 osztalyaba,
igy bel6le F-ben nem indulhat ki él. Emiatt, a 4.6. abran bemutatott Osszekotésekben
a nemtiszta kor az a) és b) esetben csak a belsé kor lehet, a c¢) esetben pedig csak az
egyik széls6 kor. Ez utobbi eset ennek a bizonyitasnak a céljabol megfelel annak, mintha
a nemtiszta kor a b) esetben a belss kor lenne. Az a) esetben nincsenek terhelt csicsok a
belss koron, tehat innen elég csak a b) esettel foglalkoznunk.

Emlékezziink a korfedés megvalasztasakor szabott (b) feltételre. Emiatt, ha a nemtisz-
ta kor a bels kor a 4.6.b) abran, akkor a vv;, valamint a v; cstcs masik (a bels§ korbe
tartozo) éle nem lehet 2-stlyt.

Tehat a nemtiszta kor minden terhelt csticsara kozvetlentil rakovetkezs él 1-sulyd, emi-
att - hiszen van k 2-sulyu éle - kell lennie legalabb k darab nem terhelt csiicsanak is, igy

k-t szintén kivonhatjuk a terhelt stulyok szamara adott fels§ becslésbél. [

Igy az algoritmus altal adott megoldas koltségére felirhaté a kivetkezs fels6 becslés:

2
Ag(n+k)—|—§(n—n2—k)+r2
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Valamint tudjuk, hogy: ry < co, illetve 3 - ry < no.

Innen: 5 1 - 9
A< (n+k)+§(n—n2—k‘)+r2§ §n+§k—§n2+7“2§
11 7 2 11 7 1
11 11
§§-max{n~l—02,n+k‘}§§'0PT

4.3. Tovabbi javitas

Ezzel belattuk az eddigi legjobb kozelitésiinket. Azonban amennyiben képesek vagyunk
polinomaélis id6ben haromszogmentes korfedést keresni [3], még jobb approximécios ha-

nyadost is ki tudunk hozni.

4.3.1 Allitas. Ha hdromszégmentes kiorfedésbdl indulunk ki, ugyanez az algoritmus %—

kézelités a problémdra.

Bizonyitas. El6szor nézziik azt az esetet, amikor G-ben van Hamilton-kér. Ebben az
esetben a korabbi bizonyitdsban a korok méretének minimaélis szaméat ott hasznaltuk ki,
amikor megvizsgaltuk, a kiilonbozé fajta 6sszekotogetések hany cstcs felett zajlanak. Néz-
ziik meg ezeket ujra, ezuttal feltételezve, hogy minden kor legalabb 4 csticsbol all.

A 4.6.a) esetben, mint korabban kimondtuk, az élek ujrakotésével legfeljebb 1-gyel ng
a korfedés Osszkoltsége. Most azonban a két kiils§ korben legalabb 4-4 cstcs van, azaz a
koltség novekedése cstcsonként legfeljebb % (< %)

A 4.6.b) esetben szintén 1-gyel romlik a fedés koltsége, a jelenlévs csicsok szama pedig

minimum 6: 4 a kiils6 korben, valamin a belsé kor v és v; csiicsai. Tehéat a csticsonkénti
1
6
A 4.6.c) esetben a megtargyaltak szerint a fedés 6sszkoltsége 2-vel né, a harom kérben

rontas

pedig Gsszesen legalabb 12 cstcs van, tehat a korfedés silyanak cstcsonként novekedése
is % = %.

Ezzel belattuk, hogy az els6 esetben az algoritmus valéban egy pontosabb kozelitést
is képes adni. Most lassuk miben moédosul a szamolas, ha G-ben nincs Hamilton-kor.

A mésodik bizonyitdsban két helyen hasznaltuk fel a korck minimalis méretét. Az
egyik az ry érték felsd becslése volt, ami most a kovetkezére modosul: 475 < ny. A méso-

dik pedig az F’ nemtrivialis komponensei ¢sszekotogetésének koltsége, ami, mint épp az
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imént belattuk, most legfeljebb ¢(n —ny — k).

Ezek ismeretében az algoritmus altal adott megoldas értékének 4j fels6 becslése:

Ag(n+k)+%(n—n2—k)+r2§gn—l—gk—%ng—l—mg
Szn+§k‘—1-4r2+rz§zn+§k+gcgé
6 6 6 6 6 6
§g~max{n+cg,n+k}§g'OPT.
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5. fejezet

Legjobb kozelités

5.1. Kiindulasi elv

A kovetkezSkben bemutatunk egy algoritmust, amely approximécios hanyadosa kezdetben

szintén %, azonban késébb néhany modositéssal %—re javithatd, ami megfelel a jelenleg
ismert legjobb kozelitésnek az (1,2)-TSP problémara. Ez az algoritmus A. Adamaszek, M.
Mnich és K. Paluch cikkébdl szarmazik ([8]), egy teljesen mas megkozelitést hasznal, mint
az eldzo, és a %—kézelit(’)’ valtozata nem is tamaszkodik a Hartvigsen-féle haromszogmentes

korfedést keres§ modszerre. Ismertetéséhez elGszor vezessiink be egy fogalmat.

5.1.1 Definicié (Ut-k-szinezés). Egy grdf iit-k-szinezése az éleinek k szinnel vald szi-
nezése, olyan mddon, hogy minden szinosztdly csucsdiszjunkt utakbol dlljon (korok nem

megengedettek).

Az algoritmusunk alapdtlete a kévetkezs lesz. Vegyliink a G grafon egy C' minimaélis kor-
fedést és egy M minimalis koltségt teljes parositast. Ezutan alkossunk egy G multigrafot
G cstucshalmazéan, amelynek éleit C' kettd, és M egy masolata alkotja, végiil it-3-szinezziik
é—t, amely utan a legnagyobb szinosztaly ttjai tetszélegesen GsszekothetGek lesznek egy
kell6en pontos kozelité megoldast adva.

Ennek vazlatos beldtasahoz jeloljiik og4-gal az algoritmus altal adott megoldasban lé-
v6 1-silyu élek szamét, és appr-tal az optimumban lévéekét, 5,,-gal ugyanigy a 2-silya
élek szamat, valamint c(alg)-gal az algoritmus megoldasanak koltségét, és c(OPT)-tal az
optimumét. Vildgos, hogy ¢(C) < ¢(OPT) és ¢(M) < 5 - ¢(OPT), ebbél kivetkezik, hogy

ac > appr valamint o,y > % - opPT.

24



Ezek miatt a G multigrafban legalabb g - appr darab 1-salyua él lesz, és a szinezés
utan a legnagyobb szinosztalyban, és igy a végs6é megoldasban is legaldbb % -appr darab.

Innen nézzik a kovetkezs levezetést:

)
Qalg > G dopT

6 g > 5-opr 25 -aopr — 2 Bopr =T aopr — 2n

(5.1)
12n — 6 - gy <14n —7- aopr

2n — aqy  c(alg) < 7
2n — appr  c(OPT) ~ 6

5.2. Parositas, fél-élekkel

Sajnos az eddig leirtakkal van egy nyilvanvaloé probléma: nem minden igy kapott G mul-
tigraf ut-3-szinezhetd. Egyszert ellenpéldanak vegytink egy olyan részgrafot, amely C-ben
egy négyzet, és két-két csiicsa M-ben is egyméas parja. Ennek G-ben egy olyan négyzet fog
megfelelni, amelynek két szemkozti élparja dupla parhuzamos élek, a masik pedig tripla
parhuzamos élek. Kénnyen latszik, hogy ezt nem lehet 3-szinezni kor alkotasa nélkiil (ami
nem megengedett az Gt-3-szinezésben).

Ennek elkeriilésére modositanunk kell az algoritmust, amihez el6szor bevezetjiik a fél-

éleket hasznélod parositést fogalmat.

5.2.1 Definici6 (Fél-éleket hasznalo parositas). Vegyik G grdfot, és készitsink beldle
eqy G' segédgrdfot. G'-be vegyiik be G minden csicsdt és €lét, emellett G minden e = vw
éléhez vegytink fel G'-be egy u, csucsot, és a vu, €s wu, éleket. Ezen G' segédgrdf csicsainak
egy pdrositdsdt nevezzik a G fél-éleket haszndlo pdarositasinak, a tovdabbiakban M) _yel

gelolgiik, és koltségét a kovetkezonek definidljuk:
1 1
c(MB)) = 5 {v € V(G)| v pdrositva van}| + [{v € V(G)| v nincs pdrositva}|.

Ahhoz, hogy garantaljuk, hogy a késziilt G multigraf Gt-3-szinezhetd, hagyomanyos
teljes parositas helyett ilyen fél-éleket hasznéld parositast kell keresniink, majd azt vissza-
alakitani egy fél-éleket méar nem hasznal6 élhalmazza, és azt felhasznélni a multigraf ké-
szitéséhez. S6t, emellett még a kovetkezd harom tulajdonsagot is meg kell kévetelniink
MG)t6l:

1. Minden uv, € M () fel-élre (kivéve egy, specialis fél-élt) az e él egy C-beli, csupa 1-

salya élekbdl allo 4-hosszi kor része, és minden C-beli ilyen 1-négyzethez legfeljebb
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egy fél-él tartozik ilyen modon.

2. Minden ¢ € C' 1-négyzethez tartozik egy e € M (3) él, amely egyik végpontja c-beli, a
masik pedig egy téle kiilonboz6é C-beli korben van, vagy pedig c-nek van parositatlan

, 1 .
csticsa M(2) szerint.

3. MG)-ben lehet egy specialis fél-él, de csak akkor, ha |V (G)| paratlan, és C-ben nincs

2-stlyu él. Ekkor az uv, specialis élre teljesiilnie kell, hogy:
(a) e € ¢y € C, akkor ¢y paratlan hosszu.

(b) Ha Jc € C : |c| > 7, akkor |¢o| > 7.

(c¢) Ha |co| = 3 vagy 5, és C legalabb 2 korbdl all, akkor cyp-nak legalabb 2 cstcséra

illeszkedik kiilss M (3)-beli él, vagy co-nak van M (3) szerint parositatlan cstcsa.

5.2.2 Definici6 (b-matching kapacitas-intervallumokkal). Legyen G egy grdf, és
legyen adott minden v € V(G) csicsra egy I, intervallum, amelyet a v csics kapacitisinak
hivunk. Eqy b-matching ezekkel az intervallumokkal eqy olyan M élhalmaz, hogy: Yv €
V(G) : [6(v) N M| € 1,. Egy b-matching kéltségét gy definidljuk, mint:

1
d(M) = 3 {v € V(G)| v-re illeszkedik M -beli él}|+

+{v € V(G)| v-re nem illeszkedik M-beli él}|.
5.2.3 Algoritmus. Minimdlis kdltségi, a fenti tulajdonsdgokkal rendelkezd MG keresése:

1. Készitiink eqy Gy segédgrifot, csicsain kapacitds-intervallumokkal. Eldszér vegyik

be G minden csicsdt Gjy-be, és ezek a csicsok kapjik mind a [0,1] kapacitdst.

2. Fzutan G minden 1-sulyi e élét, ami a C' minimdlis korfedésben nem egyazon csupa

1-sulyi élekbdl dllo négyzet két csicsdt kiti dssze, vegyik be E(Gy)-ba.

3. Majd kezeljiik a csupa 1 négyzeteket. A ¢ = (v, vq,v3,v4) négyzet minden 1-sulyi
e = vv; belsd élére (vagyis maga a négyzet 4 élére, és esetlegesen az 1-sulyd dtldira
is) vegyiik fel az w;; €s uj; csucsokat [1,1] kapacitdssal, és vegyiik be a segédgrdfba
a viuy; €s vjuj; €leket (de magdt e-t ne). Ezeket az tjonnan felvett wu;; csicsokat
a tovdbbiakban felosztdsi csucsoknak” nevezzik. Ezutdn tovdabbi modositdasokat is

eszkozoliink, aszerint, hdny dtlo van az adott négyzetben.
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5.1. abra. Az 1-négyzetekhez tartoz6 komponensek az eddigi atalakitasok utan

4. Ha 2, vegyiink fel még eqy csicsot, ezt jeloljik v.-vel, kapacitisa legyen [9,12], és

kdssiik 0ssze az 0sszes felosztdsi csicesal a négyzeten beliil.

5.2. abra. A két atloval rendelkezd négyzetbdl késziilt részgraf

5. Ha 1, akkor teqyiik fel, hogy az dtlo a vy €s vy csucsok kozott huzodik. Vegyiink fel
hdrom 1ij csicsot: vi-et [3,4], vi-t [5,5] és v.-t [0,1] kapacitdsokkal. Ezutdn kdssiik
dssze élekkel a vl-et és a vy-gyel és v3-mal szomszédos 3-3 felosztdsi csicsot. Ugyan-
gy v2-t és a vy-vel és vy-gyel szomszédos 3-8 felosztdsi csicsot. Végiil v.-t kdssiik

dssze vl-gyel valamint v?-vel.

5.3. dbra. Az egy atloval rendelkezd négyzetbdl késziilt részgraf
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. Ha 0, szintén vegyiik fel v} és v? csicsokat, eqyardnt [3,3] kapacitdssal, és v.-t [0,1]
kapacitdssal. Az el626hoz hasonlé mddon kissiik dssze v}-et vy és vs felosztdsi csics
szomszédaival, vi-t pedig vy és vy felosztdsi csics szomszédaival, illetve mindkettdt

ve-vel.

5.4. abra. Az 4tl6 nélkiili négyzetbdl késziilt részgraf

. Ezutdn a kapott Gy segédgrifban keresink egy minimdlis kéltségid b-matching-et a
megadott kapacitds-intervallumokra. Ezt jeloljik M -vel. Jegyezziik meg azt is, hogy
egy minimdlis kéltségii b-matching minimalizdlja a pdrositatlanul maradt V(G)-beli

cstcsok szamdt.

. Az My -bdl néhany dtalakitdassal megkaphatjuk MGt Kezdetben M®) legyen fires.
Vegyiik M minden e = uv €lét, ahol u,v € V(G), és tegyiik be MG pe.

. Ezutdn kezelyiik a csupa 1-sulyu négyzeteket, amelyekhez az eldbbi segédgrafokat ké-

szitettiik. Legyen ¢ = (v1,v9,v3,v4) € C ilyen négyzet. Ekkor:
(a) Hogyha van két v;,v; € ¢ csics, amelyek mindketten felosztdsi csicshoz vannak
pdrositva M -ben, akkor vegyiik be a vv; €lt MG be (ez az él ugyebdr 1-sulyi).

(b) Hav; € c egy felosztdsi csucshoz lett parositva M -ben, és még nem pdrositottuk
az eldbbi lépésben, akkor vegyiik be MG be q vV, fEl-€lt, ahol e = ViV mod 4)+1

(emlékeztetdil: ve az e €l mdsolatdt elfelezd csics).

Vegyiik észre, hogy ezek utan, ha v € V(G), akkor fokszdma M (2)_ben ugyanaz, mint

M{-ben, tehat 0 vagy 1. Vagyis M (3) valoban egy (fél-éleket hasznald) parositas.

5.2.4 Allitas. Az igy kapott MG teljesiti a kordbban kitdzott hdrom feltételt.

Bizonyitas. Az M (3) készitése soran nem jeloltiink ki kiilonleges fél-élt, szoval a 3) fel-

tételt nem ronthattuk el.
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Tekintsiik a 2) feltételt. Legyen ¢ = (vy, vg,v3,v4) € C csupa 1-silya négyzet. Minden
esetben, a felosztasi csticsok kapacitésai miatt a (v, v, vs,v4) csticsok koziil legfeljebb 3
volt Osszekdtve felosztasi cstcesal MJ-ben. A negyedik igy vagy egy kiilsé csticesal volt
Osszekotve, vagy péarositatlan maradt, és ezen tulajdonsagat megérizte az M (2)-vé valo
atalakitas soran is.

Tekintsiik végil az 1) tulajdonsidgot. Mint az el6bb ramutattunk, egy csupa 1-stlyu
¢élekbdl allo négyzet négy csicsabdl legfeljebb 3 volt felosztasi csticesal parositva M{-ben.
Ha pontosan 3 volt, akkor ezek koziil ketts egymaéssal lett 6sszekotve M (%)—ben, és csak a
harmadik lehet parban fél-éllel.

Amennyiben 2 volt, ez csak akkor jelentene 2 fél-élt c-nél, ha ez a két cstics egyméassal
nem volna szomszédos, és a kettd§ kozotti él G-ben 2-silyi. Megmutatjuk, hogy a konst-
rukcionk ezt nem engedi.

Tegyiik fel, hogy c-ben nincs 1-stlya atlo, és hogy a felosztasi cstucesal parositott két

1

cstics a vy és v3. Mivel v} kapacitésa [3,3], és v.-¢ |0,1], M}-ben benne kell lennie a v.v!

¢lnek, valamint v}-nek még 6sszekotve kell lennie egy-egy vi-gyel illetve vz-mal szomszé-
dos felosztési cstuicesal. Ekkor azonban a részgrafban még négy felosztéasi cstics maradt
parositatlanul, és v? kapacitasa [3,3|, azaz nem lehet minddel 6sszekotni. Tehat egy meg-
engedett b-matching-ben ez az eset nem fordulhat elé.

A masik eset, hogy c-ben egy 1-stlya atlo van, feltehets, hogy ez a vovy, és a vy és
v3 cstcsok vannak felosztasi csticsokhoz parositva. A kapacitasok kényszere miatt ekkor

a vl élt be kell venni a matching-be, és vl-et még Gsszekdtni két felosztasi csticesal.

2

Azonban ekkor még 6 tovabbi parositasra vard felosztési csiics van a részgratban, és v:

kapacitasa [5,5], azaz nem lehet minden kapacitast kielégiteni.

Ezzel belattuk az 1) tulajdonsag teljesiilését is. [

5.2.5 Allitas. Tetszdleges, a fenti harom tulajdonsdgot kielégitd, minimdlis koltségi M ().
re teljesil, hogy: ¢ (M@)) < - c(OPT).

Bizonyitas. Az otlet a kovetkezs: vegyiink egy teszéleges, rogzitett optimélis TSP-kort
G-n, OPT-ot, majd bontsuk fel ezt két parositasra, M;-re és Ms-re, amelyek eleget tesznek
a leirt tulajdonsagoknak. Ezutan M, és M, koziil a kisebb koltségtit valaszthatjuk M ().
nek.

Ehhez alakitsuk 4t G-t, olyan modon, hogy minden élét (a 2-silytakat is) felezziik el,
azaz az e = ujuy élre vegytink fel egy v, pontot, és htuzzuk be az uqv, és ugv, éleket. E(Q)

élei tartsdk meg stlyaikat, az uqv. és usv, fél-élek sulyai pedig legyen 1 és 1, ha e = ujus
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silya 2, illetve % és %, ha e silya 1. Nevezziik az igy késziilt segédgrafot G”-nek. Ezen a
G"-n egy péarositas ¢ koltségét ugy definialjuk, mint a benne 1év§ élek silyanak Osszegét.

Figyeljiik meg, hogy ekkor minden M parositasra (M) = ¢(MNE(G")) (emlékeztets:
¢ az M@)-vel egylitt bevezetett koltség a fél-éleket hasznald parositéasokra, és definicioja:
(M) = 2 {v € V(G)| v pérositva van}| + [{v € V(G)| v nincs parositva}|). Emiatt,
ha OPT = M; U M,, akkor:

'(OPT) =" (M, U My) = " (M) + "(Ms) =
= (M, N E(G)) +d(Myn E(G"))

Tehat:
min{c (MinE(G)), d (M N E(G))} < % . o(OPT) (5.2)

Emiatt, miutan elvégeztiik az OPT felbontasat, az M;, My koziil valaszthatjuk a ki-
sebb koltségtit, és ezzel belattuk az allitast. Bizonyos esetekben, ha ’(M;) = ' (Ms)
teljesiil, esetleg el6fordulhat, hogy a két péarositasbol az egyik nem felel meg a kittizott
harom feltételnek, és emiatt nem mindegy, hogy melyiket valasztjuk, de mint majd latjuk,
legalabb az egyik megfelels lesz.

Az OPT felosztasat természetesen ugy szeretnénk elvégezni, hogy az egyetlen kér min-
den masodik élét az M;-be tessziik, a tobbit pedig az Ms-be, azonban ez csak akkor oldhato
meg, ha V(G) paros. Az altalanos eset kezeléséhez vezessiink be két jelolést. Legyen So
azon négyzetek halmaza, amelyek benne vannak a C' minimélis korfedésben, mind a négy
éle 1-sulya, és OPT pontosan ketts élét hasznélja. Hasonl6an S3 jeldlje az ugyanilyen
tulajdonsagi négyzetek halmazat, amelyeknek O PT' pontosan 3 élét hasznalja.

Minden ¢ € S5 U S3 négyzetre vegyiik annak egy OPT altal hasznalt élét, és "felezziik
el", azaz cseréljik le OPT-ban a hozza tartozo két fél-élre. Ezekutdn négy esetet kell
megvizsgalnunk, és megmutatni, hogy mindegyikben a feltételeket kielégits parositasokat

kaptunk.

1. Amennyiben |V (G)| és |S2 U S3| parossaga megegyezik, a fenti lépésben az élek elfe-
lezésével paros hossziva tettiik O PT-ot, és elvégezhets az My, Ms-re valo felbontés.
Azonban ezutan még el6fordulhat, hogy a két igy kapott parositasban van olyan
fel-él, ami egy csupa 1-sulyud élekbdl allo négyzet egyik atlojahoz tartozik. Ez nem
megengedett a kitiizott feltételek alapjan, de egy ilyen élt egyszertien lecserélhetiink
egy masik, azonos csucsra illeszkedd fél-élre, ami a négyzet egyik oldaldhoz tarto-

zik. Figyeljiik meg, hogy ekkor Mi-re és Ms-re is teljesiil az M3)-re adott 1) és 2)
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tulajdonsag és nincs benniik specialis fél-¢él, tehat ezek mind jo fél-éleket hasznélo

parositasok.

. Ha |V(G)] és | Sy U S| parossaga eltérd, és O PT-ban van 2-stlyu él, akkor az egyik
ilyet a fenti modon elfelezve ismét paros hosszuva tettiik az O PT-ot. Ekkor persze
a 2-silyt élhez tartozo fél-élek nem lesznek benne az M, M, péarositasokban, igy

azokban lesz 1-1 parositatlan csics, de ez nem okoz gondot.

. Ha |V(G)| és |Se U S3| parossaga eltérs, O PT-ban nincs 2-sulyu él, és Sy U Sy tires,
akkor sziikségszertien |V (G)| paratlan, emiatt C-ben van legalabb egy darab pérat-
lan hosszi kor. Legyen c¢q egy ilyen kor. Ennek az esetnek a megoldasahoz valasszuk
ki OPT egyik élét - nevezziik e-nek - amelynek legalabb az egyik végpontja co-beli,
és felezziink el. Ezzel ismét paros hosszuva tettiik O PT-ot, végrehajthato a ketté-
bontas. Ebben az esetben az a fél-él, amelyet e elfelezésébdl kaptunk, lesz a specialis
fel-él, amelyet a 3) feltételben jellemeztiink. Hogy ez az eset is korrekt legyen, sziik-
séges, hogy e a ¢ egy belsd éléhez tartozzon. Emiatt elszor is (vegyiik észre, hogy
ekkor ¢"(M,) = '(Ms)), az My, My kozil azt kell valasztanunk, amelyikben ez a
specialis €l egy co-beli csticsra illeszkedik. Ez lehet, hogy mindkettSben teljesiil, de
eléfordulhat, hogy e-nek csak az egyik végpontja volt co-beli. Ebben az utobbi eset-
ben még egy cserét is végre kell hajtanunk, hogy a specialis fél-él valoban egy cy-beli
élhez tartozzon, és ne csak egy co-ra illeszked6hoz. Ehhez cseréljiik a specialis fél-élt
egy, a co-beli végpontjara illeszked§ masik fél-élre, ami egy co-beli él elfelezésével
késziilt, de nincs benne O PT-ban (pontosan egy vagy kettd ilyen fél-él van, mivel a

kérdéses cstcs cp-beli két éle koziil legfeljebb az egyik van benne O PT-ban).

. A végs esetiink, ha O PT-ban nincs 2-silyt él, és S;US3 nem iires. Ekkor valasszunk
egy ¢ € Sy U S5 kort, és benne csinaljuk vissza a korabbi élfelezést. Igy a felosztés
megtehets lesz, s6t ¢’ (M) = ¢’ (Ms) lesz, amire sziikség is van, mert a 2) tulajdon-
sag teljesitéséhez az M és az M, koziil egy olyat kell valasztani, amelyik legfeljebb
egy darab belsé élét hasznalja c-nek. Ezt legalabb az egyik teljesiteni fogja.

Ezzel minden esetben belattuk, hogy O PT-bol készithets egy fél-éleket hasznalod parositas,

ami teljesiti az elvart tulajdonsagokat, és koltsége legfeljebb fele az optimalis TSP-korének.

Ebbdl kovetkezik, hogy a minimalis koltségi ilyen tulajdonsagu fél-éleket hasznald paro-

sitas koltsége is kellGen alacsony lesz. [
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5.3. Multigraf készités

Miutan megkerestiik a C' minimalis korfedést, és az M (3) parositast, nekilathatunk a G
multigraf elkészitésének. Ebbe be fogjuk venni C' minden élének két példanyat, valamint
még egy M élhalmazt, amelyet M (3)-bél kapunk, a fél-élek megfelel6 modon torténd

felszamolasaval. Ezt a kovetkezs eljaras szerint végezziik.

5.3.1 Algoritmus. Kezdetben legyen M = M(%), majd végezzik el a kovetkezd dtalaki-

tasokat, ebben a sorrendben:

1. Y(u,v,w) € C-re, ami csupa 1-sulyi €élekbdl dllé hdaromszog, ha 3t : wt € M és
uv € M, akkor az uv €lt kivesszik M-bdl, és helyére betessziik wt egy mdsodik
példdnydt. (Elképzelhetd, hogy t szintén része egqy 1-hdromszognek, ebben az esetben

lehetséges, hogy wt egy harmadik példdinya is bekeril M-be.)

5.5. dbra. Pirossal jelolve M élei

2. Y(u,v,w) € C-re, ahol uv € M és w M-ben pdrositatlan, kivesszik az uv élt M-bdl.

Lo = e

5.6. abra. Pirossal jelolve M élei

3. Y(u,v,w, z) € C csupa 1-sulyi €élekbdl dllo négyzetre, ha uv, wv, € M és 3t : 2zt € M,
akkor kivessziik a wv. élt M-bdl, és bevesszik zt eqy mdsodik példinydt. (Ezt a
muveletet akkor is végrehajtjuk, ha az u és v szemkdézti csiucsai a négyzetnek, azaz

uv €l "atlo", és nem eleme C-nek.)
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5.7. dbra. Pirossal jelolve M élei
4. Y(u,v,w,z) € C csupa 1-silyi €lbél dllo négyzetre, ahol uv,wv, € M és z pdro-

sttatlan M -ben, kivessziik a wv, fél-élt M-bol. (Az el6zd lépéshez hasonloan itt is

eléfordulhat, hogy uv "atld", ezt a lépést akkor is végre kell hajtanunk.)

ISP

5.8. abra. Pirossal jelolve M élei

5. Y(u,v,w,z) € C csupa 1-silyi élekbdl dllo négyzetre, ahol uv, € M és a négyzet mds
éle vagy dtloja (vagy az azokhoz tartozo fél-élek) kozil eqyik sincs M-ben, kivessziik

M-bél az wv, €lt, és helyére bevesszik az uv €lt (ahol e = wv, azaz ve az uv él

mdsolatdt elfelezd csics).

—_—
Ge@ @0

5.9. dbra. Pirossal jelolve M élei

6. Ha mindezek utdn M-ben még benne van a kordbban emlitett specidlis fél-él, és az

wve, akkor kivessziik M-bél, és a helyére bevessziik az e €lt (azt az élt, amelyiknek v,
a felezdcsicsa).

5.3.2 Allitas. Mindezen dtalakitdsok végrehajtdsa utdn nem marad fél-él M-ben.
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Bizonyitas. Az M ()t ugy készitettiik, hogy megkdoveteltiik, hogy minden uv, fél-élre
az e él egy C-beli csupa 1-sulyu élekbdl allo négyzetbe tartozzon, és minden négyzethez
legfeljebb egy ilyen fél-él tartozzon, kivéve az egy specialis fél-élt. Az algoritmus 3., 4. és
5. 1épésében minden négyzetet megvizsgaltunk, ezért mindegyikre, ha tartozott hozza fél

él, azt kivettiik, a specialis élt pedig, ha addig nem, a 6. 1épésben tavolitottuk el. [

Ezutan végre osszerakhatjuk G-t M egy, és C' ketts példanyabol.

5.3.3 Allitas. Ekkor G-ben legalabb gCYOPT — Bopr €l van, amelynek G-ben 1-sulyi €l
felel meg.

Bizonyitas. C legalabb appr ilyen élt tartalmaz, M (3) pedig legalabb % -appr ilyen élt.
G-t C ketts és M egy masolatabol raktuk Ossze, tehat elég azt belatni, hogy az atalaki-
tasok soran M-bdl legfeljebb Bopr élt vettiink ki.

A fenti algoritmusban csak a 2. és 4. lépésben csokkentettiik az M-beli élek szamét.
Vegyiik észre, hogy ezen kétfajta lépés mindegyikében szerepel egy M szerint parositatlan
csics (a 2.-ban w-vel, a 4.-ben z-vel jelolt csticsok), amelyek egyértelmten megfeleltethe-
t6ek a kivett éleknek. Emiatt:

|{kivett élek}| < by == |{v € V(G)|v parositatlan M(2)-ben}|. (5.3)

Innen még be kell latnunk, hogy: by, < Bopr.

Ehhez tegyiik fel, hogy u € V(G) péarositatlan a minimalis koltségi M (3)-ben. Ha
az OPT-ban az u-ra illeszkeds ketts él kozott lenne 1-silyt, mondjuk e = wu’ | akkor
M)-be bekeriilne az e él, és a félbevagottja is (azaz egy v, csucs, és uv, és u'v, élek).

Ekkor, amennyiben u'v, benne van M (%)—ben, ez az €l kicserélhets e = uu'-re, ezzel
parositva u-t, és csokkentve a parositas koltségét. Amennyiben viszont u'v, nem eleme
M (%)—nek, agy v, parositatlan, ezért uv, bevehets, ismét csokkentve a koltséget. Vagyis
MG)-ben csak gy lehet pérositatlan cstucs, ha az OPT-ban arra illeszked6 mindkét él
2-stlya. Ebbdl kozvetleniil kovetkezik a fenti egyenltlenség.

(Elméletben elsfordulhat, hogy G-nek minden éle 2-stlyu, ekkor G’ - a segédgraf,

amiben az M3 parositast kerestiik - iires graf, és igy: byy = n = fopr.) O

5.3.4 Kovetkezmény. Ez az dllitds garantdlja, hogy a végséd megolddsunk %-ké’zelz’té’ lesz,
ugyanis ekkor a G ut-3-szinezése, €s a legnagyobb szinosztdly kivdlasztdsa utdn: ogg >

% - QopT — % - Bopr, €s innentdl érvényes a (4.8)-as szdmolds.
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Mindezek utan mar csak annyi van hatra, hogy 0t-3-szinezziik a késziilt G multigrafot.

Az erre valo algoritmus a [9] cikkbél szarmazik, és ahogy a %—kézelitc’i algoritmus eredeti

szerzoi is emlitik (]8]), néhany apré modositas sziikséges, hogy a G-re is mikddjon. Ezt a

lépést a szakdolgozatban nem részleteznénk.

Osszefoglalva tehat az algoritmus a kévetkezé modon zajlik:

5.3.5 Algoritmus. A teljes %—ké’zeh’tés vdzlatosan:

1.

2.

C' minamalis koltségi korfedés keresése G-ben.

G’ segédgrdf eldallitdasa és ebben MG keresése a 4.2.53-as algoritmus szerint.
G multigrdf elkészitése a 4.2.5-6s algoritmus szerint.

G it-3-szinezése.

Az igy kapott mazimadlis szinosztdly utjainak dsszekdtogetése tetszdleges modon egy
TSP-korreé.

5.4. Végs6 modositas

Ahhoz, hogy ebbdl az igértek szerint %—kbzelitést kapjunk, néhany apr6 moédositast kell

végrehajtani.

Az alapétlet, hogy a G multigraf készités¢hez C' minimalis korfedés nem kettd, hanem

harom maésolatat hasznaljuk, majd G-t 1t-4-szinezziik. Ebbl kifolyolag G-ben legalabb

% - appr 1-silyi él lesz, és innen megismételve a korabbi szamolast:

Qglg Z g - XopT

8- g > 7 -opr > 7 -aopr —2- Borr =9 aopr —2n (5.4)
5.
16n — 8 - gy <18n —9 - appr

2n — aqy  clalg) < 9
2n — appr c(OPT) ~— 8

Azonban ezt az approximéaciés hanyadost sajnos nem fogjuk tudni megvalositani, a

végsG algoritmus csupan %—kézelités lesz.

A korabbiak mellett, ezen eredmény eléréséhez még néhany tovabbi modositéas is sziik-

séges. Elgszor is, felhasznéljuk Hartvigsen algoritmusat, és C' hdromszogmentes minimélis
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korfedésbdl indulunk ki a G grafon. Ezutan kerestink egy M (2) fel-eleket hasznalo péro-
sitast, amire az eddigieken kiviil megkoveteliink egy negyedik tulajdonsagot is, miszerint:
minden C-beli, csupa 1-silyt élekbdl allo hatszogre annak legaldbb egy csticsa M (2)_ben
egy kiils6 csticshoz van pérositva, vagy parositatlan.

Ezen kiviil G 6sszerakasa utan még par élcserét is végre kell hajtani, miel6tt nekilat-
hatnank az ut-4-szinezésnek. Minden més tekintetben a fejlesztett algoritmus ugyaniagy

miikédik, mint az imént leirt valtozata.
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