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Bevezetés

Az épiiletek témakore igen gazdag és célja alapvetéen kiilonbozé csoportok elemzése. Egy
ilyen épiilet apartmanokbol all, amely specialis tulajdonsagu szimplicidlis komplexusok,
ezek szintugy elég erdsen kotodnek a csoport elmélethez.

Egy specialis épiilet csoport a Bruhat-Tits épiiletek vagy més néven Euklideszi épiile-
tek, amelyek azzal az extra tulajdonsaggal rendelkeznek, hogy az apartmanjaik euklideszi
terek.

A modern matematikdban tobb hasznos felhasznalasi tertilete is van. Alapvetéen Lie-
csoportok tanulmanyozasa miatt vezette be Tits és hogy Osszekosse a geometriat a cso-
port elmélettel. Azonban az elmélet késobb hasznosnak bizonyult tobb teriileten is. Mint
példaul halézatok elméletében és expander grafok tanulmanyozasa soran, itt foleg az 1
dimenziés Bruhat-Tits épiileteket vagy Bruhat-Tits fakat hasznaljak. Masik érdekes al-
kalmazasi teriiletei a kod korrekcid és kvantum informécié elméletben lelhetd fel. Ezen tul
lényeges felhasznalasi tertiletei a reprezentacié elmélet, a differencidl geometria és hasznos

Ebben a miiben egy klasszikus alkalmazasat mutatok be, amely az Thara tétel alterna-
tiv bizonyitasa lesz. Ennek segitségére a fundamentalis csoport fogalmat kell bevezetnem
és ennek a kiszamitasara pedig egy modszert kell bemutatnom. A maéasodik fejezetben
bevezetem a p-adikus szamokat és ennek az algebrajat. A harmadik fejezetben definia-
lom, hogy mit neveziink épiiletnek és mit neveziink Bruhat-Tits éptiletnek. Ezen feliil két
klasszikus konstrukciot is fogok adni Bruhat-Tits épiiletekre. Az utolsé fejezetben pedig

az Thara tétel bizonyitasa szerepel és az ehhez sziikséges elméleti hattér.



1. fejezet

Topologia

1.1. Fundamentalis csoport

A topoldgia egyik {6 kérdése, hogy hogyan dontjiik el egyes topologikus terekrol, hogy
ezek kiillonbozé terek-e. A teriilet fejlédése soran tobb modszert is kidolgoztak és az egyik
leghasznosabb mddszer a fundamentalis csoportokon alapszik. Ezeknek a mddszereknek
az alap gondolata, hogy rendeljiik egy algebrai struktirat minden térhez. Ezek lehetnek
csoportok mint a fundamentélis csoportnal vagy lehetnek lanc komplexusok, mint a ho-
molégiaban. Ekkor elvarjuk, hogy ha két tér azonos, akkor a hozza rendelt struktirak
is legyenek izomorfak az adott struktira szerint. Fontos, hogy azt nem varjuk el, hogy
ha kiillonbo6zoek a terek, akkor legyenek kiillonbozdek a hozzarendelt struktirak. Ebben
a miiben a szakmai anyagot Fehér Ldszl6, Bevezetés a Topoldgiaball] és Allen Hatcher,
Algebraic Topology[?] cimii miivek szolgaltattak.

Most részletesebben a fundamentalis csoportokrol. A topologikus terek vizsgalatanal
felmeriilhet, hogy hogyan lehet bedgyazni "kisebb” tereket az eredti térbe. A legegyszeriibb
ilyen tér, ami felmertiilhet az S; vagyis a koriv. Ezeket a bedgyazott koriveket nevezziik
hurkoknak.

Ez formélisan a kovetkezd. Legyen X és Y egy-egy topologikus tér és C'(X,Y) a
folytonos f : X — Y fiiggvények tere. Ezen definialjuk a koévetkezo ekvivalenciat, amit

homotopidnak neveziink.

1.1.1. Definicié. Legyen f,g : X — Y, amelyek folytonosak. Ezek homotopok, ha
létezik egy H : [0,1] x X — 'Y folytonos fiigguény amelyre teljesilnek a kovetkezdek:

H0,z) = f(z) H(l,z) =g(z) minden x € X-re

b}



Jeloljik ha f és g homotépok egyméassal H altal, akkor f ~ g vagy f ~g g. Igazdbdl
H(t,z) egy fuggvény csalddot add meg, ami egy utnak felel meg C(X,Y)-ban. Ezen a
téren megadhatd egy olyan topoldgia, hogy pontosan akkor van 1t két pont kozott ha,

ezek homotopok.

1.1.2. Allitas. C(X,Y) egy ekvivalencia reldcid lesz a fent definidlt homotopia.
Bizonyitas.
o fr~ f,mert H(t,x) = f(z) megfelel6 homotopia.

e f ~ g-bdl kovetkezik, hogy g ~ f. f ~ g miatt létezik egy H homotopia, amelyre
igaz a kévetkezok: H(0,z) = f(z) és H(1,x) = g. Ezek alapjan tudunk konstrualni
H':]0,1] x X — Y a kovetkez6 médon. H'(t,x) = H(1 — t,z) vagyis megforditjuk
az indexelést a fuggvénysorozaton. Ez folytonos lesz és H'(0,z) = g(x) és H'(1,z) =

f(x) minden z-re. Vagyis g ~ f teljestl.

o f ~ gés g~ h-bol kiovetkezik, hogy f ~ h. Legyen ekkor H; az f és g kozotti
homotépia és Hs pedig g és h kozotti homotopia. Ekkor definidljuk a kévetkezo
fliggvényt:

H,(2t,z) t<?1

H(tay = PO <

Hy(2t —1,2) t>1
Ez egy megfelel6 homotépia f és h kozott, mert H(0,x2) = Hy(0,2) = f(x) és
H(1,z) = Hy(1,x) = g(x) és ez folytonos lesz. Vagyis f ~ h.

U

Legyen [Y, X| = C(Y, X)/homotépia. Ezen a ponton ha X-t vagy Y lefixdljuk egy bizo-
nyos teszttérnek akkor, milyen halmazt kapunk. Mint kidertil ezek hatékony invariansokat
adnak. Példaul ha Y = {x}, akkor ezek a fiiggvények az ttosszefiiggbségi komponenseket
adjdk meg. Nekiink most egy fontos teszt tér S lesz. Azonban [S7, X] nincsen jol definidl-

haté csoport struktira, de egy kis modositassal ezt megtudjuk oldani. Ehhez sziikségiink

s sz

1.1.3. Definicié. Egy pontozott tér alatt az (X, xg) part érjik, ahol X egy topologikus
tér és xy € X egy pontja. Két (X, xo), (Y, yo) pontozott topologikus tér kézotti f figguények
alatt olyan folytonos figguényeket értink, amelyekre igaz, hogy f(xo) = yo-



Egy v :[0,1] = X olyan hurok, amelyre teljesiil v(0) = (1) = zo. Az ilyen hurkokat
zdrt hurkoknak hivjuk.

Ha egy (X, o) egy pontozott topologikus tér és v egy zart hurok, amire teljesiil, hogy
v(0) = v(1) = zo ekkor v egy kotott zdart hurok. A Q(X, xy) legyen egy adott pontban
kotott hurkok tere.

Legyen H : [0,1] x [0, 1] — (X, x0) egy homotdpia v, €s ve zart hurkok kozott. Ha teljes
H(t,0) = H(t,1) = xo minden t-re. Vagyis kitott hurkokon keresztil homotopok vy és .
Ekkor ezek kototten homotopok.

A fentiekhez hasonléan be tudjuk bizonyitani, hogy a kotott homotopia egy ekviva-
lencia relaci6 lesz Q(X, xp). Most méar tudunk hatékonyan egy csoport hatdst definidlni,

ami a gorbék egymas utan flizése lesz.

1.1.4. Definicib. Legyen (X, xqy) pontozott topologikus tér. Ekkor m (X, xo) = Q(X, zg)/ ~,
ahol ~ a kétott homotopia. Ezt nevezzik (X, xo) fundamentdlis csoportjdnak a kévetkezd

csoport mijelettel. Legyen «y és p hurkok m (X, xo)-ban. Ekkor ezeknek a szorzata:

=
—~
~~
SN—
~
= N

1.1.5. Allitas. ([2]26 o. 1.3) (m(X),-) egy csoport lesz.

1.1.6. Példa. Legyen D, a két dimenzids korlap ez egy pontra hizhatoé tér, vagyis minden

gorbe homotop a konstans zart hurokkal. Vagyis m(Dy) = 1 a trividlis csoport.

Egy tér fundamentélis csoportjanak kiszamitasahoz egy moédszer az, hogy adott egy
tér és kivancsiak vagyunk ennek egy részhalmazanak a fundamentalis csoportjara. Ha ezt
megtudjuk gy kapni, hogy 6sszehizzuk egy pontta bizonyos részeit, akkor megtudjuk

mondani a fundamentalis csoportjat.

1.1.7. Definicié. Fgy A C X deformadcios retraktumnak nevezzik, ha adott f; :
X — X folytonos figguény csaldd, ahol fo =1, f1(X) = A és ha megszoritjuk A-ra akkor

az identitas f1|a = 1 minden t-re.

1.1.8. Példa. Egy lyukas karikdnak a deforméacios retraktuma S lesz.



1.1.9. Definicié. Egy (X, A) Borsuk-féle pdr-nak nevezzink ha birmely f : X — Y
folytonos fiigguényre és tetszéleges h : [0,1] x A — Y homotopia. Ekkor ez kiterjed egy
homotépidvd az egész X-re. Vagyis van H : [0,1] x X — Y, amely A-ra megszoritva

megegyezik h-val.

1.1.10. Példa. Ha X egy CW-komplexus és A egy rész-komplexus ekkor (X, A) egy

Borsuk-féle par lesz.

1.1.11. Tétel. ([2]15 o. (0.17)) Ha (X, A) egy Borsuk-féle pdr és A pontra hizhato.
Ekkor a fundamentdlis csoportja X -nek megegyezik a X/A fundamentdlis csoportjdaval.
Vagyis m(X) ~ m (X/A).

1.2. Fedoleképzések

Egy moédszer arra, hogy kiszamoljuk S; topologikus tér fundamentalis csoportjat a ko-
vetkezo. A "fizikai” szemlélet: Vegyiink egy v gorbét Si-en, most "kicsavarozzuk” ezt a
gbrbét, mint egy csavart, ez lesz v felemeltje. Mindig egész szamszor forog korbe a csavar,
mert v zart gorbe. Ekkor minden y-hoz rendeliink egy egész szamot, ez legyen a kortl
fordulasi szama egy v gorbének és ezzel hatarozzuk meg a 7 elemeit. Konkrétabban ezt
le tudjuk irni egy p : R — S; fiiggvénnyel, ami legyen p(t) = (cos(2nt), sin(27t). Ennek

az Otletnek a tovabb gondoldsa adja meg nekiink a feddleképezések és fedoterek fogalmat.
1.2.1. Definicié. Egy p: XX eqy fedoleképzés ha teljesilnek a kovetkezok:
o Folytonos és szirjektiv

o Minden v € X-re teljesil, hogy létezik eqy U kérnyezet, amire igaz p~*(U) =
Llpca Vo, ahol Vi, nyilt X-ben és plv, @ Vo — U egy homomorfizmus minden -

ra.

A felemelési lemmak teszik lehetové, hogy a feddleképzés segitségével hatarozzuk meg

a fundamentalis csoportot.

1.2.2. Definicié. Legyen p : X — X fedbleképzés és [+ Z — X eqy leképzés. Ekkor
f-nek a felemeltje f 7 = X folytonos fiigguény, amelyre igaz f = po f Vagyis az aldbbi

diagram kommutdl.



X
: h
p
f
7 ——X

1.2.3. Lemma. Legyen p: X — X eqy feddleképzés és ~ : [0,1] — X eqy hurok (folyto-
nos) és v(0) = . Ekkor barmelyik iy € p~(zo)-ra 3 4 : [0,1] — X felemelése v-nak,
melyre 4(0) = Zo.

Hasonlban a hurkok felemeléséhez a homotépidkat is fel tudjuk emelni.

1.2.4. Definicié. (Homotépia-felemelése) Legyen p : X 5 X eqy fedoleképzés és
H :[0,1)x[0,1] = X egy homotépia, amire teljesil H(0,0) = zo. Ekkor ennek a felemeltje
barmely &y € p~* (o) egyértelmden létezik egy H - [0,1] x [0,1] = X és H(0,0) = .

1.2.5. Allitas. Legyen p: X — X eqy fedbleképzés, o € X és ig € p~Y(xo). Egy adott v
hurokhoz az xo pontban, tutfelemelési lemma miatt, hozzd tudjuk rendelni a végpontjdt az
Zo-ban felemeltjének:

®(y) = 4(1) € p~* (o).

Ez a leképzés fiiggetlen a kotott homotopiatol vagyis indukdl eqy leképzést:
p : m(X,x0) = p~ (o)
1.2.6. Definicié. Az eldzdekben definidlt o leképzést nevezziik emelet-leképzésnek.

Bizonyitas. Legyen v ~y pa homotopia-felemelése miatt 16tezik egy H, amelyre H(0,0) =
xo. Szitkségiink van arra, hogy a 4 ~y fi. Fixdljuk az elsé koordinatat, ¢ — [:I(O, t) ez a
felemeltje a konstans z, gorbének. A felemelés egyértelmiisége miatt F (0,t) = o minden
t-re. Ezek szerint H(0,1) = &g, és s — H(s,1) és szintigy a felemelés egyértelmiisége
miatt meg kell hogy egyezen ji. [
1.2.7. Tétel. (Emelet-tétel) Legyen p : X — X eqy fedbleképzés, zg € X és &y €
p~ (o).

1 Ha X egy ttosszefiiggd, akkor a ¢ : m (X, x0) — p~(x0) emelet-leképzés sziirjektiv.

2 Ha X egy pontra hizhatd, akkor a ¢ : (X, z0) — p~ (o) emelet-leképzés bijektiv.
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Bizonyitas.

1 Vegyiink egy tetszdleges a € p~'(xg). Mivel X utosszefiiggo ezért 1étezik egy 4 egy
gorbe X-ben, amely kezdépontja z, és végpontja a. Ekkor p(¥) C X egy kotott
hurok lesz. Vagyis ¢([7]) = a.

2 Az el6z6 pontba belattuk, hogy sziirjektiv ¢. Sziikségiink van arra, hogy ez injektiv
is. Tegyiik fel, hogy ¢©([7]) = ¢([u]) = a. Ekkor 4 - it egy #o-ban kétott hurok lesz

X-ben. Azonban X egyszeresen Osszefiiggo, vagyis 1étezik egy H homotépia:

. Ha ezt levetitjiik p segitségével.

1
VR i o

Vagyis [y - =] = 1 m (X, 0)-ben, de ebbdl kovetkezik hogy [y] = [u], igy injektiv.

1.3. Csoport hatasok

Egy topologikus téren is vizsgalhatunk bizonyos csoport hatdsokat, amelyek "folytono-
sak” és ennek segitségével meg tudjuk hatarozni a csoport strukturat a hanyados tér

fundamentalis csoportjaval.

1.3.1. Definicié. Legyen G egy csoport és X egqy topologikus tér. Egy m : G x X — X
folytonos figguényt csoport hatdsnak neveziink ha a kévetkezd folytonos my(x) = m(g, x)

és teljesil my(x) = x €s myy = my omy minden g € G.
Ha egy csoport hat egy topologikus téren az jeloljik G ~ X és m(g,z) = gx.

1.3.2. Definicié. (Hanyados tér) Legyen G egy csoport és X egy topologikus tér. G ~
X csoporthatds palydi eqy v € X estén a kévetkezdé halmaz: {gx | g € G}. A hdnyados
teret jeloljik G\ X = X/palydi vagyis © ~ gx.

1.3.3. Példa. Z ~ R az eltolasokkal vagyis g € G és x € X ekkor gr = g+x. Legyen x €
X ennek az palydja a kovetkezé halmaz: {x +k | k € Z} vagyis a [0, 1) halmaz tartalmaz
egy elemet az Osszes palydbol. Ezek szerint a hanyados megegyezik [0, 1] halmazzal ha

Osszeragasztjuk a végpontjainal vagyis: Z \ R ~ 5.

10



1.3.4. Definicié. Egy G ~ X egqy csoport hatast fedoleképzésnek neveziink ha minden
r € X létezik eqy U kirnyezet, hogy U N gU =0, ha g # 1.

1.3.5. Definicié. Fgy G ~ X egy csoport hatis szabad ha minden g # 1 € G-hez nem
létezik, olyan v € X, hogy gr = x.

Az latszik, hogy minden fed6hatés szabad, de forditva nem igaz.

1.3.6. Példa. R ~ R eltolassokkal nem fedéleképzés de, szabad.
1.3.7. Lemma. Legyen G ~ X egy csoport hatds, ekkor q : X — G\ X egqy nyilt leképzés.

Bizonyitas. Vegyiink egy V' C X nyilt halmazt. Ekkor ¢(V') pontosan akkor nyilt, ha az
6sképe nyilt. Tehat ¢~ (q(V)) = U sec 9V nyiltak unidja vagyis nyilt képe nyilt. [

1.3.8. Tétel. Ha G ~ X fedéhatds, akkor q : X — G\ X hdnyados leképzés eqy feddle-

képzés.

Bizonyitas. Mivel ¢ egy fedohatés, ezért minden xz € X-hez létezik egy jo kornyezete
z-nek, jeloljik V-vel. Sziikségiink van arra hogy U := ¢(V) és y := ¢(x) ahol U-ra

megszoritva ¢-t homeomorfizmus lesz.

¢ '(U) =] ]9V
geG
Az eléz6 lemma szerint ¢ nyilt leképzés, emiatt U = ¢(V') nyilt lesz és ¢l 1 gV — U

pedig egy folytonos bijekcid és mivel nyilt leképzés, ezért egyben homeomorfizmus is. [

1.3.9. Tétel. Legyen X eqy egyszeresen dsszefiiggo tér és G ~ X fedohatds. Ekkor G ~
7T1(G \ X) .

Bizonyitas. Legyen ¢ : X — G\ X a hanyados leképzés és © € X ¢ := g(z). Mivel G
szabadon hat vagyis g — gz egy bijekciot ad G és ¢ !(zo) kozott. Jeloljiik az inverzet
m:q ' (zg) = G.

Ekkor legyen h := m o ¢, ahol ¢ : m (G \ X, x9) — G emelet-leképzés. Ekkor emelet-
tétel miatt ¢ bijekcid és m bijekcio, igy h is bijekcié. Most mar csak arra van sziikség,
hogy h miivelet tart6. Vegytink v és p xo-ban kotott hurok G\ X és 4, i ennek felemeltje

x pontban.

11



Ekkor van g1, g € G csoportelemek, hogy 4(1) = g1z és ji(1) = gox. Ekkor:
Yo (gf) :0,1] = X

Ez a felemelése 7 - p.
p(v - p) =7 p(1) = g14(1) = 919290

Igy h(17]) - [u]) = M(D]) - hl[u]) vagyis h egy izomorfizmus. [

12



2. fejezet

p-adikus szamok

2.1. Norma

2.1.1. Definicié. (Norma) X egy vektortér K test folitt, és legyen |.|| : X — Ry egy
figguény. Ekkor ezt a fiigguényt normdnak nevezzik X-en, ha teljesiti a kovetkezd felté-
teleket: Vr,y € X

1. ||z]] 20, és ha||z|]| =0 <= =0
2 Nyl = {lllyl

3. A hdromszog egyenldtlenséget vagyis, |x + y|| < ||z|| + ||y]|

2.1.2. Definicié. (Nem-Archimédeszi) ||.| Legyen egy norma, egy tetszdleges X wvek-
tortér felett, ezt a normdt nem-arkhimédészinek nevezzik ha, minden x,y € X ||z +

yll < max(llzl, [lyl]) teljesil

Legyen p egy tetszoleges prim szam, be tudunk vezetni egy 1j normat Q felett, amely

eltér az a hagyomanyos abszolut értéktol.

2.1.3. Definicid. (p-adikus norma) Legyen p eqy tetszbleges prim szam és vegyink egy
7 € Q. Fel tudjuk irni § a kévetkezd alakban Z—,/pk, ahol (a',b') =1 ésa {pésb {p.

Ekkor a ||.||, : Q = Z figguényt gy definidljuk, hogy ha § = 0 akkor ||0]|, := 0, ha
pedig az & # 0 akkor ||¢]l, = p~". A ||0]|, := 0 definicid szerint.

Most még nem egészen tiszta, hogy miért hasznos nekiink ez a norma, de a késobbi-

ekben kideriil, hogy ugyanolyan “kiilonleges”, mint az abszolut érték.
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El6tte viszont be kell latnunk, hogy ez valéban egy norma lesz a racionalis szamok

halmazan:

2.1.4. Lemma. A raciondlis szdmok halmazdn, a p-adikus norma tényleg egy norma.

Ezen feliil pedig eqy nem-arkhimédészi norma.

Bizonyitas. Ahhoz, hogy normanak tudjuk nevezni teljesitenie kell a fent megemlitett 3

tulajdonsagot, minden x,y € Q:

—k

1. Definicié szerint ||z||, = p~*, ez szigortian nagyobb mint nulla barmilyen k-ra vagyis,

ha nem nulla ¢ akkor nem lehet 0 a norméja, és a nulldnak a normdja definicio szerint

0

2. lzyll, = |=]lpllyllp, ha x=0 vagy y=0 akkor készen vagyunk. Most tegyiik fel, hogy
egyik sem nulla, ekkor ||z]|, = p™, |ly|l, = p~* ekkor a két norma szorzata
p~#1+5), 4 bal oldalon pedi [lzyll, = l'py/p ], = |y ph ], mivel x° &
olyanok, hogy nem oszthatoak p-vel, ezért a szorzatnak definicié szerint a norméja

p~(F1tke) Jegz,

3. Nlz+yll, < [lzllp+|yllp, haz = a/pkr, és y = y'p*2 ahol pt 2, v/, ekkor feltehetd, hogy

k1 > ko ebbél kovetkezik ||z, = p™ < ||y|| = p~ igy az sszeg a kovetkezd médon

fog kinézni ||(2'p* =2 + ¢ )p*2||, < |lyll, ezzel belattuk, hogy nem-arkhimédészi

norma is egyben.

O
Most tudjuk, hogy barmilyen p primre ||.||,, egy nem-arkhimédészi norma. Ebbél tud-
juk, hogy ||.||, kilonbozik az éltaldnos abszolit értéktél Q-n mivel ez "arkhimédészi”.
Azonban felmeriil a kérdés, hogy ezek a kiilonb6z6 primekre kiillonb6z6 normék lesznek?
Hogy ezt letudjuk tisztazni el6bb definialnunk kell mit értiink az alatt, hogy két norma

ekvivalens?

2.1.5. Definicié. (Norméak ekvivalencidja) |.||1 és |||z legyenek normdk X vektorté-
ren. Fkkor ezeket ekvivalensnek nevezziik ha létezik olyan cq, co régzitett konstansok, hogy
barmilyen x € X :

allz|ly < lzll2 < ezl

teljestil.
gy mar ki tudjuk mondani a kovetkezd tételt.
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2.1.6. Tétel. (Ostrowski(1916)[1]56 o.) Minden Q definidlt nem-trividlis ||.|| norma

ekvivalens vagy ||.||, valamilyen p primre vagy pedig ||.| ami az dltaldnos norma Q,

Ezek szerint a Q-n 1év6 norméakat karakterizalni tudtuk, igy mar vildgossa valt, hogy

miért érdekes szamunkra a p-adikus norma.

2.2. Q, konstrukcidja

Most készen allunk rd, minden p-hez megkonstrualjuk Q,. Ez azért lesz lényeges, mert az
el6z6 tételbdl tudjuk, hogy a p-normak ugyanolyan "fontosak”, mint az altalanos norma
Q-n. Ha azzal a feltétellel indulunk el hogy R = Q, ez ad egy iranyt, hogy hogyan
konstrualjuk meg Q, egy adott p-hez.

Vizsgaljuk meg, hogy milyen a kapcsoltba van Q és R az abszolut értéken keresztiil.
A raciondlis szamok halmazabol tgy kapjuk meg a valds szamokat informélisan, hogy

"betomjiik” a lyukakat. Vagyis teljesé tessziik a teret az adott normara nézve.
2.2.1. Definicid. Legyen K eqgy test és legyen |.| egy norma K-n.

(i) Legyen eqy (x,) sorozat K-ban, ezt Cauchy sorozat nevezziik |.| szerint ha

Ve >03dN n,m>N |z, —z,| <e

(ii) Eqy K testet teljesnek nevezziik, ha minden Cauchy sorozatnak létezik hatarértéke

K-ban.

(iii) Egy S C K strinek nevezziik ha barmilyen nyilt gombbel van kizds metszete vagyis:

Vr>0Vex e K B.(x)NS #(

Most ezeknek a tudataban akkor formalisan R-nek és Q-nak a viszonya a kovetkezo:
» R teljes az ||.]|o nézve.
e Q — R egy bedgyazas, és Q slirlit R-ben.(]|.]|« altal indukalt metrikaban)

gy adédik, hogy az lesz a j6 médszer, hogy ha veszink minden Cauchy sorozatot
|||, norméra nézve és mindegyiknek hatérértéket adunk és ezekkel kiegészitjitk Q, akkor
kapjuk meg Q,. Itt még fontos hogy a Cauchy sorozatokon is van egy ekvivalencia relécio,

amely azt mondja, ha kiillonbségiik tart a nulldhoz, akkor a két sorozat ekvivalens lesz.
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2.3. Z, tulajdonsagai és felépitése

Most mér tudjuk, hogyan néz ki Q, mint normalt tér. De minket érdekelne, hogy milyen

algebra jellemzi ezt a teret.

2.3.1. Definici6. Z, legyen az egészek gytirije.

Z,={q€ Q| llqll, <1} (2.1)

Vagyis azok az elemek, amelyek oszthatoak p-vel.

2.3.2. Allitas. Z, eqy gytri.

Mivel ez egy gytrii ezért jogosan mertl fel, hogy milyen idedlok vannak Z,-ben.

2.3.3. Definicié. pZ, = {q€Q, | |l¢ll, <1}
2.3.4. Allitas. pZ, egy mazximdlis idedl Z,-ben.

2.3.5. Tétel. Legyen R egqy kommutativ gyiri és M < R, ekkor R/M test pontosan,

akkor ha M egy maximalis idedl.

Ezek szerint van Z,,/pZ,, egy test csak az a kérdés, hogy melyik test.
2.3.6. Allitas. Z; = Z,/pZ, =F,, vagyis a p elemi test.

Bizonyités. Z,/pZ, = {q | |l¢ll, = 1}, vagyis az egy normdju elemek halmaza. Ha
q € Z), ekkor ||q||, =p™’ =1 <= v =0 vagyis p{q. Feltudjuk frni ¢ = v +x1p+--- +
Tpp" + ...

Z,—F,

g=zo+xTip+---+x,p" + - — x9 mod(p)

Ez a leképzés miivelettarto lesz és van megszoritva Z) ez egy izomorfizmus lesz. [
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3. fejezet

Bruhat-Tits épiiletek

3.1. Epiiletek

Az irodalomban az épiileteket altalaban harom kiilonb6z6 médon szoktak megkonstrudlni.
Klasszikus médjat Jacques Tits vezette be, azért hogy segitségével egy geometria framwor-
kot készitsen a félig-egyszerti komplex Lie csoportok, késobb pedig a félig-egyszerti algebrai
csoportok elemzésére az 1960-as években. Ezen konstrukciéban az épiilet egy szimplici-
alis komplexus, amely bizonyos szub-komplexusainak az 6sszege, ezeket apartmanoknak
hivjuk és ezek teljesitenek néhany kiemelt tulajdonsagot.

Egy "modernebb” megkozelités, amit megint csak Tits vezetettbe 1981-ben. Ebben
elfelejtjiik a szimplexes megkozelitést és szoba rendszerként gondolunk az épiiletekre.

A harmadik megkozelitésben az elsé ketté mddszerbol meritiink ihletet, de a diszkrét
megkozelités helyett geometrikus modon épitjiik fel az épiileteket. Ezt a kovetkezo moédon
tessziik meg. Az el6z6 két modszer geometriai realizacidjat vessziik, ami minden esetben
lehetséges, és ezen betudunk vezetni egy metrikat. Igy az épiiletekre, inkabb mint metrikus
terekre gondolunk, mintsem szimplicialis komplexusokra.

Ebben a szovegben a szimplicidlis komplexusokon keresztiil fogjuk definidlni az épii-
let fogalmét. A kovetkezd részhez a szakmai anyagot Abramenko, S.Brown, Building[(]
cimil kényve és Benoit Loisel An indtruduction to Bruhat-Tits buildings[5] cimi jegyzete

szolgéltatta.
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3.1.1. Coxeter komplexusok

Legyen V' egy csiics halmaz és ezen egy A véges halmazok rendszerét szimplicidlis komp-
lexusnak nevezziik és az egyes véges halmazokat pedig szimplexeknek nevezziik, ha telje-
siilnek a koévetkezok:

Minden {v} C V egy szimplex és minden szimplex minden rész halmaza szimplex
ezeket lapoknak nevezziik.

Ekkor A egy részben rendezt halmaz lesz tartalmazéasra nézve.

3.1.1. Definicié. (Szimplicidlis komplexus) (a) Minden A, B € A [étezik legna-
gyobb also korldt: AN B.

(b) Minden A € A, a részben rendezt halmaz A<, amely a lapok halmaza. Ez izomorf
lesz a részben rendezett részhalmazaival {1, ... r} valamilyen r > 0.
Ha van egy A részben rendezett halmaz ami teljesiti (a),(b)-t akkor az egy szimplicidlis

komplexus.

Egy részkomplexus alatt egy olyan részhalmazt értiink, amely énmagaban egy szimp-

licialis komplexust alkot.

3.1.2. Definicié. Egy A szimplicidlist szoba komplexusnak neveziink, ha minden ma-
ximdlis szimplexe azonos dimenzids, ezeket szobdknak nevezziik. Ezen felil ha mindegyik
szobdt dssze tudunk kotni eqy galéridval, ahol galéria alatt szomszédos szobdk sorozatdt

értjuik.

3.1.3. Definicidé. FEgy szoba komplerust vékonynak nevezziink, ha minden panelt vagyis

1 kodimenzios szimplext pontosan ketté darab szoba tartalmaz.

3.1.4. Definicié. Egy (W, S) pdir Coxeter rendszer, ha W eqy csoport és S egy gene-

ratora W-nek, amiben minden elem rendje 2, és teljestil:
W=(seS|(st)"=) =1) (3.1)

Ahol minden m(s,t) az st rendje lesz, és minden m(s,t) < co. Itt W Coxeter csoport,
eqy (W, S) cozeter rendszer rendje legyen |S)|.

Ha S véges akkor, M mdtriz legyen olyan, hogy M = (m(s,t)), ahol m(s,t) < oo,
ezen felil szimmetrikus és a fodtloban csupa 1-es szerepel. Ekkor ez nevezziik Coxeter

madtriz.
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3.1.5. Megjegyzés. Egy tetszoleges M Coxeter matrixhoz létezik egy W, Coxeter cso-
port:
Wy = (s €S| (st)"=) =1) (3.2)

Ahol minden s,t € S-re teljesiil, hogy m(s,t) < co.

3.1.6. Példa. Legyen D,, az m szogi soksz0g szimmetriai:
Dy = (st 1 s*=t*=(st)" =1

Ez egy Coxeter rendszer lesz mert legyen S = {s,t}, amelyek generédljdk D,, és teljesiil
az is, hogy a generatorok szorzata is véges rendii elem lesz D,,-ben.

Egy masik példa a S3 vagy S, amelyek jeloljék a 3 illetve a 4 elemii sorozat permuta-
ci6it. S3 izomorf lesz a Dg, amit eldzoleg lattunk, hogy a Coxeter-rendszer lesz. Sy pedig

a kovetkezo prezentacioval irhato fel:
Sy=(s,t,u : > =1t"=u*=(st)° = (tu)® = (su)’ = 1)
S6t minden n-re a szimmetrikus csoport az lesz.

3.1.7. Definicié. Legyen (W,S) egy Coxeter rendszer. J C I és (J) = W, nevezzik
standard részcsoport-nak.

A wWy alaki mellékosztalyokat pedig standard mellékosztdly-oknak nevezziik.

Most definialni tudunk egy halmaz csaladot ezeken a Coxeter rendszereken, ami na-

gyon hasonlit a szimplicialis komplexusok konstrukciojahoz.

3.1.8. Definicib. Legyen (W, S) egy részben rendezett halmaza a standard mellékosz-
talyainak kovetkezd rendezéssel: B < A ha A C B. FEkkor ezt Coxeter komplex-nek

nevezzuk.
3.1.9. Definicié. Legyen X(W,S) egy Coxeter komplex:
o Ennek az elemit hivjuk szimplexnek.

o {w} az egy elemi halmazok, a maximdlis szimplexek. Ezeket szobdknak nevezziik

és ezek W elemeinek felel meg.

o A szimplexek amelyek a kiovetkezd alakiak azokat paneleknek nevezzik: w(s) =

{w,ws}, aholw e W éss e S.
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3.1.10. Példa. Legyen S,, = W és S = {(i,i + 1)}. Ekkor (W, S) coxeter komplexus
izomorf lesz ¥, ahol Xy jelolje a kovetkezét: P({1,...,n}) legyen az alaphalmaz és ezen
a rendezés legyen tartalmazasra nézve. Egy k dimenzios szimplex nézzen ki a kdvetkezo
médon V; € P({1,...,n}) és Vi C V4 C--- C Viyq [0].

3.1.11. Tétel. ([6](116 o0.)) Egy > = X(W,S) Cozeter komplexus egy szimplicidlis komp-

lexus. Sot eqy vékony szoba komplexus is.

3.1.12. Definicié. Egy > Cozxeter komplexus eqy FEuklideszi Coxeter komplexus,
ha izomorf eqy lesz eqy olyan Coxeter komplexussal, amit eqy euklideszi tér tikrozései

generdljdk.

3.1.13. Példa. Szimmetrikus csoportok euklideszi Coxeter komplexusok .[0].

3.1.2. Definicio

3.1.14. Definicid. (Epiiletek) Eqy A Epiilet egy szimplicidlis komplezus, amely ¥

részkomplexusokbol dall, amiket apartmannak nevezziink és teljesil rajuk a kovetkezok:

(B0O) Minden % izomorf eqy Cozeter komplex.
(B1) Bdarmely A, B € A szimplex létezik egy apartman, mai tartalmazza mindkettd.

(B2) Legyen % és 3 egy-eqy apartman, és A, B szimplexek, amelyeket tartalmazza mind-
kettd. Ekkor létezik eqy X — X izomorfizmus ami fixdlja A, B pontokat.

3.1.15. Megjegyzés. Az irodalomban el6fordul, hogy a fent definialt épiiletet csak gyen-
ge épiiletnek nevezziik vagy vékony épiiletnek. Ilyenkor a vastag tulajdonsaggal rendelkezo
szimplexet hivjuk épiileteknek, amely azt jelenti, hogy minden panel legaldbb harom szo-
banak a lapja. Ez egy erdsebb elvaras mint B0, mert a vastag tulajdonsagbdl, Bl és B2

kovetkezik, hogy egy Coxeter komplexus.

3.1.16. Fontos észrevétel. Ha feltételezziik B0 és B1 teljesiil, akkor tudunk gyengiteni
a harmadik axiéman. El6szor tudjuk egy olyan allitasra gyengiteni, ami egy specidlis esete

ennek.

(B2') Legyen X és ¥/ egy-egy apartman és legyen A, C' szimplexek és C' pedig egy szoba,
amelyeket mindketté apartman tartalmaz. Ekkor 1étezik egy izomorfizmus, amely

fixen hagyja oket pontonként.
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3.1.17. Allitas. Ha feltessziik, hogy teljesil BO és Bl ekkor B2 és B2 ekvivalensek.

Bizonyitéas. Az, hogy ha B2 teljesiil abbol kovetkezik, hogy teljesiil B2' az egyértelmii
mert minden szimplexre igaz, hogy van ilyen és egy szoba csak egy maximalis szimplex
egy apartmanban.

A masik irdnyhoz legyen A, B egy tetszéleges szimplex ekkor keresiink egy A C C' € &
és B C D € ¥/, ahol C, D egy-egy szoba, amely tartalmazza A és B. Ilyen létezik B1
miatt. Szintigy B1 miatt 1étezik egy X", amely tartalmazza C' és D. Ekkor B2 miatt

DI SUEES 34

Az els6 izomorfizmus fixen hagyja pontonként A és D a masodik izomorfizmus fixen hagyja
pontonként C és B. Ezek szerint van egy izomorfizmus ¥ és ¥ kozott ami fixen hagyja
pontonként A és B pontonként. [J

Meglepé médon B2’ ekvivalens lesz a kovetkezd axiéméval (ha feltessziik, teljesill B0
és B1).

(B2") Legyen X és 3 két apartman, amely a metszetiik tartalmaznak egy C' szobat. Ek-
kor van egy izomorfizmus X — Y’ kozott, ami fixdl minden metszetben szerepld

szimplexet.

3.1.18. Allitas. Ha feltesszik, hogy teljesil BO és Bl ekkor B2 és B2" ekvivalensek.

Bizonyités. Itt is az egyik irdny egyértelmii pontosabban ha B2” teljesiil abbdl kovet-
kezik B2'. Mivel ha mindent fixal a metszetben, amiben szerepel egy C szoba is, akkor
tetszoleges szimplexet is fixdl vele egyiitt.

A masik irdnyndl tegyiik fel hogy teljesiil B2', ekkor tetszéleges A C X () X'-beli szimp-
lexre létezik egy ¢4 izomorfizmus, ami fixdlja A és C. Azonban csupan csak egy darab
izomorfizmus van ami, fixalja C-t. Mert tegytik fel hogy van kettd, amelyek fixaljak C-t.
Mivel C fixaljak, ezért meg kell egyezniiik C-vel szomszédos szobakon is mert megegyeznek
egy 1 kodimenzids részén és ez kikényszeriti, hogy az utolsé ponton is megegyeznek.

Ezt a médszert tudjuk iterdlni, igy az 0sszes szoban, ami 6sszekothetd galériaval C-vel
azon is megfognak egyezni. Mivel az apartmanok a B0 szerint Coxeter-komplexusok ezért
mindegyik szoba 0sszekdtheté benniik C-vel. Ezek szerint az Gsszes szoban megegyeznek,
de akkor az 0Osszes szimplexen is megegyeznek. Vagyis az 0sszes ¢4 az tulajdonképpen
megegyezik, legyen ez ¢ és ez ¢ fixalni fogja a metszetben szerepld Osszes szimplexet és

egy izomorfizmus lesz ¥ és ¥/ kozott. O
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Ezt kiegészitve definidlhatjuk a Bruhat-Tits épiileteket vagy beszédesen euklideszi
épiileteket.

3.1.19. Definicié. (Bruhat-Tits épiiletek) Egy A épiilet Bruhat-Tits épiilet lesz, ha

az apartmanok euklideszi Coxeter komplexusok.

3.2. Bruhat-Tits épiiletek konstrukciok

Eloszor a Bruhat-Tits éptiltekre, Goldman és Iwahori adott egy explicit konstrukciot
SL,(Q,) felett, ekkor még természetesen nem Bruhat-Tits épiileteknek nevezték ezeket.
Ezt a konstrukciot késobb Iwahori és Matsumoto kiterjesztették split csoportokra. Az el-
mélet teljes dltalanossagban Bruhat és Tits definialta, itt mar minden reduktiv p csoportra

kiterjesztették a konstrukciot.

3.2.1. Goldman-Iwahori konstrukciéja

Goldman és Iwahori volt az elsé akik leirtak egy konkrét konstrukciojat Bruhat-Tits épii-

leteknke SL,,(Q,) folott. Ez persze kiterjesztettheté GL,(Q,). Ebben a miitben nem bizo-

nyitjuk, hogy ez a konstrukcié tényleg egy épiiletett ad ez megtalalhaté [5] jegyzetben.
Ezt az épililetet egy tetszoleges K lokalis test feletti vektor tereken definidlt nem-

arkhimédészi normékat vizsgaljuk. Ez a vektor tér jeloljik V = K™.

R(V) = {]|.]| | ahol ||.|[egy nem-arkhimédészi norma V-n}

Ez még alapvetéen tul nagy tér, ezért ezt még valahogy sziikiteniink kell. Itt is ha-
sonldéan definidlhatunk egy ekvivalencia relaciét mint altaldnos normak kozoétt az elso

fejezetben.

Illi~ 1.l <= hadeceK c|z|i=]z|s VeeV

Ekkor legyen az alaphalmazunk a kovetkezo:

Ez lesz a Bruhat-Tits épiilet SL,,(Q,) felett. Bar még X csak egy halmaz. Arra még
sziikségiink van, hogy egy épiilet strukturat definidljuk ezen a halmazon, vagyis meg kell

adnunk mik lesznek az apartmanok ebben a halmazban.
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3.2.1. Definicib. Legyen é = (ey,...,e,) egy bazisa V = K"-nek, ¢ = (c1,...,¢,) € R"
egy paraméter és q = ||| € R<o, ahol m € K egy irreducibilis elem. Ekkor:

I.llec:V —R

x = Z Aie; = max{q“|\|}

=1

3.2.2. Allitas. Minden ||.|c. egy nem-arkhimédészi norma lesz.

Bizonyitas. Az allitas igazolasahoz be kell latnunk az elsé fejezetben megadott definici-

okban2.1.1,2.1.2 szereplo tulajdonsagok teljesiilését:

(1) Ez anorma mindig pozitiv lesz mert ¢ egy pozitiv szam. Ha legalabb az egyik \; # 0,

akkor a maximum nagyobb lesz mint nulla és ha x = 0 akkor a maximum nulla lesz.

(2) = " Ne; ésy =1, pie; ekkor:

[zyllec = maz{q® A}

Mivel |.| egy norma K-n ezért:

Ail} - max{q“

maz{q®|Ail|pi|} = maz{q* pal} = llzllecllylle.

(3) Szitkségiink van arra, hogy ||z + yllee < max{||z|ee, |yllec}. Megint legyen @ =
ToNe bsy =" ue; ekkor:
i=1 i=1 M

[+ ylle.e = max{q™|Xi + pl}

Megint csak mivel az egyiitthatokon definialt norma miatt:

maz{q“|Ni+wi|} < max{q”

il + il } = maz{q”

il }max{q®

/JJZ|} - ||5C é,c+”yHé,C

Ezzel igazoltuk, hogy ||.||e. egy nem-arkhimédészi norma. O

3.2.3. Allitas. Minden nem-arkhimédészi norma R(V)-ben ||.||c. alaki lesz. Ezen feliil
ha van egy ||.||1 €s ||.||2, akkor létezik egy é bdzis és eqy ¢ és eqy ¢, hogy ||.|[1 = ||-]|e.c és

M2 = Il-lle.
Ekkor egy definialjuk a kovetkezot:
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3.2.4. Definicié. Legyen é egy bazis V = K"-ben. Ekkor:
Ae ={|.llec, cER"}/ ~

3.2.5. Definicié.
A = {A: | ahol é egy bazisa V -nek}

Ennek a halmazrendszernek az elemeit nevezzik a X(V') apartmanjainak.

3.2.2. Konstrukcio racsokkal

Ebben a fejezetben most egy explicit konstrukciot fogok adni a Bruhat-Tits épiiletekre
GL,(Q,) felett. Ezt a konstrukciét jeloljitk BT.

3.2.6. Definicié. (Teljes Z,-racs) L C Q) egy végesen generdlt szabad Z,, részmodulus,

ami olyan hogy Q, - L = Qy

Ezeken a L racsokon bevezetheto egy ekvivalenciarelacio, Ly ~ L, ha létezik egy

c € Qp, hogy cLy = L. Ez tényleg egy ekvivalenciarelacio:
o Lo~ Ly, a c=1 valasztas megfelel6
e Lo~ Ly = L; ~ Ly, ha létezik c € Q,, hogy cLo = L; ekkor a %, jo valasztas lesz

U LO ~ Ll; Ll ~ LQ = LO ~ LQ, ekkor 1étezik C,d € Qp7 hOgy CLO = Ll: dLl = L2
ekkor CdLO = C(dLo) = CL1 = L2

Ekkor ezek az [L] ekvivalenciaosztdlyok legyenek a pontjai a komplexusunknak. Ezek
lesznek a 0-cellak, ekkor a fentiekhez anal6g médon szeretnénk definidlni mik legyenek
az n dimenzidés celldk, vagyis valamilyen szabaly szerint 6sszekotjitk az n — 1 dimenzios
cellakat.

Ez a szabaly legyen a kovetkezo:

o 1l-celldk: legyenek Ly, Ly egy-egy reprezentans [Lg|, [L1](0-cellabdl), ha teljesiil az
hogy pLy C L; C Ly, ekkor ez a két cellat "6sszekotjik” és egy él lesz, ilyenek

lesznek az egy 1-cellak.

o d-cellak: a fentiekkel analég modon, legyenek Ly, L1, . .. Ly reprezentansok, ha pLy C
Ly C--- C Ly C Ly teljesiil, ekkor ezek "0sszekotése” legyen egy d-cella.
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Ekkor ez az X, halmaz legyen Q,-n az n dimenziés Bruhat-Tits épiilet.

Szeretnénk jobban megérteni azt, hogy az egyes pontoknak mekkora a fokszama. Ezt
ki tudjuk fejezni algebrailag a racsok hanyadosa segitségével.

Vegytiink, egy tetszoleges L racsot ekkor, mivel ez egy végesen generalt szabad Z,

részmodulus, ezért van egy (vq, vg, . . . v,) generator rendszere, ekkor ¢ legyen egy leképzés:
. n
p:L—Z,

a1vy + agve + - -+ + ayv, — (ag, az, ..., ay)

Errdl latszik hogy egy izomorfizmus, mert L = {ajv1 + agva + - - - + anvy, | @; € Z,}. Ezek
szerint L ~ Z7.

A kovetkezd lépésben a hdnyadosra vagyunk kivancsiak. Legyen Lo =~ Z7 egy récs,
ekkor Lg/pLgy ~ Z; / pZ, ~F; éslegyen¢: L — L /pL a hanyados leképzés. Ezek alapjan
ha vesziink egy 1-cellat, ami az [Lg|, [L1] pontokbdl &ll, vagyis teljestil pLy C L; C Ly,
ekkor ¢(Ly), részmodulus F!. Ezen felill ha megnézziink egy V < F, ezek a L~'(V) mind

P
kiilonbozd racsoknak felelnek meg. Vagyis ha van egy 0 C V; C --- C V,. C F}, ekkor
ezek pont megfelel egy r — 1 cellanak, ami pont pLy C Ly C --- C L,_o C Ly felel, vagyis
ha van egy r-flagiink Fj-ben, az pont megfelel egy r — 1 cellanak, ami tartalmazza Ly
racsot. Most latjuk, hogy X, egy (n — 1) szimplicidlis komplexus mert n egy maximalis

flag hossza és teljesil (a),(b):
(a) Ha vessziink két cellat akkor a létezni fog a legnagyobb alsé korlatjuk.

(b) Ez is teljestil mert minden celldnak a lapjai megszdamozhatéak mint egy szimplex és

igy tényleg lesz egy izomorfizmus.
A cellakat altalanosan szimplexeknek nevezziik.

3.2.7. Megjegyzés. Az 1 dimenzids részmodulosok szdma F}-ben:

pt—1
p—1

A 2 dimenzids részmodulosok szdma:

(p" —1)(p" — p)
(p* = 1)(®* —p)

A d dimenzids részmodulosok szdama hasonld formulat kovet.
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3.2.8. Példa. Az n = 2 esetben a Bruhat-Tits épiilet egy p — 1 regularis fa lesz. Errol

késébb még részletesen lesz sz6 Thara-tétel bizonyitasanal.

Kivancsiak lennénk milyen automorfizmusokkal rendelkezik egy ilyen épiilet. Egy része
ezeknek az autormorfizmusoknak megadhaté tgy, hogy valamilyen méatrixszal transzfor-

maljuk a bazisait a racsokat generdl6 vektoroknak.

3.2.9. Allitas. Legyen GL,(Q,) = {M ¢ Q)™ | det(M) # 0} ekkor:
GLn(Qy)/Z(GLn(Qp)) C Aut(Xp)

Bizonyitas. Legyen [L] egy racs ekvivalenciaosztaly, amit {vy,...,v,} general. Ekkor

legyen M € GL,(Q,). Legyen a kovetkez6 a hatdsa a racsokon.
far o [L] = [ML]

Ekkor [M L] = (Muvy, ..., Mv,) vagyis pont egy mésik racsba fogja képezni, mivel det(M) #
0.
A centere GL,(Q,)-nak azok az automorfizmusok az identitdsnak fognak meg fellelni

mert minden racsot énmagaba képeznek ezért kifaktorizaljuk a centerével. [J

3.2.10. Megjegyzés. A teljes Aut(X,) majdnem a font megfogalmazottak. Valojaban:
Aut(X,) = GL,(Q,)/Z(GL,(Q,)) + { automorfizmusai bizonyos Dynkin diagramoknak }

Fentiak alapjan lathatjuk, hogy GL,(Q,) tranzitiv X,-n. Mivel barmelyik bézist eltudjuk

képezni barmelyik mésik bazisba.
3.2.11. Allitas. A fent definidlt Bruhat-Tits épiilet, tényleg eqy épiilet.

Bizonyitas. Ehhez teljesitenie kell 3.1.14-ben megfogalmazott harom axiéméat. Elészor

meg kell mondanunk mik lesznek az apartmanok X,-ben. Védlaszunk egy ey, ..., e, bazist

Qp — ben és ekkor:
Y ={L=Zyae; @ ®Zyanen | a; €Q} (3.3)

Az el6z6ekben meg mutattuk, hogy egy ilyen apartman igazabdl izomorf lesz ¥ = {L; @
-+ @ Ly}, ahol L; egy 1 dimenzids altér F)'-ben. Innentdl ezzel a modellel dolgozunk.
El6szor is sziikségiink van arra, hogy minden apartman egy Coxeter komplexus. Legyen

Yo a 3.1.10 példaban megadott szimplicidlis komplexus. Vegyiink egy C' szobat ¥ és
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ezeknek a csucsait jeloljik Vj-vel. Ekkor Lq,..., L, tudjuk tgy szamozni, hogy V;, =
Li+ -+ L;. Ekkor ¢ : ¥g — ¥ egy izomorfizmus lesz a kovetkez6 médon I — @, _; L;,

minden I C {1,...,n}. Ez tényleg izomorfizmus szerkessziik meg v inverz fiiggvényt.

il

Legyen U egy cstcs vagyis egy részhalmaz, ekkor »(U) ={i > 1 |UNV, > UNV;_1}.
Ezzel megvagyunk B0-val.

Vegyiik észre, hogy nem fiigg ez a fliggvény »-t6l csak C-t6l vagyis ha ¥; és Yy két
apartman, amelyek tartalmazzédk C'. Ekkor ¢y, és ¢x, megegyeznek 31 N Yy igy ¢x, 0 ¢y,
egy izomorfizmus lesz a két apartman kozott, ami fixen hagyja a metszetett vagyis teljestil
B2" axiéma.

Most mér csak B1 axiémara van sziikségiink, ami az hogy ha van két C, C" szobank
akkor van, olyan apartman, ami tartalmazza 6ket. Ekkor egy egy kompozicié ldncnak
felellnek meg ezek:

Vi< <V, Vi<..o<V/

. Ekkor van egy hasznos tétel amit tudunk hasznalni.

3.2.12. Tétel. (Jordan-Holder) Legyen M egy R-modulus és legyen
O=My<My <---<M=M

és mindegyik M;/M; 1 egyszerd. Ekkor minden ilyen tulajdonsdgokkal rendelkezd linc

pontosan | hosszi lesz és a hanyados modulusok is megegyeznek.

Ezt tudjuk alkalmazni, mivel C' maximalis szimplex vagyis pont n hossziak lesznek a
lancok és szigoru tartalmazasra nézve vagyis a hanyadosok azok 1 dimenziés terek. Ezek
szerint 1étezik egy m permutécié, hogy V;/V;_1 ~ V;(i) / Vé(i)_l. Most tudunk valasztani
minden 4, 7(7) parra egy 1 dimenziés Ly C V/ N V), amely nem trivialis egyik hanyados-
ban sem. Ekkor ezekbdl az Lj-bol felépitett apartman tartalmazni fogja C' és C' is, vagyis
B1 is teljesil. [J

3.2.13. Megjegyzés. A fenti bizonyitas barmilyen vektor téren miikodik.

3.2.14. Megjegyzés. Mivel S,, euklideszi Coxeter csoport ezért az dltala generalt Co-
xeter komplexus euklideszi és ezzel izomorf minden apartman vagyis azok is azok. Igy a

fenti kontrukcio tényleg egy Bruhat-Tits épiilet.
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4. fejezet

Thara-tétel[1966]|3]

Ebben a munkaban egy masik megkozelités fogunk alkalmazni mint az eredeti bizonyi-
tasban. Amely technika hatterét Serre a Trees[1980][7] cimi konyvében foglalt dssze.

A Bass-Serre elmélet alapgondolata az, hogy ha egy csoport hat egy fagrafon, akkor
lehet kovetkeztetni a csoport bizonyos tulajdonsagaira. Itt nem egészen a hagyomanyos
értelemben gondolunk a grafokra, hanem ezt még kibdvitjitk két leképzéssel is. A f6 esz-
koziink az Thara tétel bizonyitdsdhoz a Bass-Serre tétel lesz, ami (tobbek kozott) azt
mondja ki, hogy ha egy csoport hat egy fan, akkor a csoport izomorf lesz a hanyados graf

fundamentalis csoportjaval.

4.1. Bass-Serre elmélet

El6szor is definidlnunk kell mi is egy graf.

4.1.1. Definicié. (Graf) Legyen T egy graf X = vertl' és Y = edgel'. Ezen felil még
két fiigguényt tartalmazz eqy grif:
Y - X x X

y = (o(y), t(y))
és
Y =Y
Y=y
és teljesiilnek a kovetkezok minden y € Y:

<

=Yy
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s Y#£Y
s o(y) =t(y)

Ezek alapjan egy I' graftban X = vertl’, Y = edgel’, x € X csticsoknak nevezzik, y € Y

a graf éleinek nevezziik és y pedig az inverz él.

4.1.2. Megjegyzés. A jelolés egyszertisét érdekében a tovabbiakban néha ugy fogom
jelolni, hogy x € I' cstics vagy y € I' élnek fogjuk roviditeni x € vertl’ és y € vertl.

Szeretnénk egy grafnak a fundamentalis csoportjat értelmezni. Ezt tgy tudjuk meg-
tenni, hogy az egyes grafokat azonositunk egy-egy topologikus térrel és ennek a térnek

vizsgaljuk a topologikus tulajdonsagait.

4.1.3. Definicié. (Graf realizacidja) Legyen I' egy grif, és X,Y a csics halmaza. Ek-
kor definidljuk T topologikus teret a diszjunkt unidjanak X ésY x [0;1] a diszkrét to-
pologidval ellatva. Legye R a legfinomabb ekvivalencia reldcio, amelyben teljestil, hogy
(y,t) = (g,1 —1), o(y) = (v,0), t(y) = (y,1) minden y € Y, t € [0;1]. Ekkor legyen a I’
graf realizacidja real(I') = T/ R.

4.1.4. Megjegyzés. Egy graf realizacidja egy CW-komplexust fog adni mert megkapjuk
ugy, hogy a cstucsok a 0-cellak és az élek pedig az 1-cellak. Ezen felill egy metrika is
bevezetheto egy graf realizaciojan ahol két csticsnak a tavolsagat megadja a koztiik meno

legrovidebb 1t hossza.

A realizacio segitségével egy grafot tudunk topologikus szemszogbdl vizsgalni. Emiatt tud-

juk definidlni egy graf fundamentalis csoportjat, ami fontos az Thara tétel bizonyitasdhoz.

4.1.5. Definicié. Path, grdf legyen az n > 1 hosszi Ut egy grdf, amelyben n db csics

van ezeket megszamozva az élek pedig halmaza pedig, olyan y € edgePath, o(y) = x; és

t(y) = Tit1-

O ~
3

Q) !

O

Path,, : O
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4.1.6. Definicié. Az 4thoz hasonloan definidlhatjuk, Circ, aholn > 1 grdfot, amely az

n hosszi kor legyen. Ez eqy olyan Path,, ahol az utolsé csics 6ssze van kotve az elsével.

Cirey - @
Cires : @
0 1

4.1.7. Definicié. (Osszefiiggdség) EgyD grafot isszefiiggének nevezziink, akkor ha bdr-
mely x,y € I' cstucsdra igaz, hogy létezik eqy n és Path,,, amit be lehet dgyazni I'-ba gy,
hogy x,y végpontjai lesznek.

4.1.8. Megjegyzés. Egy graf pontosan, akkor lesz 0sszefiiggd ha a realizacidja osszefiig-

g6, mint topologikus tér.

4.1.9. Definicié. (T'(G, S)) Legyen G egy csoport és S pedig egy részhalmaza G-nek.
Ekkor definidlhatjuk T' = T'(G, S) irdnyitott grifot a kévetkezd mddon: legyen G elemei a

grafunk csucsai, és az élek legyenek G x S elemi a kovetkezd iranyitdssal:
o(g,s) =g és t(g,s) =gs minden élre (g,s) € Gx S

4.1.10. Példa. Legyen G = C,, és S = {s}, ekkor kiilonbiiz§ n-re ezek a grafok a kovet-

kezdek lesznek:

.X §
n=1
X S
X S

Ezek alapjan minden n < oo esetén I'(C,,, {s}) ~ Circ,
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1
- 00 : ) I e e
n=o00: ) ) > N

A hagyoményos graf elméletbol at tudjuk emelni a fak a fogalmat.

4.1.11. Definicid. (Fa) Egy kormentes és dsszefiiggd grafot fanak nevezzink.

4.1.12. Példa. Néhany példa fakra:

AP oo

Legyen G egy graf, ami hat [' grafon. Egy csoport inverzi6 nélkiil hat egy grafon, ha
nincs olyan y € vertl' él és g € GG, hogy gy = y. Vagyis az éleknek az iranyitast megtartja.
Ezek utédn, ha van egy G graf, ami inverzi6 nélkil hat egy I' grafon. Ekkor definialhatjuk
G\ X hanyados grafot gy, hogy vessziik a természetes a hanyadosét a csticsok és az élek
halmazéanak is.

Mivel a barmely I' grafnak 1étezik egy topologikus realizaciéja, ezért ezeknek a tereknek
is van fundamentdlis csoportja. Arra a felettébb hasznos eredményre fogunk jutni, hogy

barmilyen I' grafnak a fundamentalis csoportja szabad lesz.

4.1.13. Definicié. Eqy T feszitett részgrdaf I'-ban eqy maximadlis fa, ha fa és nem lehet
tovabb béviteni 1ugy, hogy tovdbbra is fa legyen.

4.1.14. Tétel. Tetszileges I dsszefiiggo grdafban, létezik Amaximdlis fa és A dsszes cstcsot

tartalmazza.

Bizonyitas. A Zorn lemmat tudjuk alkalmazni. Legyen a halmazunk H = {T | T C
[ fa} ezen a részben rendezés a tartalmazas, vagyis ha 7" C T akkor 7" < T. Minden
lancnak van maximuma a felszallo uni6é megfelel6 erre. A Zorn lemma miatt van maximalis
elem H-ban.

Legyen H a maximalis elem. Tegyiik fel, hogy létezik x € vertl’ amit nem tartalmaz
H. Ekkor mivel I" 6sszefiiggo létezik egy p it, amelynek végpontja x és a kezdd pontja
pedig H-ban van. Ezt a p-t hozzd vehetjik H-hoz és még mindig egy H' fa lesz, mert
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az Osszefliggésoget nem tudjuk igy elrontani és ha valahol kor keletkezne akkor az ugy
lehetséges, hogy ha két H-beli cstics kozott olyan it megy, amit nem tartalmaz H. De
mivel H Osszefiiggo kicserélhetjitk ezt az Utszakaszt egy H-ban mend utszakaszra.

Ezek szerint H C H', H' fa. Ez ellent mondés. [

Mivel minden graf realizaciéja egy CW-komplexus ezért ha van egy I' grafunk és T

egy maximdlis faja ['-nak. Ekkor (I', T") egy Borsuk-féle pér lesz.

4.1.15. Tétel. Barmely I' grif fundamentalis csoportja szabad.

Bizonyitas. Legyen T egy maximalis fa I'-ban. Ekkor 7" pontra htuzhato, mivel fa. Vagyis
['/T kor csokrokbdl. Ennek a fundamentalis csoportja szabad lesz mert a kiillonb6z6 korok
felellnek meg egy generatornak és szabadon generaljak a fundamentalis csoportot.

Mivel pontra hizhat6 T ezért a tétel, miatt 7 (") ~ 7y (I'/T) vagyis I' fundamentdlis

csoportja is szabad. [

4.2. Thara-tétel

Legyen Bruhat-Tits fa a BT, vagyis egy két dimenzids Bruhat-Tits épiilet. Ez egy p + 1

regularis fa lesz, igy alkalmazhatjuk az el6z6 pontban bevezetett eszkozoket.

4.2.1. Tétel. Minden I diszkrét, torziomentes részcsoportja SLo(Q,)-nek szabad.

Bizonyités. Jeloljik Z(GLy(Q,)) = Z-vel és legyen I' < SL,(Q,) egy diszkrét tor-
zibmentes részcsoportja. A bizonyitas két 1épésbél fog allni. Eloszor be kell latnunk,
hogy barmilyen pontnak van olyan k sugart kornyezete, amit csupan az identitdas mat-
rix hagy fixen. Ezt onnan tudjuk, hogy vegyiink egy tetszdleges L € BT, csicsot. Va-
lasszunk egy reprezentanst L-bdl ez legyen (p®ey,p’es). Nyilvan az (ey,es) récshoz tar-

@0
toz6 Lo cstcs stabilizdtora stabr, = Z - GLy(Z,), tehat az L = ZZ) b) Ly cstcs
p

@0 0
stabilizatora stab; = (ZZ) b) Z - GLy(Z,) <p0 b>. Mivel a GL2(Q,) egy topolo-
p p

gikus csoport, tetszoleges elemmel valé konjugalas homeomorfizmus, tehat I'-t lecserélve

0 @0
P r P -ra feltehetjiik, hogy a = b =0, azaz L = L.
0 p* 0 p°

Mivel I' diszkrét, ezért minden pontnak van olyan nyilt kornyezete, amely csak a

pontott tartalmazza. A GL9(Q,) csoportban az egységelem egy kornyezetbézisat alkotjak
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az I + p"My(Z,) alakt halmazok, ahol k& > 0, tehdt ha k elég nagy, akkor I' N (I +
p*My(Z,)) = {I}. Viszont I + p*My(Z,) < Z - GLy(Z,) épp az L k sugari kornyezetének
stabilizatora.

Ezek szerint ha elég nagy kornyezetét vessziik egy L csiicsnak BT »-ben, akkor csak az
identitas van, ami fixen hagyja ezt a csticshalmazt.

Kovetkezo 1épéskét belatjuk, hogy a tartalmazas forditva is igaz. Vagyis csak az iden-
titas az ami fixen hagyja L csicsot.

Legyen I'y < T' azon matrixok halmaza amely fixen hagyjak L pontosabban I'y =
{y € T'| y(L) = L}. Mivel ez fixen hagyja L-t ezért ennek k sugart kornyezetét is fixen
hagyja. Ez kornyezet legyen K. Mivel BT¢ fa lokalisan véges ezért ez a kornyezet véges
lesz. Azonban van egy ¢ homomorfizmus I'y — Sym/(K), de mivel csak az I-t fogja az
identitasba kiildeni az el6z6 pont miatt. Ezért ¢ injektiv lesz vagyis 'y, — Sym(K). Mivel
Sym(K) véges halmaz emiatt I'y is véges lesz. De mivel I'y < T és I' torzibmentes ezért
ez ellentmondés, mert I';-ben véges rendli elemek vannak és azok elemei lesznek I'-nak
igy az nem lenne torziémentes. Vagyis I'y = {I}.

Ezek szerint I" szabadon hat BT . I' torzidmentes, emiatt I' inverzié nélkiil hat BT 5,
mivel ha v € I' egy olyan elem lenne,ami megfordit egy élt. Ekkor +? fixdlja az él cstics-
pontjait. Azonban csak az identitds az ami fixdlja csticsokat igy v? = I. De ez ellentmond

annak, hogy I' torzidmentes.
4.2.2. Lemma. ' ~ BT egy fedohatds.

4.2.3. Megjegyzés. Gyakran az irodalomban a fed6hatasokra properly discontinuously

hivatkoznak.

Bizonyitas. Két tipust pont talalhaté BT s-ben. Vagy csics vagy pedig egy ¢l belsd
pontja. Legyen x € BT 5 egy €l beli pont. Mivel BT, egy CW-komplexus, ezért egy él a
végpontok nélkiil egy nyilt halmaz lesz. Ez egy j6 kornyezet x-nek, mert I' inverzid nélkiil
hat a fan, vagyis minden élt egy tole diszjunkt élbe visz.

Most legyen z egy cstcs. Ekkor vegyiik B.(z), vagyis az x kozépponti ¢ < 1 nyilt
gomb. Ekkor ez egy megfelel6 kornyezet, mert ha ¢ # 1 € ' ez nem hagyja fixen z
csucsot. Vagyis gx # x és ha gr szomszédos, akkor B.(z) N B.(gx) = (), mivel ¢ < % és a
csoport hatas tavolsag tarté. Ha nem szomszédosak, ekkor nem lesz k6zos metszetiik. [

Széval fedShatdsok-kal kapcsolatos tétel, miatt 71 (I'\ BT ) =~ I', mert BT, egy fagraf
vagyis pontra hizhaté. Mivel T'\ BT egy graf igy a fundamentdlis csoportja szabad.

Vagyis I' is szabad. [J
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4.2.4. Megjegyzés. Az eredeti Thara tételben PG Lo(Q p)-re mondta ki a tételt. Azonban
ez nem baj, mert a leképzés GLy(Q,) — PGL2(Q,) sziirjektiv lesz és GLy(Q,)-nek a

centruma trividlisan hat a fan. Igy a bizonyitds ugyan az lesz.
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