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Bevezetés

Az épületek témaköre igen gazdag és célja alapvetően különböző csoportok elemzése. Egy
ilyen épület apartmanokból áll, amely speciális tulajdonságú szimpliciális komplexusok,
ezek szintúgy elég erősen kötődnek a csoport elmélethez.

Egy speciális épület csoport a Bruhat-Tits épületek vagy más néven Euklideszi épüle-
tek, amelyek azzal az extra tulajdonsággal rendelkeznek, hogy az apartmanjaik euklideszi
terek.

A modern matematikában több hasznos felhasználási területe is van. Alapvetően Lie-
csoportok tanulmányozása miatt vezette be Tits és hogy összekösse a geometriát a cso-
port elmélettel. Azonban az elmélet később hasznosnak bizonyult több területen is. Mint
például hálózatok elméletében és expander gráfok tanulmányozása során, itt főleg az 1
dimenziós Bruhat-Tits épületeket vagy Bruhat-Tits fákat használják. Másik érdekes al-
kalmazási területei a kód korrekció és kvantum információ elméletben lelhető fel. Ezen túl
lényeges felhasználási területei a reprezentáció elmélet, a differenciál geometria és hasznos
eszköz a csoportok kohomológiájának kiszámításához is.

Ebben a műben egy klasszikus alkalmazását mutatok be, amely az Ihara tétel alterna-
tív bizonyítása lesz. Ennek segítségére a fundamentális csoport fogalmát kell bevezetnem
és ennek a kiszámítására pedig egy módszert kell bemutatnom. A második fejezetben
bevezetem a p-adikus számokat és ennek az algebráját. A harmadik fejezetben definiá-
lom, hogy mit nevezünk épületnek és mit nevezünk Bruhat-Tits épületnek. Ezen felül két
klasszikus konstrukciót is fogok adni Bruhat-Tits épületekre. Az utolsó fejezetben pedig
az Ihara tétel bizonyítása szerepel és az ehhez szükséges elméleti háttér.
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1. fejezet

Topológia

1.1. Fundamentális csoport

A topológia egyik fő kérdése, hogy hogyan döntjük el egyes topologikus terekről, hogy
ezek különböző terek-e. A terület fejlődése során több módszert is kidolgoztak és az egyik
leghasznosabb módszer a fundamentális csoportokon alapszik. Ezeknek a módszereknek
az alap gondolata, hogy rendeljük egy algebrai struktúrát minden térhez. Ezek lehetnek
csoportok mint a fundamentális csoportnál vagy lehetnek lánc komplexusok, mint a ho-
mológiában. Ekkor elvárjuk, hogy ha két tér azonos, akkor a hozzá rendelt struktúrák
is legyenek izomorfak az adott struktúra szerint. Fontos, hogy azt nem várjuk el, hogy
ha különbözőek a terek, akkor legyenek különbözőek a hozzárendelt struktúrák. Ebben
a műben a szakmai anyagot Fehér László, Bevezetés a Topológiába[4] és Allen Hatcher,
Algebraic Topology[2] című művek szolgáltatták.

Most részletesebben a fundamentális csoportokról. A topologikus terek vizsgálatánál
felmerülhet, hogy hogyan lehet beágyazni ”kisebb” tereket az eredti térbe. A legegyszerűbb
ilyen tér, ami felmerülhet az S1 vagyis a körív. Ezeket a beágyazott köríveket nevezzük
hurkoknak.

Ez formálisan a következő. Legyen X és Y egy-egy topologikus tér és C(X,Y ) a
folytonos f : X → Y függvények tere. Ezen definiáljuk a következő ekvivalenciát, amit
homotópiának nevezünk.

1.1.1. Definíció. Legyen f, g : X → Y , amelyek folytonosak. Ezek homotópok, ha
létezik egy H : [0, 1]×X → Y folytonos függvény amelyre teljesülnek a következőek:

H(0, x) = f(x) H(1, x) = g(x) minden x ∈ X-re
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Jelöljük ha f és g homotópok egymással H által, akkor f ∼ g vagy f ∼H g. Igazából
H(t, x) egy függvény családot add meg, ami egy útnak felel meg C(X,Y )-ban. Ezen a
téren megadható egy olyan topológia, hogy pontosan akkor van út két pont között ha,
ezek homotópok.

1.1.2. Állítás. C(X,Y ) egy ekvivalencia reláció lesz a fent definiált homotópia.

Bizonyítás.

• f ∼ f , mert H(t, x) = f(x) megfelelő homotópia.

• f ∼ g-ből következik, hogy g ∼ f . f ∼ g miatt létezik egy H homotópia, amelyre
igaz a következők: H(0, x) = f(x) és H(1, x) = g. Ezek alapján tudunk konstruálni
H ′ : [0, 1]×X → Y a következő módon. H ′(t, x) = H(1− t, x) vagyis megfordítjuk
az indexelést a függvénysorozaton. Ez folytonos lesz és H ′(0, x) = g(x) és H ′(1, x) =

f(x) minden x-re. Vagyis g ∼ f teljesül.

• f ∼ g és g ∼ h-ből következik, hogy f ∼ h. Legyen ekkor H1 az f és g közötti
homotópia és H2 pedig g és h közötti homotópia. Ekkor definiáljuk a következő
függvényt:

H(t, x) =

H1(2t, x) t < 1
2

H2(2t− 1, x) t ≥ 1
2

Ez egy megfelelő homotópia f és h között, mert H(0, x) = H1(0, x) = f(x) és
H(1, x) = H2(1, x) = g(x) és ez folytonos lesz. Vagyis f ∼ h.

�

Legyen [Y,X] = C(Y,X)/homotópia. Ezen a ponton haX-t vagy Y lefixáljuk egy bizo-
nyos teszttérnek akkor, milyen halmazt kapunk. Mint kiderül ezek hatékony invariánsokat
adnak. Például ha Y = {∗}, akkor ezek a függvények az útösszefüggőségi komponenseket
adják meg. Nekünk most egy fontos teszt tér S1 lesz. Azonban [S1, X] nincsen jól definiál-
ható csoport struktúra, de egy kis módosítással ezt megtudjuk oldani. Ehhez szükségünk
lesz a pontozott terek definíciójára.

1.1.3. Definíció. Egy pontozott tér alatt az (X, x0) párt érjük, ahol X egy topologikus
tér és x0 ∈ X egy pontja. Két (X, x0), (Y, y0) pontozott topologikus tér közötti f függvények
alatt olyan folytonos függvényeket értünk, amelyekre igaz, hogy f(x0) = y0.
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Egy γ : [0, 1] → X olyan hurok, amelyre teljesül γ(0) = γ(1) = x0. Az ilyen hurkokat
zárt hurkoknak hívjuk.

Ha egy (X, x0) egy pontozott topologikus tér és γ egy zárt hurok, amire teljesül, hogy
γ(0) = γ(1) = x0 ekkor γ egy kötött zárt hurok. A Ω(X, x0) legyen egy adott pontban
kötött hurkok tere.

Legyen H : [0, 1]× [0, 1] → (X, x0) egy homotópia γ1 és γ2 zárt hurkok között. Ha teljes
H(t, 0) = H(t, 1) = x0 minden t-re. Vagyis kötött hurkokon keresztül homotópok γ1 és γ2.
Ekkor ezek kötötten homotópok.

A fentiekhez hasonlóan be tudjuk bizonyítani, hogy a kötött homotópia egy ekviva-
lencia reláció lesz Ω(X, x0). Most már tudunk hatékonyan egy csoport hatást definiálni,
ami a görbék egymás után fűzése lesz.

1.1.4. Definíció. Legyen (X, x0) pontozott topologikus tér. Ekkor π1(X, x0) = Ω(X, x0)/ ∼,
ahol ∼ a kötött homotópia. Ezt nevezzük (X, x0) fundamentális csoportjának a következő
csoport művelettel. Legyen γ és µ hurkok π1(X, x0)-ban. Ekkor ezeknek a szorzata:

(γ · µ)(t) = ν(t) =

γ(t) t < 1
2

µ(t) t ≥ 1
2

1.1.5. Állítás. ([2]26 o. 1.3) (π1(X), ·) egy csoport lesz.

1.1.6. Példa. LegyenD2 a két dimenziós körlap ez egy pontra húzható tér, vagyis minden
görbe homotop a konstans zárt hurokkal. Vagyis π1(D2) = 1 a triviális csoport.

Egy tér fundamentális csoportjának kiszámításához egy módszer az, hogy adott egy
tér és kíváncsiak vagyunk ennek egy részhalmazának a fundamentális csoportjára. Ha ezt
megtudjuk úgy kapni, hogy összehúzzuk egy ponttá bizonyos részeit, akkor megtudjuk
mondani a fundamentális csoportját.

1.1.7. Definíció. Egy A ⊂ X deformációs retraktumnak nevezzük, ha adott ft :

X → X folytonos függvény család, ahol f0 = 1, f1(X) = A és ha megszorítjuk A-ra akkor
az identitás f1|A = 1 minden t-re.

1.1.8. Példa. Egy lyukas karikának a deformációs retraktuma S1 lesz.
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1.1.9. Definíció. Egy (X,A)Borsuk-féle pár-nak nevezzünk ha bármely f : X → Y

folytonos függvényre és tetszőleges h : [0, 1] × A → Y homotópia. Ekkor ez kiterjed egy
homotópiává az egész X-re. Vagyis van H : [0, 1] × X → Y , amely A-ra megszorítva
megegyezik h-val.

1.1.10. Példa. Ha X egy CW-komplexus és A egy rész-komplexus ekkor (X,A) egy
Borsuk-féle pár lesz.

1.1.11. Tétel. ([2]15 o. (0.17)) Ha (X,A) egy Borsuk-féle pár és A pontra húzható.
Ekkor a fundamentális csoportja X-nek megegyezik a X/A fundamentális csoportjával.
Vagyis π1(X) ' π1(X/A).

1.2. Fedőleképzések

Egy módszer arra, hogy kiszámoljuk S1 topologikus tér fundamentális csoportját a kö-
vetkező. A ”fizikai” szemlélet: Vegyünk egy γ görbét S1-en, most ”kicsavarozzuk” ezt a
görbét, mint egy csavart, ez lesz γ felemeltje. Mindig egész számszor forog körbe a csavar,
mert γ zárt görbe. Ekkor minden γ-hoz rendelünk egy egész számot, ez legyen a körül
fordulási száma egy γ görbének és ezzel határozzuk meg a π1 elemeit. Konkrétabban ezt
le tudjuk írni egy p : R → S1 függvénnyel, ami legyen p(t) = (cos(2πt), sin(2πt). Ennek
az ötletnek a tovább gondolása adja meg nekünk a fedőleképezések és fedőterek fogalmát.

1.2.1. Definíció. Egy p : X̂ → X egy fedőleképzés ha teljesülnek a következők:

• Folytonos és szürjektív

• Minden x ∈ X-re teljesül, hogy létezik egy U környezet, amire igaz p−1(U) =⊔
α∈A Vα, ahol Vα nyílt X̂-ben és p|Vα : Vα → U egy homomorfizmus minden α-

ra.

A felemelési lemmák teszik lehetővé, hogy a fedőleképzés segítségével határozzuk meg
a fundamentális csoportot.

1.2.2. Definíció. Legyen p : X̂ → X fedőleképzés és f : Z → X egy leképzés. Ekkor
f -nek a felemeltje f̂ : Z → X̂ folytonos függvény, amelyre igaz f = p ◦ f̂ . Vagyis az alábbi
diagram kommutál.
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X

X̂

Z
f

f̂
p

1.2.3. Lemma. Legyen p : X̂ → X egy fedőleképzés és γ : [0, 1] → X egy hurok (folyto-
nos) és γ(0) = x0. Ekkor bármelyik x̂0 ∈ p−1(x0)-ra ∃! γ̂ : [0, 1] → X̂ felemelése γ-nak,
melyre γ̂(0) = x̂0.

Hasonlóan a hurkok felemeléséhez a homotópiákat is fel tudjuk emelni.

1.2.4. Definíció. (Homotópia-felemelése) Legyen p : X̂ → X egy fedőleképzés és
H : [0, 1]×[0, 1] → X egy homotópia, amire teljesül H(0, 0) = x0. Ekkor ennek a felemeltje
bármely x̂0 ∈ p−1(x0) egyértelműen létezik egy Ĥ : [0, 1]× [0, 1] → X̂ és Ĥ(0, 0) = x̂0.

1.2.5. Állítás. Legyen p : X̂ → X egy fedőleképzés, x0 ∈ X és x̂0 ∈ p−1(x0). Egy adott γ
hurokhoz az x0 pontban, útfelemelési lemma miatt, hozzá tudjuk rendelni a végpontját az
x̂0-ban felemeltjének:

Φ(γ) := γ̂(1) ∈ p−1(x0).

Ez a leképzés független a kötött homotópiától vagyis indukál egy leképzést:

ϕ : π1(X, x0) → p−1(x0)

1.2.6. Definíció. Az előzőekben definiált ϕ leképzést nevezzük emelet-leképzésnek.

Bizonyítás. Legyen γ ∼H µ a homotópia-felemelése miatt létezik egy Ĥ, amelyre Ĥ(0, 0) =

x0. Szükségünk van arra, hogy a γ̂ ∼Ĥ µ̂. Fixáljuk az első koordinátát, t 7→ Ĥ(0, t) ez a
felemeltje a konstans x0 görbének. A felemelés egyértelműsége miatt Ĥ(0, t) = x̂0 minden
t-re. Ezek szerint Ĥ(0, 1) = x̂0, és s 7→ Ĥ(s, 1) és szintúgy a felemelés egyértelműsége
miatt meg kell hogy egyezen µ̂. �

1.2.7. Tétel. (Emelet-tétel) Legyen p : X̂ → X egy fedőleképzés, x0 ∈ X és x̂0 ∈
p−1(x0).

1 Ha X̂ egy útösszefüggő, akkor a ϕ : π1(X, x0) → p−1(x0) emelet-leképzés szürjektív.

2 Ha X̂ egy pontra húzható, akkor a ϕ : π1(X, x0) → p−1(x0) emelet-leképzés bijektív.
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Bizonyítás.

1 Vegyünk egy tetszőleges a ∈ p−1(x0). Mivel X̂ útösszefüggő ezért létezik egy γ̂ egy
görbe X̂-ben, amely kezdőpontja x0 és végpontja a. Ekkor p(γ̂) ⊂ X egy kötött
hurok lesz. Vagyis ϕ([γ]) = a.

2 Az előző pontba beláttuk, hogy szürjektív ϕ. Szükségünk van arra, hogy ez injektív
is. Tegyük fel, hogy ϕ([γ]) = ϕ([µ]) = a. Ekkor γ̂ · µ̂−1 egy x̂0-ban kötött hurok lesz
X̂-ben. Azonban X̂ egyszeresen összefüggő, vagyis létezik egy Ĥ homotópia:

γ̂ · µ̂−1 ∼Ĥ x̂0

. Ha ezt levetítjük p segítségével.

γ · µ−1 ∼p◦Ĥ x0

Vagyis [γ · µ−1] = 1 π1(X, x0)-ben, de ebből következik hogy [γ] = [µ], így injektív.

�

1.3. Csoport hatások

Egy topologikus téren is vizsgálhatunk bizonyos csoport hatásokat, amelyek ”folytono-
sak” és ennek segítségével meg tudjuk határozni a csoport struktúrát a hányados tér
fundamentális csoportjával.

1.3.1. Definíció. Legyen G egy csoport és X egy topologikus tér. Egy m : G ×X → X

folytonos függvényt csoport hatásnak nevezünk ha a következő folytonos mg(x) = m(g, x)

és teljesül m1(x) = x és mgg′ = mg ◦mg′ minden g ∈ G.

Ha egy csoport hat egy topologikus téren az jelöljük Gy X és m(g, x) = gx.

1.3.2. Definíció. (Hányados tér) Legyen G egy csoport és X egy topologikus tér. Gy
X csoporthatás pályái egy x ∈ X estén a következő halmaz: {gx | g ∈ G}. A hányados
teret jelöljük G \X = X/pályái vagyis x ∼ gx.

1.3.3. Példa. Z y R az eltolásokkal vagyis g ∈ G és x ∈ X ekkor gx = g+x. Legyen x ∈
X ennek az pályája a következő halmaz: {x+ k | k ∈ Z} vagyis a [0, 1) halmaz tartalmaz
egy elemet az összes pályából. Ezek szerint a hányados megegyezik [0, 1] halmazzal ha
összeragasztjuk a végpontjainál vagyis: Z \ R ' S1.
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1.3.4. Definíció. Egy Gy X egy csoport hatást fedőleképzésnek nevezünk ha minden
x ∈ X létezik egy U környezet, hogy U ∩ gU = ∅, ha g 6= 1.

1.3.5. Definíció. Egy G y X egy csoport hatás szabad ha minden g 6= 1 ∈ G-hez nem
létezik, olyan x ∈ X, hogy gx = x.

Az látszik, hogy minden fedőhatás szabad, de fordítva nem igaz.

1.3.6. Példa. R y R eltolássokkal nem fedőleképzés de, szabad.

1.3.7. Lemma. Legyen Gy X egy csoport hatás, ekkor q : X → G\X egy nyílt leképzés.

Bizonyítás. Vegyünk egy V ⊂ X nyílt halmazt. Ekkor q(V ) pontosan akkor nyílt, ha az
ősképe nyílt. Tehát q−1(q(V )) =

⋃
g∈G gV nyíltak uniója vagyis nyílt képe nyílt. �

1.3.8. Tétel. Ha G y X fedőhatás, akkor q : X → G \X hányados leképzés egy fedőle-
képzés.

Bizonyítás. Mivel q egy fedőhatás, ezért minden x ∈ X-hez létezik egy jó környezete
x-nek, jelöljük V -vel. Szükségünk van arra hogy U := q(V ) és y := q(x) ahol U -ra
megszorítva q-t homeomorfizmus lesz.

q−1(U) =
⊔
g∈G

gV

Az előző lemma szerint q nyílt leképzés, emiatt U = q(V ) nyílt lesz és q|gV : gV → U

pedig egy folytonos bijekció és mivel nyílt leképzés, ezért egyben homeomorfizmus is. �

1.3.9. Tétel. Legyen X egy egyszeresen összefüggő tér és G y X fedőhatás. Ekkor G '
π1(G \X).

Bizonyítás. Legyen q : X → G \X a hányados leképzés és x ∈ X x0 := q(x). Mivel G
szabadon hat vagyis g 7→ gx egy bijekciót ad G és q−1(x0) között. Jelöljük az inverzet
m : q−1(x0) → G.

Ekkor legyen h := m ◦ ϕ, ahol ϕ : π1(G \X, x0) → G emelet-leképzés. Ekkor emelet-
tétel miatt ϕ bijekció és m bijekció, így h is bijekció. Most már csak arra van szükség,
hogy h művelet tartó. Vegyünk γ és µ x0-ban kötött hurok G \X és γ̂, µ̂ ennek felemeltje
x pontban.
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Ekkor van g1, g2 ∈ G csoportelemek, hogy γ̂(1) = g1x és µ̂(1) = g2x. Ekkor:

γ̂ · (g1µ̂) : [0, 1] → X

Ez a felemelése γ · µ.
ϕ(γ · µ) = ˆγ · µ(1) = g1µ̂(1) = g1g2y0

Így h([γ] · [µ]) = h([γ]) · h([µ]) vagyis h egy izomorfizmus. �
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2. fejezet

p-adikus számok

2.1. Norma

2.1.1. Definíció. (Norma) X egy vektortér K test fölött, és legyen ‖.‖ : X → R+ egy
függvény. Ekkor ezt a függvényt normának nevezzük X-en, ha teljesíti a következő felté-
teleket: ∀x, y ∈ X

1. ‖x‖ ≥ 0, és ha ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0

2. ‖xy‖ = ‖x‖‖y‖

3. A háromszög egyenlőtlenséget vagyis, |x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

2.1.2. Definíció. (Nem-Archimédeszi) ‖.‖ Legyen egy norma, egy tetszőleges X vek-
tortér felett, ezt a normát nem-arkhimédészinek nevezzük ha, minden x, y ∈ X ‖x+
y‖ ≤ max(‖x‖, ‖y‖) teljesül

Legyen p egy tetszőleges prím szám, be tudunk vezetni egy új normát Q felett, amely
eltér az a hagyományos abszolút értéktől.

2.1.3. Definíció. (p-adikus norma) Legyen p egy tetszőleges prím szám és vegyünk egy
a
b
∈ Q. Fel tudjuk írni a

b
a következő alakban a′

b′
pk, ahol (a′, b′) = 1 és a′ - p és b′ - p.

Ekkor a ‖.‖p : Q → Z függvényt úgy definiáljuk, hogy ha a
b
= 0 akkor ‖0‖p := 0, ha

pedig az a
b
6= 0 akkor ‖a

b
‖p = p−k. A ‖0‖p := 0 definíció szerint.

Most még nem egészen tiszta, hogy miért hasznos nekünk ez a norma, de a későbbi-
ekben kiderül, hogy ugyanolyan ”különleges”, mint az abszolút érték.
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Előtte viszont be kell látnunk, hogy ez valóban egy norma lesz a racionális számok
halmazán:

2.1.4. Lemma. A racionális számok halmazán, a p-adikus norma tényleg egy norma.
Ezen felül pedig egy nem-arkhimédészi norma.

Bizonyítás. Ahhoz, hogy normának tudjuk nevezni teljesítenie kell a fent megemlített 3
tulajdonságot, minden x, y ∈ Q:

1. Definíció szerint ‖x‖p = p−k, ez szigorúan nagyobb mint nulla bármilyen k-ra vagyis,
ha nem nulla a

b
akkor nem lehet 0 a normája, és a nullának a normája definíció szerint

0

2. ‖xy‖p = ‖x‖p‖y‖p, ha x=0 vagy y=0 akkor készen vagyunk. Most tegyük fel, hogy
egyik sem nulla, ekkor ‖x‖p = p−k1 , ‖y‖p = p−k2 ekkor a két norma szorzata
p−(k1+k2), a bal oldalon pedig ‖xy‖p = ‖x′pk1y′pk2‖p = ‖x′y′pk1+k2‖p, mivel x’ és y’
olyanok, hogy nem oszthatóak p-vel, ezért a szorzatnak definíció szerint a normája
p−(k1+k2) lesz.

3. ‖x+y‖p ≤ ‖x‖p+‖y‖p, ha x = x′pk1 , és y = y′pk2 ahol p - x′, y′, ekkor feltehető, hogy
k1 ≥ k2 ebből következik ‖x‖p = p−k1 ≤ ‖y‖ = p−k2 így az összeg a következő módon
fog kinézni ‖(x′pk1−k2 + y′)pk2‖p ≤ ‖y‖p ezzel beláttuk, hogy nem-arkhimédészi
norma is egyben.

�

Most tudjuk, hogy bármilyen p prímre ‖.‖p, egy nem-arkhimédészi norma. Ebből tud-
juk, hogy ‖.‖p különbözik az általános abszolút értéktől Q-n mivel ez ”arkhimédészi”.
Azonban felmerül a kérdés, hogy ezek a különböző prímekre különböző normák lesznek?

Hogy ezt letudjuk tisztázni előbb definiálnunk kell mit értünk az alatt, hogy két norma
ekvivalens?

2.1.5. Definíció. (Normák ekvivalenciája) ‖.‖1 és ‖.‖2 legyenek normák X vektorté-
ren. Ekkor ezeket ekvivalensnek nevezzük ha létezik olyan c1, c2 rögzített konstansok, hogy
bármilyen x ∈ X:

c1‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ c2‖x‖1

teljesül.

Így már ki tudjuk mondani a következő tételt.
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2.1.6. Tétel. (Ostrowski(1916)[1]56 o.) Minden Q definiált nem-triviális ‖.‖ norma
ekvivalens vagy ‖.‖p valamilyen p prímre vagy pedig ‖.‖∞ ami az általános norma Q,

Ezek szerint a Q-n lévő normákat karakterizálni tudtuk, így már világossá vált, hogy
miért érdekes számunkra a p-adikus norma.

2.2. Qp konstrukciója

Most készen állunk rá, minden p-hez megkonstruáljuk Qp. Ez azért lesz lényeges, mert az
előző tételből tudjuk, hogy a p-normák ugyanolyan ”fontosak”, mint az általános norma
Q-n. Ha azzal a feltétellel indulunk el hogy R = Q∞, ez ad egy irányt, hogy hogyan
konstruáljuk meg Qp egy adott p-hez.

Vizsgáljuk meg, hogy milyen a kapcsoltba van Q és R az abszolút értéken keresztül.
A racionális számok halmazából úgy kapjuk meg a valós számokat informálisan, hogy
”betömjük” a lyukakat. Vagyis teljesé tesszük a teret az adott normára nézve.

2.2.1. Definíció. Legyen K egy test és legyen |.| egy norma K-n.

(i) Legyen egy (xn) sorozat K-ban, ezt Cauchy sorozat nevezzük |.| szerint ha

∀ε > 0 ∃N n,m > N |xn − xm| < ε

.

(ii) Egy K testet teljesnek nevezzük, ha minden Cauchy sorozatnak létezik határértéke
K-ban.

(iii) Egy S ⊂ K sűrűnek nevezzük ha bármilyen nyílt gömbbel van közös metszete vagyis:

∀r > 0 ∀x ∈ K Br(x) ∩ S 6= ∅

Most ezeknek a tudatában akkor formálisan R-nek és Q-nak a viszonya a következő:

• R teljes az ‖.‖∞ nézve.

• Q ↪→ R egy beágyazás, és Q sűrű R-ben.(‖.‖∞ által indukált metrikában)

Így adódik, hogy az lesz a jó módszer, hogy ha veszünk minden Cauchy sorozatot
‖‖p normára nézve és mindegyiknek határértéket adunk és ezekkel kiegészítjük Q, akkor
kapjuk meg Qp. Itt még fontos hogy a Cauchy sorozatokon is van egy ekvivalencia reláció,
amely azt mondja, ha különbségük tart a nullához, akkor a két sorozat ekvivalens lesz.
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2.3. Zp tulajdonságai és felépítése

Most már tudjuk, hogyan néz ki Qp mint normált tér. De minket érdekelne, hogy milyen
algebra jellemzi ezt a teret.

2.3.1. Definíció. Zp legyen az egészek gyűrűje.

Zp = {q ∈ Qp | ‖q‖p ≤ 1} (2.1)

Vagyis azok az elemek, amelyek oszthatóak p-vel.

2.3.2. Állítás. Zp egy gyűrű.

Mivel ez egy gyűrű ezért jogosan merül fel, hogy milyen ideálok vannak Zp-ben.

2.3.3. Definíció. pZp = {q ∈ Qp | ‖q‖p < 1}

2.3.4. Állítás. pZp egy maximális ideál Zp-ben.

2.3.5. Tétel. Legyen R egy kommutatív gyűrű és M ≤ R, ekkor R/M test pontosan,
akkor ha M egy maximális ideál.

Ezek szerint van Zp/pZp egy test csak az a kérdés, hogy melyik test.

2.3.6. Állítás. Z×
p = Zp/pZp = Fp, vagyis a p elemű test.

Bizonyítás. Zp/pZp = {q | ‖q‖p = 1}, vagyis az egy normájú elemek halmaza. Ha
q ∈ Z×

p , ekkor ‖q‖p = p−v = 1 ⇐⇒ v = 0 vagyis p - q. Feltudjuk írni q = x0+x1p+ · · ·+
xnp

n + . . . :
Zp → Fp

q = x0 + x1p+ · · ·+ xnp
n + · · · → x0 mod(p)

Ez a leképzés művelettartó lesz és van megszorítva Z×
p ez egy izomorfizmus lesz. �
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3. fejezet

Bruhat-Tits épületek

3.1. Épületek

Az irodalomban az épületeket általában három különböző módon szokták megkonstruálni.
Klasszikus módját Jacques Tits vezette be, azért hogy segítségével egy geometria framwor-
kot készítsen a félig-egyszerű komplex Lie csoportok, később pedig a félig-egyszerű algebrai
csoportok elemzésére az 1960-as években. Ezen konstrukcióban az épület egy szimplici-
ális komplexus, amely bizonyos szub-komplexusainak az összege, ezeket apartmanoknak
hívjuk és ezek teljesítenek néhány kiemelt tulajdonságot.

Egy ”modernebb” megközelítés, amit megint csak Tits vezetettbe 1981-ben. Ebben
elfelejtjük a szimplexes megközelítést és szoba rendszerként gondolunk az épületekre.

A harmadik megközelítésben az első kettő módszerből merítünk ihletet, de a diszkrét
megközelítés helyett geometrikus módon építjük fel az épületeket. Ezt a következő módon
tesszük meg. Az előző két módszer geometriai realizációját vesszük, ami minden esetben
lehetséges, és ezen betudunk vezetni egy metrikát. Így az épületekre, inkább mint metrikus
terekre gondolunk, mintsem szimpliciális komplexusokra.

Ebben a szövegben a szimpliciális komplexusokon keresztül fogjuk definiálni az épü-
let fogalmát. A következő részhez a szakmai anyagot Abramenko, S.Brown, Building[6]
című könyve és Benoit Loisel An indtruduction to Bruhat-Tits buildings[5] című jegyzete
szolgáltatta.
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3.1.1. Coxeter komplexusok

Legyen V egy csúcs halmaz és ezen egy ∆ véges halmazok rendszerét szimpliciális komp-
lexusnak nevezzük és az egyes véges halmazokat pedig szimplexeknek nevezzük, ha telje-
sülnek a következők:

Minden {v} ⊂ V egy szimplex és minden szimplex minden rész halmaza szimplex
ezeket lapoknak nevezzük.

Ekkor ∆ egy részben rendezt halmaz lesz tartalmazásra nézve.

3.1.1. Definíció. (Szimpliciális komplexus) (a) Minden A,B ∈ ∆ létezik legna-
gyobb alsó korlát: A ∩B.

(b) Minden A ∈ ∆, a részben rendezt halmaz ∆≤A, amely a lapok halmaza. Ez izomorf
lesz a részben rendezett részhalmazaival {1, . . . , r} valamilyen r ≥ 0.

Ha van egy ∆ részben rendezett halmaz ami teljesíti (a),(b)-t akkor az egy szimpliciális
komplexus.

Egy részkomplexus alatt egy olyan részhalmazt értünk, amely önmagában egy szimp-
liciális komplexust alkot.

3.1.2. Definíció. Egy ∆ szimpliciálist szoba komplexusnak nevezünk, ha minden ma-
ximális szimplexe azonos dimenziós, ezeket szobáknak nevezzük. Ezen felül ha mindegyik
szobát össze tudunk kötni egy galériával, ahol galéria alatt szomszédos szobák sorozatát
értjük.

3.1.3. Definíció. Egy szoba komplexust vékonynak nevezzünk, ha minden panelt vagyis
1 kodimenziós szimplext pontosan kettő darab szoba tartalmaz.

3.1.4. Definíció. Egy (W,S) pár Coxeter rendszer, ha W egy csoport és S egy gene-
rátora W -nek, amiben minden elem rendje 2, és teljesül:

W = 〈s ∈ S | (st)m(s,t) = 1〉 (3.1)

Ahol minden m(s, t) az st rendje lesz, és minden m(s, t) <∞. Itt W Coxeter csoport,
egy (W,S) coxeter rendszer rendje legyen |S|.

Ha S véges akkor, M mátrix legyen olyan, hogy M = (m(s, t)), ahol m(s, t) ≤ ∞,
ezen felül szimmetrikus és a főátlóban csupa 1-es szerepel. Ekkor ez nevezzük Coxeter
mátrix.
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3.1.5. Megjegyzés. Egy tetszőleges M Coxeter mátrixhoz létezik egy WM Coxeter cso-
port:

WM = 〈s ∈ S | (st)m(s,t) = 1〉 (3.2)

Ahol minden s, t ∈ S-re teljesül, hogy m(s, t) <∞.

3.1.6. Példa. Legyen Dm az m szögű sokszög szimmetriái:

Dm = 〈s, t : s2 = t2 = (st)m = 1

Ez egy Coxeter rendszer lesz mert legyen S = {s, t}, amelyek generálják Dm és teljesül
az is, hogy a generátorok szorzata is véges rendű elem lesz Dm-ben.

Egy másik példa a S3 vagy S4, amelyek jelöljék a 3 illetve a 4 elemű sorozat permutá-
cióit. S3 izomorf lesz a D6, amit előzőleg láttunk, hogy a Coxeter-rendszer lesz. S4 pedig
a következő prezentációval írható fel:

S4 = 〈s, t, u : s2 = t2 = u2 = (st)3 = (tu)3 = (su)3 = 1〉

Sőt minden n-re a szimmetrikus csoport az lesz.

3.1.7. Definíció. Legyen (W,S) egy Coxeter rendszer. J ⊂ I és 〈J〉 = WJ nevezzük
standard részcsoport-nak.

A wWJ alakú mellékosztályokat pedig standard mellékosztály-oknak nevezzük.

Most definiálni tudunk egy halmaz családot ezeken a Coxeter rendszereken, ami na-
gyon hasonlít a szimpliciális komplexusok konstrukciójához.

3.1.8. Definíció. Legyen Σ(W,S) egy részben rendezett halmaza a standard mellékosz-
tályainak következő rendezéssel: B ≤ A ha A ⊂ B. Ekkor ezt Coxeter komplex-nek
nevezzük.

3.1.9. Definíció. Legyen Σ(W,S) egy Coxeter komplex:

• Ennek az elemit hívjuk szimplexnek.

• {w} az egy elemű halmazok, a maximális szimplexek. Ezeket szobáknak nevezzük
és ezek W elemeinek felel meg.

• A szimplexek amelyek a következő alakúak azokat paneleknek nevezzük: w〈s〉 =

{w,ws}, ahol w ∈ W és s ∈ S.
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3.1.10. Példa. Legyen Sn = W és S = {(i, i + 1)}. Ekkor Σ(W,S) coxeter komplexus
izomorf lesz Σ0, ahol Σ0 jelölje a következőt: P ({1, . . . , n}) legyen az alaphalmaz és ezen
a rendezés legyen tartalmazásra nézve. Egy k dimenziós szimplex nézzen ki a következő
módon Vi ∈ P ({1, . . . , n}) és V1 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vk−1 [6].

3.1.11. Tétel. ([6](116 o.)) Egy Σ = Σ(W,S) Coxeter komplexus egy szimpliciális komp-
lexus. Sőt egy vékony szoba komplexus is.

3.1.12. Definíció. Egy Σ Coxeter komplexus egy Euklideszi Coxeter komplexus,
ha izomorf egy lesz egy olyan Coxeter komplexussal, amit egy euklideszi tér tükrözései
generálják.

3.1.13. Példa. Szimmetrikus csoportok euklideszi Coxeter komplexusok .[6].

3.1.2. Definíció

3.1.14. Definíció. (Épületek) Egy ∆ Épület egy szimpliciális komplexus, amely Σ

részkomplexusokból áll, amiket apartmannak nevezzünk és teljesül rájuk a következők:

(B0) Minden Σ izomorf egy Coxeter komplex.

(B1) Bármely A,B ∈ ∆ szimplex létezik egy apartman, mai tartalmazza mindkettő.

(B2) Legyen Σ és Σ′ egy-egy apartman, és A,B szimplexek, amelyeket tartalmazza mind-
kettő. Ekkor létezik egy Σ → Σ′ izomorfizmus ami fixálja A,B pontokat.

3.1.15. Megjegyzés. Az irodalomban előfordul, hogy a fent definiált épületet csak gyen-
ge épületnek nevezzük vagy vékony épületnek. Ilyenkor a vastag tulajdonsággal rendelkező
szimplexet hívjuk épületeknek, amely azt jelenti, hogy minden panel legalább három szo-
bának a lapja. Ez egy erősebb elvárás mint B0, mert a vastag tulajdonságból, B1 és B2
következik, hogy egy Coxeter komplexus.

3.1.16. Fontos észrevétel. Ha feltételezzük B0 és B1 teljesül, akkor tudunk gyengíteni
a harmadik axiómán. Először tudjuk egy olyan állításra gyengíteni, ami egy speciális esete
ennek.

(B2′) Legyen Σ és Σ′ egy-egy apartman és legyen A,C szimplexek és C pedig egy szoba,
amelyeket mindkettő apartman tartalmaz. Ekkor létezik egy izomorfizmus, amely
fixen hagyja őket pontonként.
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3.1.17. Állítás. Ha feltesszük, hogy teljesül B0 és B1 ekkor B2 és B2′ ekvivalensek.

Bizonyítás. Az, hogy ha B2 teljesül abból következik, hogy teljesül B2′ az egyértelmű
mert minden szimplexre igaz, hogy van ilyen és egy szoba csak egy maximális szimplex
egy apartmanban.

A másik irányhoz legyen A,B egy tetszőleges szimplex ekkor keresünk egy A ⊂ C ∈ Σ

és B ⊂ D ∈ Σ′, ahol C,D egy-egy szoba, amely tartalmazza A és B. Ilyen létezik B1

miatt. Szintúgy B1 miatt létezik egy Σ′′, amely tartalmazza C és D. Ekkor B2′ miatt

Σ → Σ′′ → Σ′

Az első izomorfizmus fixen hagyja pontonként A és D a második izomorfizmus fixen hagyja
pontonként C és B. Ezek szerint van egy izomorfizmus Σ és Σ′ között ami fixen hagyja
pontonként A és B pontonként. �

Meglepő módon B2′ ekvivalens lesz a következő axiómával (ha feltesszük, teljesül B0

és B1).

(B2′′) Legyen Σ és Σ′ két apartman, amely a metszetük tartalmaznak egy C szobát. Ek-
kor van egy izomorfizmus Σ → Σ′ között, ami fixál minden metszetben szereplő
szimplexet.

3.1.18. Állítás. Ha feltesszük, hogy teljesül B0 és B1 ekkor B2′ és B2′′ ekvivalensek.

Bizonyítás. Itt is az egyik irány egyértelmű pontosabban ha B2′′ teljesül abból követ-
kezik B2′. Mivel ha mindent fixál a metszetben, amiben szerepel egy C szoba is, akkor
tetszőleges szimplexet is fixál vele együtt.

A másik iránynál tegyük fel hogy teljesül B2′, ekkor tetszőleges A ⊂ Σ
⋂
Σ′-beli szimp-

lexre létezik egy ϕA izomorfizmus, ami fixálja A és C. Azonban csupán csak egy darab
izomorfizmus van ami, fixálja C-t. Mert tegyük fel hogy van kettő, amelyek fixálják C-t.
Mivel C fixálják, ezért meg kell egyezniük C-vel szomszédos szobákon is mert megegyeznek
egy 1 kodimenziós részén és ez kikényszeríti, hogy az utolsó ponton is megegyeznek.

Ezt a módszert tudjuk iterálni, így az összes szobán, ami összeköthető galériával C-vel
azon is megfognak egyezni. Mivel az apartmanok a B0 szerint Coxeter-komplexusok ezért
mindegyik szoba összeköthető bennük C-vel. Ezek szerint az összes szobán megegyeznek,
de akkor az összes szimplexen is megegyeznek. Vagyis az összes ϕA az tulajdonképpen
megegyezik, legyen ez ϕ és ez ϕ fixálni fogja a metszetben szereplő összes szimplexet és
egy izomorfizmus lesz Σ és Σ′ között. �
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Ezt kiegészítve definiálhatjuk a Bruhat-Tits épületeket vagy beszédesen euklideszi
épületeket.

3.1.19. Definíció. (Bruhat-Tits épületek) Egy ∆ épület Bruhat-Tits épület lesz, ha
az apartmanok euklideszi Coxeter komplexusok.

3.2. Bruhat-Tits épületek konstrukciók

Először a Bruhat-Tits épültekre, Goldman és Iwahori adott egy explicit konstrukciót
SLn(Qp) felett, ekkor még természetesen nem Bruhat-Tits épületeknek nevezték ezeket.
Ezt a konstrukciót később Iwahori és Matsumoto kiterjesztették split csoportokra. Az el-
mélet teljes általánosságban Bruhat és Tits definiálta, itt már minden reduktív p csoportra
kiterjesztették a konstrukciót.

3.2.1. Goldman-Iwahori konstrukciója

Goldman és Iwahori volt az első akik leírták egy konkrét konstrukcióját Bruhat-Tits épü-
leteknke SLn(Qp) fölött. Ez persze kiterjesztetthető GLn(Qp). Ebben a műben nem bizo-
nyítjuk, hogy ez a konstrukció tényleg egy épületett ad ez megtalálható [5] jegyzetben.

Ezt az épületet egy tetszőleges K lokális test feletti vektor tereken definiált nem-
arkhimédészi normákat vizsgáljuk. Ez a vektor tér jelöljük V = Kn.

R(V ) = {‖.‖ | ahol ‖.‖egy nem-arkhimédészi norma V -n}

Ez még alapvetően túl nagy tér, ezért ezt még valahogy szűkítenünk kell. Itt is ha-
sonlóan definiálhatunk egy ekvivalencia relációt mint általános normák között az első
fejezetben.

‖.‖1 ∼ ‖.‖2 ⇐⇒ ha ∃c ∈ K c‖x‖1 = ‖x‖2 ∀x ∈ V

Ekkor legyen az alaphalmazunk a következő:

X(V ) = R(V )/ ∼

Ez lesz a Bruhat-Tits épület SLn(Qp) felett. Bár még X csak egy halmaz. Arra még
szükségünk van, hogy egy épület struktúrát definiáljuk ezen a halmazon, vagyis meg kell
adnunk mik lesznek az apartmanok ebben a halmazban.
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3.2.1. Definíció. Legyen ê = (e1, . . . , en) egy bázisa V = Kn-nek, c = (c1, . . . , cn) ∈ Rn

egy paraméter és q = ‖π‖ ∈ R≤0, ahol π ∈ K egy irreducibilis elem. Ekkor:

‖.‖ê,c : V → R

x =
n∑

i=1

λiei 7→ max{qci |λi|}

3.2.2. Állítás. Minden ‖.‖ê,c egy nem-arkhimédészi norma lesz.

Bizonyítás. Az állítás igazolásához be kell látnunk az első fejezetben megadott definíci-
ókban2.1.1,2.1.2 szereplő tulajdonságok teljesülését:

(1) Ez a norma mindig pozitív lesz mert q egy pozitív szám. Ha legalább az egyik λi 6= 0,
akkor a maximum nagyobb lesz mint nulla és ha x = 0 akkor a maximum nulla lesz.

(2) x =
∑n

i=1 λiei és y =
∑n

i=1 µiei ekkor:

‖xy‖ê,c = max{qci |λiµi|}

Mivel |.| egy norma K-n ezért:

max{qci |λi||µi|} = max{qci |λi|} ·max{qci |µi|} = ‖x‖ê,c‖y‖ê,c

(3) Szükségünk van arra, hogy ‖x + y‖ê,c ≤ max{‖x‖ê,c, ‖y‖ê,c}. Megint legyen x =∑n
i=1 λiei és y =

∑n
i=1 µiei ekkor:

‖x+ y‖ê,c = max{qci |λi + µi|}

Megint csak mivel az együtthatókon definiált norma miatt:

max{qci |λi+µi|} ≤ max{qci |λi|+|µi|} = max{qci |λi|}+max{qci |µi|} = ‖x‖ê,c+‖y‖ê,c

Ezzel igazoltuk, hogy ‖.‖ê,c egy nem-arkhimédészi norma. �

3.2.3. Állítás. Minden nem-arkhimédészi norma R(V )-ben ‖.‖ê,c alakú lesz. Ezen felül
ha van egy ‖.‖1 és ‖.‖2, akkor létezik egy ê bázis és egy c és egy c′, hogy ‖.‖1 = ‖.‖ê,c és
‖.‖2 = ‖.‖ê,c′

Ekkor egy definiáljuk a következőt:
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3.2.4. Definíció. Legyen ê egy bázis V = Kn-ben. Ekkor:

Aê = {‖.‖ê,c , c ∈ Rn}/ ∼

3.2.5. Definíció.
A = {Aê | ahol ê egy bázisa V -nek}

Ennek a halmazrendszernek az elemeit nevezzük a X(V ) apartmanjainak.

3.2.2. Konstrukció rácsokkal

Ebben a fejezetben most egy explicit konstrukciót fogok adni a Bruhat-Tits épületekre
GLn(Qp) felett. Ezt a konstrukciót jelöljük BT .

3.2.6. Definíció. (Teljes Zp-rács) L ⊂ Qn
p egy végesen generált szabad Zp részmodulus,

ami olyan hogy Qp · L = Qn
p

Ezeken a L rácsokon bevezethető egy ekvivalenciareláció, L0 ∼ L1, ha létezik egy
c ∈ Qp, hogy cL0 = L1. Ez tényleg egy ekvivalenciareláció:

• L0 ∼ L0, a c = 1 választás megfelelő

• L0 ∼ L1 ⇒ L1 ∼ L0, ha létezik c ∈ Qp, hogy cL0 = L1 ekkor a 1
c
, jó választás lesz

• L0 ∼ L1, L1 ∼ L2 ⇒ L0 ∼ L2, ekkor létezik c, d ∈ Qp, hogy cL0 = L1, dL1 = L2

ekkor cdL0 = c(dL0) = cL1 = L2

Ekkor ezek az [L] ekvivalenciaosztályok legyenek a pontjai a komplexusunknak. Ezek
lesznek a 0-cellák, ekkor a fentiekhez analóg módon szeretnénk definiálni mik legyenek
az n dimenziós cellák, vagyis valamilyen szabály szerint összekötjük az n − 1 dimenziós
cellákat.

Ez a szabály legyen a következő:

• 1-cellák: legyenek L0, L1 egy-egy reprezentáns [L0], [L1](0-cellából), ha teljesül az
hogy pL0 ⊂ L1 ⊂ L0, ekkor ez a két cellát ”összekötjük” és egy él lesz, ilyenek
lesznek az egy 1-cellák.

• d-cellák: a fentiekkel analóg módon, legyenek L0, L1, . . . Ld reprezentánsok, ha pL0 ⊂
L1 ⊂ · · · ⊂ Ld ⊂ L0 teljesül, ekkor ezek ”összekötése” legyen egy d-cella.
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Ekkor ez az Xp halmaz legyen Qp-n az n dimenziós Bruhat-Tits épület.
Szeretnénk jobban megérteni azt, hogy az egyes pontoknak mekkora a fokszáma. Ezt

ki tudjuk fejezni algebrailag a rácsok hányadosa segítségével.
Vegyünk, egy tetszőleges L rácsot ekkor, mivel ez egy végesen generált szabad Zp

részmodulus, ezért van egy (v1, v2, . . . vn) generátor rendszere, ekkor ϕ legyen egy leképzés:

ϕ : L→ Zn
p

a1v1 + a2v2 + · · ·+ anvn → (a1, a2, . . . , an)

Erről látszik hogy egy izomorfizmus, mert L = {a1v1 + a2v2 + · · ·+ anvn | ai ∈ Zp}. Ezek
szerint L ' Zn

p .
A következő lépésben a hányadosra vagyunk kíváncsiak. Legyen L0 ' Zn

p egy rács,
ekkor L0/pL0 ' Zn

p/pZ
n
p ' Fn

p , és legyen φ : L→ L/pL a hányados leképzés. Ezek alapján
ha veszünk egy 1-cellát, ami az [L0], [L1] pontokból áll, vagyis teljesül pL0 ⊂ L1 ⊂ L0,
ekkor φ(L1), részmodulus Fn

p . Ezen felül ha megnézzünk egy V ≤ Fn
p , ezek a L−1(V ) mind

különböző rácsoknak felelnek meg. Vagyis ha van egy 0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vr ⊂ Fn
p , ekkor

ezek pont megfelel egy r− 1 cellának, ami pont pL0 ⊂ L1 ⊂ · · · ⊂ Lr−2 ⊂ L0 felel, vagyis
ha van egy r-flagünk Fn

p -ben, az pont megfelel egy r − 1 cellának, ami tartalmazza L0

rácsot. Most látjuk, hogy Xp egy (n − 1) szimpliciális komplexus mert n egy maximális
flag hossza és teljesül (a),(b):

(a) Ha vesszünk két cellát akkor a létezni fog a legnagyobb alsó korlátjuk.

(b) Ez is teljesül mert minden cellának a lapjai megszámozhatóak mint egy szimplex és
így tényleg lesz egy izomorfizmus.

A cellákat általánosan szimplexeknek nevezzük.

3.2.7. Megjegyzés. Az 1 dimenziós részmodulosok száma Fn
p -ben:

pn − 1

p− 1

A 2 dimenziós részmodulosok száma:

(pn − 1)(pn − p)

(p2 − 1)(p2 − p)

A d dimenziós részmodulosok száma hasonló formulát követ.
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3.2.8. Példa. Az n = 2 esetben a Bruhat-Tits épület egy p − 1 reguláris fa lesz. Erről
később még részletesen lesz szó Ihara-tétel bizonyításánál.

Kíváncsiak lennénk milyen automorfizmusokkal rendelkezik egy ilyen épület. Egy része
ezeknek az autormorfizmusoknak megadható úgy, hogy valamilyen mátrixszal transzfor-
máljuk a bázisait a rácsokat generáló vektoroknak.

3.2.9. Állítás. Legyen GLn(Qp) = {M ∈ Qn×n
p | det(M) 6= 0} ekkor:

GLn(Qp)/Z(GLn(Qp)) ⊂ Aut(Xp)

Bizonyítás. Legyen [L] egy rács ekvivalenciaosztály, amit {v1, . . . , vn} generál. Ekkor
legyen M ∈ GLn(Qp). Legyen a következő a hatása a rácsokon.

fM : [L] → [ML]

Ekkor [ML] = 〈Mv1, . . . ,Mvn〉 vagyis pont egy másik rácsba fogja képezni, mivel det(M) 6=
0.

A centere GLn(Qp)-nak azok az automorfizmusok az identitásnak fognak meg fellelni
mert minden rácsot önmagába képeznek ezért kifaktorizáljuk a centerével. �

3.2.10. Megjegyzés. A teljes Aut(Xp) majdnem a fönt megfogalmazottak. Valojában:

Aut(Xp) = GLn(Qp)/Z(GLn(Qp)) + { automorfizmusai bizonyos Dynkin diagramoknak}

Fentiak alapján láthatjuk, hogy GLn(Qp) tranzitív Xp-n. Mivel bármelyik bázist eltudjuk
képezni bármelyik mésik bázisba.

3.2.11. Állítás. A fent definiált Bruhat-Tits épület, tényleg egy épület.

Bizonyítás. Ehhez teljesítenie kell 3.1.14-ben megfogalmazott három axiómát. Először
meg kell mondanunk mik lesznek az apartmanok Xp-ben. Válaszunk egy e1, . . . , en bázist
Qn
p − ben és ekkor:

Σ = {L = Zpa1e1 ⊕ · · · ⊕ Zpanen | ai ∈ Q×
p } (3.3)

Az előzőekben meg mutattuk, hogy egy ilyen apartman igazából izomorf lesz Σ = {L1 ⊕
· · · ⊕ Ln}, ahol Li egy 1 dimenziós altér F n

p -ben. Innentől ezzel a modellel dolgozunk.
Először is szükségünk van arra, hogy minden apartman egy Coxeter komplexus. Legyen

Σ0 a 3.1.10 példában megadott szimpliciális komplexus. Vegyünk egy C szobát Σ és
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ezeknek a csúcsait jelöljük Vi-vel. Ekkor L1, . . . , Ln tudjuk úgy számozni, hogy Vi =

L1 + · · ·+ Li. Ekkor φ : Σ0 → Σ egy izomorfizmus lesz a következő módon I 7→
⊕

i∈I Li,
minden I ⊂ {1, . . . , n}. Ez tényleg izomorfizmus szerkesszük meg ψ inverz függvényt.
Legyen U egy csúcs vagyis egy részhalmaz, ekkor ψ(U) = {i ≥ 1 | U ∩ Vi > U ∩ Vi−1}.
Ezzel megvagyunk B0-val.

Vegyük észre, hogy nem függ ez a függvény Σ-tól csak C-től vagyis ha Σ1 és Σ2 két
apartman, amelyek tartalmazzák C. Ekkor φΣ1 és φΣ2 megegyeznek Σ1 ∩Σ2 így φΣ2 ◦ψΣ1

egy izomorfizmus lesz a két apartman között, ami fixen hagyja a metszetett vagyis teljesül
B2′′ axióma.

Most már csak B1 axiómára van szükségünk, ami az hogy ha van két C,C ′ szobánk
akkor van, olyan apartman, ami tartalmazza őket. Ekkor egy egy kompozíció láncnak
felellnek meg ezek:

V1 < · · · < Vn V ′
1 < · · · < V ′

n

. Ekkor van egy hasznos tétel amit tudunk használni.

3.2.12. Tétel. (Jordan-Hölder) Legyen M egy R-modulus és legyen

0 =M0 < M1 < · · · < Ml =M

és mindegyik Mi/Mi−1 egyszerű. Ekkor minden ilyen tulajdonságokkal rendelkező lánc
pontosan l hosszú lesz és a hányados modulusok is megegyeznek.

Ezt tudjuk alkalmazni, mivel C maximális szimplex vagyis pont n hosszúak lesznek a
láncok és szigorú tartalmazásra nézve vagyis a hányadosok azok 1 dimenziós terek. Ezek
szerint létezik egy π permutáció, hogy Vi/Vi−1 ' V ′

π(i)/V
′
π(i)−1. Most tudunk választani

minden i, π(i) párra egy 1 dimenziós Lk ⊂ V ′
i ∩Vπ(i), amely nem triviális egyik hányados-

ban sem. Ekkor ezekből az Lk-ből felépített apartman tartalmazni fogja C és C ′ is, vagyis
B1 is teljesül. �

3.2.13. Megjegyzés. A fenti bizonyítás bármilyen vektor téren működik.

3.2.14. Megjegyzés. Mivel Sn euklideszi Coxeter csoport ezért az általa generált Co-
xeter komplexus euklideszi és ezzel izomorf minden apartman vagyis azok is azok. Így a
fenti kontrukció tényleg egy Bruhat-Tits épület.
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4. fejezet

Ihara-tétel[1966][3]

Ebben a munkában egy másik megközelítés fogunk alkalmazni mint az eredeti bizonyí-
tásban. Amely technika hátterét Serre a Trees[1980][7] című könyvében foglalt össze.

A Bass-Serre elmélet alapgondolata az, hogy ha egy csoport hat egy fagráfon, akkor
lehet következtetni a csoport bizonyos tulajdonságaira. Itt nem egészen a hagyományos
értelemben gondolunk a gráfokra, hanem ezt még kibővítjük két leképzéssel is. A fő esz-
közünk az Ihara tétel bizonyitásához a Bass-Serre tétel lesz, ami (többek között) azt
mondja ki, hogy ha egy csoport hat egy fán, akkor a csoport izomorf lesz a hányados gráf
fundamentális csoportjával.

4.1. Bass-Serre elmélet

Először is definiálnunk kell mi is egy gráf.

4.1.1. Definíció. (Gráf) Legyen Γ egy gráf X = vertΓ és Y = edgeΓ. Ezen felül még
két függvényt tartalmazz egy gráf:

Y → X ×X

y 7→ (o(y), t(y))

és
Y → Y

y 7→ ȳ

és teljesülnek a következők minden y ∈ Y :

• ¯̄y = y
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• y 6= ȳ

• o(y) = t(ȳ)

Ezek alapján egy Γ gráfban X = vertΓ, Y = edgeΓ, x ∈ X csúcsoknak nevezzük, y ∈ Y

a gráf éleinek nevezzük és ȳ pedig az inverz él.

4.1.2. Megjegyzés. A jelölés egyszerűsét érdekében a továbbiakban néha úgy fogom
jelölni, hogy x ∈ Γ csúcs vagy y ∈ Γ élnek fogjuk rövidíteni x ∈ vertΓ és y ∈ vertΓ.

Szeretnénk egy gráfnak a fundamentális csoportját értelmezni. Ezt úgy tudjuk meg-
tenni, hogy az egyes gráfokat azonosítunk egy-egy topologikus térrel és ennek a térnek
vizsgáljuk a topologikus tulajdonságait.

4.1.3. Definíció. (Gráf realizációja) Legyen Γ egy gráf, és X,Y a csúcs halmaza. Ek-
kor definiáljuk T topologikus teret a diszjunkt uniójának X és Y × [0; 1] a diszkrét to-
pológiával ellátva. Legye R a legfinomabb ekvivalencia reláció, amelyben teljesül, hogy
(y, t) = (ȳ, 1 − t), o(y) = (y, 0), t(y) = (y, 1) minden y ∈ Y, t ∈ [0; 1]. Ekkor legyen a Γ

gráf realizációja real(Γ) = T/R.

4.1.4. Megjegyzés. Egy gráf realizációja egy CW-komplexust fog adni mert megkapjuk
úgy, hogy a csúcsok a 0-cellák és az élek pedig az 1-cellák. Ezen felül egy metrika is
bevezethető egy gráf realizációján ahol két csúcsnak a távolságát megadja a köztük menő
legrövidebb út hossza.

A realizáció segítségével egy gráfot tudunk topologikus szemszögből vizsgálni. Emiatt tud-
juk definiálni egy gráf fundamentális csoportját, ami fontos az Ihara tétel bizonyításához.

4.1.5. Definíció. Pathn gráf legyen az n ≥ 1 hosszú Út egy gráf, amelyben n db csúcs
van ezeket megszámozva az élek pedig halmaza pedig, olyan y ∈ edgePathn o(y) = xi és
t(y) = xi+1.

0 1 2 n− 1 n

Pathn :
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4.1.6. Definíció. Az úthoz hasonlóan definiálhatjuk, Circn ahol n ≥ 1 gráfot, amely az
n hosszú kör legyen. Ez egy olyan Pathn, ahol az utolsó csúcs össze van kötve az elsővel.

0

Circ1 :

0 1

Circ2 :

4.1.7. Definíció. (Összefüggőség) Egy Γ gráfot összefüggőnek nevezzünk, akkor ha bár-
mely x, y ∈ Γ csúcsára igaz, hogy létezik egy n és Pathn, amit be lehet ágyazni Γ-ba úgy,
hogy x, y végpontjai lesznek.

4.1.8. Megjegyzés. Egy gráf pontosan, akkor lesz összefüggő ha a realizációja összefüg-
gő, mint topologikus tér.

4.1.9. Definíció. (Γ(G,S)) Legyen G egy csoport és S pedig egy részhalmaza G-nek.
Ekkor definiálhatjuk Γ = Γ(G,S) irányított gráfot a következő módon: legyen G elemei a
gráfunk csúcsai, és az élek legyenek G× S elemi a következő irányítással:

o(g, s) = g és t(g, s) = gs minden élre (g, s) ∈ G× S

4.1.10. Példa. Legyen G = Cn és S = {s}, ekkor különbűző n-re ezek a gráfok a követ-
kezőek lesznek:

gn = 1 :

.× s

g1 g2n = 2 :

.× s

.× s

Ezek alapján minden n <∞ esetén Γ(Cn, {s}) ' Circn
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1 s s2s−1

n = ∞ :

A hagyományos gráf elméletből át tudjuk emelni a fák a fogalmát.

4.1.11. Definíció. (Fa) Egy körmentes és összefüggő gráfot fának nevezzünk.

4.1.12. Példa. Néhány példa fákra:

Legyen G egy gráf, ami hat Γ gráfon. Egy csoport inverzió nélkül hat egy gráfon, ha
nincs olyan y ∈ vertΓ él és g ∈ G, hogy gy = ȳ. Vagyis az éleknek az irányítást megtartja.
Ezek után, ha van egy G gráf, ami inverzió nélkül hat egy Γ gráfon. Ekkor definiálhatjuk
G \X hányados gráfot úgy, hogy vesszük a természetes a hányadosát a csúcsok és az élek
halmazának is.

Mivel a bármely Γ gráfnak létezik egy topologikus realizációja, ezért ezeknek a tereknek
is van fundamentális csoportja. Arra a felettébb hasznos eredményre fogunk jutni, hogy
bármilyen Γ gráfnak a fundamentális csoportja szabad lesz.

4.1.13. Definíció. Egy T feszített részgráf Γ-ban egy maximális fa, ha fa és nem lehet
tovább bővíteni úgy, hogy továbbra is fa legyen.

4.1.14. Tétel. Tetszőleges Γ összefüggő gráfban, létezik Λmaximális fa és Λ összes csúcsot
tartalmazza.

Bizonyítás. A Zorn lemmát tudjuk alkalmazni. Legyen a halmazunk H = {T | T ⊂
Γ fa} ezen a részben rendezés a tartalmazás, vagyis ha T ′ ⊂ T akkor T ′ ≤ T . Minden
láncnak van maximuma a felszálló unió megfelelő erre. A Zorn lemma miatt van maximális
elem H-ban.

Legyen H a maximális elem. Tegyük fel, hogy létezik x ∈ vertΓ amit nem tartalmaz
H. Ekkor mivel Γ összefüggő létezik egy p út, amelynek végpontja x és a kezdő pontja
pedig H-ban van. Ezt a p-t hozzá vehetjük H-hoz és még mindig egy H ′ fa lesz, mert
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az összefüggésőget nem tudjuk így elrontani és ha valahol kör keletkezne akkor az úgy
lehetséges, hogy ha két H-beli csúcs között olyan út megy, amit nem tartalmaz H. De
mivel H összefüggő kicserélhetjük ezt az útszakaszt egy H-ban menő útszakaszra.

Ezek szerint H ( H ′, H ′ fa. Ez ellent mondás. �

Mivel minden gráf realizációja egy CW-komplexus ezért ha van egy Γ gráfunk és T
egy maximális fája Γ-nak. Ekkor (Γ, T ) egy Borsuk-féle pár lesz.

4.1.15. Tétel. Bármely Γ gráf fundamentális csoportja szabad.

Bizonyítás. Legyen T egy maximális fa Γ-ban. Ekkor T pontra húzható, mivel fa. Vagyis
Γ/T kör csokrokból. Ennek a fundamentális csoportja szabad lesz mert a különböző körök
felellnek meg egy generátornak és szabadon generálják a fundamentális csoportot.

Mivel pontra húzható T ezért a tétel, miatt π1(Γ) ' π1(Γ/T ) vagyis Γ fundamentális
csoportja is szabad. �

4.2. Ihara-tétel

Legyen Bruhat-Tits fa a BT 2 vagyis egy két dimenziós Bruhat-Tits épület. Ez egy p + 1

reguláris fa lesz, így alkalmazhatjuk az előző pontban bevezetett eszközöket.

4.2.1. Tétel. Minden Γ diszkrét, torziómentes részcsoportja SL2(Qp)-nek szabad.

Bizonyítás. Jelöljük Z(GL2(Qp)) = Z-vel és legyen Γ ≤ SL2(Qp) egy diszkrét tor-
ziómentes részcsoportja. A bizonyítás két lépésből fog állni. Először be kell látnunk,
hogy bármilyen pontnak van olyan k sugarú környezete, amit csupán az identitás mát-
rix hagy fixen. Ezt onnan tudjuk, hogy vegyünk egy tetszőleges L ∈ BT 2 csúcsot. Vá-
lasszunk egy reprezentánst L-ből ez legyen (pae1, p

be2). Nyilván az (e1, e2) rácshoz tar-

tozó L0 csúcs stabilizátora stabL0 = Z · GL2(Zp), tehát az L =

(
pa 0

0 pb

)
L0 csúcs

stabilizátora stabL =

(
pa 0

0 pb

)
Z · GL2(Zp)

(
p−a 0

0 p−b

)
. Mivel a GL2(Qp) egy topolo-

gikus csoport, tetszőleges elemmel való konjugálás homeomorfizmus, tehát Γ-t lecserélve(
p−a 0

0 p−b

)
Γ

(
pa 0

0 pb

)
-ra feltehetjük, hogy a = b = 0, azaz L = L0.

Mivel Γ diszkrét, ezért minden pontnak van olyan nyílt környezete, amely csak a
pontott tartalmazza. A GL2(Qp) csoportban az egységelem egy környezetbázisát alkotják
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az I + pkM2(Zp) alakú halmazok, ahol k > 0, tehát ha k elég nagy, akkor Γ ∩ (I +

pkM2(Zp)) = {I}. Viszont I + pkM2(Zp) ≤ Z ·GL2(Zp) épp az L k sugarú környezetének
stabilizátora.

Ezek szerint ha elég nagy környezetét vesszük egy L csúcsnak BT 2-ben, akkor csak az
identitás van, ami fixen hagyja ezt a csúcshalmazt.

Következő lépéskét belátjuk, hogy a tartalmazás fordítva is igaz. Vagyis csak az iden-
titás az ami fixen hagyja L csúcsot.

Legyen ΓL ≤ Γ azon mátrixok halmaza amely fixen hagyják L pontosabban ΓL =

{γ ∈ Γ | γ(L) = L}. Mivel ez fixen hagyja L-t ezért ennek k sugarú környezetét is fixen
hagyja. Ez környezet legyen K. Mivel BT∈ fa lokálisan véges ezért ez a környezet véges
lesz. Azonban van egy ϕ homomorfizmus ΓL → Sym(K), de mivel csak az I-t fogja az
identitásba küldeni az előző pont miatt. Ezért ϕ injektív lesz vagyis ΓL ↪→ Sym(K). Mivel
Sym(K) véges halmaz emiatt ΓL is véges lesz. De mivel ΓL ≤ Γ és Γ torziómentes ezért
ez ellentmondás, mert ΓL-ben véges rendű elemek vannak és azok elemei lesznek Γ-nak
így az nem lenne torziómentes. Vagyis ΓL = {I}.

Ezek szerint Γ szabadon hat BT 2. Γ torziómentes, emiatt Γ inverzió nélkül hat BT 2,
mivel ha γ ∈ Γ egy olyan elem lenne,ami megfordít egy élt. Ekkor γ2 fixálja az él csúcs-
pontjait. Azonban csak az identitás az ami fixálja csúcsokat így γ2 = I. De ez ellentmond
annak, hogy Γ torziómentes.

4.2.2. Lemma. Γ y BT 2 egy fedőhatás.

4.2.3. Megjegyzés. Gyakran az irodalomban a fedőhatásokra properly discontinuously
hivatkoznak.

Bizonyítás. Két típusú pont található BT 2-ben. Vagy csúcs vagy pedig egy él belső
pontja. Legyen x ∈ BT 2 egy él beli pont. Mivel BT 2 egy CW-komplexus, ezért egy él a
végpontok nélkül egy nyílt halmaz lesz. Ez egy jó környezet x-nek, mert Γ inverzió nélkül
hat a fán, vagyis minden élt egy tőle diszjunkt élbe visz.

Most legyen x egy csúcs. Ekkor vegyük Bε(x), vagyis az x középpontú ε < 1
2

nyílt
gömb. Ekkor ez egy megfelelő környezet, mert ha g 6= 1 ∈ Γ ez nem hagyja fixen x

csúcsot. Vagyis gx 6= x és ha gx szomszédos, akkor Bε(x) ∩ Bε(gx) = ∅, mivel ε < 1
2

és a
csoport hatás távolság tartó. Ha nem szomszédosak, ekkor nem lesz közös metszetük. �

Szóval fedőhatások-kal kapcsolatos tétel, miatt π1(Γ \BT 2) ' Γ, mert BT 2 egy fagráf
vagyis pontra húzható. Mivel Γ \ BT 2 egy gráf így a fundamentális csoportja szabad.
Vagyis Γ is szabad. �
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4.2.4. Megjegyzés. Az eredeti Ihara tételben PGL2(QP )-re mondta ki a tételt. Azonban
ez nem baj, mert a leképzés GL2(Qp) � PGL2(Qp) szürjektív lesz és GL2(Qp)-nek a
centruma triviálisan hat a fán. Így a bizonyítás ugyan az lesz.
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