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Köszönetnyilvánítás

Ezúton szeretném kifejezni köszönetemet témavezetőmnek, Dr. Csomós Petra tanárnőnek,
aki a dolgozat elkészítése során részletesen segített a hibák javításában, valamint hasznos
tanácsaival és észrevételeivel hozzájárult a szakdolgozat végleges formájának kialakításá-
hoz. Köszönettel tartozom családomnak is a támogatásukért, türelmükért és biztatásukért,
amely végigkísért tanulmányaim és a dolgozat elkészítése során.
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Bevezetés

Egy járvány kitörése az életünket negatívan befolyásoló egyik legfontosabb tényező. Az
ezt okozó biológiai és társadalmi folyamatoknak a megértése, valamint a megfelelő egész-
ségügyi beavatkozások megtervezése ma már elképzelhetetlen a matematikai modellezés
nélkül. A járványterjedések modellezése elengedhetetlen a megfelelő stratégiák kialakítása
és optimális használata érdekében.

A szakdolgozat célja a fertőző betegségek terjedésének modellezése közönséges differen-
ciálegyenletek alkalmazásával, egészen az alapvető konstrukcióktól indulva az összetett,
időfüggő rátákat és beavatkozásokat is tartalmazó esetvizsgálatokig. A dolgozat során
matematikailag elemezzük a rendszerek egyensúlyi helyzeteit, ezek stabilitását, valamint
az alap reprodukciós szám meghatározását is tanulmányozzuk, majd alkalmazzuk is egy
konkrét betegség esetében.

A dolgozat négy fő fejezetből épül fel. Az első fejezet a szükséges matematikai
alapfogalmakat, a differenciálegyenlet-rendszerek stabilitáselméletét és a Routh–Hurwitz-
kritériumot vezeti be; ezek adják a későbbi modellek matematikai hátterét.

A második fejezetben bemutatjuk és elemezzük a klasszikus járványterjedési modelle-
ket. Itt definiáljuk a populáció egyes csoportjait, és felírjuk a köztük lévő folyamatokat
leíró egyenleteket.

A harmadik fejezet a modellek viselkedését elemzi különböző esetvizsgálatokon ke-
resztül specifikus, valamint időfüggő paraméterek bevezetésével. Szimulációkon keresztül
vizsgáljuk meg a szezonalitás, a telítődő oltási ráták és a hirtelen javuló gyógyulási esé-
lyek együttes hatásait, bemutatva, hogy ezek a tényezők miképp befolyásolják a járványok
lefolyását.

A negyedik fejezetben a dolgozat korábbi részeiben tárgyaltak alapján, egy konkrét
összetett modellt építünk fel a Neisseria meningitidis baktérium által okozott agyhár-
tyagyulladás vizsgálatára. A modellezés és a szimulációk eredményei megmutatják, hogy
az optimális oltási stratégia elsődlegesen nem egyéni védekezés, hanem a leghatékonyabb
eszköz a járvány teljes elfojtására.
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1. fejezet

Közönséges differenciálegyenletek

Ezen fejezetben a dolgozatban használt definíciókat, állításokat és tételeket vezetjük be
az [2] és a [7] források felhasználásával.

Az összetett járványterjedési folyamatok leírása során gyakran nem elegendő egyetlen
mennyiség időbeli változását vizsgálni. Ilyen esetekben több, egymással kölcsönhatásban
álló mennyiség egyidejű változását kell leírnunk, ami a differenciálegyenletek általánosí-
tását, azaz a vektorértékű ismeretlen függvényre vonatkozó differenciálegyenletek beveze-
tését teszi szükségessé.

Jelen fejezetben definiáljuk az általános, d-dimenziós elsőrendű közönséges
differenciálegyenlet-rendszerre vonatkozó kezdetiérték-problémát.

Legyen d ∈ N, I ⊂ R nyílt intervallum, T ⊂ I × Rd tartomány és f : T → Rd

adott folytonos függvény. Valamely t0 ∈ I és x0 ∈ Rd adott értékek mellett tekint-
sük az x : I → Rd folytonosan differenciálható ismeretlen függvényre vonatkozó alábbi
kezdetiérték-feladatot: {

x′(t) = f
(
t, x(t)

)
, t ∈ I

x(t0) = x0
(1.1)

ahol t0 ∈ I a megfigyelés kezdeti időpontja, x0 ∈ Rd pedig a rendszer ismert kezdeti
állapota oly módon, hogy (t0, x0) ∈ T .

1.1. Definíció. Azt mondjuk, hogy az x : I → Rd függvény az (1.1) kezdetiérték-feladat
megoldása, ha teljesíti az alábbiakat:

(i) x folytonosan differenciálható az I intervallumon,

(ii) {(t, x(t)) : t ∈ I} ⊂ T ,

(iii) x′(t) = f(t, x(t)) minden t ∈ I esetén,

(iv) x(t0) = x0.

1.2. Definíció. Azt mondjuk, hogy az f függvény a második változójában kielégíti a
Lipschitz-feltételt a D ⊂ Rn tartományon (azaz lokálisan Lipschitz-folytonos), ha létezik
olyan L > 0 Lipschitz-konstans, hogy minden (t, x1), (t, x2) ∈ D esetén:

|f(t, x1)− f(t, x2)| ≤ L|x1 − x2|. (1.2)

1.3. Tétel. (Picard–Lindelöf): Legyen T ⊂ R × Rd tartomány. Ha az f : T → Rd

függvény:
(i) folytonos a T tartományon, valamint

(ii) lokálisan Lipschitz-folytonos a második változójában,
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akkor a (t0, x0) ∈ T ponton átmenő kezdetiérték-problémának létezik pontosan egy megol-
dása a t0 egy környezetében.

Mivel az (1.2) Lipschitz-feltétel közvetlen ellenőrzése sokszor nehéz, a gyakorlatban
egy erősebb, de könnyebben vizsgálható feltételt használunk:

1.4. Tétel. Ha az f(t, x) függvény parciális deriváltjai az x változó koordinátái szerint
léteznek és folytonosak a T tartományon, akkor f lokálisan Lipschitz-tulajdonságú.

1.5. Állítás. Legyenek x(t) és y(t) differenciálható függvények egy adott I intervallumon,
és tegyük fel, hogy az x(t) függvény lokálisan invertálható, továbbá a deriváltja x′(t) ̸= 0
minden t ∈ I esetén. Ekkor az (x(t), y(t)) egyenletrendszerrel megadott görbét leíró Y(x)
függvény szintén differenciálható, és a deriváltja:

Y ′(x) =
y′(t)

x′(t)
.

1.6. Bizonyítás. Mivel a feltételek szerint x(t) lokálisan invertálható és x′(t) ̸= 0, létezik
a lokális inverz függvénye, a t = x−1(x), amely szintén differenciálható. Az inverz függvény
deriválási szabálya alapján felírható:

(x−1)′(x) =
1

x′(x−1(x))
=

1

x′(t)
.

A keresett Y(x) függvény a definíciójából adódóan előáll az y(t) külső és a t = x−1(x)
belső függvények kompozíciójaként, azaz Y = y ◦ x−1 :

Y(x) = y(x−1(x)).

Alkalmazzuk a kompozíciófüggvényre vonatkozó deriválási szabályt:

Y ′(x) = y′(x−1(x)) · (x−1)′(x).

Majd helyettesítsük be az inverz függvény korábban kiszámolt deriváltját a képletbe:

Y ′(x) = y′(x−1(x)) · 1

x′(x−1(x))
=
y′(t)

x′(t)
.

Ezzel a tételben megfogalmazott állítást beláttuk.

1.7. Megjegyzés. A dolgozat későbbi fejezeteiben adott S(t), I(t) függvények esetében
fogjuk kereseni az (S(t), I(t)) görbét leíró Y(S) függvényt:

Y = I ◦ S−1

Y(S) = (I ◦ S−1)(S) = I(S−1(S))

Y ′(S) = a fentiek alapján =
I ′(t)

S ′(t)
.

Az Y ′(S) függvényt szoktuk dI
dS

-ként írni.

1.8. Definíció. Azt mondjuk, hogy az (1.1) szeparábilis differenciálegyenlet, ha

x′(t) = f1(t) · f2(x(t)),

ahol f1 : I → R és f2 : R → R folytonosak, valamint f2 ̸= 0. Ennek megoldása megkapható
a
∫

1
f2(x)

dx =
∫
f1(t)dt képlettel.
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1.9. Definíció. Az (1.1) differenciálegyenlet első integrálja egy folytonosan differenciál-
ható, nem konstans U : D → R függvény a D tartományon, ha az U függvény a rendszer
minden megoldása mentén állandó marad. Ez azt jelenti, hogy a rendszer egy tetszőleges
x(t) megoldásán a deriváltra teljesül a d

dt
U(x(t)) = 0 összefüggés.

1.10. Definíció. Az (1.1) időben állandó x∗ ∈ M ⊂ Rn megoldását egyensúlyi pontnak
nevezzük. Azt mondjuk, hogy az x∗ ∈M egyensúlyi pont

(i) stabil, ha minden ε > 0 ∃δ > 0: ha |x0 − x∗| < δ, akkor |x(t)− x∗| < ε ∀t ∈ I

(ii) instabil, ha nem stabil

(iii) aszimptotikusan stabil, ha stabil és limt→∞ x(t) = x∗, azaz ha ∃δ > 0:

ha |x0 − x∗| < δ, akkor limt→∞ |x(t)− x∗| = 0.

1.11. Megjegyzés. Az x∗ ∈ Rn pontosan akkor egyensúlyi pont, ha f(x∗) = 0.

1.12. Állítás. Jelölje A := f ′(x∗) ∈ Rn×n sajátértékeinek halmazát: σ(A). Ekkor az
x∗ ∈M egyensúlyi pont:

(i) stabil, ha ∀λ ∈ σ(A) : Re(λ) ≤ 0 és Re(λ) = 0 esetén λ egyszeres sajátérték

(ii) instabil, ha ∃λ ∈ σ(A) : Re(λ) > 0

(iii) aszimptotikusan stabil, ha ∀λ ∈ σ(A) : Re(λ) < 0.

1.13. Definíció. Egy A négyzetes mátrix spektrálsugara az a nemnegatív valós szám,
amely megegyezik a mátrix sajátértékei abszolút értékeinek maximumával. Ha a mátrix
sajátértékeit rendre a λ1, λ2, . . . , λn ∈ C számok adják, akkor a ρ(A) spektrálsugárra:

ρ(A) = max
1≤i≤n

|λi|

1.14. Definíció. A járványmodell egy olyan (1.1) alakú közönséges differenciálegyenlet-
rendszer, amely egy fertőző betegség terjedésének időbeli változását írja le. A vizsgált
populációt csoportokra (vagy rekeszekre) osztja fel (például fogékony, fertőző, felépült).

Egy n rekeszből álló járványmodell egyes rekeszeinek populációját az alábbi ismeretlen
függvény írja le:

x = (x1, . . . , xn)
T .

1.15. Definíció. Legyen I ⊂ N+, |I| = m ≥ 0 egy járványmodell fertőző rekeszeihez
tartozó indexhalmaz. A járvány azon t ≥ 0 időpontban van jelen a populációban, amire
teljesül az, hogy

x′i(t) > 0 ∀i ∈ I,

azaz xi szigorúan monoton növekvő függvény.

1.16. Megjegyzés. Későbbi esetekben látjuk majd, hogy bizonyos modelleknél nemcsak
a fertőzöttek rekesze fertőz, lehetnek hordozó vagy lappangó csoportok is, amelyek nem
tudják, hogy képesek megfertőzni másokat, mivel rajtuk nem jelentek meg a tünetek.
Ezért fontos, ha bármely fertőző rekeszhez tartozó ismeretlen függvény deriváltja a t ≥ 0
időpontban meghaladja a 0 értéket, akkor a járvány jelen van a populációban.

1.17. Definíció. Legyen x∗ ∈ Rn egy járványmodell egyensúlyi pontja. Ezt az egyensúlyi
pontot betegségmentes egyensúlyi pontnak nevezzük, ha az összes fertőző rekeszhez
tartozó koordináta nulla.
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1.18. Megjegyzés. Betegségmentes egyensúlyi pontokat két különböző esetre bonthat-
juk:

(i) pre-epidemic: a fertőzhető rekeszeknek megfelelő koordináták összege kevesebb, mint
a teljes populáció száma (azaz ebben az esetben még nem zajlott le a betegség).

(ii) post-epidemic: a fertőzhető rekeszeknek megfelelő koordináták összege megegyezik
a teljes populáció számával (azaz ekkor már lezajlott a betegség).

1.19. Definíció. Vegyünk egy n rekeszből álló járványmodellt, ahol x = (x1, . . . , xn)
T

jelöli az egyes rekeszek populációját. Legyen I ⊂ N+, |I| = m ≥ 0 a fertőző rekeszekhez
tartozó indexhalmaz. Ekkor a járványmodellhez tartozó rendszert az alábbi formában
írjuk fel:

dxi
dt

= Fi(x)− Vi(x) i ∈ I, (1.3)

ahol Fi(x) az újonnan megjelenő fertőzések ereje az i-edik rekeszben, Vi(x) pedig minden
egyéb változás ereje.

1.20. Definíció. Legyen x∗0 egy járványmodell betegségmentes egyensúlyi pontja, és je-
lölje

F = {F1, ...,Fm} : I → Rn

V = {V1, ...,Vm} : I → Rn

Az F, V ∈ Rm×m mátrixokat az x∗0 pontban kiértékelt deriváltakként (Jacobi-mátrixok)
definiáljuk:

F = F ′(x∗0) és V = V ′(x∗0).

Ekkor az alap R0 ≥ 0 reprodukciós számot pedig az FV −1 szorzatmátrix spektrálsugara-
ként definiáljuk:

R0 = ρ(FV −1).

1.21. Megjegyzés. Az F csoportjába csak és kizárólag azok a folyamatok kerülnek,
amikor egy fogékony egyén megfertőződik és belép valamelyik fertőzött rekeszbe. A ha-
lálozások, gyógyulások, és a fertőzött rekeszek közötti belső mozgások a V csoportba
kerülnek.

1.22. Tétel. Ha az 1.20. Definícióban szereplő Fi és Vi függvények teljesítenek bizonyos
biológiailag ésszerű alapfeltételeket, akkor a betegségmentes x∗0 egyensúlyi pont

(i) aszimptotikusan stabil, ha R0 < 1

(ii) instabil, ha R0 > 1.

1.23. Megjegyzés. Az 1.22. Tételben hivatkozott biológiai alapfeltételeket a [7] publi-
káció részletezi.

1.24. Tétel. (Routh–Hurwitz) Valamely ai ∈ R(i = 1, . . . , n) és a0 > 0 mellett jelölje

P (λ) := a0λ
n + a1λ

n−1 + · · ·+ an−1λ+ an.
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Ekkor a P (A) = 0 egyenlet összes λi (i = 1, . . . , n) gyökére Reλi ≤ 0 pontosan akkor
teljesül, ha a P polinom együtthatóiból képzett összes

∆k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a3 a5 . . . a2k−1

a0 a2 a4 . . . a2k−2

0 a1 a3 . . . a2k−3

0 a0 a2 . . . a2k−4
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . ak

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
> 0 (k = 1, 2, . . . , n) (1.4)

ún. Hurwitz-determináns szigorúan pozitív, azaz

∆k > 0, (k = 1, ..., n).

1.25. Következmény. Valamely A ∈ Rn×n mátrix esetén az x′(t) = Ax(t)
differenciálegyenlet-rendszer x∗ = 0 ∈ Rn egyensúlyi pontja pontosan akkor aszimptoti-
kusan stabil, ha a P (λ) = det(A − λE) polinom együtthatóiból képzett összes Hurwitz-
determinánsra teljesül, hogy ∆k > 0 (k = 1, ..., n).

Bizonyítás: Az 1.12./ (iii) Definíció alapján teljesülnie kell, hogy Reλi < 0 minden
λi ∈ σ(A) esetén. Mivel a λi sajátértékek éppen a P (λ) = det(A − λE) = 0 egyenlet
gyökei, az 1.24. Tételből következik az állítás.

1.26. Megjegyzés. A járványmodellekben leggyakrabban használt alacsonyabb fokszá-
mok esetén az aszimptotikus stabilitás szükséges és elégséges feltételei a következők:

• n = 2 esetén: a1 > 0 és a2 > 0,

• n = 3 esetén: a1 > 0, a3 > 0, valamint a1a2 > a3,

• n = 4 esetén: a1 > 0, a3 > 0, a4 > 0, valamint a1a2a3 > a23 + a21a4.
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2. fejezet

Járványterjedési modellek

Ezen fejezet célja az általános járványterjedési modellek szerkezeti felépítésének és ma-
tematikai hátterének ismertetése, valamint az egyes egyenletek és paraméterek pontos
értelmezése. A fejezetben lévő modelleket és azok tulajdonságait a [10], a [9], az [1], a [4],
az [5] és a [8] források alapján mutatjuk be.

2.1. SIR-modell
Az SIR-modell a járványterjedés modellezésében alkalmazott alapvető modell, mellyel
elemezni lehet a populáció összetételbeli alakulását konstans vagy időfüggő paraméterek
segítségével. A modell a közönséges differenciálegyenlet-rendszereken alapul, amelyek a
populáció egyes csoportjai közötti áramlást írják le.

A modell alapja

Az 1. ábrán látható, hogy a modell a populációt három részre osztja. Az egyik osztály a
fogékonyak csoportja (S - Susceptible), akik még nem kapták el a betegséget. A fertőzők (I
- Infectious) rekesze azokat tartalmazza, akik betegek és továbbadhatják a fertőzést, míg
a gyógyultak (R - Recovered) azok, akik már átestek a betegségen, immunitást szereztek.

A modellben feltételezzük a végleges immunitás kialakulását, amely értelmében a gyó-
gyult egyének nem válnak ismételten fogékonnyá. Az SIR-modell képes összetett járvány-
ügyi helyzeteket egyszerű paramétereken keresztül leírni: ezek a β > 0 fertőzési ráta,
amely a fogékony és a fertőző egyének közötti érintkezési arányt képviseli, valamint a
γ > 0 gyógyulási ráta, amely a fertőző egyének felépülésének gyorsaságát írja le.

S I R
β γ

1. ábra. Az SIR-modell rekeszei és a köztük lévő folyamatok
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A modell felírása

A klasszikus SIR-modellt közönséges differenciálegyenlet-rendszerként fejezzük ki, amely
az egyes osztályokban bekövetkező változási sebességet írja le az idő függvényében. Jelölje
S, I, R : R+

0 → R+
0 rendre a fertőzhető, a fertőzött és a gyógyult populáció méretét egy

bizonyos időben megadó függvényeket. Jelölje továbbá N = S + I + R a populáció teljes
méretét. Ez általános esetben függ az időtől, de látni fogjuk, hogy a SIR-modell esetén
állandó.

A fogékonyak csoportjának létszáma csak csökkenhet, ahogy az egyének megfertőződ-
nek. Ennek sebességét a fertőzőkkel való találkozások határozzák meg. Egyetlen fogékony
egyén t időpontban egy véletlenszerűen kiválasztott emberrel találkozva I

N
valószínűséggel

fut össze egy fertőzővel. Egyetlen fogékony egyén időegységenként β · I
N

valószínűséggel
fertőződik meg. Mivel összesen S számú fogékony egyén van, a teljes csoportból kilépők
száma ennek az S-szerese. Mivel a létszám csökken, az előjel negatív:

dS

dt
= −βSI

N
.

A gyógyult egyének a fertőző (I) csoportból kerülnek át. A gyógyultak száma kizárólag
a fertőzöttek számától és a gyógyulási rátától függ. Mivel a csoport létszáma folyamatosan
nő, az előjel pozitív:

dR

dt
= γI.

A fertőzöttek csoportja máshogy viselkedik. Ennek az osztálynak a létszáma két té-
nyezőtől függ: növekszik az újonnan megfertőződött egyénekkel (+βSI

N
) és csökken a meg-

gyógyuló egyénekkel (−γI). A kettőt összevonva kapjuk meg a fertőzöttek változásának
sebességét:

dI

dt
=
βSI

N
− γI. (2.1)

A fenti lépésekből összeáll a Kermack–McKendrick-féle [1] klasszikus SIR-modell há-
rom közönséges differenciálegyenlete:

dS

dt
= −βSI

N
dI

dt
=
βSI

N
− γI

dR

dt
= γI,

(2.2)

ahol N = S + I +R a teljes populáció méretét jelenti.

Egyensúlyi pontok

Az egyensúlyi pontokat az 1.10. Definícióban már bevezettük, most a SIR-modell esetében
írjuk fel ezeket és vizsgáljuk meg stabilitásukat, majd ezek matematikai jelentését.

A (2.2) rendszer egyensúlyi pontjait akkor kapjuk meg, ha a deriváltakat nullával
tesszük egyenlővé, azaz:

dS

dt
=
dI

dt
=
dR

dt
= 0.

A (2.2) második egyenletéből kapjuk, hogy:

I ·
(
βS

N
− γ

)
= 0.
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Itt két különböző esetet kell megvizsgálni. Első esetnek vizsgáljuk meg azt, amikor
S = γ

β
N és I ̸= 0. Ekkor a dS

dt
= 0 egyenlet miatt S = 0 értéket kell felvegyen, ami

azonban ellentmondáshoz vezet, mivel β·0
N

̸= γ.
Másodjára vizsgáljuk azt az esetet, amikor I = 0. Ez azt jelenti, hogy nincs fertőzött

a teljes populációban. Ezt az esetet betegségmentes egyensúlyi pontnak nevezzük. A pre-
epidemic (járvány előtti) állapotot alapul véve, amikor a teljes populáció fogékony, az
egyensúlyi pont a következőképpen alakul:

xSIR0 = (S∗, I∗, R∗) = (N, 0, 0).

Az 1.12. Állítást felhasználva megvizsgáljuk ennek az xSIR0 egyensúlyi pontnak a stabi-
litását. Ennek első lépéseként felírjuk a (2.2) differenciálegyenlet-rendszerhez tartozó J
Jacobi-mátrixot, amelyet a rendszer függvényeinek deriválásával kapunk meg:

JSIR(S, I, R) =


dS
dt

(
−βSI

N

)
dI
dt

(
−βSI

N

)
dR
dt

(
−βSI

N

)
dS
dt

(
βSI
N

− γI
)

dI
dt

(
βSI
N

− γI
)

dR
dt

(
βSI
N

− γI
)

dS
dt
(γI) dI

dt
(γI) dR

dt
(γI)

 =

−β I
N

−β S
N

0

β I
N

β S
N
− γ 0

0 γ 0

 .

A kapott J Jacobi-mátrixot ezt követően ki kell értékelnünk az xSIR0 pre-epidemic beteg-
ségmentes egyensúlyi pontban:

JSIR(N, 0, 0) =

0 −β 0
0 β − γ 0
0 γ 0

 . (2.3)

Az 1.12. Állítás alkalmazásához meg kell határoznunk a kiértékelt Jacobi-mátrix karakte-
risztikus egyenletét:

0 = det(JSIR − λE) =

∣∣∣∣∣∣
−λ −β 0
0 β − γ − λ 0
0 γ −λ

∣∣∣∣∣∣ = λ2(β − γ − λ).

Ebből az egyenletből kiszámítjuk a rendszer sajátértékeit, melyek a karakterisztikus egyen-
let gyökei: 

λ1 = 0

λ2 = 0

λ3 = β − γ.

(2.4)

A kapott sajátértékeket az 1.12. Állítás szerint elemezve az xSIR0 egyensúlyi pontról a
következő megállapításokat tehetjük:

(i) A pont nem lehet stabil, mivel a 0 nem egyszeres sajátértéke a karakterisztikus
egyenletnek.

(ii) A rendszer instabil lesz, ha β − γ > 0, azaz β > γ. Ez azt az esetet írja le, amikor
a fertőzés ereje nagyobb, mint a gyógyulás ereje.

(iii) Amennyiben β ≤ γ, a stabilitás ezen állítás segítségével nem dönthető el.
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Az alap reprodukciós szám

Mivel a teljes, háromdimenziós rendszer Jacobi-mátrixa alapján a nulla sajátértékek mi-
att az 1.12. Állítás nem ad elégséges feltételt az xSIR0 pont aszimptotikus stabilitásának
eldöntésére, ezért bevezetjük az R0 alap reprodukciós számot, majd az 1.22. Tétel alkal-
mazásával határozzuk meg a betegségmentes egyensúlyi pont stabilitását.

A reprodukciós szám levezetését az 1.19. és az 1.20. Definíciókra, valamint az 1.22.
Tételre alapozzuk. A számolásokhoz a 2.1. fejezetben meghatározott xSIR0 betegségmentes
egyensúlyi pontot használjuk. A tétel alkalmazásához a (2.2) járványmodellt átírjuk x =
(S, I, R)T : R+ → R3 ismeretlen függvény alakba.

Mivel a SIR-modellben kizárólag az I osztály fertőző, az 1.19. Definícióban szereplő
fertőző rekeszek indexhalmaza egyelemű, azaz |I| = 1 (m = 1). Ebből következik, hogy a
modellhez tartozó F és V függvények R-be képeznek. Jelentésük szerint:

F = {az I osztályban megjelenő új fertőzések rátája}
V = {az I osztályban történő egyéb folyamatok rátája}

Ezek a függvények a vizsgált modell esetében a következőképpen alakulnak:

F =
βSI

N
V = γI

Következő lépésben számítsuk ki a dF
dI

és dV
dI

deriváltakat:

dF
dt

= β
S

N
dV
dt

= γ

(2.5)

Ezután meghatározzuk az 1.20. Definíció szerinti F és V mátrixokat az x∗0 = (N, 0, 0)
egyensúlyi pontban. Ehhez a (2.5)-ben kapott deriváltakat alkalmazzuk:

F =
dF
dt

(N, 0, 0) = β
N

N
= β

V =
dV
dt

(N, 0, 0) = γ =⇒ V −1 =
1

γ

(2.6)

A (2.6)-ben kapott F és V értékeket az 1.22. Tételbe behelyettesítve megkapjuk az
SIR-modell R0 alap reprodukciós számát:

R0 = ρ(FV −1) = |β 1
γ
| = β · 1

γ
=
β

γ
.

Az SIR-modell esetében tehát a β és γ paraméterek hányadosaként határozható meg
az alapvető reprodukciós szám. A 2.1. alfejezetben az 1.24. Routh–Hurwitz-kritérium se-
gítségével már beláttuk, hogy a rendszer betegségmentes egyensúlyi pontja akkor aszimp-
totikusan stabil, ha fennáll a γ > β feltétel.

Ha ezt a bizonyított stabilitási feltételt átrendezzük, megkapjuk az előbb kiszámított
alap reprodukciós szám küszöbértékét, azaz 1 > β

γ
=⇒ R0 < 1. Ennek jelentése a

következő: ha a gyógyulási ráta meghaladja a fertőzési rátát (γ > β), akkor R0 < 1.
Ebben az esetben a rendszer betegségmentes egyensúlyi pontja aszimptotikusan stabil, a
járvány ekkor lecseng. Fordított esetben, amikor β > γ, így R0 > 1, az egyensúlyi állapot
instabillá válik, és a kezdeti fertőzések járványt robbantanak ki.

12



Reprodukciós szám reciproka

A további fejezetekben legtöbbször R0 reciproka, az 1
R0

fog megjelenni. A reprodukci-
ós szám reciprokának ismerete azért fontos, mert segítségével hatékonyan lehet oltási
kampányokat megtervezni. Ha rendelkezésre áll egy tökéletes, maximális védelmet nyújtó
vakcina, és a teljes populáció adott p hányadát beoltják vele, akkor [8] forrás szerint a
kórokozó akkor nem tud tovább terjedni, ha teljesül az alábbi feltétel:

(1− p) · R0 < 1, (2.7)

ahol (1− p) a még be nem oltott populációt jelöli.
A (2.7) egyenlőséget átrendezve kapjuk meg a következő egyenletet:

p > 1− 1

R0

,

ami azt jelenti, hogy a reprodukciós szám reciproka az az érték, amelyet 1-ből kivonva
megkapjuk azt a minimális arányszámot, amennyit be kell oltani a populációból ahhoz,
hogy a járvány lecsengjen. Ebből az összefüggésből következik, hogy a minél magasabb
R0 értékkel rendelkező betegségek esetében a reciprok ráták alacsonyak, vagyis az 1 −
1
R0

eredménye közel kerül az 1-hez. Ez azt jelenti, hogy az egységnyi méretű (teljes)
populáció jelentős részét be kell oltani 100%-os védettséget biztosító vakcinával a járvány
lecsengésének eléréséhez.

Küszöbfeltétel

A (2.2) egyenletrendszerben felírtuk a fertőző egyének időbeli változásának egyenletét:

dI

dt
=
βSI

N
− γI.

Ha I ̸= 0, akkor az 1.15. Definíció alapján a járvány kitöréséhez az I függvénynek növe-
kednie kell, tehát a deriváltnak pozitívnak kell lennie. Ez azt jelenti, hogy a βS

N
− γ > 0

feltételnek kell teljesülnie. Ezt átrendezve az alábbi feltételt kapjuk:

S > N
γ

β
=

N

R0

. (2.8)

Ez azt jelenti, ha a reprodukciós szám reciprokát meghaladja a fertőzhető egyének száma,
akkor a járvány életben tud maradni egészen addig a t∗ időpontig, amíg a fertőzhető
rekeszben lévő egyedek száma már nem haladja ezt meg, onnantól elkezd csökkeni a fertőző
egyedek I(t) járványgörbéje.

Első integrál

Ebben a részben az SIR-modell első integráljait fogjuk felírni és megérteni, hogy mit is
írnak le matematikai értelemben.

Triviális eset

Az első integrál fogalmát az 1.9. Definícióban bevezettük. Az SIR-modell legegyszerűbb
első integrálja a differenciálegyenletek összegéből adódik:

dN

dt
=

d

dt
(S + I +R) = −βSI

N
+
βSI

N
− γI + γI = 0.
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Tehát a V0(S, I, R) = S+I+R függvény a (2.2) SIR-modell első integrálja. Ez matematikai
értelemben azt jelenti, hogy a vizsgált rendszer zárt, a populáció mérete állandó, azaz az
egyedek nem tűnnek el és nem is keletkeznek a semmiből, csupán a csoportok között
mozognak.

További fontos következmény, hogy a (2.2) modellben szereplő N ≥ 0 konstans.

Nem triviális eset

A nem triviális első integrált úgy kapjuk meg, ha az I fertőzöttek számának az S fogéko-
nyakhoz viszonyított változását vizsgáljuk. Írjuk fel a korábban használt egyenleteket:

dS

dt
= −βSI

N
dI

dt
=
βSI

N
− γI.

(2.9)

Ha a (2.9) rendszer második egyenletét elosztjuk az elsővel (feltéve, hogy S ̸= 0), akkor
megkapjuk a fertőzöttek számának változását a fogékonyak függvényében, melyhez az 1.5.
Állítást használjuk:

dI

dS
=

βSI
N

− γI

−βSI
N

= −1 +
γN

βS
.

Ezt a szeparábilis differenciálegyenletet az 1.8. Definícióbeli kiegészítés szerint integrálva
megkapjuk az analitikus megoldást:

I(S) = −S +
γN

β
ln(S) + C,

ahol C ∈ R. Ezt átrendezve megkapjuk a keresett első integrált:

V1(S, I, R) = S + I − N

R0

ln(S) = C,

tehát a V1(S, I, R) függvény állandó a megoldások mentén, tehát az 1.9. Definíció szerint
első integrál.

Ezeknek a megmaradó mennyiségeknek a legnagyobb matematikai haszna, hogy egy–
egy dimenzióval csökkentik a feladat összetettségét, és lehetővé teszik, hogy a rendszert
bonyolult numerikus módszerek nélkül, algebrai úton vizsgálhassuk.

Klasszikus SIR-görbe

A 2. ábrán látható eredmények megfelelnek az előzetes várakozásainknak. Klasszikus eset-
ben egy olyan populációt modelleztünk, ahol a betegség teljesen új, és senki sem rendelke-
zik immunitással, a populáció mérete N = 1000 volt. Kiinduláskor 10 fertőzött egyed volt,
a fertőzési ráta pedig β = 0, 3 volt, ami azt jelenti, hogy egy fertőző naponta átlagosan
0,3 új embernek adja át a fertőzést. A gyógyulási rátát γ = 0, 1 értékre állítottuk be, ami
egy 10 napos lefolyású betegséget feltételez.

A (2.8) képletből kiszámítható a járvány kitöréséhez szükséges kritikus küszöb. Jelen
esetben a fertőzöttek száma csak akkor tud növekedni, ha a fogékonyak száma meghaladja
a populáció egyharmadát, ami a 2. ábrán a kritikus küszöb ( γ

β
= 0,1

0,3
= 1

3
), vagyis 1000

3
=

333, 3, azonban a járványterjedésnél egész számokat használunk, amikor egyedekről van
szó, ezért minimum 334 fő fogékony kell legyen kezdetkor. A 2. ábrán látható, hogy amikor
a szaggatott vonallal behúzott kritikus küszöböt eléri az S kék görbéje, onnantól kezd el
az I piros görbéje csökkeni.
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2. ábra. A (2.2) SIR-modell járványgörbéje

2.2. SIS-modell
A 3. ábrán jól látható, hogy a SIS-modell és az SIR-modell közötti eltérést a védettség
hiánya adja. A SIS-modell szerint a gyógyultak nem válnak immunissá, hanem visszakerül-
nek a fertőzhető populációba. Ennél a rendszernél a teljes populációt csupán két rekeszre
bontjuk fel: az S a fogékonyak, az I pedig a fertőzöttek csoportját jelöli.

S I

β

γ

3. ábra. Az SIS-modell rekeszei és a köztük lévő folyamatok

A modell felírása

A fertőzési fázis során az S fogékony egyedek átkerülhetnek az I fertőző rekeszbe. Ennek
a sebességét a β > 0 fertőzési ráta, valamint a csoportok közötti kontaktusok sűrűsége
határozza meg. A gyógyulási fázis során a gyógyult egyének nem egy immunis rekeszbe (az
SIR-modell esetében ez az R gyógyultak csoportja volt) kerülnek, hanem visszaáramlanak
az S fogékonyak halmazába γ > 0 gyógyulási rátával. Az S és I csoportok változási
sebességét a következő egyenletrendszerrel tudjuk leírni:

dS

dt
= −βSI

N
+ γI

dI

dt
=
βSI

N
− γI

(2.10)
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Első integrál

A klasszikus SIS-modell dinamikáját a (2.10) differenciálegyenlet-rendszer írja le. Akárcsak
a 2.1. fejezetben az SIR-modellnél, most is a zárt populációt fejezi ki az első integrál.
Ha összeadjuk a két egyenletet, akkor a jobb oldalon szereplő tagok algebrailag kiejtik
egymást:

dS

dt
+
dI

dt
=

(
−βSI

N
+ γI

)
+

(
βSI

N
− γI

)
= 0. (2.11)

A (2.11) egyenletből következik, hogy a fogékonyak és a fertőzöttek összegének idő szerinti
deriváltja, azaz változási sebessége nulla. Ha ezt a deriváltat integráljuk az idő függvényé-
ben megkapjuk magát az első integrált:

S(t) + I(t) = C, ahol C ∈ R. (2.12)

Mivel tudjuk, hogy a kezdeti t = 0 időpontban a fogékonyak és a fertőzöttek összege a
teljes populáció N méretével egyenlő, ebből következik, hogy C = N .

Egyensúlyi pontok

A SIS-modell esetében az egyensúlyi helyzetek a

dS

dt
= 0 és a

dI

dt
= 0

feltételekből származtathatóak.
Az SIS-modell elemzése során két lehetséges egyensúlyi pontot vizsgálhatunk. A 2.2.

fejezetben tárgyalt első integrálból tudjuk, hogy S = N − I, ezért elegendő csak a fertő-
zöttek egyenletét vizsgálni:

β(N − I)I

N
− γI = 0.

Ha kiemeljük az I-t, azonnal láthatóvá válik a két egyensúlyi állapot:

I ·
(
β(N − I)

N
− γ

)
= 0. (2.13)

Az 1.12. Állítást felhasználva tudjuk megvizsgálni ezeknek az egyensúlyi pontoknak a
stabilitását. Ehhez írjuk fel a (2.10) differenciálegyenlet-rendszerhez tartozó JSIS Jacobi-
mátrixot, amelyet a rendszer függvényeinek deriválásával kapunk meg:

JSIS(S, I) =

(
dS
dt
(−βSI

N
+ γI) dI

dt
(−βSI

N
+ γI)

dS
dt
(βSI

N
− γI) dI

dt
(βSI

N
− γI)

)
=

(
−β I

N
−β S

N
+ γ

β I
N

β S
N
− γ

)
. (2.14)

Betegségmentes egyensúlyi pont

Az első triviális matematikai megoldás az, ha a (2.13) szorzat első tagja nulla, azaz I = 0.
Ha nincs fertőzött, akkor az összes egyén a fogékonyak osztályába tartozik, így S = N .
Ez lesz az xSIS

0 = (S∗, I∗) = (N, 0) betegségmentes egyensúlyi pont.
Értékeljük ki a (2.14) Jacobi-mátrixot az xSIS

0 pre-epidemic betegségmentes egyensúlyi
pontban:
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JSIS(N, 0) =

(
0 γ − β

0 β − γ

)
. (2.15)

Az 1.12. Állítás alkalmazása előtt még meg kell határoznunk a (2.15) Jacobi-mátrixhoz
tartozó karakterisztikus egyenletet:

0 = det(JSIS − λE) =

∣∣∣∣∣−λ γ − β

0 β − γ − λ

∣∣∣∣∣ = −λ(β − γ − λ). (2.16)

Kiszámítjuk a rendszer sajátértékeit, melyek a (2.16) karakterisztikus egyenlet gyökei:{
λ1 = 0

λ2 = β − γ.

A λ1, λ2 sajátértékek és az 1.12. Állítás alkalmazásával az xSIS
0 egyensúlyi pontról a kö-

vetkező megállapításokat tehetjük:
(i) a pont stabil, ha Re(β − γ) ≤ 0 ⇐⇒ β − γ ≤ 0 ⇐⇒ β ≤ γ

(ii) a pont instabil, ha Re(β − γ) > 0 ⇐⇒ β − γ > 0 ⇐⇒ β > γ.
Az eredmények megfelelnek a várakozásoknak: az egyensúlyi pont stabil, ha a gyógyulás
ereje erősebb a fertőzésénél; fordított esetben az egyensúlyi pont instabillá válik.

Endemikus egyensúlyi pont

A második megoldást úgy kapjuk meg, hogy a (2.13) második tagját nullával tesszük
egyenlővé:

β(N − I∗)

N
− γ = 0.

Ezt az egyenletet I-re rendezve kapjuk meg az endemikus fertőzöttek létszámát:

I∗ = N

(
1− γ

β

)
.

A 2.2. fejezetben láttuk, hogy a SIS-modell esetében is zárt a rendszer, ezért az xSIS
1

endemikus egyensúlyi pont koordinátáit az alábbi módon írhatjuk fel:

xSIS
1 =

(
N −N

(
1− γ

β

)
, N

(
1− γ

β

))
=

(
N
γ

β
,N

(
1− γ

β

))
. (2.17)

A stabilitás vizsgálatához helyettesítsük be az xSIS
1 egyensúlyi pontot a (2.14) Jacobi-

mátrixba:

JSIS
(
N
γ

β
,N

(
1− γ

β

))
=

− β
N
·N
(
1− γ

β

)
− β

N
·N γ

β
+ γ

β
N
·N
(
1− γ

β

)
β
N
·N γ

β
− γ

 =

(
γ − β 0

β − γ 0

)
. (2.18)

A megfelelő karakterisztikus egyenlet:

0 = det(JSIS − λE) =

∣∣∣∣∣γ − β − λ 0

β − γ −λ

∣∣∣∣∣ = −λ(γ − β − λ). (2.19)
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A sajátértékek a (2.19) egyenlet gyökei:{
λ1 = 0

λ2 = γ − β

A λ1, λ2 sajátértékek és az 1.12. Állítás alkalmazásával az xSIS
1 egyensúlyi pontról a kö-

vetkező megállapításokat tehetjük (a 0 csak egyszeres sajátérték):

(i) a pont stabil, ha Re(γ − β) ≤ 0 ⇐⇒ γ − β ≤ 0 ⇐⇒ γ ≤ β

(ii) a pont instabil, ha Re(γ − β) > 0 ⇐⇒ γ − β > 0 ⇐⇒ γ > β.

Az eredmények megfelelnek a várakozásoknak: az egyensúlyi pont stabil, ha a gyógyulás
ereje gyengébb a fertőzésénél; fordított esetben az egyensúlyi pont instabillá válik.

Reprodukciós szám

Mivel az SIS-modellben is kizárólag az I osztály fertőző, a fertőző rekeszek indexhalma-
za egyelemű, azaz |I| = m = 1. Ebből következik, hogy a modellhez tartozó F és V
függvények a következőképpen alakulnak:

F1 =
βSI

N
V1 = γI

Következő lépésben számítsuk ki a dF
dI

és dV
dI

deriváltakat:

dF
dI

= β
S

N
dV
dI

= γ

Meghatározzuk az F és V mátrixokat az xSIS
0 = (N, 0) egyensúlyi pontban:

F =
dF
dt

(N, 0) = β
N

N
= β

V =
dV
dt

(N, 0) = γ =⇒ V −1 =
1

γ

A kapott F és V értékeket behelyettesítve megkapjuk az SIS-modell R0 alap reprodukciós
számát:

R0 = ρ(FV −1) =

∣∣∣∣β · 1
γ

∣∣∣∣ = β

γ

Látható, hogy az SIR-modellhez hasonlóan az SIS-modell esetében is a β és γ paraméterek
hányadosaként határozható meg az alapvető reprodukciós szám.

Az 1.22. Tételből megkapjuk a küszöbértéket: R0 < 1, haβ
γ
< 1. Jelentése megegyezik

az SIR-modellével: ha az egyenlőtlenség teljesül, az egyensúlyi pont aszimptotikusan sta-
bil, a járvány pedig lecseng. Ha az egyenlőtlenség fordítottja teljesül, akkor a pont instabil
és ki tud törni a járvány.
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A klasszikus SIS-modell görbéje

A 4. ábrán látható szimuláció során az N = 1000, az S = 900, az I = 100, a β = 0,4, a
γ = 0,1 értékeket állítottuk be. Megfigyelhetjük, hogy az SIS-modell teljesen eltérő visel-
kedést mutat az SIR-modelléhez képest. A fertőzöttek száma nem tart nullához, hanem
egy konstans, pozitív értékhez konvergál. A járvány endemikussá válik, azaz a betegség
tartósan jelen maradt a populációban. Ennek oka, hogy az S rekeszbe folyamatos a be-
áramlás a gyógyulás révén, így a vírus mindig talál új gazdaszervezetet.

4. ábra. A (2.10) SIS-modell járványgörbéje

Az 5. ábrán jól látható, hogy az eltérő indulási értékek ellenére a rendszer ugyanahhoz
az egyensúlyi állapothoz tart: a fertőzöttek száma 666,67 körül, míg a fertőzhető egyedek
száma 333,33 körül stabilizálódik.

2.3. SEIR-modell

Az SEIR-modell a klasszikus SIR-modell egy kiterjesztése, amely a populációt négy, egy-
mástól jól elkülöníthető egészségügyi osztályra osztja fel, ezáltal reálisabb képet adva a
betegség dinamikájáról. A 6. ábrán megfigyelhető, hogy az S, I, R osztályok ugyanazok,
mint az SIR-modellnél. A negyedik új csoport a lappangók lesznek (E - exposed), ahová
azok az egyedek kerülnek, akik már érintkeztek a vírussal és hordozzák azt, de a betegség
lappangási ideje miatt még nem fertőznek tovább. Az új osztálynak köszönhetően bekerül
egy új paraméter a differenciálegyenlet-rendszerbe, a σ > 0 inkubációs ráta, amely meg-
mutatja, hogy a lappangó egyének milyen ütemben válnak fertőzővé. Ennek inverze (1/σ)
a betegség átlagos lappangási idejét adja meg.
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5. ábra. A SIS-modell endemikus egyensúlyi pontja

S E I R
β σ γ

6. ábra. Az SEIR-modell rekeszei és a köztük lévő folyamatok

A modell felírása

Az E lappangók csoportjának mérete két tényezőtől függ. Egyrészt növekszik az újonnan
megfertőződött egyénekkel (+βS I

N
). Másrészt csökken azokkal, akiknél letelik a lappan-

gási idő. A kettőt összevonva kapjuk meg a lappangók változásának sebességét:

dE

dt
= βS

I

N
− σE

A fertőzöttek I osztályába azok az egyének kerülnek át, akiknél befejeződött az in-
kubációs szakasz. Ennek a csoportnak a mérete szintén két tényezőtől függ: növekszik a
lappangó fázisból belépő aktív betegekkel (+σE), és csökken a meggyógyuló egyénekkel
(−γI). A kettőt összevonva kapjuk meg a fertőzöttek változásának sebességét:

dI

dt
= σE − γI.

A fogékonyak és a gyógyultak létszámváltozását meghatározó egyenletek nem térnek
el a (2.2) SIR-modellnél látottaktól. Ezek a differenciálegyenletek együttesen alkotják az
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SEIR-modell kibővített egyenletrendszerét:

dS

dt
= −βS I

N
dE

dt
= βS

I

N
− σE

dI

dt
= σE − γI

dR

dt
= γI.

(2.20)

Első integrál

Ebben a részben az SEIR-modell első integráljait fogjuk felírni és megérteni, hogy mit
írnak le matematikai értelemben.

Triviális eset

Akárcsak az SIR-modellnél, most is a zárt populációt fejezi ki a triviális első integrál. Ha
összeadjuk mind a négy differenciálegyenletet, a deriváltak összege nulla lesz:

dN

dt
=

d

dt
(S + I + E +R) = −βS I

N
+ βS

I

N
− σE + σE − γI + γI = 0,

vagyis N állandó az időben, tehát V̂0(S,E, I, R) = S+E+ I +R függvény első integrálja
a (2.20) modellnek. Ez matematikai értelemben annyit jelent, hogy az emberek nem tűnnek
el a rendszerből, csak a négy rekesz között áramlanak.

Nem triviális eset

Az SIR-modellnél az I fertőzöttek és az S fogékonyak arányát vizsgáltuk. Az SEIR-modell
esetében ezt nem tehetjük meg közvetlenül az I-vel, mert a növekedése az E lappangóktól
is függ. Vonjuk össze az I és E osztályokat, kezeljük őket egy nagy fertőzöttek csoportja-
ként. Adjuk össze az E és az I osztályok változását leíró differenciálegyenleteket:

d(E + I)

dt
=

(
βSI

N
− σE

)
+ (σE − γI).

Látható, hogy a lappangást jelentő σE tagok kiesnek. A kapott egyenlet az E+I összegre
megegyezik az SIR-modell (2.1) egyenletével:

d(E + I)

dt
=
βSI

N
− γI.

Ezt most osszuk el a fogékonyak változási rátájával (dS
dt

= −βSI
N

). Ekkor az 1.8. Definíci-
óban bevezetett szeparábilis differenciálegyenletet kapjuk:

d(E + I)

dS
=

βSI
N

− γI

−βSI
N

= −1 +
γN

βS
= −1 +

N

R0S
.

Az 1.7. Megjegyzés alapján megkapjuk az SEIR-modell első integrálját:

V̂1(S,E, I, R) = S + E + I − N

R0

ln(S) = C,
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ahol C ∈ R.
A két első integrál azt bizonyítja matematikailag, hogy a járvány fázispályáját és

végkifejletét tekintve teljesen mindegy, hogy valaki éppen lappang vagy már fertőz. A
kettő összege (E + I) pontosan ugyanazt a megmaradási görbét írja le a fogékonyakkal
(S) szemben, mint a (2.2) SIR-modell, hiszen

V̂0(S,E, I, R) = V0(S,E + I, R)

V̂1(S,E, I, R) = V1(S, I + E,R).

Egyensúlyi pontok

A (2.20) rendszer egyensúlyi pontjait az 1.10. Definíció alapján a deriváltak nullával való
egyenlővé tételével kapjuk meg:

dS

dt
=
dE

dt
=
dI

dt
=
dR

dt
= 0.

A (2.20) negyedik egyenletéből kapjuk, hogy

I · γ = 0 =⇒ I∗ = 0,

mivel γ ̸= 0.
A zárt SEIR-modell esetében nem létezik az előző fejezetekben xSEIR

1 jelölésű endé-
miás egyensúlyi helyzet, csak betegségmentes egyensúlyi pontja lesz a modellnek. A be-
tegségmentes egyensúlyi pont (E∗ = 0, I∗ = 0) a pre-epidemiális állapotot alapul véve a
következő:

xSEIR
0 = (N, 0, 0, 0). (2.21)

A betegségmentes egyensúlynak a stabilitását a 2.1. fejezethez hasonlóan végezzük el most
is. A stabilitásvizsgálathoz felírjuk a rendszer JSEIR Jacobi-mátrixát:

JSEIR(S,E, I, R) =


∂
∂S

(
−βSI

N

)
∂
∂E

(
−βSI

N

)
∂
∂I

(
−βSI

N

)
∂
∂R

(
−βSI

N

)
∂
∂S

(
βSI
N

− σE
)

∂
∂E

(
βSI
N

− σE
)

∂
∂I

(
βSI
N

− σE
)

∂
∂R

(
βSI
N

− σE
)

∂
∂S
(σE − γI) ∂

∂E
(σE − γI) ∂

∂I
(σE − γI) ∂

∂R
(σE − γI)

∂
∂S
(γI) ∂

∂E
(γI) ∂

∂I
(γI) ∂

∂R
(γI)

 .

A deriválásokat elvégezve a következő mátrixot kapjuk:

JSEIR(S,E, I, R) =


−βI

N
0 −βS

N
0

βI
N

−σ βS
N

0

0 σ −γ 0

0 0 γ 0

 . (2.22)

A stabilitás vizsgálatához helyettesítsük be az xSEIR
0 egyensúlyi pontot a (2.22) Jacobi-

mátrixba:
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JSEIR(N, 0, 0, 0) =


0 0 −β 0

0 −σ β 0

0 σ −γ 0

0 0 γ 0.

 (2.23)

Írjuk fel a karakterisztikus egyenletet:

det(JSEIR − λE) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ 0 −β 0

0 −σ − λ β 0

0 σ −γ − λ 0

0 0 γ −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Fejtsük ki a determinánst a negyedik oszlop szerint:

−λ ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ 0 −β

0 −σ − λ β

0 σ −γ − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Fejtsük ki ezt a maradék 3× 3-as determinánst az első oszlop szerint:

−λ ·
[
−λ ·

∣∣∣∣−σ − λ β
σ −γ − λ

∣∣∣∣] = 0

A megmaradt 2 × 2-es determinánst a főátló és mellékátló szorzatának különbségeként
bontjuk fel:

λ2 · ((−σ − λ)(−γ − λ)− βσ) = λ2 · (λ2 + (σ + γ)λ+ σ(γ − β)) = 0.

A maradék két sajátértéket a szögletes zárójelben lévő másodfokú polinom gyökei
adják:

λ
xSEIR
0

1,2 =
−(σ + γ)±

√
(σ − γ)2 + 4σβ

2
Mivel σ, γ és β mind pozitív ráták, a 4σβ tag szigorúan pozitív. Egy valós szám négyzete
((σ − γ)2) sosem lehet negatív. Ezekből következik, hogy a diszkrimináns garantáltan
pozitív lesz, tehát a gyökök valós számok lesznek.

Ahhoz, hogy az egyensúlyi pont stabil legyen, mindkét sajátértéknek szigorúan nega-
tívnak kell lennie:

(i) A λ1 =
−(σ+γ)−

√
∆

2
mindig negatív

(ii) A λ2 =
−(σ+γ)+

√
∆

2
csak akkor lesz negatív, ha a gyökvonás eredménye kisebb, mint

σ + γ. Ezt kiszámolva azt az eredményt kapjuk, hogy a λ
xSEIR
0

2 akkor negatív, ha
β < γ.

A fenti eredmények alapján az xSEIR
0 egyensúlyi pont csak akkor lehet stabil, ha β ≤ γ,

és biztosan instabil, ha β > γ.
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Reprodukciós szám

Az SEIR-modell esetében két fertőző rekesz van (E és I), így az indexhalmaz kételemű
(|I| = m = 2). Az F vektor az új fertőzések megjelenését, míg a V vektor az osztályok
közötti áramlásokat írja le:

F =

(
βSI
N

0

)

V =

(
σE

−σE + γI

)
.

Következő lépésben felírjuk a deriváltakból képzett F és V Jacobi-mátrixokat az E és I
változók szerint, majd kiértékeljük őket az xSEIR

0 = (N, 0, 0, 0) egyensúlyi pontban:

F =

∂F1

∂E
∂F1

∂I

∂F2

∂E
∂F2

∂I

 =

(
0 β
0 0

)

V =

∂V1

∂E
∂V1

∂I

∂V2

∂E
∂V2

∂I

 =

(
σ 0
−σ γ

)
.

Ezután meghatározzuk a V mátrix inverzét:

V −1 =
1

σγ

(
γ 0
σ σ

)
=

(
1
σ

0

1
γ

1
γ

)
,

majd ezek után elvégezzük az FV −1 mátrixszorzást:

FV −1 =

(
0 β
0 0

)( 1
σ

0

1
γ

1
γ

)
=

(
β
γ

β
γ

0 0

)
.

Az R0 alap reprodukciós számot az FV −1 mátrix spektrálsugara adja meg. Mivel a mátrix
felső háromszög alakú, a sajátértékek a főátlóban találhatók (λ1 = β

γ
> 0 és λ2 = 0). Így

az R0 értéke:

R0 = ρ(FV −1) =
β

γ
.

Az SEIR-modell alap reprodukciós száma matematikailag megegyezik a klasszikus SIR-
modellével. A korábban az 1.24. Tétellel bizonyított γ > β stabilitási feltételt átrendezve
ismételten az 1 > β

γ
=⇒ R0 < 1 eredményt kapjuk. Következik tehát, hogy a lappangási

idő a járvány időbeli elhúzódását és a görbe ellaposodását befolyásolja, de nem változtatja
meg azt az alapvető küszöbértéket, amely a járvány kitörését vagy lecsengését befolyásolja.

Klasszikus SEIR-modell görbéje

A 7. ábra egy fertőző betegség SEIR-modellel leírt időbeli lefolyását mutatja be. Megfi-
gyelhetjük a lappangási idő járványdinamikára gyakorolt hatását.

A 160 napos időtávot felölelő grafikonon négy görbét láthatunk, amelyek egy 1000
fős populáció belső átrendeződését mutatják. Az ábránál vizsgált esetben a paraméterek
értéke β = 0,5, γ = 0,1, σ = 0,2.
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7. ábra. A (2.20) SEIR-modell járványgörbéje

A folyamat legelején a populáció szinte egésze a fogékonyak (kék görbe, S) csoportjába
tartozik. A járványt az a 10 darab, rendszerbe helyezett lappangó egyén (narancssárga
görbe, E) indítja el, akik már hordozzák a vírust, de tünetmentesek. Ahogy elkezdik meg-
fertőzni a környezetüket, a kék görbe meredek zuhanásnak indul, miközben a narancssárga
görbe gyors emelkedésbe kezd, jelezve, hogy egyre többen kerülnek a kitettek rekeszébe.

Az SEIR-modell görbéje a narancssárga (E) és a piros (I) görbék közötti kapcso-
latban különbözik a (2.2) SIR-modelljétől. A beállított paraméterek szerint átlagosan 5
napos lappangási idővel (σ = 0,2) számoltunk, így a fertőzöttek száma nem tud azonnal
megugrani. A lappangók görbéje éri el legelőször a csúcspontját, és a fertőzöttek számát
mutató piros görbe csak ezt követően, időbeli eltolódással tetőzik. Ez a lappangási idő
rendkívül fontos a valóságban, mert időben késlelteti a járványcsúcsot az egyszerű SIR-
modellhez képest, így a megbetegedések nem egyszerre, hanem jobban elnyújtva terhelik
meg a rendszert.

2.4. Kvalitatív összehasonlítás

Annak érdekében, hogy a vizsgált modellek (SIR, SIS, SEIR) közötti különbségeket értel-
mezni tudjuk, bevezetünk néhány mutatót, amelyekkel a járványok dinamikáját jellemez-
hetjük.

Jelölje Imax a szimulációk során egy adott időpillanatban jelen lévő fertőzöttek ma-
ximális számát, ezt nevezzük járványcsúcsnak, tmax pedig azt az időpillanatot, amikor a
fertőzöttek száma eléri ezt a maximumot:

Imax := maxt∈[0,T ]I(t).

A járvány által okozott fertőzéseket a vizsgált T időtartam alatt a Î(T ) kumulatív eset-
számmal mérhetjük, amelyet a fertőzöttek számának idő szerinti integráljaként határozunk
meg:

Î(T ) =

∫ T

0

I(t)dt.
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Az 1. táblázatban összegezzük a korábbi alfejezetekben látott szimulációk eredményeit
N = 1000 fős populáció és T = 160 napos időtáv mellett:

Modell Alapparaméterek R0 Imax tmax Î

SIR β = 0, 3; γ = 0, 1 3, 0 299 fő 13. nap 8334 fő

SIS β = 0, 3; γ = 0, 1 3, 0 667 fő 84. nap 10034 fő

SEIR β = 0, 3; γ = 0, 1;σ = 0, 2 3, 0 198 fő 55. nap 9407 fő

1. táblázat. Járványterjedési modellek kvantitatív összehasonlítása

Az SIR- és az SIS-modellek összehasonlításakor elsőként a védettség hiányának hatá-
sa figyelhető meg. A két modell paraméterei megegyeznek, ami mindkét esetben azonos
R0 alap reprodukciós számot eredményez, a járványok kimenetele azonban különbözik.
Mivel az SIS-modellben a gyógyulást követően az egyének visszakerülnek a fogékonyak
osztályába, a fertőzöttek száma nem tér vissza a nullához, hanem egy állandó, 667 fős
endemikus egyensúlyi szinten stabilizálódik. Ezzel szemben az SIR-modellnél a csúcsérték
elérése után a járvány lecseng.

A lappangási idő fontos szerepe válik nyilvánvalóvá az SIR- és az SEIR-modellek össze-
hasonlításából. Az SEIR-modellben a járványcsúcs magassága 299 főről 198 főre csökken.
A lappangási idő emellett jelentősen lelassítja a járvány terjedését, így a csúcspont a 13.
napról egészen az 55. napra tolódik ki, így több idő lenne a védekezési stratégia megter-
vezésére. Érdekes jelenség azonban, hogy a lelassult, de időben jobban elhúzódó járvány
miatt a vizsgált 160 napos időtávon az SEIR-modell összesített esetszáma valamivel meg-
haladja a gyorsabban lecsengő SIR-modellét.

Összességében a táblázat adatai matematikailag is igazolják, hogy azonos R0 érték
mellett az újrafertőződés lehetősége többszörösére növeli a járványcsúcsot és a társadalmi
össztehert. Ezzel szemben a lappangási idő elnyújtja időben a megbetegedéseket, alacso-
nyabbra szorítva az aktuális esetszámot anélkül, hogy a vírus fertőzőképessége megváltoz-
na.
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3. fejezet

Paramétervizsgálat különböző
esetekben

Ebben a fejezetben az SIR-, SIS- és SEIR-modellek különböző eseteit elemezzük. Elsőként
a modellek konstans paraméterek melletti alapműködését tekintjük át, majd időfüggő
paraméterek bevezetésével összetettebb, életszerű szituációkat is modellezünk.

A numerikus szimulációk Python nyelven készültek. A modellek megoldásának alapelve
minden esetben hasonló: először megadjuk a megfelelő differenciálegyenlet-rendszer jobb
oldalát, majd a kezdeti feltételek és a paraméterek rögzítése után numerikus integrálással
határozzuk meg az osztályok időbeli változását. Példaként az SIR-modellt megoldó teljes
Python-kód a Függelékben található; a többi modell numerikus kezelése ezzel azonos
szerkezetben történik.

3.1. SIR-modell paramétervizsgálata

Az SIR-modellnél rendkívül fontos az S fogékony populáció kezdeti mérete. Az 1.15. De-
finíció alapján a járvány kitörésének matematikai feltétele, hogy a fertőzöttek dI

dt
változási

sebessége pozitív legyen. A 2.1. fejezetben levezettük, hogy a fertőzöttek száma csak akkor
tud növekedni, ha az S csoport létszáma meghalad egy bizonyos kritikus értéket, amelyet
a gyógyulási és a fertőzési ráta aránya határoz meg: S > γ

β
N .

Ha a fogékonyak kezdeti létszáma elég nagy (meghaladja ezt a kritikus küszöböt), ak-
kor a klasszikus járványgörbét kapjuk. Ilyenkor a populációba bekerülő maroknyi fertőzött
láncreakciót indít el. Mivel egy beteg átlagosan egynél több embernek adja át a kórt (az-
az R0 > 1), a fertőzöttek száma kezdetben exponenciálisan növekszik. Az I járványgörbe
addig emelkedik, amíg a folyamatos megbetegedések miatt a fogékonyak száma le nem
csökken a kritikus küszöb alá. Ekkor éri el a járvány a csúcspontját. Innentől kezdve a
vírus már nem talál elég új gazdatestet a terjedés fenntartásához, így a fertőzöttek görbéje
fokozatosan lecseng, a gyógyultak R száma pedig egy magas, stabil értékre áll be.

Ezzel szemben, ha az S csoport létszáma eleve alacsony (S0 <
γ
β
N), a járvány egyál-

talán nem tud kitörni. Ez a helyzet modellezi a nyájimmunitást, ami előállhat kiterjedt
vakcinációs programok vagy egy korábbi lezajlott járványhullám eredményeként. Ilyenkor
a rendszerbe kerülő fertőzöttek átlagosan kevesebb mint egy embernek tudják csak to-
vábbadni a betegséget. Ennek eredményeként a fertőzöttek számát leíró görbe nem mutat
kiugrást: a kezdeti megbetegedési pontról indulva folyamatosan, monoton csökken, míg el
nem éri a nullát.
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A 8. ábrán bemutatott szimuláció kezdetekor a fertőzöttek száma 200 fő volt, a gyó-
gyultak osztálya pedig nem üresen indul: eleve 700, már immunitással rendelkező egyedet
tartalmaz. Ebben az esetben a fogékonyak 100 fős létszáma a 333 fős kritikus küszöb alatt
van. Bár bekerül a rendszerbe 200 fertőzött egyén, a vírus egyszerűen nem talál elég új
célpontot a láncreakció beindításához. Az ábrán az látszik, hogy a fertőzöttek piros görbé-
je nem mutat kiugrást, hanem a 200 fős kezdőértékről azonnal, monoton módon csökken
nullára. Az S0 > N γ

β
esetet láttuk már a 2. ábrán.

8. ábra. Alacsony létszámú S csoport

Konstans oltási ráta hatása

A modellbe beépített konstans ν > 0 oltási ráta, amely közvetlenül az S osztályból az
R osztályba helyezi át az egyéneket, megváltoztatta a dinamikát. Az eredmények azt
mutatták, hogy az oltás hatására a fertőzhető bázis gyorsabban csökken, ami ellaposítja a
járványgörbét. A fertőzöttek csúcsszáma jelentősen alacsonyabb volt, és a járvány időbeli
lefolyása is felgyorsult. Ez igazolja az oltás hatékonyságát a terjedés lassításában. Ekkor
az egyenletrendszer az alábbira módosul:

dS

dt
= −βSI

N
− νS

dI

dt
=
βSI

N
− γI

dR

dt
= γI + νS.

Első integrál

Látható, hogy a V0(S, I, R) = S + I +R függvény továbbra is első integrál marad.
A nemtriviális első integrált az 1.5. Állítás alapján a fertőzöttek és a fogékonyak vál-

tozási rátájának hányadosából kapjuk. Az új egyenletrendszer alapján ez a következő:

dI

dS
=

βSI
N

− γI

−βSI
N

− νS
.
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9. ábra. Konstans oltási ráta

A differenciálegyenlet megoldásához válasszuk szét a változókat:

dI

dS
=

I
(
βS
N

− γ
)

−S
(
βI
N

+ ν
) = −

βS
γ
− γ

S
· I

βI
N

+ γ
=

(
γ

S
− β

N

)
· 1

β
N
+ γ

I

.

A szeparábilis differenciálegyenletből az 1.8. Definícióban megadott megoldási módszer
alapján egy teljesen új első integrált kapunk:

β

N
I + ν ln(I) = − β

N
S + γ ln(S) + C.

Rendezve:
V ∗
1 (S, I, R) =

β

N
(S + I) + ν ln(I)− γ ln(S) = C.

A V ∗
1 egyenletét osszuk el a β

N
együtthatóval. Így a következő, tovább rendezett alakot

kapjuk:
V ∗
1 (S, I, R) := S + I −N

ν

β
ln(I)−N

γ

β
ln(S) = ĉ.

Ebből az alakból közvetlenül látható, hogy a ν = 0 esetén V ∗
1 = V1 megegyezik.

A klasszikus SIR-modellnél látott nem triviális első integrál tehát már nem érvényes,
a módosított egyenletrendszert az új V ∗

1 (S, I, R) integrálfüggvény írja le.

Egyensúlyi pontok

Az egyensúlyi pontok meghatározásához a deriváltakat nullával kell egyenlővé tenni:

dS

dt
= −S

(
βI

N
+ ν

)
= 0

dI

dt
= I

(
βS

N
− γ

)
= 0

dR

dt
= γI + νS = 0

Mivel az összes ráta pozitív, ezért kizárólag egy egyensúlyi pont létezik jelen esetben, ami
pedig a (S, I, R) = (0, 0, R).
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Időfüggő paraméterek hatása

A valós járványok ritkán írhatók le tisztán konstans paraméterekkel. Ennek az alfejezet-
nek célja a Folytonos modellezés projekt második fázisában elemzett három specifikus,
időfüggő folyamat kimenetelének és eredményeinek, valamint ezek kombinált hatásának
részletes bemutatása.

Szezonális fertőzési ráta

A 10. ábrán látható szimuláció során azt vizsgáltuk, hogy a szezonalitás tényezőjének
beépítése a matematikai modellekbe miért elengedhetetlen. Számos fertőző betegség ter-
jedése határozott periodicitást mutat, és szabályos időközönként visszatérő intenzitásnö-
vekedéssel jellemezhető. Ezek a ciklikus ingadozások gyakran a környezeti feltételek (pél-
dául a hőmérséklet és a páratartalom) változásaiból, valamint a társadalmi interakciók
sűrűségének szezonális eltolódásaiból fakadnak.

A szezonalitás modellezéséhez felhasznált fertőzési ráta:

β(t) = β0 · (1 + A · sin(Ω · t)), (3.1)

melyben β0 = 0,3, A = 0,8 és Ω = 2π
365

volt. Ezen paraméterek mellett a β(t) értékkészlete
a következő volt:

0,05 ≤ β(t) ≤ 0,55.

Jól megfigyelhető, hogy a járvány nem egyetlen hullámban zajlik le. Ehelyett perio-
dikus hullámzás figyelhető meg. Bár a fertőzési ráta periodikusan megnő, a fertőzöttek I
száma egy idő után nem emelkedik újra jelentősen, vagy a hullámok ellaposodnak. Ennek a
fő oka a tartós immunitás. Az immunissá vált emberek miatt a populáció védettsége egyre
nő, így a későbbi szezonális hullámok egyre kisebbek lesznek, vagy teljesen elmaradnak,
mert a vírusnak nincs kire átterjednie.

Telítődést mutató oltási ráta

A járványügyi beavatkozások elemzésekor az oltási hajlandóság és a vakcinák elérhetősége
ritkán állandó, így a folyamat leírására egy logisztikus növekedési modellt alkalmaztunk.
Ennek az időfüggő rátának a bevezetése lehetővé teszi, hogy a matematikai szimuláció
pontosan tükrözze a valós oltási kampányok jellegzetes S-alakú dinamikáját, a kezdeti
bevezetéstől egészen a populációs immunitás határának eléréséig.

A 11. ábrán látható a szimuláció eredménye, melyben az oltási kampány modellezésé-
hez felhasznált paraméterválasztás a következő volt:

ν(t) =
A

1 + e−m(t−t0)
, (3.2)

ahol A = 0,02, m = 0,1 és t0 = 60 választással éltünk. Ezen paraméterek mellett a ν(t)
függvény értékkészlete a következő volt:

0 ≤ ν(t) ≤ 0,02.

A 11. ábrán látható szimuláció eredményét elemezve látjuk, hogy az oltási kampány dina-
mikus beavatkozásként hatott. A fertőzhető S populáció csökkenése a kampány felfutása-
kor felgyorsult, ami a fertőzési láncok hatékonyabb megszakítását eredményezte. A modell
igazolta, hogy egy jól időzített, intenzív oltási kampány képes elfojtani a járványcsúcsot,
még mielőtt az elérné a kritikus szintet.
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10. ábra. Szezonális fertőzési ráta esete
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11. ábra. Telítődő oltási ráta

Hirtelen javulás a gyógyulási rátában

Az orvostudományi innovációk azonnali, radikális hatást gyakorolnak a betegek felépülési
idejére. Jelen alfejezetben ezt az esetet egy időfüggő, hirtelen megugró gyógyulási rátával
szimuláljuk. Egy ilyen ugrásfüggvénnyel leírt modell segítségével pontosan vizsgálható az
a kritikus időpont, amikortól kezdve a terápiás beavatkozás következtében a gyógyulás
sebessége megnő.

A 12. ábrán a γ0 = G = 0,1 és t∗ = 50 paramétereket használtuk, ahol a hirtelen
javuló gyógyulási rátát megadó függvény:

γ(t) =

{
γ0 , t < t∗

γ0 +G , t ≥ t∗
(3.3)

Látható, hogy a t∗ időpontban bekövetkező γ növekedés azonnali hatást gyakorolt az dI
dt

deriváltra. Mivel a fertőzöttek gyorsabban gyógyultak meg, a fertőzöttek száma mere-
dekebb csökkenésbe kezdett. Ez a beavatkozás megtörte a járványgörbét, lerövidítve a
járvány időtartamát.
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12. ábra. Hirtelen javuló gyógyulási ráta
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Kombinált hatás

A 13. ábrán a három fenti hatás együttes alkalmazásakor a rendszer komplex viselkedést
mutatott. Bár a szezonális hatás miatt a fertőzési nyomás időszakosan nőtt, a párhuza-
mosan futó oltási kampány és a javuló gyógyulás együttesen képes volt elfojtani a nagy
járványhullámokat. A szimuláció megmutatta, hogy még növekvő szezonalitás mellett is
megakadályozható a járvány újbóli berobbanása, ha a fogékony populáció mérete oltás
révén kellően lecsökken.

13. ábra. Kombinált hatások

3.2. SIS-modell paramétervizsgálata
Ebben a fejezetben a konstans szimulációs paramétereket N = 1000, I0 = 100, S0 = 900
és T = 200, vagy T = 500 értékekre állítottuk be.

Szezonális fertőzés

A szimuláció során a szezonális fertőzést a (3.1) függvény modellezte, melyben β0 = 0,3,
A = 0,8 és Ω = 2π

180
volt. Ezen paraméterek mellett:

0,05 ≤ β(t) ≤ 0,55.

Mivel az SIS rendszernek létezik endemikus egyensúlyi helyzete, a periodikus sze-
zonalitás hatására nem csillapuló, hanem tartósan oszcilláló járványgörbe alakult ki. A
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fertőzöttek száma a szezonális β(t) függvényében ingadozott egy átlagérték körül. A SIR-
modellel ellentétben itt a hullámok nem csillapodtak le, mivel a fogékony populáció sosem
fogyott el.

14. ábra. A SIS-modell görbéje szezonális β(t) fertőzési ráta hatására

Javuló gyógyulási ráta

A szimulációnál a hirtelen javuló gyógyulási rátát a (3.3) képlet írja le, a használt para-
méterek a G = 0,1 és a t∗ = 100 értéket vették fel.

A 15. ábrán jól megfigyelhető, hogy a t∗ időpontban történt γ(t) növekedés hirtelen
csökkentette a reprodukciós számot. A rendszer erre válaszul elhagyta a korábbi (maga-
sabb fertőzöttségi szintű) egyensúlyi állapotot, és egy új, alacsonyabb I∗ értékű endemikus
egyensúly felé konvergált. Ez demonstrálja, hogy immunitás hiányában a gyógyszeres ke-
zelés javítása önmagában nem feltétlenül szünteti meg a járványt, csak alacsonyabb szintre
szorítja vissza az endemikus szintet.

Telítődő oltási ráta

Ebben a modellbővítésben feltételeztük, hogy az oltás kivonja az alanyokat az S fertőzhető
csoportból egy védett státuszba anélkül, hogy a (2.2) SIR-modellben látott módon egy
külön R csoportot vezetnénk be.

A szimulációhoz használt kibővített SIS-modell:

dS

dt
= −βSI

N
+ γI − νS

dI

dt
=
βSI

N
− γI.

(3.4)
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15. ábra. A SIS-modell görbéje hirtelen javuló γ(t) gyógyulási ráta hatására

Az oltási kampányt a (3.2) logisztikus függvénnyel modelleztük ennél a szimulációnál
is. A felhasznált paraméterek A = 0,02, m = 0,1, t0 = 60 értéket vették fel, míg a ν(t)
függvény értékkészlete a következő volt:

0 ≤ ν(t) ≤ 0,02.

A 16. ábrán jól látható, hogy ez a beavatkozás alapvetően megváltoztatta az SIS-modell
dinamikáját. Mivel az oltás folyamatosan csökkentette az S fertőzhető utánpótlást, a βSI
fertőzési ráta idővel a kritikus szint alá csökkent. Emiatt az oltási kampány hatására a
járvány végül lecsengett, és a fertőzöttek száma nullához tartott. Ez megmutatja azt, hogy
immunitást nem adó betegségeknél a vakcináció kulcsfontosságú lehet.

36



16. ábra. A SIS-modell görbéje ν(t) telítődő oltási ráta hatására

3.3. SEIR-modell paramétervizsgálata
Miután megvizsgáltuk az alap SIR- és az immunitás nélküli SIS-modellek viselkedését
különböző paraméterek mellett, ebben a fejezetben a 2.3. fejezetben leírt SEIR-modellnél
folytatjuk a szimulációkat.

Hosszabb lappangási idő

A szimuláció során a β és a γ értéke ugyanannyi maradt, mint a klasszikus SEIR esetében,
a σ = 0,02 értékkel pedig megnöveltük a lappangási időt. A 17. ábrán jól megfigyelhető,
hogy a megnövekedett lappangási idő hatására a fertőzési hullám időben elhúzódik, így a
fertőzötteket mutató görbe ellaposodik.

Ha a lappangási időt megnöveljük, a járvány dinamikája jelentősen megváltozik. Ek-
kor az S fogékonyak gyors tempóban kerülnek át az E lappangók rekeszébe. Az E görbe
hatalmasra nő, magába szívva a populáció jelentős részét. Kívülről azonban úgy tűnik,
mintha a járvány enyhe lenne, mivel az I fertőzötteket jelző piros görbe alig emelkedik.
Mivel a lappangó egyének csak nagyon lassan, folyamatosan „csöpögnek” át az aktív fertő-
ző fázisba (és utána gyorsan meg is gyógyulnak), a betegek száma sosem tud drasztikusan
megnőni. A kiemelkedő csúcs helyett a hosszú lappangási idő elnyújtja a terhelést, és a
fertőzöttek görbéje csupán egy alacsony, hosszú, lapos dombot rajzol ki.

Hosszan elnyúló járvány esete

A 18. ábra ezt az állapotot szemlélteti, ahol β = 0,105, γ = 0,1 és σ = 0,2, a vizsgált
időtáv pedig 800 nap.

Amikor a fertőzési ráta és a gyógyulási ráta szinte megegyezik, azaz az R0 =
β
γ
= 1,05

alapvető reprodukciós szám éppen csak átlépi az 1-es kritikus küszöböt, a járvány dinami-
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17. ábra. Megnövelt σ esete

kája egy rendkívül elnyújtott, lassú lefolyást mutat. Ebben a határesetben az S fogékonyak
csoportjából csak nagyon lassan, szinte észrevétlenül szivárognak át az emberek az E lap-
pangók, majd onnan az I fertőzöttek rekeszébe. Mivel a gyógyulás üteme alig marad el a
megbetegedések sebességétől, a fertőzöttek száma sosem tud drasztikusan megnőni, így a
meredek falú járványcsúcs teljesen elmarad. Ehelyett az E és az I görbék egy alacsony, de
hosszú hónapokon át elnyúló, lapos felületet hoznak létre. A betegség hirtelen hullámok
nélkül vonul át a populáción.

18. ábra. R0 ≈ 1,05 esete
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Karantén modellezése időfüggő paraméterrel

A kontaktusszám csökkentését (iskolabezárások, kijárási tilalom, maszkhasználat) a β(t)
paraméter hirtelen lecsökkentésével lehet szimulálni. Matematikai értelemben a β(t) egy
lépcsősfüggvény:

β(t) =


β0 , ha t < t1

β1 , ha t1 ≤ t < t2

β2 , ha t2 ≤ t

(3.5)

amely egy adott t1 időpontban hirtelen a töredékére esik, majd a korlátozások feloldásakor
egy t2 időpontban újra megnő. Ezzel a módszerrel kiszámítható, hogy egy túl korai nyi-
tás hogyan vezethet egy masszív második hullámhoz, és optimalizálható az intézkedések
időzítése.

19. ábra. Korai karanténfeloldás esete

Ebben a szimulációban kifejezetten a második hullám kiváltása volt a cél. A karantén
időszaka alatt az S, vagyis a fogékony egyedek osztályában több mint γ

β
N egyed maradt.

Emiatt a korlátozások feloldását követően a vírus ismét képes volt terjedésnek indulni,
azonban már jóval kisebb intenzitással, mint az első hullám során.

A szimuláció során 1000 embert vizsgáltunk, közülük a kezdő időpontban 5 volt fer-
tőzött. Az átlagos lappangási idő 5 nap volt (σ = 1

5
), és egy ember pedig 7 nap elteltével

került át a gyógyultak csoportjába (γ = 1
7
).
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A β(t) függvény paramétereinek értékei az alábbiak voltak:

β0 = 0,5

β1 = 0,1

β2 = 0,4

t1 = 25

t2 = 60

(3.6)

A 19. ábrán is megfigyelhető, hogy ebben az időszakban a lappangók és a fertőzöttek
görbéje csökkenni kezd. A 60. naptól az arány kevesebb lesz, de ez az alacsonyabb érték
elegendő ahhoz, hogy a vírus tovább terjedjen, és elindítson egy második hullámot. Ennek
lecsengése után az esetszámok ismét visszaesnek, és a járvány végleg megszűnik. Az ábra
kinagyított részén jól látható a második járványhullám megjelenése, amely alacsonyabb
maximális esetszámmal tetőzik.

3.4. Kvantitatív összehasonlítás

Modell Esetek Imax tmax Î(T)

SIR Alacsony kezdeti S csoport 200 fő 0. nap 2532 fő

SIR Konstans oltási ráta 203 fő 27. nap 6902 fő

SIR Szezonális fertőzési ráta 378 fő 23. nap 9827 fő

SIR Telítődő oltási ráta 302 fő 26. nap 9301 fő

SIR Hirtelen javuló gyógyulási ráta 303 fő 26. nap 8794 fő

SIR Kombinált hatás 377 fő 23. nap 9418 fő

SIS Szezonális fertőzési ráta 814 fő 227. nap 144450 fő

SIS Hirtelen javuló gyógyulási ráta 666 fő 99. nap 112653 fő

SIS Telítődő oltási ráta 659 fő 37. nap 78556 fő

SEIR Hosszabb lappangási idő 50 fő 199. nap 6365 fő

SEIR Hosszan elnyúló járvány 7 fő 59. nap 1453 fő

SEIR Karantén modellezése 92 fő 28. nap 5861 fő

2. táblázat. Járványterjedési modellek kvantitatív összehasonlítása

A 2. táblázatban számszerűsítve összehasonlítjuk a 3. fejezetben tárgyalt eseteket.
A táblázat adataiból egyértelműen megállapítható, hogy a lappangási idő, valamint a

karanténnal történő beavatkozás radikálisan tudja csökkenteni a maximális és összesített
esetszámot is. A hosszabb lappangási idő segít kitolni a járványcsúcs időpontját, így az
orvosoknak és szakértőknek több idejük van kidolgozni a megfelelő járványkezelési tervet.

Megállapítható továbbá az is, hogy a SIS-modell által szimulált helyzet a legveszélye-
sebb a három modell közül. Mivel az egyének a fertőzés után nem lesznek immunisak, ezért
a másik kettő modellhez képest nagyságrendileg magasabb lesz a maximális és összesített
esetszám is. A SIS-modell esetében jelentős pozitív hatást az oltás megjelenése okozott.
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Ebből is látszik, hogy az oltás a legfontosabb beavatkozási módszer, bármilyen esetről
vagy modellről legyen szó.
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4. fejezet

A Neisseria meningitidis terjedési
dinamikájának modellezése

Az invazív meningococcus betegséget hordozó Neisseria meningitidis baktérium tünet-
mentesen kolonizálja az embereket, azonban az invazív megbetegedés a populáció egy kis
hányadában mégis kialakul. A modell felírásához és bemutatásához a [6] és a [3] tanulmá-
nyok nyújtanak segítséget.

4.1. A betegség

A vizsgált betegség gyors lefolyású, és tüdőgyulladást, agyhártyagyulladást, valamint vér-
áramfertőzést okozhat. Az esethalálozási arányt 10-15% közé becslik, továbbá a fertőzést
túlélő egyének 20%-a élethosszig tartó fogyatékossággal küzd, beleértve a látás- és hal-
láskárosodást, a neurológiai hiányosságokat és a végtagvesztést. Bár a meningococcus
betegség minden korosztályt érinthet, a fertőzéseket túlnyomórészt csecsemőknél, fiatal
felnőtteknél és a 85 év feletti felnőtteknél jelentik, a mérsékelt égövi régiókban pedig az
esetek a téli és tavaszi hónapokban a leggyakoribbak.

A baktérium orrgaratban történő megtelepedése (kolonizációja) egészséges egyéneknél
viszonylag gyakori: a jelentések szerint körülbelül a populáció 20%-a hordozó. A hordozás
gyakorisága az életkortól függ, és a fiatal felnőtteknél éri el a tetőpontját. Az esetek túlnyo-
mó többségében a hordozás ártalmatlan a gazdaszervezetre nézve, de bizonyos esetekben
nem sokkal a kolonizáció után a kórokozó bejut a véráramba, és invazív betegséget okoz.
A baktérium légköri viszonyokkal szembeni érzékenysége miatt a továbbadáshoz szoros
kontaktus szükséges.

4.2. Az SCIIR-modell

A következőkben bemutatjuk és részletesen elemezzük a járvány dinamikájára szabott
matematikai modellt. Az SEIR-modell E osztályával szemben az IA és C csoportok már
fertőzőképes egyedeket tartalmaznak.

Az osztályok és ráták definíciója

A Neisseria meningitidis okozta agyhártyagyulladás modellezésekor a populációt általá-
ban négy osztályra osztják fel. A legtöbb modellben az S fogékonyak, a C hordozók, az I
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fertőzöttek és az R gyógyultak szerepeltek, azonban később a fertőzöttek osztályát továb-
bi két osztályba szelektálják szét: az IS (symptomatic) tünetes és az IA (asymptomatic)
tünetmentes fertőzöttekre.

Az új fertőzések erejét ez a képlet adja meg:

Λ =
β(1− σu1)S(ηC + η1IA + η2IS)

N
, (4.1)

ahol β > 0 továbbra is a fertőzési rátát, η a hordozók fertőzőképességét, η1 a tünetmentes
betegek fertőzőképességét és η2 a tünetes betegek fertőzőképességét ésN az összpopulációt
jelöli, ami jelen modell keretein belül az időben nem állandó.

A 20. ábra a Neisseria meningitidis terjedési dinamikáját és a lehetséges klinikai ki-
meneteleket szemlélteti. A rendszer öt fő állapotot (rekeszt) különböztet meg, amelyek
között a nyilak mutatják az egyének áramlásának irányát és matematikai rátáját. A µ
ráta minden rekesznél megjelenik egy lefelé mutató nyíl formájában, amely a betegségtől
független, természetes demográfiai halálozást jelöli.

A hordozók osztályát olyan egészséges emberek alkotják, akik az orrukban és a torkuk-
ban tünetmentesen hordozzák a meningococcus baktériumokat egy bizonyos ideig (néhány
hétig vagy akár hónapig), és képesek azokat másoknak továbbadni. Egyes tanulmányok
rámutattak, hogy egy hordozó kezelés nélkül, természetes úton is felépülhet a fertőzésből.
Ennek a természetes gyógyulásnak a rátája ω > 0.

A C hordozók osztályából az egyének kétféleképpen léphetnek tovább. Egyrészt, az
egészségügyi szűrőprogramok révén átkerülhetnek az R gyógyultak rekeszébe. Ennek se-
bességét a ϕu2 ráta határozza meg, ahol az u2 a szűréssel elért populáció arányát, a ϕ > 0
paraméter pedig a beavatkozás hatékonyságát jelöli. Másrészt, amennyiben a baktériumok
áttörik a szervezet immunológiai védvonalait, a kórokozó eljuthat az agyhártyáig. Ez az
állapotromlás egy α > 0 progressziós rátával történik, aminek következtében a hordozó a
lappangó, de már az IA fertőzött halmazba lép. A tünetek jellemzően a fertőződést kö-
vető 2-10 napon belül jelentkeznek; a lappangási idő leteltével a betegek a ρ > 0 rátával
kerülnek át az IS tünetes betegek osztályába.

Feltételezzük továbbá azt is, hogy egy adott kampány hatására az embereket ösztönöz-
ni tudják arra, hogy ellenőriztessék az egészségügyi állapotukat, így az agyhártyagyulladás
kockázata ϕu2 rátával csökkenthető még a fertőzés tüneteinek megjelenése előtt. A tüne-
tes fertőzöttek rekesze esetében feltételezzük, hogy nincs természetes gyógyulás; megfelelő
kezelés esetén γu3 rátával kerülnek át a gyógyultakhoz, ahol u3 azt az arányt jelöli, hogy
a populáció hány százalékánál végeztek kezelést, míg a γ > 0 pedig ennek a gyógymód-
nak a hatékonyságát jelenti. Feltételezzük továbbá, hogy a tünetes fertőzöttek rekeszébe
tartozók a betegség következtében δ > 0 rátával halnak meg. A gyógyult személyek nem
szereznek tartós immunitást, később ismét fogékonnyá válnak θ > 0 rátával.

Az R gyógyultak rekeszébe kerül mindenki, aki túlélte a betegséget, vagy az oltás
révén immunitást szerzett. Az ábra legfelső θR visszacsatoló nyila azonban egy fontos
járványügyi jelenségre hívja fel a figyelmet: az immunitás (legyen az természetes vagy
vakcina által kiváltott) nem tart örökké. Az idő múlásával az antitestszintek csökkennek,
a védettség halványul, és az egyének a θ rátával visszakerülnek az S fogékonyak halmazába.
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S C IA IS R

δIS

θR

ωC

ϕu2IA

γu3ISC

π
β(1−σu1)S(ηC+η1IA+η2IS)

N αC ρIA

µS µC µIA µIS µR

σu1S

ϕu2C

20. ábra. Agyhártyagyulladás terjedése védőoltással, egészségügyi vizsgálattal és kezelés-
sel.

A modell felírása

A megadott feltételezések alapján felírjuk az agyhártyagyulladás terjedésének matemati-
kai modelljét a védőoltás, a kampány és a kezelések figyelembevételével:

dS

dt
= π + θR− ΛS − (µ+ σu1(t))S

dC

dt
= ΛS − (µ+ ω + α + ϕu2(t))C

dIA
dt

= αC − (µ+ ρ+ ϕu2(t))IA

dIS
dt

= ρIA − (µ+ γu3(t) + δ)IS

dR

dt
= σu1(t)S + (ω + ϕu2(t))C + ϕu2(t)IA + γu3(t)IS − (µ+ θ)R

(4.2)

A teljes populációt az N = S + C + IA + IS + R jelöli. Mivel egy rekeszt emberek egy
csoportjaként tekintünk, ezért az egyes rekeszek kezdeti feltételei kielégítik az S(0) > 0,
C(0) ≥ 0, IA(0) ≥ 0, IS(0) ≥ 0 és R ≥ 0 feltételeket. A dS

dt
, dC

dt
, dIA

dt
, dIS

dt
és dR

dt
deriváltak a

fogékonyak, a hordozók, a tünetes fertőzöttek, a tünetmentes fertőzöttek és a gyógyultak
populációinak növekedési ütemét határozzák meg.

A 3. táblázatban a paraméterek pontos ismertetését, illetve értékük határait láthatjuk.
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3. táblázat. A kiterjesztett modell paraméterei (halálozással kiegészítve)

Paraméter Definíció Érték

π Születési ráta 100–100 000
β Hatékony érintkezési ráta 0,88

η
Egy főre eső fertőzési ráta (C ál-
tal) 0,2–0,85

η1
Egy főre eső fertőzési ráta (IA ál-
tal) 0,2–0,95

η2
Egy főre eső fertőzési ráta (IS ál-
tal) 0,2–0,95

γ Kezelés hatékonysága 0,1–0,9
σ Védőoltás hatékonysága 0,85–1

ϕ
Agyhártyagyulladás elleni kam-
pány hatékonysága 0,85–0,95

α Progressziós ráta C-ből IA-ba 0,1–0,52
ω Természetes gyógyulási ráta 0,06–0,2
ρ Progressziós ráta IA-ból IS-be 0,2–0,52
δ Betegség okozta halálozás 0,05–0,5
µ Természetes halálozási ráta 0,02
θ Immunitás elvesztése 0,04–2

Vezessünk be úgynevezett kilépési rátákat, amelyeknél összevonjuk a 20. ábrán látható
összes osztályból kifelé tartó nyílakon lévő értékeket:

• k1 = µ+ σu1

• k2 = µ+ ω + α + ϕu2

• k3 = µ+ ρ+ ϕu2

• k4 = µ+ γu3 + δ

• k5 = µ+ θ.

4.3. Az alap reprodukciós szám meghatározása

Jelen fejezetben le fogjuk vezetni a (4.2) SCIIR-modell esetében az alap reprodukciós
szám kiszámítását az 1.22. Tétel segítségével. A számolás menete megegyezik a 2.1., 2.2.
és a 2.3. fejezetekben látottakkal.

A betegségmentes egyensúlyi pont xSCIIR
0 = (S∗, 0, 0, 0, R∗) lesz, valamint a további-

akban β∗ a következő értéket jelenti:

β∗ =
β(1− σu1)S0

S∗ +R∗ .

Az SCIIR-modell esetében a C, IA, IS osztályok a fertőzőek, ennek következtében |I| =
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m = 3 lesz. Írjuk fel az F és V függvényeket:

F =

β∗(µC + µ1IA+ µ2IS)
0
0

 , V =

 k2C
−αC + k3IA
−ρIA + k4IS

 .

Következő lépésben írjuk fel az F, V ∈ R3×3 mátrixokat:

F =

β
∗η β∗η1 β∗η2

0 0 0

0 0 0

 , V =

 k2 0 0

−α k3 0

0 −ρ k4

 . (4.3)

Az 1.22. Tétel alkalmazásához határozzuk meg a V −1 mátrixot:

V −1 =


1
k2

0 0

α
k2k3

1
k3

0

αρ
k2k3k4

ρ
k3k4

1
k4

 .

Szorozzuk össze az F és a V −1 mátrixokat. Mivel az F mátrixnak csak az első sora nem
nulla, a szorzatmátrixnak is csak az első sora fog nem nulla elemeket tartalmazni:

FV −1 =


β∗
(

η
k2

+ αη1
k2k3

+ αρη2
k2k3k4

)
β∗
(

η1
k3

+ ρη2
k3k4

)
β∗η2
k4

0 0 0

0 0 0

 .

Egy olyan mátrixnak, amelynek csak az első sorában vannak nem nulla elemek, a
sajátértékei egyszerűen megadhatók: az egyik sajátérték maga a főátló első eleme, a többi
sajátérték pedig nulla, mivel háromszög-mátrix.

Az 1.22. Tétel alapján az SCIIR-modell R0 alap reprodukciós száma a következő:

R0 = ρ(FV −1) = β∗
(
η

k2
+
αη1
k2k3

+
αρη2
k2k3k4

)
.

4.4. Egyensúlyi pontok
Az alábbiakban a [6] forrásban lévő stabilitásvizsgálatot mutatjuk be és értelmezzük.

Betegségmentes egyensúlyi pont

Az xSCIIR
0 betegségmentes egyensúlyi pontban tudjuk, hogy nincsenek fertőzöttek. Ebből

következik, hogy a Λ fertőzési erő is nulla.
A kiértékelt J0 Jacobi-mátrix a következő lesz:

J0 = JSCIIR(xSCIIR
0 ) =


−k1 −β∗η −β∗η1 −β∗η2 θ
0 β∗η − k2 β∗η1 β∗η2 0
0 α −k3 0 0
0 0 ρ −k4 0
σu1 ω + ϕu2 ϕu2 γu3 −k5

 . (4.4)
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A matematikai epidemiológiában az 1.22. Tétel révén ezen mátrix sajátértékeinek a
komplex síkon való elhelyezkedését nem kell mindig direkt számolással meghatározni. A
stabilitás megállapítására az R0 alap reprodukciós számot használjuk.

Az 1.22. Tétel alapján ha R0 < 1, akkor az xSCIIR
0 lokálisan aszimptotikusan stabil.

Bármilyen kis fertőzött csoport kerül is a rendszerbe, a járvány nem tud exponenciálisan
növekedni, a fertőzöttek száma idővel nullára csökken.

Ha R0 > 1, akkor az xSCIIR
0 állapot instabil. Egyetlen fertőzött megjelenése is elég

ahhoz, hogy a rendszer kilökődjön a betegségmentes állapotból, és a fertőzés szétterjedjen
a populációban.

Endémiás egyensúlyi pont

Amikor az R0 > 1, akkor az xSCIIR
0 pont elveszíti stabilitását, és „átadja” azt az újonnan

létrejövő x1 endémiás egyensúlyi pontnak.
Az xSCIIR

1 stabilitásának matematikai bizonyítása lényegesen bonyolultabb. A Jacobi-
mátrixot most az xSCIIR

1 = (S∗, C∗, I∗A, I
∗
S, R

∗) pozitív koordinátákkal kell kiértékelni. Az
ebből kapott karakterisztikus egyenlet egy ötödfokú polinom lesz a λ sajátértékekre nézve:

P (λ) = λ5 + a1λ
4 + a2λ

3 + a3λ
2 + a4λ+ a5 = 0. (4.5)

Mivel az ötödfokú karakterisztikus egyenletek gyökeinek meghatározására nem létezik
általános algebrai megoldóképlet, a rendszer stabilitásának analitikus igazolására az 1.24.
Tételt alkalmazzuk. Ez a matematikai módszer a polinom ai együtthatóiból felépített,
az (1.4) egyenletben definiált Hurwitz determinánsok előjelvizsgálatával dönti el, hogy a
sajátértékek valós része szigorúan negatív-e.

A [6] által vizsgált SCIIR-modell dinamikájában az 1.22. Tétel segítségével megmu-
tatható, hogy amennyiben teljesül az R0 > 1 feltétel, a járvány egy endémiás egyensúlyi
állapotba áll be. Ennek az egyensúlyi pontnak a lokális aszimptotikus stabilitását az biz-
tosítja, hogy a hozzá tartozó Jacobi-mátrix karakterisztikus polinomjának együtthatói
maradéktalanul kielégítik a Routh–Hurwitz-kritériumokat.

4.5. Esetvizsgálat

A fejezet ezen részében különböző körülmények között fogjuk vizsgálni a járvány viselke-
dését. Megvizsgáljuk a járványgörbék alakulását. Kiszámítjuk azt is, hogy az egyes ese-
teknél hány fertőzött volt a járvány során összesen, illetve hány fertőzött volt egyszerre
maximum.

Beavatkozási stratégiák összehasonlítása

A 21. ábrán látható szimuláció során az agyhártyagyulladás járványterjedési dinamikáját
vizsgáltuk 180 hónapot, azaz 15 évet felölelő időintervallumon. A modell fókuszában az
IS tünetes fertőzöttek számának időbeli alakulása, valamint a vizsgált időszak alatt meg-
fertőződött egyének összesített számának vizsgálata állt. A szimuláció célja az volt, hogy
egy teljesen fogékony populációban megjelenő fertőző góc hogyan viselkedik természetes
lefolyás esetén, beavatkozás nélkül, illetve hogyan változik a járványgörbe viselkedése egy
kombinált védekezési stratégia alkalmazásakor. A „maximális beavatkozás” forgatókönyve
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a védőoltás, a felvilágosító kampány és a kórházi kezelés egyidejű, magas (80%-os) intenzi-
tású alkalmazását szimulálta. A vizsgálathoz egy S0 = 50000 fős fogékony populációt vet-
tünk alapul, amelybe kezdetben IA = 10000 tünetmentes hordozó jelent meg. A szimuláció
során π = 1000 havi születési rátával és µ = 0,02 természetes halálozási rátával dolgoz-
tunk, a többi paraméter értéke β = 0,88, η = η1 = η2 = 0,5, az α = 0,001 (minden ezredik
hordozó válik fertőzötté) és ρ = 0,3 volt. A természetes gyógyulás ω = 0,1, a betegség
okozta többlethalálozás pedig δ = 0,1 volt. A kontroll változók u1 = u2 = u3 = 0 a beavat-
kozás nélküli esetben, a maximális védekezés esetén pedig egységesen u1 = u2 = u3 = 0,8
értéket vettek fel.

21. ábra. A tünetes agyhártyagyulladásos betegek IS számának alakulása beavatkozással, illetve be-
avatkozás nélküli esetekben

A két szimuláció nagy különbséget mutat a járvány lefolyásában, vizuálisan és szám-
szerűen egyaránt.

Beavatkozás hiányában a kezdeti 10000 hordozó (a populáció 20%-a) miatt a fertőzés
könnyen söpör végig a populáción. A 21. ábrán piros színnel azt az esetet láthatjuk, ha
nem avatkozunk bele semmivel a járvány lefolyásába, míg zöld színnel azt jelöltük, amikor
magas szinten próbáljuk befolyásolni (oltással, szűréssel) a járvány dinamikáját. Mivel az
R0 alap reprodukciós szám jelentősen nagyobb, mint egy, az IS tünetes betegek görbéje
meredek exponenciális növekedésnek indul, és a járvány egy rendkívül magas csúcsértéken
tetőzik (1770 fő). Ez a robbanásszerű terjedés a valóságban az egészségügyi ellátórendszer
azonnali összeomlásához vezetne. A tetőzés után a görbe lassan ereszkedik, de nem éri el a
nullát: a magas π bevándorlási ráta és az immunitás elvesztése miatt a rendszer egy magas
esetszámú endémiás egyensúlyi pontba áll be, vagyis a betegség tartósan jelen marad a
populációban.

A kumulatív esetszámot a (4.2) képlet alapján a tünetes fertőzöttek görbéje alatti
terület kiszámításával kaphatjuk meg.

A 90. hónap végére ez a kumulatív esetszám azt mutatja, hogy több mint 96812 egyed
átesik a fertőzésen.
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Ezzel szemben a maximális beavatkozás megmutatja, hogy miért fontosak a megelőző
kampányok. A 80%-os intenzitású, 90%-os hatékonyságú oltási kampány drasztikusan le
tudja csökkenteni a fogékonyak S számát, a felvilágosító kampány felgyorsítja a hordozók
azonosítását és gyógyulását, míg a kórházi kezelés pedig megrövidíti a tünetes periódust.
Ezek együttes hatására a reprodukciós szám R0 < 1 lesz. A grafikon zöld szaggatott vonala
(amelynek értelmezéséhez másodlagos tengely szükséges) azt bizonyítja, hogy a fertőzés
nem képes járvánnyá fejlődni: a tünetes betegek száma minimális marad, a tetőzés szinte
észrevehetetlen (1 fő), és a kumulatív megbetegedések száma is rendkívül alacsony (3 fő).

A poliszacharid és a konjugált vakcinák modellezése

A következő szimulációk során két eltérő esetet, a klasszikus poliszacharid vakcinák, va-
lamint a konjugált vakcinák hatását vizsgáljuk.

A [3] tanulmány szerint a korábbi évtizedekben alkalmazott poliszacharid vakcinák
hatékonysága mérsékelt volt (0,65 ≤ σ ≤ 0,83). Bár ezek az oltóanyagok egyéni szinten
ideiglenes védelmet nyújtottak az invazív megbetegedés ellen, a legnagyobb hátrányuk az
volt, hogy nem alakítottak ki nyálkahártya-immunitást. Ez azt jelenti, hogy a beoltott
egyének orrgaratjában a baktérium továbbra is megtelepedhetett, így ők tünetmentes
hordozóként továbbra is fenntartották a fertőzési láncot.

Ezzel szemben a modern konjugált vakcinák oltóanyagai nemcsak 90–100% közötti
hatékonysággal (0,9 ≤ σ ≤ 1,0) rendelkeznek a betegség megelőzésében, de gátolják a
hordozóvá válás folyamatát is.

Poliszacharid vakcinával bővített modell

A poliszacharid vakcinák legnagyobb hátránya, hogy nem csökkentik az orrgarati hordo-
zást. Ez azt jelenti, hogy egy beoltott személy védett lehet a tünetes agyhártyagyulladással
szemben, de a baktériumot továbbra is hordozhatja és átadhatja másoknak. Mivel nem
szüntetik meg a tünetmentes hordozói állapotot, ezek a vakcinák képtelenek nyájimmuni-
tást kialakítani. Az immunmemória 3-5 évig tart, emiatt többszöri újraoltás szükséges.

A 22. ábrán látható szimulációban olyan esetet modelleztünk, amikor a populáció 70%-
a rendelkezett egy σ = 0,75 hatékonyságú oltással. Mivel a beoltott egyedek is lehetnek
hordozók, ezért ebben az esetben módosítottuk a modellt. Két új rekeszt vezettünk be: a
vakcináltak csoportját V -vel és a vakcinált hordozók csoportját CV -vel jelöltük:

dS

dt
= π + θR− ΛS − (µ+ σu1)S

dV

dt
= σu1S − ΛV − µV

dC

dt
= ΛS − (µ+ ω + α + ϕu2)C

dCV

dt
= ΛV − (µ+ ω + ϕu2)CV

dIA
dt

= αC − (µ+ ρ+ ϕu2)IA

dIS
dt

= ρIA − (µ+ γu3 + δ)IS

dR

dt
= (ω + ϕu2)C + (ω + ϕu2)CV + ϕu2IA + γu3IS − (µ+ θ)R,

(4.6)
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ahol a Λ értékét az alábbi képlet határozza meg:

Λ =
β(ηC + ηCV + η1IA + η2IS)

N
. (4.7)

A (4.6) egyenletrendszert a [3] forrás segítségével írtuk fel.

A (4.7) képlettel definiált Λ paraméter határozza meg továbbra is, hogy egy adott idő-
pillanatban mekkora valószínűséggel fertőződik meg egy egészséges ember. A C hordozók
és a CV vakcinált hordozók is pontosan ugyanakkora η rátával adhatják tovább a bakté-
riumot, a vakcina nem csökkenti a baktérium ürítését az orrgaratból. A (4.1) egyenletből
töröltük a korábbi (1−σu1) szorzót, hiszen a vakcina védettségét immár nem egy rátával,
hanem a modell szerkezeti felépítésével, rekeszek közötti folyamatokkal modellezzük.

A (4.6) egyenletrendszerben a V vakcináltak csoportjába csak a fogékonyak felől érkez-
hetnek a sikeres oltás hatására σu1 rátával egyedek, illetve a természetes halálozáson (µV )
kívül a −Λ rátával kerülnek ki, akik hordozóvá válnak. A C hordozók és a CV vakcinált
hordozók osztályánál a kiáramlások megegyeznek.

A szimulációban a többi ráta és az osztályok kezdeti létszáma megegyezik a 21. ábrán
bemutatott esettel, csak a σ = 0,75 és a u1 = 0,7 értékeket változtattuk.

22. ábra. A poliszacharid vakcina összehasonlítása a beavatkozás nélküli esettel.

A 22. ábrán jól megfigyelhető, hogy a védőoltás hatására a járvány dinamikája fel-
gyorsul, a 17. hónapban tetőzik, azonban ez a csúcsérték magasabb lesz a 21. ábrán zöld
színnel jelölt szimuláció esetéhez képest. Az egyszerre regisztrált betegek maximális 54
fős száma elmarad a beavatkozás nélküli 156 főtől. A rendszerből a kórokozó nem tűnik
el teljesen, ennek következtében a járvány egy alacsonyabb szintre áll be.

Konjugált vakcinával bővített modell

A [3] cikk alapján a konjugált vakcinák (például a MenAfriVac) legnagyobb előnye a
poliszacharid oltásokkal szemben az, hogy képesek kialakítani a nyájimmunitást. Ez abból
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adódik, hogy a konjugált vakcinák nemcsak a tünetes megbetegedést, hanem az orrgarati
hordozást is megakadályozzák.

A konjugált vakcináknál az újraoltást kortól teszik függővé: 12-15 hónapos csecsemő-
korban javasolják az első oltást, majd később 16 éves korban egyetlen újraoltást ajánlanak,
mivel a fertőzés kockázata a 16-19 éves korosztályban tetőzik. Ennek megfelelően a jelen
modellben a vakcináltak osztályából nem kerülhetnek át egyedek a C hordozók osztá-
lyába, így a 4.5. fejezetben használt CV csoportra nincs szükség. Ennek következtében
modellünk 6 rekeszre csökken.

A konjugált vakcinát is modellező differenciálegyenlet-rendszer a következő:

dS

dt
= π + θR− ΛS − (µ+ σu1)S

dV

dt
= σu1S − µV

dC

dt
= ΛS − (µ+ ω + α + ϕu2)C

dIA
dt

= αC − (µ+ ρ+ ϕu2)IA

dIS
dt

= ρIA − (µ+ γu3 + δ)IS

dR

dt
= (ω + ϕu2)C + ϕu2IA + γu3IS − θR

(4.8)

A Λ értéke egyszerűsödik, mivel a fertőzést továbbadó rekeszeknél már nem szerepel
a CV csoport:

Λ =
β(ηC + η1IA + η2IS)

N

23. ábra. A tünetes betegek és a fogyatékossággal élők számának alakulása beavatkozás nélkül
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A (4.8) rendszernél az S csoport áramlását leíró egyenletben a −σu1S jelentése az,
hogy a populáció u1 aránya be van oltva egy σ hatékonyságú vakcinával. Ezek a személyek
kikerülnek és átlépnek a vakcináltak osztályába, emiatt jelenik meg ez a tag a vakcináltak
változását leíró egyenletben pozitív előjellel.

A 23. ábrán látható szimulációban a konjugált vakcinára jellemző, magasabb paramé-
tereket alkalmaztunk: 70%-os oltottsági lefedettséget (u1 = 0,7) és 95%-os hatékonyságot
(σ = 0,95).

Egyértelműen észrevehető, hogy a konjugált védőoltás hatására a járvány dinamikája
jelentősen megváltozik. A tetőzés hamar bekövetkezik, miközben az egyszerre regisztrált
betegek maximális száma is 41 főre lecsökken, míg ez a szám a beavatkozás nélküli esetben
majdnem eléri a 160 főt. A legfontosabb különbség azonban az, hogy a zöld járványgörbe
a tetőzés után nullához tart. A konjugált vakcina által biztosított nyájimmunitásnak kö-
szönhetően a fertőzés terjedése megszakad, és az R0 reprodukciós szám 1 alá szorul, ami a
járvány teljes elhalásához vezet, szemben a poliszacharid vakcinánál tapasztalt endémiás
egyensúllyal.

Egy kórokozó bekerülése egy kisebb rendszerbe

Ebben a részben megvizsgáljuk, mi történik akkor, ha a kórokozó bekerül egy alacsony lét-
számú populációba. Ez a kisebb populáció a valóságban egy kisebb várost képes szimulálni.
A vizsgálatot beavatkozás nélküli esettel kezdjük: elemezzük, hogy milyen sebességgel és
milyen intenzitással képes kitörni a járvány. Ezek után megvizsgáljuk a konjugált oltás
hatását is ebben a szituációban.

Fogyatékossági osztállyal kiegészített modell

A fogyatékossági osztállyal kiegészített modellnél bevezetünk egy új osztályt – az F fo-
gyatékossággal élőket – ahová a fertőzöttek 20%-a kerül át. Jelölje ψ > 0 azt a rátát,
amellyel az IS tünetes fertőzöttek az F fogyatékossággal élők csoportjába kerülnek. En-
nek megfelelően az IS egyenletében a −ψIS tag kiáramlásként jelenik meg, míg az F
osztály egyenletében ugyanez a folyamat +ψIS beáramlásként szerepel.

Bevezetjük továbbá a 15%-os halálozási rátát a betegeknél δ = 0,15 paraméterrel. A
maradék 65% kerül a gyógyultak osztályába γnat = 0,65 paraméterrel.

A (4.2) egyenletrendszer a következőképpen módosul az új körülményeknek köszönhe-
tően:

dS

dt
= π + θR− β(1− σu1(t))S(ηC + η1IA + η2IS)

N
− (µ+ σu1(t))S

dC

dt
=
β(1− σu1(t))S(ηC + η1IA + η2IS)

N
− (µ+ ω + α+ ϕu2(t))C

dIA
dt

= αC − (µ+ ρ+ ϕu2(t))IA

dIS
dt

= ρIA − (µ+ δ + ψ + γnat)IS

dR

dt
= σu1(t)S + (ω + ϕu2(t))C + ϕu2(t)IA + γnatu3(t)IS − θR

dF

dt
= ψIS − µF

(4.9)
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Beavatkozás nélkül

A 24. ábrán látható szimulációban egy 10 000 fős populációt modelleztünk 1 darab kezdeti
hordozóval. Egy 150 hónapos időtávot vizsgáltunk, beavatkozás nélkül. A π = 200 volt
jelen esetben.

Jól megfigyelhető a késleltetett járványkezdet: az első 20 hónapban a megbetegedések
száma minimális, amely idő alatt a tünetmentes hordozók száma növekedni tud anélkül,
hogy ezt észlelni lehetne. A megbetegedések száma a 41. hónapban 8 főnél éri el a csúcs-
pontját. A korábbi beavatkozás nélküli esetekben is már láttuk, hogy a kórokozó nem
tűnik el a populációból, hanem egy stabil, 7-8 fő körüli endémiás egyensúlyi szintre áll
be. A vizsgált időszakban összesen 459 ember kapja el a súlyos, tünetes fertőzést, 65 fő
veszíti életét agyhártyagyulladás következtében, valamint összesen 91 személy életre szóló
fogyatékossággal kénytelen leélni hátralévő életét.

A modell igazolja, hogy megfelelő védőoltási programok hiányában az agyhártyagyul-
ladás terhe nemcsak megbetegedésekben és halálesetekben mérhető, hanem a tartós egész-
ségügyi ellátásra szoruló túlélők számának felhalmozódásában is.

24. ábra. A konjugált vakcina összehasonlítása a beavatkozás nélküli esettel

Vakcina hatása

Vizsgáljuk meg ugyanezt a szituációt úgy, hogy a 4.5. fejezetben tárgyalt konjugált vakcina
hatásait is belevesszük a modellbe. A (4.9) egyenletrendszerhez vegyük hozzá a vakcinált
csoportot leíró differenciálegyenletet is, amely a következő:

dV

dt
= σu1S − µV

A szimuláció során a kórokozó terjedése szinte azonnal megszakadt, mivel a beoltott
egyének védettek a hordozóvá válással szemben, az egyetlen fertőző forrás nem talált
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elegendő fogékony személyt a populációban ahhoz, hogy a járványt fenntartsa. Ennek
eredményeként az aktív tünetes betegek száma a teljes megfigyelési időszak alatt biológiai
értelemben nulla maradt (a modell is csupán a nullához konvergáló, rendkívül apró, 10−5

nagyságrendű elméleti értékeket generált). Matematikai nyelven ez azt jelenti, hogy a 70%-
os konjugált vakcinációs lefedettség az R0 reprodukciós számot tartósan 1 alá szorította.
A járvány kitörése így lehetetlenné vált, ami megvédte a társadalom beoltatlan, fogékony
30%-át is.

Összegzés

A szimulációk során kapott eredmények erősen különböznek. A modell azt bizonyítja, hogy
a konjugált vakcinák alkalmazása nem pusztán az egyedek egyéni védelmének az eszköze,
hanem a leghatékonyabb népegészségügyi beavatkozás. A vakcina jelentősen csökkenti a
megbetegedések számát, így képes a teljes populációt megmenteni.

Szezonalitás figyelembevétele

A 25. ábrán látható szimuláció egy 15 éves időtávon vizsgálja az agyhártyagyulladást
az előző szimulációkhoz hasonlóan egy 10 000 fős populáción. A szimuláció célja, hogy
értelmezni tudjuk a kórokozó szezonális viselkedését beavatkozás nélküli, illetve az oltással
való beavatkozás esetében is. Ezt a szezonális tulajdonságot a (3.1)-ben megadott időben
változó β(t) periódikus rátával szimuláltuk:

0,616 < β(t) < 1,144. (4.10)

A többi járványtani paraméter megegyezik a korábbi szimulációk értékeivel.
A szimulációk során a következő differenciálegyenlet-rendszerrel dolgozunk:

dS

dt
= π + θR− ΛS − (µ+ σu1)S

dV

dt
= σu1S − µV

dC

dt
= ΛS − (µ+ ω + α)C

dIA
dt

= αC − (µ+ ρ)IA

dIS
dt

= ρIA − (µ+ δ + ψ + γnat)IS

dR

dt
= ωC + γnatIS − (µ+ θ)R

dF

dt
= ψIS − µF

(4.11)

A beavatkozás nélküli esetben kezdetkor az alábbi módon van felosztva a populáció:

(S0, V0, C0, IA0 , IS0 , R0, F0) = (8000, 0, 2000, 0, 0, 0, 0).

A piros görbén azt figyelhetjük meg, hogy beavatkozás hiányában a 2000 hordozó
azonnali exponenciális növekedésnek indítja a járványt. A járvány 8 fertőzött egyénen te-
tőzik, utána pedig a szezonálisan megugró β(t) rátának köszönhetően évenként visszatérő
endémiás csúcsok lesznek. A vizsgált időszak alatt összesen 655 fő betegedik meg. Amikor
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a feltételek a kórokozónak kedvezővé válnak, akkor újra és újra megemelik a fertőzöttek
számát.

25. ábra. A konjugált vakcina összehasonlítása a beavatkozás nélküli esettel szezonális tulajdonság
figyelembevételével
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Ezek után futtattuk az egyenletrendszert más kezdőértékekkel is:

(S0, V0, C0, IA0 , IS0 , R0, F0) = (3000, 5000, 2000, 0, 0, 0, 0).

Bár a rendszer a vakcinált esetben is 2000 hordozóval indul, a 25. ábrán jól megfi-
gyelhető, hogy a zöld görbe eltér az előző esetben látott piros görbétől. A járvány ebben
az esetben is exponenciális növekedésnek indul, azonban nagyjából fél év alatt egy ala-
csonyabb értéken tetőzik és egyszerre legfeljebb 2 megbetegedett eset van, szemben a
beavatkozás nélküli esettel. A lényeges eltérést azonban a csúcsérték elérését követően
figyelhetjük meg: a vakcináltak osztálya megakadályozza a kórokozó szezonális visszaté-
rését. Láthatjuk, hogy a konjugált vakcináció képes stabilizálni a rendszert, elkerülve így
a járvány periódikus visszatérését. A szimuláció során összesen 20 fertőzöttet regisztrált
a rendszer.

4.6. Kvantitatív összehasonlítás

A 4. fejezetben bemutatott szimulációk eredményeit a 4. táblázatban számszerűsítjük a ko-
rábbi fejezetekhez hasonló módon. Ez az elemzés megmutatja, hogyan hatnak a különböző
beavatkozási stratégiák a Neisseria meningitidis okozta agyhártyagyulladás terjedési di-
namikájára. A 4. táblázat a tünetes fertőzöttek maximális számát (ISmax), a tetőzés idejét
(tmax), valamint a vizsgált időszak alatt regisztrált összes megbetegedést (ÎS(T )) foglalja
össze.

4. táblázat. Az agyhártyagyulladás terjedési modelljének kvantitatív összehasonlítása
Modell Esetek ISmax tmax ÎS(T )

SCIIR (50 000 fő) Nincs beavatkozás 5219 fő 26. hónap 96812 fő
SCIIR (50 000 fő) Maximális beavatkozás 1 fő 2. hónap 3 fő
SCIIR (50 000 fő) Poliszacharid vakcina 54 fő 17. hónap 81949 fő
SCIIR (50 000 fő) Konjugált vakcina 41 fő 13. hónap 78586 fő
SCIIR (10 000 fő) Kisebb populáció beavatkozás nélkül 8 fő 41. hónap 459 fő
SCIIR (10 000 fő) Kisebb populáció konjugált vakcinával 0 fő - 0 fő
SCIIR (10 000 fő) Szezonalitás beavatkozás nélkül 8 fő 1,4. év 655 fő
SCIIR (10 000 fő) Szezonalitás konjugált vakcinával 2 fő 0,6. év 20 fő

Az 50 000 fős alapeseteket vizsgálva szembetűnő a beavatkozás hiánya és a maximális
védekezés közötti extrém különbség. Védekezés nélkül a kezdeti 10 000 hordozó miatt a
járvány meredek exponenciális növekedésbe kezd. A rendszer egy rendkívül magas, 5219
fős csúcsértéken tetőzik, ami a valóságban az egészségügyi ellátórendszer azonnali össze-
omlását eredményezné. A maximális beavatkozás (oltás, szűrés és kórházi kezelés egyidejű
alkalmazása) az alap reprodukciós számot R0 < 1 értékre szorítja, így a járvány biológiai
értelemben ki sem tud törni. Ekkor a tetőzés mindössze 1 fő, a kumulatív esetszám pedig
radikálisan alacsony, csupán 3 fő lesz.

A vakcinák összehasonlítása azt mutatta meg, hogy míg a poliszacharid vakcinák nem
gátolják az orrgarati hordozást, addig a konjugált vakcinák nemcsak a tünetes megbete-
gedést, de a hordozóvá válást is megakadályozzák.
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A kisebb, 10 000 fős populáció (például egy kisváros) modellezése rávilágít a betegség
hosszan elnyúló, rejtett veszélyeire. Beavatkozás nélkül az első 20 hónapban a járvány
szinte láthatatlanul terjed a tünetmentes hordozók között. Bár az egyszerre regisztrált
aktív betegek száma csupán 8 főnél tetőzik, a kórokozó jelenléte miatt 150 hónap alatt
összesen 459 ember fertőződik meg. Ugyanebben a környezetben a konjugált vakcina hasz-
nálata megszakítja a fertőzési láncot: az R0 reprodukciós szám 1 alá szorulásával az aktív
tünetes betegek száma nulla marad.

A szezonalitás bevezetése megmutatja a kórokozó időszakosan visszatérő, hullámzó vi-
selkedését. Oltás hiányában az esetszám 8 főn tetőzik, majd évről évre újabb csúcsokat
hoz létre, a vizsgált 15 év alatt összesen 655 megbetegedést okozva. Amikor a modellbe
beépítjük a konjugált vakcinát, akkor az első hónapokban megfigyelhető egy minimális
(maximum 2 fős) megbetegedési csúcs, de a vakcinált réteg megakadályozza a vírus szezo-
nális visszatérését. A rendszer stabilizálódik, és a teljes vizsgált időszak alatt az esetszám
összesen 20 főre korlátozódik.
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Függelék

Ebben a függelékben a dolgozatban szereplő numerikus szimulációk közül az SIR-modell
megoldásához használt Python-kód teljes változatát közöljük. A kód az SIR-modell közön-
séges differenciálegyenlet-rendszerét numerikusan oldja meg, majd kiszámítja a fertőzöt-
tek maximális számát, a járványcsúcs idejét, valamint a fertőzöttek idő szerinti összesített
értékét.

1 import numpy as np
2 import matplotlib.pyplot as plt
3 from scipy.integrate import odeint
4 from scipy.integrate import trapezoid
5

6

7

8 N = 10000
9 I0 = 10

10 R0 = 0
11 S0 = N - I0 - R0
12 t = np.linspace(0, 160, 1000)
13

14

15 # Paraméterfüggvények
16 # Fertőzési ráta
17 def beta_func(t):
18 """
19

20 A konstans esetben a béta paraméter nem függ az időtől.
21 Időfüggő vizsgálatoknál ez a függvény módosítható például
22 szezonális hatás vagy beavatkozás figyelembevételével.
23 """
24 return 0.30
25

26 # Gyógyulási ráta.
27 def gamma_func(t):
28 """
29 A konstans esetben a gamma paraméter nem függ az időtől.
30 """
31 return 0.10
32

33 # Oltási ráta.
34 def nu_func(t):
35 """
36 Ha nincs oltási beavatkozás, akkor az értéke nulla.
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37 """
38 return 0.00
39

40 # Az SIR -modell jobb oldala.
41 def sir_model(y, t, beta_func , gamma_func , nu_func):
42 """
43

44 y = [S, I, R], ahol
45 S: fogékonyak száma,
46 I: fertőzöttek száma,
47 R: gyógyultak száma.
48 """
49 S, I, R = y
50

51 beta = beta_func(t)
52 gamma = gamma_func(t)
53 nu = nu_func(t)
54

55 dSdt = -beta * S * I / N - nu * S
56 dIdt = beta * S * I / N - gamma * I
57 dRdt = gamma * I + nu * S
58

59 return [dSdt , dIdt , dRdt]
60

61

62 # A differenciálegyenlet -rendszer numerikus megoldása
63 solution = odeint(
64 sir_model ,
65 [S0 , I0, R0],
66 t,
67 args=(beta_func , gamma_func , nu_func)
68 )
69

70 S, I, R = solution.T
71

72

73 # A járványcsúcs és az összesített fertőzöttség meghatározása
74 i_max_index = np.argmax(I)
75 t_max = t[i_max_index]
76 i_max = I[i_max_index]
77 total_area = trapezoid(I, t)
78

79

80 print(f"A fertőzöttek maximális száma: {i_max :.2f} fő")
81 print(f"A járványcsúcs ideje: {t_max :.2f} nap")
82 print(f"A fertőzöttek görbe alatti területe: {total_area :.2f}")
83

84

85 # Ábra készítése
86 plt.figure(figsize =(10, 6))
87
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88 plt.plot(t, S, label="Fogékonyak (S)")
89 plt.plot(t, I, label="Fertőzöttek (I)")
90 plt.plot(t, R, label="Gyógyultak (R)")
91

92 plt.axvline(
93 x=t_max ,
94 linestyle="--",
95 label=f"Járványcsúcs: {t_max :.1f}. nap"
96 )
97

98 plt.xlabel("Idő")
99 plt.ylabel("Egyének száma")

100 plt.title("Az SIR -modell numerikus megoldása")
101 plt.legend ()
102 plt.grid(True)
103 plt.tight_layout ()
104 plt.show()

60



Összefoglalás

A szakdolgozat során a biológiai folyamatokat közönséges differenciálegyenlet-
rendszerekké alakítottuk át, ami lehetővé tette a járványügyi jelenségek elemzését.

A klasszikus járványterjedési modellek elemzése során egyértelművé vált az alap re-
produkciós szám szerepe. A vizsgálatok során a SIR-modell esetében láthattuk, hogy a
járvány a fogékony populáció kiürülése miatt lecseng, a különböző esetek azt a folyamatot
gyorsítani vagy lassítani tudták. A SIS-modell elemzése rámutatott az immunitás fontos-
ságára. Ha a populáció nem tud nyájimmunitást elérni, akkor a járvány jelen tud maradni.
A SEIR-modell vizsgálata pedig rávilágított a lappangási idő kulcsfontos késleltetési sze-
repére.

A paramétervizsgálatok során nemcsak konstans rátákkal foglalkoztunk, hiszen a va-
lóságban ezeket a paramétereket is valamilyen függvény segítségével tudjuk modellezni.
A szezonalitás bevezetése periodikus hullámzást eredményezett, míg a logisztikus oltási
kampányok és a hirtelen javuló gyógyulási ráták hatékony eszköznek bizonyultak a jár-
ványcsúcsok elfojtásában.

Az utolsó fejezetben a Neisseria meningitidis baktérium terjedését modelleztük. Az
SCIIR-modell segítségével külön rekeszekre bontottuk fel a hordozók, valamint a tünetes és
tünetmentes fertőzötteket is, ezzel továbbfinomítva a modellt. A szimulációs eredmények
bizonyították a konjugált vakcinák hatékonyságát a poliszacharid oltásokkal szemben: a
modern vakcinák nem csupán az egyént védik meg, hanem az orrgarati hordozás gátlásával
nyájimmunitást hoznak létre, amely képes a kórokozót teljesen kiszorítani a populációból.

A dolgozat matematikai számításainak központi célja annak meghatározása volt, hogy
az egyes járványterjedési modellekben milyen feltételek mellett marad stabil a betegség-
mentes állapot, illetve mikor alakulhat ki tartós járvány. Ehhez minden modell esetében
meghatároztuk az egyensúlyi helyzeteket, majd a Jacobi-mátrixok, illetve az R0 alap
reprodukciós szám segítségével vizsgáltuk azok stabilitását. Az R0 értéke végig fontos
paraméterként jelent meg: ha R0 < 1, akkor a fertőzés nem képes fennmaradni a po-
pulációban, míg R0 > 1 esetén a betegségmentes állapot instabillá válik, és a járvány
terjedésnek indulhat.

A dolgozat igazolta, hogy a matematikai modellezés a modern népegészségügy elenged-
hetetlen eszköze, amely segíti a járványügyi beavatkozások hatékonyságát optimalizálni.
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Mesterséges intelligencia használata a
szakdolgozatban

Alulírott Major Bulcsú nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészítése során az alább
felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI-alapú eszközöket alkalmaztam:

Feladat Felhasznált eszköz Felhasználás helye Megjegyzés

Irodalomkeresés Gemini Pro 3.1 1. és 4. fejezet

Ábra- és kódkészítés Gemini Pro 3.1 2., 3. és 4. fejezet Python kód
generálás

Nyelvhelyesség
ellenőrzése

GPT-5.5 Thinking Teljes dolgozat

A felsoroltakon túl más MI-alapú eszközt nem használtam.
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