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Koszonetnyilvanitas

Eziton szeretném kifejezni koszonetemet témavezetémnek, Dr. Csomods Petra tanédrnének,
aki a dolgozat elkészitése soran részletesen segitett a hibak javitasaban, valamint hasznos
tanédcsaival és észrevételeivel hozzajarult a szakdolgozat végleges formajanak kialakitasa-
hoz. Koszonettel tartozom csaldadomnak is a tamogatasukért, tiirelmiikért és biztatasukért,
amely végigkisért tanulmanyaim és a dolgozat elkészitése soran.



Bevezetés

Egy jarvany kitorése az életlinket negativan befolyasold egyik legfontosabb tényezs. Az
ezt okozo bioldgiai és tarsadalmi folyamatoknak a megértése, valamint a megfelels egész-
ségligyi beavatkozasok megtervezése ma mar elképzelhetetlen a matematikai modellezés
nélkiil. A jarvanyterjedések modellezése elengedhetetlen a megfelels stratégiak kialakitasa
és optimalis hasznalata érdekében.

A szakdolgozat célja a fert6z6 betegségek terjedésének modellezése kozonséges differen-
cidlegyenletek alkalmazéasaval, egészen az alapveté konstrukcioktol indulva az Osszetett,
idofliges ratakat és beavatkozésokat is tartalmazo esetvizsgalatokig. A dolgozat soran
matematikailag elemezziik a rendszerek egyenstilyi helyzeteit, ezek stabilitasat, valamint
az alap reprodukcios szam meghatarozasat is tanulmanyozzuk, majd alkalmazzuk is egy
konkrét betegség esetében.

A dolgozat négy {6 fejezetbdl épiil fel. Az els6 fejezet a sziikséges matematikai
alapfogalmakat, a differencidlegyenlet-rendszerek stabilitaselméletét és a Routh-Hurwitz-
kritériumot vezeti be; ezek adjéik a késébbi modellek matematikai hatterét.

A masodik fejezetben bemutatjuk és elemezziik a klasszikus jarvanyterjedési modelle-
ket. Itt definidljuk a populacié egyes csoportjait, és felirjuk a koztiik 1évd folyamatokat
leir6 egyenleteket.

A harmadik fejezet a modellek viselkedését elemzi kiilonb6z6 esetvizsgalatokon ke-
resztiil specifikus, valamint id6fliggd paraméterek bevezetésével. Szimulaciokon keresztiil
vizsgaljuk meg a szezonalitas, a telit6ds oltasi ratak és a hirtelen javuld gyogyulasi esé-
lyek egyiittes hatasait, bemutatva, hogy ezek a tényez&k miképp befolyasoljak a jarvanyok
lefolyasat.

A negyedik fejezetben a dolgozat korabbi részeiben targyaltak alapjan, egy konkrét
Osszetett modellt épitiink fel a Neisseria meningitidis baktérium altal okozott agyhar-
tyagyulladas vizsgélatara. A modellezés és a szimulaciok eredményei megmutatjak, hogy
az optimélis oltasi stratégia elsGdlegesen nem egyéni védekezés, hanem a leghatékonyabb
eszkoz a jarvany teljes elfojtasara.



1. fejezet

Kozonséges differencialegyenletek

Ezen fejezetben a dolgozatban hasznalt definiciokat, allitdsokat és tételeket vezetjiik be
az [2| és a 7] forrasok felhasznalasaval.

Az Osszetett jarvanyterjedési folyamatok lefrasa soran gyakran nem elegendé egyetlen
mennyiség idébeli valtozasat vizsgalni. Ilyen esetekben tobb, egymassal kélcsénhatésban
allo mennyiség egyideji valtozésat kell leirnunk, ami a differencidlegyenletek altalanosi-
tasat, azaz a vektorértéki ismeretlen fiiggvényre vonatkozo differencidlegyenletek beveze-
tését teszi sziikségessé.

Jelen fejezetben definidljuk az altalanos, d-dimenziés els6rendd kozonséges
differencialegyenlet-rendszerre vonatkozo kezdetiérték-problémat.

Legyen d € N, I C R nyilt intervallum, T C I x RY tartomany és f: T — R?
adott folytonos fiiggvény. Valamely tq € I és zp € R? adott értékek mellett tekint-
siik az x: I — R? folytonosan differencialhaté ismeretlen fiiggvényre vonatkozé alabbi

kezdetiérték-feladatot:
7' (t) = f(t,z(t)), tel
I(to) = 29

ahol ty € I a megfigyelés kezdeti id6pontja, o € R? pedig a rendszer ismert kezdeti
allapota oly modon, hogy (o, x¢) € T

(1.1)

1.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az z: I — R? fiiggvény az (1.1) kezdetiérték-feladat
megoldésa, ha teljesiti az alabbiakat:

(i) x folytonosan differencialhat6 az I intervallumon,

(i) {(t,z(t):tel} CT,

)
(iii) 2/(t) = f(t,x(t)) minden ¢t € I esetén,
(IV) .’L’(to) = Xyp-

1.2. Definici6é. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény a masodik valtozdjaban kielégiti a
Lipschitz-feltételt a D C R™ tartomanyon (azaz lokalisan Lipschitz-folytonos), ha létezik
olyan L > 0 Lipschitz-konstans, hogy minden (¢, x1), (¢, 22) € D esetén:

|f(t, 1) — f(t,22)] < L|zy — 73] (1.2)

1.3. Tétel. (Picard-Lindeldf): Legyen T C R x R? tartomdny. Ha az f : T — R?
figguény:
(i) folytonos a T tartomdnyon, valamint

(i) lokdlisan Lipschitz-folytonos a mdsodik vdltozdjdban,
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akkor a (to,zo) € T ponton dtmend kezdetiérték-problémdnak létezik pontosan egy megol-
ddsa a ty eqy kornyezetében.

Mivel az (1.2) Lipschitz-feltétel kozvetlen ellenérzése sokszor nehéz, a gyakorlatban
egy erdsebb, de kénnyebben vizsgalhato feltételt hasznalunk:

1.4. Tétel. Ha az f(t,x) figgvény parcidlis derivdltjai az x vdltozé koordindtdi szerint
léteznek és folytonosak a T tartomdnyon, akkor f lokdlisan Lipschitz-tulajdonsagii.

1.5. Allitas. Legyenek x(t) és y(t) differencidlhatd fiigguények egy adott I intervallumon,
és tegyiik fel, hogy az x(t) figgvény lokdlisan invertdlhato, tovdbbd a derivdltja z'(t) # 0
minden t € I esetén. Ekkor az (x(t),y(t)) egyenletrendszerrel megadott gorbét leiré Y(x)
fiigguény szintén differencidlhato, és a derivdltja:

y'(t)
'(t)
1.6. Bizonyitas. Mivel a feltételek szerint z(¢) lokalisan invertalhato és 2/(t) # 0, létezik

a lokalis inverz fiiggvénye, a t = x~!(z), amely szintén differencidlhato. Az inverz fiiggvény
derivélasi szabélya alapjan felirhato:

V(x) =

NNV 1 1
@I @) T e

c stz

bels6 fiiggvények kompozicidjaként, azaz Y = yo x~1:

Y(x) = y(z7!(2)).
Alkalmazzuk a kompoziciofiiggvényre vonatkozo derivalési szabalyt:

Y'(z) =y (@ (2) (@) (2).
Majd helyettesitsiik be az inverz fiiggvény korabban kiszamolt derivéltjat a képletbe:

VRN SR '4 )
V() =y (z7" (v)) (x(z)  2(t)

Ezzel a tételben megfogalmazott allitast belattuk.

1.7. Megjegyzés. A dolgozat késébbi fejezeteiben adott S(t), I(t) fliggvények esetében
fogjuk kereseni az (S(t), I(t)) gorbét leiro Y(S) figgvényt:

Y=Io0S"!
V(S)=(ToS)(S)=1(5""(9))
t

V'(S) = a fentiek alapjan =

Az )'(S) fuggvényt szoktuk g—é—ként frni.
1.8. Definici6. Azt mondjuk, hogy az (1.1) szeparabilis differencidlegyenlet, ha
a'(t) = fu(t) - fa(x(1)),

ahol f; : I — R és fy : R — R folytonosak, valamint fs # 0. Ennek megoldasa megkaphaté
a f%d:v = [ fi(t)dt képlettel.



1.9. Definicié. Az (1.1) differencidlegyenlet elss integralja egy folytonosan differencial-
hato, nem konstans U : D — R fliggvény a D tartoméanyon, ha az U fliggvény a rendszer
minden megoldasa mentén allandé marad. Ez azt jelenti, hogy a rendszer egy tetszéleges
z(t) megoldasén a derivaltra teljesiil a LU (z(t)) = 0 dsszefiiggés.

1.10. Definicié. Az (1.1) iddben alland6 z* € M C R™ megoldasat egyenstlyi pontnak
nevezziik. Azt mondjuk, hogy az x* € M egyensiilyi pont

(i) stabil, ha minden € >0 36 > 0: ha |zo — 2*| < ¢, akkor |z(t) —a*| <e Vte I
(ii) instabil, ha nem stabil
(iii) aszimptotikusan stabil, ha stabil és limy;_,o z(t) = 2*, azaz ha 30 > 0:

ha |zo — x*| < 6, akkor limy_, |2(t) —2*| = 0.
1.11. Megjegyzés. Az x* € R™ pontosan akkor egyensulyi pont, ha f(z*) = 0.

1.12. Allitas. Jeldlje A := f'(x*) € R™™ sajdtértékeinek halmazdt: o(A). Ekkor az
x* € M egyensulyi pont:
(i) stabil, ha YA € o(A) : Re(A\) <0
(i) instabil, ha 3N € o(A) : Re(A) >0
(ii1) aszimptotikusan stabil, ha Y\ € o(A) : Re(\) < 0.

és Re(\) = 0 esetén \ egyszeres sajdtérték

1.13. Definici6é. Egy A négyzetes matrix spektrilsugara az a nemnegativ valos szam,

amely megegyezik a matrix sajatértékei abszolut értékeinek maximumaval. Ha a matrix

sajatértékeit rendre a A\j, g, ..., A\, € C szamok adjak, akkor a p(A) spektralsugérra:
p(A) = max |l

1.14. Definici6. A jarvanymodell egy olyan (1.1) alaka kozonséges differencialegyenlet-

rendszer, amely egy fert6z6 betegség terjedésének idébeli valtozéasat irja le. A vizsgélt

populéciot csoportokra (vagy rekeszekre) osztja fel (példaul fogékony, fertézd, felépiilt).

sz 0z

fiiggvény irja le:

= (z1,...,2,)".
1.15. Definici6. Legyen Z C NT |Z| = m > 0 egy jarvanymodell fert6z6 rekeszeihez
tartozo indexhalmaz. A jarvany azon t > 0 idépontban van jelen a populaciéban, amire
teljesiil az, hogy

z(t) >0 VieZ,

azaz x; szigorian monoton novekvs fiiggvény.

1.16. Megjegyzés. Késébbi esetekben latjuk majd, hogy bizonyos modelleknél nemcsak
a fertézottek rekesze fertéz, lehetnek hordozo vagy lappangd csoportok is, amelyek nem
tudjék, hogy képesek megfertézni masokat, mivel rajtuk nem jelentek meg a tiinetek.
Ezért fontos, ha barmely fert6z6 rekeszhez tartozo ismeretlen fliggvény derivaltja a ¢t > 0
id6pontban meghaladja a 0 értéket, akkor a jarvany jelen van a populacioban.

1.17. Definicid. Legyen z* € R" egy jarvanymodell egyensilyi pontja. Ezt az egyenstlyi
pontot betegségmentes egyenstilyi pontnak nevezziik, ha az 6sszes fert6z6 rekeszhez
tartoz6 koordinata nulla.



1.18. Megjegyzés. Betegségmentes egyensilyi pontokat két kiilonb6zd esetre bonthat-
juk:
(i) pre-epidemic: a fertézhetd rekeszeknek megfelel§ koordinéatéak Gsszege kevesebb, mint
a teljes populécioé szama (azaz ebben az esetben még nem zajlott le a betegség).

(ii) post-epidemic: a fertézhets rekeszeknek megfelels koordinatak Osszege megegyezik
a teljes populécio szamaval (azaz ekkor mar lezajlott a betegség).

1.19. Definicié. Vegyiink egy n rekeszbdl allo jarvanymodellt, ahol @ = (z1,...,2,)7
jeloli az egyes rekeszek populaciojat. Legyen Z C NT |Z| = m > 0 a fert6z6 rekeszekhez
tartoz6 indexhalmaz. Ekkor a jarvanymodellhez tartozoé rendszert az aldbbi formaban
irjuk fel:

d.fCi
dt

ahol F;(z) az tjonnan megjelend fertézések ereje az i-edik rekeszben, V;(x) pedig minden
egyéb valtozés ereje.

= Fi(z) = Vi(x) i€eZ, (1.3)

1.20. Definicié. Legyen xj egy jarvanymodell betegségmentes egyensilyi pontja, és je-
16lje
F=A{F,..Fn}: I =>R"

V={V,. . Vnt: I >R"

Az F,V € R™™ matrixokat az z§ pontban kiértékelt derivaltakként (Jacobi-méatrixok)
definialjuk:
F=F(x5) ¢s V =V ().
Ekkor az alap Ro > 0 reprodukcios szamot pedig az F'V ! szorzatmatrix spektralsugara-
ként definialjuk:
Ro = p(FV1).

1.21. Megjegyzés. Az F csoportjaba csak és kizarolag azok a folyamatok keriilnek,
amikor egy fogékony egyén megfert6z6dik és belép valamelyik fert6zott rekeszbe. A ha-
lalozésok, gyogyulasok, és a fert6zott rekeszek kozotti belsé mozgasok a V' csoportba
keriilnek.

1.22. Tétel. Ha az 1.20. Definicicban szerepld F; és V; fiigguények teljesitenek bizonyos
bioldgiailag ésszertd alapfeltételeket, akkor a betegségmentes xj egyensilyi pont

(i) aszimptotikusan stabil, ha Ry < 1
(i1) instabil, ha Ry > 1.

1.23. Megjegyzés. Az 1.22. Tételben hivatkozott biologiai alapfeltételeket a [7] publi-
kacio részletezi.

1.24. Tétel. (Routh-Hurwitz) Valamely a; € R(i = 1,...,n) és ag > 0 mellett jelolje
P(A) = ao\" + N+ an A+ a.
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Ekkor a P(A) = 0 egyenlet dsszes \; (i = 1,...,n) gydkére Re \; < 0 pontosan akkor
teljestil, ha a P polinom egyiitthatoibol képzett osszes

ay az as ... Aagk—1
apg a2 QA4 ... QA9k—2
0 ay az ... Qa2k-3
D=0 ay ay ... aya >0 (k=12 (1.4)
0 0 0 ... a

un. Hurwitz-determindns szigorian pozitiv, azaz
A >0, (k=1,..,n).

1.25. Kovetkezmény. Valamely A € R™™ mdtriz esetén az z'(t) = Ax(t)
differencidlegyenlet-rendszer x* = 0 € R" egyensily: pontja pontosan akkor aszimptoti-
kusan stabil, ha a P(\) = det(A — AE) polinom egyiitthatdibol képzett dsszes Hurwitz-
determindnsra teljesil, hogy Ay >0 (k=1,...,n).

Bizonyitas: Az 1.12./ (iii) Definici6 alapjan teljesiilnie kell, hogy Re A; < 0 minden
Ai € 0(A) esetén. Mivel a \; sajatértékek éppen a P(\) = det(A — AE) = 0 egyenlet
gyokei, az 1.24. Tételbdl kdvetkezik az allitas.

1.26. Megjegyzés. A jarvanymodellekben leggyakrabban hasznélt alacsonyabb fokszé-
mok esetén az aszimptotikus stabilitas sziikséges és elégséges feltételei a kovetkezsk:

e n=2esetén: a; > 0és ay >0,
e n = 3 esetén: a; > 0,a3 > 0, valamint a;as > as,

e n =4 esetén: a; > 0,a3 > 0,a4 > 0, valamint ajasas > a§ + a%a4.



2. fejezet

Jarvanyterjedési modellek

Ezen fejezet célja az altalanos jarvanyterjedési modellek szerkezeti felépitésének és ma-
tematikai hatterének ismertetése, valamint az egyes egyenletek és paraméterek pontos
értelmezése. A fejezetben 1évé modelleket és azok tulajdonsagait a [10], a 9], az [1], a [4],
az [5] és a [8] forrasok alapjan mutatjuk be.

2.1. SIR-modell

Az SIR-modell a jarvanyterjedés modellezésében alkalmazott alapveté modell, mellyel
elemezni lehet a populacio Osszetételbeli alakulasat konstans vagy idéfiiggs paraméterek
segitségével. A modell a kozonséges differencidlegyenlet-rendszereken alapul, amelyek a
populacié egyes csoportjai kozotti aramlast irjak le.

A modell alapja

Az 1. abran lathato, hogy a modell a populéciot harom részre osztja. Az egyik osztaly a
fogékonyak csoportja (S - Susceptible), akik még nem kapték el a betegséget. A fert&zsk (1
- Infectious) rekesze azokat tartalmazza, akik betegek és tovabbadhatjak a fert&zést, mig
a gyogyultak (R - Recovered) azok, akik mar atestek a betegségen, immunitést szereztek.

A modellben feltételezziik a végleges immunitas kialakulasat, amely értelmében a gyo-
gyult egyének nem valnak ismételten fogékonnya. Az SIR-modell képes Gsszetett jarvany-
tigyi helyzeteket egyszeri paramétereken keresztiil leirni: ezek a g > 0 fert6zési rata,
amely a fogékony és a fert6z6 egyének kozotti érintkezési ardnyt képviseli, valamint a
v > 0 gyogyulasi rata, amely a fert6z6 egyének felépiilésének gyorsasagat irja le.

S i I ! R
L= )

1. abra. Az SIR-modell rekeszei és a koztiik 1évs folyamatok




A modell felirasa

A klasszikus SIR-modellt kozonséges differencialegyenlet-rendszerként fejezziik ki, amely
az egyes osztalyokban bekdvetkezs valtozasi sebességet irja le az id6 fliggvényében. Jelolje
S, I,R : R — R} rendre a fertézhetd, a fert6zott és a gyoégyult populdcié méretét egy
bizonyos idében megad¢ fiiggvényeket. Jeldlje tovabba N = S + [ + R a populécio teljes
méretét. Ez altalanos esetben fiigg az id6tsl, de latni fogjuk, hogy a SIR-modell esetén
allando.

A fogékonyak csoportjanak létszama csak csokkenhet, ahogy az egyének megfert6z6d-
nek. Ennek sebességét a fert6zékkel valo talalkozasok hatarozzak meg. Egyetlen fogékony
egyén t idépontban egy véletlenszertien kivalasztott emberrel talalkozva % valoszintiséggel
fut ossze egy fertézével. Egyetlen fogékony egyén idGegységenként [ - % valoszintiséggel
fert6z6dik meg. Mivel Gsszesen S szamiu fogékony egyén van, a teljes csoportbol kilépsk
szama ennek az S-szerese. Mivel a létszam csokken, az elGjel negativ:

ds  BSI
dt N
A gyogyult egyének a fert6z6 (1) csoportbol keriilnek at. A gyogyultak szama kizarolag
a fertézottek szamatol és a gyogyulasi ratatol fiigg. Mivel a csoport 1étszama folyamatosan
ng, az elGjel pozitiv:

dR
F ~vI.
A fert6zottek csoportja mashogy viselkedik. Ennek az osztalynak a létszama két té-
nyezG6t6l fiigg: novekszik az tjonnan megfert6z6dott egyénekkel (+%) és csokken a meg-
gyogyulod egyénekkel (—yI). A kettSt Gsszevonva kapjuk meg a fertézottek valtozasanak

sebességét:
Al BSI
— = — —~l. 2.1
=N (2.1)
A fenti lépésekbol sszeall a Kermack—McKendrick-féle [1] klasszikus SIR-modell héa-

rom kozonséges differencialegyenlete:

ds __pSI
dt N

dI  BSI

il N | 2.2
=N (2.2)
dR

Y

=

ahol N = S + I + R a teljes populécié méretét jelenti.

Egyensulyi pontok

Az egyensulyi pontokat az 1.10. Definicidban mar bevezettiik, most a SIR-modell esetében
irjuk fel ezeket és vizsgaljuk meg stabilitasukat, majd ezek matematikai jelentését.
A (2.2) rendszer egyensulyi pontjait akkor kapjuk meg, ha a derivaltakat nullaval
tessziik egyenlévé, azaz:
as_dl_dr _,
d dt  dt
A (2.2) mésodik egyenletébdl kapjuk, hogy:

()
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Itt két kiilonbozd esetet kell megvizsgélni. Els6 esetnek vizsgaljuk meg azt, amikor

S = %N és I # 0. Ekkor a % = 0 egyenlet miatt S = 0 értéket kell felvegyen, ami

azonban ellentmondashoz vezet, mivel % # 7.

Masodjara vizsgaljuk azt az esetet, amikor I = 0. Ez azt jelenti, hogy nincs fert6zott
a teljes populaciéban. Ezt az esetet betegségmentes egyensilyi pontnak nevezziik. A pre-
epidemic (jarvany el6tti) allapotot alapul véve, amikor a teljes populacié fogékony, az
egyensilyi pont a kévetkezdképpen alakul:

zg't = (S*,I*, R*) = (N, 0,0).
Az 1.12. Allitast felhasznalva megvizsgaljuk ennek az 5" egyensilyi pontnak a stabi-
litasat. Ennek elss lépéseként felirjuk a (2.2) differencidlegyenlet-rendszerhez tartozod J
Jacobi-matrixot, amelyet a rendszer fiiggvényeinek derivalasaval kapunk meg:

PR (B BEE) N -0k 8§ 0
PSR = | (5= 1) % (5 -an) (S -an) | = | BE A= 0
& (D) % (/1) & (1) 0 v 0

A kapott J Jacobi-matrixot ezt kdvetSen ki kell értékelniink az z57# pre-epidemic beteg-

ségmentes egyensulyi pontban:

0 0
JIE(N,0,0)=10 B—v 0]. (2.3)
0 0

Az 1.12. Allitas alkalmazasahoz meg kell hataroznunk a kiértékelt Jacobi-matrix karakte-
risztikus egyenletét:

-\ -3 0
0=det(JSR—AE)=|0 B—v—X 0|=X(B—-7-A).
0 0 —-A

Ebbdl az egyenletbdl kiszamitjuk a rendszer sajatértékeit, melyek a karakterisztikus egyen-
let gyokei:

)\1:0
X =0 (2.4)
A3 =0—7.

A kapott sajatértékeket az 1.12. Allitas szerint elemezve az 15'% egyensilyi pontrol a
kovetkezd megallapitéasokat tehetjiik:
(i) A pont nem lehet stabil, mivel a 0 nem egyszeres sajatértéke a karakterisztikus
egyenletnek.

(ii) A rendszer instabil lesz, ha § — v > 0, azaz 5 > 7. Ez azt az esetet irja le, amikor
a fert6zés ereje nagyobb, mint a gydgyulas ereje.

(iii) Amennyiben 5 < ~, a stabilitas ezen &llitas segitségével nem dénthetd el.
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Az alap reprodukciés szam

Mivel a teljes, haromdimenziés rendszer Jacobi-matrixa alapjan a nulla sajatértékek mi-
att az 1.12. Allitas nem ad elégséges feltételt az x5% pont aszimptotikus stabilitasanak
eldontésére, ezért bevezetjiik az R alap reprodukciés szamot, majd az 1.22. Tétel alkal-

mazésaval hatarozzuk meg a betegségmentes egyensilyi pont stabilitasat.

A reprodukcios szam levezetését az 1.19. és az 1.20. Definicidkra, valamint az 1.22.
Tételre alapozzuk. A szdmolasokhoz a 2.1. fejezetben meghatérozott x5% betegségmentes
egyensulyi pontot hasznaljuk. A tétel alkalmazasédhoz a (2.2) jarvanymodellt atirjuk x =
(5,1, R)T : RT — R3 ismeretlen fiiggvény alakba.

Mivel a SIR-modellben kizarolag az [ osztaly fertézd, az 1.19. Definicidban szerepld
fert6z6 rekeszek indexhalmaza egyelemt, azaz |Z| = 1 (m = 1). Ebbdl kovetkezik, hogy a
modellhez tartozd F és V fliggvények R-be képeznek. Jelentésiik szerint:

F = {az I osztalyban megjelend 1j fert6zések rataja}

V = {az I osztalyban torténd egyéb folyamatok rataja}

Ezek a fliggvények a vizsgéalt modell esetében a kévetkezSképpen alakulnak:

BST

F=""
N
V=~
Kovetkez6 1épésben szamitsuk ki a % és % derivaltakat:

dF S
a N 2.5
av ’
it

Ezutan meghatarozzuk az 1.20. Definicio szerinti F' és V' matrixokat az zf = (N,0,0)
egyensulyi pontban. Ehhez a (2.5)-ben kapott derivaltakat alkalmazzuk:

F =2 (N,0,0)= 55 = 5
dt N 56
WV N,0,0 pi- 20
_E( 77)_7:> _;

A (2.6)-ben kapott F' és V' értékeket az 1.22. Tételbe behelyettesitve megkapjuk az
SIR-modell R alap reprodukcids szamat:

Ry = p(FV~) = |p2| = .= = £,
v v

Az SIR-modell esetében tehat a 5 és v paraméterek hanyadosaként hatarozhaté meg
az alapvetd reprodukcios szam. A 2.1. alfejezetben az 1.24. Routh—Hurwitz-kritérium se-
gitségével mar belattuk, hogy a rendszer betegségmentes egyensulyi pontja akkor aszimp-
totikusan stabil, ha fennall a v > 3 feltétel.

Ha ezt a bizonyitott stabilitasi feltételt atrendezziik, megkapjuk az el6bb kiszamitott
alap reprodukcios szam kiiszobértékét, azaz 1 > % =—> TRy < 1. Ennek jelentése a
kovetkezd: ha a gyogyuléasi rata meghaladja a fertézési ratat (y > ), akkor Ry < 1.
Ebben az esetben a rendszer betegségmentes egyensulyi pontja aszimptotikusan stabil, a
jarvany ekkor lecseng. Forditott esetben, amikor 8 > ~, igy Ry > 1, az egyensulyi allapot
instabilla valik, és a kezdeti fertézések jarvanyt robbantanak ki.

12



Reprodukciés szam reciproka

A tovabbi fejezetekben legtobbszor Ry reciproka, az 72%3 fog megjelenni. A reprodukci-
6s szam reciprokanak ismerete azért fontos, mert segitségével hatékonyan lehet oltési
kampanyokat megtervezni. Ha rendelkezésre all egy tokéletes, maximalis védelmet nyujto
vakcina, és a teljes populacio adott p hanyadat beoltjak vele, akkor [8] forras szerint a
korokozé akkor nem tud tovabb terjedni, ha teljesiil az aldbbi feltétel:

(1—p)-Ro <1, (2.7)

ahol (1 — p) a még be nem oltott populaciot jeldli.
A (2.7) egyenlGséget atrendezve kapjuk meg a kévetkezs egyenletet:

1

>1——,

p Ro

ami azt jelenti, hogy a reprodukcids szam reciproka az az érték, amelyet 1-bél kivonva

megkapjuk azt a minimalis aranyszamot, amennyit be kell oltani a populéciobol ahhoz,

hogy a jarvany lecsengjen. Ebbdl az Gsszefiiggésbdl kovetkezik, hogy a minél magasabb

Ry értékkel rendelkezs betegségek esetében a reciprok ratak alacsonyak, vagyis az 1 —

Rio eredménye kozel keriil az 1-hez. Ez azt jelenti, hogy az egységnyi méretd (teljes)

populécio jelentSs részét be kell oltani 100%-o0s védettséget biztosito vakcinaval a jarvany
lecsengésének eléréséhez.

Kiiszobfeltétel

A (2.2) egyenletrendszerben felirtuk a fert6z6 egyének idébeli valtozasédnak egyenletét:
dl  BSI I
i~ N "

Ha I # 0, akkor az 1.15. Definicié alapjan a jarvany kitoréséhez az I fiiggvénynek nove-
kednie kell, tehat a derivaltnak pozitivnak kell lennie. Ez azt jelenti, hogy a % —v>0
feltételnek kell teljesiilnie. Ezt atrendezve az alabbi feltételt kapjuk:

v N
B Ro
Ez azt jelenti, ha a reprodukcios szam reciprokat meghaladja a fertézhets egyének szama,
akkor a jarvany életben tud maradni egészen addig a t* id6pontig, amig a fert6zhets

rekeszben 1év6 egyedek szdma mér nem haladja ezt meg, onnantoél elkezd csokkeni a fert6z6
egyedek I(t) jarvanygorbéje.

S>N (2.8)

Elsé integral

Ebben a részben az SIR-modell els§ integraljait fogjuk felirni és megérteni, hogy mit is
irnak le matematikai értelemben.

Trivialis eset
Az els6 integral fogalmat az 1.9. Definicioban bevezettiik. Az SIR-modell legegyszertibb
els6 integralja a differencidlegyenletek 6sszegébdl adodik:

dN d BSI  BSI

- S+ T4+ R= - P AT I=0.
TR ACRE D N TN Ty
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Tehat a Vo(S, I, R) = S+1+R fuggvény a (2.2) SIR-modell els§ integralja. Ez matematikai
értelemben azt jelenti, hogy a vizsgalt rendszer zart, a populécié mérete allando, azaz az
egyedek nem tiinnek el és nem is keletkeznek a semmibdl, csupan a csoportok kozott
mozognak.

Tovabbi fontos kovetkezmény, hogy a (2.2) modellben szerepls N > 0 konstans.

Nem trivialis eset

A nem trivialis els§ integralt ugy kapjuk meg, ha az I fert6zottek szamanak az S fogéko-
nyakhoz viszonyitott valtozasat vizsgaljuk. Irjuk fel a korabban hasznalt egyenleteket:

s psI

d N

st (2.9)
@ N T

Ha a (2.9) rendszer méasodik egyenletét elosztjuk az elsével (feltéve, hogy S # 0), akkor
megkapjuk a fert6zottek szaméanak valtozasat a fogékonyak fliggvényében, melyhez az 1.5.
Allitast hasznaljuk:

ar _ K-l N

ds —% pBS’
Ezt a szeparabilis differencidlegyenletet az 1.8. Definiciobeli kiegészités szerint integralva
megkapjuk az analitikus megoldést:

I(S) = —S + % In(S) + C,

ahol C' € R. Ezt atrendezve megkapjuk a keresett elsg integralt:

Vi(S,I,R)=S+1— ﬁlm(S) =C,
Ro
tehat a V1(S, I, R) fiiggvény alland6 a megoldésok mentén, tehéat az 1.9. Definicié szerint
els integral.
Ezeknek a megmarad6é mennyiségeknek a legnagyobb matematikai haszna, hogy egy—
egy dimenzioval csokkentik a feladat Osszetettségét, és lehetévé teszik, hogy a rendszert
bonyolult numerikus moédszerek nélkiil, algebrai uton vizsgéalhassuk.

Klasszikus SIR-gorbe

A 2. abréan lathato eredmények megfelelnek az elézetes varakozasainknak. Klasszikus eset-
ben egy olyan populaciot modelleztiink, ahol a betegség teljesen 1j, és senki sem rendelke-
zik immunitassal, a populécié mérete N = 1000 volt. Kiindulaskor 10 fert6zott egyed volt,
a fertézési rata pedig S = 0,3 volt, ami azt jelenti, hogy egy fert6z6 naponta atlagosan
0,3 0j embernek adja at a fertézést. A gyogyulési ratat v = 0, 1 értékre allitottuk be, ami
egy 10 napos lefolyasu betegséget feltételez.

A (2.8) képletbdl kiszamithato a jarvany kitoréséhez sziikséges kritikus kiiszob. Jelen
esetben a fert6zottek szama csak akkor tud névekedni, ha a fogékonyak szama meghaladja
a populacié egyharmadat, ami a 2. abran a kritikus kiiszob (% = % = %), vagyis @ =
333, 3, azonban a jarvanyterjedésnél egész szamokat hasznalunk, amikor egyedekrsl van
sz0, ezért minimum 334 6 fogékony kell legyen kezdetkor. A 2. abrén lathato, hogy amikor
a szaggatott vonallal behtizott kritikus kiiszobot eléri az S kék gorbéje, onnantol kezd el
az I piros gorbéje csokkeni.
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2. dbra. A (2.2) SIR-modell jarvanygorbéje

2.2. SIS-modell

A 3. abran jol lathato, hogy a SIS-modell és az SIR-modell kozotti eltérést a védettség
hianya adja. A SIS-modell szerint a gyégyultak nem valnak immunissé, hanem visszakeriil-
nek a fert6zhetd populécidoba. Ennél a rendszernél a teljes populéciot csupan két rekeszre
bontjuk fel: az S a fogékonyak, az I pedig a fert6zottek csoportjat jeloli.

R

Y

3. abra. Az SIS-modell rekeszei és a koztiik 1évé folyamatok

A modell felirasa

A fertézési fazis soran az S fogékony egyedek atkeriilhetnek az I fertézd rekeszbe. Ennek
a sebességét a [ > 0 fertézési rata, valamint a csoportok kozotti kontaktusok strtisége
hatérozza meg. A gyogyulési fazis soran a gyogyult egyének nem egy immunis rekeszbe (az
SIR-modell esetében ez az R gyogyultak csoportja volt) keriilnek, hanem visszadramlanak
az S fogékonyak halmazaba v > 0 gyogyuléasi ratéaval. Az S és I csoportok valtozasi
sebességét a kovetkezd egyenletrendszerrel tudjuk lefrni:

ds SI
R R
t (2.10)
dr _ BsI_ .
it~ N
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Elsé6 integral

A klasszikus SIS-modell dinamikajat a (2.10) differenciélegyenlet-rendszer irja le. Akarcsak
a 2.1. fejezetben az SIR-modellnél, most is a zart populaciot fejezi ki az elsé integral.
Ha 0Osszeadjuk a két egyenletet, akkor a jobb oldalon szerepls tagok algebrailag kiejtik

egymast:
as dI BSI BSIT
it (N il I T A~} =0. 2.11

@ < N+7>+<N 7) 0 (2.11)
A (2.11) egyenletbdl kivetkezik, hogy a fogékonyak és a fert6zottek Gsszegének ids szerinti

derivéltja, azaz valtozési sebessége nulla. Ha ezt a derivaltat integraljuk az idé fiiggvényé-
ben megkapjuk magat az els6 integralt:

S(t) + I(t) = C, ahol C € R. (2.12)

Mivel tudjuk, hogy a kezdeti ¢ = 0 id6pontban a fogékonyak és a fertézottek Osszege a
teljes populacié N méretével egyenls, ebbdl kovetkezik, hogy C' = N.

Egyensulyi pontok
A SIS-modell esetében az egyensilyi helyzetek a

s
dt

dl
0 ¢ — =0

ésa  —
feltételekbdl szarmaztathatoak.

Az SIS-modell elemzése soran két lehetséges egyensiilyi pontot vizsgalhatunk. A 2.2.
fejezetben targyalt elsé integralbol tudjuk, hogy S = N — I, ezért elegendd csak a ferts-

zottek egyenletét vizsgalni:
BN — 1)1

N
Ha kiemeljiik az I-t, azonnal lathatova valik a két egyenstlyi allapot:

I- (W - y) =0. (2.13)

— vl =0.

Az 1.12. Allitast felhasznalva tudjuk megvizsgalni ezeknek az egyenstlyi pontoknak a
stabilitdsat. Ehhez irjuk fel a (2.10) differenciélegyenlet-rendszerhez tartozé J° Jacobi-
maéatrixot, amelyet a rendszer fiiggvényeinek derivalasaval kapunk meg:

i385 1 1) %<—%+vl>)z(—% —@%”). 211)

o
L =) S =) B% By -7

dt dt\ N

Betegségmentes egyenstlyi pont

Az els§ trividlis matematikai megoldas az, ha a (2.13) szorzat els6 tagja nulla, azaz I = 0.
Ha nincs fert6zott, akkor az Osszes egyén a fogékonyak osztalyaba tartozik, igy S = N.
Ez lesz az 23 = (S*,I*) = (N, 0) betegségmentes egyenstilyi pont.

Ertékeljiik ki a (2.14) Jacobi-matrixot az 53" pre-epidemic betegségmentes egyenstlyi
pontban:
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SIS _ (Y 7_6>
JSS(N, 0) Q)ﬁ—v . (2.15)

Az 1.12. Allitas alkalmazasa el6tt még meg kell hatdroznunk a (2.15) Jacobi-matrixhoz
tartozo karakterisztikus egyenletet:

A y=p
0 = det(J — \E) = =-ANB—7-N). (2.16)
0 B—7—2A
Kiszamitjuk a rendszer sajatértékeit, melyek a (2.16) karakterisztikus egyenlet gyokei:
A1 =0
Ay = —17.

A A, )\ sajatértékek és az 1.12. Allitas alkalmazasaval az x5'
vetkezd megallapitasokat tehetjiik:
(i) a pont stabil, ha Re(f —7) <0<«= f—-7<0<= <7y

(ii) a pont instabil, ha Re(8 —7) >0<= f—7>0<= (> .

egyensilyi pontrol a ko-

Az eredmények megfelelnek a varakozasoknak: az egyensulyi pont stabil, ha a gyégyulés
ereje erGsebb a fertézésénél; forditott esetben az egyensiilyi pont instabilld valik.

Endemikus egyensilyi pont

A maésodik megoldast ugy kapjuk meg, hogy a (2.13) masodik tagjat nullaval tessziik
egyenlévé:
BN —1I)
N
Ezt az egyenletet I-re rendezve kapjuk meg az endemikus fert6zottek létszamat:

* 7
ren(1-3).

A 2.2. fejezetben lattuk, hogy a SIS-modell esetében is zért a rendszer, ezért az x
endemikus egyensulyi pont koordinatait az alabbi médon irhatjuk fel:

- (son (1) - (a7 e

A stabilitas vizsgalatdhoz helyettesitsiik be az x5S egyenstilyi pontot a (2.14) Jacobi-

maéatrixba:

—v=0.

SIS
1

B . N(1-2) —8.N2 4 _
AR R (R ) L W A
. 1 . B—v 0

Zf=
=
/N
|
@
~—
2=
=
@
|
)

A megfelels karakterisztikus egyenlet:

y=B8-=X 0

0 =det(J%® — \E) =
-y =X

— Ay —8-N). (2.19)
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A sajatértékek a (2.19) egyenlet gyokei:

/\1 = 0

A= —p
A A1, Ay sajatértékek és az 1.12. Allitas alkalmazasaval az 25 egyensilyi pontrol a ko-
vetkezd megallapitasokat tehetjiik (a 0 csak egyszeres sajatérték):

(i) a pont stabil, ha Re(y — ) <0<=~v—-<0<=~v <
(ii) a pont instabil, ha Re(y — ) > 0<= v — >0+~ > (.

Az eredmények megfelelnek a varakozasoknak: az egyensulyi pont stabil, ha a gyégyulés
ereje gyengébb a fertdzésénél; forditott esetben az egyensulyi pont instabilla valik.

Reprodukciés szam

Mivel az SIS-modellben is kizarolag az I osztaly fert6z6, a fert6z6 rekeszek indexhalma-
za egyelemt, azaz |Z| = m = 1. Ebbgl kivetkezik, hogy a modellhez tartozo F és V
fiiggvények a kovetkezSképpen alakulnak:

ST
Fi = —BN
Vl = ’}/I
Kovetkez6 1épésben szamitsuk ki a ‘% és % derivaltakat:
dF S
a =N
av
a

Meghatérozzuk az F és V matrixokat az 5 = (I, 0) egyensiilyi pontban:

dF N
F="(N.0)=p5 =0
_ay B o1
V= g0 =y = V=2

A kapott F' és V értékeket behelyettesitve megkapjuk az SIS-modell Ry alap reprodukcios
szamat:

v

Ro=p(Fv) = |3 =2

~

Lathato, hogy az SIR-modellhez hasonléan az SIS-modell esetében is a 3 és v paraméterek
hényadosaként hatéarozhaté meg az alapvetd reprodukcios szam.

Az 1.22. Tételbdl megkapjuk a kiiszobértéket: Ry < 1, hag < 1. Jelentése megegyezik

az SIR-modellével: ha az egyenlGtlenség teljesiil, az egyensulyl pont aszimptotikusan sta-

bil, a jarvany pedig lecseng. Ha az egyenlGtlenség forditottja teljesiil, akkor a pont instabil

és ki tud torni a jarvany.
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A klasszikus SIS-modell gorbéje

A 4. dbran lathatoé szimulacio soran az N = 1000, az S = 900, az [ = 100, a 5 =04, a
v = 0,1 értékeket allitottuk be. Megfigyelhetjiik, hogy az SIS-modell teljesen eltérd visel-
kedést mutat az SIR-modelléhez képest. A fert6zottek szama nem tart nulldhoz, hanem
egy konstans, pozitiv értékhez konvergéal. A jarvany endemikusséa valik, azaz a betegség
tartosan jelen maradt a populaciéban. Ennek oka, hogy az S rekeszbe folyamatos a be-
aramlas a gyogyulas révén, igy a virus mindig talal 4j gazdaszervezetet.

= Fogékonyak (S)
wems FertGzottek (1)
------ Endemikus egyensuly

Egyedek szama

300 A

200 A

100 +

T T T T T T
0 20 40 60 80 100
Idé (napok)

4. dbra. A (2.10) SIS-modell jarvanygorbéje

Az 5. abréan jol lathato, hogy az eltérd indulasi értékek ellenére a rendszer ugyanahhoz
az egyenstulyi allapothoz tart: a fert6zottek szama 666,67 koriil, mig a fertézhets egyedek
szama 333,33 koriil stabilizalodik.

2.3. SEIR-modell

Az SEIR-modell a klasszikus SIR-modell egy kiterjesztése, amely a populaciét négy, egy-
méstol jol elkiilonithets egészségiigyi osztalyra osztja fel, ezéaltal redlisabb képet adva a
betegség dinamikajarol. A 6. abran megfigyelhets, hogy az S, I, R osztalyok ugyanazok,
mint az SIR-modellnél. A negyedik 1j csoport a lappangok lesznek (E - exposed), ahova
azok az egyedek keriilnek, akik mar érintkeztek a virussal és hordozzak azt, de a betegség
lappangési ideje miatt még nem fert6znek tovabb. Az 1j osztalynak koszonhetéen bekertil
egy 1j paraméter a differencialegyenlet-rendszerbe, a o > 0 inkubéciés rata, amely meg-
mutatja, hogy a lappang6 egyének milyen titemben valnak fertézévé. Ennek inverze (1/0)
a betegség atlagos lappangési idejét adja meg.
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5. 4bra. A SIS-modell endemikus egyenstlyi pontja

6. abra. Az SEIR-modell rekeszei és a koztiik 1évés folyamatok

A modell felirasa

Az FE lappangok csoportjanak mérete két tényez6tdl fiigg. Egyrészt novekszik az tjonnan
megfert6z6dott egyénekkel (+55 %) Masrészt csokken azokkal, akiknél letelik a lappan-
gasi id6. A kettot Osszevonva kapjuk meg a lappangdk valtozasdnak sebességét:

dE I
Y BSL _4E
prie b v

A fert6zottek I osztalyaba azok az egyének keriilnek at, akiknél befejez6dott az in-
kubacios szakasz. Ennek a csoportnak a mérete szintén két tényezotdl fligg: novekszik a
lappang6 fazisbol beléps aktiv betegekkel (+0FE), és csokken a meggyogyulo egyénekkel
(—=v1). A kett6t Osszevonva kapjuk meg a fertézottek valtozasanak sebességét:

I
Y GE I
a0

A fogékonyak és a gyogyultak 1étszamvaltozasat meghatarozo egyenletek nem térnek
el a (2.2) SIR-modellnél latottaktol. Ezek a differencidlegyenletek egyiittesen alkotjak az

20



SEIR-modell kibgvitett egyenletrendszerét:

ds I
- PN

CZ—f:ﬁSi—UE

& (2.20)
Y BN

a0

dR

ol

a

Els6 integral

Ebben a részben az SEIR-modell els§ integraljait fogjuk felirni és megérteni, hogy mit
irnak le matematikai értelemben.

Trivialis eset

Akércsak az SIR-modellnél, most is a zart populaciot fejezi ki a trivialis elsé integral. Ha
osszeadjuk mind a négy differencidlegyenletet, a derivaltak osszege nulla lesz:

dN d 1 I

— == I+ FE = —pBS— — —0oFE+ocFE —~l+~I =

o dt(S+ +E+R) BSN+ﬂSN ocFE+o ~I 4+~ 0,
vagyis N allandé az idében, tehat ‘A/O(S, E,I,R) =S+ E+ I+ R fiiggvény els6 integralja
a (2.20) modellnek. Ez matematikai értelemben annyit jelent, hogy az emberek nem tiinnek
el a rendszerbdl, csak a négy rekesz kozott dramlanak.

Nem trivialis eset

Az SIR-modellnél az I fertézottek és az S fogékonyak aranyat vizsgaltuk. Az SEIR-modell
esetében ezt nem tehetjiik meg kozvetleniil az I-vel, mert a névekedése az E lappangoktol
is fiigg. Vonjuk Ossze az [ és E osztalyokat, kezeljiik 6ket egy nagy fertézottek csoportja-
ként. Adjuk Ossze az E és az I osztalyok valtozasat leird differencidlegyenleteket:
d(E+1) BSI
——=|— —-0F E —~I).
Lathato, hogy a lappangast jelent§ o E tagok kiesnek. A kapott egyenlet az E + I Gsszegre
megegyezik az SIR-modell (2.1) egyenletével:

diE+1) pBSI
=220 41
dt N
Ezt most osszuk el a fogékonyak véltozési ratajéval (%5 = —%) Ekkor az 1.8. Definici-

6ban bevezetett szeparabilis differencidlegyenletet kapjuk:

dE+1) St—~l

yN N
= - o g
75 551 TS T T Res

N

Az 1.7. Megjegyzés alapjan megkapjuk az SEIR-modell elsé integraljét:

. N
Vi(S. B, I,R) =S+ E+1~2-In(S) =C,
0
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ahol C' € R.
A két els6 integral azt bizonyitja matematikailag, hogy a jarvany fazispalyajat és
végkifejletét tekintve teljesen mindegy, hogy valaki éppen lappang vagy mar fertéz. A

ketts Osszege (F + I) pontosan ugyanazt a megmaradasi gorbét irja le a fogékonyakkal
(S) szemben, mint a (2.2) SIR-modell, hiszen

Vo(S,E,I,R) =Vy(S,E+1I,R)

~

Vi(S,E,1,R) = Vi(S,I + E, R).

Egyensulyi pontok
A (2.20) rendszer egyensulyi pontjait az 1.10. Definici6 alapjan a derivaltak nullaval valo
egyenlévé tételével kapjuk meg:
dS dE dI dR
dt — dt dt  dt
A (2.20) negyedik egyenletébdl kapjuk, hogy
I-v=0=1I"=0,

mivel v # 0.

A zart SEIR-modell esetében nem létezik az el6z6 fejezetekben x7ER jelolésti endé-
mias egyensulyi helyzet, csak betegségmentes egyensilyi pontja lesz a modellnek. A be-
tegségmentes egyenstlyi pont (E* = 0,1* = 0) a pre-epidemialis allapotot alapul véve a
kovetkezd:

g™ = (N,0,0,0). (2.21)

A betegségmentes egyensilynak a stabilitasat a 2.1. fejezethez hasonléan végezziik el most
is. A stabilitasvizsgalathoz felirjuk a rendszer JSFI® Jacobi-matrixat:

3 SI 8 BSI 8 (_ BSI 3 BSI
(%) w(F) %) HEF)
S(0E —yI)  Z(cE—~I) Z(cE—~I) FR(cE—~I)
a5(11) o (V1) 51 (7]) ar(7])
A derivalasokat elvégezve a kovetkezd matrixot kapjuk:
I 8S
8L _, BS
JERGS E TR =]V N (2.22)
0 o —y 0
0 v 0

A stabilitds vizsgalatdhoz helyettesitsiik be az x5FI® egyensiilyi pontot a (2.22) Jacobi-

maéatrixba:
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0 0 =8 0
JSEIR( N, 0,0,0) = 0o B0 (2.23)
0O o —y O
0 v 0
Irjuk fel a karakterisztikus egyenletet:
—A 0 —p 0

det(J3FR — \E) = = 0.

Fejtsiik ki a determinanst a negyedik oszlop szerint:

—-A 0 -3
A0 —o—=A Ié] = 0.
0 o -y — A

Fejtsiik ki ezt a maradék 3 x 3-as determinénst az elsé oszlop szerint:

R

e

A megmaradt 2 x 2-es determinénst a f6atlo és mellékatlo szorzatanak kiilonbségeként
bontjuk fel:

N (=0 = D=7 = X) = B7) = A (0 + (7 +9)A + oy — §) =0,

A maradék két sajatértéket a szogletes zarojelben 1évé masodfoku polinom gyokei

adjéak:

i _ —(0+9) £4/(0 —7)* 408
1,2 = 9

Mivel o, és [ mind pozitiv ratak, a 400 tag szigortian pozitiv. Egy valos szam négyzete
((0 — 7)?) sosem lehet negativ. Ezekbdl kovetkezik, hogy a diszkriminéns garantéltan
pozitiv lesz, tehat a gyokok valos szamok lesznek.

Ahhoz, hogy az egyensilyi pont stabil legyen, mindkét sajatértéknek szigortian nega-
tivnak kell lennie:

(i) AN = M mindig negativ

(i) A Xy = w csak akkor lesz negativ, ha a gyokvonas eredménye kisebb, mint

o + 7. Ezt kiszdmolva azt az eredményt kapjuk, hogy a A;”SEIR akkor negativ, ha
B <.
A fenti eredmények alapjan az x5F/% egyensilyi pont csak akkor lehet stabil, ha 8 < 7,
és biztosan instabil, ha § > ~.
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Reprodukciés szam
Az SEIR-modell esetében két fert6z6 rekesz van (E és I), igy az indexhalmaz kételemd

(|IZ] = m = 2). Az F vektor az 1j fertézések megjelenését, mig a V vektor az osztalyok

kozotti aramlésokat irja le:
BSI
r_(~
0

oF
V= (—0E+’y[> '

Kovetkezd 1épésben felirjuk a derivaltakbol képzett F' és V' Jacobi-matrixokat az E és [

valtozok szerint, majd kiértékeljiik ket az x5 = (N, 0,0,0) egyenstlyi pontban:

(oSN

9E oI

OF, OF 00

9E ol

v o

Vo 0E 0l _ < o ()).
oy o —0 v
9B ol

Ezutdn meghatarozzuk a V matrix inverzét:

V—l — i 7 O —
oy \0 O

majd ezek utan elvégezziik az F'V ! matrixszorzast:

=606

Az Ry alap reprodukcios szamot az F'V~! métrix spektralsugara adja meg. Mivel a métrix
fels6 haromszog alaki, a sajatértékek a fgatloban talalhatok (A; = g > 0és \y = 0). Igy
az R értéke:

Ro=p(FV7!) = é

Y

Az SEIR-modell alap reprodukcios szama matematikailag megegyezik a klasszikus SIR-
modellével. A kordbban az 1.24. Tétellel bizonyitott v > 3 stabilitési feltételt atrendezve
ismételten az 1 > £ = Ry < 1 eredményt kapjuk. Kovetkezik tehat, hogy a lappangasi
id6 a jarvany idébeli elhuzodasat és a gorbe ellaposodasét befolyasolja, de nem valtoztatja
meg azt az alapvets kiiszobértéket, amely a jarvany kitorését vagy lecsengését befolyasolja.

2= am
2= O
N———

L= alm

Klasszikus SEIR-modell gorbéje

A 7. édbra egy fert6z6 betegség SEIR-modellel leirt idébeli lefolydsat mutatja be. Megfi-
gyelhetjiik a lappangasi id6 jarvanydinamikara gyakorolt hatasat.

A 160 napos idétavot felolels grafikonon négy gorbét lathatunk, amelyek egy 1000
f6s populacioé belss atrendezédését mutatjak. Az abranal vizsgalt esetben a paraméterek
értéke § = 0,5, v =0,1, 0 =0,2.
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7. abra. A (2.20) SEIR-modell jarvanygorbéje

A folyamat legelején a populacio szinte egésze a fogékonyak (kék gorbe, S) csoportjaba
tartozik. A jarvanyt az a 10 darab, rendszerbe helyezett lappang6 egyén (narancssarga
gorbe, F) inditja el, akik mér hordozzék a virust, de tliinetmentesek. Ahogy elkezdik meg-
fert6zni a kornyezetiiket, a kék gorbe meredek zuhanasnak indul, mikézben a narancssarga
gorbe gyors emelkedésbe kezd, jelezve, hogy egyre tobben keriilnek a kitettek rekeszébe.

Az SEIR-modell gorbéje a narancssarga (F) és a piros () gorbék kozotti kapceso-
latban kiilonbozik a (2.2) SIR-modelljétsl. A beéllitott paraméterek szerint atlagosan 5
napos lappangasi idével (o = 0,2) szamoltunk, igy a fert6zottek szdma nem tud azonnal
megugrani. A lappangok gorbéje éri el legelGszor a csiicspontjét, és a fert6zottek szaméat
mutato piros gorbe csak ezt kovetSen, idébeli eltolodéssal tetézik. Ez a lappangasi id6
rendkiviil fontos a valosagban, mert id6ben késlelteti a jarvanycsicsot az egyszerid SIR-
modellhez képest, igy a megbetegedések nem egyszerre, hanem jobban elnyijtva terhelik
meg a rendszert.

2.4. Kvalitativ osszehasonlitas

Annak érdekében, hogy a vizsgalt modellek (SIR, SIS, SEIR) kozotti kiilonbségeket értel-
mezni tudjuk, bevezetiink néhany mutatot, amelyekkel a jarvanyok dinamikéjat jellemez-
hetjiik.

Jelolje Iax a szimulaciok soran egy adott idépillanatban jelen 1évé fert6zottek ma-
ximéalis szamat, ezt nevezziik jarvanycstcsnak, t,.. pedig azt az idépillanatot, amikor a
fert6zottek szama eléri ezt a maximumot:

Iax = maXtG[O,T]I(t)-
A jarvany altal okozott fertGzéseket a vizsgalt T idGtartam alatt a 1 (T') kumulativ eset-
szammal mérhetjiik, amelyet a fert6zottek szamanak id6 szerinti integraljaként hatarozunk
meg;:



Az 1. tablazatban Osszegezziik a korabbi alfejezetekben latott szimulaciok eredményeit
N = 1000 f&s populacié és T'= 160 napos id6tav mellett:

~

Modell | Alapparaméterek Ro | Lmax tmax I

SIR 8=0,3~v=0,1 3,0 (299 f6 | 13. nap | 8334 {6
SIS 8=0,3v=0,1 3,0 | 667 f6 | 84. nap | 10034 {5
SEIR 6=0,3;7v=0,1;0=0,2 | 3,0 | 198 {6 | 55. nap | 9407 {6

1. tablazat. Jarvanyterjedési modellek kvantitativ 6sszehasonlitasa

Az SIR- és az SIS-modellek Gsszehasonlitdsakor els6ként a védettség hianyanak haté-
sa figyelhetd meg. A két modell paraméterei megegyeznek, ami mindkét esetben azonos
Ro alap reprodukcios szamot eredményez, a jarvanyok kimenetele azonban kiilonbozik.
Mivel az SIS-modellben a gyogyulast kovetGen az egyének visszakeriilnek a fogékonyak
osztalyaba, a fertézottek szdma nem tér vissza a nullahoz, hanem egy éllando, 667 fGs
endemikus egyensiilyi szinten stabilizalodik. Ezzel szemben az SIR-modellnél a csticsérték
elérése utan a jarvany lecseng.

A lappangési id6 fontos szerepe valik nyilvanvalova az SIR- és az SEIR-modellek 6ssze-
hasonlitasabol. Az SEIR-modellben a jarvanycstucs magassaga 299 f6rél 198 f6re csokken.
A lappangési id§ emellett jelentGsen lelassitja a jarvany terjedését, igy a csicspont a 13.
naprol egészen az 55. napra tolodik ki, igy tobb id6 lenne a védekezési stratégia megter-
vezésére. Erdekes jelenség azonban, hogy a lelassult, de idében jobban elhtizo6do jarvany
miatt a vizsgalt 160 napos idétavon az SEIR-modell 6sszesitett esetszama valamivel meg-
haladja a gyorsabban lecsengd SIR-modellét.

Osszességében a tablazat adatai matematikailag is igazoljak, hogy azonos Ry érték
mellett az Gjrafert6z6dés lehetGsége tobbszorosére noveli a jarvanycsicsot és a tarsadalmi
ossztehert. Ezzel szemben a lappangasi id6 elnytjtja id6ben a megbetegedéseket, alacso-
nyabbra szoritva az aktudlis esetszdmot anélkiil, hogy a virus fert6z6képessége megvaltoz-
na.
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3. fejezet

Paramétervizsgalat kulonbozdo
esetekben

Ebben a fejezetben az SIR-, SIS- és SEIR-modellek kiilonbo6z§ eseteit elemezziik. Els6ként
a modellek konstans paraméterek melletti alapmiikodését tekintjiik at, majd idéfiiggs
paraméterek bevezetésével Osszetettebb, életszerd szituacidkat is modelleziink.

A numerikus szimuléaciok Python nyelven késziiltek. A modellek megoldaséanak alapelve
minden esetben hasonlé: elészor megadjuk a megfelels differencidlegyenlet-rendszer jobb
oldalat, majd a kezdeti feltételek és a paraméterek rogzitése utan numerikus integralassal
hatérozzuk meg az osztalyok idébeli véaltozaséat. Példaként az SIR-modellt megoldo teljes
Python-kéd a Fiiggelékben talalhato; a tobbi modell numerikus kezelése ezzel azonos
szerkezetben torténik.

3.1. SIR-modell paramétervizsgalata

Az SIR-modellnél rendkiviil fontos az S fogékony populacié kezdeti mérete. Az 1.15. De-
finici6 alapjan a jarvany kitorésének matematikai feltétele, hogy a fert6zottek % valtozasi
sebessége pozitiv legyen. A 2.1. fejezetben levezettiik, hogy a fertézottek szama csak akkor
tud novekedni, ha az S csoport létszama meghalad egy bizonyos kritikus értéket, amelyet
a gyogyulasi és a fertézési rata aranya hataroz meg: S > %N )

Ha a fogékonyak kezdeti létszama elég nagy (meghaladja ezt a kritikus kiiszobot), ak-
kor a klasszikus jarvanygorbét kapjuk. Ilyenkor a populacioba bekeriil6 maroknyi fert6zott
lancreakciot indit el. Mivel egy beteg atlagosan egynél tobb embernek adja at a kort (az-
az Ry > 1), a fertézottek szama kezdetben exponencialisan novekszik. Az [ jarvanygorbe
addig emelkedik, amig a folyamatos megbetegedések miatt a fogékonyak szdma le nem
csokken a kritikus kiiszob ald. Ekkor éri el a jarvany a csicspontjat. Innentdl kezdve a
virus mar nem talal elég 1j gazdatestet a terjedés fenntartasahoz, igy a fert6zottek gorbéje
fokozatosan lecseng, a gyogyultak R szama pedig egy magas, stabil értékre all be.

Ezzel szemben, ha az S csoport létszama eleve alacsony (Sp < %N ), a jarvany egyél-
talan nem tud kitorni. Ez a helyzet modellezi a nydjimmunitést, ami elGallhat kiterjedt
vakcinacios programok vagy egy korabbi lezajlott jarvanyhullam eredményeként. Ilyenkor
a rendszerbe keriils fert6zottek atlagosan kevesebb mint egy embernek tudjék csak to-
vabbadni a betegséget. Ennek eredményeként a fert6zottek szamat leird gorbe nem mutat
kiugrast: a kezdeti megbetegedési pontrol indulva folyamatosan, monoton csdkken, mig el
nem éri a nullat.
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A 8. d4bran bemutatott szimulacio kezdetekor a fert6zottek szama 200 f6 volt, a gyo-
gyultak osztalya pedig nem iiresen indul: eleve 700, méar immunitéssal rendelkezé egyedet
tartalmaz. Ebben az esetben a fogékonyak 100 f6s 1étszama a 333 f6s kritikus kiiszob alatt
van. Bar bekeriil a rendszerbe 200 fert6zott egyén, a virus egyszerdien nem talal elég 1j
célpontot a lancreakcio beinditasahoz. Az abran az latszik, hogy a fert&zottek piros gorbé-
je nem mutat kiugrast, hanem a 200 {6s kezdéértékrsl azonnal, monoton moédon csokken
nullara. Az Sy > N % esetet lattuk mar a 2. abran.

1000

N r

600

— Fogékonyak (S)
—— Fert6zottek (1)
—— Gydgyultak/immunisak (R)

Populécié mérete

400

200 &

0 50 100 150 200 250
1d6 (napok)

8. abra. Alacsony létszamu S csoport

Konstans oltasi rata hatasa

A modellbe beépitett konstans v > 0 oltasi rata, amely kozvetleniil az S osztalybol az
R osztalyba helyezi at az egyéneket, megvaltoztatta a dinamikat. Az eredmények azt
mutattak, hogy az oltas hatasara a fert6zhets bazis gyorsabban csokken, ami ellapositja a
jarvanygorbét. A fertézottek csticsszama jelentésen alacsonyabb volt, és a jarvany idébeli
lefolyasa is felgyorsult. Ez igazolja az oltds hatékonysagat a terjedés lassitasaban. Ekkor
az egyenletrendszer az alabbira moédosul:

P
al _ pst .
a - N 7

dR

— =]

7 ~yI +vS

Elsé integral

Lathato, hogy a Vo(S,1, R) = S + I + R fliggvény tovabbra is els6 integral marad.
A nemtrivialis elsé integralt az 1.5. Allitas alapjan a fertézottek és a fogékonyak val-
tozasi ratajanak hanyadosabol kapjuk. Az 4j egyenletrendszer alapjan ez a kovetkezd:
ol
—o= TBST o
s -5 —vS
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9. Abra. Konstans oltasi rata

A differencidlegyenlet megoldasahoz valasszuk szét a valtozokat:

a - I(5-y) F-v :<7 5)_ 1

S -s(F+) 5 F4a Ry

S N

A szeparabilis differencidlegyenletbdl az 1.8. Definicioban megadott megoldasi modszer
alapjan egy teljesen 1j els6 integralt kapunk:

B _ B
N] +vin(l) = —NSlen(S) +C.

Rendezve:

8
N
A V" egyenletét osszuk el a % egyiitthatoval. Igy a kovetkezs, tovabb rendezett alakot
kapjuk:

VI'(S,I,R) = =(S+1I)+vIn(l) —yIn(S) = C.

Vi'(S,I,R) ::S+I—N%In(1)_]\[%1n(5) -7

Ebbdl az alakbol kozvetleniil lathato, hogy a v = 0 esetén Vi = Vi megegyezik.

A klasszikus SIR-modellnél latott nem trivialis elsd integral tehat mar nem érvényes,
a modositott egyenletrendszert az uj Vi*(S, I, R) integralfiiggvény irja le.
Egyensulyi pontok

Az egyensiilyi pontok meghatarozasahoz a derivaltakat nullaval kell egyenlévé tenni:

ﬁz—S(ﬂ—i—u):O

dt N
dI BS

at ( N 7)

dR
_— = I —
il +vS=0

Mivel az Gsszes rata pozitiv, ezért kizarodlag egy egyensilyi pont 1étezik jelen esetben, ami
pedig a (S,1,R) = (0,0, R).
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Idsfiiggs paraméterek hatasa

A valés jarvanyok ritkdn irhatok le tisztén konstans paraméterekkel. Ennek az alfejezet-
nek célja a Folytonos modellezés projekt masodik fazisaban elemzett harom specifikus,
idsfiiggs folyamat kimenetelének és eredményeinek, valamint ezek kombinalt hatasanak
részletes bemutatéasa.

Szezonalis fert6zési rata

A 10. abran lathato szimulécié soran azt vizsgaltuk, hogy a szezonalitas tényezGjének
beépitése a matematikai modellekbe miért elengedhetetlen. Szamos fert6z6 betegség ter-
jedése hatarozott periodicitast mutat, és szabalyos id6kozonként visszatérd intenzitasno-
vekedéssel jellemezhetS. Ezek a ciklikus ingadozéasok gyakran a kornyezeti feltételek (pél-
daul a hémeérséklet és a paratartalom) valtozéasaibol, valamint a tarsadalmi interakciok
stirtiségének szezonalis eltolodasaibol fakadnak.

A szezonalitas modellezéséhez felhasznalt fertézési rata:

B(t) =By (1+ A-sin(Q - 1)), (3.1)

melyben fy = 0,3, A =0,8 és Q = 2% volt. Ezen paraméterek mellett a 3(t) értékkészlete
a kovetkezd volt:
0,05 < B(t) <0,55.

Jol megfigyelhets, hogy a jarvany nem egyetlen hullamban zajlik le. Ehelyett perio-
dikus hullamzas figyelhets meg. Béar a fert6zési rata periodikusan megnd, a fertézottek I
szama egy id6 utan nem emelkedik tjra jelent&sen, vagy a hullamok ellaposodnak. Ennek a
f6 oka a tartos immunitas. Az immunissé valt emberek miatt a populacié védettsége egyre
ng, igy a késébbi szezonalis hullamok egyre kisebbek lesznek, vagy teljesen elmaradnak,
mert a virusnak nincs kire atterjednie.

Telit6dést mutatd oltasi rata

A jarvanytigyi beavatkozasok elemzésekor az oltasi hajlandosag és a vakcinak elérhetésége
ritkan allando, igy a folyamat leirasara egy logisztikus névekedési modellt alkalmaztunk.
Ennek az id6fiiged ratanak a bevezetése lehet6vé teszi, hogy a matematikai szimulacio
pontosan tiikrozze a valds oltasi kampanyok jellegzetes S-alakti dinamikajat, a kezdeti
bevezetéstdl egészen a populaciés immunités hataranak eléréséig.

A 11. abran lathato a szimulécié eredménye, melyben az oltasi kampany modellezésé-
hez felhasznalt paramétervalasztas a kdvetkezs volt:

v(t) A

T 1+ emlt—t)’
ahol A = 0,02, m = 0,1 és ty = 60 valasztassal éltiink. Ezen paraméterek mellett a v(t)
fiiggvény értékkészlete a kovetkezs volt:

(3.2)

0 < v(t) <0,02.

A 11. 4bran lathato szimulécié eredményét elemezve latjuk, hogy az oltasi kampany dina-
mikus beavatkozasként hatott. A fertézhets S populéacié csokkenése a kampény felfutasa-
kor felgyorsult, ami a fert6zési lancok hatékonyabb megszakitéasat eredményezte. A modell
igazolta, hogy egy jol id6zitett, intenziv oltasi kampany képes elfojtani a jarvanycstcsot,
még miel6tt az elérné a kritikus szintet.
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10. 4bra. Szezonalis fert&zési

31

200 250

rata esete



1000 4

800

600 4
- Fogékonyak (S)

= Fert6zottek (1)

= Gyogyultak/Immunisak (R)

Populacié mérete

400 4

200 4

0.0200 1 == u(t) (OItaSi rata) e e o e e e

0 50 100 150 200 250
1d6 (napok)

11. 4bra. Telit6ds oltasi rata

Hirtelen javulas a gyo6gyulasi rataban

Az orvostudoményi innovaciok azonnali, radikalis hatast gyakorolnak a betegek felépiilési
idejére. Jelen alfejezetben ezt az esetet egy id6fiiggs, hirtelen megugré gyogyulési rataval
szimulaljuk. Egy ilyen ugrasfiiggvénnyel leirt modell segitségével pontosan vizsgalhato az
a kritikus idépont, amikortél kezdve a terapias beavatkozas kovetkeztében a gyogyulas
sebessége megnd.

A 12. dbrén a 79 = G = 0,1 és t* = 50 paramétereket hasznaltuk, ahol a hirtelen
javuld gyogyulési ratat megado fliggvény:

() = {% e (3.3)

Y+ G >t

Lathato, hogy a t* id6pontban bekdvetkezd v novekedés azonnali hatéast gyakorolt az %
derivaltra. Mivel a fertézottek gyorsabban gyogyultak meg, a fert6zottek szama mere-
dekebb csokkenésbe kezdett. Ez a beavatkozas megtorte a jarvanygorbét, leréviditve a

jarvany idGtartamat.
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12. 4bra. Hirtelen javulé gyogyulési rata

33

250



Kombinalt hatas

A 13. abran a harom fenti hatéas egyiittes alkalmazéasakor a rendszer komplex viselkedést
mutatott. Bar a szezonalis hatds miatt a fert6zési nyomas idGszakosan nétt, a parhuza-
mosan futéd oltasi kampéany és a javuld gyogyulas egyiittesen képes volt elfojtani a nagy
jarvanyhullamokat. A szimuldcié megmutatta, hogy még névekvs szezonalitas mellett is
megakadalyozhaté a jarvany ujboli berobbanéasa, ha a fogékony populécidé mérete oltas
révén kellGen lecsokken.
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0.000
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13. 4bra. Kombinalt hatasok

3.2. SIS-modell paramétervizsgalata

Ebben a fejezetben a konstans szimulaciés paramétereket N = 1000, Iy = 100, So = 900
és T = 200, vagy T = 500 értékekre allitottuk be.

Szezonalis fertdzés

A szimulacié soran a szezonélis fertézést a (3.1) fiiggvény modellezte, melyben 3y = 0,3,
A=08¢és Q= 1% volt. Ezen paraméterek mellett:
0,05 < 5(t) <0,55.
Mivel az SIS rendszernek létezik endemikus egyensiilyi helyzete, a periodikus sze-
zonalitas hatasara nem csillapuld, hanem tartésan oszcillalo jarvanygorbe alakult ki. A
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fertzottek szama a szezonalis 5(t) fiiggvényében ingadozott egy atlagérték koriil. A SIR-
modellel ellentétben itt a hullimok nem csillapodtak le, mivel a fogékony populacié sosem
fogyott el.

1000 A = Fogékonyak (S)
= Fert8zottek (1)

800 -

600 -

Egyedek szdma

400 -

0 50 100 150 200 250
1dé (napok)

14. dbra. A SIS-modell gérbéje szezonélis B(t) fert6zési rata hatasara

Javul6 gyoégyulasi rata

A szimulacional a hirtelen javulé gyogyulési ratat a (3.3) képlet irja le, a hasznalt para-
méterek a G = 0,1 és a t* = 100 értéket vették fel.

A 15. abran jol megfigyelhetd, hogy a t* idSpontban tértént (¢) novekedés hirtelen
csokkentette a reprodukcios szamot. A rendszer erre valaszul elhagyta a korabbi (maga-
sabb fert6zottségi szinti) egyensilyi allapotot, és egy 1j, alacsonyabb I* értékid endemikus
egyensuly felé konvergalt. Ez demonstralja, hogy immunitas hianyaban a gyégyszeres ke-
zelés javitasa nmagaban nem feltétleniil sziinteti meg a jarvanyt, csak alacsonyabb szintre
szoritja vissza az endemikus szintet.

Telit6d06 oltasi rata

Ebben a modellbévitésben feltételeztiik, hogy az oltas kivonja az alanyokat az S fert6zheté
csoportbol egy védett statuszba anélkiil, hogy a (2.2) SIR-modellben latott modon egy
kiilon R csoportot vezetnénk be.

A szimulaciohoz hasznalt kibévitett SIS-modell:

EZ_@""}/I—VS
dI_pSI_ |
a - N
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15. dbra. A SIS-modell gérbéje hirtelen javulé +(t) gyogyulasi rata hatasara

Az oltasi kampényt a (3.2) logisztikus fiiggvénnyel modelleztiik ennél a szimulacionél
is. A felhasznalt paraméterek A = 0,02, m = 0,1, to = 60 értéket vették fel, mig a v(t)
fiiggvény értékkészlete a kovetkezs volt:

0 < v(t) <0,02.

A 16. dbran jol lathato, hogy ez a beavatkozas alapvetGen megvaltoztatta az SIS-modell
dinamikajat. Mivel az oltas folyamatosan csokkentette az S fert6zhets utanpotlast, a ST
fert6zési rata idGvel a kritikus szint ald csokkent. Emiatt az oltasi kampény hatasara a
jarvany végiil lecsengett, és a fert6zottek szama nulldhoz tartott. Ez megmutatja azt, hogy
immunitast nem ado betegségeknél a vakcinacié kulcsfontossagi lehet.
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16. abra. A SIS-modell gérbéje v(t) telitéds oltasi rata hatasara

3.3. SEIR-modell paramétervizsgalata

Miutan megvizsgaltuk az alap SIR- és az immunités nélkiili SIS-modellek viselkedését
kiilénbo6z6 paraméterek mellett, ebben a fejezetben a 2.3. fejezetben leirt SEIR-modellnél
folytatjuk a szimulaciokat.

Hosszabb lappangasi id6

A szimuléci6 soran a (3 és a v értéke ugyanannyi maradt, mint a klasszikus SEIR esetében,
a o0 = 0,02 értékkel pedig megnoveltiik a lappangési idét. A 17. abran jol megfigyelhetd,
hogy a megnovekedett lappangasi id6 hatasara a fertGzési hullam idében elhizodik, igy a
fert6zotteket mutatd gorbe ellaposodik.

Ha a lappangasi id6t megnoveljiik, a jarvany dinamikaja jelentGsen megvaltozik. Ek-
kor az S fogékonyak gyors tempoban keriilnek ét az E lappangok rekeszébe. Az E gorbe
hatalmasra né, magaba szivva a populaci6 jelentSs részét. Kiviilrl azonban tgy tinik,
mintha a jarvany enyhe lenne, mivel az I fert6zotteket jelzé piros gorbe alig emelkedik.
Mivel a lappang6 egyének csak nagyon lassan, folyamatosan ,,csopognek” at az aktiv ferts-
z6 fazisba (és utana gyorsan meg is gyogyulnak), a betegek szama sosem tud drasztikusan
megndni. A kiemelkedd csiics helyett a hosszi lappangasi id6 elnytujtja a terhelést, és a
fert6zottek gorbéje csupan egy alacsony, hosszu, lapos dombot rajzol ki.

Hosszan elnyil6 jarvany esete

A 18. abra ezt az allapotot szemlélteti, ahol g = 0,105, v = 0,1 és ¢ = 0,2, a vizsgalt
idétav pedig 800 nap.

Amikor a fert&zési rata és a gydgyulési rata szinte megegyezik, azaz az Ry = % = 1,05
alapvetd reprodukcios szam éppen csak atlépi az 1-es kritikus kiiszobot, a jarvany dinami-
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17. abra. Megnévelt o esete

kaja egy rendkiviil elnydjtott, lassi lefolyast mutat. Ebben a hataresetben az S fogékonyak
csoportjabol csak nagyon lassan, szinte észrevétleniil szivarognak at az emberek az E lap-
pangok, majd onnan az I fertézottek rekeszébe. Mivel a gydgyulas iiteme alig marad el a
megbetegedések sebességétsl, a fertézottek szama sosem tud drasztikusan megnéni, igy a
meredek fali jarvanycsics teljesen elmarad. Ehelyett az E és az [ gorbék egy alacsony, de
hosszt hénapokon at elnyulo, lapos feliiletet hoznak létre. A betegség hirtelen hullamok
nélkiil vonul at a populacion.
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18. abra. Rg ~ 1,05 esete
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Karantén modellezése idsfiiggé paraméterrel

A kontaktusszam csokkentését (iskolabezarasok, kijarasi tilalom, maszkhasznélat) a [3(t)
paraméter hirtelen lecsokkentésével lehet szimulalni. Matematikai értelemben a (t) egy
lépcststiiggvény:

60 , ha t <ty
B(t)y=<p ,haty<t<ty (3.5)
ﬁ? ) ha t2 S t

amely egy adott ¢; id6pontban hirtelen a toredékére esik, majd a korlatozasok feloldasakor
egy to idépontban tjra megnd. Ezzel a modszerrel kiszamithato, hogy egy tual korai nyi-
tas hogyan vezethet egy massziv masodik hullamhoz, és optimalizédlhaté az intézkedések
id6zitése.
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19. 4bra. Korai karanténfeloldas esete

Ebben a szimuléciéban kifejezetten a méasodik hullam kivaltasa volt a cél. A karantén
idészaka alatt az S, vagyis a fogékony egyedek osztalydban tobb mint %N egyed maradt.
Emiatt a korlatozasok feloldasat kovetGen a virus ismét képes volt terjedésnek indulni,
azonban mar joval kisebb intenzitassal, mint az els¢ hullam soran.

A szimulacié soran 1000 embert vizsgaltunk, koziiliik a kezds idépontban 5 volt fer-
t6zott. Az atlagos lappangasi id6 5 nap volt (o = %), és egy ember pedig 7 nap elteltével
keriilt 4t a gyogyultak csoportjaba (v = 1).
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A B(t) fiiggvény paramétereinek értékei az alabbiak voltak:

(8, = 0,5

B =0,1

By = 0,4 (3.6)
t, =25

[ £, = 60

A 19. abran is megfigyelhets, hogy ebben az idGszakban a lappangok és a fert6zottek
gorbéje csokkenni kezd. A 60. naptol az arany kevesebb lesz, de ez az alacsonyabb érték
elegend6 ahhoz, hogy a virus tovabb terjedjen, és elinditson egy masodik hullamot. Ennek
lecsengése utan az esetszamok ismét visszaesnek, és a jarvany végleg megsztinik. Az abra
kinagyitott részén jol lathatdo a mésodik jarvanyhullam megjelenése, amely alacsonyabb
maximalis esetszammal tet&zik.

3.4. Kvantitativ osszehasonlitas

Modell | Esetek Lnax | tmax 1(T)
SIR Alacsony kezdeti S csoport 200 f6 | 0. nap 2532 16
SIR Konstans oltési rata 203 f6 | 27. nap 6902 f6
SIR Szezonélis fertézési rata 378 f6 | 23. nap 9827 f6
SIR Telit6d6 oltasi rata 302 {6 | 26. nap 9301 f6
SIR Hirtelen javulé gyogyulasi rata | 303 {6 | 26. nap | 8794 {6
SIR Kombinalt hatas 377 {6 | 23. nap 9418 f6
SIS Szezonalis fertzési rata 814 £6 | 227. nap | 144450 {6
SIS Hirtelen javulo gyogyulési rata | 666 {6 | 99. nap | 112653 {6
SIS Telit6dd oltasi rata 659 f6 | 37. nap | 78556 f6
SEIR Hosszabb lappangéasi id6 50 f6 | 199. nap | 6365 {6
SEIR Hosszan elnytloé jarvany 716 59. nap 1453 16
SEIR Karantén modellezése 92 f6 | 28. nap 5861 f6

2. tablazat. Jarvanyterjedési modellek kvantitativ osszehasonlitésa

A 2. tablazatban szamszertsitve Osszehasonlitjuk a 3. fejezetben targyalt eseteket.

A tablazat adataibol egyértelmtien megallapithato, hogy a lappangasi id6, valamint a
karanténnal torténd beavatkozas radikdlisan tudja csokkenteni a maximalis és Osszesitett
esetszamot is. A hosszabb lappangasi id6 segit kitolni a jarvanycstcs idépontjat, igy az
orvosoknak és szakértéknek tobb idejiik van kidolgozni a megfelels jarvanykezelési tervet.

Megallapithatd tovabba az is, hogy a SIS-modell altal szimulélt helyzet a legveszélye-
sebb a harom modell koziil. Mivel az egyének a fertézés utan nem lesznek immunisak, ezért
a masik ketté modellhez képest nagysagrendileg magasabb lesz a maximalis és Gsszesitett
esetszam is. A SIS-modell esetében jelentés pozitiv hatast az oltas megjelenése okozott.
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Ebbdl is latszik, hogy az oltas a legfontosabb beavatkozasi modszer, barmilyen esetrsl
vagy modellrél legyen szo.
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4. fejezet

A Neisseria meningitidis terjedési
dinamikajanak modellezése

Az invaziv meningococcus betegséget hordozd Neisseria meningitidis baktérium tiinet-
mentesen kolonizalja az embereket, azonban az invaziv megbetegedés a populécié egy kis
hanyadaban mégis kialakul. A modell felirasahoz és bemutatasahoz a [6] és a [3] tanulma-
nyok nytujtanak segitséget.

4.1. A betegség

A vizsgalt betegség gyors lefolyasu, és tiidégyulladéast, agyhartyagyulladast, valamint vér-
aramfert6zést okozhat. Az esethaldlozési aranyt 10-15% kozé becslik, tovabba a fertézést
tuléls egyének 20%-a élethosszig tarto fogyatékossaggal kiizd, beleértve a latas- és hal-
laskdrosodast, a neurologiai hianyossagokat és a végtagvesztést. Bar a meningococcus
betegség minden korosztalyt érinthet, a fertézéseket tilnyomorészt csecsemdéknél, fiatal
felnGtteknél és a 85 év feletti felnStteknél jelentik, a mérsékelt égovi régiokban pedig az
esetek a téli és tavaszi honapokban a leggyakoribbak.

A baktérium orrgaratban torténé megtelepedése (kolonizéacioja) egészséges egyéneknél
viszonylag gyakori: a jelentések szerint kortilbeliil a populacié 20%-a hordozé. A hordozas
gyakorisaga az életkortol fligg, és a fiatal felnGtteknél éri el a tetépontjat. Az esetek tulnyo-
mo tobbségében a hordozas artalmatlan a gazdaszervezetre nézve, de bizonyos esetekben
nem sokkal a kolonizéacié utan a kérokozod bejut a véraramba, és invaziv betegséget okoz.
A baktérium légkori viszonyokkal szembeni érzékenysége miatt a tovabbadéashoz szoros
kontaktus sziikséges.

4.2. Az SCIIR-modell

A kovetkezSkben bemutatjuk és részletesen elemezziik a jarvany dinamikajara szabott
matematikai modellt. Az SEIR-modell E osztélyaval szemben az I4 és C csoportok mar
fert6zoképes egyedeket tartalmaznak.

Az osztalyok és ratak definici6ja

A Neisseria meningitidis okozta agyhartyagyulladas modellezésekor a populaciot altala-
ban négy osztalyra osztjak fel. A legtébb modellben az S fogékonyak, a C' hordozok, az [
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fert6zottek és az R gyodgyultak szerepeltek, azonban késgbb a fert6zottek osztalyat tovab-
bi két osztélyba szelektaljak szét: az Ig (symptomatic) tiinetes és az 14 (asymptomatic)
tiinetmentes fertézottekre.

Az 1j fert6zések erejét ez a képlet adja meg:

B(1 = our)S(MC + mla+ nls)

A —=
N ?

(4.1)

ahol 8 > 0 tovabbra is a fert6zési ratat, n a hordozok fert6z6képességét, n; a tiinetmentes
betegek fert6z6képességét és 1y a tiinetes betegek fert6z6képességét és N az 6sszpopuléciot
jeloli, ami jelen modell keretein beliil az id6ben nem allandoé.

A 20. abra a Neisseria meningitidis terjedési dinamikajat és a lehetséges klinikai ki-
meneteleket szemlélteti. A rendszer 6t {6 allapotot (rekeszt) kiilonboztet meg, amelyek
k6zott a nyilak mutatjik az egyének aramlasanak iranyat és matematikai ratajat. A p
rata minden rekesznél megjelenik egy lefelé mutaté nyil formajaban, amely a betegségtol
fiiggetlen, természetes demografiai haldlozast jeldli.

A hordozok osztalyat olyan egészséges emberek alkotjak, akik az orrukban és a torkuk-
ban tiinetmentesen hordozzak a meningococcus baktériumokat egy bizonyos ideig (néhany
hétig vagy akar honapig), és képesek azokat masoknak tovabbadni. Egyes tanulméanyok
ramutattak, hogy egy hordozo kezelés nélkiil, természetes tton is felépiilhet a fert6zésbaol.
Ennek a természetes gyogyulasnak a rataja w > 0.

A C hordozok osztalyabol az egyének kétféleképpen léphetnek tovabb. Egyrészt, az
egészségligyi szlir6programok révén atkeriilhetnek az R gyogyultak rekeszébe. Ennek se-
bességét a puy rata hatarozza meg, ahol az uy a sztiréssel elért populécioé aranyat, a ¢ > 0
paraméter pedig a beavatkozas hatékonysagat jeloli. Masrészt, amennyiben a baktériumok
attorik a szervezet immunologiai védvonalait, a korokozo6 eljuthat az agyhértyaig. Ez az
allapotromlas egy o > 0 progresszios rataval torténik, aminek kovetkeztében a hordozo a
lappang6, de méar az [4 fertézott halmazba 1ép. A tiinetek jellemz&en a fertézédést ko-
vet§ 2-10 napon beliil jelentkeznek; a lappangési id6 leteltével a betegek a p > 0 rataval
keriilnek at az Ig tiinetes betegek osztalyaba.

Feltételezziik tovabba azt is, hogy egy adott kampany hatasara az embereket 6sztonoz-
ni tudjak arra, hogy ellendriztessék az egészségiigyi allapotukat, igy az agyhartyagyulladas
kockazata ¢uy rataval csokkentheté még a fertézés tiineteinek megjelenése elétt. A tiine-
tes fert6zottek rekesze esetében feltételezziik, hogy nincs természetes gydgyulas; megfelels
kezelés esetén ~yug rataval keriilnek at a gyogyultakhoz, ahol uz azt az aranyt jeloli, hogy
a populacié hény szazalékanal végeztek kezelést, mig a v > 0 pedig ennek a gy6gymod-
nak a hatékonyséigat jelenti. Feltételezziik tovabbé, hogy a tiinetes fert6zottek rekeszébe
tartozok a betegség kivetkeztében § > 0 rataval halnak meg. A gyogyult személyek nem
szereznek tart6s immunitést, késgbb ismét fogékonnya valnak 6 > 0 rataval.

Az R gyogyultak rekeszébe keriil mindenki, aki tulélte a betegséget, vagy az oltas
révén immunitast szerzett. Az abra legfels6 OR visszacsatol6 nyila azonban egy fontos
jarvanytigyi jelenségre hivja fel a figyelmet: az immunitas (legyen az természetes vagy
vakcina altal kivaltott) nem tart érokké. Az id6 mulaséval az antitestszintek csokkennek,
a védettség halvanyul, és az egyének a 6 rataval visszakeriilnek az S fogékonyak halmazaba.
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20. dbra. Agyhartyagyulladés terjedése véddoltéassal, egészségiigyi vizsgalattal és kezelés-
sel.

A modell felirasa

A megadott feltételezések alapjan felirjuk az agyhéartyagyulladéas terjedésének matemati-
kai modelljét a véddoltéas, a kampény és a kezelések figyelembevételével:

df-w—l—@R AS — (p+ow(t))S

ac

E:AS—(,u%—w—i-a—HzﬁuQ(t))C

L — 60—+ p+ Gual) (4:2)

dl
= PLa = (ot yus(t) +6) s

U — ou(1)S + (w0 + Guslt)C + Gus(t) L+ yus(t)s — (u+ O)R

A teljes populaciot az N = S+ C + [4 + Is + R jeloli. Mivel egy rekeszt emberek egy
csoportjaként tekintiink, ezért az egyes rekeszek kezdeti feltételei kielégitik az S(0) > 0,
C'(0) >0, 14(0) >0, I5(0) > 0 és R > 0 feltételeket. A df, ‘fg, di;‘, d;ts és Jf derivaltak a
fogékonyak, a hordozok, a tiinetes fertézottek, a tiinetmentes fert6zottek és a gyogyultak
populacidinak novekedési iitemét hatarozzak meg.

A 3. tablazatban a paraméterek pontos ismertetését, illetve értékiik hatarait lathatjuk.
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3. tablazat. A kiterjesztett modell paraméterei (haldlozassal kiegészitve)

Paraméter Definici6 Erték

s Sziiletési rata 100-100 000

15} Hatékony érintkezési réata 0,88

. Egy fére es6 fertézési rata (C' al- 0.2-0.85
tal)

n Egy fore es6 fert6zési rata (I4 al- 0.2-0.95
tal)

s Egy fore esd fertézési rata (I al- 0.2-0.95
tal)

v Kezelés hatékonysaga 0,1-0,9

o Véddgoltas hatékonysaga 0,85-1
Agyha lladas elleni kam-

4 8y arty}agyu z%das elleni kam 0.85-0.95
pény hatékonysaga

Q Progresszios rata C-bél [ 4-ba 0,1-0,52

w Természetes gyogyulasi rata 0,06-0,2

p Progresszios rata [4-bol Ig-be 0,2-0,52

) Betegség okozta halalozés 0,05-0,5

0 Természetes halalozasi rata 0,02

0 Immunitas elvesztése 0,04-2

Vezessiink be tigynevezett kilépési ratakat, amelyeknél 6sszevonjuk a 20. &bran lathato
Osszes osztalybol kifelé tarté nyilakon 1évs értékeket:

o ki =+ ou

o by =p+w+a+ ous

o kg =p+p+ ous
o ky=p+yus+90
o ky=pu+0.

4.3. Az alap reprodukcios szaAm meghatarozasa

Jelen fejezetben le fogjuk vezetni a (4.2) SCIIR-modell esetében az alap reprodukcios
szam kiszamitasat az 1.22. Tétel segitségével. A szamolas menete megegyezik a 2.1., 2.2.
és a 2.3. fejezetekben latottakkal.

A betegségmentes egyenstlyi pont 23 = (5%.0,0,0, R*) lesz, valamint a tovabbi-
akban (* a kovetkezs értéket jelenti:

B(1 — aul)So'

V=—<1r

Az SCITIR-modell esetében a C| 4, Is osztalyok a fert6z6ek, ennek kivetkeztében |Z| =
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m = 3 lesz. Irjuk fel az F és V fiiggvényeket:

F = 0 , V= —aC + kg]};
0 —pla+ kyls

Kovetkezd lépésben irjuk fel az F,V € R3*3 matrixokat:

B*n B'm B k, 0 0
F=lo0o o 0|, v=|-a k 0]. (4.3)
0 0 0 0 —p ky

Az 1.22. Tétel alkalmazasahoz hatarozzuk meg a V! matrixot:

1
£ 0 0
-1 _ o 1
Vo= kaks k3 0
ap p 1
koksks  ksks ka

Szorozzuk Ossze az F' és a V! matrixokat. Mivel az I métrixnak csak az els6 sora nem
nulla, a szorzatmatrixnak is csak az els§ sora fog nem nulla elemeket tartalmazni:

* [e% [0 * B*
(e b)) s (B ) G

FV—!= 0 0 0

0 0 0

Egy olyan maétrixnak, amelynek csak az els6 sordban vannak nem nulla elemek, a
sajatértékei egyszertien megadhatok: az egyik sajatérték maga a f6atlo elsé eleme, a tobbi
sajatérték pedig nulla, mivel hdromszog-méatrix.

Az 1.22. Tétel alapjan az SCIIR-modell Ry alap reprodukciés szama a kovetkezo:

R — val — 3 i am apn)2 .
0o=pEVT) =8 (k2+k2k3+k2k3k4

4.4. Egyensulyi pontok

Az alabbiakban a [6] forrasban 1évg stabilitasvizsgalatot mutatjuk be és értelmezziik.

Betegségmentes egyensilyi pont

Az 25CUR betegségmentes egyensilyi pontban tudjuk, hogy nincsenek fertézottek. Ebbsl
kovetkezik, hogy a A fert6zési erd is nulla.
A kiértékelt J, Jacobi-méatrix a kovetkezs lesz:

—ky =B —B'm —B'mn 0
0 pBn—ky B'm B'm 0
Jo = JEIR(5CIRY — | & —k3 0 0 (4.4)
0 0 p —ky O
ouy W+ Quy  Puy yuz  —ks
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A matematikai epidemiologidban az 1.22. Tétel révén ezen maéatrix sajatértékeinek a
komplex sikon val6 elhelyezkedését nem kell mindig direkt szamolassal meghatarozni. A
stabilitas megallapitasara az R alap reprodukcios szamot hasznaljuk.

Az 1.22. Tétel alapjan ha Ry < 1, akkor az x5CHIR lokalisan aszimptotikusan stabil.
Barmilyen kis fert6zott csoport keriil is a rendszerbe, a jarvany nem tud exponenciélisan
novekedni, a fertézottek szama idével nullara csokken.

Ha Ry > 1, akkor az x5CUR allapot instabil. Egyetlen fertzott megjelenése is elég
ahhoz, hogy a rendszer kilok6djon a betegségmentes allapotbol, és a fert6zés szétterjedjen
a populacioban.

Endémias egyensiilyi pont

Amikor az Ry > 1, akkor az 25M™R pont elvesziti stabilitasét, és ,atadja” azt az Gjonnan
létrejove x1 endémias egyensulyi pontnak.

Az 27°MR stabilitdsanak matematikai bizonyitésa lényegesen bonyolultabb. A Jacobi-
métrixot most az 27MR = (S*, C* I}, I5, R*) pozitiv koordindtdkkal kell kiértékelni. Az
ebbdl kapott karakterisztikus egyenlet egy 6todfokt polinom lesz a A sajatértékekre nézve:

P(A) = N + ai\' + ap\’ 4 az\® + ash + a5 = 0. (4.5)

Mivel az 6todfoku karakterisztikus egyenletek gyokeinek meghatarozasara nem létezik
altalanos algebrai megoldoképlet, a rendszer stabilitasanak analitikus igazolasara az 1.24.
Tételt alkalmazzuk. Ez a matematikai moédszer a polinom a; egyiitthatoibol felépitett,
az (1.4) egyenletben definialt Hurwitz determinansok elGjelvizsgalataval donti el, hogy a
sajatértékek valos része szigortian negativ-e.

A [6] altal vizsgalt SCIIR-modell dinamikajaban az 1.22. Tétel segitségével megmu-
tathatd, hogy amennyiben teljesiil az Ry > 1 feltétel, a jarvany egy endémiés egyensilyi
allapotba all be. Ennek az egyensulyi pontnak a lokélis aszimptotikus stabilitasat az biz-
tositja, hogy a hozza tartoz6 Jacobi-méatrix karakterisztikus polinomjanak egyiitthatoi
maradéktalanul kielégitik a Routh—Hurwitz-kritériumokat.

4.5. Esetvizsgalat

A fejezet ezen részében kiilonboz6 koriillmények kozott fogjuk vizsgalni a jarvany viselke-
dését. Megvizsgaljuk a jarvanygorbék alakulasat. Kiszamitjuk azt is, hogy az egyes ese-
teknél hany fert6zott volt a jarvany soréan Osszesen, illetve hany fertézott volt egyszerre
maximum.

Beavatkozasi stratégiak osszehasonlitasa

A 21. abran lathat6 szimuléci6 sordn az agyhartyagyulladéas jarvanyterjedési dinamikajat
vizsgaltuk 180 honapot, azaz 15 évet feldlels idGintervallumon. A modell fokuszaban az
Is tiinetes fert6zottek szaménak idébeli alakulasa, valamint a vizsgélt idészak alatt meg-
fert6z6dott egyének Osszesitett szamanak vizsgalata allt. A szimulacio célja az volt, hogy
egy teljesen fogékony populacioban megjelend fert6z6 goc hogyan viselkedik természetes
lefolyas esetén, beavatkozas nélkiil, illetve hogyan valtozik a jarvanygorbe viselkedése egy
kombinalt védekezési stratégia alkalmazéasakor. A ,maximalis beavatkozas” forgatokdnyve
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a véddoltas, a felvilagosito kampany és a korhazi kezelés egyideji, magas (80%-o0s) intenzi-
tasu alkalmazasat szimulélta. A vizsgéalathoz egy Sy = 50000 f6s fogékony populaciot vet-
tiink alapul, amelybe kezdetben I, = 10000 tiinetmentes hordozo jelent meg. A szimulacié
soran m = 1000 havi sziiletési rataval és p = 0,02 természetes halalozasi rataval dolgoz-
tunk, a tobbi paraméter értéke 5 = 0,88, n = n; = 1y = 0,5, az a = 0,001 (minden ezredik
hordozo valik fert6zotté) és p = 0,3 volt. A természetes gyogyulas w = 0,1, a betegség
okozta tobblethalélozés pedig 6 = 0,1 volt. A kontroll valtozok u; = us = ug = 0 a beavat-
kozas nélkiili esetben, a maximalis védekezés esetén pedig egységesen u; = us = ug = 0,8
értéket vettek fel.

=== Nincs beavatkozas rl.4
== Maximalis beavatkozas

T
=
N

150 A

rl.0

=

N

(8]
L

r0.8

=

o

o
L

r0.6

Nincs beavatkozas (/s)
~
w

r0.4

w
o
Maximalis beavatkozas (/s)

254

T
o
[N}

Idé (hénap)

21. dbra. A tiinetes agyhartyagyulladasos betegek [ szaméanak alakuldsa beavatkozassal, illetve be-
avatkozas nélkiili esetekben

A két szimuléacié nagy kiilénbséget mutat a jarvany lefolyasdban, vizualisan és szam-
szerlien egyarant.

Beavatkozas hianyaban a kezdeti 10000 hordozo (a populécio 20%-a) miatt a fertzés
konnyen sopor végig a populécion. A 21. dbran piros szinnel azt az esetet lathatjuk, ha
nem avatkozunk bele semmivel a jarvany lefolyasaba, mig zold szinnel azt jeloltiik, amikor
magas szinten probaljuk befolyasolni (oltassal, sziiréssel) a jarvany dinamikajat. Mivel az
Ry alap reprodukcios szam jelentGsen nagyobb, mint egy, az [ tiinetes betegek goérbéje
meredek exponencialis novekedésnek indul, és a jarvany egy rendkiviil magas cstucsértéken
tet6zik (1770 £6). Ez a robbanésszerti terjedés a valosdgban az egészségligyi ellatorendszer
azonnali 6sszeomlasdhoz vezetne. A tet6zés utan a gorbe lassan ereszkedik, de nem éri el a
nullat: a magas m bevandorlasi rata és az immunitéas elvesztése miatt a rendszer egy magas
esetszami endémias egyensulyi pontba all be, vagyis a betegség tartoésan jelen marad a
populaciéban.

A kumulativ esetszamot a (4.2) képlet alapjan a tiinetes fertézottek gorbéje alatti
teriilet kiszamitasaval kaphatjuk meg.

A 90. honap végére ez a kumulativ esetszam azt mutatja, hogy tobb mint 96812 egyed
atesik a fert&zésen.
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Ezzel szemben a maximalis beavatkozas megmutatja, hogy miért fontosak a megel6z6
kampanyok. A 80%-os intenzitasi, 90%-os hatékonysagu oltasi kampany drasztikusan le
tudja csokkenteni a fogékonyak S szamat, a felvilagosité kampény felgyorsitja a hordozok
azonositasat és gyogyulasat, mig a korhazi kezelés pedig megroviditi a tiinetes periddust.
Ezek egyiittes hatésara a reprodukcios szam Ry < 1 lesz. A grafikon z6ld szaggatott vonala
(amelynek értelmezéséhez méasodlagos tengely sziikséges) azt bizonyitja, hogy a fertézés
nem képes jarvannyéa fejlédni: a tiinetes betegek szama minimélis marad, a tet6zés szinte
észrevehetetlen (1 £6), és a kumulativ megbetegedések szama is rendkiviil alacsony (3 {6).

A poliszacharid és a konjugalt vakcindk modellezése

A kovetkezs szimuldciok soran két eltérs esetet, a klasszikus poliszacharid vakcinak, va-
lamint a konjugalt vakcinak hatéasat vizsgéljuk.

A [3] tanulmany szerint a korabbi évtizedekben alkalmazott poliszacharid vakcinak
hatékonysaga mérsékelt volt (0,65 < o < 0,83). Bar ezek az oltéanyagok egyéni szinten
ideiglenes védelmet nytajtottak az invaziv megbetegedés ellen, a legnagyobb hatranyuk az
volt, hogy nem alakitottak ki nyalkahartya-immunitast. Ez azt jelenti, hogy a beoltott
egyének orrgaratjaban a baktérium tovabbra is megtelepedhetett, igy 6k tiinetmentes
hordozoként tovabbra is fenntartottak a fertézési lancot.

Ezzel szemben a modern konjugalt vakcinak oltoanyagai nemcsak 90-100% kozotti
hatékonysaggal (0,9 < o < 1,0) rendelkeznek a betegség megel6zésében, de gatoljak a
hordozova vélas folyamatat is.

Poliszacharid vakcinaval bovitett modell

A poliszacharid vakcinak legnagyobb hatranya, hogy nem csokkentik az orrgarati hordo-
zast. Ez azt jelenti, hogy egy beoltott személy védett lehet a tiinetes agyhartyagyulladassal
szemben, de a baktériumot tovabbra is hordozhatja és atadhatja mésoknak. Mivel nem
sziintetik meg a tiinetmentes hordozoi allapotot, ezek a vakcindk képtelenek nyéjimmuni-
tast kialakitani. Az immunmemoria 3-5 évig tart, emiatt tobbszori Gjraoltés sziikséges.
A 22. 4bréan lathato szimulaciéban olyan esetet modelleztiink, amikor a populacié 70%-
a rendelkezett egy o = 0,75 hatékonysagu oltassal. Mivel a beoltott egyedek is lehetnek
hordozok, ezért ebben az esetben médositottuk a modellt. Két 1j rekeszt vezettiink be: a
vakcinaltak csoportjat V-vel és a vakcinalt hordozok csoportjat Cy-vel jeloltiik:

ds
T =7+0R—AS— (n+ouy)S
av
EzaulS—AV—uV
dc
g =AS — (p+w+a+ ouy)C
ac
_dtv = AV — (p+w + ¢uy)Cy (4.6)
dl
d—tA =aC = (u+p+ duz)la
dl
d_ts = pla— (p+yus +0)Is
dR
= (WA Iu)C + (W duz)Cy + Puala + yusls — (n+ )R,
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ahol a A értékét az alabbi képlet hatarozza meg:

A— B(nC + 770\/]‘?\'[771& + 772]5‘)_ (4.7)

A (4.6) egyenletrendszert a [3] forras segitségével irtuk fel.

A (4.7) képlettel definialt A paraméter hatérozza meg tovabbra is, hogy egy adott id6-
pillanatban mekkora valoszintiséggel fert6z6dik meg egy egészséges ember. A C' hordozok
és a Cy vakcinalt hordozok is pontosan ugyanakkora n rataval adhatjak tovabb a bakté-
riumot, a vakcina nem csokkenti a baktérium tiritését az orrgaratbol. A (4.1) egyenletbdl
toroltiik a korabbi (1 — ouy) szorzot, hiszen a vakcina védettségét immar nem egy rataval,
hanem a modell szerkezeti felépitésével, rekeszek kozotti folyamatokkal modellezziik.

A (4.6) egyenletrendszerben a V' vakcinéltak csoportjaba csak a fogékonyak felsl érkez-
hetnek a sikeres oltas hatasara ou, rataval egyedek, illetve a természetes halalozason (ul)
kiviil a —A rataval keriilnek ki, akik hordozova valnak. A C' hordozok és a Cy, vakcinélt
hordozok osztalyanal a kiaramlasok megegyeznek.

A szimulaciéban a tobbi rata és az osztalyok kezdeti 1étszama megegyezik a 21. abran
bemutatott esettel, csak a o = 0,75 és a u; = 0,7 értékeket valtoztattuk.

160 === Nincs beavatkozas

==« Vakcina (u=0.7, 0=0.75)

140 4 >0

120 A

40

100 A

F30
80 A

60 - F20

Nincs beavatkozas (/s)
Poliszacharid vakcina (/s)

40 A

F10
201

Idé (hénap)

22. abra. A poliszacharid vakcina sszehasonlitédsa a beavatkozéas nélkiili esettel.

A 22. dbran jol megfigyelhets, hogy a véddoltas hatasara a jarvany dinamikaja fel-
gyorsul, a 17. honapban tet6zik, azonban ez a cstucsérték magasabb lesz a 21. abran zold
szinnel jelolt szimulacié esetéhez képest. Az egyszerre regisztralt betegek maximalis 54
f6s szama elmarad a beavatkozas nélkiili 156 f6t6l. A rendszerbdl a kérokozoé nem tiinik
el teljesen, ennek kovetkeztében a jarvany egy alacsonyabb szintre all be.

Konjugalt vakcinaval bévitett modell

A [3] cikk alapjan a konjugélt vakcindk (példaul a MenAfriVac) legnagyobb elénye a
poliszacharid oltasokkal szemben az, hogy képesek kialakitani a nyajimmunitast. Ez abbol
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adodik, hogy a konjugalt vakcindk nemcsak a tiinetes megbetegedést, hanem az orrgarati
hordozast is megakadalyozzak.

A konjugalt vakcinaknal az djraoltést kortol teszik fliggévé: 12-15 honapos csecsems-
korban javasoljak az elsé oltast, majd késébb 16 éves korban egyetlen tijraoltast ajanlanak,
mivel a fertézés kockazata a 16-19 éves korosztélyban tetézik. Ennek megfelelGen a jelen
modellben a vakcinaltak osztalyabol nem keriilhetnek &t egyedek a C' hordozok oszta-
lyaba, igy a 4.5. fejezetben hasznalt C, csoportra nincs sziikség. Ennek koévetkeztében
modelliink 6 rekeszre csokken.

A konjugalt vakcinat is modellezd differencialegyenlet-rendszer a kdvetkezo:

%zﬂ—i—&R—AS—(u—I—aul)S
av

E:aulS—,uV

dC

o =AS — (p+w+a+ ¢uy)C
t (4.8)

dl

d—f :aC—(u+p+gbu2)IA

dl

d_ts =pls— (n+yus+96)Is

dR

E = (w + qb’LLg)C + ¢U2[A + ")/Ugfs —0R

A A értéke egyszertisodik, mivel a fertézést tovabbado rekeszeknél mér nem szerepel
a C'y csoport:

BC 4+ mla+ n2ls)

160 A
L 40
1404
=== Nincs beavatkozés

120 1 == 1 Konjugdlt vakcina (u=0.7, 0=0.95)
< 0z
9] 4
\ﬁ 100 _E
o ]
X ~
T 80+ o
P 20 2
38 5
v 601 g
£ s
= A4
Z 401 L 10

\
N\
201 b T
~
~ -
04 e B —— 0
o ¢0Q ¢°Q b?) & '\6) QQ
o o
A A
N’ ®
Idé (hdnap)

23. abra. A tiinetes betegek és a fogyatékossaggal él6k szamanak alakulasa beavatkozas nélkiil
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A (4.8) rendszernél az S csoport aramlasat leir6 egyenletben a —ouyS jelentése az,
hogy a populacié u; ardnya be van oltva egy ¢ hatékonysagu vakcinaval. Ezek a személyek
kikeriilnek és atlépnek a vakcinaltak osztalyaba, emiatt jelenik meg ez a tag a vakcinaltak
valtozasat leiré egyenletben pozitiv elGjellel.

A 23. abran lathaté szimulacioban a konjugalt vakcinara jellemzs, magasabb paramé-
tereket alkalmaztunk: 70%-os oltottsagi lefedettséget (u; = 0,7) és 95%-o0s hatékonysagot
(0 =0,95).

Egyértelmtien észrevehets, hogy a konjugélt védGoltas hatasara a jarvany dinamikéja
jelentGsen megvaltozik. A tet6zés hamar bekdvetkezik, mikozben az egyszerre regisztralt
betegek maximalis szama is 41 f6re lecsokken, mig ez a szam a beavatkozas nélkiili esetben
majdnem eléri a 160 f6t. A legfontosabb kiilonbség azonban az, hogy a zold jarvanygoérbe
a tetézés utan nullahoz tart. A konjugalt vakcina altal biztositott nyajimmunitasnak ko-
szonhetGen a fert6zés terjedése megszakad, és az R reprodukcios szam 1 ala szorul, ami a
jarvany teljes elhalasdhoz vezet, szemben a poliszacharid vakcinanal tapasztalt endémias
egyensitllyal.

Egy kérokoz6 bekeriilése egy kisebb rendszerbe

Ebben a részben megvizsgaljuk, mi torténik akkor, ha a kérokozo6 bekeriil egy alacsony 1ét-
szamu populacioba. Ez a kisebb populacio a valosagban egy kisebb véarost képes szimulalni.
A vizsgalatot beavatkozés nélkiili esettel kezdjiik: elemezziik, hogy milyen sebességgel és
milyen intenzitassal képes kitorni a jarvany. Ezek utan megvizsgaljuk a konjugalt oltas
hatasat is ebben a szituacioban.

Fogyatékossagi osztallyal kiegészitett modell

A fogyatékossagi osztéllyal kiegészitett modellnél bevezetiink egy 1j osztalyt — az I fo-
gyatékossaggal él6ket — ahova a fertézottek 20%-a keriil at. Jelolje ¢ > 0 azt a ratat,
amellyel az Ig tiinetes fertézottek az F' fogyatékossaggal él6k csoportjaba keriilnek. En-
nek megfelel6en az Ig egyenletében a —ilg tag kidramlasként jelenik meg, mig az F
osztaly egyenletében ugyanez a folyamat +1Ig bearamlésként szerepel.

Bevezetjiik tovabba a 15%-os halalozasi ratat a betegeknél § = 0,15 paraméterrel. A
maradék 65% kertil a gyogyultak osztalyaba .. = 0,65 paraméterrel.

A (4.2) egyenletrendszer a kovetkez6képpen modosul az 1 kortilményeknek koszonhe-
téen:
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Beavatkozas nélkiil

A 24. abran lathato szimulacioban egy 10 000 {6s populaciot modelleztiink 1 darab kezdeti
hordozéval. Egy 150 honapos idGtavot vizsgaltunk, beavatkozas nélkiil. A m = 200 volt
jelen esetben.

Jol megfigyelhets a késleltetett jarvanykezdet: az els6 20 honapban a megbetegedések
szama minimalis, amely id6 alatt a tiinetmentes hordozok szama névekedni tud anélkiil,
hogy ezt észlelni lehetne. A megbetegedések szama a 41. honapban 8 f6nél éri el a cstics-
pontjat. A korabbi beavatkozéas nélkiili esetekben is mar lattuk, hogy a kérokozd nem
tinik el a populaciobodl, hanem egy stabil, 7-8 {6 koriili endémias egyenstilyi szintre all
be. A vizsgalt idGszakban Osszesen 459 ember kapja el a stlyos, tiinetes fertézést, 65 {6
vesziti életét agyhartyagyulladas kdvetkeztében, valamint dsszesen 91 személy életre sz6l6
fogyatékossaggal kénytelen leélni héatraléve életét.

A modell igazolja, hogy megfelel6 védGoltasi programok hidnyaban az agyhartyagyul-
ladas terhe nemcsak megbetegedésekben és haldlesetekben mérhets, hanem a tartos egész-
ségligyi ellatasra szoruld tulélsk szaméanak felhalmozodasaban is.

30 A

= Aktiv betegek (Is)

251 .
= [|etfogytig fogyatékossaggal él6k (F)

20 A
151

101
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<
S

o R S B
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24. dbra. A konjugalt vakcina 6sszehasonlitdsa a beavatkozas nélkiili esettel

Vakcina hatasa

Vizsgaljuk meg ugyanezt a szituaciot agy, hogy a 4.5. fejezetben targyalt konjugalt vakcina
hatésait is belevessziik a modellbe. A (4.9) egyenletrendszerhez vegyiik hozza a vakcinalt
csoportot leir6 differencidlegyenletet is, amely a kovetkezd:

av
o ou S — pV

A szimuléci6 soran a kérokozo terjedése szinte azonnal megszakadt, mivel a beoltott
egyének védettek a hordozova vélassal szemben, az egyetlen fert6z§ forrdas nem talélt

93



elegendd fogékony személyt a populdcioban ahhoz, hogy a jarvanyt fenntartsa. Ennek
eredményeként az aktiv tiinetes betegek szama a teljes megfigyelési idGszak alatt biologiai
értelemben nulla maradt (a modell is csupén a nulldhoz konvergalo, rendkiviil apro, 107>
nagysagrend elméleti értékeket generalt). Matematikai nyelven ez azt jelenti, hogy a 70%-
os konjugalt vakcinacios lefedettség az Ry reprodukcios szamot tartésan 1 ala szoritotta.
A jarvany kitorése igy lehetetlenné valt, ami megvédte a tarsadalom beoltatlan, fogékony
30%-at is.

Osszegzés

A szimulaciok soran kapott eredmények erésen kiilonboznek. A modell azt bizonyitja, hogy
a konjugélt vakcinak alkalmazasa nem pusztan az egyedek egyéni védelmének az eszkoze,
hanem a leghatékonyabb népegészségiigyi beavatkozas. A vakcina jelent&sen csokkenti a
meghbetegedések szamat, igy képes a teljes populaciot megmenteni.

Szezonalitas figyelembevétele

A 25. abran lathaté szimulacio egy 15 éves idStavon vizsgalja az agyhartyagyulladast
az el6z6 szimulaciokhoz hasonldéan egy 10 000 f&s populacion. A szimulacio célja, hogy
értelmezni tudjuk a korokozoé szezonalis viselkedését beavatkozas nélkiili, illetve az oltassal
valé beavatkozés esetében is. Ezt a szezonélis tulajdonsagot a (3.1)-ben megadott id6ben
valtozo [B(t) periodikus rataval szimulaltuk:

0,616 < B(t) < 1,144. (4.10)

A t6bbi jarvanytani paraméter megegyezik a korabbi szimulaciok értékeivel.
A szimulaciok soran a kovetkez§ differencidlegyenlet-rendszerrel dolgozunk:
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dl
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A beavatkozas nélkiili esetben kezdetkor az alabbi médon van felosztva a populacio:

(So, Vo, Co, Ly, Is,, Ro, Fo) = (8000, 0, 2000, 0,0, 0,0).

A piros gorbén azt figyelhetjiikk meg, hogy beavatkozas hidnyaban a 2000 hordozo
azonnali exponenciélis novekedésnek inditja a jarvanyt. A jarvany 8 fertézott egyénen te-
t6zik, utana pedig a szezonalisan megugro [(t) ratanak koszonhetGen évenként visszatérs
endémias csucsok lesznek. A vizsgalt idGszak alatt Gsszesen 655 f6 betegedik meg. Amikor
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a feltételek a korokozonak kedvezévé valnak, akkor wjra és tjra megemelik a fert6zottek

szamat.
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25. dbra. A konjugilt vakcina Osszehasonlitasa a beavatkozas nélkiili esettel szezonalis tulajdonsag

figyelembevételével
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Ezek utéan futtattuk az egyenletrendszert mas kezdgértékekkel is:

(S0, Vo, Co, Ly, Is,, Ro, Fo) = (3000, 5000, 2000, 0, 0,0, 0).

Bar a rendszer a vakcinalt esetben is 2000 hordozéval indul, a 25. abréan jol megfi-
gyelhetd, hogy a zold gorbe eltér az eldzs esetben latott piros gorbétsl. A jarvany ebben
az esetben is exponencialis névekedésnek indul, azonban nagyjabol fél év alatt egy ala-
csonyabb értéken tetézik és egyszerre legfeljebb 2 megbetegedett eset van, szemben a
beavatkozas nélkiili esettel. A lényeges eltérést azonban a cstucsérték elérését kovetGen
figyelhetjiikk meg: a vakcinaltak osztalya megakadalyozza a korokozo szezonalis visszaté-
rését. Lathatjuk, hogy a konjugalt vakcinacié képes stabilizalni a rendszert, elkeriilve igy
a jarvany periddikus visszatérését. A szimulécié soran Osszesen 20 fertGzottet regisztralt
a rendszer.

4.6. Kvantitativ osszehasonlitas

A 4. fejezetben bemutatott szimuldciok eredményeit a 4. tablazatban szdmszertisitjiik a ko-
rabbi fejezetekhez hasonlé modon. Ez az elemzés megmutatja, hogyan hatnak a kiilénb6z6
beavatkozasi stratégiak a Neisseria meningitidis okozta agyhartyagyulladas terjedési di-
namikajara. A 4. tablazat a tiinetes fert6zottek maximalis szaméat (Ig, . ), a tetézés idejét
(tmax), valamint a vizsgalt iddszak alatt regisztralt osszes megbetegedést (Is(T)) foglalja
Ossze.

4. tablazat. Az agyhartyagyulladas terjedési modelljének kvantitativ 6sszehasonlitéisa

Modell Esetek Is_ .. tmax Is (T)
SCIIR (50 000 f6) | Nincs beavatkozés 5219 {6 | 26. honap | 96812 8
SCIIR (50 000 f6) | Maximalis beavatkozas 116 2. honap 3 {6
SCIIR (50 000 f6) | Poliszacharid vakcina 54 f6 | 17. hénap | 81949 {8
SCIIR (50 000 {6) | Konjugalt vakcina 41 {6 | 13. honap | 78586 6
SCIIR (10 000 f5) | Kisebb populacié beavatkozas nélkiil 8 f6 | 41. honap | 459 {6
SCIIR (10 000 f6) | Kisebb populacié konjugalt vakcinaval | 0 £§ - 0 6
SCIIR (10 000 {6) | Szezonalitas beavatkozas nélkiil 8 {6 14. év 655 {6
SCIIR (10 000 f8) | Szezonalitas konjugalt vakcinaval 2 6 0,6. év 20 f6

Az 50 000 f6s alapeseteket vizsgalva szembetiing a beavatkozas hidnya és a maximaélis
védekezés kozotti extrém kiilonbség. Védekezés nélkiil a kezdeti 10 000 hordozé miatt a
jarvany meredek exponenciélis novekedésbe kezd. A rendszer egy rendkiviil magas, 5219
f6s csucsértéken tetézik, ami a valosdgban az egészségiigyi ellatorendszer azonnali Ossze-
omléasat eredményezné. A maximaélis beavatkozas (oltas, sztirés és korhazi kezelés egyidejii
alkalmazésa) az alap reprodukcios szamot Ry < 1 értékre szoritja, igy a jarvany biologiai
értelemben ki sem tud torni. Ekkor a tet6zés mindossze 1 6, a kumulativ esetszam pedig
radikélisan alacsony, csupan 3 {6 lesz.

A vakcinék Gsszehasonlitasa azt mutatta meg, hogy mig a poliszacharid vakcindk nem
gatoljdk az orrgarati hordozast, addig a konjugalt vakcinak nemcsak a tiinetes meghete-
gedést, de a hordozova valast is megakadalyozzak.

o6



A kisebb, 10 000 {6s populécié (példaul egy kisvaros) modellezése ravilagit a betegség
hosszan elnyulo, rejtett veszélyeire. Beavatkozéas nélkiil az els6 20 honapban a jarvany
szinte lathatatlanul terjed a tlinetmentes hordozok kozott. Bar az egyszerre regisztralt
aktiv betegek szama csupan 8 fénél tetdzik, a korokozo jelenléte miatt 150 honap alatt
Osszesen 459 ember fert6z6dik meg. Ugyanebben a kdrnyezetben a konjugalt vakcina hasz-
néalata megszakitja a fertézési lancot: az Ry reprodukcios szam 1 ala szorulasaval az aktiv
tlinetes betegek szama nulla marad.

A szezonalitas bevezetése megmutatja a korokozo idészakosan visszatérs, hullamzé vi-
selkedését. Oltas hianyaban az esetszam 8 f6n tetézik, majd évrél évre Gjabb cstcsokat
hoz létre, a vizsgalt 15 év alatt Gsszesen 655 megbetegedést okozva. Amikor a modellbe
beépitjiik a konjugalt vakcinat, akkor az els6 honapokban megfigyelhetd egy minimélis
(maximum 2 f&s) megbetegedési cstics, de a vakcinélt réteg megakadalyozza a virus szezo-
nalis visszatérését. A rendszer stabilizalodik, és a teljes vizsgalt idGszak alatt az esetszam
Osszesen 20 fére korlatozodik.
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Fuggelék

Ebben a fliggelékben a dolgozatban szerepld numerikus szimuléciok koziil az SIR-modell
megoldasahoz hasznélt Python-kod teljes valtozatat kozoljiik. A kod az SIR-modell kézon-
séges differencidlegyenlet-rendszerét numerikusan oldja meg, majd kiszamitja a fert6zot-
tek maximalis szamét, a jarvanycsucs idejét, valamint a fert6zottek idG szerinti Gsszesitett
értékét.

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.integrate import odeint
from scipy.integrate import trapezoid

N = 10000

I0 = 10

RO = 0

S0 = N - IO - RO

t = np.linspace (0, 160, 1000)

# Paraméterfigguények
# Fertdzést rata
def beta_func(t):

A konstans esetben a béta paraméter nem fiigg az id&étdol.
Iddfiggd vizsgalatoknadl ez a fiiggvény moédosithatd példaul

szezonalis hatas vagy beavatkozas figyelembevételével.
nnn

return 0.30

# Gyogyuldsi rdta.
def gamma_func(t):

A konstans esetben a gamma paraméter nem filigg az iddétdl.

return 0.10

# 0ltdsi rata.
def nu_func(t):

Ha nincs oltasi beavatkozas, akkor az értéke nulla.
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return 0.00

# Az SIR-modell jobb oldala.

def sir_model(y, t, beta_func, gamma_func, nu_func):

y = [S, I, R], ahol
S: fogékonyak szama,
I: fertdzottek szama,
R: gydgyultak széama.

S, I, R=1y

beta = beta_func(t)

gamma = gamma_func (t)

nu = nu_func(t)

dSdt = -beta * S * I / N - nu * S
dIdt = beta * S x I / N - gamma * I
dRdt = gamma * I + nu * S

return [dSdt, dIdt, dRdt]

# 4 differencidlegyenlet -rendszer numerikus megolddsa
solution = odeint(

sir_model,

[SO, I0, RO],

t,

args=(beta_func, gamma_func, nu_func)

S, I, R = solution.T

# A4 jdrvdnycsucs és az Osszesitett fertdzottség meghatdrozdsa

i_max_index = np.argmax(I)
t_max = t[i_max_index]
i_max = I[i_max_index]

total_area = trapezoid (I, t)

print (f"A fertdzdttek maximélis széima: {i_max:.2f} £f&")
print (£"A jarvanycsics ideje: {t_max:.2f} nap")
print (f"A fert&zottek gbérbe alatti teriilete: {total_area:.2f}")

# Adbra készitése
plt.figure(figsize=(10, 6))
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plt
plt
plt

plt.

plt
plt
plt

plt.
.grid(True)
.tight_layout ()

plt
plt

plt.

.plot(t, S, label="Fogékonyak (S)")
.plot(t, I, label="Fertdzdttek (I)")
.plot(t, R, label="Gydégyultak (R)")

axvline (

Xx=t_max,

linestyle="--",

label=f"Jarvanycsics: {t_max:.1f}. nap"

.xlabel ("Id&")
.ylabel ("Egyének széama")
.title("Az SIR-modell numerikus megoldasa")

legend ()

show ()
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Osszefoglalas

A szakdolgozat soran a biologiai folyamatokat kozonséges differencidlegyenlet-
rendszerekké alakitottuk at, ami lehet6vé tette a jarvanyiigyi jelenségek elemzését.

A Kklasszikus jarvanyterjedési modellek elemzése soran egyértelmiivé valt az alap re-
produkcids szam szerepe. A vizsgalatok sordn a SIR-modell esetében lathattuk, hogy a
jarvany a fogékony populécié kiiirtilése miatt lecseng, a kiilonbozé esetek azt a folyamatot
gyorsitani vagy lassitani tudtdk. A SIS-modell elemzése ramutatott az immunitas fontos-
sagara. Ha a populacié nem tud nyajimmunitast elérni, akkor a jarvany jelen tud maradni.
A SEIR-modell vizsgalata pedig ravilagitott a lappangési id6 kulcsfontos késleltetési sze-
repére.

A paramétervizsgalatok soran nemcsak konstans ratakkal foglalkoztunk, hiszen a va-
losagban ezeket a paramétereket is valamilyen fliggvény segitségével tudjuk modellezni.
A szezonalités bevezetése periodikus hullamzéast eredményezett, mig a logisztikus oltasi
kampéanyok és a hirtelen javulé gyogyulési ratak hatékony eszkoznek bizonyultak a jar-
vanycstucsok elfojtasaban.

Az utolso fejezetben a Neisseria meningitidis baktérium terjedését modelleztiik. Az
SCIIR-modell segitségével kiilon rekeszekre bontottuk fel a hordozok, valamint a tiinetes és
tiinetmentes fertézotteket is, ezzel tovabbfinomitva a modellt. A szimuléciés eredmények
bizonyitottak a konjugélt vakcinak hatékonysagat a poliszacharid oltasokkal szemben: a
modern vakcinak nem csupan az egyént védik meg, hanem az orrgarati hordozas gatlasaval
nyajimmunitast hoznak létre, amely képes a korokozot teljesen kiszoritani a populaciobol.

A dolgozat matematikai szamitasainak kozponti célja annak meghatéarozasa volt, hogy
az egyes jarvanyterjedési modellekben milyen feltételek mellett marad stabil a betegség-
mentes allapot, illetve mikor alakulhat ki tartés jarvany. Ehhez minden modell esetében
meghataroztuk az egyensilyi helyzeteket, majd a Jacobi-matrixok, illetve az R, alap
reprodukcios szam segitségével vizsgaltuk azok stabilitasat. Az Ry értéke végig fontos
paraméterként jelent meg: ha Ry < 1, akkor a fertézés nem képes fennmaradni a po-
pulacidban, mig Ry > 1 esetén a betegségmentes allapot instabilla valik, és a jarvany
terjedésnek indulhat.

A dolgozat igazolta, hogy a matematikai modellezés a modern népegészségiigy elenged-
hetetlen eszkoze, amely segiti a jarvanyiigyi beavatkozasok hatékonysagat optimalizalni.
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Mesterséges intelligencia hasznalata a
szakdolgozatban

Alulirott Major Bulest nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése soran az alabb
felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI-alapi eszkozoket alkalmaztam:

Feladat

Felhasznalt eszko6z

Felhasznalas helye

Megjegyzés

Irodalomkeresés

Gemini Pro 3.1

1. és 4. fejezet

Abra- és kodkészités

Gemini Pro 3.1

2., 3. és 4. fejezet

Python kod
generalas

Nyelvhelyesség
ellenérzése

GPT-5.5 Thinking

Teljes dolgozat

A felsoroltakon tul més MI-alapt eszkézt nem hasznaltam.
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