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1. Bevezetd

A modern ember szinte mar mindennap hasznélja a mesterséges intelligenciat, hiszen
szamos gyakorlati feladatot nagy hatékonysaggal képes megoldani. Képfelismerés,
forditas és nagy nyelvi modellek mind ugyanarra a kozos matematikai problémara
vezethetGk vissza: ismeretlen fliggvények jo kozelitése nagy dimenzioju térben. Kér-
désiink tehéat, hogy milyen szerkezetd fliggvényosztalyokkal tudunk hatékonyan és
stabilan approximélni tobbdimenzios leképezéseket?

A klasszikus neuralis halo valasza erre az, hogy az ismeretlen fiiggvényt para-
méterezett linearis fliggvények, illetve fix nemlinearis fiiggvények valtakozott kom-
poziciojaval probaljuk kozeliteni, a paraméterek optimélis értékét pedig gradiens
ereszkedéssel érjiik el.

2024-ben jelentds figyelmet kaptak a Kolmogorov—Arnold-halézatok, amikor az
ismeretlen fiiggvényt tanulhatd, nemlinearis fiiggvényekkel kozelitjiik. Ezt konnyt
elképzelni egy dimenziéban, amikor egy egydimenzios fiiggvényt konnyen kozelitiink
polinomokkal. A probléma ott rejlik, amikor sokdimenzios fliggvényt kellene becsiil-
ni, nem tal sok paraméterrel.

A Kolmogorov—Arnold reprezentacios tétel azt mondja ki, hogy barmely folyto-
nos tobbdimenzios fiiggvény reprezentalhatd egydimenzios fliggvények segitségével
. Tétel). Mivel az egydimenzios fiiggvények paraméteres kozelitése 'konnyebb’,
igy egy teljesen 1j megkozelitést kapunk neurélis halé konstrualasara.

Jelen dolgozat célja ennek a két megkozelitésnek az Osszevetése. Az elsG rész-
ben a standard neuralis halok matematikai felépitését mutatjuk be, ezt kovetGen a
Kolmogorov—Arnold reprezentécios tétel bizonyitasat, valamint a héalok felépitését
magyarazzuk el. Végiil a két modell kozotti kapcsolatot, matematikai ekvivalenciét,
illetve gyakorlati kiilonbségeket tekintiink at.

A dolgozat célja egy olyan magyar nyelvii jegyzet elkészitése, amelyet ha egy ér-
deklsds, kell6 matematikai hattérrel rendelkezé didk elolvas, megérti a Kolmogorov—

Arnold modellt, valamint reprezentéacios tételiiket.



2. Hagyomanyos neuralis halok

Ez a fejezet a ma mar standardnak nevezhetd felligyelt tanulasrol fog szolni.

2.1. Elméleti hattér

Az alap feladatkorben adott to6bb bemenet (input), melyekhez tartozé mindegyik
kimenet (output) ismert, azonban a hozzéarendelési szabaly nem. A célunk az, hogy
kovetkeztessiink erre a hozzarendelésre a megadott adatokbol, hogy ez 1j inputokra
is alkalmazhato legyen.

Jeloljiik X-el az inputok terét és Y-al az outputok terét. Keresiink egy kozelitést

az ismeretlen f: X — Y fiiggvényre, ha azt az alabbi adathalmazon ismerjiik:

D:{(xbyl)a"'a(xNayN)}? xi€X7yi€K f(flfz):?/m
ahol tipikusan X C RP és Y C RY.

2.1. Példa. Tekintsiik azt a feladatot, hogy el szeretnénk adni a hazunkat, és ki
kellene talalnunk, hogy mennyi lenne az az ar, ami jol felbecsiili az értékét. Rendel-
kezéstinkre all rengeteg adat az elmilt tiz-htisz évbdl, hogy egész Magyarorszagon
hol, milyen hézakat mennyiért adtak el. A hazaknak rengeteg paramétere van: mé-
és 1gy tovabb. Tegyiik fel, hogy van 15 paraméter, amit jol ismeriink, igy X = R,
Y =R Az f: X — Y fliggvényt adtak meg nekiink sok pontban, az elmult évek
adataibol.

2.2. Példa (Osztalyozasi probléma (Classification)). Egy képrdl fel akarjuk ismerni,
hogy kutya vagy macska van rajta. Az input a kép adatai, a kép a - b darab pixelbsl
all, és minden pixelhez tartozik egy haromdimenzios vektor, amely az RGB kodot
tartalmazza. Az output pedig 0 vagy 1. Legyen X = [0,255]3*%*% Y = [0,1], a
megadott input pedig rengeteg kép kutyakrol, illetve macskakrol, a hozzajuk tartozo

output pedig, hogy kutya vagy macska van-e rajtuk.

Az altalanos megkozelitése a feladatnak az, hogy létrehozunk egy modellt, amely
reprezental egy {fp, 0 € O} fiiggvénycsaladot, és megprobaljuk kivalasztani a le-
hetd legjobb kozelitését f-nek az fo-k koziil. A tovabbiakban megmutatjuk, hogy a
hagyomanyos neurélis hélok esetében ezt a fiiggvénycsaladot hogyan hozzuk létre.

Ehhez t6bb definicidra sziikségiink lesz.



2.1.1. HAlok felépitése

2.3. Definicio. Aktivacios fiiggvénynek nevezziik a nemlinearis (altaldaban folyto-
nos) fiiggvényeket,
oc:R—R.

Gyakran o-t egy vektorra hivjuk meg, ekkor gy kell érteni, hogy a vektor minden
elemére meghivjuk a fiiggvényt. A leggyakrabban hasznélt aktivacios fliggvények az
tn. ReLU (Rectified Linear Unit), illetve szigmoid aktivéacios fiiggvények. Ezeket az
[} abran lathatjuk.
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— ReLU(z) = max(0, x)
— Szigmoid(z) = m

1. dbra. A ReLU és szigmoid aktivacios fiiggvények.

2.4. Definicié. Egy rétegnek nevezziik az
R:RYn 5 Réw  R(x)=c(Wx+b)

alaki fiiggvényt, ahol W € R%ut*din linearis leképzés, valamint b € Rt eltolasvek-

tor (bias), és o aktivacios fliggvény.

Erdemes megjegyezni, hogy az output rétegben az aktivacié gyakran az identités

fiiggvény.

2.5. Definicié. A kovetkezs f : X — Y fiiggvényt tobbrétegii perceptronnak,
roviden MLP-nek (multilayer perceptron):

f(x) = By (Raa (- (Ra(x)) - 0),

ahol R;, 1 <1 < M rétegek.



A halé mélysége alatt M-et értjiik, szélessége alatt pedig a legtébb neuront tar-
talmazo réteg neuronszamat. Ebben a modellben a reprezentalt fiiggvénycsaladhoz
tartozd ©-ba tartoznak a W; méatrixok, illetve a b; vektorok elemei, ugyanis a mat-
rixok méreteit, a rétegek szamat, és az aktivacios fiiggvényeket elére lerogzitjiik. Az

elére lerogzitett paramétereket hiperparamétereknek nevezziik.

Input réteg Elsé réteg Miasodik réteg Output réteg

[
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2. dbra. Harom rétegii neurélis halo

2.1.2. Egyrétegii halok stirtisége

A fent leirt MLP modell azért elterjedt, mert a reprezentalt fiiggvények halmaza
{fo,0 € O} stirti C[X,Y]-ban. Ezt az allitast teljes mértékben nem latjuk be, azon-
ban egyszerd neuralis haloknal elég intuitiv allitast kapunk.

Tegyiik fel, hogy X = [0,1], Y = R, igy az input és az output is egy skalar. Sok
gyakorlati probléma esetén az inputtér kompakt részhalmazra korlatozhato.

A modellben egy koztes réteg lesz, valasszuk az aktivécios fliggvényt a ReLU-nak.

Igy a neuralis halo a kovetkezs alakot olti,
fo(z) = Z cio(w;x + b;).
i=1

A halot a[3] abran lathatjuk.



Input réteg Réteg Output réteg

o(waz + by)

3. abra. Egy rétegii neuralis halo, n =4, © = {¢;, w;,b; € R|]1 <i < n}

Megmutatjuk, hogy ekkor fy-val a szakaszonként linearis fiiggvények kifejezhe-
t6k. Tegyiik fel, hogy f egy n — 1 lineéris szakaszbol allo fiiggvény, melyben a to-
réspontok 0 = 51 < ... < B, = 1, illetve a szakaszok meredekségei aq, ..., a,_1. fy

paramétereit valasszuk a kovetkezSknek,
Wiy n oy Wy 1= 1, w, := 0,

bj:=—0i,1=1...n—1, b, :=1,

¢ = o, ¢, := f(0), minden mas i-re ¢; = o — a;_y, i =2,...,n — 1.
Igy
n—1 5
fo(z) = aqx + Z(ai —a;1)o(z — Bi) | + £(0).
i=2

Kozvetlen szédmoléssal adodik, hogy fg = f.

2.6. Allitas. A szakaszonként linedris fiigguények [0, 1]-en strid részhalmaza C[0, 1]-

nek a sup metrikdban.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy adott ¢ > 0 és f € C[0,1]. Ehhez keresiink olyan f
szakaszonként linearis fiiggvényt, hogy ||f — f|| < e.

Mivel f folytonos, igy egyenletesen folytonos is, tehat e-hoz létezik § > 0, hogyha
|z —y| < 6, akkor |f(z) — f(y)| < €. Olyan felosztast valasztunk, amelyben min-

den részintervallum hossza kisebb mint §/2. Ezen toréspontokon f = f, majd a



megadott pontokat kossiik Ossze lineéris szakaszokkal. Ekkor barmely két toréspont

kozti intervallumon

1f(z) = f(z) < e

2.1.3. Strtség

Korabban belattuk, hogy az egyszertii neuralis halok altal reprezentalt fliggvényekkel
valéban jol lehet kozeliteni tetszéleges folytonos fiiggvényt. Ez az allitas altalano-

sabban is igaz, errdl szol a kovetkezs tétel.

2.7. Tétel (Univerzalis Approximéacios Tétel [2], [3]). Legyen K C R™ egy kompakt
halmaz, és legyen f : K — R eqy folytonos fiigguény. Tegyiik fel, hogy 0 : R — R
eqy nemlinedris, folytonos aktivicids fliggvény. Ekkor barmely € > 0 esetén léteznek
m € N, valamint o € R™, b € R™ és W € R™*™ paraméterek gy, hogy a neurdlis
hdlo

fox)=a-(c(Wz+b)1),...,a0(Wz+b)n)),
vagy masképp

fo(z) =a-oc(Wzx +b)

minden x € K esetén

|f(2) = fo(z)| <e.

A tételnek tobb valtozata ismert, amelyek eltérd feltételeket tesznek az aktivacios
fiiggvényre; a gyakorlatban hasznalt ReLU és szigmoid aktivaciok esetén a fenti

allitas teljestl.

2.2. Gyakorlati megvalositas

Egy neuralis halo betanitasa egy olyan optimalizacios feladat, ahol a W; és b; paramé-
tereket probaljuk ugy megtalalni, hogy a beldliik alkotott fy tobbrétegii perceptron
a lehetd legkozelebb legyen f-hez.

2.2.1. Veszteségfiiggvények
2.8. Definicid. A teljes, vagy totalis veszteségfiiggvény (total loss):

L:0 = R
L) = 5 D2 1), ) )
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Az [ @ Rdout x Rdwt 5 R fiiggvényt szokds egyszertien veszteségfiiggvénynek
nevezni. A koévetkezSkben bemutatjuk a két legelterjedtebben hasznalt veszteség-

fliggvényt.

o Atlagos négyzetveszteség (MSE - Mean Squared Error)

Az euklideszi tavolsag veszteségfiiggvénye

N
1
MSE(z, ) = 1 (@i — 1)

i=1

ahol N az adatok szama, z; a modell kimenete, y; pedig a valodi érték.

o Keresztentropia veszteség (cross-entropy loss)

Vegyiink a [2.2] Példat. Itt bizonyos paraméterek alapjan be kell sorolnunk az
inputot n csoportba. A modell az inputhoz el6szor egy n dimenziés vektort ren-
del (logiteket), majd a softmax fiiggvény segitségével ebbdl egy valoszintiségi
eloszlast képez. Ez megadja, hogy az egyes osztalyokba mekkora valoszintiség-

gel tartozik az input. A softmax definicioja:

et ern
softmax(x) = | — R ,
g e’ g e’
j=1 j=1

Az ebbdl szamolt veszteség pedig
CE(x,y) = — log((softmax(x)),).

Intuitivan ez azt jelenti, hogyha a modell alacsony valoszintiséget ad a helyes
osztalyra, akkor a veszteség nagy lesz. Példaul, ha a helyes osztaly valoszi-
niisége 0.1, akkor a veszteség —log(0.1) ~ 2. Ha azonban a modell kozel 1

valoszintiséget ad a helyes osztalyra, akkor ott a veszteség 0.

2.2.2. Hibavisszaterjedés

A modellben szereplé M rétegek szama, tovabba minden W; méatrix mérete és ebbsl
adodoan minden b; vektor mérete fix. Ezek a halé olyan hiperparaméterei, melyek
nem fognak valtozni a tanulas soran.

Ebben a fejezetben bemutatjuk, hogy a teljes veszteségfiiggvény minimalizalasa-

hoz elvégezends paraméteres optimalizalas hogyan zajlik.



A hibavisszaterjedés (backpropagation) egy rekurziv eljaras, amely neuralis halok
tanitasa soran az L veszteségfiiggvény minimalizélaséra szolgal.

A paramétereket iterativan frissitjiik gradiens ereszkedéssel. Kezdetben a pa-
ramétereket véletlenszertien valasztjuk, ezt jeloljik 6;-gyel. A t-edik 1épés utan a
frissités a

Ory1 = 0; — UVHL(Qt) (2)

alakot 6lti, ahol n-val jeloljiik a tanulési ratat (learning rate), mellyel azt allithatjuk,
hogy a gorbe csokkenési iranyaba mekkorat 1épjiink. Gyakran az n a t fliggvényében

valtozik, jellemz6 az exponenciélis csdkkenése is.

2.9. Példa. [I3] A hibavisszaterjedést elGszor egy egyszerd példan keresztiil mu-
tatjuk be. Legyen a halo M rétegd, ugyanakkor minden rétegben csak egy neuron

legyen. Ezt sematikusan a[4] abran lathatjuk.

wq wo
\m AN
o(wir + by) o(waay + by)

4. abra. Kétrétegii halo egy neuronnal. Az input x = ag, az output ay = fy(x).

A gradiens ereszkedés alapjan a kdvetkez6 modon frissitjiik a silyokat:

W' =l =9V oL, BV =8 v L, 1<i< M.

7

A tovabbiakban a (t) indexet elhagyjuk. Az L az MSE veszteség lesz, vagyis

N

L(fola) ) = 5 S (ol) — i)

=1

Bevezetiink jeloléseket, melyek a tovabbiakban segitségiinkre lesznek:

ap := input,
Zi = wiai,l—i—bi, 1 SZSM,
a; ‘= O'Z(Zz)
Fontos megemliteni, hogyha ag az input, akkor ayr = fy(ag). Az L fiiggvény parcilis

derivaltjainak kiszamolésanal egy atlagot latunk, igy elég csak egy-egy inputra kisza-

molni a parcialis derivaltat, majd azokat atlagolni. Lancszabalyt hasznalva adodik,

10



hogy

8wM - 8aM 8zM GwM

(9L . 8[/ 8aM8zM
8bM N 8aM 82M 8bM

= 2(CLM - yi)U/(ZM)aMA,

=2(an — vi)o' (zm)-

Vegyiik észre, hogy az ay;_q szerinti derivalt nagyon hasonléan néz ki. Ugyanis

= fr— 2 _ i / .
Oay—1  Oapy Ozp Oapg—1 (apr — vi)o' (zp)wnr

Erre pedig mar kénnyen épithetiink rekurziot. Mégpedig

ow;  Oa; 0z Ow;  Oa;

OL 9L da; 0z 0L
Gai_l N 8ai 82’2 8&2‘_1 N 8ai

O-I(Zz’)ai—la

U/(Zi)a

o (z)w;, 1<i< M.

Ezt a lépést kell folytatnunk egészen o kiszamolasaig.
w1

2.10. Megjegyzés. A hibavisszaterjedésbdl lathatjuk, hogy egy neuralis halo tanitésa
soran milyen értékeket kell eltarolni. Természetesen ismerni kell az a,; outputot, de
el kell tarolnunk minden réteg outputjat is, vagyis minden a;-t. Eltaroljuk tovabba

az a;, illetve w; szerinti parcidlis derivaltakat, illetve a z; értékeket is.

2.11. Megjegyzés. A 2.9} Példaban foglaltak tobbdimenzios halok esetén sem bonyo-
lultabbak, csak tobb jelolést kell bevezetni.

2.12. Definici6. Egy epoch a teljes tanitohalmazon végigfuttatott gradiens frissi-
tések egy teljes ciklusa.
2.2.3. Szamitasmatematikai optimalizalas

A teljesség igénye nélkiil, bemutatunk par gyakorlati trikkot.

Kupacolas
A motivacidja ennek a triikkknek az, hogy szamitasigényes feladat az, hogy kisza-
moljuk a teljes adathalmazra a teljes veszteségfiiggvényt és gradiensét. Eppen ezért

tobb részre bontjuk az adathalmazunkat, egy ilyen kupac (mini-batch) jele legyen

11



I C {1,...,N}. A kupacokat sorsoljuk véletlenszertien egyenletes eloszlas szerint.

Ekkor a rész veszteségfliggvény
l 1 (2
=1 Z (folxi), y:)
el

A tanitas folyamata tgy fog menni, hogy vessziik az els6 kupacot, azon betanitjuk
a modellt, és azutan azokkal a paraméterekkel kezdjiik meg a kovetkez6 kupacon a
tanitast.

A modszer miikddése azon mulik, hogy amikor egy-egy kupacon tanitjuk a mo-

dellt, akkor a teljes veszteségfiiggvény is csokken, és nem csak a rész veszteség.

2.13. Allitas. Legyen az I kupac egyenletes eloszldsi valdszinidségi vdltozd, tovdbbd

legyen L rész veszteségfiigguénye L-nek. Ekkor
E[VL;(0)] = VL(0)
minden 6 € ©-ra.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy |I| = m fix. Ekkor P(i € I) = m/N, valamint

E[VL(6)] ZW folas) y] ZE Lic,VI(folzs), yi)] =
1 N el 1 N .
= Z P(i € DVI(fols), yi) = — Z ~ Vilfo(w), 5:) = VL(O).
O
Rétegkiejtés

A rétegkiejtés (dropout) egy regularizacios technika, amely soran a héalozat egyes
neuronjainak aktivaciojat a tanitas soran véletlenszertien nullara allitjuk. Matema-
tikailag:

0, p valoszintséggel,

dropout(x) =

x, 1 — p valoszintséggel,

ahol p € [0, 1] a kiesési valoszintiség.
Az ilyen rétegekkel vegyitett MLP-vel reprezentalhato fiiggvények tartalmazzak

a korabbi fiiggvényeket, igy tovabbra is stirtick maradnak C'(X,Y)-ban. A rétegki-
ejtés hasznélata abban segit, hogy az un. tulilleszkedés (overfitting) tulajdonsagot

elkeriiljiik. Ilyenkor a tanult fy(x) fiiggvény nagyon kozel van F-hez a megadott D

12



adathalmazon, azonban 1j adatra nem reagél jol, nem tanulta meg a valos Gssze-
fiiggéseket. A rétegkiejtés hatranya, hogy a tanitas soran zajt visz a modellbe, ami

lassabb tanulast eredményezhet.

Kupac normalizalas
Legyen a rétegben n neuron és a kupac elemszdma m. Legyen z;, a j < m-edik

adatinputja az i-edik neuronnak. Ekkor a normalizalt értékek

Lji — Mi

NZE

Lji =

ahol
1 — ) , 1 & )
luZ - m ;_1: x]ﬂ es Uz’ - m ;—1:(1‘]:1 lul) )

illetve a ¢ numerikus instabilitast, azaz a nullaval val6 osztas elkeriiléséért felelss
érték. Ezutan az output az

Yji = YiZji + i
alakot 6lti, ahol 7; és (; tanulhaté paraméterek. A kupac normalizalas (batch nor-
malization) széles korben elterjedt modszer, mivel a tapasztalatok szerint nagyobb
tanulasi rata alkalmazasat is lehet6vé tette, mikozben stabilabbé tette a tanitasi

folyamatot.

Maximum kivalasztas

A maximum kivéalasztas (max pooling) egy olyan leképezés, amely egy bemeneti
méatrixbol egy kisebb matrixot képez tgy, hogy felosztja a bemenetet nem atfedd
(vagy néha atfedd) ablakokra, majd minden ablakbol a maximaélis elemet vélasztja
ki. Formalisan egy k x k ablak esetén,

yi,j = max Ty,
(u,v)EWi,j

ahol W ; az (i, j)-edik ablak. Ez az eljaras csokkenti a bemenet méretét, de kozben
megtartja a dominans informéaciokat, igy a hald gyorsabb és stabilabb is tud lenni. Ez
utobbi alatt azt értjiik, hogy az output nem véaltozik sokat, ha a bemeneti adatokon
kissé valtoztatunk. A zajos vagy kevésbé lényeges aktivaciokat segit szlirni, és csak

az erGsebb jeleket engedi tovabb a kiévetkezs rétegek felé.
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3. Kolmogorov—Arnold halézatok

Ebben a fejezetben a Kolmogorov—Arnold hélozatok [8] felépitésérsl lesz szo.

3.1. Elméleti hattér

El6szor, csakugy mint a korabbi fejezetben, az elméleti hattérrel foglalkozunk. Ehhez

rogton egy tételt kell megérteniink.

3.1. Tétel (Kolmogorov—Arnold reprezentécios tétel). Legyen f : [0,1]" — R foly-
tonos. Ekkor léteznek olyan gp : R — R és ¢r; : [0,1] — R folytonos fiigguények
(1<k<2n+1,1<j<n), hogy

2n+1

Flan, ) =Y gr (Graln) + ..+ Grnlan)).
k=1
A tételben a belsé figgvények (¢..) univerzalisak, vagyis f-t6l figgetlentil meg-
valaszthatok, és csak a g fiiggnek f-tol.
Ismét megemlitjiik, hogy az, hogy az ismeretlen f fliggvényiinket, melyet meg-
adtak N pontban, azzal, hogy korlatosnak tekintjiik, val6jaban nem jelent megszo-

ritast. A tétel konnyebb megértéséhez tekintsiink egy példat.

3.2. Példa. Legyen n = 2, illetve f(x,y) = xy. Ekkor

1 1 1
Ty = 5(1‘ +y)? — §x2 — §y2.

A [l abran lathatjuk a reprezentacios tételben kivalasztando fiiggvényeket, el6reve-

titve a késébbiekben leirt halo felépitését.

5. dbra. Példa a reprezentacios tételre, ahol g4 = g5 = ¢4. = ¢5. = 0.
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3.1.1. A halé6 felépitése

3.3. Definici6. Kolmogorov—Arnold rétegnek nevezziik az

din din
R(xy,...,xq,) = (Z b1 (), - - -, Z ¢dout7k(xk)>
k=1 k=1

figgvényt, ahol ¢4 1, ..., @4,.. 4, folytonos fliggvények.

3.4. Definici6. Kolmogorov-Arnold halénak nevezziik az

fiiggvényt, ahol R; az i-edik Kolmogorov—Arnold réteg.

A Tételbdl kovetkezik, hogy elméletileg két réteg elég ahhoz, hogy az isme-
retlen f fiiggvényt kifejezziik. A halora egy konrét példat a [3.2] Példahoz tartozo [5
abran lathattunk.

Az élekre irt fiiggvények megtaldlasara az altalanos megkozelités paraméteres
fiiggvényekkel dolgozik. Tovabbra is lesz egy veszteségfiiggvény, amely a fiiggvény

paramétereitdl fligg, melynek minimélis értékét gradiens ereszkedéssel talaljuk meg.

3.1.2. Kolmogorov—Arnold reprezentacios tétel

Ebben a részben mélyebben beletekintiink a Kolmogorov—Arnold reprezentacios té-
telbe. A tételnek tobb véltozata ismert, ezek mind egy kicsit kiilonboznek. Az [1}
tablazatban egy Gsszefoglalot lathatunk ezekrél. A Kolmogorov—Arnold halozatokrol
sz016 cikkek nagy része az elsé valtozatot hasznalja, azonban mi a Lorentz valtozatot

fogjuk belétni.

3.5. Tétel (Kolmogorov—Arnold-Lorentz reprezentacios tétel [10]). Minden n € N,

n > 2, léteznek valds M1, ..., \, szamok, illetve folytonos ¢, -1 =R k=1,...,2n+
1, hogy barmilyen f : 1" — R folytonos fiigguényre létezik olyan g : R — R, hogy
minden (xy,...x,) € 1",
n+1
flan, ) =) gMdk(@n) + .- 4 Andr(n))
k=1

3.6. Allitas. A Lorentz féle reprezentdcids tételbdl kivetkezik a Kolmogorov féle

reprezentdcios tétel.

Bizonyitds. Legyen g, := g, 1 < k <2n+1, illetve ¢y ; := \; - ¢5. Fontos kiemelni,
hogy \; és ¢, nem filiggenek f-tdl. m
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Belsé Kiils6 Egyéb

Valtozat Formula
fiiggvények fiiggvények paraméterek
Kolmogorov [4] ol ( -
’ Jq Gap(Tp) (2n+1)n 2n+1 -
(1957) q;zl g
Lorentz [9] plane ( "
' g Ap@q(xp) 2n+1 1 AeR”
(1962) ; g
Sprecher [14] R ( - J
’ Jq Mp¢(z, + qa) 1 2n +1 aceR, NeR
(1965) ; g
Kurkova [5] al ( "
! g Wpe®y(T)) 2n+1<N 1 w e RN
(1991) ; g
Laczkovich [6] i ( ¢ Nt )> N 1 ) € RPN
g pqPq(Tp
(2021) ~7\ =

2n241 n,n
Alesiani et al. [I] (2025) Z 9q ( Z ¢>qz‘j(<$171‘j>)> (2m? + 1)n? 2n? +1 -
q=1

i=1,j=1

1. tablazat. A Kolmogorov reprezentécios tétel valtozatai [1].

A reprezentécios tétel bizonyitasa a Baire kategoriatételen, valamint a folytonos
fiiggvények szupremum norma szerinti metrikus terének teljességén milik. Ezt azért

precizen is kimondjuk, illetve a kovetkezdkben az I = [0, 1] roviditést hasznaljuk.

3.7. Tétel (Baire kategoriatétel). Legyen (X, d) teljes metrikus tér. Ha az X,, C X,

n > 1, halmazok nyiltak és striek X -ben, akkor
()X
n=1

1s strid X -ben.

3.8. Tétel. Legyenn > 1. A C(I") ={f:1" - R : f folytonos} téren a

d(f,g) = sup|f(z) — g(x)|

zeln

fiigguény metrika, a hozzd tartozo

[fllec = sup [ f(x)]

zeln

pedig norma. Ezzel a normdval C(I™) Banach-tér.

Az reprezentacios tételt csak n = 2-re fogjuk belatni. Ebben a forméjaban a

kovetkezd alakot olti:
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3.9. Tétel (Kolmogorov-Arnold-Lorentz reprezentacios tétel, n = 2).

Léteznek valos A, o € R, illetve folytonos ¢, : 1 — R, k = 1,...,5 fiigguények,
hogy barmilyen f : 1> — R folytonos fiigguényre létezik olyan folytonos g : R — R,
hogy

5
f(x1, x2) ZQ M @r(x1) + Aop(22)) (3)
k=1

minden (x1,x3) € [%-re.

Bizonyitdas. Legyen Ay = 1 és \ := )\y. Vélasszuk meg A\o-t tetszGleges irracionalis
szamnak, tovabba @y (21, 72) 1= ¢r(z1) +Adr(z2). Igy a (3) egyenletbsl adodik, hogy

flar,m) = g(Pk(wr, 72)).
k=1

A fent emlitett Baire kategoratételt szeretnénk hasznalni, ehhez nyilt és strd

halmazokra van sziikségiink. Ezeket a kovetkezs lemma segitségével allitjuk eld.

3.10. Lemma. Adott f € C(I?), ahol ||f|| = 1 és legyen Uy C [C(I)]°, ahol
(1,...,05) € Ug pontosan akkor, ha létezik g € C(R), hogy

1

9] < = (4)

€és

Flz,y) — ; (i) + Ai(y))] < g minden (z,y) € I2 — re. (5)

Bizonyitds. Uy nyilt, hiszen ha egy adott (¢1,...,¢5)-re j6 egy adott g, akkor a
[C(I)]° metrikus térben egy hozzéa kozeli ¢ 6tosre is jo lesz ugyanezen g, azaz a
stirtiségét kell csak belatnunk.

Legyen adott € > 0 és (¢Y,...,¢2) € [ (D]° és kell, hogy létezik (¢1,...,d5) €
[C(D)]°, valamint g € C(R), melyre igaz [{) és (5), hogy ||¢; — ¢?|| < e.

Legyen N egy fix (nagy) pozitiv egész szém, melyet késébb pontositunk. Feloszt-
juk I-t részintervallumokra, legyen i € {1,...,5}, és toroljink ki minden (%, %)
részintervallumot, ahol 0 < s < N, és s =i — 1 (mod 5). A megmaradt zart inter-
vallumokat fogjuk hivni ¢ rangt piros intervallumoknak (lasd [6} abra).

Természetesen minden ¢ rangu piros intervallumnak hossza legfeljebb %, sGt

egyenl@ség is teljesiil, kivéve legfeljebb 2 szakaszt, az els6t és utolsot.
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i=2 N=15

i=3, N=15

i=4, N=15

i=5 N=15 .

6. abra. Az egyes ¢ rangu intervallumok.

Ha N kellSen nagy, létezik ¢; € C(I), hogy:

¢ ¢; konstans racionalis szam minden ¢ rangi piros intervallumon;

o ¢i(x) # ¢i(y), ha z-et és y-t kiilonbozs @ rangu piros intervallumokbol valaszt-

juk;

o ¢i(x) # ¢j(z), ahol @ # j, valamint = és z barmely i, illetve j rangi piros

intervallumbol vélasztjuk;

o || — @?|| < € minden ¢ =1,...,5 esetén.

A fenti ¢ rangt piros intervallumokat kiterjesztjiik a sikra, egy téglalap I>-ben 4

rangu piros téglalap, ha direktszorzata két ¢ rangi piros intervallumnak.

1

6 . .
1 . .
1 6

1 S 1
15 5

7. abra. Az 1 rangu piros téglalapok, ahol i =1 és N = 15.
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Az i rangi piros téglalapokat jeloljiik R;;, [R;2,... modon. Ekkor egy ¢ rangu
piros téglalapon belil (z,y) és (2/,y’) pontok téavolsaga

Ve =22+ (y—y)? < \/<%>2+ (%)2 = %

Pi(z,y) = ¢i(x) + Adi(y),
ahol ®; konstans minden 7 rangu piros téglalapon. Jelolje tehat ®(R;,) := ®;(x,y),
ha (x,y) € R;,. Mivel X irracionalis, ha ®(R;,) = ®(R; ), akkor az csak trividlisan

Legyen

lehet, vagyis, ha ¢ = j és r = s. Ez 6nmagaban nem trivialis, ezért allitasként is

megfogalmazzuk és igazoljuk.
3.11. Allitas. ®(R;,) = ®(R;,) akkor és csak akkor, hai = j, r = s.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy ®(R;,) = ®(R;,). Ekkor egyrészt (z,y) € R, tovab-
ba (z,v) € R; s esetén adodik, hogy

¢i() + Api(y) = d5(2) + Ap;(v).

De a Q bovitése A-val egy nemtrivialis testbévités, és mivel vektortér, ezért a vek-
torok kifejezése egyértelmt. Igy ¢i(x) = ¢;(z), de ez ¢; és ¢; megvalasztésa miatt
csak akkor lehet, ha ¢ = j. De mivel az i rangt piros intervallumokon a ¢; kiilonbo6zé

értékeket vesz fel, ezért r = s. n

Folytassuk a lemma bizonyitasat. Mivel f folytonos I%-n, igy egyenletesen is

folytonos. Valasszuk N-et olyan nagyra, hogy

1 32
[f(2,y) = (@' y)] < ha (z = 2')* + (y —¢/)* < . (6)
o6 N
Végiil pedig definidljuk a g : R — R fiiggvényt az alabbi modon:
%7 ha f(xa y) >0 Ri,r"eny
9(®(Riy)) = =1, ha f(z,y) < 0 R,-en, (7)

0, kiilonben.

Mivel @ kilénbozs értékeket vesz fel a kiilonb6zé (i,7) parokhoz tartozo R, ré-
szeken, ezért ez jol definialt. Ezutan pedig terjessziik ki g-t az egész I-re gy, hogy
linearis szakaszokkal 6sszekotjiik a megadott pontokat. Igy az rogton teljesiil, hogy
lg| < %, vagyis teljesiil. Az kell még, hogy az egyenlet is teljesiil. Legyen
(/,y') € I? adott pont. A [6] dbran lathatjuk, hogy 2’ mindig benne van egy-egy i
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rangi piros intervallumban, kivéve legfeljebb egyben nem. Mindenesetre feltehetjiik,
hogy legalabb haromban benne van. Hasonloéan ezt elmondhatjuk 3/-rél is.

Harom esetet vizsgalunk. Az elsG eset az, ha f(a’,y') > 2. Ekkor az egyenletes
folytonossag miatt f(x,y) > 0 az egész (2/,y')-t tartalmazd piros téglalapban, és
lattuk, hogy van legaldbb harom ilyen téglalap. A és alapjan

> 3 2 7

fla,y) — ;g@i(x,y)) Sl-Z+-<g

Valamint a @ egyenletes folytonossaghol

fla,y) = g(®ilz,y)) > (% - 5—16> — g > —g.

i=1

Igy latjuk, hogy teljestil. Masodik eset, ha f(2',y) < —% hasonlé a korébbihoz.
Harmadik esetben |f(z/,y')| < % Felhasznélva g korlatossagat (4)), valamint az

egyenletes folytonossagot @ adodik, hogy

5

fl,y) = g(®ilz,y))

i=1

‘1 1 5’ 7
< —

7% 778
Igy a[3.10l Lemmat belattuk. [

A {6 tételiink bizonyitasanak folytatasdhoz még egy rovidebb lemméra lesz sziik-

ségiink.

3.12. Lemma. Legyen X irraciondlis szam. Ekkor létezik ¢y, ..., ¢5 € C(I), hogy
barmilyen f € C(I%)-re létezik olyan g € C(R), hogy

5
o0l <2l te® és [F— D g < Sl
k=1

ahol ®i(r,y) = ¢n(x) + APr(y).

Bizonyitds. Feltehetjiik, hogy || f|| = 1. Legyen hy, ho, ... € C(I?) fiiggvények, me-
lyek 1 normajuaak, és {h;, j € N} stird C(I?)-ben a legfeljebb 1 normé4ju fiiggvények-
hez. A . Lemma szerint minden hj-hez tartozik egy U; = Uy, C (C(I))°. Minden
U, stirti és nyilt részhalmaza a (C(I))° teljes metrikus térnek. Igy a . Baire kate-
goriatétel kovetkeztében metszetiik, amit jel6ljiink V-vel, nemiires. Valasszunk egy
(¢n,...,05) € V-t.

Mivel {h;,j € N} stirti C(I*)-ben a legfeljebb 1 normaju fiiggvényekhez, igy

létezik egy m € N, hogy
1
— hn|| < —=.
If =t < =
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Mivel (¢1,...,¢5) € V C Uy, ezért létezik egy g € C(R), hogy ||g| < 2, valamint

5
7
Hhm - Zg(cbk)H <3
k=1
lgy
° 17
|£ =3 g@)| < 17 = hll + | Zg@k <o +i=12
k=1
[l

Most pedig befejezziik a teljes tétel bizonyitasat. A [3.12] Lemmébol 1étezik olyan
A € R, valamint ¢4, ..., ¢5 € C(I), tovdbba g € C(R), hogy minden f € C(I?)-re

9O < zIfl teR e ||f - chbk | <307 ®)

ahol minden ®y(x,y) = op(x) + A\Pr(y). Legyen fo = f és go = g. Rekurzivan
definialjuk f; € C(I?)-et és g; € C(R)-et, hogy

5
fron =1 = 9;(®x)
k=1

gy, hogy létezik g1, ami teljesiti (8) egyenl6tlenségeket. Igy ||g;|| < 2| /51| és

° 8
=Y gi@)| < Sl
k=1

Igy

| it
et < gt < (5) Wt << (3) = (8) s

ol <7 (5) 141

Mivel a Z gj a sup normaban g € C(R)-hez tart, ezért

és

j=1
F=Yfi—fin= ZZ% ) = Z (Ps).
5=0 j=0 k=1
Ezzel befejeztiik a bizonyitast. [
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Gyakorlati megvalositas
3.2.1. Egydimenzioés fiiggvények tanulasa

A 3.3} Definiciéban szerepld fiiggvényeket altalaban egy fiiggvénybazis segitségével

parametrizaljak. Az m-edik rétegre vonatkozo fiiggvények

K

gzﬁ,w Zcm)B

i=1
alaktak, ahol ¢y ;. tanulhat6 paraméterek, mig B; a bazisfliggvények.

A kezdetleges kétrétegii halokat (2n + 1 szélességgel) a gyakorlatban nehéz volt
optimalizalni, a modern Kolmogorov—Arnold halok differencidlhato bazisfiiggvénye-
ket és tObb réteget is hasznalnak. A B-spline bazisfliiggvények a legelterjedtebbek,

igy ezeket részletesebben is bemutatjuk.

3.2.2. B-spline bazisfiiggvények
3.13. Definici6. Legyenek P, ..., P, € R™. Az altaluk meghatarozott Bézier-gérbe
Bty =>" (") -ty
! i\

A fenti képletet egy rekurzios szamoléassal kaphatjuk meg. Elsének vegytik a

Bi(t) =tBf (t)+ (1 —t)BI*(t), 0<k<n-—j

modon definidljuk. A rekurziot n 1épésig folytatjuk, vagyis 0 < j < n. Konnyti latni,
hogy a[3.13] Definicioban levé képletet kapjuk.

A Bézier gorbék is paraméteres gorbék, azonban a probléma veliik az, hogy
nagyon nagy fokiu polinomok, igy ezekkel nehéz szdmolni. A B-spline gorbékkel ezt

a problémat lehet kikiiszobdlni.

3.14. Definici6. Legyenek Py, ..., P, € R™ kontrollpontok, tovabba legyen k € N
rogzitett. Legyen tovabba
to<t1 < <tlpikn1

egy toréspontsorozat.
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Az ezekhez tartoz6 B-spline gorbe

,ﬂwzﬁéawﬁw,

ahol az N; ;, bazisfiiggvényeket rekurzivan definialjuk az alabbi modon:

17 t’L <t< ti+17
N@()(lf) —

0, egyébként,

illetve
t—1; tiziz1 —1t
Nij(t) = ———= Nijoa(t) + ——— Nij1 (1),
tivj — b tivj+r1 — it

ahol

0<i<n+tk, 1<j<Ek

A B-spline tn. Cox—de Boor-féle NV, ;, bazisfliggvényeinek rekurziv szamolésat a
Bl abran szemléltethetjiik.

N()’()(t) E— N071(t) cee Ng}kfl(t) — N(]’k(t)
e 7
Nig(t) — Nya(t) oo Nyg-a(?)

Np—10(t) = Np—11(2)

7

Npo(t)
8. abra. A B-spline N, bazisfiiggvényeinek rekurziv szdmolasa.

3.15. Példa. Tekintsiik a masodrendti B-spline gérbét Fy, P, és P, kontrollpontok-
kal. Toréspontokbol ekkor hat darab lesz, ezeket tetszélegesen valaszthatjuk, legye-
nek ekvidisztansak. Jelolje ezt T = {0, 1,2, 3,4,5}. Ekkor nem nehéz, de hosszabb

szamolas utan adédnak:

§t2, ha 0 <t <1,
1
—[2(t—=1)?+2(t—-1)+1], hal<t<2,
2

Noa(t) = § 1
5[(vt—2)2—2(1t—2)+1], ha 2 <t < 3,
0, egyébként.
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(1

5(t—1)2, hal<t<2,
1
—[=2(t =242t —-2)+1], ha2<t<3,
2
Nio(t) = .
§[(t—:?))?—2(1t—3)+1], ha 3 <t <4,
\ 0, egyébként.
(1
5(75—2)2, ha 2 <t < 3,
1
—[—2(t=3)?+2(t—3)+1], ha3<t<4,
_J)2
Noa(t) = 1
5[(75—4)2—2(75—4)+1], had <t <5,
\ 0, egyébként.

Az ehhez tartozo konkrét grafikonokat a9 abran lathatjuk. A B-spline csak azon
az intervallumon tekintjiik definidltnak, ahol egyik bazisfliggvény sem tiinik el. Ez

a0 abran a [2,3] intervallum.

[ Niat)

0.8 1
0.6
0.4 |

0.2

05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
9. abra. Masodrendd B-spline bazisfiggvények a [0, 1,2, 3,4, 5] toréspontokkal.

A métrix formaja ekkor a bazisfliggvénynek:

1 -2 1 12
1-2 2 1|t
1 0 0 1

S(t) = (Po, P, P) -

N —

24



3.16. Megjegyzés. Annak érdekében, hogy a B-spline fliggvény a teljes [to, . . . thikr1]
értelmezhetd legyen, az elsé k és az utolsu k darab toréspontot egyenlévé tessziik,
azaz

to=-=th =t <...<tp=tps1 =" =tpins1.
3.17. Megjegyzés. Az eredeti [7]-[8] Kolmogorov—Arnold hél6 cikkekben minden pa-
raméterezett fliggvény harmadrendd B-spline volt (k = 3), hozzdadva egy maradék-
taggal, amely a laposabb régiokban a gradiensek kifejezs képességét segitette:

K
mr) =Y B (@) +
=1

14+e

3.2.3. Racsbdvités

Elviekben egy paraméteres fiiggvény tetszéleges pontossaggal kozelithet egy célfiigg-
vényt, mivel a racs tetszélegesen finom felbontasura allithatd. Ezt a tulajdonsagot
a Kolmogorov—Arnold hélézatok is 6roklik. Ezzel szemben a tobbrétegii perceptro-
nok esetén nincs értelmezve a "finomitas" (fine-graining) fogalma. Igaz ugyan, hogy
ezek szélességének és mélységének novelése teljesitmény javulashoz vezethet, ezek
azonban lassiak és koltségesek, mivel a kiilonb6z6 méretd modelleket egyméstol
fiiggetlentil kell betanitani.

A Kolmogorov—Arnold halok esetében elGszor betanithato egy kevesebb paramé-
teres modell, majd ez késGbb egyszertien kiterjeszthets egy nagyobb paramétersza-
mu haloéva tgy, hogy a spline-racsokat finomabba tessziik, anélkiil, hogy a nagyobb
modellt az elejérsl djra kellene tanitani. A racsbdvités lényegében egy 1j, finomabb

B-spline illesztése egy régi, durvabb B-splinera. Vazlatosan lathatjuk ezt a[l0] 4bran.
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10. abra. Intuitiv abra a racsbévitéshez [§].
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Tegyiik fel, hogy egy [a,b] tartoméanyban szeretnénk egy egydimenzios f fiigg-
vényt kozeliteni k-adfoki B-spline-okkal. Egy durva racs G intervallummal rendel-

kezik, melynek racspontjai {ty = a,t1,ts,...,tg, = b}, amit

{t—lm s Jt—17t07 s ’tG17tG1+17 s 7tG1+k}

modon bévitiink ki. Ekkor G1+-k darab B-spline béazisfiiggvénytink van, ahol az i-edik
B-spline, B;(x), csak a [t_j1;, t;+1] intervallumon nem nulla (: =0,...,G; + k —1).
Ekkor f a durva récson a linearis kombinacioja ezeknek a B-Spline béazisfiiggvények-

nek, azaz
Gi1+k—1

fdurva(l‘): Z Cz‘Bz’(ﬂﬁ)-

i=0
Egy finomabb, (G5 intervallumos racs esetén:

Ga+k—1
fonom (%) = Z ¢;Bj(x).
=0
A ¢ paramétereket a ¢;-kbdl tigy inicializdljuk, hogy minimalizaljuk a két fiiggvény

kozti eltérést egy p eloszlas szerint:

Gatk—1 Gitk—1 2
d} =argminE,,. c.Bi(x) — c¢iBi(x) | .
Ezt pedig legkisebb négyzetek modszerével lehet megoldani. Ezt a racskiterjesztést
a Kolmogorov—Arnold hal6 minden spline-jara kiilon-kiilon végezziik el. A végered-
ményt a abrakon lathatjuk.

1.04

0.8

(3) (3) (3)
0.6 1

0.4+

0.24

0.0 1

: :
N RO XA R D R 36 26 RA B 0
< Xy « & s s o FAANTARE AR AR A ARV A A B A A

(a) B-Spline bazisfiiggvények (bovitetlen)  (b) B-Spline bazisfiiggvények (racsbévitett)

11. dbra. A réacsbdvités hatasa a B-spline bazisfiiggvényekre [11].
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12. dbra. A racsbovités hatasa a tanult figgvényre [11].
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4. Osszehasonlitas

A Kolmogorov—Arnold hal6 és a tobbrétegii perceptron is fliggvénykozelits algorit-
musok, azonban alapveté kiilonbségek vannak kozottiik. A tobbrétegd perceptron
egy rétegében az inputok linearis kombinaciojat vessziik, és azutan alkalmazunk egy
aktivacios fiiggvényt. A Kolmogorov—Arnold halok egy rétegében az inputot elészor
egy tanulhato egydimenzios fiiggvénybe helyettesitjiik be, majd ezek linearis kom-

binacioja (specifikusan az Osszegiik) lesz egy output egy eleme.

4.1. Ekvivalencia

A modellek filozofiai eltéréseinek ellenére azonban a két hélé matematikailag ekvi-

valens, ezt a kdvetkezd éllitdsban olvashatjuk.

4.1. Allitas (Wang [15]).

o Legyen Q) C R? egy korldtos tartomdny. Teqyiik fel, hogy egy f : RY — R fiigg-
vény reprezentdlhato eqy tobbrétegi perceptronnal, amelynek szélessége W > 1,

mélysége L > 1, és aktivdcids fiigguénye oy (x) = max(0,z)*, ahol k > 1.

Ekkor létezik eqy g Kolmogorov—Arnold hdlo, amelynek szélessége W, mélysége
legfeljebb 2L, és racsmérete G = 2, valamint k-adrendid B-spline fliggvényeket
haszndl, ugy hogy

minden ¥ € () esetén.

o Tegyiik fel, hogy egy f : [0,1]% — R fiigguény reprezentdlhato eqy Kolmogorov—
Arnold hdloval, amelynek szélessége W > 1, mélysége L > 1, és racsmérete G,

valamint k-adrendd B-spline fiigguényeket haszndl.

Ekkor létezik egy tibbrétegi perceptron, amelynek szélessége (G + 2k + 1)W?2,
mélysége legfeljebb 2L, és aktivdcios figguénye

or(x) = max(0, :v)k,

amely reprezentalja az f fiigguényt.

A linearis és nemlinearis operéciok felcserélése lokalisabb, konnyebben értelmez-
hets és tobbszor rugalmasabb kozelitéseket eredményez. A kovetkezd szekcioban

ennek egy esetét mutatjuk be.

28



4.2. Fizikainformalt neuralis halok

A fizikainformélt neuralis halokat (Physics Informed Neural Network, réviden PINN)
eredetileg differencialegyenletek megoldasara vezették be 2019-ben [12]. Ezek olyan
héalok, amelyek a tanitasi folyamatba beépitik a fizikai megszoritdsokbol szarmazo
informéciot, altalaban gy, hogy a veszteségfiiggvényt tobb tag Osszegeként allitjuk
eld:

Liotar = A Li + Mo Ly + AiLic + AaLdata,

ahol L; a tartomany belsején (internal) a parciélis differencialegyenletbdl adodo
maradék négyzetes hibaja, L; a peremfeltételek (boundary condition) megsértésé-
nek hibaja, L;c a kezdeti feltételek (initial condition) hibaja. El¢fordul az is, hogy
elérhet6k konkrét mérések is, ilyenkor a mért adatoktol vald atlagos eltérést is bele-
vesszik a veszteségfiiggvénybe, ezt jeloltiik Lgq.-ként. A A, hiperparaméterek pedig

salyfaktorok.

Fiiggvényillesztés

Az egyszertiség kedvéért elGszor a fiiggvényillesztés problémajat vizsgaljuk. Ha a
fiiggvényillesztés nem miikodik megfelelGen, akkor a parcialis differencialegyenletek
megoldéasa sem fog jobban menni. Tekintsiik az alabbi egyszertd kétpontos peremér-
ték feladatot:

u"(x) = —47? sin(2mz) — 25072 sin(507), z € [0,1],

Az u(z) = sin(2mz) + 0, 1sin(507z) megoldés fiiggvényt kozelitjiik a tobbrétegd
perceptron és Kolmogorov—Arnold halézatokkal (MLP és KAN).

Epoch = 100 Epoch = 1000 Epoch = 10000
1.0 1.0
0.5 0.5
0.0 0.0
-0.5 -0.5
1.0 -1.0
0.00 025 050 0.75 1.00 0.00 025 050 0.75 1.00

13. dbra. Az u(z) = sin(27z) + 0.1sin(50mx) egzakt megoldas Gsszevetése MLP és
KAN segitségével 100 (bal), 1000 (kézépss) és 10000 (jobb) epoch utén [16].
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A . abran lathaté modon 100 pontot osztunk el egyenletesen az [0, 1] inter-
vallumon. A KAN halozat struktaraja [1,5,5,5, 1] 10-es racsmérettel, mig az MLP
struktaraja [1, 100, 100, 100, 100, 1]. A struktura alatt az egyes rétegek neuronjainak
szamat értjiik. Az Osszehasonlitas objektivitasanak biztositasa érdekében mindkét
modell esetén ugyanazt a tanulési ratat (0.001) és optimalizalot (Adam) alkalmaz-
zuk.

Az eredmények alapjan a standard MLP a magas frekvenciaju komponens koze-
litésében lényegesen gyengébben teljesit, mint a KAN. Ez a jelenség Osszefiigg a két
architektira eltéré approximéacios tulajdonsagaival, azonban ezek részletes elméleti
vizsgalata kiviil esik a dolgozat keretein.

A fenti eredmények alapjan indokoltnak tiinik a modszer vizsgéalatdnak kiterjesz-

tése egy nagyobb komplexitasi, kétdimenzios problémara.

Poisson egyenlet
Tekinstiik a homogén Dirichlet peremfeltételd Poisson egyenletet az Q = [—1,1]?
tartomanyon:
Uao (T, Y) + uyy(z,y) = f(2,y),  (2,y) €,
u(z,y) =0, (x,y) € 0.
Az f(z,y) = —m*(14+4y?) sin(7z) sin(my?) 427 sin(7x) cos(my?) fliggvény megvélasz-
) y?) megoldas fiiggvény adodik. A feladathoz

tasa mellett az u(x,y) = sin(7x) sin(w

tartozo veszteségfiiggvény

n; ny
Lppg = al; + Ly := oznii Zl U (25) + gy (2:) — f(2)]* + nib ZIUQ,
i= P
ahol a L; jeloli a bels6 tartoményon levs veszteséget, amelyet a tartoményon beliili
n; darab pont egyenletes mintavételezésével vett z; = (x;,y;) pontokon diszkretiza-
lunk és értékeliink ki. Hasonloan, a L, a peremhez tartozo veszteséget jeloli, amelyet
a peremen vett n, darab pont egyenletes mintavételezésével diszkretizalunk és érté-
keliink ki. Az o hiperparaméter segitségével valtoztathatunk a két tag veszteséghez
valo hozzajaruldsdnak aranyat.

Az eredeti KAN cikkben [8] a szerzdk 6sszehasonlitottak a KAN és az MLP archi-
tekturakat azonos hiperparaméterek mellett (n; = 10000, n, = 800, o = 0,01). Az
Lo-norméaval mért hibat vizsgalva azt tapasztaltak, hogy a KAN kedvezébb skalazasi
viselkedést mutat: azonos pontossag eléréséhez kisebb haldzat és kevesebb paramé-
ter elegendd, mikozben a hiba is alacsonyabb marad. Az eredményeket a [I4] abra

szemlélteti.
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mfe= KAN [2,5,1]

1 —— KAN [2,10,1]
10 MLP [2,10,1] KAN [2,7,1]
—— MLP [2,100,100,100,1] 10-2 4 ==fe= KAN [2,10,1]
1072 —8— MLP (depth 2)
Lo} © —8— MLP (depth 3)
GL) 8 1073 —8— MLP (depth 4)
© 1073 © MLP (depth 5)
>3 3 —— N4
g g 104
o 1lo0-* [
o o
E = 107 '
D 10°° (¢} \\\n________.(,,/"e_‘—___.
o~ o~
—1 -1 19-6
10-°
1077
1077
0 50 100 150 200 250 10t 102 107 10° 105
step Number of parameters
(a) A veszteségek tanulasi dinamikéaja. (b) A veszteségek skalazasi tulajdonsagai a

paraméterek szaméanak fliggvényében.

14. dbra. A Poission feladatra vonatkozé modell és egzakt megoldas kozotti Lo vesz-

teség [8].

A szerz6k eredményei szerint egy 2 rétegt, 10 szélességii KAN kozel két nagyséag-
renddel kisebb hibat ér el, mint egy 4 rétegt, 100 szélességti MLP (1077, illetve 107°
MSE), mikézben a paraméterszdma szintén mintegy két nagységrenddel kisebb (102,
illetve 10* paraméter). Ez arra utal, hogy a KAN architekturdk hatékony neuralis
reprezentaciot nyujthatnak parcialis differencialegyenletek megoldasanak kozelitésé-
re.

Ugyanakkor a KAN-ok gyakorlati alkalmazasanak egyik hétranya, hogy tani-
tasuk a jelenlegi implementéaciok mellett jellemzGen mintegy egy nagysagrenddel
lassabb, mint az MLP-ké. A fenti Osszehasonlitas értelmezésekor azt is érdemes
figyelembe venni, hogy a vizsgalt célfiiggvény elemi fiiggvények kombinéacidjaként
irhato fel. Mivel a KAN architekturék kifejezetten jol alkalmasak ilyen struktarak

reprezentalasara, a példa bizonyos mértékben a KAN-ok erdsségeit hangsilyozza.

Hdévezetési egyenlet

Tekintsiik az alabbi hévezetési egyenletet:

1
u(z,t) = Wum(x,t), (x,t) € ]0,1] x [0,1],
u(z,0) = sin(Frz), z € [0,1],
u(0,t) = u(1,t) =0, t €[0,1],

ahol F' € N a frekvenciét jelolg paraméter. A feladat analitikus megoldasa

u(r,t) = e 'sin(Frx).
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Célunk annak szemléltetése, hogy a KAN architektira milyen hatékonyan képes
alacsony és magas frekvenciaju megoldéasok kozelitésére.

Az MLP struktaraja [2, 30, 30, 30, 30, 1], mig a KAN struktaraja [2,5, 5, 1]; min-
den egyéb beéallitas megegyezik. Megjegyezziik, hogy a KAN racsmérete 100, rendje
pedig 3. A abra az MLP és a KAN teljesitményét mutatja a hGvezetési egyenlet
megoldasa soran. Az eredmények alapjan az MLP nem képes megfelel6 pontossaggal

kozeliteni a megoldast, mig a KAN jo kozelitést ad.

Predicted u(x, t)

Exact u(x, t) Absolute error

0.045

0.040

0.035

0.030

0.025

L2 Error for Different Frequencies and Grid Sizes

0.016
0.014
0.012
0.010

0.008

Z
Frequency

0.006

0.004

0.002

)
Grid Size

15. abra. MLP és KAN 6sszehasonlitasa a hovezetési feladaton. (a) Az egzakt meg-
oldas F' = 50 esetén. (b) Az MLP kozelitése 3000 iteracié utan. (c) Az MLP abszolut
hibaja. (d) A KAN kozelitése 3000 iteracio utan. (e) A KAN abszolat hibaja. (f)
A KAN relativ hibaja kiilonboz6 frekvenciak és racsméretek mellett, 3000 iteracio
utan, [2, 5, 1] struktaraval [16].

A szerz6k azt is megfigyelték, hogy tul kicsi rdcsméret esetén a KAN sem képes
megfelel6 pontossaggal kozeliteni a nagy frekvenciaju eseteket. Ennek szemléltetésére
a abra (f) része a KAN relativ L? hibajat mutatja kiilonbozé frekvenciak és
racsmeéretek mellett.

Az eredmények arra utalnak, hogy a KAN architekturak igéretesek lehetnek
olyan alkalmazasokban, ahol a megoldas tobb tér- vagy idéskalan tartalmaz jelentGs

frekvenciakomponenseket, példaul egyes folyadékmechanikai problémak esetén.
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4.3. MNIST és CIFAR-10

Az MNIST egy kézzel irott széamjegyeket tartalmazo fekete-fehér képadathalmaz.
A feladat az egyes képekhez tartozo szamjegyek helyes osztalyozasa. A CIFAR-
10 egy szines képekbdl allo adathalmaz, amely 10 kategoriat tartalmaz (példaul
repiil6gép, autd, madar vagy kutya), és a cél itt is a képek megfelelg kategoriaba
sorolésa. Ezeken a klasszifikacios feladatokon az MLP architektirak jellemzGen jobb
teljesitményt mutatnak, mint a KAN-ok [17].

A vizsgalt KAN és MLP modellek 1 vagy 2 rejtett réteget tartalmaztak. Az
MLP-k rejtett rétegeinek szélessége 32, 64, 128, 256, 512 vagy 1024 volt, mig a
KAN-ok esetén 2, 4, 8 vagy 16. A B-spline bézisfiiggvények rendje 2, 3 vagy 5 volt.
A modelleket 20 epochon keresztiil tanitottak és minden esetben ReLU aktivacios

fiiggvényt alkalmaztak. A legjobb eredményeket a abra mutatja.

MNIST Cifarl0
55
95
50
> 90 >
45
=)
S 85 3
< < 40
80 KAN 35 KAN
MLP MLP
75
0 1 2 3 4 0.0 0.5 1.0
Number of Parameters 1e5 Number of Parameters 1e6

16. abra. A KAN és az MLP 6sszehasonlitasa az MNIST és a CIFAR-10 osztalyozasi

feladatokon, azonos paraméterszam mellett [17].
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5. Osszefoglalas

Ebben a dolgozatban bemutattuk a tobbrétegii perceptron és a Kolmogorov—Arnold
halok matematikai hatterét. Kitértiink a Kolmogorov—Arnold reprezentacios tétel
bizonyitasara, kiilonb6z6 valtozataira, megmutattuk a matematikai ekvivalenciat a
két halo kozott, végiil pedig a gyakorlatban el6forduld problémakon hasonlitottuk
Ossze a kettd teljesitményét.

Tobb kisérlet azt mutatja, hogy a Kolmogorov—Arnold hal6 csak a szimbolikus
képletek reprezentalasaban rendelkezik elénnyel, a tobbi feladatban a tobbrétegt
perceptron egyszertien jobb volt [I7]. Gyorsabb feltanitani, és pontosabb is. Yu, Yu és
Wang megfigyelték tovabba, hogyha a tobbrétegl perceptron aktivacios fiiggvényét
tanulhato B-spline-ra cseréltiik, akkor a tobbrétegt perceptron minden tesztelt (nem
parcialis differencialegyenlet megoldasi) feladatban feliilmulta, vagy legalabbis elérte
a Kolmogorov-Arnold halok teljesitményét [17].

A Kolmogorov—Arnold halok elénye tehét ott jon els, amikor az 6sszehasonlités
nem igazsagos, vagyis amikor a Kolmogorov—Arnold halét hosszabb ideig hagyjak
tanulni, rdadasul a feladat valamilyen elemi fiiggvény megtanulédsa. Mivel a parci-
alis differencidlegyenletek megoldasa — akar csak numerikusan — gyakori feladat, a

Kolmogorov—Arnold fizikainforméalt neuralis halokat ma is aktivan kutatjak.
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Nyilatkozat mesterséges intelligencia hasznalatarol

Alulirott, Gdbriel Tamds nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése soran az
alabb felsorolt feladatok elvégzésére a megadott mesterséges intelligencia alapt esz-

kozoket alkalmaztam:

Feladat Eszkoz Felhasznalas

Abra- és tablazatkészités GPT-5.3mini  TikZ-kodok és tablazatok generalasa

A felsoroltakon tul més mesterséges intelligencia alapt eszkézt nem hasznaltam.
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