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Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani tamavezetémnek, Backhausz Agnesnek a dolgozat el-
készitése soran nyujtott rengeteg segitségéért, tanacsaiért, szakmai iranymutatasaért és
tamogatasaért. Halas vagyok, hogy kérdéseimmel mindig bizalommal fordulhattam hozza,
és hogy gyors, hasznos visszajelzéseivel végig segitette a munkamat.

Koszonettel tartozom tovabba csaladomnak és barataimnak is, akik tiirelemmel, meg-
értéssel és szeretettel tamogattak a dolgozatiras idGszakaban. Halas vagyok a lelki tamo-

gatasukért, biztatasukért és azért, hogy mindvégig mellettem alltak.
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Bevezetés

A szakdolgozatom téméja a jarvanyterjedések modellezése szamitogépes szimulaciok-
kal. A dolgozat célja annak vizsgélata, hogy a kiilonb6z6 preferenciélis kapcsolodasn graf-
szerkezetek hogyan befolyéasoljak a jarvany terjedését, figyelembe véve a magyar haztartasi
és tarsadalmi szerkezetet. Tovabba vizsgalom a tobbféle oltasi stratégia hatékonysagét, a
szimulaciok soran SIR és SEIR jarvanyterjedési modelleket alkalmazva.

A megfelel6 modell felallitasa létfontossagi lehet az egészségiligyi rendszer szaméra a
jarvanyok terjedésére valo felkésziilés soran. Segit abban, hogy optimalisan csoportosit-
sék a rendelkezésre allo anyagi és emberi eréforrasokat. A lehetséges kimenetelek ismerete
megkonnyiti az allami szervek hatékony felkésziilését krizishelyzetekre. A legjobb modell
felallitasa alapjan alkalmazott oltasi stratégiaval megfékezhetjiik a jarvanyok robbanas-
szer( terjedését, szem elGtt tartva a koltséghatékonységot is.

A téma aktualitasiat az adja, hogy a vildgban szamos 1j tipusiu jarvany jelentkezik
évrél évre, illetve sok jarvany terjedését a mai napig sem sikeriilt teljes mértékben felsza-
molni. A jarvanyok terjedésének kiilonb6zé modjai vannak, példaul cseppfertézés altali,
érintkezés altali, szexualis tton terjeds. Ezekhez érdemes specifikus modelleket felallita-
ni. Jarvanyterjedési kutatasok méar régota zajlanak, de a COVID-19 jarvany kitorése ota
kiilonosen stratégiai témava valt.

A szakdolgozatomban oltéasi stratégiakat vizsgalok, ezek az egyenletes, legnagyobb
fokszamu és a legrovidebb ut alapu oltasi stratégidk. A jarvanyok elleni védekezésnek més
fontos eszkozei is léteznek, példaul karantén, maszk viselés, 6vszer hasznalat. Az alabbi
tanulmanyomban ezen védekezési moédokra nem térek Kki.

A dolgozat elsé fele a sziikséges elméleti hatteret mutatja be. Az 1. fejezet a folyto-
nos ideji Markov-lancokat targyalja, amelyekre a késGbbi jarvanyterjedési modellek épiil-
nek. A 2. fejezet az SIR- és SEIR-modelleket, valamint a szimuléciok soran alkalmazott
Gillespie-algoritmust ismerteti.

Az 1. fejezetben a folytonos ideji Markov-lancok alapfogalmait targyaljuk, amelyekre
a késGbbi jarvanyterjedési modellek épiilnek. A 2. fejezet az SIR- és SEIR-modelleket,
valamint a szimulaciok soran alkalmazott Gillespie-algoritmust ismerteti. Ezt kévetGen a
3. fejezetben bemutatjuk azokat a preferencialis kapcsolodési grafmodelleket, amelyeken
a jarvanyterjedési folyamatokat vizsgaljuk, kiilon kitérve a haztartéasi szerkezet és a homo-
filia beépitésére. A 4. fejezet az alkalmazott oltési stratégiakat vezeti be. Az 5. fejezetben

ezekre az elméleti alapokra épitve szamitogépes szimulaciok segitségével hasonlitjuk Gssze



a kiilonboz6 graftipusokon és oltasi stratégiak mellett kapott eredményeket. Végiil a 6.

fejezet rovid kitekintést nyujt a téma mas megkozelitéseire.



1. fejezet

Markov-lancok

Az egész fejezet elméleti hatterét, a definiciokat, tételeket és azok bizonyitasat Csiszéar
Vills egyetemi jegyzete adja [I]. A Markov-lancoknél bevezetett alapfogalmak azért fonto-
sak, mert ezekre épiilnek a kés6bb targyalt SIR és SEIR tipusu sztochasztikus jarvanymo-
dellek. A modellekben az allapot mindig valamilyen esemény hatasara valtozik meg, példa-
ul fertéz6dés, a lappangasi id6 vége vagy gyodgyulés esetén. Mivel ezek az események meg-
hatarozott intenzitassal kovetkeznek be, a folyamat folytonos idejid Markov-folyamatként
irhato le. Ez teszi lehetévé, hogy a szimulaciok soran majd Gillespie-algoritmust alkal-
mazzuk.

Tekintsiik az (2, F, P) valoszintiségi mezot és az (1, ) mérhets teret. Tovabbéa legyen T'
a nemnegativ valos szamok halmaza. Ebben az esetben folytonos idejii lesz a folyamatunk.
Ha T' = N teljesiilne, akkor diszkrét ideji lenne, azonban ezzel az esettel most nem fogunk

foglalkozni.

1.0.1. Definici6. Sztochasztikus folyamatnak nevezzik az Xy : Q — I (t € T') valdszini-

s€qi vdltozok dsszességét.
Legyenek tovabba F; = 0(X : s < t) o-algebrék V¢t € T id6pontra.

1.0.2. Definici6. A sztochasztikus folyamat Markov-tulajdonsdgi, ha VB € B halmazra
Vit > s esetén P(X; € B | Fs) =P(X; € B | X,).

1.0.3. Definicié. Ha eqy Markov-tulajdonsdagi folyamat I dllapottere megszamldalhato,

akkor Markov-ldncnak nevezziik. Ekkor B az I 6sszes részhalmazdbol dll.



Tegyiik fel, hogy az atmenetvaloszintiségek homogének, azaz id6ben allandoak. Ez azt

jelenti, hogy minden ¢,j € I ést,s > 0 esetén
pij(t) = P(Xeps = j | Xs = 1),

ahol az adtmenetvaloszintiség nem fiigg s-t6l. Tegyiik fel tovabba azt is, hogy Vi,j € I
parra a t — p;;(t) fiiggvény mérhets. Ebbdl kivetkezik, hogy p;;(t) egyenletesen folytonos
a [0, 00) félegyenesen V4§ > O-ra és 3 lim; , p;;(t) hatarérték.

1.1. Infinitezimalis generator

Az infinitezimalis generator arra szolgal, hogy megtudjuk, hogy egy folytonos ideji
Markov-lanc hogyan viselkedik nagyon rovid idé alatt. Az infinitezimalis generator elemei
tehat a rovid id6 alatti atmenetek intenzitasait irjak le, amelyekbdl az atmenetvaloszini-

ségek kis id6re vett kozelitése adodik.

1.1.1. Tétel. Ha i # j, akkor a p;;(t) figgvénynek a t = 0 pontban létezik a jobb oldali
derivdltja, mely nemnegativ és véges.

pij(t)

Bizonyitas. Kell: lim;_,o+ =

létezik és véges.
Tekintslink egy X; folytonos ideji Markov-lancot és egy tetszéleges h > 0 1épéskozt.
Ekkor legyen Y,, = X,,,n = 0,1,2... az X, h-diszkretizacidja. Legyen tovabba P(h) az

Y, diszkrét idejii Markov-lanc atmenetmatrixa. Az atmenetvaldszintiségek ekkor

és ez nem fligeg m-t6l, a folytonos lanc homogenitésa miatt.

Tegyiik fel, hogy a diszkrét lancban n 1épés alatt eljutunk i-bél j-be, azaz Yo =14,Y,, = J.
Ennek egy részhalmaza, ha ugy megyiink i-bdél j-be n 1épés alatt, hogy a k-adik 1épésben
ismét ¢-ben vagyunk, és a k + l-edik lépésben jutunk elGszor j-be, vagyis Yy = i, Yy =
0, Y1 = 5, = 78 Y, # j,V0 < s < k esetén, ahol 0 < k < n. Ezzel a sztikebb



eseménnyel alsé becslést tudunk adni p;;(h)-ra:

1
> P(th:l,th%j(0<m<k’)|X0:l)

3
|

k=0
PXppyp = J | Xiew =) - P( X = J | X(g1yp = J)
n—1

=" i (Wpi; (W)ps;((n — k — 1)h).
k=0

Legyen fi(;l)(h) = P(Xun = 7,Xen # J(0 < k < n) | Xo = i). Azt is tudjuk, hogy
SRl Z.(jm)(h) < 1. Ezutan felirhat6 a kovetkezs egyenlétlenség:

m=1

p”(kh ]pzz + Z fz] pl] k - m>h>

< wi () + Z 157 ()| max pji((k = m)h)

< PP () + max pu((k—m)h).

1<m<k—1

Ezt atrendezve kapjuk:

() > pig(kh) — max  pu((k —m)h)

1<m<k—1

Legyen € > 0 fix, és ty elég kicsi. Mivel az dtmenet-valoszintiség-fliggvények folytonosak,
ezért

Orgzgopﬁ(t) < g, Or<mn pii(t) >1—¢, Dr<n1<r%0pﬂ () >1—e.

Ez abbol kovetkezik, hogy p;;(0) = 1,p;;(0) =0, ha i # j.
Ha nh < ty, akkor k =1,...,n — 1 esetén:
prz)(h) >l—e—e=1-2¢
pjj((n—k—=1h)>1—¢

Ezeket behelyettesitve kapjuk, hogy

pij(nh) > (1 —2e)(1 —¢ Z pi;(h) > (1 = 3)npi; (h).

Ezt osztva nh-val

pij(nh) _ (1 = 3¢)pi;(h)
nh — h ’



Legyen ¢;; = limsup,_, Pmt() Emellett legyen 0 < t < tq fix, tovabba h — 0,nh — t.
Ekkor
Pij(t)
t

> (1 — 3€)qij = @5 < 0Q.

De hasonloan: lim inf,_, M > (1 — 3¢)gij, ha most ¢ — 0, akkor lim inf,_,q 222 ® > Gij-
pz]( ) le (t)

Ekkor liminf, g = hm SUp,_,o = @5, ¢s 1gy lim;_o B " lete21k ij- Vel egyenld,
és ezért véges is. D

Tehét g;; = pi;(0), ezeket szokéds atmeneti ratdnak is hivni. Az ezekbdl alkotott matrix
legyen . Ezt a () matrixot nevezziik a Markov-lanc infinitezimalis generatoranak. Legyen
Qi = —4i-

: : i (R)—pij p : ii(R)—Pii : :

Tudjuk, hogy gi; = p};(0) = limy, pig (1) —pi; (0) )hp 1O g p5;(0) = limy,_,o 2 (h)hp O Azt is tudjuk,
hogy p;i(0) = 1,p;;(0) = 0, ha i # j. Ha ezeket behelyettesitjiik, és atrendezziik, akkor

kapjuk, hogy: p;i(h) =1 — ¢;h + o(h), illetve p;;(h) = g;jh + o(h), ha i # j.

A tartozkodasi id6k eloszlasa

A folytonos idejii Markov-lancok modelljeiben a rendszer minden pillanatban egy adott
allapotban van. Ha a rendszerben valamilyen valtozas torténik, mint példaul a jarvany-
modellekben egy egyén megfert6zédik vagy meggyogyul, a folyamat allapotot valt. Azt az
id6t, amelyet a lanc egyetlen allapotban eltolt miel6tt egy méasik allapotba 1ép, tartozko-
dasi idének nevezziik. A kdvetkez6 tétel megmutatja, hogy ez az idétartam exponenciélis

eloszlast kovet.

1.2.1. Tétel. Ha az (X;)i>0 Markov-lanc jobbrol folytonos, akkor az i dllapotban valé

tartozkoddsi idd Exp(q;) eloszldsi.

Bizonyitas. Legyen T' az i-ben val6 tartozkodéasi idé.

P(T > t) =P(X, =4,Vs € [0,4] | Xo =1).

Osszuk fel a [0, ¢] intervallumot 2" egyenls részre. Az osztopontok ekkor: 0, 5, ;ﬁ, ce %
Annak a valésziniisége, hogy a Markov-lanc minden osztopontban ¢ allapotban van, meg-
egyezik azzal, hogy az Gsszes 2" darab ~ hosszu részintervallum végpontjaiban ¢ allapot-

ban van a folyamat. A Markov—tulajdonsag miatt ez egyenld a kévetkezdvel:

2n
t
P(Xk;l227Vk€{172772n}|X0:Z> <“(2n>) ’
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Jelenleg csak véges sok osztopontunk van, igy a koztes id6pontokban lehetséges, hogy kilép
i allapotbol a folyamat. Vegyilink végtelen sok pontot (minden n-re). Mivel a folyamat
jobbrol folytonos, ezért, ha végtelen sok pontban 7 allapotban van a folyamat, akkor az

egész [0, t] intervallumon is ¢ allapotban lesz. Ebbdl felirhato, hogy:

2’”
) t
P(T >t) = nh_)rglO <pn- (2—n>) :

Legyen h = 5. Ekkor kihasznalva, hogy n — oo esetén h — 0:

271
i . i — 1 — 0 t_ ,—ait
i (2a(57)) = Jml —an oty =

Mivel T folytonos valoszintiségi valtozo, ezért P(T'=1t) =0, ésigy P(T' < t) =1—-P(T >

=

t) =1—e %' Tehat T ¢; paramétert exponencialis eloszlas. [

11



2. fejezet
Jarvanyterjedési modellek

Az alabbi fejezet elméleti megalapozasahoz, valamint az SIR és SEIR modellek de-
finidlasahoz J. S. Allen (2008) vonatkozo mivét [2] vettiik alapul. Legyen N a vizsgalt
populécio létszama. Az SIR jarvanyterjedési modellek esetében héarom, mig az SEIR ese-
tében négy allapotot kiilonboztetiink meg egymastol. Az S a fogékony éllapotban 1évé
egyedek szamat jeloli, akik ki vannak téve a fert6zés veszélyének. Az [ azon egyedek
szamat adja meg, akik megfert6zédtek, és képesek a jarvanyt tovabbadni. Az R a gyo-
gyult populacio létszamara utal. Ok mar atestek a fertézésen, meggyogyultak, immunitast
szereztek, és nem képesek tovabb fertézni. Az SEIR esetében ez kiegésziil tovabba az F
allapottal, mely a lappangasi fazisban 1évék szamat jelenti. Azok tartoznak ide, akik mér
fertézottek, de még nem tudnak tovabb fert&zni.

A jarvanyterjedési modelleket egy folytonos idejii Markov-lancnak tekintjik. Ami-
kor a jarvanyterjedési szimulaciokat futtattuk, az EoN kényvtar EoN.Gillespie_SIR és
EoN.Gillespie_simple_contagion fiiggvényeit hasznéltuk az SIR és SEIR modellekhez,
amelyek a Gillespie-algoritmuson alapulnak. Az EoN csomag implementacioéi szorosan
kapcsolodnak a Mathematics of Epidemics on Networks cimti konyvben targyalt halozati
jarvanymodellekhez és algoritmusokhoz [3].

A folytonos idejii Markov-lanc alapu jarvanyfolyamatok folytonos idéskalan vannak
definidlva, azaz t € [0, 00). Az allapotvaltozok S(t), E(t), I(t), R(t) diszkrét értékd valoszi-
niiségi valtozok, vagyis S(t), E(t), I(t), R(t) € {0,1,2,..., N}, és S(t)+E(t)+1(t)+R(t) =
N. Az SIR modellnél minden ¢ idépontra E(t) = 0. Ez azt jelenti, hogy bar az idé foly-
tonosan telik, a fogékony (.5), exponalt (E), fert6zott (1) és gyogyult (R) egyedek szama
csak egész értéket vehet fel 0 és N kozott. Fontos megjegyezni, hogy amikor csak az SIR
vagy SEIR modellt tekintjiik, akkor barmely fertézott és fogékony egyed kozott tortén-
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het fertézés, azonban amikor grafon vizsgaljuk a modelleket, akkor csak olyan csiicsok

(egyedek) kozott terjedhet a fertézés, amelyeket él kot Gssze.

2.1. SIR folyamat

2.1.1. Definicié. Az SIR folyamat egy folytonos ideji Markov-lanc, ahol a rendszer dl-
lapotdt a t iddépontban S(t) és I(t) diszkrét valdszinidségi vdltozok irjik le (a tokéletes
keveredés miatt a folyamat eqy teljes grdafon értelmezhetd, ahol bdarki megfertézhet bar-
kit). Mivel a teljes népesséq létszama N, ezért a gyogyultak szdma meghatdrozhats az
R(t) = N — S(t) — I(t) egyenletbdl.

Az dllapottér: S = {(s,i) € Z2, : s+i < N}.

Legyen pesiy(t) = P{(S(t),1(t)) = (s,1)}. Az dtmeneti valdsziniségeket tetszilegesen kicsi
At-re definidljuk, azonban ezek a folytonos idejd Markov-ldncokndl csak elég kicsi At ese-
tén érvényesek. Legyen o(At) egy olyan tag, amelyre teljesil, hogy lima, o % =0, és

amely a tobb esemény bekiovetkezésének valdsziniiségét reprezentdlja.
o A fertézés ((s,i) — (s — 1,i+ 1)) valdszinisége +siAt + o(At).
o A gyogyulds ((s,i) — (s,i — 1)) valdszinisége yiAt + o(At)
o Nincs vdltozds ((s,i) — (s,1)) valdszintsége 1 — (Fsi + vi) At + o( At)

Itt 7 > 0 a fertdzési rata, amely eqy fertdzitt eqyén eqységnyi 1dd alatti sikeres transz-
misszioinak szdmadt reprezentdlja egy teljesen fogékony populdcioban, és~y > 0 a gyogyuldsi

rdta, amely a fertdzott eqyének gyogyuldsdanak intenzitdsdat adja.

=57 i
N Y
S <! » R

2.1. 4bra. Az SIR modell

Lattuk az infinitezimalis generatoroknal, hogy kis At idére az dtmenetvaldszintiség és a
helyben maradas valoszintisége a kovetkezs alakban irhato fel:

pi(At) = gy At +0o(At),  pu(At) =1 — At + o(At).

Egy fert6zott egyén 7 rataval 1étesit tigy kontaktust, hogy terjessze a betegséget. Egy

kontaktus csak akkor eredményezhet fertézést, ha egy fogékony személlyel 1ép kapcsolatba.
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Mivel s darab fogékony van, és N a populacio mérete, ezért egyetlen fert6zott 7+ rataval
hoz létre egy tjabb fertézést. Az egész populacidéban ¢ darab fert6zott van, ezért az egész
folyamathoz kapcsolodo fert6zési rata (s, ) allapotban si. Alkalmazva az infinitezimalis
generatoroknal felirt képletet az atmenetvaldszintiségekre, kapjuk a definicidban megadott
képletet.

A gyogyulési rata egy egyénre nézve . Az egész populaciéban i darab fert6zott van,
igy az egész folyamatra vett rata i, amit behelyettesitve szintén megkapjuk a definicioban
szerepld képletet.

Erdemes itt megjegyezni, hogy az tétel alapjan ezekbdl a konstans atmeneti
ratakbol kovetkezik, hogy a kdvetkezs fertGzésig, illetve az egyének gyogyulasiig eltelt id6
exponencialis eloszlasu.

Annak a valészintsége, hogy "nincs valtozas", 1 — P(van valtozas). A "van véltozas"
eset azt jelenti, hogy torténik egy fertézés, vagy egy gyogyulds. Ennek a két eseménynek
a kozos ratdja az egész folyamatot tekintve (Fsi + 7i). Innen adodik, hogy p(sisi) =

1 — (&5t +7i)At 4 o(At). Lathato, hogy ebben az esetben ¢; = (557 + 7i).

2.2. SEIR folyamat

2.2.1. Definicié (SEIR modell). Az SEIR folyamat egy folytonos ideji Markov-ldnc,
ahol a rendszer dllapotdt a t idépontban S(t), E(t), és I(t) diszkrét valdsziniségi vdltozok
irjdk le (a tokéletes keveredés miatt a folyamat egy teljes grafon értelmezhetd, ahol bdrki
megfertézhet barkit). Mivel a teljes népesség N, ezért a gydgyultak szima meghatdrozhato
az R(t) = N — S(t) — E(t) — I(t) egyenletbdl.

Az dllapottér: S = {(s,e,i) € Z3y : s+e+i< N}.

Legyen p(seq(t) = P{(S(t), E(t),1(t)) = (s,e,i)}. Az dtmenetvaldsziniségeket tetszdlege-

sen kicsi At-re definidljuk, azonban a folytonos idejd Markov-ldncokndl csak elég kicsi At

o(At)
At T 0’

esetén érvényesek. Legyen o(At) egy olyan tag, amelyre teljesil, hogy lima; o

és amely a tobb esemény bekovetkezésének valosziniségét reprezentdlja.
o Fertozés ((s,e,i) — (s —1,e + 1,1)) valdszintsége 5 siAt + o(At).
e Lappangds vége ((s,e,i) — (s,e — 1,1+ 1)) valdszinisége oeAt 4+ o( At).
o Gydgyulds ((s,e,i) — (s,e,i — 1)) valdszinisége yiAt + o(At).
e Nincs vdltozds ((s,e,i) — (s, e,1)) valdszintsége 1 — (£si + oe + vi) At + o(At).
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Itt T > 0 a fertézési rata, amely eqy fertdzitt egyén eqységnyi idd alatti sikeres fertozé-
seinek szamdt reprezentdlja egy teljesen fogékony populdcioban, o > 0 a lappangdsi rdta,
amely az expondlt egyének fertdzévé vdldsanak intenzitisat adja, és v > 0 a gyogyuldsi

rdata, amely a fertdzott eqyének gyogyuldsdanak intenzitdsdt adja.
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2.2. 4bra. Az SEIR modell

Az SEIR esetében is a kiillonbozd események valdszintiségét az infinitezimalis generatorok-
nal kapott képlet segitségével tudjuk kiszamolni. A fertézés és a gydgyulas valoszintisége
megegyezik az SIR-nél vett valoszintiségekkel. A lappangas végének valoszintiségét hason-
loan tudjuk megkapni, mint a gyogyulas valosziniiségét, azonban o-val kell szamolni ~
helyett. A ,nincs valtozas” valoszintiségét is gy kapjuk meg, mint az SIR-nél, azonban a

valoszintiségbe bele kell kalkulalnunk a lappangési allapotot is.

2.3. Gillespie-algoritmus

A jarvanyterjedés modellezéséhez a Gillespie-algoritmust hasznaltuk. Az tétel
alapjan a tartézkodéasi id6 exponenciélis eloszlast. Az algoritmus mindig kiszamolja az
adott s allapothoz tartozo ¢, osszratat, majd general egy ¢, paraméterd exponencialis el-
oszlasbhol egy At idGtartamot. Ez az idStartam azt adja meg, hogy mikor fog bekovetkezni
a kovetkezd esemény. Az algoritmus eléreviszi a szimulacios orat At idGvel. Egy esemény
az SIR-modellnél egy fertézést, vagy gyogyulast jelent, az SEIR-modellnél pedig egy fer-
tézést, egy lappangas végét vagy gyogyulast. Mivel tobbféle esemény is bekovetkezhet,
ezért az algoritmus masodik 1épésként kisorsolja, hogy melyik esemény fog bekovetkezni.
Feltéve, hogy a rendszer jelenleg az ¢ allapotban van, annak a valészintisége, hogy a kovet-
kez6 lépésben egy j (j # i) allapotba 1ép at: 2220 ahol ¢;(At) = > kzi Gk (At). Miutan

qi(At) ?
az algoritmus kivéalasztotta, hogy melyik esemény fog bekdvetkezni frissiti a populacio

allapotat, majd a folyamat kezd6dik elolr6l. A folyamat akkor &ll le, amikor mar nem tud

tobb esemény bekovetkezni, példaul nincs fertézott [3)].
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3. fejezet
Preferencialis kapcsol6édasit grafok

A tarsadalom olyan halozat, ahol az embereket baréti, csaladi és munkakapcsolatok
kotik Ossze. Alatdmasztottdk, hogy vannak olyan szociélis halozatok, mint példéul a sze-
xuélis kapcsolatok hélozata, amelyek skalafiiggetlenek, azaz minden rogzitett d > 1-re
d szomszéddal rendelkezé csticsok aranya 1 valoszintiséggel konvergal egy megfelel6 x4
szamhoz minden d-re.

Vegyiik példaul a ,Gazdag gazdagabb lesz” elvet, amely a preferenciélis kapcsolodéas
és a skalafiiggetlen halozatok létrejottének alapja. Egy 1j cstics nagyobb valdszintiség-
gel kapcsolodik olyan csiicspontokhoz, amelyeknek mar az adott idépontban nagyobb a
fokszama.

A tarsadalmat reprezentald hélézatok sok esetben skalafiiggetlenek, ezért érdemes a

jarvanyterjedést ilyen tipusa halozatokon is vizsgalni. (Barabasi és Bonabeau, 2003) [4]

3.1. Alapgrafok

A kiindulasi graf a Barabasi-Albert-modell, amelyet skalafiiggetlen halozatnak (scale-

free network) is neveznek. Ennek a modellnek a definiciojat a [4], [5] forrasokbol meritettiik.

3.1.1. Definicié (Barabasi—Albert-graf). Kiindulunk egy véges, mqy csomdponttal ren-
delkezd kezdeti grafbol. Minden lépésben hozzdadunk egy 1j csucsot, melyet m (m < my)
kiilonbozd, mdr meglévd csomoponttal kotink dssze. Amikor kivdlasztjuk azokat a csicso-
kat, amelyekhez az 1ij csics kapcsolodik, feltételezziik, hogy annak a valdszinidsége, hogy az
iy cstcs eqy i csucshoz kapesolodik T1(k;), amelyet az i-edik csics fokszdma befolydsol:

ki

(k) = =—,
( ) Euevk“

ahol k, az u csucs fokszamdt jeloli.
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t lépés utan az algoritmus eredménye eqy olyan graf, amelynek N = mgy+1t cstcsa és m -t

éle van (elhanyagolva a kezdeti éleket).

A Barabasi—Albert-modell egy kiterjesztése a Holme—Kim-modell, amely bevezet egy
ugynevezett triad formation step-et, vagyis haromszogelési 1épést, melynek eredménye-

képpen egy klaszterezettebb halozatot kapunk. Ez a modell az [5] cikkben lett ismertetve.

3.1.2. Definicié6 (Holme—Kim-graf). Kiindulunk egy véges, mqy csomdponttal rendel-
kezd kezdeti grifbol. Minden lépésben hozzdadunk egy v csiucsot, melyhez m (m < mq) €élt
csatolunk.

Preferencidlis kapcsolodds (PA): v eqy élét egy olyan mdr meglévd w csicshoz kotjik,
amellyel még nem dll kapcsolatban, a w csics a fokszamdval ardnyos valdsziniséggel. An-
nak a valdszindsége, hogy egy v csiucs a w csucshoz kapcsolodik

K

2 ey B’

Minden PA lépés végén a v-hez kapcsolt w csiucsot kitiintetjik és horgonycsicsnak nevez-

P, = ahol k,, az u csiucs fokszamdt jeloli.

ziik. A horgonycsics minden wjabb PA [épést kévetden frissiil.

Hdromszogelés (TF): A v csucsot a horgonycsics eqy olyan szomszédjihoz kapesoljuk vé-
letlenszerien, amellyel v még nincs dsszekotve. Ekkor a horgonycsics nem frissiil.
Amikor eqy v cstcsot hozzaadunk a grdfhoz, eldszor mindig eqy PA lépést végziink el, azaz
hozzdkdtyik eqy w csiucshoz. Ezutdn minden tovdbbi g €l hozzdaddsakor P, valosziniséggel

TF lépést, mig 1 — P, valdsziniséggel ijabb PA lépést végziink.

Megjegyzés a haromszogelési (TF) lépéshez: Fontos kiemelni, hogy a TF lé-
pés soran is implicit moédon érvényesiil a preferencialis kapcsolodas elve. Egy nagyobb
fokszamu cstucs tobb mésik cstuccesal all kapcsolatban, igy statisztikailag joval nagyobb
eséllyel lesz szomszédja egy tjonnan kivalasztott horgonycsicsnak. Ennek kovetkeztében
a haromszogelés soran is nagyobb valoészintiséggel kapnak 1j éleket a mar amugy is magas

fokszamu csicsok.

3.2. Inhomogén graf - haztartasi modell

A kovetkezGkben a haztartéasi modellt épitjiikk be az alapgrafokba. Nem azt fogjuk
megadni, hogy hény csticsbol alljon a graf, hanem azt, hogy hany darab haztartas lesz.

A héaztartasok lehetnek azonos vagy kiilonb6zé mérettiek is. Egy h {6s haztartas egy h
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csucsu klikknek felel meg. A haztartasok listaja tartalmazza az Osszes haztartast és, hogy
ezek hany f6sek. Ebbdl a listabol valasztjuk ki mindig a haztartasokat, amikor egy 1j klik-
ket adunk a rendszerhez. Az egyszertiség kedvéért a kovetkezs definicidkat fix h méretd
haztartasokra mondjuk ki, de ezek trividlisan kiterjeszthetdk kiilonb6z6 méretd haztarta-
sokra. A kiterjesztés soran egy h mérett haztartas helyett mindig a haztartasok listajabol
vesziink ki egy elemet, melyet hozzaadunk a rendszerhez, majd toroljiik a listabol, hogy

ne legyen ismétlGdés.

3.2.1. Definicié (Inhomogén Barabasi—Albert-graf). Adott kezdetben k darab h mé-
retd klikk. A klikkek éleit haztartdsi éleknek vagy angolul household éleknek nevezziik. Le-
gyen ng a kezddgrdf csucsainak a szdma. A kezddgrafban véletlenszeriden behizunk ng - m
darab €lt, igy, hogy eqy €l csak akkor kithet dssze eqy v és w csucsot, ha azok kilonbo-
20 hdztartisban vannak, ezeket nevezziik kiilsd vagy mds néven external éleknek. Minden
lépésben hozzdvesziink a grdfhoz eqy hdztartdst, vagyis eqy h csiucsu klikket, F-et. Majd
F csicsain tetszdleges sorrendben végigmegyiink és a v (v € F') csucsbol kiinduld i) éle-
ket kiilonbozd, nem hdztartdsbeli csiucsokhoz kotjiik a fokszamadval ardnyos valosziniséggel,

azaz annak a valdszinisége, hogy v eqy w csicshoz kapcsolodik

ko +1
ZueV,ugéF(kU + 1) 7

A preferencidlis kapcsoloddst fogjuk a késébbiekben PA lépésnek nevezni.

P, =

ahol k, az u csics fokszdmdt jeloli.

Hasonldan, mint az alapgrafoknal, itt is definidljuk az inhomogén Barabasi—Albert-graf

egy kiterjesztését, az inhomogén Holme-Kim-gréfot.

3.2.2. Definicié (Inhomogén Holme-Kim-graf). Adott kezdetben k darab h méreti
klikk. A klikkek éleit haztartdst éleknek vagy angolul household éleknek nevezziik. Legyen ng
a kezddgrdaf csicsainak a szdma. A kezddgrdfban véletlenszerien behizunk ng-m darab €lt,
ugy, hogy eqy él csak akkor kiothet dssze eqy v és w csicsot, ha azok kilonbozd hdztartdshoz
tartoznak, ezeket nevezzik kilsd vagy mds néven external éleknek.

TF lépés: A v csics a horgonycsics eqy tetszéleges v hdztartdsdatol kilonbzd haztartdasban
lévd szomszédjahoz kapcsolodik.

Minden lépésben hozzdvesziink a grdafhoz eqy hdztartdst, vagyis eqy h csiucsu klikket, -
et. Tetszdleges sorrendben végigmegyiink F csiucsain, az elsd v csics eqy PA [épést végez.
A maradék m — 1 élnél P, valdsziniséggel TF lépést végziink, és 1 — P, valdsziniséggel

PA [épést végziink. A horgony minden PA lépés utan megudltozik, v uj kapcsolata lesz az
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uj horgonycsics. A klikk tovdbbi csicsaindl ugyanezt elvégezziik annyi kilonbséggel, hogy
az elsd €l nem PA lépéssel jon létre, hanem automatikusan a horgonyhoz kapcsolodik. A
klikkeken beliili €leket hdaztartasi (household) éleknek, a hdztartdson kivili éleket pedig kiilsé

(external) éleknek nevezziik.

Megjegyzés: Az inhomogén Holme—Kim-grafnal az a 1épés, hogy a haztartas csicsai
elgszor egy korabbi héztartasbeli cstics horgonyahoz kapcsolodnak, azt modellezi, hogy
amikor egy haztartas tagja kapcsolatban all valakivel, akkor nagy az esély arra, hogy
az adott személyt a haztartés tobbi tagja is ismeri. Ezzel realisabba tehetjiik a szocialis

halozatot.

3.3. Inhomogén homofilia graf - haztartasi + homofilia

modell

A kovetkezdkben bevezetiink harom tarsadalmi csoportot.
o (. osztaly: mélyszegénység

e 1. osztaly: szegénység

e 2. osztaly: kozéposztaly, és felette

A tarsadalmi csoportok bevezetésének fontos szerepe van abban, hogy a valoésaghoz
hiiebben tudjuk modellezni a jarvanyterjedést, f6leg az oltasi stratégidkra koncentralva.
Hiszen mikor oltasokat szeretnénk bevezetni, akkor figyelembe kell venni, hogy adott tar-
sadalmi csoportok szaméra ez a lehetGség kevésbé elérhetd, vagy elzarkoznak téle. Ezekrol
az egyenlGtlenségekrsl a [6] forrasban olvashatunk.

Bevezetiink a kovetkez6kben homofiliaszabalyokat is, amelyek azt mutatjak meg, hogy
egy adott tarsadalmi csoport tagjai milyen valoszintiséggel kapcsolédnak a sajat osztalyuk-
hoz és kiils§ csoportokhoz. Ezt a szabalyt egy 3 x 3 matrixszal tudjuk megadni, ahol a
métrix s-edik soraban és [-edik oszlopaban 16v6 elem (vagy érték) azt mutatja meg, hogy
egy s osztalybeli cstcs milyen valoszintiséggel kapcsolodik egy [ osztalybeli csticshoz, ahol
s,1 € {0,1,2}. Ebben a modellben a homofilia jelensége azt jelenti, hogy az egyének prefe-
raljak a sajat csoportjukon beliili kapcsolatokat, igy a matrix fatlojaban szerepls elemek

értéke jellemzGen nagyobb, mint a tobbi elemszamé.
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3.3.1. Definicié6 (Inhomogén homofilia Barabasi—Albert-graf). Megegyezik az in-
homogén Barabdsi—Albert-grdffal, azzal a kiilonbséggel, hogy mieldtt eqy v csics kapesolodik
eqy w kiilsd csiucshoz, kivdlasztja a homofiliaszabdlydanak megfelelden véletlenszeriden, hogy
melyik osztdlybdl keriljon ki w. Legyen a kivdlasztott csoport s € {0,1,2}, ekkor a prefe-

renciaszabdly

ky+1

P, =
ZuEV,u(;éF,uEs osztdly(ku + 1)

ahol k, az u csiucs fokszamdt jeloli, és w € s osztaly is teljestil.

Ha a kivdlasztott csoportban nincs olyan csiucs, amihez v kapcsolodni tudna, automatiku-
san a [3.2.1. definicioban megadott inhomogén Barabdsi—Albert-grafndl lévd kapcsoloddsi

szabdlyt alkalmazzuk.

3.3.2. Definicié (Inhomogén homofilia Holme-Kim-graf). Megegyezik az inhomo-
gén Holme—Kim-grdffal, azzal a kiilonbséggel, hogy a PA lépésnél mindig kivdlasztjuk a
homofiliaszabdlya szerint, hogy melyik tarsadalmi csoporthoz kapcsolodjon az adott v csu-

csunk. Legyen a kivdlasztott csoport s € {0,1,2}, ekkor a preferenciaszabdly

ky +1

P, =
ZuEV,ugéF,uEs osztdly(ku + 1)

, ahol k, az w csucs fokszamdt jeloli, és w € s osztdly is teljesiil.

A TF lépés marad.

A homofiliaszabaly explicit médon csak a preferencialis csatolési 1épések soran teljestil.
A TF lépésnél azonban implicit médon van jelen, hiszen a horgonycstcs, amelynek a

szomszédjahoz kapcsolodunk, szintén a homofiliaszabély szerint jott létre.

3.4. Hasznalt adatok

3.4.1. Tarsadalmi csoportok beosztas

A tarsadalmat harom részre bontottuk a vizsgalat soran: normal koriillmények kozott,
szegénységben, és mélyszegénységben €16 emberek. Azért osztottuk ebbe a harom cso-
portba, mert a kozéposztilyban és a gazdagsiagban él6 emberek kozott nincs kiilonbség
abban, hogy 6k el tudnak-e jutni oltasi pontra vagy sem, azonban a szegénységben és
mélyszegénységben él6 emberek kozott mér sokkal nagyobb az ugrés.

A beosztast a Kozponti Statisztikai Hivatal (KSH) adatai alapjan végeztiik. A haz-

tartasok méretének eloszlasahoz a 2022-es népszamlalas végleges adatait vettiik alapul [7]
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(pontosabban az 1.2.2. A hdztartdsok mérete, kordsszetétele adatsor 1.2.2.1. A hdztartd-
sok hdztartdsnagysdg szerint cimd tablazatat), amely szerint a magyarorszagi haztartasok

eloszlasa a kovetkezd:
e 1 {8s haztartas: 35, 5%

2 f6s haztartas: 28, 0%

3 f6s haztartas: 16,6%

4 f6s haztartas: 11, 7%

5 {6s haztartas: 5,0%

6 f6s haztartas: 1,8%

7 f6s haztartas: 0, 7%

e 8 vagy tobb f6s haztartas: 0,7%

A KSH-Eletkoriilmények| oldal, azon beliil az 5.1.1.4. Relativ jovedelmi szegénységi ardny
nem, korcsoport, iskolai végzettség, gazdasdagi aktivitds, hdztartdstipus €s lakdshaszndlat
jogcime szerint cimi statisztikdk alapjan hataroztuk meg a szegénységi mutatokat [8].

Ezen adatok szerint a szegénységi arany az egyes haztartastipusokban:
e 1 f6s haztartasok: 26, 0%
e 2 {6s haztartasok: 15, 0%
e 3,4 f6s haztartasok: 11,0%
e 5+ f6s haztartasok: 25, 0%

Emellett Magyarorszagon a stilyos anyagi deprivacioban él6k aranya a teljes népességen
beliil 8,5%, ezt mindenhol ennyinek fogjuk venni. Ezek alapjan a kovetkezd métrixot

fogjuk hasznélni a graf létrehozasanal (szazalékban):
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3,0 9,2 23,3

2,4 4,2 21,4
1,4 1,8 13,4
1,0 1,3 9.4
0,4 1,3 3,3
0,2 0,5 1,1
0,1 0,2 0,4
0,1 0,2 0,4

A fenti matrix sorai a héaztartasok méretének (1-t6l 8 f6ig), mig oszlopai a kordbban
bevezetett tarsadalmi csoportoknak (0., 1. és 2. osztaly) felelnek meg. A métrix minden
egyes eleme azt mutatja meg, hogy a populécié Osszes haztartasanak hany szazaléka tar-
tozik az adott méreti és tarsadalmi statuszu csoportba. Ennek megfelelGen a sordsszegek
visszaadjak a haztartasméretek KSH szerinti eloszlasat, az oszloposszegek pedig az egyes
tarsadalmi osztalyok teljes tarsadalmon beliili aranyat. A méatrix Osszes elemének Gsszege
kiadja a 100%-ot.

3.4.2. Homofiliaszabaly

A homofiliai szabalyokat azért vezettiik be, mert altalanossagban megfigyelhets, hogy
a mélyszegénységben él6k szegregalodnak a térsadalom tobbi részétsl, az 1-es osztaly
pedig egy hidat képez a 0-s és a 2-es osztaly kozott. Ezek alapjan a kdvetkezd homofiliai

szabalyt adtuk meg a grafgeneralashoz:

0,80 0,15 0,05

0,10 0,80 0,10

0,05 0,15 0,80
A fenti matrix elemei (m; ;) azt adjak meg, hogy egy i tarsadalmi csoportba tartozo egyed
milyen valoszintiséggel létesit kiils6 kapcsolatot egy j csoportba tartozo egyeddel (i, €
{0,1,2}). A {64atl6 magas értékei az erds homofiliat, azaz a csoporton beliili zartsagot
jelképezik, mig a matrix mg o és mg elemei azt mutatjak, hogy a mélyszegénységben élék

(0. osztaly) és a magasabb statuszuak (2. osztaly) ritkan létesitenek kapcsolatot egyméssal.
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4. fejezet

Oltasok

Amikor egy jarvany lefolyasat modellezziik, érdemes figyelembe venni az oltasok hata-
sat. Egy tarsadalomban fellépd jarvanykitorést meg lehet elézni, vagy legalabbis csokken-
teni a nagysagat oltasokkal. Nyilvan itt figyelembe kell venni az oltasok hatékonységét,
azt, hogy az emberek milyen ardnyban vannak beoltva, illetSleg, hogy milyen stratégiat
alkalmazunk a tarsadalom beoltédsihoz.

Az oltési stratégiak hatékonysaganak vizsgalata Becker és Starczak modszerére épiil
[9]. Ok azt mondjak, hogy egy egyén kiilonbézéképpen tud reagalni egy oltasra (pl. az
immunrendszer allapota). Az oltas hatékonysagat az E(AB) varhato érték hatarozza meg,
ahol az A és B valtozok egy egyén fertézdképességét és fogékonysagat tiikrozik. A mo-
dellben A-t és B-t fix szamnak tekintjiik, azaz varianciajuk nulla, ezzel azt feltételezziik,
hogy mindenki ugyanigy reagal az oltasra. A modellben a sztochasztikus ratakat ezekkel

az A és B szamokkal stulyozzuk, és fertézképességi és fogékonysagi faktornak nevezziik.

4.1. Hogyan épiil fel egy oltasi stratégia?

Fontos megjegyezni, hogy az oltési folyamat az SIR és SEIR szimuléciok megkezdé-
se el6tt torténik, tehat a graf cstucsait mar a fertézés terjedésének inditésakor beoltott
allapotunak tekintjiik.

Els6 lépésként megadjuk, hogy az emberek hany szazalékat szeretnénk beoltani. Az
esetek tobbségében 20% volt megadva. A személyek kivilasztasa mindig egy stratégia
szerint torténik, ezekkel a stratégiakkal a késébbiekben foglalkozunk.

Masodik 1épésként megadjuk a fogékonysagi és fert6zdképességi faktort, amelyek 0 és

1 kozotti szamok. A fogékonysagi faktor azt adja meg, hogy mennyivel csokken az esélye
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annak, hogy valaki megfert6z6djon. Ha példaul 0, 2 a fogékonysagi faktor, akkor az oltott
embernél a fertézési rata (7 -0, 2)-re csokken. A fert6zéképességi faktor azt reprezentalja,
hogy ha egy ember mar megfert6z6dott, akkor & milyen eséllyel fertéz meg masokat. Egy
oltas ugyanis nemcsak annak a valoszintiségét tudja csokkenteni, hogy valaki megbeteged-
jen, hanem annak is, hogy tovabb fertézzon. Tehat, ha példaul a fertézGképességi faktor
0, 3, akkor egy oltott fertézott csicshoz tartozo fertézési rata mar csak 7 - 0,3 lesz.
Legyenek u és v szomszédos cstucsok, ahol u fert6zott. Ha a fogékonységi faktor fo és

a fertGzdképességi faktor fe, akkor az uv élen a fertézési rata a kovetkezd:

)
T7-fo- fe, hawu és v is oltott
7 - fo, ha v oltott, de u nem
Tuv =
T - fe, ha u oltott, de v nem
L7 ha egyik sem oltott

Amikor a grafokba méar beépitjiik a haztartési szerkezetet, akkor figyelembe kell vegyiik
azt is, hogy két csics milyen kapcsolatban all egymassal. Az egy haztartasban élck kozott
magasabb a fert6zési rata, mint kiils§ kapcsolatok esetén. Legyen tehdt 74 a haztartési
fertGzési rata, és T a kiils6 fertézési rata. Az SIR programkoédban az oltés hatékonysagat

a kovetkezsképpen tudjuk beéllitani:

H_szimulacios = nx.DiGraph ()
for csomopont in G_eredeti.nodes():
H_szimulacios.add_node (csomopont, is_vaccinated=(csomopont
in beoltott_csucsok))

for u, v, data in G_eredeti.edges (data=True):

u_oltott H_szimulacios.nodes[u][’is_vaccinated’]

v_oltott H_szimulacios.nodes[v][’is_vaccinated’]

suly_u_v (fertozokepessegi_faktor if u_oltott else 1.0) x*
(fogekonysagi_faktor if v_oltott else 1.0)
suly_v_u = (fertozokepessegi_faktor if v_oltott else 1.0) =

(fogekonysagi_faktor if u_oltott else 1.0)

H_szimulacios.add_edge(u, v, type=data.get(’type’),

individual_weight=suly_u_v)
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H_szimulacios.add_edge(v, u, type=data.get(’type’),

individual _weight=suly_v_u)

A fentiekben megnézziik, hogy melyik csiicsok voltak beoltva, és ez alapjan minden élt
kicseréliink egy oda-vissza iranyitott élre, hogy reprezentalni tudjuk a jovébeli jarvany-

terjedésnél a fertGzéseket.

base_tau = tau_external
for u, v, data in G_oltott.edges(data=True):
individual_weight = data.get(’individual_weight’, 1.0)
type_multiplier = (tau_household / base_tau) if data.get(’
type’) == ’household’ else 1.0
G_oltott.edges[u, v][’transmission_weight’] =

individual_weight * type_multiplier

Minden élre beéllitjuk a megfelels silyt a fertézési rata alapjan. Ennek kdszonhetGen
a szimulaciok (SIR, SEIR) futtatasakor elegendd egyetlen globalis 7 értéket megadni, ami
a T lesz. A tényleges fert6zési valoszintiséget a keretrendszer az éleken definialt atviteli
suly (a kodban transmission_weight) figyelembevételével hatérozza meg.

A szimulaciok inditasakor egy rogzitett szamu kezdeti fert6zott cstcsot valasztunk ki
véletlenszertien. Ennél a lépésnél nem vessziik figyelembe a cstcsok oltottsagi allapotat,
egy beoltott ember is ugyanolyan valészintiséggel lesz fert6zott a szimulécié elején, mint

aki nem kapott oltast.

4.2. Oltasi stratégiak - alapgrafokra és inhomogén gra-
fokra

A kovetkezSkben harom oltési stratégiat fogunk bemutatni. Az oltasi arany legyen Q).
Az alapgrafokra és az inhomogén grafokra az oltasi stratégidkat lehet egyforman definidlni.

Az els6ként definialt oltasi stratégia az egyenletes oltasi stratégia. A Pastor-Satorras
és Vespignani altal készitett tanulmany [10] alapjan a legegyszertibb immunizécios eljaras
az, amikor a populacioban véletlenszertien vélasztjuk ki a beoltandé egyéneket. A ho-
mogén halozatokban létezik egy kritikus kiiszob, amely felett a hal6zat megvédhets, a
skalafiiggetlen hal6zatokban az egyenletes stratégia teljesen hatastalan. Matematikai ér-

telemben a skalafiiggetlen halézatokban a teljes nyajimmunitéas csak akkor érhets el ezzel
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a modszerrel, ha a halozat 100%-at beoltjuk.

Az elsGként definialt oltasi stratégia az egyenletes oltasi stratégia. A Pastor-Satorras és
Vespignani altal készitett tanulmény [10] alapjan a legegyszertibb immunizacios eljaras az,
amikor a populécioban véletlenszertien véalasztjuk ki a beoltand6 egyéneket. A fokszam
szempontjabol homogén hélozatokban létezik egy kritikus oltasi arany, amely felett a
jarvany nem képes tartéosan fennmaradni. Skalafiiggetlen halozatok esetén azonban az
egyenletes immunizacié joval kevésbé hatékony. Bar a fert6zottség mértéke nagy oltasi
arany mellett jelentsen csokkenthetd, a vizsgalt modellben a fertézés csak teljes (100%-
0s) immunizacio6 esetén tiinik el teljesen. Az emlitett cikk 1.7-es abraja alapjan ugyanakkor
mar kortilbeliil 80%-os atoltottsag mellett is igen alacsony fert6zottségi szint figyelhetd

meg.

4.2.1. Definicié (Egyenletes oltasi stratégia). A grdf csicsai kézil egyenletes elosz-

las szerint kivdlasztjuk a csicsok QQ-ad részét.

A skalafiiggetlen halozatoknél az egyenletes oltasi stratégia kevésbé hatéasos, erre ad
megoldast a célzott immunizacié. Ennek lényege, hogy nem véletlenszertien oltanak, ha-
nem a legnagyobb fokszamu csomépontokat védik elészor. A szimulaciok (példaul egy
rogzitett, A = 0,25-0s fertGzési rata esetén) azt mutatjak, hogy a legnagyobb fokszamu
cstcsok oltasakor a fertézottség drasztikusan csokken. Ennél a stratégianédl a nyajimmu-
nitds mar a populacié mintegy 16%-anak beoltasaval is biztosithato (lasd [10] cikk 1.7-es

abrajat).

4.2.2. Definici6 (Legnagyobb fokszam szerinti oltasi stratégia). Meghatdrozzuk a
graf minden csucsanak a fokszdmdt, majd a legnagyobb fokszamaii csicstol a legkisebb fok-
szami csiucs felé haladva beoltjuk az embereket, addig, amig el nem érjiik, hogy a populdcio

Q-ad része be legyen oltva.

Nagy hatranya ennek a célzott oltasi stratégianak, hogy a valésdgban szinte lehetetlen
megvaldsitani, mivel a teljes kapcsolati halozat megismerése és a legmagasabb fokszamu
csuicsok azonositdsa nagyon koltséges. Az Improving immunization strategies cimi cikk.
[11] megvizsgal olyan stratégidkat is, amelyek a globalis halozati ismeret hidnya miatt
kizarolag lokélis informéacidokat hasznalnak. Ezek az tgynevezett ismerds alapa stratégi-
ak (mint példaul egy véletlenszertien kivalasztott egyén ismerGsének, vagy egy téle tobb
kapcsolattal rendelkezd ismerésének beoltasa) képesek megkozeliteni a legnagyobb fokszé-

mu célzott oltas hatékonysigéat anélkiil, hogy a teljes halozat ismeretére sziikség lenne.
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A szimulaciok igazoljak, hogy a moddszer tovabbfejlesztett valtozata mintegy negyedére
képes csokkenteni a sziikséges oltasok szamat a sima ismerds alaptt modszerekhez képest.
Azonban a tovabbiakban ezeket az oltési stratégidkat nem fogjuk részletesen vizsgélni.
A kovetkezd oltasi stratégia egy sajat elképzelés, melyet a legnagyobb fokszami stra-
tégia inspiralt. Ebben a megkozelitésben az oltés azokat a cstcsokat célozza, amelyeken
keresztiil a jarvany a leggyorsabban képes eljutni a graf barmely pontjaba. Vagyis az oltési
stratégia azokat a cstcsokat részesiti elényben, amelyek a graf tobbi pontjahoz Gsszessé-

gében a legkozelebb helyezkednek el.

4.2.3. Definicié (Legrovidebb ut szerinti oltas). Kiszamitjuk a grdf komponenseit,
azok méretét, és minden csucsra az elérhetd csiucsok tavolsiganak 6sszegét, vagyis minden
csucspdrra meghatdrozzuk a legrovidebb it tavolsdgdt (ha van ilyen), és azokat dsszegezziik.
Tobb komponens esetén az eqyes komponensekre hatdrozzuk ezt meg. Minden komponens-
ben a csicsok QQ-ad részét beoltjuk, gy, hogy mindig a komponensen belil még be nem

oltott legkisebb tavolsdgdsszegi csicsot vdlasztjuk.

Ennek a stratégianak az alapgondolata hasonlé a Freeman altal bevezetett betweenn-
ess centrality fogalmahoz [12], amely azt méri, hogy egy cstcs milyen gyakran szerepel
més csucsparok kozotti legrovidebb utakon. Bar a két moédszer nem azonos, mindketts a
legrévidebb utak szerkezetére épit, és a halozat kdzponti, a terjedés szempontjabol fontos

cstcsait probélja azonositani.

4.3. Oltasi stratégidk - Inhomogén homofilia graf

A tarsadalmi helyzetnek nagy szerepe van abban, hogy az emberek hajlandbak-e beol-
tani magukat, illetve, hogy hozza tudnak-e férni a kiilonbo6z6 oltasokhoz. Konnyen belat-
hato, hogy a mélyszegénységhben él6k sokkal nehezebben jutnak hozzéa az oltashoz, abbol
kiindulva, hogy nem feltétleniil tudnak eljutni az oltépontokra. Ezt a megfigyelést Manna,
Koltai és Karsai kutatésa is alatamasztja [6]. A statisztikai elemzés szerint az oltasfelvé-
tel terén a jovedelem volt a legmeghatérozobb tényezs: magasabb tarsadalmi-gazdasagi
statuszi csoportok (magasabb jovedelem, jobb &llas) nagyobb ardnyban oltattdk be ma-
gukat. Bar az oltasi kampéany Magyarorszagon életkor szerint priorizalt (az id6seket vették
elére), a tarsadalmi statusz hatasa minden korcsoportban megfigyelhets volt [6].

Adott harom tarsadalmi csoportunk: mélyszegénység, szegénység, valamint kozéposz-

taly és felette. Megadhatjuk, hogy a kiilonb6z6 tarsadalmi csoportokat milyen ardnyban
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akarjuk beoltani. Az egész tarsadalom (Q-ad részét fogjuk beoltani. Legyen a,b, ¢ rendre
a mélyszegénységhez, szegénységhez, valamint a kozéposztaly és felette tarsadalmi cso-
portokhoz tartoz6 egyedi sily. Amikor eldontjiik, hogy melyik csoportbél hany embert
szeretnénk beoltani, a kovetkezs egyenletet kell megoldanunk: X - (a- A+b-B+c¢-C) =
Q- (A+ B+ (), ahol A a mélyszegénységben, B a szegénységben, C' pedig a kozéposz-
talyban és felette él6 emberek szama. Ekkor X egy skilazési tényezd, ami azt a szamot
adja meg, amivel a csoportok egyedi stlyait (a,b, ¢) meg kell szorozni ahhoz, hogy a tel-
jes lakosséagra vetitett atlagos atoltottsag pontosan ) legyen. A skéilazasi mechanizmus

garantalja, hogy a csoportszinti prioritasi aranyok megmaradjanak.
e Oltandok szédma mélyszegénységben: A- X - a
e Oltandok szama szegénységben: B - X - b
e Oltandok szama kozéposztalyban és felette: C'- X - ¢

A jarvanyterjedési szimulacioknal altalaban a = 0,1, b = 0,25, ¢ = 0, 65 paramétereket
hasznaltunk, ugyanis a mélyszegénységben él6k zarkoznak el jellemz&en a legjobban az
oltastol, illetve kevesebb lehetGségiik van eljutni az oltopontokra. Ezzel szemben a kdzép-
osztaly és felette tarsadalmi csoportok egyrészrél nyitottabbak az oltasokra, masrészrél
megvan az anyagi hatteriik ahhoz, hogy ne legyen probléma az oltépontokra valé eljutéas.

Amikor a legrévidebb tut oltéasi stratégiat alkalmazzuk, akkor oda kell figyelniink a
komponensekre is, ezért ott minden részre kiszamoljuk kiilon-kiilon ezt az egyenletet.

Miutan kiszamoltuk minden tarsadalmi csoportra, hogy hany embert kell beoltani, az
alapgrafoknal definialt oltasi stratégiakat csoportonként fogjuk alkalmazni. A legnagyobb
fokszamu oltasi stratégianal minden élt figyelembe vesziink, nemcsak az azonos csoportok
kozotti éleket. A legrovidebb tut oltasi stratégianal ezt komponensenként végezziik el. Ha
egy tarsadalmi osztalyban kevesebb ember van, mint amennyit be akarunk oltani, akkor
az egész osztalyt beoltjuk, azonban ekkor az atoltottsag aranya ()-nal kisebb lesz.

Az ehhez kapcsolodo kod a kovetkezs:

csomopontok_0 = []
csomopontok_1 = []
csomopontok_2 = []

for csucs in G_eredeti.nodes ():

osztaly = csomopont_haztartas_map[csucs][’osztaly’]
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if osztaly == 0:
csomopontok_O.append(csucs)
elif osztaly == 1:
csomopontok_1.append(csucs)
elif osztaly == 2:

csomopontok_2.append(csucs)

A = len(csomopontok_0)
= len(csomopontok_1)

= len(csomopontok_2)

X (Q*(A+B+C)) /(A*a+B*b+Cx*c)
A*xX*a
B*X*Db

CxX*c

oltandok_szama_O0

oltandok_szama_1

oltandok_szama_2

beoltott_csucsok_0 = set(random.sample(csomopontok_0, min(len(
csomopontok_0), int(oltandok_szama_0))))

beoltott_csucsok_1 = set(random.sample(csomopontok_1, min(len/(
csomopontok_1), int(oltandok_szama_1))))

beoltott_csucsok_2 = set(random.sample (csomopontok_2, min(len(

csomopontok_2), int(oltandok_szama_2))))
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5. fejezet
Szimulaciok

A kutatas soran kiilonféle szimulécidkat futtattunk le, majd Gsszehasonlitottuk a ka-
pott eredményeket. A kutatas célja annak vizsgalata volt, miként zajlanak le a jarvanyok
(SIR, SEIR) kiilonb6z6 preferencialis csatolast halozatokon. Megvizsgaltuk tovabba, hogy
a halozati szerkezet hogyan befolyasolja az egyes oltési stratégidk hatékonysagat. A mo-
dellezés soran figyelembe vettiik Magyarorszag demografiai és haztartasi szerkezetét is.
A kutatast 1épésrdl 1épésre épitettiik fel, az alapgrafok elemzésétél indulva haladtunk
az egyre Osszetettebb strukturdk felé, eljutva az inhomogén (haztartasalapt), majd a
homofilia-szabalyokkal is kiegészitett grafokig.

Fontos szempont, hogy a szimulaciokat egy rogzitett méreti kezdeti részpopulacio-
val inditottuk: az SIR modellek esetében fertézott, mig az SEIR modelleknél fertézott
és lappang6 allapotu egyénekkel, ami a jarvanyfolyamat beinduldsanak elengedhetetlen
feltétele volt. Ebben a fazisban a csomoépontok oltottsagi allapota még nem befolyasolta a
fert6zddés valoszintiségét, azaz egy beoltott egyén ugyanolyan eséllyel valhatott a jarvany

kiindulopontjava, mint egy oltatlan.

5.1. Alapgrafok

A kovetkezSkben a Barabasi—Albert és Holme—Kim tipustu halozatokon végzett SIR és
SEIR szimulaciok eredményeit mutatjuk be és vetjik Ossze. Az elemzés soran feltarjuk,
hogy miként befolyasoljak a jarvanyterjedés dinamikijat a kiilonféle alkalmazott oltasi

stratégiak, illetve a halozat strtisége (az élek szama).
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5.1.1. SIR modell - Alapgrafok

Els6ként az SIR szimulaciokat végzziik el. A szimulaciokhoz a kovetkezs paramétereket

hasznaltuk:
e Grafparaméterek:

— Graf csticsainak szama (N): 10,
— Uj élek szama a grafgeneralas soran (m): 4,

— A haromszogelés valoszintsége (p): 0,5 (a Holme-Kim-modell esetén)
e Szimulécids paraméterek:

— Generalt grafok szama szimulécionként: 5,

— Szimulaciok futtatasanak szdma grafonként: 10
e Oltasi paraméterek (abban az esetben, amikor alkalmazunk oltéast):

— Oltasi arany: 0, 2,
— Fogékonysagi faktor: 0,6,

— Fert6z6képességi faktor: 0,5
e SIR paraméterek:

— Fert6zési rata (7): 0,4,
— Gyogyulasi rata (v): 1,0,

— Kezdeti fertézottek aranya (p): 0,05

Els6 1épésben a Barabasi—Albert-grafot vizsgaljuk meg. Elemezziik a jarvanyterjedés
dinamikajat oltasi stratégia alkalmazasa nélkiil, majd Ssszehasonlitjuk ezt az egyenletes,
a legnagyobb fokszam szerinti, valamint a legrévidebb 1t alapt oltési stratégiak hatékony-
sagéaval.

Az [5.1] abran lathato eredmények mutatjak az egyes stratégiak kozotti hatékonysag-
beli kiilonbséget. A fert6zottek szaméanak alakulasat bemutato abran megfigyelhetd,
hogy oltas nélkiil a jarvany gyorsan lefut, és a tetGzése is magas. A legnagyobb fokszam
szerinti oltas bizonyult a leghatékonyabbnak, nemcsak a fertézottek tetézését csokkentet-

te, hanem késleltette is azt. Ez az eredmény 6sszhangban van a [10] és a [4] cikkekben
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(a) Fertozottek (I) szamanak alakulasa

Fertozottek (1) - Oltasi stratégiak 6sszehasonlitésa Barabasi-Albert modellen

GySgyultak (R - Oltdsi stratégidk ési-Albert modellen

(b) Gyogyultak (R) szamanak alakulasa

5.1. abra. Kiilonboz6 oltasi stratégiak osszehasonlitasa Barabasi-Albert-modellen (SIR)

leirtakkal is, miszerint a skalafiiggetlen hal6zatoknal magas szintd immunizaciot tudunk

elérni, ha a legnagyobb fokszami csticsokat oltjuk be, mivel ezek eltavolitasa jelentGsen

csokkenti a halozat atjarhatosagat a fert6zés szamara. Az [5.1D] abra a jarvany vegki-

menetelét, a teljes atfertézottséget mutatja. Itt lathatoak leginkdbb a stratégidk kozotti

kilénbségek. A legnagyobb fokszamu oltasnak koszonhetSen a populécié nagy része fo-

gékony marad, mikozben az oltas nélkiili vagy az egyenletes oltdssal védett esetben a

lakossag joval nagyobb hanyada atesik a fert&zésen.

Masodik lépésként a Holme—Kim-modellen végzett szimuléciokat elemezziik, és hason-

litjuk 6ssze a Barabasi—Albert-modellen kapott eredményekkel.

(a) Fertozottek (1) szaménak alakulasa

[—

2500

2000

Fertézottek () - Oltdsi stratégidk tésa Holme-Kim halszaton

Gygyultak (R) - Oltssi stratégiak 4sa Holme-Kim halézaton

oo 25 50 75 100 s 130
s

(b) Gyogyultak (R) szamanak alakulasa

5.2. abra. Kiilénboz6 oltasi stratégiak osszehasonlitdsa Holme—Kim-modellen (SIR)

Az[.]] és az[p.2] abrak osszehasonlitdsakor megfigyelhetd, hogy oltas nélkiil a jarvany

lefolyasa mindkét graftipusnal hasonloé dinamikat mutat: gyors lefolyast, és magas tetézési

pontot. Az oltasi stratégiak bevezetésekor azonban a Holme-Kim-modellen jobb eredmé-
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nyek figyelhetGek meg a jarvany megfékezése terén. Ez elsGsorban a hélozat magasabb
klaszterezettségének koszonhets. A Holme-Kim-grafban, amikor célzottan a legnagyobb
fokszamu csucsokat vagy a legrévidebb utakon fekvs csomopontokat oltjuk be, a fertézés
kénnyebben marad lokalis csoportokban. Ennek oka, hogy a célzottan beoltott csiicsok
hatékonyan vagjak el a kiillonb6z6 klikkek kozotti kapesolatokat. Ez a Holme—Kim-modell
mechanizmusabol kévetkezik, hiszen a preferencialis kapcsolodas miatt a horgonycsiicsok
altalaban magas fokszamuak, igy a lokalis csoportok a haromszogelési 1épés miatt ezek

koré épiilnek fel.

5.1.2. SEIR modell - Alapgrafok

Tekintsiik most az SEIR szimulaciokat. A grafparaméterek, szimulacids paraméterek,
és oltasi paraméterek megegyeznek az SIR-nél felsoroltakkal. Azonban most nem az SIR

paramétereket fogjuk hasznalni, hanem a kovetkezd SEIR paramétereket:

o Fertdzési rata (7): 0,4,

Lappangési rata (o): 0,7,

Gyogyulési rata (y): 1,0,

Kezdeti fertzottek aranya (pr): 0,05,

Kezdeti lappangé allapotban lévék aranya (pg): 0,06

Els6ként ismételten a Barabasi—Albert-grafon vizsgaljuk a jarvanyterjedést.

Gyogyultak (R) - Oltasi stratégisk

(a) Fertozottek (I) szamanak alakulasa (b) Gyogyultak (R) szamanak alakulasa

5.3. abra. Kiilénboz6 oltasi stratégiak sszehasonlitasa Barabasi-Albert-modellen (SEIR)

33



Az SIR szimulaciokkal dsszevetve az SEIR modellnél az [5.3al abran megfigyelhetd,
hogy a fert6zési gorbe csticsa alacsonyabb, és id6ben késébbre tolodik. Mig az SIR [5.1a]
abran a cstucsérték 3000 koriil alakult az 1, 5-6s idGpillanatban, addig az SEIR-nél a maxi-
mum 1200 kérnyékén marad, és csak 4. idGegység koriil kdvetkezik be. Ezek most az oltas
nélkiili esetre vonatkoztak, de ez a jelenség a tobbi oltasi stratégianal is megfigyelhets.
Ennek az oka a lappangési idGszak, amely miatt a fert6zések nem jelentkeznek azonnal.
Bér az oltasi hatékonysagi rangsor itt is valtozatlan, azonban ahogyan az [5.3b dbran is
lathato a gyogyultak szama a jarvany végén magasabb, mint az SIR-nél. Ez azzal magya-
razhato, hogy a lappang6 allapot miatt az oltas hatasa nem azonnal jelentkezik. A jarvany
végén a gyogyultak szdma magasabb lesz, ez annak is kdszonhetd, hogy a szimulaciok in-
ditésakor tobb a hordozo6. Tehat az SEIR modellben a jarvanyterjedés dinamikaja eltér
az SIR-t6l, még ha a végsd oltéasi hatékonysagi sorrend valtozatlan is.

Masodikként a Holme-Kim-halozaton vizsgaljuk meg az SEIR szimuléaciok eredménye-
it.

(a) Fertozottek (I) szamanak alakulasa (b) Gyogyultak (R) szaméanak alakulasa

5.4. dbra. Kiilonboz6 oltasi stratégidk osszehasonlitasa Holme-Kim-modellen (SEIR)

Az 5.3 és az [5.4] abrak Gsszehasonlitdsakor azt tapasztaljuk, hogy az SIR-modellel
ellentétben itt kevéshé érvényesiil az a jelenség, miszerint a klaszterezettebb haldzat fel-

erGsitené a célzott oltdsok hatasat.

5.2. Inhomogén graf - haztartasi modell

A tovabbiakban attériink az inhomogén grafokra. Az alapgrafokhoz hasonldéan Gssze-

hasonlitjuk a Barabasi—Albert- és a Holme—-Kim-modellt, és az azokon alkalmazott oltési
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stratégiakat. Erdemes megfigyelni, hogy a héaztartési szerkezet milyen mértékben befolyé-

solja a jarvanyterjedést.

5.2.1. SIR modell - Inhomogén grafok

Az alapgrafokhoz hasonloan elséként az SIR szimulaciokat vizsgaljuk. A szimulaciok-

hoz a kdévetkezd paramétereket alkalmaztuk:

o Grafparaméterek:

Héztartasok szama: 2000,

Kezdé haztartasok szama: 15,

Uj élek szama a grafgeneralas soran (m): 4,

— A haromszogelés valoszintsége (p): 0,5 (a Holme-Kim-modell esetén)
e Szimuléacids paraméterek:

— Generéalt grafok szama szimuléciénként: 5,

— Szimulaciok futtatasanak szama grafonként: 10
e Oltési paraméterek (abban az esetben, amikor alkalmazunk oltést):

— Oltasi arany: 0, 2,
— Fogékonységi faktor: 0, 6,

— Fert6z6képességi faktor: 0,5

e SIR paraméterek:

Héztartasi fertzési rata (73,): 0,9,

Kiilsg fertézési rata (7.): 0,4,
— Gyogyulasi rata (v): 1,0,
— Kezdeti fert6zottek aranya (p): 0,05
Els6 lépésként tekintsiik az inhomogén Barabéasi-Albert-grafot. Az [5.5 abran lathato
az SIR jarvanyterjedés Osszehasonlitasa kiillonbozd oltasi stratégiak alkalmazéasa esetén.

Ezeket az eredményeket nehéz kozvetleniil 6sszevetni az alapgrafoknal kapottakkal, mivel

a héaztartési szerkezetbdl adodoan itt egy sokkal stirtibb halozattal dolgozunk.
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Fert6zottek () - Oltdsi stratégidk tésa Inhomogén Barabési-Albert modellen Gybgyultak (R) - Oltdsi stratégidk tsa Inhomogén Barabési-Albert modellen

Gyéoyaitac szima

1000

(a) Fertozottek (I) szamanak alakulasa (b) Gyogyultak (R) szamanak alakulasa

5.5. abra. Kiilonb6z6 oltasi stratégiak Osszehasonlitdsa Inhomogén Barabéasi—Albert-
modellen (SIR)

Az abra alapjan megéllapithato, hogy a jarvany lefolyasa gyors, amit a fert6zott-
ségi gorbék meredek csticsossaga is igazol. A legnagyobb fokszam szerinti oltasi stratégia
képes a leginkdbb késleltetni a jarvany tetdzését, emellett az oltas nélkiili esethez vi-
szonyitva szignifikdnsan csokkenti az egyidejiileg fert6zottek maximalis szaméat. Bar az
egyenletes oltasi stratégia esetén a fertézottek szama hirtelen és jelentésen megnd, az
[5.5D] 4abran lathato, hogy a gyogyultak, és ezaltal a fertézésen atesettek végss aranyaban
nincs drasztikus eltérés a stratégidk kozott, ugyanakkor kisebb kiilonbségek egyértelmtien
megfigyelhetsk.

Tekintsiik meg a kévetkezGkben az inhomogén Holme—Kim-grafot is.

Fertazottek () - Oltdsi stratégidk tésa Inhomogén Holme-Kim modellen Gybgyultak (R) - Oltési stratégidk itésa Inhomogén Holme-Kim modellen

2000

Gyéoyuitak szima

1000

(a) Fertozottek (I) szamanak alakulasa (b) Gyogyultak (R) szamanak alakulasa

5.6. dbra. Kiilonboz6 oltasi stratégiak osszehasonlitasa Inhomogén Holme-Kim-modellen
(SIR)

Mivel az és az [5.5] abrakon lathato gorbék lefutdsa nagyon hasonlo, igy az el6z6-
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ekben megfogalmazott megallapitasok, példaul a legnagyobb fokszami csticsok oltasanak
kiemelkedd hatékonységa, itt is érvényesek. A f6bb eltérések a szdmokban mutatkoznak
meg. Az inhomogén Holme-Kim-modell esetében a jarvany tetdzésekor a fertézottek sza-
ma alacsonyabb, és a jarvany végén a gyogyultak szama is alacsonyabb. Megfigyelhetd
tovabba az [5.6b] abran, hogy az egyenletes oltési stratégia és a masik két célzott stratégia
kozott sokkal szembetiinébb a kiilonbség a gydgyultak végleges szamaban, mint amit a
Barabasi-Albert-modellnél lathattunk. Osszességében tehat elmondhato, hogy az inho-

mogén Holme-Kim-grafon kevésbé intenziven terjed a jarvany.

5.2.2. SEIR modell - Inhomogén grafok

Most foglalkozzunk az SEIR modellel is. A grafparaméterek, szimulacids paraméterek
és az oltasi paraméterek megegyeznek az SIR esettel. A szimulaciokhoz a kovetkezs SEIR

paramétereket alkalmaztuk:

e Haztartasi fertézési rata (13,): 0,9,

Kiils6 fert6zési rata (.): 0,4,

Lappangési rata (0): 0,7,

Gyogyulési rata (y): 1,0,

Kezdeti fert6zottek aranya (pr): 0,05,

Kezdeti lappango allapotban 1évsk aranya (pg): 0,06

Nézziik most egyszerre az inhomogén Barabési—Albert- és az inhomogén Holme-Kim-
modelleket. Ezeken a modelleken vizsgaljuk az SEIR szimuléaciot, és azt, hogy milyen
hatassal vannak a szimuldcidkra a kiilénb6z6 oltasi stratégiak.

Az 5.7 és az [5.8 abrakon jol lathato, hogy az SIR szimulaciokhoz viszonyitva az
SEIR modell esetében a jarvany lefolyasa lassabb, és a fert6zottek maximalis szama is
alacsonyabb. Ezt mar az alapgrafok esetében is tapasztalhattuk. Ezeknél a modelleknél is
lathato, hogy a legnagyobb fokszam szerinti oltasi stratégia a leghatékonyabb, itt a legki-
sebb a gyogyultak végleges szama, és a jarvanygorbe tetézése is itt a legalacsonyabb. Az
5.8a] és az [5.7al dbrakat Osszehasonlitva raadéasul az is latszik, hogy ez a célzott stratégia

az inhomogén Holme—Kim-modell esetében még jobban teljesit.
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Fertozottek () - Oltasi stratégik

itasa Inhomogén Barabasi-Albert modellen

Fertsztttek szama

(a) Fertozottek (1) szaménak alakulasa

5.7. &bra. Kiilonboz6 oltéasi stratégiak

modellen (SEIR)

Fertazottek () - Oltdsi stratégidk

itésa Inhomogén Holme-Kim modellen

(a) Fertézottek (1)

szamanak alakulasa

Gybgyultak (R) - Oltdsi stratégidk Inhomogén Barabdsi-Albert modellen

000

Gyigyuitak szima

(b) Gyogyultak (R) szamanak alakulasa

Osszehasonlitasa Inhomogén Barabasi-Albert-

Gybgyultak (R) - Oltési stratégidk tésa Inhomogén Holme-Kim modellen

2000

Gyéoyaitak szima

1000

(b) Gyogyultak (R) szamanak alakulasa

5.8. dbra. Kiilonboz6 oltasi stratégiak osszehasonlitasa Inhomogén Holme-Kim-modellen

(SEIR)
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Ahogyan az SIR modellnél, itt is megfigyelhets, hogy a gyodgyultak végleges szamat
tekintve az egyenletes oltasi stratégia az Osszesitett szamok alapjan rosszabbul teljesit
a masik két stratégidhoz képest a Holme-Kim-struktaraju graf esetében. A fertézottek
abrajan pedig mindkét modellnél latvanyosan magasabb a jarvanygorbe tet&zése, mint a
mésik két oltasi modszer alkalmazéasakor. Osszességében tehat elmondhaté, hogy az SIR
és az SEIR szimuléciok kozott a lényegi kiilonbség a jarvany lefolyadsanak idejében van.
Az oltasi stratégiak hatékonysagat vizsgalva azonban az inhomogén Barabasi-Albert- és
Holme-Kim-modellek k6zott nagyrészt ugyanazok a tendencidk figyelhet6k meg az SEIR

modell esetében, mint az SIR-nél.

5.3. Inhomogén homofilia graf - haztartasi + homofilia

modell

A kovetkezdkben attériink az inhomogén homofilia grafokra. Mivel ez a legdsszetettebb
grafmodell, az ezen futtatott szimulacidkat fogjuk a legrészletesebben, tobb szempont
alapjan is megvizsgélni. Az SIR és az SEIR szimulaciok futtatasa soran is az inhomogén
grafoknal alkalmazott paramétereket fogjuk hasznalni.

Erdemes kiemelni, hogy a grafgeneralas soran a mésodik csoportba keriilnek a leg-
tobben, igy értelemszertien ebbdl a halmazbdl keriil ki a legtobb beoltott személy is. Az
oltasi stratégiak alkalmazéasakor figyelni kell arra, hogy az egyes osztalyok mekkora ha-
nyadat oltjuk be. Ennek pontos meghatarozasat a [4.3] Oltasi stratégiak — Inhomogén

homofilia-graf cimi szakasz részletezi.

5.3.1. SIR - Inhomogén homofilia grafok

Elssként az inhomogén homofilia Barabasi—Albert-grafokon futtatott SIR szimulécio-
kat vizsgéaljuk meg.

Az [5.9 abran megfigyelhetd, hogy a vizsgalt harom oltési stratégia koziil az egyenle-
tes oltas a legkevésbé hatékony, de még ez is jelentGsen csokkenti a jarvany méretét az
oltas nélkiili esethez képest. A kordbbi esetekhez hasonlbéan itt is a legnagyobb fokszam
szerinti oltési stratégia az, amelyik a leginkabb késlelteti a jarvany tetézését, és amelynél
a legalacsonyabb a fertézésen atesett emberek végss szama. A tetGzés késleltetése miatt
értelemszertien a jarvany lefolyasa is hosszabba valik. Bar a jarvany cstucspontjét illets-

en szembet(ing kiilonbség van a legnagyobb fokszém és a legréovidebb ut oltasi stratégia
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Gybgyultak (R) - Oltési stratégidk tésa Inhomogén homofilia Barabasi-Albert modellen

Fertazottek () - Oltdsi stratégidk

(a) Fertozottek (I) szamanak alakulasa (b) Gyogyultak (R) szamanak alakulasa

5.9. abra. Kiilonb6z6 oltasi stratégiak Osszehasonlitdsa Inhomogén homofilia Barabasi—

Albert-modellen (SIR)

kozott, ez az eltérés a gyogyultak gorbéjét tekintve mar kevésbé mutatkozik meg.

Ha 6sszehasonlitjuk az 5.9 és az [5.5] abrakat, lathatjuk, hogy a gorbék alakja és a
csucsértékek nagyon hasonloak. Ez azt jelenti, hogy a homofilia bevezetése énmagaban
nem valtoztatja meg jelentGsen a jarvany dinamikijat az inhomogén modellhez képest, és
az oltasi stratégiak is pontosan ugyanolyan sorrendben bizonyulnak hatékonynak.

Tekintsiik az alabbiakban az inhomogén homofilia Holme-Kim-grafot.

Fertézottek () - Oldsi stratégiék osszehason Gydgyultak (R) - Oltdsi stratégiak sszehasonitésa Infiomogén homofiia Holme-Kim modellen

2 2000

(a) Fertozottek (I) szaméanak alakulasa (b) Gyogyultak (R) szamanak alakulasa

5.10. abra. Kiilonb6z6 oltasi stratégidk Osszehasonlitasa Inhomogén homofilia Holme—

Kim-modellen (SIR)

Az [5.10l abra eredményei nagymértékben hasonlitanak az el6zg, 5.9, dbran bemuta-
tottakra. Mivel az inhomogén homofilia modellek a korabban, az inhomogén grafoknal
méar elemzett tendencidkat kovetik, az eredmények részletes kifejtésétsl eltekinthetiink.

Szeretnénk a Barabasi—Albert- és Holme-Kim-strukturaja grafokat kézelebbrél 6ssze-
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hasonlitani, ezért olyan szimulaciokat végziink, amelyek megmutatjak, hogy egy jarvany
terjedése soran milyen kiilonbségek figyelhet6k meg a két modell kozott a fertGzottek és
a gyogyultak szaméaban. A korabban hasznalt paramétereket alkalmazzuk, azzal a kii-
16nbséggel, hogy az m = 4 helyett az m = {2;8} értékeket vizsgaljuk, hogy két szélsd
esetet is elemezni tudjunk. Ahelyett, hogy az egyes modelleken kiilon-kiilon vizsgélnank
a fert6zottek és a gydgyultak szamat, a Holme—Kim- és a Barabasi—Albert-grafok kozotti
kiilonbséget abrazoljuk a jarvany lefutasa sordn. Annak érdekében, hogy atfogobb képet

kapjunk, mindharom oltési stratégia esetén Gsszehasonlitjuk a két grafmodellt.

(a) Fertozottek (I) szaméanak alakulasa (b) Gyogyultak (R) szamanak alakulasa

5.11. abra. Holme-Kim- és Barabasi—Albert-modellek Osszehasonlitasa SIR szimulacidk-

ban

Fontos megjegyezni, hogy amikor az[5.11] 4bran elemezziik a kiilonbségeket, a negativ
értékek azt mutatjak, hogy a Barabési—Albert tipusi grafokon magasabb a fertézottek
vagy a gyogyultak szama, mig a pozitiv értékek esetén a Holme—Kim tipustu hal6zatokon
nagyobb ez az érték. Emellett az abrakon egy fekete vonal is lathatd, amely jelzi azokat
a szakaszokat, ahol a két modell értékei megegyeznek.

Lathato az [5.11D] abran, hogy a gyogyultak szamat tekintve az m = 8 esetben szin-
te nincs kiilonbség a két modell kozott, mindhédrom oltési stratégia esetében hasonld a
kimenetel. Ezzel szemben az m = 2 paraméterérték vizsgalatakor megfigyelhetd, hogy a
Barabasi—Albert tipust halézatoknal magasabb a gydgyultak szama. Ezen beliil a legna-
gyobb eltérés a legnagyobb fokszamu oltasi stratégianal jelentkezik. Ez arra utal, hogy
a jarvany végsé méretét tekintve ez a stratégia lényegesen hatékonyabb a Holme—Kim-
halozatokon.

Tekintsiik az abrat. Ez az abra lényegesen valtozatosabb képet mutat, mint
amit a gyogyultaknal lathattunk. Itt is megfigyelhet, hogy a jarvany tetézésekor az
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m = 2 esetben a fert6zottek szama a Barabasi—-Albert-grafon magasabb. Ugyanakkor
a szimulécié kezdeti szakaszaban az egyenletes és a legrovidebb ut oltési stratégiak ese-
tén a Holme Kim-hélozat felé tolodik el az egyensuly. Erdekes jelenség figyelheté meg
az m = 8 paraméterértéknél. A legnagyobb fokszam, valamint a legrévidebb ut olta-
si stratégidk esetén a jarvany kezdetén hirtelen csokkenés tapasztalhato, amely sorédn a
Barabasi—Albert-modellben magasabba valik a fertézottek szama, majd ezt kvetGen gyors
novekedés figyelheté meg. A Holme-Kim-hal6zatban lesz tartésan magasabb a fertézottek
szama, egészen a szimulacid végéig.

A Holme-Kim-modell a beépitett haromszogelési 1épés miatt erGsebben klaszterezett,
mint a Barabasi—-Albert-halozat. Ennek koévetkeztében a fert6zés inkabb lokalis kozos-
ségekben terjed, ami jelentdsen lelassitja a halozat egészén valo terjedést. Eppen ez az
oka annak, hogy a legnagyobb fokszamu oltasi stratégia hatékony ebben a modellben. A
legnagyobb fokszamu csticsok beoltéasa elszigeteli egymastol a kozosségeket (ezt az alap-
grafoknal kapott eredményeknél is kifejtettiik). Ha azonban az m értékét megnoveljik, a
halozat annyira striivé valik, hogy ezek a lokalis, lassit6 hatasok elhanyagolhatovéa val-
nak. Egy ilyen stird kozegben a két modell mar nagyon hasonloan viselkedik, igy a jarvany

végén sem marad koztiik érdemi kiilonbség.

5.3.2. SEIR - Inhomogén homofilia grafok

Végiil, de nem utolsésorban vizsgaljuk meg az inhomogén homofilia Barabasi—Albert-

és inhomogén homofilia Holme—Kim-grafokon futtatott SEIR szimulaciokat.

Lm0

I111

(a) Fertozottek (I) szamanak alakulasa (b) Gyogyultak (R) szamanak alakulasa

5.12. abra. Kiilonb6z6 oltasi stratégidk osszehasonlitasa Inhomogén homofilia Holme—

Kim-modellen
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Gybgyultak (R) - Oltési stratégidk tésa Inhomogén homofilia Barabasi-Albert modellen

3 000

(a) Fertozottek (I) szamanak alakulasa (b) Gyogyultak (R) szamanak alakulasa

5.13. abra. Kiilonbo6z6 oltési stratégiak osszehasonlitdsa Inhomogén homofilia Barabasi—
Albert-modellen (SEIR)

Az és az [5.12a] abrakat tiizetesebben megvizsgalva lathato, hogy a Holme-
Kim-modellen a fert6zottek maximalis szama alacsonyabb, és a tet6zés idében is kés6bb
kovetkezik be. Az [5.130] és[5.12h abrak osszehasonlitasa soran nem figyelhet6 meg szig-
nifikans eltérés a két modell kézott. A korabbi megfigyelésekkel 6sszhangban a kiillénb6z6

oltasi stratégiak hatékonysaga ebben az esetben is valtozatlan maradt.

Az SIR modellhez hasonléan most az SEIR modell esetében is megnézziik a Holme—
Kim- és a Barabasi—Albert-halozatok kozotti kiilonbségeket a fertézottek és a gyogyultak
szamat tekintve. Ezzel a lépéssel lathatjuk, miként modositja a korabbi eredményeket a
lappangési idGszak bevezetése.

Tekintsiik elGszor az abrat. Hasonloan az SIR modell esetéhez, azaz az [5.110]
abran latottakhoz, itt is m = 2 esetén figyelhetGk meg a legjelentGsebb kiilonbségek,
legféképpen a legnagyobb fokszamt oltasi stratégianal. Erdekes azonban, hogy az m = 8
stirtiségii halozatoknal az SEIR modell esetében sokkal nagyobb az egyezés a két modell
kozott a végs6 kimenetelt tekintve, mint korabban.

Kovetkezo lépésben vizsgaljuk meg az[5.14al abrat. Ilyen abrat az SIR szimulaciok so-
ran nem generaltunk, mivel abban a modellben nincs lappangé allapot. Jol lathato, hogy
m = 2 esetén a Barabéasi—Albert-modellben joval magasabb a lappangé staddiumban 1évék
szama, a gorbék a negativ tartoményba futnak. Kivételt képez ez aldl a legrévidebb 1t
oltas, amelynél a gorbe hirtelen felugrik a pozitiv tartomanyba, azonban gyorsan attér a
negativba, és a szimulécié végéig ott is marad. Ezzel szemben m = 8 esetén a lappangok
gorbéje azt az oszcillald viselkedést mutatja, amit az SIR modell fert6zottjeinél mar meg-

figyeltiink. A legnagyobb fokszam és a legrévidebb ut stratégidknél a gorbék a jarvany

43



Exponaltak szaménak kiilsnbsége (Holme-Kim - Barabasi-Albert) kilonbozs oltasi stratégiakkal Fertozottek szamanak g Kim - Barabisi-Albe 5 oltasi stratégiakkal

Kilonbséq - retizortek

— Nincs kulonbség a Holme-Kim s BarabisrAlbert kozott (0}
Lear W (m=2)

(a) Lappangok (F) szaménak alakulasa (b) Fertézottek (I) szamanak alakulésa

Gybgyultak szamanak kilnbsége (Holme-Kim - Barabsi-Albert) killanb6zs oltési stratégiékkal

Kilenbaés - Gyéyuitak

(c) Gyogyultak (R) szamanak alakulasa

5.14. abra. Holme-Kim- és Barabasi—Albert-modellek 0sszehasonlitasa SEIR szimulacidk-

ban
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legelején negativak, majd hirtelen atvéaltanak pozitivva.

Végiil elemezziik az[5.14b] abrat is. Ez lényegében a lappangok gorbéjének egy idében
eltolt, némileg kisimultabb leképezése, hiszen az egyének a lappangasi idé leteltével ke-
riilnek ebbe a fazisba. A gorbék itt is kovetik az SIR-nél megfigyelteket. Ritkabb (m = 2)
halézatokon a jarvany tetézésekor a Barabasi—Albert-grafon szignifikinsan magasabb a
fert6zottek szama. A stirtibb (m = 8) esetben pedig itt is megjelenik a kezdeti kettds
kilengés. Fontos kiilonbség az SIR-hez képest, hogy itt m = 8 esetén nem marad az
egyenletes oltas gorbéje végig a negativ tartomanyban, hanem koéveti a méasik két oltasi

stratégiat.

5.4. Osszehasonlitasok

Az aldbbiakban tobbféle szimulacidt is elvégziink annak érdekében, hogy atfogobb
képet kapjunk a grafmodellek sajatossigairol és egymashoz viszonyitott viselkedésiikral.
Ezek a vizsgalatok arra szolgalnak, hogy pontosabban megértsiik, miként befolyésoljak az
eltérg halozati strukturak a jarvanyok terjedését.

Megvizsgaljuk, hogy a hélézatok stirtisége milyen hatéssal van a terjedési dinamikéra a
kiilénboz6 grafmodellekben, tovabba kitériink arra is, hogy az eltéré oltasi ardanyok miként

hatnak a jarvany lefolyasara.

5.4.1. A haloézatstrtiség hatasanak vizsgalata

Elssként SIR szimulaciokat tekintiink a Barabasi—Albert tipusua (alap, inhomogén, va-
lamint inhomogén homofilia) grafokon. A szimulaciok soran a mar korabban ismertetett
és hasznalt paramétereket alkalmazzuk, azzal a kiilonbséggel, hogy a lépésenként hozza-
adott 1j élek szama (m) nem fixen 4 lesz, hanem a {2;4;8} halmaz elemein iterdlunk
végig. Tovabba az alapgraf esetében a csticsok szama 4688 lesz, hogy megegyezzen a mé-
sik két grafmodell cstucsszaméval. Mivel a korabbiakban a legnagyobb fokszam szerinti
oltasi stratégia volt a leghatékonyabb, ezért ennél a szimulacional is ezt fogjuk hasznalni.
Ezen szimuléaciok segitségével olyan abrakat kaphatunk, amelyek megkonnyitik a grafmo-
dellek Osszehasonlitasat, és megmutatjak, hogy a halézatok striisége milyen mértékben
befolyasolja az oltas hatékonysagat a kiilonb6z6 modelleken.

Elgszor vizsgaljuk meg az[5.15a] abrat. A legszembetiinébb eredmény, hogy a jarvany

nagysagat m értéke jelentGsen befolyédsolja. Minél sdriibb a hélézat, annal nagyobb a
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5.15. abra. Legnagyobb fokszamu oltas vizsgélata SIR szimulacioval, kiillonbozé m érté-
kekkel Barabasi—Albert tipusu grafokon

jarvany is. Lathato, hogy az m paraméter értékétsl fliggetleniil az alapgréafon bizonyult
a legenyhébbnek a jarvany lefolyasa, m = 2 esetén pedig szinte azonnal, mar a kezdeti
szakaszban elhalt. Ennek oka, hogy az alapgraf nem tartalmaz haztartasi struktarat, igy
a fert6zés kevesebb élen keresztiil terjedhet. Raadasul a haztartédson beliili kapcsolatok
jellemzGen magasabb fert6zési rataval jarnak, mint a halozat egyéb kapcsolatai.

Az inhomogén és az inhomogén homofilia modelleket Gsszevetve megallapithato, hogy
az m = 2 esetben az inhomogén modell jarvinygorbéje laposabb, ez azt jelenti, hogy a
lefolyas lassabb, a tet6zés id6ben késébb kovetkezik be, illetve a fertézottek maximalis
szama is alacsonyabb. Bar m = 4 esetében még tapasztalhatdoak az m = 2-nél leirt
kiilonbségek, azonban mar joval kevésbé, m = 8 esetén pedig a két gorbe szinte teljesen
egybeesik.

Az abran is lathato, hogy az alapgrafok esetében sokkal kevesebb ember esett
at a fertézésen. Bar az [5.15al abran kiilonbségek figyelhet6k meg az inhomogén és az
inhomogén homofilia modellek kozott, ezek a kiilonbségek a gyodgyultak szdmaban nem
jelennek meg.

Az el6bbi SIR szimuléciokhoz hasonléan most azt vizsgéljuk meg, hogy az SEIR mo-
dell esetében hogyan viszonyul egyméashoz a harom grafmodell (alap, inhomogén, vala-
mint inhomogén homofilia). Itt azonban a Barabési-Albert tipus helyett a Holme—Kim-
grafokat elemezziik, tovibba nem a legnagyobb fokszam, hanem a legrévidebb 1t alapt
oltasi stratégiat alkalmazzuk. Ezeket a véltoztatasokat azért vezettiik be, hogy a hélo-
zatok viselkedését minél tobb szemszoghdl megvizsgalhassuk, ugyanakkor elkeriiljiik az

elemzés felesleges tulzsufolasat.
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5.16. abra. Legrévidebb 1t oltas vizsgalata SEIR szimulacioval kiilonboz m étrékekkel

Home-Kim tipust grafokon

Tekintsiik az [5.16] abrat. Az [5.15 abrahoz hasonloan itt is az alapgrafok esetében a
legkisebb a jarvany nagysaga. Az SEIR modellnél m € {2,4} értékénél joval magasabb a
fert6zottek szama az SIR modellhez képest. A jarvany tet6zését illetGen hasonl6 a dina-
mika, mint az SIR esetben, azonban az inhomogén és az inhomogén homofilia grafoknél
az m = 2 esetben kisebb a kiilonbség.

Az inhomogén és a homofil halozatok kozotti kiilonbség m = 2 esetén azért csokken,
mert legrévidebb 1t oltast alkalmaztunk. A legrovidebb ut oltas a kiillénb6z6 kozosségeket
osszekapcsolo személyeket célozza meg. Egy olyan ritka haldzatban, ahol m = 2, nagyon
kevés ilyen személy van. Ha ezeket az embereket célzottan elérjiik oltasokkal, akkor a

kozosségek elszigetel6dnek egyméstol, igy a homofilia extra strukturalis hatasa mar nem

tud érvényestilni.

5.4.2. Az oltasi ardny hatasanak vizsgilata

A kovetkezkben az oltési ardny hatasat vizsgaljuk a kiilonb6z6 grafmodelleken (alap,
inhomogén, valamint inhomogén homofilia). Célunk annak feltarasa, hogy az atoltottsag
mértéke miként befolyasolja a jarvany terjedését. Ennek soran kétféle oltasi stratégiat is
elemziink (egyenletes és legnagyobb fokszamu oltasi stratégia), amelyeket az attekinthetd-
ség érdekében kiilon abrakon szemléltetiink. Mig az SIR szimuléaciok esetében a Barabasi—
Albert tipusu grafokat vetjiik 6ssze, addig az SEIR szimulacioknal a Holme-Kim tipusi

halozatokat elemezziik, mindkét esetben az eddig alkalmazott paraméterbeallitasok meg-

tartaséval.
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5.17. dbra. Az oltasi arany hatasa az egyenletes oltési stratégiara Barabasi—Albert tipusta

grafokon (SIR szimulécio)
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(a) Fertozottek (I) szamanak alakulasa (b) Gyogyultak (R) szamanak alakulasa

5.18. abra. Az oltasi ardny hatasa a legnagyobb fokszam oltasi stratégiara Barabasi—Albert

tipust grafokon (SIR szimulacio)
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Elséként az SIR szimulaciokat tekintjik at. Az [5.17} és az[5.18] abrakon mindharom
grafmodell esetében megfigyelhets, hogy az atoltottsag novekedésével csokken a jarvany
végsd mérete. A 0,1-es atoltottsag mellett az inhomogén és az inhomogén homofil modell
mindkét oltési stratégia esetén szinte megegyezik. Amikor az atoltottsagot 0,5-re novel-
jiik, a két modell mar elkezd elkiiloniilni egymastol, ez a jelenség kiilonosen a legnagyobb
fokszamu oltési stratégia esetén, a fertézottek szamaban figyelheté meg. A 0,9-es atoltott-
sagnal mindkét esetben egyértelmiien elkiiloniil a két modell viselkedése.

Az alapgrafokat vizsgélva az[5.17b] abran az lathato, hogy az egyenletes oltas esetén a
0,5-0s és a 0,9-es atoltottsag kozott jelentkezik nagyobb kiilonbség. Ezzel szemben a legna-
gyobb fokszamu oltasi stratégia esetén, az abran, a 0,1-es és a 0,5-0s atoltottsagok
kozott tapasztalhato jelent&sebb eltérés. Az inhomogén és az inhomogén homofil modelle-
ket vizsgalva a kiillonbségek kevéshé latvanyosak, mint az alapgraf esetében, azonban itt is
megfigyelhets az eltérések valtozasa. Ezek a kiilonbségek elsGsorban a fert6zottek szaméat
abrazolo grafikonokon, azaz az [5.174l és az abrakon jelennek meg.

Mivel ezek a halézatok néhany nagyon magas fokszamu csics koré szervezédnek, az
egyenletes, véletlenszert oltas alacsony vagy kozepes atoltottsag esetén ritkan éri el ezeket
a kulcsfontosségi cstcsokat. Emiatt a halozat nagyrészt 0sszefliggé marad, és a jarvany
tovabb tud terjedni, ami megmagyarézza, hogy miért csak a 0,5 és 0,9 kozotti atoltott-
sagi tartomanyban csokken jelentGsen a fertézés terjedése. Ezzel szemben a legnagyobb
fokszamu oltasi stratégia kozvetleniil ezeket a fontos elosztd pontokat célozza meg. En-
nek hatésara a halézat hamarabb kisebb, egymastol elszigetelt részekre esik szét, igy mar
alacsonyabb, 0,1 és 0,5 kozotti atoltottsdgnovelés is jelentGsen csokkenti a jarvany végsé
meéretét.

Térjiink most at az SEIR szimulaciok vizsgalatara, ahol Barabéasi—-Albert tipust mo-
dellek helyett Holme—Kim tipust hélézatokat fogunk elemezni.

Az[5.19 és az[5.20] abrakon az SIR szimulaciokhoz hasonl6 tendenciék figyelhet6k meg,

az atoltottsag novekedésével a jarvany végss kiterjedése jelentGsen csokken. Tovabba itt

is lathato, hogy 0,1-es atoltottsag esetén az inhomogén és az inhomogén homofil modellek
még nagyrészt egylitt mozognak, majd az oltési arany novelésével a gorbék elkezdenek
szétvalni. A két oltasi stratégia hatékonysaga tovabbra is az eddig megfigyelt mintazatot
koveti. Az egyenletes oltas esetében a 0,5-0s és a 0,9-es atoltottsagi szintek eredményei
kozott mutatkozik nagyobb kiilonbség. A legnagyobb fokszam alapt, célzott stratégianal
viszont mar az atoltottsag 0,1-r6l 0,5-re torténd emelésénél is lathato jelentds kiilonbség.

Osszességében az eredmények megerdsitik, hogy mind az oltasi lefedettség novelése,
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5.19. dbra. Az oltasi ardny hatésa az egyenletes oltasi stratégidra Holme-Kim tipust

grafokon (SEIR szimulacio)
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5.20. abra. Az oltasi arany hatésa a legnagyobb fokszam oltasi stratégiara Holme-Kim

tipust grafokon (SEIR szimulacio)
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mind a célzott stratégiak alkalmazasa kulcsfontossdgu a jarvany végsé méretének csok-

kentésében.

5.5. Osszefoglalas

Az eddig bemutatott szimulaciés eredmények Osszegzése atfogd képet ad a vizsgalt
modellekrsl. A Barabasi—Albert- és a Holme-Kim-hal6zatok 6sszehasonlitdsa ramutatott,
hogy a Holme—Kim-modell nagyobb klaszterezettsége miatt a fertézés inkabb lokélis ko-
zosségekben marad, igy lassabban terjed, mint a Barabasi—Albert-héal6zatokon.

A terjedést a halozat striisége is jelentGsen befolyasolja, ritkdibb halézatokon a jarvany
lassabb és korlatozottabb, mig stiriibb grafokban a szerkezeti kiilonbségek és a lokélis
lassité hatasok nagyrészt elttinnek, ami gyorsabb terjedést eredményez.

Az oltasi stratégidk koziil a véletlenszeri oltas bizonyult a legkevésbé hatékonynak,
mivel ritkdn éri el a kulcsszereplé csomoépontokat, igy csak magas atoltottsdag mellett
eredményes. Ezzel szemben a célzott modszerek, kiilonosen a fokszam szerinti oltas, de
kisebb mértékben a legrovidebb 1t stratégia is jelentGsen hatékonyabbnak bizonyultak.
A sok kapcsolattal rendelkezd csomépontok immunizalasa mér alacsonyabb atoltottsag
esetén is jelentGsen csokkenti a jarvany méretét és késlelteti a tetézést.

A modellek 6sszevetése azt mutatja, hogy az SEIR modell a lappangasi id§ miatt las-
sabb lefolyast, és alacsonyabb, késGbbi tet6zést eredményez az SIR modellhez képest. Bar
a héaztartasi alapt, inhomogén halozatok a stirtibb lokalis kapcsolatok miatt gyorsitjak a
terjedést, a homofilia bevezetése nem okoz szamottevs valtozast az altaldnos dinamikaban.

Osszességében elmondhato, hogy a halozati szerkezet és az oltéasi stratégia kulcssze-
repet jatszanak a jarvanyok alakulasdban, azonban strtibb hal6zatok esetén a szerkezeti

kiilénbségek hatésa jelentGsen csokken.
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6. fejezet
Kitekintés

Bar a jelen kutatas a Barabasi—Albert- és Holme-Kim-halozatokon futtatott SIR/SEIR
modellekre szoritkozott, a halozatkutatas és jarvanytan metszetében szamos fejlettebb
modell is létezik. A Literature Review of Social Network Analysis in Epidemic Prevention
and Control cimi cikk [13] ezeket probélja dsszefoglalni.

Halozati strukturakat tekintve beszélhetiink akar skalafiiggetlen hélozatokrol, akar kis-
vilagi grafokrol is, azonban altalaban egyetlen halézat nem képes pontosan utanozni a leg-
tobb valos rendszert. Ennek kdvetkeztében a tobbrétegi halézatok kaptak nagyobb figyel-
met. Az Immunization dynamics on a two-layer network model cimi cikk [14] jarvanyok
immunizacioés dinamikajanak vizsgalatara egy olyan kétrétegli hélozatot mutat be, ahol
a jarvany egy Watts—Strogatz-féle kisvilaghalozaton (az tgynevezett fertézési rétegen)
terjed. Ez a graf egy szabalyos gytirtthalozat véletlenszeri tujrahuzalozasaval 1étrehozott
struktira. Azonban a betegség megelGzése és az immunizacié egy Barabasi—Albert-féle
skalafiiggetlen halozaton (a megeldzési rétegen) zajlik.

A cikkben a mar ismertetett SIR modellt alkalmazzak, amelyet a hal6zaton zajlo folya-
matok leirasara differencialegyenletekkel modelleznek. A szerzék a megel6zést dinamikus
folyamatként kezelik. Az immunizaltakat két csoportra osztjak, akik fert6zés kovetkezté-
ben valnak ellenéllova, illetve akik a prevencié révén.

A modell egyik fontos eredménye, hogy a dinamikus megel6zés képes a jarvany nagy
kitoréseit kisebb ingadozasokka csillapitani, ugyanakkor bizonyos esetekben a megel6zés
hozzajarulhat a betegség tartos fennmaradésdhoz. Fzek a két rétegen zajlé folyamatok
eltérs idgskaldjaval magyarazhatoak.

Egy masik kivalo példa a tobbrétegt hélozatok alkalmazésara Clara Granell és mun-

katarsainak kutatasa [I5]. Ebben a modellben egy kétrétegti halozat szerepel. Az egyik
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réteg a fizikai kontaktusokat reprezentélja, ahol a biologiai fert6zés terjed, mig a maésik
egy informacios halozat, amelyen a betegséggel kapcsolatos tudatossag aramlik. A fert&zés
dinamikajat egy klasszikus SIS modell irja le, amelyben az egyének fertézott és fogékony
allapotok kozott valtakoznak. A két réteg egyiittes viselkedését pedig egy diszkrét ideji
Markov-lanccal modellezik.

A modell lényege a két folyamat kolcsonhatasa: amig a tudatossag csokkenti a ferts-
zés valOszintiségét, addig a fertézés eldsegiti a tudatossag terjedését. A szerzdk egyik f6
eredménye egy ugynevezett metakritikus pont azonositasa. Ez egy olyan atmeneti pont,
amelytdl kezdve a jarvany kitorési kiiszobe mér nemcsak a fert6zés paramétereitsl, hanem
a tudatossag terjedésének az intenzitasatol is fiigg. Vagyis megfelelGen gyors informacio-
terjedés esetén a tudatossag képes érdemben megemelni a jarvany kialakulasahoz sziik-
séges fertézési ratat, ezaltal megnehezitve a betegség terjedését. Emellett a tanulmany
kimutatja a média kritikus szerepét is, ha a tarsadalom egy kiilsé forrasbol folyamatos
tajékoztatast kap, a metakritikus pont teljesen eltiinik. Ebben az esetben ugyanis a tuda-
tossag mar a kezdetektdl fogva, az informécidterjedés belsd intenzitasatol fiiggetlentil jelen
van, igy a média minden esetben folyamatosan noveli a jarvanykiiszobot, és csokkenti a
fert6zés végso kiterjedését.

A jarvanymodellezés mésik meghatarozé iranya maguknak a belsd terjedési dinami-
kdknak a részletezése. A [13] cikk erre is kitér. Bar a jelen dolgozat az SIR és SEIR
modellekre, illetve az ezeken vizsgalt oltasi stratégiakra épiilt, a valésagban a korokozok
sokfélesége gyakran teljesen eltéré matematikai megkozelitést igényel. A specifikus beteg-
ségek pontos leirasahoz elengedhetetlen a modellek allapotterének bévitése, ahogyan arra
Wang és munkatarsai atfogo szakirodalmi attekintésiikben ramutattak.

Amig a SIR modell a fertézésen atesett egyének tartdés immunitésat feltételezi, addig
szamos fertézés nem koveti ezt a mintazatot. A legegyszertibb, tgynevezett SI modell
példaul olyan eseteket ir le, ahol a fertézés életre szolo, és a betegek sosem gyogyulnak
meg, igy a halézatban folyamatosan terjesztik a kérokozot. Ezzel szemben az SIS modell
olyan betegségek, mint példaul a natha modellezésére szolgal, ahol a felépiilés utan nem
alakul ki tartos védettség, igy az egyén azonnal visszakeriil a fogékonyak taboraba. Létezik
egy atmeneti allapot is, amelyet az SIRS modell ir le, itt a gyogyulast kovetGen kialakul
ugyan immunités, de ez bizonyos id§ elteltével elmulik, és az egyén djra fogékony allapotba
kertil.

A COVID-19-jarvany ramutatott arra, hogy a hagyomanyos allapotok (fogékony, lap-

pango, fert6zs, gyogyult) gyakran nem elegendGek a sikeres védekezés megtervezéséhez.
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Ennek kovetkeztében 1j, specidlisabb modellek jelentek meg az elérhetd szakirodalom-
ban. Ilyen példaul az SIQRS modell, amely bevezeti a karantén (Quarantine) allapotot
a hatosagi izolacio halozati hatédsainak mérésére, vagy a SEIAR-modell, amely elkiil6-
niti a tiinetmentes (Asymptomatic), de fert6zéképes egyéneket. A korokozo folyamatos
mutécidja is kritikus tényezdvé valhat a terjedés soran. Ennek a megragadasara szolgal-
nak az SIVR tipust modellek, amelyek figyelembe veszik az Gj virusvariansok (Variant)
felbukkanését és a korabbi torzsekkel parhuzamos terjedését.

A jarvanymodellek finomitasanal fontos tényezs, hogy a tarsas kapcsolatok idében val-
toznak. A valos halozatok nem allandoak, kapcsolatok 1étrejohetnek és meg is sztinhetnek,
ami befolyasolja a betegségek terjedését is. Osszességében a halozatalapt jarvanytan célja,
hogy a bonyolult kapcsolati rendszereket és a terjedési folyamatokat egyiitt vizsgalja, igy

pontosabb modelleket adjon, amelyek a gyakorlati jarvanykezelésben is hasznosak.
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Ko6dok elérhetSsége

A dolgozatban bemutatott szimulaciokhoz és abrakhoz hasznalt programkoédok az
alabbi GitHub-repositoryban érhetdk el:

https://github.com/vanrijsluca/szakdolgozat-jarvanymodellek
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MI alapu eszkozok hasznalatarol szol6 nyilatkozat

Alulirott Van Rijs Luca Jenny nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése soréan az

alabbiakban felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI alapi eszkdzoket alkalmaztam.

Feladat Felhasznalt esz- | Felhasznalas helye | Megjegyzés
koz

Nyelvhelyesség Gemini 3.1 Pro A teljes dolgozatban | Helyesiras és megfogal-

ellenérzése mazési javaslatok

BETEX kodok Gemini 3.1 Pro A teljes dolgozatban | Abrak készitése, képek
beszurasa, Python-kodok
beillesztése

Programkodok Gemini 3.1 Pro, | Programkodok Hibakodok — értelmezése

ChatGPT 5.5

és javitasi javaslatok,
abrak generalasdhoz

hasznalt kdédok

A felsoroltakon tul més MI alapu eszkézt nem hasznaltlam.
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