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Köszönetnyilvánítás

Szeretnék köszönetet mondani támavezetőmnek, Backhausz Ágnesnek a dolgozat el-
készítése során nyújtott rengeteg segítségéért, tanácsaiért, szakmai iránymutatásáért és
támogatásáért. Hálás vagyok, hogy kérdéseimmel mindig bizalommal fordulhattam hozzá,
és hogy gyors, hasznos visszajelzéseivel végig segítette a munkámat.

Köszönettel tartozom továbbá családomnak és barátaimnak is, akik türelemmel, meg-
értéssel és szeretettel támogattak a dolgozatírás időszakában. Hálás vagyok a lelki támo-
gatásukért, biztatásukért és azért, hogy mindvégig mellettem álltak.
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Bevezetés

A szakdolgozatom témája a járványterjedések modellezése számítógépes szimulációk-
kal. A dolgozat célja annak vizsgálata, hogy a különböző preferenciális kapcsolódású gráf-
szerkezetek hogyan befolyásolják a járvány terjedését, figyelembe véve a magyar háztartási
és társadalmi szerkezetet. Továbbá vizsgálom a többféle oltási stratégia hatékonyságát, a
szimulációk során SIR és SEIR járványterjedési modelleket alkalmazva.

A megfelelő modell felállítása létfontosságú lehet az egészségügyi rendszer számára a
járványok terjedésére való felkészülés során. Segít abban, hogy optimálisan csoportosít-
sák a rendelkezésre álló anyagi és emberi erőforrásokat. A lehetséges kimenetelek ismerete
megkönnyíti az állami szervek hatékony felkészülését krízishelyzetekre. A legjobb modell
felállítása alapján alkalmazott oltási stratégiával megfékezhetjük a járványok robbanás-
szerű terjedését, szem előtt tartva a költséghatékonyságot is.

A téma aktualitását az adja, hogy a világban számos új típusú járvány jelentkezik
évről évre, illetve sok járvány terjedését a mai napig sem sikerült teljes mértékben felszá-
molni. A járványok terjedésének különböző módjai vannak, például cseppfertőzés általi,
érintkezés általi, szexuális úton terjedő. Ezekhez érdemes specifikus modelleket felállíta-
ni. Járványterjedési kutatások már régóta zajlanak, de a COVID-19 járvány kitörése óta
különösen stratégiai témává vált.

A szakdolgozatomban oltási stratégiákat vizsgálok, ezek az egyenletes, legnagyobb
fokszámú és a legrövidebb út alapú oltási stratégiák. A járványok elleni védekezésnek más
fontos eszközei is léteznek, például karantén, maszk viselés, óvszer használat. Az alábbi
tanulmányomban ezen védekezési módokra nem térek ki.

A dolgozat első fele a szükséges elméleti hátteret mutatja be. Az 1. fejezet a folyto-
nos idejű Markov-láncokat tárgyalja, amelyekre a későbbi járványterjedési modellek épül-
nek. A 2. fejezet az SIR- és SEIR-modelleket, valamint a szimulációk során alkalmazott
Gillespie-algoritmust ismerteti.

Az 1. fejezetben a folytonos idejű Markov-láncok alapfogalmait tárgyaljuk, amelyekre
a későbbi járványterjedési modellek épülnek. A 2. fejezet az SIR- és SEIR-modelleket,
valamint a szimulációk során alkalmazott Gillespie-algoritmust ismerteti. Ezt követően a
3. fejezetben bemutatjuk azokat a preferenciális kapcsolódású gráfmodelleket, amelyeken
a járványterjedési folyamatokat vizsgáljuk, külön kitérve a háztartási szerkezet és a homo-
fília beépítésére. A 4. fejezet az alkalmazott oltási stratégiákat vezeti be. Az 5. fejezetben
ezekre az elméleti alapokra építve számítógépes szimulációk segítségével hasonlítjuk össze
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a különböző gráftípusokon és oltási stratégiák mellett kapott eredményeket. Végül a 6.
fejezet rövid kitekintést nyújt a téma más megközelítéseire.
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1. fejezet

Markov-láncok

Az egész fejezet elméleti hátterét, a definíciókat, tételeket és azok bizonyítását Csiszár
Villő egyetemi jegyzete adja [1]. A Markov-láncoknál bevezetett alapfogalmak azért fonto-
sak, mert ezekre épülnek a később tárgyalt SIR és SEIR típusú sztochasztikus járványmo-
dellek. A modellekben az állapot mindig valamilyen esemény hatására változik meg, példá-
ul fertőződés, a lappangási idő vége vagy gyógyulás esetén. Mivel ezek az események meg-
határozott intenzitással következnek be, a folyamat folytonos idejű Markov-folyamatként
írható le. Ez teszi lehetővé, hogy a szimulációk során majd Gillespie-algoritmust alkal-
mazzuk.

Tekintsük az (Ω,F ,P) valószínűségi mezőt és az (I,B) mérhető teret. Továbbá legyen T

a nemnegatív valós számok halmaza. Ebben az esetben folytonos idejű lesz a folyamatunk.
Ha T = N teljesülne, akkor diszkrét idejű lenne, azonban ezzel az esettel most nem fogunk
foglalkozni.

1.0.1. Definíció. Sztochasztikus folyamatnak nevezzük az Xt : Ω → I (t ∈ T ) valószínű-
ségi változók összességét.

Legyenek továbbá Ft = σ(Xs : s ≤ t) σ-algebrák ∀t ∈ T időpontra.

1.0.2. Definíció. A sztochasztikus folyamat Markov-tulajdonságú, ha ∀B ∈ B halmazra
∀t > s esetén P(Xt ∈ B | Fs) = P(Xt ∈ B | Xs).

1.0.3. Definíció. Ha egy Markov-tulajdonságú folyamat I állapottere megszámlálható,
akkor Markov-láncnak nevezzük. Ekkor B az I összes részhalmazából áll.
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Tegyük fel, hogy az átmenetvalószínűségek homogének, azaz időben állandóak. Ez azt
jelenti, hogy minden i, j ∈ I és t, s > 0 esetén

pij(t) = P(Xt+s = j | Xs = i),

ahol az átmenetvalószínűség nem függ s-től. Tegyük fel továbbá azt is, hogy ∀i, j ∈ I

párra a t → pij(t) függvény mérhető. Ebből következik, hogy pij(t) egyenletesen folytonos
a [δ,∞) félegyenesen ∀δ > 0-ra és ∃ limt→0 pij(t) határérték.

1.1. Infinitezimális generátor

Az infinitezimális generátor arra szolgál, hogy megtudjuk, hogy egy folytonos idejű
Markov-lánc hogyan viselkedik nagyon rövid idő alatt. Az infinitezimális generátor elemei
tehát a rövid idő alatti átmenetek intenzitásait írják le, amelyekből az átmenetvalószínű-
ségek kis időre vett közelítése adódik.

1.1.1. Tétel. Ha i ̸= j, akkor a pij(t) függvénynek a t = 0 pontban létezik a jobb oldali
deriváltja, mely nemnegatív és véges.

Bizonyítás. Kell: limt→0+
pij(t)

t
létezik és véges.

Tekintsünk egy Xt folytonos idejű Markov-láncot és egy tetszőleges h > 0 lépésközt.
Ekkor legyen Yn = Xnh, n = 0, 1, 2 . . . az Xt h-diszkretizációja. Legyen továbbá P (h) az
Yn diszkrét idejű Markov-lánc átmenetmátrixa. Az átmenetvalószínűségek ekkor

p
(n)
ij (h) = P(X(n+m)h = j | Xmh = i) = pij(nh),

és ez nem függ m-től, a folytonos lánc homogenitása miatt.
Tegyük fel, hogy a diszkrét láncban n lépés alatt eljutunk i-ből j-be, azaz Y0 = i, Yn = j.
Ennek egy részhalmaza, ha úgy megyünk i-ből j-be n lépés alatt, hogy a k-adik lépésben
ismét i-ben vagyunk, és a k + 1-edik lépésben jutunk először j-be, vagyis Y0 = i, Yk =

i, Yk+1 = j, Yn = j és Ys ̸= j, ∀0 < s < k esetén, ahol 0 ≤ k < n. Ezzel a szűkebb
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eseménnyel alsó becslést tudunk adni pij(h)-ra:

pij(nh) = P(Xnh = j | X0 = i)

≥
n−1∑
k=0

P(Xkh = i,Xmh ̸= j (0 < m < k) | X0 = i)

· P(X(k+1)h = j | Xkh = i) · P(Xnh = j | X(k+1)h = j)

=
n−1∑
k=0

jp
(k)
ii (h)pij(h)pjj((n− k − 1)h).

Legyen f
(n)
ij (h) = P(Xnh = j,Xkh ̸= j(0 < k < n) | X0 = i). Azt is tudjuk, hogy∑k−1

m=1 f
(m)
ij (h) ≤ 1. Ezután felírható a következő egyenlőtlenség:

pii(kh) = jp
(k)
ii (h) +

k−1∑
m=1

f
(m)
ij (h)pij((k −m)h)

≤ jp
(k)
ii (h) +

k−1∑
m=1

f
(m)
ij (h) max

1≤m≤k−1
pji((k −m)h)

≤ jp
(k)
ii (h) + max

1≤m≤k−1
pji((k −m)h).

Ezt átrendezve kapjuk:

jp
(k)
ii (h) ≥ pii(kh)− max

1≤m≤k−1
pji((k −m)h)

Legyen ε > 0 fix, és t0 elég kicsi. Mivel az átmenet-valószínűség-függvények folytonosak,
ezért

max
0≤t≤t0

pji(t) < ε, min
0≤t≤t0

pii(t) > 1− ε, min
0≤t≤t0

pjj(t) > 1− ε.

Ez abból következik, hogy pii(0) = 1, pji(0) = 0, ha i ̸= j.
Ha nh < t0, akkor k = 1, . . . , n− 1 esetén:

jp
(k)
ii (h) > 1− ε− ε = 1− 2ε

pjj((n− k − 1)h) > 1− ε

Ezeket behelyettesítve kapjuk, hogy

pij(nh) > (1− 2ε)(1− ε)
n−1∑
k=0

pij(h) ≥ (1− 3ε)npij(h).

Ezt osztva nh-val
pij(nh)

nh
≥ (1− 3ε)pij(h)

h
.
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Legyen qij = lim supt→0
pij(t)

t
. Emellett legyen 0 < t < t0 fix, továbbá h → 0, nh → t.

Ekkor
pij(t)

t
≥ (1− 3ε)qij ⇒ qij < ∞.

De hasonlóan: lim inft→0
pij(t)

t
≥ (1 − 3ε)qij, ha most ε → 0, akkor lim inft→0

pij(t)

t
≥ qij.

Ekkor lim inft→0
pij(t)

t
= lim supt→0

pij(t)

t
= qij, és így limt→0

pij(t)

t
létezik, qij-vel egyenlő,

és ezért véges is. □

Tehát qij = p′ij(0), ezeket szokás átmeneti rátának is hívni. Az ezekből alkotott mátrix
legyen Q. Ezt a Q mátrixot nevezzük a Markov-lánc infinitezimális generátorának. Legyen
qii = −qi.
Tudjuk, hogy qij = p′ij(0) = limh→0

pij(h)−pij(0)

h
és p′ii(0) = limh→0

pii(h)−pii(0)
h

. Azt is tudjuk,
hogy pii(0) = 1, pji(0) = 0, ha i ̸= j. Ha ezeket behelyettesítjük, és átrendezzük, akkor
kapjuk, hogy: pii(h) = 1− qih+ o(h), illetve pij(h) = qijh+ o(h), ha i ̸= j.

1.2. A tartózkodási idők eloszlása

A folytonos idejű Markov-láncok modelljeiben a rendszer minden pillanatban egy adott
állapotban van. Ha a rendszerben valamilyen változás történik, mint például a járvány-
modellekben egy egyén megfertőződik vagy meggyógyul, a folyamat állapotot vált. Azt az
időt, amelyet a lánc egyetlen állapotban eltölt mielőtt egy másik állapotba lép, tartózko-
dási időnek nevezzük. A következő tétel megmutatja, hogy ez az időtartam exponenciális
eloszlást követ.

1.2.1. Tétel. Ha az (Xt)t≥0 Markov-lánc jobbról folytonos, akkor az i állapotban való
tartózkodási idő Exp(qi) eloszlású.

Bizonyítás. Legyen T az i-ben való tartózkodási idő.

P(T > t) = P(Xs = i,∀s ∈ [0, t] | X0 = i).

Osszuk fel a [0, t] intervallumot 2n egyenlő részre. Az osztópontok ekkor: 0, t
2n
, 2t
2n
, . . . , 2

nt
2n

.
Annak a valószínűsége, hogy a Markov-lánc minden osztópontban i állapotban van, meg-
egyezik azzal, hogy az összes 2n darab t

2n
hosszú részintervallum végpontjaiban i állapot-

ban van a folyamat. A Markov-tulajdonság miatt ez egyenlő a következővel:

P
(
Xk t

2n
= i,∀k ∈ {1, 2, . . . , 2n} | X0 = i

)
=

(
pii

(
t

2n

))2n

.
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Jelenleg csak véges sok osztópontunk van, így a köztes időpontokban lehetséges, hogy kilép
i állapotból a folyamat. Vegyünk végtelen sok pontot (minden n-re). Mivel a folyamat
jobbról folytonos, ezért, ha végtelen sok pontban i állapotban van a folyamat, akkor az
egész [0, t] intervallumon is i állapotban lesz. Ebből felírható, hogy:

P(T > t) = lim
n→∞

(
pii

(
t

2n

))2n

.

Legyen h = t
2n

. Ekkor kihasználva, hogy n → ∞ esetén h → 0:

lim
n→∞

(
pii

(
t

2n

))2n

= lim
n→∞

[(1− qih+ o(h))
1
h ]t = e−qit.

Mivel T folytonos valószínűségi változó, ezért P(T = t) = 0, és így P(T < t) = 1− P(T >

t) = 1− e−qit. Tehát T qi paraméterű exponenciális eloszlás. □
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2. fejezet

Járványterjedési modellek

Az alábbi fejezet elméleti megalapozásához, valamint az SIR és SEIR modellek de-
finiálásához J. S. Allen (2008) vonatkozó művét [2] vettük alapul. Legyen N a vizsgált
populáció létszáma. Az SIR járványterjedési modellek esetében három, míg az SEIR ese-
tében négy állapotot különböztetünk meg egymástól. Az S a fogékony állapotban lévő
egyedek számát jelöli, akik ki vannak téve a fertőzés veszélyének. Az I azon egyedek
számát adja meg, akik megfertőződtek, és képesek a járványt továbbadni. Az R a gyó-
gyult populáció létszámára utal. Ők már átestek a fertőzésen, meggyógyultak, immunitást
szereztek, és nem képesek tovább fertőzni. Az SEIR esetében ez kiegészül továbbá az E

állapottal, mely a lappangási fázisban lévők számát jelenti. Azok tartoznak ide, akik már
fertőzöttek, de még nem tudnak tovább fertőzni.

A járványterjedési modelleket egy folytonos idejű Markov-láncnak tekintjük. Ami-
kor a járványterjedési szimulációkat futtattuk, az EoN könyvtár EoN.Gillespie_SIR és
EoN.Gillespie_simple_contagion függvényeit használtuk az SIR és SEIR modellekhez,
amelyek a Gillespie-algoritmuson alapulnak. Az EoN csomag implementációi szorosan
kapcsolódnak a Mathematics of Epidemics on Networks című könyvben tárgyalt hálózati
járványmodellekhez és algoritmusokhoz [3].

A folytonos idejű Markov-lánc alapú járványfolyamatok folytonos időskálán vannak
definiálva, azaz t ∈ [0,∞). Az állapotváltozók S(t), E(t), I(t), R(t) diszkrét értékű valószí-
nűségi változók, vagyis S(t), E(t), I(t), R(t) ∈ {0, 1, 2, . . . , N}, és S(t)+E(t)+I(t)+R(t) =

N . Az SIR modellnél minden t időpontra E(t) = 0. Ez azt jelenti, hogy bár az idő foly-
tonosan telik, a fogékony (S), exponált (E), fertőzött (I) és gyógyult (R) egyedek száma
csak egész értéket vehet fel 0 és N között. Fontos megjegyezni, hogy amikor csak az SIR
vagy SEIR modellt tekintjük, akkor bármely fertőzött és fogékony egyed között történ-
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het fertőzés, azonban amikor gráfon vizsgáljuk a modelleket, akkor csak olyan csúcsok
(egyedek) között terjedhet a fertőzés, amelyeket él köt össze.

2.1. SIR folyamat

2.1.1. Definíció. Az SIR folyamat egy folytonos idejű Markov-lánc, ahol a rendszer ál-
lapotát a t időpontban S(t) és I(t) diszkrét valószínűségi változók írják le (a tökéletes
keveredés miatt a folyamat egy teljes gráfon értelmezhető, ahol bárki megfertőzhet bár-
kit). Mivel a teljes népesség létszáma N , ezért a gyógyultak száma meghatározható az
R(t) = N − S(t)− I(t) egyenletből.
Az állapottér: S =

{
(s, i) ∈ Z2

≥0 : s+ i ≤ N
}
.

Legyen p(s,i)(t) = P{(S(t), I(t)) = (s, i)}. Az átmeneti valószínűségeket tetszőlegesen kicsi
∆t-re definiáljuk, azonban ezek a folytonos idejű Markov-láncoknál csak elég kicsi ∆t ese-
tén érvényesek. Legyen o(∆t) egy olyan tag, amelyre teljesül, hogy lim∆t→0

o(∆t)
∆t

= 0, és
amely a több esemény bekövetkezésének valószínűségét reprezentálja.

• A fertőzés ((s, i) → (s− 1, i+ 1)) valószínűsége τ
N
si∆t+ o(∆t).

• A gyógyulás ((s, i) → (s, i− 1)) valószínűsége γi∆t+ o(∆t)

• Nincs változás ((s, i) → (s, i)) valószínűsége 1− ( τ
N
si+ γi)∆t+ o(∆t)

Itt τ > 0 a fertőzési ráta, amely egy fertőzött egyén egységnyi idő alatti sikeres transz-
misszióinak számát reprezentálja egy teljesen fogékony populációban, és γ > 0 a gyógyulási
ráta, amely a fertőzött egyének gyógyulásának intenzitását adja.

S I R
τ
N
SI γI

2.1. ábra. Az SIR modell

Láttuk az infinitezimális generátoroknál, hogy kis ∆t időre az átmenetvalószínűség és a
helyben maradás valószínűsége a következő alakban írható fel:

pij(∆t) = qij∆t+ o(∆t), pii(∆t) = 1− qi∆t+ o(∆t).

Egy fertőzött egyén τ rátával létesít úgy kontaktust, hogy terjessze a betegséget. Egy
kontaktus csak akkor eredményezhet fertőzést, ha egy fogékony személlyel lép kapcsolatba.
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Mivel s darab fogékony van, és N a populáció mérete, ezért egyetlen fertőzött τ s
N

rátával
hoz létre egy újabb fertőzést. Az egész populációban i darab fertőzött van, ezért az egész
folyamathoz kapcsolódó fertőzési ráta (s, i) állapotban τ

N
si. Alkalmazva az infinitezimális

generátoroknál felírt képletet az átmenetvalószínűségekre, kapjuk a definícióban megadott
képletet.

A gyógyulási ráta egy egyénre nézve γ. Az egész populációban i darab fertőzött van,
így az egész folyamatra vett ráta γi, amit behelyettesítve szintén megkapjuk a definícióban
szereplő képletet.

Érdemes itt megjegyezni, hogy az 1.2.1. tétel alapján ezekből a konstans átmeneti
rátákból következik, hogy a következő fertőzésig, illetve az egyének gyógyulásáig eltelt idő
exponenciális eloszlású.

Annak a valószínűsége, hogy "nincs változás", 1 − P(van változás). A "van változás"
eset azt jelenti, hogy történik egy fertőzés, vagy egy gyógyulás. Ennek a két eseménynek
a közös rátája az egész folyamatot tekintve ( τ

N
si + γi). Innen adódik, hogy p(s,i)(s,i) =

1− ( τ
N
si+ γi)∆t+ o(∆t). Látható, hogy ebben az esetben qi = ( τ

N
si+ γi).

2.2. SEIR folyamat

2.2.1. Definíció (SEIR modell). Az SEIR folyamat egy folytonos idejű Markov-lánc,
ahol a rendszer állapotát a t időpontban S(t), E(t), és I(t) diszkrét valószínűségi változók
írják le (a tökéletes keveredés miatt a folyamat egy teljes gráfon értelmezhető, ahol bárki
megfertőzhet bárkit). Mivel a teljes népesség N , ezért a gyógyultak száma meghatározható
az R(t) = N − S(t)− E(t)− I(t) egyenletből.
Az állapottér: S =

{
(s, e, i) ∈ Z3

≥0 : s+ e+ i ≤ N
}
.

Legyen p(s,e,i)(t) = P{(S(t), E(t), I(t)) = (s, e, i)}. Az átmenetvalószínűségeket tetszőlege-
sen kicsi ∆t-re definiáljuk, azonban a folytonos idejű Markov-láncoknál csak elég kicsi ∆t

esetén érvényesek. Legyen o(∆t) egy olyan tag, amelyre teljesül, hogy lim∆t→0
o(∆t)
∆t

= 0,
és amely a több esemény bekövetkezésének valószínűségét reprezentálja.

• Fertőzés ((s, e, i) → (s− 1, e+ 1, i)) valószínűsége τ
N
si∆t+ o(∆t).

• Lappangás vége ((s, e, i) → (s, e− 1, i+ 1)) valószínűsége σe∆t+ o(∆t).

• Gyógyulás ((s, e, i) → (s, e, i− 1)) valószínűsége γi∆t+ o(∆t).

• Nincs változás ((s, e, i) → (s, e, i)) valószínűsége 1−
(

τ
N
si+ σe+ γi

)
∆t+ o(∆t).
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Itt τ > 0 a fertőzési ráta, amely egy fertőzött egyén egységnyi idő alatti sikeres fertőzé-
seinek számát reprezentálja egy teljesen fogékony populációban, σ > 0 a lappangási ráta,
amely az exponált egyének fertőzővé válásának intenzitását adja, és γ > 0 a gyógyulási
ráta, amely a fertőzött egyének gyógyulásának intenzitását adja.

S E I R
τ
N
SI σE γI

2.2. ábra. Az SEIR modell

Az SEIR esetében is a különböző események valószínűségét az infinitezimális generátorok-
nál kapott képlet segítségével tudjuk kiszámolni. A fertőzés és a gyógyulás valószínűsége
megegyezik az SIR-nél vett valószínűségekkel. A lappangás végének valószínűségét hason-
lóan tudjuk megkapni, mint a gyógyulás valószínűségét, azonban σ-val kell számolni γ
helyett. A „nincs változás” valószínűségét is úgy kapjuk meg, mint az SIR-nél, azonban a
valószínűségbe bele kell kalkulálnunk a lappangási állapotot is.

2.3. Gillespie-algoritmus

A járványterjedés modellezéséhez a Gillespie-algoritmust használtuk. Az 1.2.1. tétel
alapján a tartózkodási idő exponenciális eloszlású. Az algoritmus mindig kiszámolja az
adott s állapothoz tartozó qs összrátát, majd generál egy qs paraméterű exponenciális el-
oszlásból egy ∆t időtartamot. Ez az időtartam azt adja meg, hogy mikor fog bekövetkezni
a következő esemény. Az algoritmus előreviszi a szimulációs órát ∆t idővel. Egy esemény
az SIR-modellnél egy fertőzést, vagy gyógyulást jelent, az SEIR-modellnél pedig egy fer-
tőzést, egy lappangás végét vagy gyógyulást. Mivel többféle esemény is bekövetkezhet,
ezért az algoritmus második lépésként kisorsolja, hogy melyik esemény fog bekövetkezni.
Feltéve, hogy a rendszer jelenleg az i állapotban van, annak a valószínűsége, hogy a követ-
kező lépésben egy j (j ̸= i) állapotba lép át: qij(∆t)

qi(∆t)
, ahol qi(∆t) =

∑
k ̸=i qik(∆t). Miután

az algoritmus kiválasztotta, hogy melyik esemény fog bekövetkezni frissíti a populáció
állapotát, majd a folyamat kezdődik elölről. A folyamat akkor áll le, amikor már nem tud
több esemény bekövetkezni, például nincs fertőzött [3].
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3. fejezet

Preferenciális kapcsolódású gráfok

A társadalom olyan hálózat, ahol az embereket baráti, családi és munkakapcsolatok
kötik össze. Alátámasztották, hogy vannak olyan szociális hálózatok, mint például a sze-
xuális kapcsolatok hálózata, amelyek skálafüggetlenek, azaz minden rögzített d ≥ 1-re
d szomszéddal rendelkező csúcsok aránya 1 valószínűséggel konvergál egy megfelelő xd

számhoz minden d-re.
Vegyük például a „Gazdag gazdagabb lesz” elvet, amely a preferenciális kapcsolódás

és a skálafüggetlen hálózatok létrejöttének alapja. Egy új csúcs nagyobb valószínűség-
gel kapcsolódik olyan csúcspontokhoz, amelyeknek már az adott időpontban nagyobb a
fokszáma.

A társadalmat reprezentáló hálózatok sok esetben skálafüggetlenek, ezért érdemes a
járványterjedést ilyen típusú hálózatokon is vizsgálni. (Barabási és Bonabeau, 2003) [4]

3.1. Alapgráfok

A kiindulási gráf a Barabási–Albert-modell, amelyet skálafüggetlen hálózatnak (scale-
free network) is neveznek. Ennek a modellnek a definícióját a [4, 5] forrásokból merítettük.

3.1.1. Definíció (Barabási–Albert-gráf). Kiindulunk egy véges, m0 csomóponttal ren-
delkező kezdeti gráfból. Minden lépésben hozzáadunk egy új csúcsot, melyet m (m ≤ m0)
különböző, már meglévő csomóponttal kötünk össze. Amikor kiválasztjuk azokat a csúcso-
kat, amelyekhez az új csúcs kapcsolódik, feltételezzük, hogy annak a valószínűsége, hogy az
új csúcs egy i csúcshoz kapcsolódik Π(ki), amelyet az i-edik csúcs fokszáma befolyásol:

Π(ki) =
ki∑

u∈V ku
, ahol ku az u csúcs fokszámát jelöli.
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t lépés után az algoritmus eredménye egy olyan gráf, amelynek N = m0+ t csúcsa és m · t
éle van (elhanyagolva a kezdeti éleket).

A Barabási–Albert-modell egy kiterjesztése a Holme–Kim-modell, amely bevezet egy
úgynevezett triad formation step-et, vagyis háromszögelési lépést, melynek eredménye-
képpen egy klaszterezettebb hálózatot kapunk. Ez a modell az [5] cikkben lett ismertetve.

3.1.2. Definíció (Holme–Kim-gráf). Kiindulunk egy véges, m0 csomóponttal rendel-
kező kezdeti gráfból. Minden lépésben hozzáadunk egy v csúcsot, melyhez m (m ≤ m0) élt
csatolunk.
Preferenciális kapcsolódás (PA): v egy élét egy olyan már meglévő w csúcshoz kötjük,
amellyel még nem áll kapcsolatban, a w csúcs a fokszámával arányos valószínűséggel. An-
nak a valószínűsége, hogy egy v csúcs a w csúcshoz kapcsolódik

Pw =
kw∑
u∈V ku

, ahol ku az u csúcs fokszámát jelöli.

Minden PA lépés végén a v-hez kapcsolt w csúcsot kitüntetjük és horgonycsúcsnak nevez-
zük. A horgonycsúcs minden újabb PA lépést követően frissül.
Háromszögelés (TF): A v csúcsot a horgonycsúcs egy olyan szomszédjához kapcsoljuk vé-
letlenszerűen, amellyel v még nincs összekötve. Ekkor a horgonycsúcs nem frissül.
Amikor egy v csúcsot hozzáadunk a gráfhoz, először mindig egy PA lépést végzünk el, azaz
hozzákötjük egy w csúcshoz. Ezután minden további új él hozzáadásakor Pt valószínűséggel
TF lépést, míg 1− Pt valószínűséggel újabb PA lépést végzünk.

Megjegyzés a háromszögelési (TF) lépéshez: Fontos kiemelni, hogy a TF lé-
pés során is implicit módon érvényesül a preferenciális kapcsolódás elve. Egy nagyobb
fokszámú csúcs több másik csúccsal áll kapcsolatban, így statisztikailag jóval nagyobb
eséllyel lesz szomszédja egy újonnan kiválasztott horgonycsúcsnak. Ennek következtében
a háromszögelés során is nagyobb valószínűséggel kapnak új éleket a már amúgy is magas
fokszámú csúcsok.

3.2. Inhomogén gráf - háztartási modell

A következőkben a háztartási modellt építjük be az alapgráfokba. Nem azt fogjuk
megadni, hogy hány csúcsból álljon a gráf, hanem azt, hogy hány darab háztartás lesz.
A háztartások lehetnek azonos vagy különböző méretűek is. Egy h fős háztartás egy h
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csúcsú klikknek felel meg. A háztartások listája tartalmazza az összes háztartást és, hogy
ezek hány fősek. Ebből a listából választjuk ki mindig a háztartásokat, amikor egy új klik-
ket adunk a rendszerhez. Az egyszerűség kedvéért a következő definíciókat fix h méretű
háztartásokra mondjuk ki, de ezek triviálisan kiterjeszthetők különböző méretű háztartá-
sokra. A kiterjesztés során egy h méretű háztartás helyett mindig a háztartások listájából
veszünk ki egy elemet, melyet hozzáadunk a rendszerhez, majd töröljük a listából, hogy
ne legyen ismétlődés.

3.2.1. Definíció (Inhomogén Barabási–Albert-gráf). Adott kezdetben k darab h mé-
retű klikk. A klikkek éleit háztartási éleknek vagy angolul household éleknek nevezzük. Le-
gyen n0 a kezdőgráf csúcsainak a száma. A kezdőgráfban véletlenszerűen behúzunk n0 ·m
darab élt, úgy, hogy egy él csak akkor köthet össze egy v és w csúcsot, ha azok különbö-
ző háztartásban vannak, ezeket nevezzük külső vagy más néven external éleknek. Minden
lépésben hozzáveszünk a gráfhoz egy háztartást, vagyis egy h csúcsú klikket, F -et. Majd
F csúcsain tetszőleges sorrendben végigmegyünk és a v (v ∈ F ) csúcsból kiinduló új éle-
ket különböző, nem háztartásbeli csúcsokhoz kötjük a fokszámával arányos valószínűséggel,
azaz annak a valószínűsége, hogy v egy w csúcshoz kapcsolódik

Pw =
kw + 1∑

u∈V,u/∈F (ku + 1)
, ahol ku az u csúcs fokszámát jelöli.

A preferenciális kapcsolódást fogjuk a későbbiekben PA lépésnek nevezni.

Hasonlóan, mint az alapgráfoknál, itt is definiáljuk az inhomogén Barabási–Albert-gráf
egy kiterjesztését, az inhomogén Holme–Kim-gráfot.

3.2.2. Definíció (Inhomogén Holme–Kim-gráf). Adott kezdetben k darab h méretű
klikk. A klikkek éleit háztartási éleknek vagy angolul household éleknek nevezzük. Legyen n0

a kezdőgráf csúcsainak a száma. A kezdőgráfban véletlenszerűen behúzunk n0 ·m darab élt,
úgy, hogy egy él csak akkor köthet össze egy v és w csúcsot, ha azok különböző háztartáshoz
tartoznak, ezeket nevezzük külső vagy más néven external éleknek.
TF lépés: A v csúcs a horgonycsúcs egy tetszőleges v háztartásától különböző háztartásban
lévő szomszédjához kapcsolódik.
Minden lépésben hozzáveszünk a gráfhoz egy háztartást, vagyis egy h csúcsú klikket, F -
et. Tetszőleges sorrendben végigmegyünk F csúcsain, az első v csúcs egy PA lépést végez.
A maradék m − 1 élnél Pt valószínűséggel TF lépést végzünk, és 1 − Pt valószínűséggel
PA lépést végzünk. A horgony minden PA lépés után megváltozik, v új kapcsolata lesz az
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új horgonycsúcs. A klikk további csúcsainál ugyanezt elvégezzük annyi különbséggel, hogy
az első él nem PA lépéssel jön létre, hanem automatikusan a horgonyhoz kapcsolódik. A
klikkeken belüli éleket háztartási (household) éleknek, a háztartáson kívüli éleket pedig külső
(external) éleknek nevezzük.

Megjegyzés: Az inhomogén Holme–Kim-gráfnál az a lépés, hogy a háztartás csúcsai
először egy korábbi háztartásbeli csúcs horgonyához kapcsolódnak, azt modellezi, hogy
amikor egy háztartás tagja kapcsolatban áll valakivel, akkor nagy az esély arra, hogy
az adott személyt a háztartás többi tagja is ismeri. Ezzel reálisabbá tehetjük a szociális
hálózatot.

3.3. Inhomogén homofília gráf - háztartási + homofília

modell

A következőkben bevezetünk három társadalmi csoportot.

• 0. osztály: mélyszegénység

• 1. osztály: szegénység

• 2. osztály: középosztály, és felette

A társadalmi csoportok bevezetésének fontos szerepe van abban, hogy a valósághoz
hűebben tudjuk modellezni a járványterjedést, főleg az oltási stratégiákra koncentrálva.
Hiszen mikor oltásokat szeretnénk bevezetni, akkor figyelembe kell venni, hogy adott tár-
sadalmi csoportok számára ez a lehetőség kevésbé elérhető, vagy elzárkóznak tőle. Ezekről
az egyenlőtlenségekről a [6] forrásban olvashatunk.

Bevezetünk a következőkben homofíliaszabályokat is, amelyek azt mutatják meg, hogy
egy adott társadalmi csoport tagjai milyen valószínűséggel kapcsolódnak a saját osztályuk-
hoz és külső csoportokhoz. Ezt a szabályt egy 3 × 3 mátrixszal tudjuk megadni, ahol a
mátrix s-edik sorában és l-edik oszlopában lévő elem (vagy érték) azt mutatja meg, hogy
egy s osztálybeli csúcs milyen valószínűséggel kapcsolódik egy l osztálybeli csúcshoz, ahol
s, l ∈ {0, 1, 2}. Ebben a modellben a homofília jelensége azt jelenti, hogy az egyének prefe-
rálják a saját csoportjukon belüli kapcsolatokat, így a mátrix főátlójában szereplő elemek
értéke jellemzően nagyobb, mint a többi elemszámé.
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3.3.1. Definíció (Inhomogén homofília Barabási–Albert-gráf). Megegyezik az in-
homogén Barabási–Albert-gráffal, azzal a különbséggel, hogy mielőtt egy v csúcs kapcsolódik
egy w külső csúcshoz, kiválasztja a homofíliaszabályának megfelelően véletlenszerűen, hogy
melyik osztályból kerüljön ki w. Legyen a kiválasztott csoport s ∈ {0, 1, 2}, ekkor a prefe-
renciaszabály

Pw =
kw + 1∑

u∈V,u/∈F,u∈s osztály(ku + 1)
ahol ku az u csúcs fokszámát jelöli, és w ∈ s osztály is teljesül.

Ha a kiválasztott csoportban nincs olyan csúcs, amihez v kapcsolódni tudna, automatiku-
san a 3.2.1. definícióban megadott inhomogén Barabási–Albert-gráfnál lévő kapcsolódási
szabályt alkalmazzuk.

3.3.2. Definíció (Inhomogén homofília Holme–Kim-gráf). Megegyezik az inhomo-
gén Holme–Kim-gráffal, azzal a különbséggel, hogy a PA lépésnél mindig kiválasztjuk a
homofíliaszabálya szerint, hogy melyik társadalmi csoporthoz kapcsolódjon az adott v csú-
csunk. Legyen a kiválasztott csoport s ∈ {0, 1, 2}, ekkor a preferenciaszabály

Pw =
kw + 1∑

u∈V,u/∈F,u∈s osztály(ku + 1)
, ahol ku az u csúcs fokszámát jelöli, és w ∈ s osztály is teljesül.

A TF lépés marad.

A homofíliaszabály explicit módon csak a preferenciális csatolási lépések során teljesül.
A TF lépésnél azonban implicit módon van jelen, hiszen a horgonycsúcs, amelynek a
szomszédjához kapcsolódunk, szintén a homofíliaszabály szerint jött létre.

3.4. Használt adatok

3.4.1. Társadalmi csoportok beosztás

A társadalmat három részre bontottuk a vizsgálat során: normál körülmények között,
szegénységben, és mélyszegénységben élő emberek. Azért osztottuk ebbe a három cso-
portba, mert a középosztályban és a gazdagságban élő emberek között nincs különbség
abban, hogy ők el tudnak-e jutni oltási pontra vagy sem, azonban a szegénységben és
mélyszegénységben élő emberek között már sokkal nagyobb az ugrás.

A beosztást a Központi Statisztikai Hivatal (KSH) adatai alapján végeztük. A ház-
tartások méretének eloszlásához a 2022-es népszámlálás végleges adatait vettük alapul [7]
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(pontosabban az 1.2.2. A háztartások mérete, korösszetétele adatsor 1.2.2.1. A háztartá-
sok háztartásnagyság szerint című táblázatát), amely szerint a magyarországi háztartások
eloszlása a következő:

• 1 fős háztartás: 35, 5%

• 2 fős háztartás: 28, 0%

• 3 fős háztartás: 16, 6%

• 4 fős háztartás: 11, 7%

• 5 fős háztartás: 5, 0%

• 6 fős háztartás: 1, 8%

• 7 fős háztartás: 0, 7%

• 8 vagy több fős háztartás: 0, 7%

A KSH-Életkörülmények oldal, azon belül az 5.1.1.4. Relatív jövedelmi szegénységi arány
nem, korcsoport, iskolai végzettség, gazdasági aktivitás, háztartástípus és lakáshasználat
jogcíme szerint című statisztikák alapján határoztuk meg a szegénységi mutatókat [8].
Ezen adatok szerint a szegénységi arány az egyes háztartástípusokban:

• 1 fős háztartások: 26, 0%

• 2 fős háztartások: 15, 0%

• 3, 4 fős háztartások: 11, 0%

• 5+ fős háztartások: 25, 0%

Emellett Magyarországon a súlyos anyagi deprivációban élők aránya a teljes népességen
belül 8, 5%, ezt mindenhol ennyinek fogjuk venni. Ezek alapján a következő mátrixot
fogjuk használni a gráf létrehozásánál (százalékban):
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

3, 0 9, 2 23, 3

2, 4 4, 2 21, 4

1, 4 1, 8 13, 4

1, 0 1, 3 9, 4

0, 4 1, 3 3, 3

0, 2 0, 5 1, 1

0, 1 0, 2 0, 4

0, 1 0, 2 0, 4


A fenti mátrix sorai a háztartások méretének (1-től 8 főig), míg oszlopai a korábban
bevezetett társadalmi csoportoknak (0., 1. és 2. osztály) felelnek meg. A mátrix minden
egyes eleme azt mutatja meg, hogy a populáció összes háztartásának hány százaléka tar-
tozik az adott méretű és társadalmi státuszú csoportba. Ennek megfelelően a sorösszegek
visszaadják a háztartásméretek KSH szerinti eloszlását, az oszlopösszegek pedig az egyes
társadalmi osztályok teljes társadalmon belüli arányát. A mátrix összes elemének összege
kiadja a 100%-ot.

3.4.2. Homofíliaszabály

A homofíliai szabályokat azért vezettük be, mert általánosságban megfigyelhető, hogy
a mélyszegénységben élők szegregálódnak a társadalom többi részétől, az 1-es osztály
pedig egy hidat képez a 0-s és a 2-es osztály között. Ezek alapján a következő homofíliai
szabályt adtuk meg a gráfgeneráláshoz:

0, 80 0, 15 0, 05

0, 10 0, 80 0, 10

0, 05 0, 15 0, 80


A fenti mátrix elemei (mi,j) azt adják meg, hogy egy i társadalmi csoportba tartozó egyed
milyen valószínűséggel létesít külső kapcsolatot egy j csoportba tartozó egyeddel (i, j ∈
{0, 1, 2}). A főátló magas értékei az erős homofíliát, azaz a csoporton belüli zártságot
jelképezik, míg a mátrix m0,2 és m2,0 elemei azt mutatják, hogy a mélyszegénységben élők
(0. osztály) és a magasabb státuszúak (2. osztály) ritkán létesítenek kapcsolatot egymással.
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4. fejezet

Oltások

Amikor egy járvány lefolyását modellezzük, érdemes figyelembe venni az oltások hatá-
sát. Egy társadalomban fellépő járványkitörést meg lehet előzni, vagy legalábbis csökken-
teni a nagyságát oltásokkal. Nyilván itt figyelembe kell venni az oltások hatékonyságát,
azt, hogy az emberek milyen arányban vannak beoltva, illetőleg, hogy milyen stratégiát
alkalmazunk a társadalom beoltásához.

Az oltási stratégiák hatékonyságának vizsgálata Becker és Starczak módszerére épül
[9]. Ők azt mondják, hogy egy egyén különbözőképpen tud reagálni egy oltásra (pl. az
immunrendszer állapota). Az oltás hatékonyságát az E(AB) várható érték határozza meg,
ahol az A és B változók egy egyén fertőzőképességét és fogékonyságát tükrözik. A mo-
dellben A-t és B-t fix számnak tekintjük, azaz varianciájuk nulla, ezzel azt feltételezzük,
hogy mindenki ugyanúgy reagál az oltásra. A modellben a sztochasztikus rátákat ezekkel
az A és B számokkal súlyozzuk, és fertőzőképességi és fogékonysági faktornak nevezzük.

4.1. Hogyan épül fel egy oltási stratégia?

Fontos megjegyezni, hogy az oltási folyamat az SIR és SEIR szimulációk megkezdé-
se előtt történik, tehát a gráf csúcsait már a fertőzés terjedésének indításakor beoltott
állapotúnak tekintjük.

Első lépésként megadjuk, hogy az emberek hány százalékát szeretnénk beoltani. Az
esetek többségében 20% volt megadva. A személyek kiválasztása mindig egy stratégia
szerint történik, ezekkel a stratégiákkal a későbbiekben foglalkozunk.

Második lépésként megadjuk a fogékonysági és fertőzőképességi faktort, amelyek 0 és
1 közötti számok. A fogékonysági faktor azt adja meg, hogy mennyivel csökken az esélye
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annak, hogy valaki megfertőződjön. Ha például 0, 2 a fogékonysági faktor, akkor az oltott
embernél a fertőzési ráta (τ · 0, 2)-re csökken. A fertőzőképességi faktor azt reprezentálja,
hogy ha egy ember már megfertőződött, akkor ő milyen eséllyel fertőz meg másokat. Egy
oltás ugyanis nemcsak annak a valószínűségét tudja csökkenteni, hogy valaki megbeteged-
jen, hanem annak is, hogy tovább fertőzzön. Tehát, ha például a fertőzőképességi faktor
0, 3, akkor egy oltott fertőzött csúcshoz tartozó fertőzési ráta már csak τ · 0, 3 lesz.

Legyenek u és v szomszédos csúcsok, ahol u fertőzött. Ha a fogékonysági faktor fo és
a fertőzőképességi faktor fe, akkor az uv élen a fertőzési ráta a következő:

τuv =



τ · fo · fe, ha u és v is oltott

τ · fo, ha v oltott, de u nem

τ · fe, ha u oltott, de v nem

τ, ha egyik sem oltott

Amikor a gráfokba már beépítjük a háztartási szerkezetet, akkor figyelembe kell vegyük
azt is, hogy két csúcs milyen kapcsolatban áll egymással. Az egy háztartásban élők között
magasabb a fertőzési ráta, mint külső kapcsolatok esetén. Legyen tehát τH a háztartási
fertőzési ráta, és τE a külső fertőzési ráta. Az SIR programkódban az oltás hatékonyságát
a következőképpen tudjuk beállítani:

H_szimulacios = nx.DiGraph ()

for csomopont in G_eredeti.nodes():

H_szimulacios.add_node(csomopont , is_vaccinated =( csomopont

in beoltott_csucsok))

for u, v, data in G_eredeti.edges(data=True):

u_oltott = H_szimulacios.nodes[u][’is_vaccinated ’]

v_oltott = H_szimulacios.nodes[v][’is_vaccinated ’]

suly_u_v = (fertozokepessegi_faktor if u_oltott else 1.0) *

(fogekonysagi_faktor if v_oltott else 1.0)

suly_v_u = (fertozokepessegi_faktor if v_oltott else 1.0) *

(fogekonysagi_faktor if u_oltott else 1.0)

H_szimulacios.add_edge(u, v, type=data.get(’type’),

individual_weight=suly_u_v)
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H_szimulacios.add_edge(v, u, type=data.get(’type’),

individual_weight=suly_v_u)

A fentiekben megnézzük, hogy melyik csúcsok voltak beoltva, és ez alapján minden élt
kicserélünk egy oda-vissza irányított élre, hogy reprezentálni tudjuk a jövőbeli járvány-
terjedésnél a fertőzéseket.

base_tau = tau_external

for u, v, data in G_oltott.edges(data=True):

individual_weight = data.get(’individual_weight ’, 1.0)

type_multiplier = (tau_household / base_tau) if data.get(’

type’) == ’household ’ else 1.0

G_oltott.edges[u, v][’transmission_weight ’] =

individual_weight * type_multiplier

Minden élre beállítjuk a megfelelő súlyt a fertőzési ráta alapján. Ennek köszönhetően
a szimulációk (SIR, SEIR) futtatásakor elegendő egyetlen globális τ értéket megadni, ami
a τE lesz. A tényleges fertőzési valószínűséget a keretrendszer az éleken definiált átviteli
súly (a kódban transmission_weight) figyelembevételével határozza meg.

A szimulációk indításakor egy rögzített számú kezdeti fertőzött csúcsot választunk ki
véletlenszerűen. Ennél a lépésnél nem vesszük figyelembe a csúcsok oltottsági állapotát,
egy beoltott ember is ugyanolyan valószínűséggel lesz fertőzött a szimuláció elején, mint
aki nem kapott oltást.

4.2. Oltási stratégiák - alapgráfokra és inhomogén grá-

fokra

A következőkben három oltási stratégiát fogunk bemutatni. Az oltási arány legyen Q.
Az alapgráfokra és az inhomogén gráfokra az oltási stratégiákat lehet egyformán definiálni.

Az elsőként definiált oltási stratégia az egyenletes oltási stratégia. A Pastor-Satorras
és Vespignani által készített tanulmány [10] alapján a legegyszerűbb immunizációs eljárás
az, amikor a populációban véletlenszerűen választjuk ki a beoltandó egyéneket. A ho-
mogén hálózatokban létezik egy kritikus küszöb, amely felett a hálózat megvédhető, a
skálafüggetlen hálózatokban az egyenletes stratégia teljesen hatástalan. Matematikai ér-
telemben a skálafüggetlen hálózatokban a teljes nyájimmunitás csak akkor érhető el ezzel
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a módszerrel, ha a hálózat 100%-át beoltjuk.
Az elsőként definiált oltási stratégia az egyenletes oltási stratégia. A Pastor-Satorras és

Vespignani által készített tanulmány [10] alapján a legegyszerűbb immunizációs eljárás az,
amikor a populációban véletlenszerűen választjuk ki a beoltandó egyéneket. A fokszám
szempontjából homogén hálózatokban létezik egy kritikus oltási arány, amely felett a
járvány nem képes tartósan fennmaradni. Skálafüggetlen hálózatok esetén azonban az
egyenletes immunizáció jóval kevésbé hatékony. Bár a fertőzöttség mértéke nagy oltási
arány mellett jelentősen csökkenthető, a vizsgált modellben a fertőzés csak teljes (100%-
os) immunizáció esetén tűnik el teljesen. Az említett cikk 1.7-es ábrája alapján ugyanakkor
már körülbelül 80%-os átoltottság mellett is igen alacsony fertőzöttségi szint figyelhető
meg.

4.2.1. Definíció (Egyenletes oltási stratégia). A gráf csúcsai közül egyenletes elosz-
lás szerint kiválasztjuk a csúcsok Q-ad részét.

A skálafüggetlen hálózatoknál az egyenletes oltási stratégia kevésbé hatásos, erre ad
megoldást a célzott immunizáció. Ennek lényege, hogy nem véletlenszerűen oltanak, ha-
nem a legnagyobb fokszámú csomópontokat védik először. A szimulációk (például egy
rögzített, λ = 0, 25-ös fertőzési ráta esetén) azt mutatják, hogy a legnagyobb fokszámú
csúcsok oltásakor a fertőzöttség drasztikusan csökken. Ennél a stratégiánál a nyájimmu-
nitás már a populáció mintegy 16%-ának beoltásával is biztosítható (lásd [10] cikk 1.7-es
ábráját).

4.2.2. Definíció (Legnagyobb fokszám szerinti oltási stratégia). Meghatározzuk a
gráf minden csúcsának a fokszámát, majd a legnagyobb fokszámú csúcstól a legkisebb fok-
számú csúcs felé haladva beoltjuk az embereket, addig, amíg el nem érjük, hogy a populáció
Q-ad része be legyen oltva.

Nagy hátránya ennek a célzott oltási stratégiának, hogy a valóságban szinte lehetetlen
megvalósítani, mivel a teljes kapcsolati hálózat megismerése és a legmagasabb fokszámú
csúcsok azonosítása nagyon költséges. Az Improving immunization strategies című cikk.
[11] megvizsgál olyan stratégiákat is, amelyek a globális hálózati ismeret hiánya miatt
kizárólag lokális információkat használnak. Ezek az úgynevezett ismerős alapú stratégi-
ák (mint például egy véletlenszerűen kiválasztott egyén ismerősének, vagy egy tőle több
kapcsolattal rendelkező ismerősének beoltása) képesek megközelíteni a legnagyobb fokszá-
mú célzott oltás hatékonyságát anélkül, hogy a teljes hálózat ismeretére szükség lenne.
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A szimulációk igazolják, hogy a módszer továbbfejlesztett változata mintegy negyedére
képes csökkenteni a szükséges oltások számát a sima ismerős alapú módszerekhez képest.
Azonban a továbbiakban ezeket az oltási stratégiákat nem fogjuk részletesen vizsgálni.

A következő oltási stratégia egy saját elképzelés, melyet a legnagyobb fokszámú stra-
tégia inspirált. Ebben a megközelítésben az oltás azokat a csúcsokat célozza, amelyeken
keresztül a járvány a leggyorsabban képes eljutni a gráf bármely pontjába. Vagyis az oltási
stratégia azokat a csúcsokat részesíti előnyben, amelyek a gráf többi pontjához összessé-
gében a legközelebb helyezkednek el.

4.2.3. Definíció (Legrövidebb út szerinti oltás). Kiszámítjuk a gráf komponenseit,
azok méretét, és minden csúcsra az elérhető csúcsok távolságának összegét, vagyis minden
csúcspárra meghatározzuk a legrövidebb út távolságát (ha van ilyen), és azokat összegezzük.
Több komponens esetén az egyes komponensekre határozzuk ezt meg. Minden komponens-
ben a csúcsok Q-ad részét beoltjuk, úgy, hogy mindig a komponensen belül még be nem
oltott legkisebb távolságösszegű csúcsot választjuk.

Ennek a stratégiának az alapgondolata hasonló a Freeman által bevezetett betweenn-
ess centrality fogalmához [12], amely azt méri, hogy egy csúcs milyen gyakran szerepel
más csúcspárok közötti legrövidebb utakon. Bár a két módszer nem azonos, mindkettő a
legrövidebb utak szerkezetére épít, és a hálózat központi, a terjedés szempontjából fontos
csúcsait próbálja azonosítani.

4.3. Oltási stratégiák - Inhomogén homofília gráf

A társadalmi helyzetnek nagy szerepe van abban, hogy az emberek hajlandóak-e beol-
tani magukat, illetve, hogy hozzá tudnak-e férni a különböző oltásokhoz. Könnyen belát-
ható, hogy a mélyszegénységben élők sokkal nehezebben jutnak hozzá az oltáshoz, abból
kiindulva, hogy nem feltétlenül tudnak eljutni az oltópontokra. Ezt a megfigyelést Manna,
Koltai és Karsai kutatása is alátámasztja [6]. A statisztikai elemzés szerint az oltásfelvé-
tel terén a jövedelem volt a legmeghatározóbb tényező: magasabb társadalmi-gazdasági
státuszú csoportok (magasabb jövedelem, jobb állás) nagyobb arányban oltatták be ma-
gukat. Bár az oltási kampány Magyarországon életkor szerint priorizált (az időseket vették
előre), a társadalmi státusz hatása minden korcsoportban megfigyelhető volt [6].

Adott három társadalmi csoportunk: mélyszegénység, szegénység, valamint középosz-
tály és felette. Megadhatjuk, hogy a különböző társadalmi csoportokat milyen arányban
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akarjuk beoltani. Az egész társadalom Q-ad részét fogjuk beoltani. Legyen a, b, c rendre
a mélyszegénységhez, szegénységhez, valamint a középosztály és felette társadalmi cso-
portokhoz tartozó egyedi súly. Amikor eldöntjük, hogy melyik csoportból hány embert
szeretnénk beoltani, a következő egyenletet kell megoldanunk: X · (a ·A+ b ·B + c ·C) =

Q · (A + B + C), ahol A a mélyszegénységben, B a szegénységben, C pedig a középosz-
tályban és felette élő emberek száma. Ekkor X egy skálázási tényező, ami azt a számot
adja meg, amivel a csoportok egyedi súlyait (a, b, c) meg kell szorozni ahhoz, hogy a tel-
jes lakosságra vetített átlagos átoltottság pontosan Q legyen. A skálázási mechanizmus
garantálja, hogy a csoportszintű prioritási arányok megmaradjanak.

• Oltandók száma mélyszegénységben: A ·X · a

• Oltandók száma szegénységben: B ·X · b

• Oltandók száma középosztályban és felette: C ·X · c

A járványterjedési szimulációknál általában a = 0, 1, b = 0, 25, c = 0, 65 paramétereket
használtunk, ugyanis a mélyszegénységben élők zárkóznak el jellemzően a legjobban az
oltástól, illetve kevesebb lehetőségük van eljutni az oltópontokra. Ezzel szemben a közép-
osztály és felette társadalmi csoportok egyrészről nyitottabbak az oltásokra, másrészről
megvan az anyagi hátterük ahhoz, hogy ne legyen probléma az oltópontokra való eljutás.

Amikor a legrövidebb út oltási stratégiát alkalmazzuk, akkor oda kell figyelnünk a
komponensekre is, ezért ott minden részre kiszámoljuk külön-külön ezt az egyenletet.

Miután kiszámoltuk minden társadalmi csoportra, hogy hány embert kell beoltani, az
alapgráfoknál definiált oltási stratégiákat csoportonként fogjuk alkalmazni. A legnagyobb
fokszámú oltási stratégiánál minden élt figyelembe veszünk, nemcsak az azonos csoportok
közötti éleket. A legrövidebb út oltási stratégiánál ezt komponensenként végezzük el. Ha
egy társadalmi osztályban kevesebb ember van, mint amennyit be akarunk oltani, akkor
az egész osztályt beoltjuk, azonban ekkor az átoltottság aránya Q-nál kisebb lesz.

Az ehhez kapcsolódó kód a következő:

csomopontok_0 = []

csomopontok_1 = []

csomopontok_2 = []

for csucs in G_eredeti.nodes():

osztaly = csomopont_haztartas_map[csucs][’osztaly ’]

28



if osztaly == 0:

csomopontok_0.append(csucs)

elif osztaly == 1:

csomopontok_1.append(csucs)

elif osztaly == 2:

csomopontok_2.append(csucs)

A = len(csomopontok_0)

B = len(csomopontok_1)

C = len(csomopontok_2)

X = (Q*(A+B+C))/(A*a+B*b+C*c)

oltandok_szama_0 = A*X*a

oltandok_szama_1 = B*X*b

oltandok_szama_2 = C*X*c

beoltott_csucsok_0 = set(random.sample(csomopontok_0 , min(len(

csomopontok_0), int(oltandok_szama_0))))

beoltott_csucsok_1 = set(random.sample(csomopontok_1 , min(len(

csomopontok_1), int(oltandok_szama_1))))

beoltott_csucsok_2 = set(random.sample(csomopontok_2 , min(len(

csomopontok_2), int(oltandok_szama_2))))
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5. fejezet

Szimulációk

A kutatás során különféle szimulációkat futtattunk le, majd összehasonlítottuk a ka-
pott eredményeket. A kutatás célja annak vizsgálata volt, miként zajlanak le a járványok
(SIR, SEIR) különböző preferenciális csatolású hálózatokon. Megvizsgáltuk továbbá, hogy
a hálózati szerkezet hogyan befolyásolja az egyes oltási stratégiák hatékonyságát. A mo-
dellezés során figyelembe vettük Magyarország demográfiai és háztartási szerkezetét is.
A kutatást lépésről lépésre építettük fel, az alapgráfok elemzésétől indulva haladtunk
az egyre összetettebb struktúrák felé, eljutva az inhomogén (háztartásalapú), majd a
homofília-szabályokkal is kiegészített gráfokig.

Fontos szempont, hogy a szimulációkat egy rögzített méretű kezdeti részpopuláció-
val indítottuk: az SIR modellek esetében fertőzött, míg az SEIR modelleknél fertőzött
és lappangó állapotú egyénekkel, ami a járványfolyamat beindulásának elengedhetetlen
feltétele volt. Ebben a fázisban a csomópontok oltottsági állapota még nem befolyásolta a
fertőződés valószínűségét, azaz egy beoltott egyén ugyanolyan eséllyel válhatott a járvány
kiindulópontjává, mint egy oltatlan.

5.1. Alapgráfok

A következőkben a Barabási–Albert és Holme–Kim típusú hálózatokon végzett SIR és
SEIR szimulációk eredményeit mutatjuk be és vetjük össze. Az elemzés során feltárjuk,
hogy miként befolyásolják a járványterjedés dinamikáját a különféle alkalmazott oltási
stratégiák, illetve a hálózat sűrűsége (az élek száma).
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5.1.1. SIR modell - Alapgráfok

Elsőként az SIR szimulációkat végzzük el. A szimulációkhoz a következő paramétereket
használtuk:

• Gráfparaméterek:

– Gráf csúcsainak száma (N): 104,

– Új élek száma a gráfgenerálás során (m): 4,

– A háromszögelés valószínűsége (p): 0, 5 (a Holme–Kim-modell esetén)

• Szimulációs paraméterek:

– Generált gráfok száma szimulációnként: 5,

– Szimulációk futtatásának száma gráfonként: 10

• Oltási paraméterek (abban az esetben, amikor alkalmazunk oltást):

– Oltási arány: 0, 2,

– Fogékonysági faktor: 0, 6,

– Fertőzőképességi faktor: 0, 5

• SIR paraméterek:

– Fertőzési ráta (τ): 0, 4,

– Gyógyulási ráta (γ): 1, 0,

– Kezdeti fertőzöttek aránya (ρ): 0, 05

Első lépésben a Barabási–Albert-gráfot vizsgáljuk meg. Elemezzük a járványterjedés
dinamikáját oltási stratégia alkalmazása nélkül, majd összehasonlítjuk ezt az egyenletes,
a legnagyobb fokszám szerinti, valamint a legrövidebb út alapú oltási stratégiák hatékony-
ságával.

Az 5.1. ábrán látható eredmények mutatják az egyes stratégiák közötti hatékonyság-
beli különbséget. A fertőzöttek számának alakulását bemutató 5.1a. ábrán megfigyelhető,
hogy oltás nélkül a járvány gyorsan lefut, és a tetőzése is magas. A legnagyobb fokszám
szerinti oltás bizonyult a leghatékonyabbnak, nemcsak a fertőzöttek tetőzését csökkentet-
te, hanem késleltette is azt. Ez az eredmény összhangban van a [10] és a [4] cikkekben
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(a) Fertőzöttek (I) számának alakulása (b) Gyógyultak (R) számának alakulása

5.1. ábra. Különböző oltási stratégiák összehasonlítása Barabási–Albert-modellen (SIR)

leírtakkal is, miszerint a skálafüggetlen hálózatoknál magas szintű immunizációt tudunk
elérni, ha a legnagyobb fokszámú csúcsokat oltjuk be, mivel ezek eltávolítása jelentősen
csökkenti a hálózat átjárhatóságát a fertőzés számára. Az 5.1b. ábra a járvány végki-
menetelét, a teljes átfertőzöttséget mutatja. Itt láthatóak leginkább a stratégiák közötti
különbségek. A legnagyobb fokszámú oltásnak köszönhetően a populáció nagy része fo-
gékony marad, miközben az oltás nélküli vagy az egyenletes oltással védett esetben a
lakosság jóval nagyobb hányada átesik a fertőzésen.

Második lépésként a Holme–Kim-modellen végzett szimulációkat elemezzük, és hason-
lítjuk össze a Barabási–Albert-modellen kapott eredményekkel.

(a) Fertőzöttek (I) számának alakulása (b) Gyógyultak (R) számának alakulása

5.2. ábra. Különböző oltási stratégiák összehasonlítása Holme–Kim-modellen (SIR)

Az 5.1. és az 5.2. ábrák összehasonlításakor megfigyelhető, hogy oltás nélkül a járvány
lefolyása mindkét gráftípusnál hasonló dinamikát mutat: gyors lefolyást, és magas tetőzési
pontot. Az oltási stratégiák bevezetésekor azonban a Holme–Kim-modellen jobb eredmé-

32



nyek figyelhetőek meg a járvány megfékezése terén. Ez elsősorban a hálózat magasabb
klaszterezettségének köszönhető. A Holme–Kim-gráfban, amikor célzottan a legnagyobb
fokszámú csúcsokat vagy a legrövidebb utakon fekvő csomópontokat oltjuk be, a fertőzés
könnyebben marad lokális csoportokban. Ennek oka, hogy a célzottan beoltott csúcsok
hatékonyan vágják el a különböző klikkek közötti kapcsolatokat. Ez a Holme–Kim-modell
mechanizmusából következik, hiszen a preferenciális kapcsolódás miatt a horgonycsúcsok
általában magas fokszámúak, így a lokális csoportok a háromszögelési lépés miatt ezek
köré épülnek fel.

5.1.2. SEIR modell - Alapgráfok

Tekintsük most az SEIR szimulációkat. A gráfparaméterek, szimulációs paraméterek,
és oltási paraméterek megegyeznek az SIR-nél felsoroltakkal. Azonban most nem az SIR
paramétereket fogjuk használni, hanem a következő SEIR paramétereket:

• Fertőzési ráta (τ): 0, 4,

• Lappangási ráta (σ): 0, 7,

• Gyógyulási ráta (γ): 1, 0,

• Kezdeti fertőzöttek aránya (ρI): 0, 05,

• Kezdeti lappangó állapotban lévők aránya (ρE): 0, 06

Elsőként ismételten a Barabási–Albert-gráfon vizsgáljuk a járványterjedést.

(a) Fertőzöttek (I) számának alakulása (b) Gyógyultak (R) számának alakulása

5.3. ábra. Különböző oltási stratégiák összehasonlítása Barabási–Albert-modellen (SEIR)
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Az SIR szimulációkkal összevetve az SEIR modellnél az 5.3a. ábrán megfigyelhető,
hogy a fertőzési görbe csúcsa alacsonyabb, és időben későbbre tolódik. Míg az SIR 5.1a.
ábrán a csúcsérték 3000 körül alakult az 1, 5-ös időpillanatban, addig az SEIR-nél a maxi-
mum 1200 környékén marad, és csak 4. időegység körül következik be. Ezek most az oltás
nélküli esetre vonatkoztak, de ez a jelenség a többi oltási stratégiánál is megfigyelhető.
Ennek az oka a lappangási időszak, amely miatt a fertőzések nem jelentkeznek azonnal.
Bár az oltási hatékonysági rangsor itt is változatlan, azonban ahogyan az 5.3b. ábrán is
látható a gyógyultak száma a járvány végén magasabb, mint az SIR-nél. Ez azzal magya-
rázható, hogy a lappangó állapot miatt az oltás hatása nem azonnal jelentkezik. A járvány
végén a gyógyultak száma magasabb lesz, ez annak is köszönhető, hogy a szimulációk in-
dításakor több a hordozó. Tehát az SEIR modellben a járványterjedés dinamikája eltér
az SIR-től, még ha a végső oltási hatékonysági sorrend változatlan is.

Másodikként a Holme–Kim-hálózaton vizsgáljuk meg az SEIR szimulációk eredménye-
it.

(a) Fertőzöttek (I) számának alakulása (b) Gyógyultak (R) számának alakulása

5.4. ábra. Különböző oltási stratégiák összehasonlítása Holme–Kim-modellen (SEIR)

Az 5.3. és az 5.4. ábrák összehasonlításakor azt tapasztaljuk, hogy az SIR-modellel
ellentétben itt kevésbé érvényesül az a jelenség, miszerint a klaszterezettebb hálózat fel-
erősítené a célzott oltások hatását.

5.2. Inhomogén gráf - háztartási modell

A továbbiakban áttérünk az inhomogén gráfokra. Az alapgráfokhoz hasonlóan össze-
hasonlítjuk a Barabási–Albert- és a Holme–Kim-modellt, és az azokon alkalmazott oltási

34



stratégiákat. Érdemes megfigyelni, hogy a háztartási szerkezet milyen mértékben befolyá-
solja a járványterjedést.

5.2.1. SIR modell - Inhomogén gráfok

Az alapgráfokhoz hasonlóan elsőként az SIR szimulációkat vizsgáljuk. A szimulációk-
hoz a következő paramétereket alkalmaztuk:

• Gráfparaméterek:

– Háztartások száma: 2000,

– Kezdő háztartások száma: 15,

– Új élek száma a gráfgenerálás során (m): 4,

– A háromszögelés valószínűsége (p): 0, 5 (a Holme–Kim-modell esetén)

• Szimulációs paraméterek:

– Generált gráfok száma szimulációnként: 5,

– Szimulációk futtatásának száma gráfonként: 10

• Oltási paraméterek (abban az esetben, amikor alkalmazunk oltást):

– Oltási arány: 0, 2,

– Fogékonysági faktor: 0, 6,

– Fertőzőképességi faktor: 0, 5

• SIR paraméterek:

– Háztartási fertőzési ráta (τh): 0, 9,

– Külső fertőzési ráta (τe): 0, 4,

– Gyógyulási ráta (γ): 1, 0,

– Kezdeti fertőzöttek aránya (ρ): 0, 05

Első lépésként tekintsük az inhomogén Barabási–Albert-gráfot. Az 5.5. ábrán látható
az SIR járványterjedés összehasonlítása különböző oltási stratégiák alkalmazása esetén.
Ezeket az eredményeket nehéz közvetlenül összevetni az alapgráfoknál kapottakkal, mivel
a háztartási szerkezetből adódóan itt egy sokkal sűrűbb hálózattal dolgozunk.
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(a) Fertőzöttek (I) számának alakulása (b) Gyógyultak (R) számának alakulása

5.5. ábra. Különböző oltási stratégiák összehasonlítása Inhomogén Barabási–Albert-
modellen (SIR)

Az 5.5a. ábra alapján megállapítható, hogy a járvány lefolyása gyors, amit a fertőzött-
ségi görbék meredek csúcsossága is igazol. A legnagyobb fokszám szerinti oltási stratégia
képes a leginkább késleltetni a járvány tetőzését, emellett az oltás nélküli esethez vi-
szonyítva szignifikánsan csökkenti az egyidejűleg fertőzöttek maximális számát. Bár az
egyenletes oltási stratégia esetén a fertőzöttek száma hirtelen és jelentősen megnő, az
5.5b. ábrán látható, hogy a gyógyultak, és ezáltal a fertőzésen átesettek végső arányában
nincs drasztikus eltérés a stratégiák között, ugyanakkor kisebb különbségek egyértelműen
megfigyelhetők.

Tekintsük meg a következőkben az inhomogén Holme–Kim-gráfot is.

(a) Fertőzöttek (I) számának alakulása (b) Gyógyultak (R) számának alakulása

5.6. ábra. Különböző oltási stratégiák összehasonlítása Inhomogén Holme–Kim-modellen
(SIR)

Mivel az 5.6. és az 5.5. ábrákon látható görbék lefutása nagyon hasonló, így az előző-
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ekben megfogalmazott megállapítások, például a legnagyobb fokszámú csúcsok oltásának
kiemelkedő hatékonysága, itt is érvényesek. A főbb eltérések a számokban mutatkoznak
meg. Az inhomogén Holme–Kim-modell esetében a járvány tetőzésekor a fertőzöttek szá-
ma alacsonyabb, és a járvány végén a gyógyultak száma is alacsonyabb. Megfigyelhető
továbbá az 5.6b. ábrán, hogy az egyenletes oltási stratégia és a másik két célzott stratégia
között sokkal szembetűnőbb a különbség a gyógyultak végleges számában, mint amit a
Barabási–Albert-modellnél láthattunk. Összességében tehát elmondható, hogy az inho-
mogén Holme–Kim-gráfon kevésbé intenzíven terjed a járvány.

5.2.2. SEIR modell - Inhomogén gráfok

Most foglalkozzunk az SEIR modellel is. A gráfparaméterek, szimulációs paraméterek
és az oltási paraméterek megegyeznek az SIR esettel. A szimulációkhoz a következő SEIR
paramétereket alkalmaztuk:

• Háztartási fertőzési ráta (τh): 0, 9,

• Külső fertőzési ráta (τe): 0, 4,

• Lappangási ráta (σ): 0, 7,

• Gyógyulási ráta (γ): 1, 0,

• Kezdeti fertőzöttek aránya (ρI): 0, 05,

• Kezdeti lappangó állapotban lévők aránya (ρE): 0, 06

Nézzük most egyszerre az inhomogén Barabási–Albert- és az inhomogén Holme–Kim-
modelleket. Ezeken a modelleken vizsgáljuk az SEIR szimulációt, és azt, hogy milyen
hatással vannak a szimulációkra a különböző oltási stratégiák.

Az 5.7. és az 5.8. ábrákon jól látható, hogy az SIR szimulációkhoz viszonyítva az
SEIR modell esetében a járvány lefolyása lassabb, és a fertőzöttek maximális száma is
alacsonyabb. Ezt már az alapgráfok esetében is tapasztalhattuk. Ezeknél a modelleknél is
látható, hogy a legnagyobb fokszám szerinti oltási stratégia a leghatékonyabb, itt a legki-
sebb a gyógyultak végleges száma, és a járványgörbe tetőzése is itt a legalacsonyabb. Az
5.8a. és az 5.7a. ábrákat összehasonlítva ráadásul az is látszik, hogy ez a célzott stratégia
az inhomogén Holme–Kim-modell esetében még jobban teljesít.
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(a) Fertőzöttek (I) számának alakulása (b) Gyógyultak (R) számának alakulása

5.7. ábra. Különböző oltási stratégiák összehasonlítása Inhomogén Barabási–Albert-
modellen (SEIR)

(a) Fertőzöttek (I) számának alakulása (b) Gyógyultak (R) számának alakulása

5.8. ábra. Különböző oltási stratégiák összehasonlítása Inhomogén Holme–Kim-modellen
(SEIR)
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Ahogyan az SIR modellnél, itt is megfigyelhető, hogy a gyógyultak végleges számát
tekintve az egyenletes oltási stratégia az összesített számok alapján rosszabbul teljesít
a másik két stratégiához képest a Holme–Kim-struktúrájú gráf esetében. A fertőzöttek
ábráján pedig mindkét modellnél látványosan magasabb a járványgörbe tetőzése, mint a
másik két oltási módszer alkalmazásakor. Összességében tehát elmondható, hogy az SIR
és az SEIR szimulációk között a lényegi különbség a járvány lefolyásának idejében van.
Az oltási stratégiák hatékonyságát vizsgálva azonban az inhomogén Barabási–Albert- és
Holme–Kim-modellek között nagyrészt ugyanazok a tendenciák figyelhetők meg az SEIR
modell esetében, mint az SIR-nél.

5.3. Inhomogén homofília gráf - háztartási + homofília

modell

A következőkben áttérünk az inhomogén homofília gráfokra. Mivel ez a legösszetettebb
gráfmodell, az ezen futtatott szimulációkat fogjuk a legrészletesebben, több szempont
alapján is megvizsgálni. Az SIR és az SEIR szimulációk futtatása során is az inhomogén
gráfoknál alkalmazott paramétereket fogjuk használni.

Érdemes kiemelni, hogy a gráfgenerálás során a második csoportba kerülnek a leg-
többen, így értelemszerűen ebből a halmazból kerül ki a legtöbb beoltott személy is. Az
oltási stratégiák alkalmazásakor figyelni kell arra, hogy az egyes osztályok mekkora há-
nyadát oltjuk be. Ennek pontos meghatározását a 4.3. Oltási stratégiák – Inhomogén
homofília-gráf című szakasz részletezi.

5.3.1. SIR - Inhomogén homofília gráfok

Elsőként az inhomogén homofília Barabási–Albert-gráfokon futtatott SIR szimuláció-
kat vizsgáljuk meg.

Az 5.9. ábrán megfigyelhető, hogy a vizsgált három oltási stratégia közül az egyenle-
tes oltás a legkevésbé hatékony, de még ez is jelentősen csökkenti a járvány méretét az
oltás nélküli esethez képest. A korábbi esetekhez hasonlóan itt is a legnagyobb fokszám
szerinti oltási stratégia az, amelyik a leginkább késlelteti a járvány tetőzését, és amelynél
a legalacsonyabb a fertőzésen átesett emberek végső száma. A tetőzés késleltetése miatt
értelemszerűen a járvány lefolyása is hosszabbá válik. Bár a járvány csúcspontját illető-
en szembetűnő különbség van a legnagyobb fokszám és a legrövidebb út oltási stratégia
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(a) Fertőzöttek (I) számának alakulása (b) Gyógyultak (R) számának alakulása

5.9. ábra. Különböző oltási stratégiák összehasonlítása Inhomogén homofília Barabási–
Albert-modellen (SIR)

között, ez az eltérés a gyógyultak görbéjét tekintve már kevésbé mutatkozik meg.
Ha összehasonlítjuk az 5.9. és az 5.5. ábrákat, láthatjuk, hogy a görbék alakja és a

csúcsértékek nagyon hasonlóak. Ez azt jelenti, hogy a homofília bevezetése önmagában
nem változtatja meg jelentősen a járvány dinamikáját az inhomogén modellhez képest, és
az oltási stratégiák is pontosan ugyanolyan sorrendben bizonyulnak hatékonynak.

Tekintsük az alábbiakban az inhomogén homofília Holme–Kim-gráfot.

(a) Fertőzöttek (I) számának alakulása (b) Gyógyultak (R) számának alakulása

5.10. ábra. Különböző oltási stratégiák összehasonlítása Inhomogén homofília Holme–
Kim-modellen (SIR)

Az 5.10. ábra eredményei nagymértékben hasonlítanak az előző, 5.9. ábrán bemuta-
tottakra. Mivel az inhomogén homofília modellek a korábban, az inhomogén gráfoknál
már elemzett tendenciákat követik, az eredmények részletes kifejtésétől eltekinthetünk.

Szeretnénk a Barabási–Albert- és Holme–Kim-struktúrájú gráfokat közelebbről össze-
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hasonlítani, ezért olyan szimulációkat végzünk, amelyek megmutatják, hogy egy járvány
terjedése során milyen különbségek figyelhetők meg a két modell között a fertőzöttek és
a gyógyultak számában. A korábban használt paramétereket alkalmazzuk, azzal a kü-
lönbséggel, hogy az m = 4 helyett az m = {2; 8} értékeket vizsgáljuk, hogy két szélső
esetet is elemezni tudjunk. Ahelyett, hogy az egyes modelleken külön-külön vizsgálnánk
a fertőzöttek és a gyógyultak számát, a Holme–Kim- és a Barabási–Albert-gráfok közötti
különbséget ábrázoljuk a járvány lefutása során. Annak érdekében, hogy átfogóbb képet
kapjunk, mindhárom oltási stratégia esetén összehasonlítjuk a két gráfmodellt.

(a) Fertőzöttek (I) számának alakulása (b) Gyógyultak (R) számának alakulása

5.11. ábra. Holme–Kim- és Barabási–Albert-modellek összehasonlítása SIR szimulációk-
ban

Fontos megjegyezni, hogy amikor az 5.11. ábrán elemezzük a különbségeket, a negatív
értékek azt mutatják, hogy a Barabási–Albert típusú gráfokon magasabb a fertőzöttek
vagy a gyógyultak száma, míg a pozitív értékek esetén a Holme–Kim típusú hálózatokon
nagyobb ez az érték. Emellett az ábrákon egy fekete vonal is látható, amely jelzi azokat
a szakaszokat, ahol a két modell értékei megegyeznek.

Látható az 5.11b. ábrán, hogy a gyógyultak számát tekintve az m = 8 esetben szin-
te nincs különbség a két modell között, mindhárom oltási stratégia esetében hasonló a
kimenetel. Ezzel szemben az m = 2 paraméterérték vizsgálatakor megfigyelhető, hogy a
Barabási–Albert típusú hálózatoknál magasabb a gyógyultak száma. Ezen belül a legna-
gyobb eltérés a legnagyobb fokszámú oltási stratégiánál jelentkezik. Ez arra utal, hogy
a járvány végső méretét tekintve ez a stratégia lényegesen hatékonyabb a Holme—Kim-
hálózatokon.

Tekintsük az 5.11a. ábrát. Ez az ábra lényegesen változatosabb képet mutat, mint
amit a gyógyultaknál láthattunk. Itt is megfigyelhető, hogy a járvány tetőzésekor az
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m = 2 esetben a fertőzöttek száma a Barabási–Albert-gráfon magasabb. Ugyanakkor
a szimuláció kezdeti szakaszában az egyenletes és a legrövidebb út oltási stratégiák ese-
tén a Holme–Kim-hálózat felé tolódik el az egyensúly. Érdekes jelenség figyelhető meg
az m = 8 paraméterértéknél. A legnagyobb fokszám, valamint a legrövidebb út oltá-
si stratégiák esetén a járvány kezdetén hirtelen csökkenés tapasztalható, amely során a
Barabási–Albert-modellben magasabbá válik a fertőzöttek száma, majd ezt követően gyors
növekedés figyelhető meg. A Holme–Kim-hálózatban lesz tartósan magasabb a fertőzöttek
száma, egészen a szimuláció végéig.

A Holme–Kim-modell a beépített háromszögelési lépés miatt erősebben klaszterezett,
mint a Barabási–Albert-hálózat. Ennek következtében a fertőzés inkább lokális közös-
ségekben terjed, ami jelentősen lelassítja a hálózat egészén való terjedést. Éppen ez az
oka annak, hogy a legnagyobb fokszámú oltási stratégia hatékony ebben a modellben. A
legnagyobb fokszámú csúcsok beoltása elszigeteli egymástól a közösségeket (ezt az alap-
gráfoknál kapott eredményeknél is kifejtettük). Ha azonban az m értékét megnöveljük, a
hálózat annyira sűrűvé válik, hogy ezek a lokális, lassító hatások elhanyagolhatóvá vál-
nak. Egy ilyen sűrű közegben a két modell már nagyon hasonlóan viselkedik, így a járvány
végén sem marad köztük érdemi különbség.

5.3.2. SEIR - Inhomogén homofília gráfok

Végül, de nem utolsósorban vizsgáljuk meg az inhomogén homofília Barabási–Albert-
és inhomogén homofília Holme–Kim-gráfokon futtatott SEIR szimulációkat.

(a) Fertőzöttek (I) számának alakulása (b) Gyógyultak (R) számának alakulása

5.12. ábra. Különböző oltási stratégiák összehasonlítása Inhomogén homofília Holme–
Kim-modellen
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(a) Fertőzöttek (I) számának alakulása (b) Gyógyultak (R) számának alakulása

5.13. ábra. Különböző oltási stratégiák összehasonlítása Inhomogén homofília Barabási–
Albert-modellen (SEIR)

Az 5.13a. és az 5.12a. ábrákat tüzetesebben megvizsgálva látható, hogy a Holme–
Kim-modellen a fertőzöttek maximális száma alacsonyabb, és a tetőzés időben is később
következik be. Az 5.13b. és 5.12b. ábrák összehasonlítása során nem figyelhető meg szig-
nifikáns eltérés a két modell között. A korábbi megfigyelésekkel összhangban a különböző
oltási stratégiák hatékonysága ebben az esetben is változatlan maradt.

Az SIR modellhez hasonlóan most az SEIR modell esetében is megnézzük a Holme–
Kim- és a Barabási–Albert-hálózatok közötti különbségeket a fertőzöttek és a gyógyultak
számát tekintve. Ezzel a lépéssel láthatjuk, miként módosítja a korábbi eredményeket a
lappangási időszak bevezetése.

Tekintsük először az 5.14c. ábrát. Hasonlóan az SIR modell esetéhez, azaz az 5.11b.
ábrán látottakhoz, itt is m = 2 esetén figyelhetők meg a legjelentősebb különbségek,
legfőképpen a legnagyobb fokszámú oltási stratégiánál. Érdekes azonban, hogy az m = 8

sűrűségű hálózatoknál az SEIR modell esetében sokkal nagyobb az egyezés a két modell
között a végső kimenetelt tekintve, mint korábban.

Következő lépésben vizsgáljuk meg az 5.14a. ábrát. Ilyen ábrát az SIR szimulációk so-
rán nem generáltunk, mivel abban a modellben nincs lappangó állapot. Jól látható, hogy
m = 2 esetén a Barabási–Albert-modellben jóval magasabb a lappangó stádiumban lévők
száma, a görbék a negatív tartományba futnak. Kivételt képez ez alól a legrövidebb út
oltás, amelynél a görbe hirtelen felugrik a pozitív tartományba, azonban gyorsan áttér a
negatívba, és a szimuláció végéig ott is marad. Ezzel szemben m = 8 esetén a lappangók
görbéje azt az oszcilláló viselkedést mutatja, amit az SIR modell fertőzöttjeinél már meg-
figyeltünk. A legnagyobb fokszám és a legrövidebb út stratégiáknál a görbék a járvány
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(a) Lappangók (E) számának alakulása (b) Fertőzöttek (I) számának alakulása

(c) Gyógyultak (R) számának alakulása

5.14. ábra. Holme–Kim- és Barabási–Albert-modellek összehasonlítása SEIR szimulációk-
ban
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legelején negatívak, majd hirtelen átváltanak pozitívvá.
Végül elemezzük az 5.14b. ábrát is. Ez lényegében a lappangók görbéjének egy időben

eltolt, némileg kisimultabb leképezése, hiszen az egyének a lappangási idő leteltével ke-
rülnek ebbe a fázisba. A görbék itt is követik az SIR-nél megfigyelteket. Ritkább (m = 2)
hálózatokon a járvány tetőzésekor a Barabási–Albert-gráfon szignifikánsan magasabb a
fertőzöttek száma. A sűrűbb (m = 8) esetben pedig itt is megjelenik a kezdeti kettős
kilengés. Fontos különbség az SIR-hez képest, hogy itt m = 8 esetén nem marad az
egyenletes oltás görbéje végig a negatív tartományban, hanem követi a másik két oltási
stratégiát.

5.4. Összehasonlítások

Az alábbiakban többféle szimulációt is elvégzünk annak érdekében, hogy átfogóbb
képet kapjunk a gráfmodellek sajátosságairól és egymáshoz viszonyított viselkedésükről.
Ezek a vizsgálatok arra szolgálnak, hogy pontosabban megértsük, miként befolyásolják az
eltérő hálózati struktúrák a járványok terjedését.

Megvizsgáljuk, hogy a hálózatok sűrűsége milyen hatással van a terjedési dinamikára a
különböző gráfmodellekben, továbbá kitérünk arra is, hogy az eltérő oltási arányok miként
hatnak a járvány lefolyására.

5.4.1. A hálózatsűrűség hatásának vizsgálata

Elsőként SIR szimulációkat tekintünk a Barabási–Albert típusú (alap, inhomogén, va-
lamint inhomogén homofília) gráfokon. A szimulációk során a már korábban ismertetett
és használt paramétereket alkalmazzuk, azzal a különbséggel, hogy a lépésenként hozzá-
adott új élek száma (m) nem fixen 4 lesz, hanem a {2; 4; 8} halmaz elemein iterálunk
végig. Továbbá az alapgráf esetében a csúcsok száma 4688 lesz, hogy megegyezzen a má-
sik két gráfmodell csúcsszámával. Mivel a korábbiakban a legnagyobb fokszám szerinti
oltási stratégia volt a leghatékonyabb, ezért ennél a szimulációnál is ezt fogjuk használni.
Ezen szimulációk segítségével olyan ábrákat kaphatunk, amelyek megkönnyítik a gráfmo-
dellek összehasonlítását, és megmutatják, hogy a hálózatok sűrűsége milyen mértékben
befolyásolja az oltás hatékonyságát a különböző modelleken.

Először vizsgáljuk meg az 5.15a. ábrát. A legszembetűnőbb eredmény, hogy a járvány
nagyságát m értéke jelentősen befolyásolja. Minél sűrűbb a hálózat, annál nagyobb a
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(a) Fertőzöttek (I) számának alakulása (b) Gyógyultak (R) számának alakulása

5.15. ábra. Legnagyobb fokszámú oltás vizsgálata SIR szimulációval, különböző m érté-
kekkel Barabási–Albert típusú gráfokon

járvány is. Látható, hogy az m paraméter értékétől függetlenül az alapgráfon bizonyult
a legenyhébbnek a járvány lefolyása, m = 2 esetén pedig szinte azonnal, már a kezdeti
szakaszban elhalt. Ennek oka, hogy az alapgráf nem tartalmaz háztartási struktúrát, így
a fertőzés kevesebb élen keresztül terjedhet. Ráadásul a háztartáson belüli kapcsolatok
jellemzően magasabb fertőzési rátával járnak, mint a hálózat egyéb kapcsolatai.

Az inhomogén és az inhomogén homofília modelleket összevetve megállapítható, hogy
az m = 2 esetben az inhomogén modell járványgörbéje laposabb, ez azt jelenti, hogy a
lefolyás lassabb, a tetőzés időben később következik be, illetve a fertőzöttek maximális
száma is alacsonyabb. Bár m = 4 esetében még tapasztalhatóak az m = 2-nél leírt
különbségek, azonban már jóval kevésbé, m = 8 esetén pedig a két görbe szinte teljesen
egybeesik.

Az 5.15b. ábrán is látható, hogy az alapgráfok esetében sokkal kevesebb ember esett
át a fertőzésen. Bár az 5.15a. ábrán különbségek figyelhetők meg az inhomogén és az
inhomogén homofília modellek között, ezek a különbségek a gyógyultak számában nem
jelennek meg.

Az előbbi SIR szimulációkhoz hasonlóan most azt vizsgáljuk meg, hogy az SEIR mo-
dell esetében hogyan viszonyul egymáshoz a három gráfmodell (alap, inhomogén, vala-
mint inhomogén homofília). Itt azonban a Barabási–Albert típus helyett a Holme–Kim-
gráfokat elemezzük, továbbá nem a legnagyobb fokszám, hanem a legrövidebb út alapú
oltási stratégiát alkalmazzuk. Ezeket a változtatásokat azért vezettük be, hogy a háló-
zatok viselkedését minél több szemszögből megvizsgálhassuk, ugyanakkor elkerüljük az
elemzés felesleges túlzsúfolását.
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(a) Fertőzöttek (I) számának alakulása (b) Gyógyultak (R) számának alakulása

5.16. ábra. Legrövidebb út oltás vizsgálata SEIR szimulációval különböző m étrékekkel
Home-Kim típusú gráfokon

Tekintsük az 5.16. ábrát. Az 5.15. ábrához hasonlóan itt is az alapgráfok esetében a
legkisebb a járvány nagysága. Az SEIR modellnél m ∈ {2, 4} értékénél jóval magasabb a
fertőzöttek száma az SIR modellhez képest. A járvány tetőzését illetően hasonló a dina-
mika, mint az SIR esetben, azonban az inhomogén és az inhomogén homofília gráfoknál
az m = 2 esetben kisebb a különbség.

Az inhomogén és a homofil hálózatok közötti különbség m = 2 esetén azért csökken,
mert legrövidebb út oltást alkalmaztunk. A legrövidebb út oltás a különböző közösségeket
összekapcsoló személyeket célozza meg. Egy olyan ritka hálózatban, ahol m = 2, nagyon
kevés ilyen személy van. Ha ezeket az embereket célzottan elérjük oltásokkal, akkor a
közösségek elszigetelődnek egymástól, így a homofília extra strukturális hatása már nem
tud érvényesülni.

5.4.2. Az oltási arány hatásának vizsgálata

A következőkben az oltási arány hatását vizsgáljuk a különböző gráfmodelleken (alap,
inhomogén, valamint inhomogén homofília). Célunk annak feltárása, hogy az átoltottság
mértéke miként befolyásolja a járvány terjedését. Ennek során kétféle oltási stratégiát is
elemzünk (egyenletes és legnagyobb fokszámú oltási stratégia), amelyeket az áttekinthető-
ség érdekében külön ábrákon szemléltetünk. Míg az SIR szimulációk esetében a Barabási–
Albert típusú gráfokat vetjük össze, addig az SEIR szimulációknál a Holme–Kim típusú
hálózatokat elemezzük, mindkét esetben az eddig alkalmazott paraméterbeállítások meg-
tartásával.
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(a) Fertőzöttek (I) számának alakulása (b) Gyógyultak (R) számának alakulása

5.17. ábra. Az oltási arány hatása az egyenletes oltási stratégiára Barabási–Albert típusú
gráfokon (SIR szimuláció)

(a) Fertőzöttek (I) számának alakulása (b) Gyógyultak (R) számának alakulása

5.18. ábra. Az oltási arány hatása a legnagyobb fokszám oltási stratégiára Barabási–Albert
típusú gráfokon (SIR szimuláció)
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Elsőként az SIR szimulációkat tekintjük át. Az 5.17. és az 5.18. ábrákon mindhárom
gráfmodell esetében megfigyelhető, hogy az átoltottság növekedésével csökken a járvány
végső mérete. A 0,1-es átoltottság mellett az inhomogén és az inhomogén homofil modell
mindkét oltási stratégia esetén szinte megegyezik. Amikor az átoltottságot 0,5-re növel-
jük, a két modell már elkezd elkülönülni egymástól, ez a jelenség különösen a legnagyobb
fokszámú oltási stratégia esetén, a fertőzöttek számában figyelhető meg. A 0,9-es átoltott-
ságnál mindkét esetben egyértelműen elkülönül a két modell viselkedése.

Az alapgráfokat vizsgálva az 5.17b. ábrán az látható, hogy az egyenletes oltás esetén a
0,5-ös és a 0,9-es átoltottság között jelentkezik nagyobb különbség. Ezzel szemben a legna-
gyobb fokszámú oltási stratégia esetén, az 5.18b. ábrán, a 0,1-es és a 0,5-ös átoltottságok
között tapasztalható jelentősebb eltérés. Az inhomogén és az inhomogén homofil modelle-
ket vizsgálva a különbségek kevésbé látványosak, mint az alapgráf esetében, azonban itt is
megfigyelhető az eltérések változása. Ezek a különbségek elsősorban a fertőzöttek számát
ábrázoló grafikonokon, azaz az 5.17a. és az 5.18a. ábrákon jelennek meg.

Mivel ezek a hálózatok néhány nagyon magas fokszámú csúcs köré szerveződnek, az
egyenletes, véletlenszerű oltás alacsony vagy közepes átoltottság esetén ritkán éri el ezeket
a kulcsfontosságú csúcsokat. Emiatt a hálózat nagyrészt összefüggő marad, és a járvány
tovább tud terjedni, ami megmagyarázza, hogy miért csak a 0,5 és 0,9 közötti átoltott-
sági tartományban csökken jelentősen a fertőzés terjedése. Ezzel szemben a legnagyobb
fokszámú oltási stratégia közvetlenül ezeket a fontos elosztó pontokat célozza meg. En-
nek hatására a hálózat hamarabb kisebb, egymástól elszigetelt részekre esik szét, így már
alacsonyabb, 0,1 és 0,5 közötti átoltottságnövelés is jelentősen csökkenti a járvány végső
méretét.

Térjünk most át az SEIR szimulációk vizsgálatára, ahol Barabási–Albert típusú mo-
dellek helyett Holme–Kim típusú hálózatokat fogunk elemezni.

Az 5.19. és az 5.20. ábrákon az SIR szimulációkhoz hasonló tendenciák figyelhetők meg,
az átoltottság növekedésével a járvány végső kiterjedése jelentősen csökken. Továbbá itt
is látható, hogy 0,1-es átoltottság esetén az inhomogén és az inhomogén homofil modellek
még nagyrészt együtt mozognak, majd az oltási arány növelésével a görbék elkezdenek
szétválni. A két oltási stratégia hatékonysága továbbra is az eddig megfigyelt mintázatot
követi. Az egyenletes oltás esetében a 0,5-ös és a 0,9-es átoltottsági szintek eredményei
között mutatkozik nagyobb különbség. A legnagyobb fokszám alapú, célzott stratégiánál
viszont már az átoltottság 0,1-ről 0,5-re történő emelésénél is látható jelentős különbség.

Összességében az eredmények megerősítik, hogy mind az oltási lefedettség növelése,
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(a) Fertőzöttek (I) számának alakulása (b) Gyógyultak (R) számának alakulása

5.19. ábra. Az oltási arány hatása az egyenletes oltási stratégiára Holme–Kim típusú
gráfokon (SEIR szimuláció)

(a) Fertőzöttek (I) számának alakulása (b) Gyógyultak (R) számának alakulása

5.20. ábra. Az oltási arány hatása a legnagyobb fokszám oltási stratégiára Holme–Kim
típusú gráfokon (SEIR szimuláció)
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mind a célzott stratégiák alkalmazása kulcsfontosságú a járvány végső méretének csök-
kentésében.

5.5. Összefoglalás

Az eddig bemutatott szimulációs eredmények összegzése átfogó képet ad a vizsgált
modellekről. A Barabási–Albert- és a Holme–Kim-hálózatok összehasonlítása rámutatott,
hogy a Holme–Kim-modell nagyobb klaszterezettsége miatt a fertőzés inkább lokális kö-
zösségekben marad, így lassabban terjed, mint a Barabási–Albert-hálózatokon.

A terjedést a hálózat sűrűsége is jelentősen befolyásolja, ritkább hálózatokon a járvány
lassabb és korlátozottabb, míg sűrűbb gráfokban a szerkezeti különbségek és a lokális
lassító hatások nagyrészt eltűnnek, ami gyorsabb terjedést eredményez.

Az oltási stratégiák közül a véletlenszerű oltás bizonyult a legkevésbé hatékonynak,
mivel ritkán éri el a kulcsszereplő csomópontokat, így csak magas átoltottság mellett
eredményes. Ezzel szemben a célzott módszerek, különösen a fokszám szerinti oltás, de
kisebb mértékben a legrövidebb út stratégia is jelentősen hatékonyabbnak bizonyultak.
A sok kapcsolattal rendelkező csomópontok immunizálása már alacsonyabb átoltottság
esetén is jelentősen csökkenti a járvány méretét és késlelteti a tetőzést.

A modellek összevetése azt mutatja, hogy az SEIR modell a lappangási idő miatt las-
sabb lefolyású, és alacsonyabb, későbbi tetőzést eredményez az SIR modellhez képest. Bár
a háztartási alapú, inhomogén hálózatok a sűrűbb lokális kapcsolatok miatt gyorsítják a
terjedést, a homofília bevezetése nem okoz számottevő változást az általános dinamikában.

Összességében elmondható, hogy a hálózati szerkezet és az oltási stratégia kulcssze-
repet játszanak a járványok alakulásában, azonban sűrűbb hálózatok esetén a szerkezeti
különbségek hatása jelentősen csökken.
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6. fejezet

Kitekintés

Bár a jelen kutatás a Barabási–Albert- és Holme–Kim-hálózatokon futtatott SIR/SEIR
modellekre szorítkozott, a hálózatkutatás és járványtan metszetében számos fejlettebb
modell is létezik. A Literature Review of Social Network Analysis in Epidemic Prevention
and Control című cikk [13] ezeket próbálja összefoglalni.

Hálózati struktúrákat tekintve beszélhetünk akár skálafüggetlen hálózatokról, akár kis-
világi gráfokról is, azonban általában egyetlen hálózat nem képes pontosan utánozni a leg-
több valós rendszert. Ennek következtében a többrétegű hálózatok kaptak nagyobb figyel-
met. Az Immunization dynamics on a two-layer network model című cikk [14] járványok
immunizációs dinamikájának vizsgálatára egy olyan kétrétegű hálózatot mutat be, ahol
a járvány egy Watts–Strogatz-féle kisvilághálózaton (az úgynevezett fertőzési rétegen)
terjed. Ez a gráf egy szabályos gyűrűhálózat véletlenszerű újrahuzalozásával létrehozott
struktúra. Azonban a betegség megelőzése és az immunizáció egy Barabási–Albert-féle
skálafüggetlen hálózaton (a megelőzési rétegen) zajlik.

A cikkben a már ismertetett SIR modellt alkalmazzák, amelyet a hálózaton zajló folya-
matok leírására differenciálegyenletekkel modelleznek. A szerzők a megelőzést dinamikus
folyamatként kezelik. Az immunizáltakat két csoportra osztják, akik fertőzés következté-
ben válnak ellenállóvá, illetve akik a prevenció révén.

A modell egyik fontos eredménye, hogy a dinamikus megelőzés képes a járvány nagy
kitöréseit kisebb ingadozásokká csillapítani, ugyanakkor bizonyos esetekben a megelőzés
hozzájárulhat a betegség tartós fennmaradásához. Ezek a két rétegen zajló folyamatok
eltérő időskálájával magyarázhatóak.

Egy másik kiváló példa a többrétegű hálózatok alkalmazására Clara Granell és mun-
katársainak kutatása [15]. Ebben a modellben egy kétrétegű hálózat szerepel. Az egyik

52



réteg a fizikai kontaktusokat reprezentálja, ahol a biológiai fertőzés terjed, míg a másik
egy információs hálózat, amelyen a betegséggel kapcsolatos tudatosság áramlik. A fertőzés
dinamikáját egy klasszikus SIS modell írja le, amelyben az egyének fertőzött és fogékony
állapotok között váltakoznak. A két réteg együttes viselkedését pedig egy diszkrét idejű
Markov-lánccal modellezik.

A modell lényege a két folyamat kölcsönhatása: amíg a tudatosság csökkenti a fertő-
zés valószínűségét, addig a fertőzés elősegíti a tudatosság terjedését. A szerzők egyik fő
eredménye egy úgynevezett metakritikus pont azonosítása. Ez egy olyan átmeneti pont,
amelytől kezdve a járvány kitörési küszöbe már nemcsak a fertőzés paramétereitől, hanem
a tudatosság terjedésének az intenzitásától is függ. Vagyis megfelelően gyors információ-
terjedés esetén a tudatosság képes érdemben megemelni a járvány kialakulásához szük-
séges fertőzési rátát, ezáltal megnehezítve a betegség terjedését. Emellett a tanulmány
kimutatja a média kritikus szerepét is, ha a társadalom egy külső forrásból folyamatos
tájékoztatást kap, a metakritikus pont teljesen eltűnik. Ebben az esetben ugyanis a tuda-
tosság már a kezdetektől fogva, az információterjedés belső intenzitásától függetlenül jelen
van, így a média minden esetben folyamatosan növeli a járványküszöböt, és csökkenti a
fertőzés végső kiterjedését.

A járványmodellezés másik meghatározó iránya maguknak a belső terjedési dinami-
káknak a részletezése. A [13] cikk erre is kitér. Bár a jelen dolgozat az SIR és SEIR
modellekre, illetve az ezeken vizsgált oltási stratégiákra épült, a valóságban a kórokozók
sokfélesége gyakran teljesen eltérő matematikai megközelítést igényel. A specifikus beteg-
ségek pontos leírásához elengedhetetlen a modellek állapotterének bővítése, ahogyan arra
Wang és munkatársai átfogó szakirodalmi áttekintésükben rámutattak.

Amíg a SIR modell a fertőzésen átesett egyének tartós immunitását feltételezi, addig
számos fertőzés nem követi ezt a mintázatot. A legegyszerűbb, úgynevezett SI modell
például olyan eseteket ír le, ahol a fertőzés életre szóló, és a betegek sosem gyógyulnak
meg, így a hálózatban folyamatosan terjesztik a kórokozót. Ezzel szemben az SIS modell
olyan betegségek, mint például a nátha modellezésére szolgál, ahol a felépülés után nem
alakul ki tartós védettség, így az egyén azonnal visszakerül a fogékonyak táborába. Létezik
egy átmeneti állapot is, amelyet az SIRS modell ír le, itt a gyógyulást követően kialakul
ugyan immunitás, de ez bizonyos idő elteltével elmúlik, és az egyén újra fogékony állapotba
kerül.

A COVID-19-járvány rámutatott arra, hogy a hagyományos állapotok (fogékony, lap-
pangó, fertőző, gyógyult) gyakran nem elegendőek a sikeres védekezés megtervezéséhez.
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Ennek következtében új, speciálisabb modellek jelentek meg az elérhető szakirodalom-
ban. Ilyen például az SIQRS modell, amely bevezeti a karantén (Quarantine) állapotot
a hatósági izoláció hálózati hatásainak mérésére, vagy a SEIAR-modell, amely elkülö-
níti a tünetmentes (Asymptomatic), de fertőzőképes egyéneket. A kórokozó folyamatos
mutációja is kritikus tényezővé válhat a terjedés során. Ennek a megragadására szolgál-
nak az SIVR típusú modellek, amelyek figyelembe veszik az új vírusvariánsok (Variant)
felbukkanását és a korábbi törzsekkel párhuzamos terjedését.

A járványmodellek finomításánál fontos tényező, hogy a társas kapcsolatok időben vál-
toznak. A valós hálózatok nem állandóak, kapcsolatok létrejöhetnek és meg is szűnhetnek,
ami befolyásolja a betegségek terjedését is. Összességében a hálózatalapú járványtan célja,
hogy a bonyolult kapcsolati rendszereket és a terjedési folyamatokat együtt vizsgálja, így
pontosabb modelleket adjon, amelyek a gyakorlati járványkezelésben is hasznosak.
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Kódok elérhetősége

A dolgozatban bemutatott szimulációkhoz és ábrákhoz használt programkódok az
alábbi GitHub-repositoryban érhetők el:

https://github.com/vanrijsluca/szakdolgozat-jarvanymodellek
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MI alapú eszközök használatáról szóló nyilatkozat

Alulírott Van Rijs Luca Jenny nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészítése során az
alábbiakban felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI alapú eszközöket alkalmaztam.

Feladat Felhasznált esz-

köz

Felhasználás helye Megjegyzés

Nyelvhelyesség
ellenőrzése

Gemini 3.1 Pro A teljes dolgozatban Helyesírás és megfogal-
mazási javaslatok

LATEX kódok Gemini 3.1 Pro A teljes dolgozatban Ábrák készítése, képek
beszúrása, Python-kódok
beillesztése

Programkódok Gemini 3.1 Pro,
ChatGPT 5.5

Programkódok Hibakódok értelmezése
és javítási javaslatok,
ábrák generálásához
használt kódok

A felsoroltakon túl más MI alapú eszközt nem használtlam.
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