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Koszonetnyilvanitas

El6szor is szeretném megkoszonni témavezetémnek a rengeteg segitséget, a tamogatast és
a sok konzultaciot, melyek sorédn rengeteget tanulhattam téle. Halasan koszoném édes-
anyamnak, édesapamnak, a csalddomnak és a barataimnak, hogy mindvégig tamogattak
a tanulményaim soran. Végiil kdszonom tanaraimnak, amiért érdekfeszitévé tették sza-

momra a matematikat.
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Bevezetés

Az utazoiigynok feladat (travelling salesman problem (TSP)) az egyik legismer-
tebb kombinatorikus optimalizalasi feladat. A probléma arrél szol, hogy adott varosok
kozott kell a legrovidebb tutvonalat meghatérozni tgy, hogy minden varost pontosan
egyszer meglatogatva visszatériink a kiindulasi pontra. Matematikailag megfogalmazva:
egy D = (V, A) irdnyitott teljes grafban szeretnénk megtalalni egy minimalis koltségi
Hamilton-kort egy ¢ : A — R élkoltségfiiggvényre nézve. Mivel iranyitott grafon tekintjiik
a problémat, és igy két varos kozott a tavolsag a két iranyban eltérs lehet, ezért aszim-
metrikus utazoiigynok problémarol (ATSP) beszéliink. A probléma NP-nehéz (Karp
(1972)).

Az utazoiigynok feladat onmagaban is jelentGs, hiszen szamos kézvetlen gyakorlati al-
kalmazasa van, példaul nyomtatott aramkori lapok (PCB) furasa (Grotschel et al. (1991)),
nagy bonyolultsagu integralt aramkorok (VLSI) huzalozasa (Lengauer (1990)). A problé-
ma altalanositésa a jarmi utvonaltervezési feladat (vehicle routing problem (VRP)), ahol
a kiindulasi pont egy depot, a meglatogatandé helyszineket pedig nem feltétleniil egy, ha-
nem akar tobb utvonallal kell lefedni (Dantzig és Ramser, 1959; Clarke és Wright, 1964)).
A feladatnak szamos valtozata létezik (Toth és Vigo, 2002; Zhang et al., 2022).

A dolgozatban az utazoligynok feladat egzakt és heurisztikus megoldasi modszereivel
foglalkozunk. Az 1. fejezetben attekintjiik az ezekhez sziikséges matematikai fogalmakat.
A 2. fejezetben, egészértékd programozasi modszereket alkalmazunk. Tobb kiilonb6zd for-
mulaciot vizsgalunk, melyekre kiilonféle eljarasi modszereket alkalmazunk, mint példaul
korlatozas-és-szétvalasztas, korlat-generalas, korlatozas-és-vagéas. A 3. fejezetben értékel-

jik ki a szamitogépes kisérleteink eredményét.



1. fejezet

Elmélet1 Attekintés

Ebben a fejezetben vazlatosan attekintjiik az egészértékid programozas elméleti hatterét,

melyre a kovetkezs fejezetben sziikségiink lesz, és alkalmazni fogunk.

1.1. LineAris Programozas

1.1.1. Definicié. A linedris programozdsi (linear programming (LP)) feladatban folyto-
nos dontési vdltozokhoz kell értéket rendelniink gy, hogy kielégitsenek eqy linedris felté-
telrendszert, eqy linedris célfiggvényt minimalizdlva/mazimalizdlva. A dolgozatban a ké-

vetkezd standard alakot tekintjik:

min Z i, (1.1)
j=1

ZGUZL']ZbZ Vz:l,,m (12)
j=1
x; >0 Vi=1,...,n (1.3)
vagy roviden:
min{cz : Ax > b, © > 0} (1.4)

ahol x € R™ a diontési valtozokbol dllo vektor, ¢ € R"™ kdltségfiigguényt leire vektor, A €
R™*™ ¢ feltételrendszert leire mdtriz, b € R™ a korldtokat leiro vektor és n,m € N, és

eltekintink a transzpondlds explicit jelolésétdl.

Minden LP-feladatot fel tudunk irni a fenti standard alakban a kévetkezéképpen. Ha a
feladat feltételei kozott egyenlet is szerepel, azt felirhatjuk két egyenlGtlenség segitségével,
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n A . n .. . . A n — .. . JR— .
ijl a;;x; = b; egyenlet esetén ezek: Zj:1 a;;r; > b; és Zj:1 a;;x; > —b;. Ha van

olyan x; dontési valtozonk, melyre a feladat nem koéveteli meg, hogy z; > 0, akkor az

helyettesithets két 1j, nem negativ x;r, z; > 0 dontési valtozoval ugy, hogy az x; valtozot
+
J
a maximalizalasi és minimalizalési feladatok atirhatok egymésba a max cx = —(min —cx)

a célfiiggvényben és minden feltételben az x; — x; kiilonbséggel helyettesitjiik. Tovabba
azonossag segitségével.

Egy LP-feladat megengedett megoldasainak halmaza, P = {x € R": Az > b, x > 0},
egy poliéder (1.1. abra). Jelolje L Pppr az LP-feladat optimumeértékét. Ha létezik optimélis

megoldés, akkor létezik olyan optimalis megoldas is, amely a poliéder egy csticsa.

9 O o o =) (¢] [¢] O O o [¢] O o Q [©]
8 o o
7 (o} o
6 o O
X2€R8—5 o o
4 (e} (o}
3 o &
2 o O
1 o o
0 ] o

X1 ERJ

1.1. dbra. 2 dimenzi6s példa egy LP-feladat poliéderére

Az LP-feladatok megoldasara tobb eljarés is létezik. A szimplex modszer egy megen-
gedett megoldasbol kiindulva, mindig a poliéder egy szomszédos csticsdba 1ép amig tudja
a célfiiggvényt javitani (Dantzig et al., 1954). Bar a szimplex modszer futasideje akar ex-
ponencialis is lehet, a gyakorlatban hatékonynak bizonyult, és ez a modern LP megoldok
egyik {6 megoldési modszere.

Az LP optimalizalési feladatok megoldasara egy mésik ismert algoritmus az ellipszoid
mddszer (Khachiyan, 1979). Polinomialis futésideje miatt nagy elméleti jelentGséggel bir,

mert ennek segitségével adtak elGszor bizonyitast arra, hogy minden LP-feladat polinom
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idében megoldhat6. A gyakorlatban azonban lassi, alulmarad a szimplex algoritmus haté-
konysagaval szemben. Belathato, hogy minden LP optimalizalasi feladat visszavezethetd
annak a kérdésnek az eldontésére, hogy egy adott poliéder iires-e. Az ellipszoid modszer
ennek eldontésére ad polinomialis futasidejd algoritmust. Megjegyezziik azonban, hogy az
ellipszoid modszer az LP optimalizalasi feladatoknél altalanosabb, konvex optimalizélasi
problémakra is alkalmazhat6. Az algoritmus kiindulasként vesz egy kellGen nagy ellipszoi-
dot, amely biztosan tartalmazza a vizsgalt P poliédert, amennyiben az nem iires. Minden
iteracioban megnézziik, hogy az adott ellipszoid kozéppontjat tartalmazza-e a poliéder.
Ha igen, akkor belattuk, hogy P nem iires. Kiilonben létezik egy szeparald hipersik, amely
a kozéppontot elvalasztja a poliédertsl. A hipersik mentén vagjuk ketté az ellipszoidot és
vegyilk azt a felet, amely a P poliédert tartalmazza. Ezt a fél-ellipszoidot egy 1j, ga-
rantaltan kisebb térfogati ellipszoidba foglaljuk, és ezzel folytatjuk az eljarést. Mivel az
ellipszoidok térfogata lépésrdl 1épésre exponencidlisan csokken, ha az aktualis térfogat egy
elméleti alsd korlat ala esik anélkiil, hogy megoldéast talaltunk volna, biztosak lehetiink
benne, hogy a poliéder iires.

A belsd-pontos modszerek, ahogy a neviik is jelzi, a poliéder belsejébdl indulva keresik
az optimalis megoldast (Karmarkar, 1984). A modszer az ellipszoid modszerhez hasonloan

polinomalis futasidejt, és hatékonysaga felveszi a versenyt a szimplex modszerével.

1.2. Egészértékii programozas

1.2.1. Definicio. Vegyes-egészértékid programozdsi (mized integer programming (MIP))
feladatnak neveziink eqy olyan linedris programozdsi feladatot, amelyben a dontési vdltozok
eqy részérdl kikotyik, hogy csak egész értéket vehetnek fel, ezeket egészértékid vdltozoknak
neveziink. Eqy MIP-feladat standard alakja alatt annak egqy (1.4) alaki felirdsdat értjiik,
melyhez adott eqy I C {1,...,n} indezhalmaz, amely az egészértéki vdltozok indexeit

tartalmazza.

Egy adott MIP-feladat linearis feltételeit és egészértékiiségi megkotéseit egyarant kielé-
gité x vektort egészértéki (vagy megengedett) megoldasnak neveziink. Abban az esetben,
ha z nem egészértéki megoldés, de teljesiti a linearis feltételket, akkor z-et tortmegol-

ddsnak hivjuk. Jelolje M I Pppr a MIP-feladat optimumeértékét.

1.2.2. Definicié. Egy MIP-feladat LP-relaxdcioja alatt azt az LP-feladatot értjik, ame-

lyet az egészértékiségi feltételek elhagydsaval kapunk.



A MIP-feladatok esetén Pj-vel jeloljiik a megengedett megoldasok halmazéat, mely
az LP-feladatoktoél eltérGen, altaldban nem poliéder. A P; halmaz konvex burkét jeldlje
conv(Pr), mely az a legsziikebb konvex halmaz, amely a MIP-feladat minden egészérté-
ki megoldasat tartalmazza (1.2. 4bra). Tovabba bevezetjiik a P jelolést az LP-relaxacio

megengedett megoldasainak halmazara.

1.2. &bra. 2 dimenzios példa Py, conv(Pr) és P halmazokra

1.2.3. Allitas. Adott MIP-feladat esetén P; C conv(Pr) C P. Valamint, ebbdl kovet-
kezik, hogy ha létezik optimdlis megolddsa a feladatoknak, akkor (minimalizdlds esetén)

LPOPT S MIPOPT teljesdl.

Tehat az LP-relaxalt feladat megoldasaval, melyet polinom idében meg tudunk oldani

(1.1. Fejezet), also becslést kapunk egy standard alaku MIP-feladat optimumeértékére.

1.3. Korlatozas és szétvalasztas

A korlatozas és szétvalasztas (branch and bound) eljaras egy széles korben alkalma-
zott kombinatorikus optimalizacios eljaras, amelyet MIP optimalizalasi feladatok egzakt
megoldasara fogunk hasznélni. Az algoritmus gyakorlatban jol alkalmazhato, de futasideje

nem polinomialis, s6t a végessége sem feltétleniil biztositott.
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A kovetkezSkben LP-feladatokat fogunk megoldani, ahol a keresési tér alatt a LP-
feladathoz tartozo poliédert értjiik.

Tekintslink egy standard alaku MIP-feladatot, melyet a korlatozas és szétvalasztés
modszerével szeretnénk megoldani. Miel6tt felirnank az algoritmust, nézziik meg annak
gondolatmenetét.

Az algoritmus el6szor megoldja a feladat LP-relaxaciéjat. Ha nincs optimaélis megolda-
sa, akkor a MIP-feladatnak sincs. Ha a kapott = megoldas egészértékii, akkor megtalaltuk
a MIP-feladat egy optimalis megoldasat, mert LPopr < MIPopr (1.2.3. Allitas). Kiilon-
ben hasznaljuk a szétvalasztas (branching) technikajat, amely soran a feladatunkat
kisebb részfeladatokra fogjuk bontani ((1.3. Abra)). Legyen az LP-relaxalt feladat po-
liedere P. Keresiink egy #; (i € I) nem egész értéket felvevs valtozot, amely biztosan
létezik, hiszen & nem egészértékd megoldéas. Majd z; alapjan szétvalasztjuk a Py poliédert

a kovetkezé modon:

1.3. dbra. Szétvalasztas T tortmegoldés i-edik koordinatéja szerint

P =Pn{z|z; < |2}, Po=Pn{z|z;>[2;]}

Az igy kapott P, és P poliéderek diszjunktak. Vegyiik észre, hogy a Z-et tartalmazo P\
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(P,UP;) halmaz torolhetd a keresési térbdl, hiszen az x; koordinatajuk sérti a MIP-feladat
egészértékiiségi feltételét. Toroljiik a halmazt, ezzel kizartuk x tortmegoldast a keresési
térbol. Ezt kovetGen a P és P, poliédereken kiilon-kiilon megoldjuk a hozzajuk tartozo
MIP-feladatot. Majd ezek megoldésai koziil, ha 1éteznek, azt valasztjuk, melynek jobb az
optimumértéke. Az igy kapott megoldas egyenls az eredeti feladat optimélis megoldaséval.

A részfeladatokat rekurzivan tovabbi részfeladatokra bonthatjuk, igy egy binaris fat,
ugynevezett keresési fat kapunk, melynek gyokere az eredeti feladat, és minden tovabbi
cstlicsa egy-egy részfeladatnak felel meg (1.4. Abra). A keresési fa méretén a csticsainak
szamat értjiik.

eredti feladat

(gyokér)

0. szint

xi=1xi] xi =[]
1. szint
X = 1%] X = X1 Xie = [Xpe Xk = [Xi] lezdrt dg
L3 L3
[d L3
L] °

x =X x; =[X]

3. szint O O

° [
o L3
L] L]

1.4. dbra. Példa a korlatozas és szétvalasztas algoritmus keresési fajara

Az algoritmus ebben a formaban még viszonylag lasstu lenne, hiszen a részfeladatok
tobbségét rekurzivan ki kellene fejtentink. A keresési fa méretének és ezzel az algoritmus
futésidejének csokkentésére alkalmazzuk a korlatozas (bounding) technikajat. Tartsunk
szamon egy LB also és egy U B fels6 korlatot a MIP-feladat optimumértékére. A felss kor-
lat mindig az eddig talalt legjobb egészértéki megoldas célfiiggvényértéke lesz, kezdetben
UB := o0o. Az als6 korlat mindig a keresési fa levelei LP optimumanak minimuma lesz,

amely igy egy globalis als6 korlat az eredeti feladat optimuméra.

1.3.1. Megjegyzés. Az UB felsd korldt inicializdlasakor vdlaszthatunk eldnydsebb érté-
ket is, mellyel lényegesen javithatunk a futdsidén. Példdul adjuk meg eqy ismert eqészértékd

megoldds optimumeértékét, vagy keressiink ilyet heurisztikus maodszerekkel.

Egy részfeladat, azaz a keresési fa egy aganak vizsgalatat a kovetkezd harom esetben

fejezhetjiik be:

11



e Ha a részfeladat LP-relaxécidjanak poliédere iires.

e Ha a részfeladat LP-relaxacidjanak optimalis megoldasa egészértéki. Ekkor nincs
sziikség tovabbi szétvalasztasra, csak frissitjiilk az U B-t, ha ez a megoldas jobb az

eddigi legjobbnal.

T stz

egyenld, mint az aktuélis UB. Ugyanis ekkor ebben az agban biztosan nem tala-

lunk a jelenleginél jobb egészértékd megoldast, hiszen LPopr < M1 Pppr.

Algoritmus 1 Korlatozas és szétvalasztas (MIP)

1. F:={FR} > Py ={x| Ar =0b, x > 0}, a gyokérhez tartozo LP poliéder

2: UB := +00; z*:=nincs b felsg korlat és eddig talalt legjobb egészértékii megoldés

3: Amig F # ()

4: Valasszunk egy P € F részfeladatot, és legyen F := F \ {P}

5: (m, &) := SOLVELP(P, min cz) > ha P iires, akkor m := +o00

6: ha m < UB akkor

7 ha z; € Z minden i € I esetén akkor

8: UB:=m; x2":=2 > ergsebb felsd korlatot, 0j egészértékd megoldast
talaltunk

9: kiilonben

10: Vélasszunk egy i € I indexet, amelyre z; ¢ 7Z

11: Fi=Fu{Pn{z <|%]}, Pn{z>[#]}}

12: Stop: ha UB < +o00, akkor x* a MIP-feladat optimélis megoldésa és UB az opti-

mumérték; kiilonben a feladatnak nincs megengedett megoldasa.

Az 1. Algoritmusban a SolveLLP szubrutinnal meghivunk egy tetszdéleges, LP-feladatot
megoldd algoritmust az adott részfeladatra, melytdl kimenetként megkapjuk az optimum-
értéket (m) és az optimalis megoldast (7). A gyakorlatban érdemes a duél szimplex mod-
szert hasznalni, a kovetkezd okbol. Ahhoz, hogy egy részfeladat kikeriiljon az F' halmazbol,
legalabb egyszer meg kell oldanunk rajta az LP-relaxaciot. Ez azt jelenti, hogy a fa minden
csticsaban le kell futtatnunk a SolveLP szubrutint, amely rengeteg iteraciot jelent. Viszont
vegylik észre, hogy a megoldandé feladataink nagyon hasonlitanak egymashoz. A gyermek
cstcshoz tartozo részfeladatot gy kapjuk, hogy a sziilé csticshoz tartozo részfeladathoz

egyetlen 1j feltételt vesziink. Igy a sziil6hoz tartozo megoldas dual megengedett marad a
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gyermekre nézve is, igy nem kell elolrél kezdeniink a feladat megoldasat, a sziilére kapott
megoldast hasznélhatjuk warm start-ként a dual szimplex algoritmusban.

Az 1. Algoritmus futasa soran donteniink kell, hogy milyen sorrendben oldjuk meg
a részfeladatokat, illetve melyik valtozd mentén véalasztunk szét. A hatékonysag novelésé

érdekében hasznalhatunk heurisztikus modszereket a dontések meghozatalahoz.

1.4. Ervényes egyenl6tlenségek

1.4.1. Definicié. Egy ax < [ egyenldtlenséget érvényesnek neveziink eqy adott MIP-
feladatra nézve, ha az annak minden egészértékd megolddsdra teljesiil, azaz ax; < 3 min-

den x; € P; esetén.

MIP-feladatok megoldasakor azért érdekesek szamunkra az érvényes egyenlGtlenségek,

s,

hetjiik ket a feladatunkhoz, és ezéltal tortmegoldasokat zarhatunk ki (1.5. Abra). Egy
érvényes egyenlGtlenség annél erésebb, minél tobb tértmegoldast vag le a relaxalt poliéder-
bél. Formalisan az egyenlGtlenség erdsségét az altala meghatérozott F' oldal dimenzidja

adja meg. Legyen az ax < 3 egyenlGtlenség altal meghatarozott oldal:

F =conv(P;)N{xr € R" | ax = B}
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1 dimenzios facetet
definialé érvényes
egyenlétlenség

R

8

7
0 dimenziés facetet
definialo feltétel
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Xy € Zg 5
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2

1 o “‘ P O [e] o

- 1 dimenziés facetet

olo/ o o odefinialé feitétel

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1" 12 13

X1 € Zg

1.5. abra. Ervényes egyenl6tlenségek, facetek 2 dimenzios példa

Minél nagyobb az F' oldal dimenzidja, annal erGsebbnek tekintjiik az érvényes egyenlét-
lenséget. Ha dim(F') = dim(conv(P;)) — 1, akkor az egyenl6tlenséget facet-definidlonak

nevezziik (1.5. Abra). Ezek a létezs legersebb vagasok.

1.4.2. Megjegyzés. Az LP-feladatok esetén a Farkas lemma segitségével konnyen el-
donthetyik, hogy a poliéderiink pontjai teljesitenek-e eqy adott eqyenlitlenséget. Viszont

eqy MIP-feladat esetén ugyanennek a kérdésnek az eldontése rendkiviil nehéznek bizonyul.

1.4.1. Vagasok felemelése

A vagasok felemelése (lifting) technika alkalmazéséaval erésebb érvényes egyenlGtlensé-
geket kaphatunk a MIP-feladatunkhoz, ezzel javitva annak LP-relaxaciojat. Az alapotlet
az, hogy egy axr < [ érvényes egyenlStlenség bal oldalahoz 0j valtozokat adunk hozza
nemnegativ egyiitthatoval, vagy a mar szerepld valtozok egyiitthatoit noveljiik ugy, hogy
a feltétel érvényes maradjon.

Tekintslink egy standard alaka MIP-feladatot a szokésos jelolésekkel. Legyen i € [

olyan index, amelyre z; € {0,1} teljesiil minden = € P; esetén, ezt a valtozot fogjuk
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emelni. Vezessiik be a kovetkez6 poliédereket:
P :=Pn{z|z;=0}, P :=Pn{xr|x =1}

Tegyiik fel, hogy
> o <8 (1.5)

J#i
érvényes egyenl6tlenség PP-ra nézve, és a conv(P?) poliédernek egy k-dimenzios oldalat

hatarozza meg.

1.4.3. Tétel (Nemhauser és Wolsey (1988)). Ha P} # 0, akkor az

o :z@—max{Zaj:Uj WS P}}

j#i
o, T; + Z ;4 S 6 (16)
J#

egyenldtlenség érvényes Pr-re, és a conv(Py) poliédernek egy k + 1-dimenzids oldaldt ha-

vdalasztassal az

tdarozza meg.

1.4.4. Megjegyzés. A mddszer akkor mikodik, ha az emelendd x; vdltozo bindris, mert

ezen végziink esetszétbontdst, a tébbi vdltozo tetszdleges lehet.

1.4.5. Megjegyzés. Az «; egyiitthato meghatdrozdsihoz eqy MIP-feladatot kellene meg-
oldanunk, ami dltaldban N'P nehéz. A gyakorlatban azonban a probléma szerkezetét ki-
haszndlva «; értéke gyakran eqyszerd esetszétbontdssal megkaphato. Erre lathatunk példat

az MTZ formuldcio résztira elimindlo feltételeinek erdsitésénél (2.3. fejezet).

1.4.2. VAagas és szétvalasztas

A korlatozas és szétvalasztéas modszer sok esetben tul lasstinak bizonyul, kiillénésen akkor,
ha a MIP modelliink LP-relaxaciéja gyenge. A probléma kezelésére az algoritmus futasa
soran dinamikusan érvényes egyenlGtlenségeket adhatunk a feladathoz, amelyek javitjak
az LP-relaxéciot, ezzel csokkentve a keresési fa méretét és a futasidét. A kdvetkezskben
ismertetjiik a vagas és szétvalasztas (branch and cut) modszerét, mely ezen az Gtleten

alapszik.
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Induljunk ki a hagyoméanyos korlatozéas és szétvéalasztas algoritmusbol. Amikor egy
részfeladat LP-relaxaciojanak megoldasakor egy tortmegoldast kapunk, akkor megproba-
lunk keresni egy olyan érvényes egyenlGtlenséget az eredeti feladatra nézve, amely az adott
tortmegoldast levagja. Ennek a feltételnek a megkeresését szeparacios feladatnak, és az
ezt megoldd algoritmust szeparacios orakulumnak nevezziik. Ha talalunk ilyen vagast,
hozzaadjuk az aktuélis részfeladathoz, és tjra megoldjuk a relaxéaciot. Ezt a szeparacios
lépést iterativan is megismételhetjiik. A modern implementacidkban gyakran heurisztikus
szabalyokat alkalmaznak a szeparacios ciklus leallitasara. Példaul korlatozhatjuk az egy
csomopontban elvégezhetd iteraciok maximélis szamét. Valamint vizsgalhatjuk, hogy a
hozzaadott vagasok mekkora mértékben javitjdk a relaxacié célfiiggvényértékét. Ha a ja-
vuléds mértéke egy adott érték ala csokken, érdemes lehet leallitani a szeparécios ciklust,

és a vagasok tovabbi keresése helyett a szétvalasztési 1épéssel folytatni.

1.4.6. Megjegyzés. Mivel a vdgads és szétvdlasztds algoritmus vdrhatoan sokszor meg-
hivja majd a szepardcios eljardast, ezért elengedhetetlen eqy gyors €s hatékony algoritmus
alkalmazdsa a szepardcios probléma megolddsdra, kiilonben a vdgdsok keresése jelentdsen

novelheti a teljes futdsidd.

1.4.7. Megjegyzés. A vdgds és szétvdlasztds sordn az dltalunk generdlt vdagdsok globd-
lisan, minden részfeladatra érvényes egyenldtlenségek. A szamitogépes implementdciotol

fiigg, hogy globdlisan vagy lokdlisan, a megfeleld részfeladatra alkalmazza ezeket.
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2. fejezet

Egészértékii programozason alapula

modszerek

Ebben a fejezetben az utazoligynok feladat néhany egészértékii programozas alapti megol-
dasi modszerét mutatjuk be. A MIP formulaciok egyik kulcskérdése, hogyan érjiik el azt,
hogy a megoldas egyetlen Hamilton-kor legyen, és ne diszjunkt korok (részturak) unioja. A
2.2. fejezetben a Dantzig—Fulkerson—Johnson formuléaciét vizsgaljuk, ahol az exponencia-
lisan sok egyenl6tlenség miatt egy korlat-generalas modszert, és egy vagas és szétvalasztas
eljarast is alkalmazunk a feladat megoldasara. A 2.3. fejezetben a Miller—Tucker—Zemlin
formuléciot vizsgaljuk, ahol a résztira eliminalo korlatokat vagés felemelés technikaval
erGsitjiik, és egy vagéas és szétvalasztas eljarassal tessziik hatékonyabba a feladat meg-
oldasat. A 2.4. fejezetben a Gavish—Graves formuléaciot vizsgaljuk, melyre egy vagas és

szétvalasztéas eljarast alkalmazunk.

2.1. HozzArendelési probléma

Az utazoligynok probléma modellezéséhez a MIP formuléciok keretrendszerén beliil defi-
nidlnunk kell a modell dontési valtozoit, a célfiiggvényt, valamint a korlatozo feltételeket.
Jelolje P)qp az n cstcsu utazoligynok feladat egészértéki megoldasainak halmazat.
Minden (7, j) € A élhez felvesziink egy z;; € {0, 1} binéris dontési valtozot a kovetkezd
jelentéssel:
1, ha az (i,7) él szerepel a megoldasban.

0, kilonben.
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Tehat az x € {0,1}4 vektor az élek egy részhalmazanak karakterisztikus vektora lesz,
melynek segitségével tetszéleges Hamilton-kort elkodolhatunk.
Jelolje ¢;; a koltségfiiggvény értékét minden (i, j) € A élre. A feladatunk egy minimalis

koltségti Hamilton-kor megtalalasa:
min Z Cij T4 (22)
(i,5)eA
Feltétel: x egy Hamilton-kor.
Egy Hamilton-korre definicié szerint teljesiil, hogy minden csticsra pontosan 1 a ki- és

befoka. Nevezziik ezt fokszamfeltételnek, és fogalmazzuk meg linearis feltételek rendsze-

reként:

Y =1 VieV (2.3)
Ji(i,5)€A
> wi=1 VieV (2.4)
Ji(GA)EA

2.1.1. Megjegyzés. A (2.3) egyenletek szerint, minden csicsra dsszegezziik annak kime-
nd élein x;; értékeket, mely a vdltozok definicioja szerint egyenld a megolddsban szerepld
kimend élek szamdval. A (2.4) egyenletek hasonldan irjdk fel a befokfeltételt minden csics-

ra.

A (2.1) - (2.4) MIP-optimalizasi feladatot hozzarendelési feladatnak (assignment
problem (AP)) nevezziik. Jelolje P}p az n csucsu hozzarendelési feladat egészértékd
megoldasainak halmazat. A feltételek szama O(|V|), tehat a csiucsok szamaban linearis.

Tekintsiik a hozzéarendelési feladat LP-relaxéaciojat, melynek poliédere (2.3), (2.4) felté-
telekbdl adododan korlatos, tehat politop. A feltételeket leird matrix teljesen unimoduléris,
és a korlatozo vektor egész, igy a feladat minden erés bazismegoldésa egész (Frank, 2013,
5.1.6. Lemma), azaz az LP-relaxalt politopjanak minden csicsa egész. Az LP-relaxalt
poliédere megegyezik P}, halmaz pontjainak konvex burkaval, ezért a hozzarendelési fel-
adat megoldasahoz elég ezt az LP-feladatot megoldanunk, melyet az 1.1 fejezet alapjan
polinom idében meg tudunk tenni, tehat AP € P.

Az AP fokszamfeltételei csupan azt irjak els, hogy minden csiicsot pontosan egyszer
kell meglatogatnunk. A megoldas igy nem feltétleniil egyetlen Hamilton-kor lesz, hanem

diszjunkt korok unidja, melyeket a tovabbiakban részturanak neveziink (2.1, 2.2. abrak).
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2.1. abra. Egy érvényes Osszefiigg6 2.2. dbra. Részturakat tartalmazé AP meg-

Hamilton-kor. oldas.

Tehat a hozzarendelési feladat egészértékd megoldasainak halmaza bévebb, Pj,qp C
P} . Keressiink olyan feltételeket, melyeket a hozzarendelési feladat modelljéhez adva ki-
zarhatjuk a résztiurakbol allo megoldésokat. Fzeket résztara-eliminalé feltételeknek
(Subtour Elimination Constraints, SECs) nevezziik. A kiovetkez6kben harom hagyo-
méanyos formulaciot fogunk bemutatni, amelyek kiilonb6z6 részttura-eliminalé modszereket

alkalmaznak.

2.2. Dantzig—Fulkerson—Johnson formulaci6

Dantzig et al. (1954) a kiovetkezd, kézenfekvs formuléaciot adtak az utazoiigynok feladatra:

(3,7)€EA

> oy =1 VieV (2.6)

> =1 VieV (2.7)

J:(4i)eA

> oa;>1 VO#ASCV (2.8)

(7’7])614':
1€5,57¢S

A cstcsok egy S részhalmazéahoz tartozo (2.8) egyenl6tlenség azt mondja ki, hogy létezik
legalabb egy éle a megoldasnak, ami kilép S-bél. Ezek a feltételek nyilvanvaldéan kizarjak
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a részturakat a megoldésbol.

Az (2.8) egyenl6tlenség-rendszer cstucsszamban exponenciélisan sok egyenlGtlenséghdl
all, mert V' csticshalmaz minden valédi nem {iires részhalmazahoz tartozik egy feltétel,
ezek szama 2IV1 — 2. Igy a feltételek szama asztronomikusan nagy lesz mar kozepes méreti
feladatok esetén is, ezért a korlatozas és szétvalasztas modszere nem hatékony a DFJ

formuléci6 esetén.

2.2.1. Allitas. Az (2.8) egyenldtlenség-rendszerrel ekvivalens a kévetkezd felirds:

Y ay<|S|-1 VO£SCV (2.10)

(4.7)EA:
i€S,jeS

A Dantzig—Fulkerson—Johnson formulaciét (DFJ) formulacié elénye, hogy ki-
emelked@en erds az LP-relaxécioja. Ennek elméleti héatterét részben az adja, hogy a (2.8)
résztira eliminalo feltételek az utazoiigynok feladat conv(Pj gp) poliéderének facet-jei,

tehat minden minimalis linearis leirdsban szerepelniiik kell.

2.2.2. Tétel (Grotschel és Padberg (1985)). Az n > 3 csucsi aszimmetrikus utazo-

tigyndk probléma esetén:
1. A conv(Plipgp) poliéder dimenzidja: dim(conv(Plipgp)) =n® —3n + 1.

2. Tetszdleges S C V' részhalmazra, amelyre 2 < |S| < n—2, a DFJ résztira elimindlo

feltételek (2.8) facet-et hatdroznak meg a conv(Plrgp) poliéderen.

2.2.1. Korlat-generalas

A szamitogépes implementécio soran mar kozepes méreti feladatok esetén is gondot okoz
a DFJ formulacio eltarolasa a memoridban, hiszen a feltételek szama cstcsszamban expo-
nencialis. A probléma kezelésére alkalmazhatjuk a korlat-generalas (constraint gene-
ration) modszerét, melyet Dantzig et al. (1954) mutatott be. A modszer alapgondolata,
hogy induljunk ki egy hidnyos formuléciobol, amelybdl elhagyjuk a feltételek egy részét,
és csak sziikség esetén, iterativan adjuk hozzéa azokat a feladathoz.

Alkalmazzuk a korlat-generalas modszerét a DFJ formulaciora a kovetkezSképpen. El6-
szor oldjuk meg a hozzarendelési feladatot (2.1)—(2.4). Ha a megoldasunk egy Hamilton-

kor, akkor megkaptuk az utazoligynok feladat optimalis megoldésat, az algoritmus leall.
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Kiilénben a megoldasunk részturakbol all, ekkor vegyiik hozza a feladathoz a megfele-
16 DFJ résztara eliminalo feltételeket, és oldjuk meg 1jbol a feladatot, majd a kapott

megoldéasra alkalmazzuk az eljarast iterativan.

2.2.2. Vagas és szétvalasztas lazy korlatokkal

A korlat-generalas modszerével elkeriiltiik az exponencialisan sok feltétel egyidejd téaro-
lasat a memoriaban, viszont minden 14j vagas hozzavétele utan elolrél kell megoldanunk
egy MIP-feladatot, amely a gyakorlatban hosszi futésidét eredményezhet. A vagas és
szétvalasztas lazy korlatokkal (branch and cut with lazy constraints) modszer
a korlat-generalas és a vagas és szétvalasztas elényeit 6tvozi.

A modszer alapotlete, hogy a feladatot egyetlen korlatozas és szétvalasztas eljarassal
oldjuk meg egy hidanyos formulaciobdl kiindulva, amely nem tartalmazza a résztura eli-
minal6 korlatokat. A hianyzo feltételeket (lazy constraints) a keresési fa csuicsaiban akkor
vessziik hozza a modellhez, ha a talalt egészértékd megoldas megsérti azokat. Igy a fel-
adat megoldasat nem kell ujrainditanunk, ugyanaz a keresési fa épiil tovabb a bévitett
modellel.

Az algoritmus két 1ényeges ponton tér el a hagyomanyos vagas és szétvalasztas mod-
szerétSl. Egy hidanyos MIP formuléciobol indulunk ki, igy a feladathoz adott vagasok nem
csak az LP-relaxécio er6sitésére szolgalnak, hanem a feladat helyes leirasahoz is sziiksége-
sek, melyek elhagyésa esetén a megold6 hibas eredményt adhatna. Tovabba a szeparaciot
egészértékid megoldasokon végezziik, nem pedig tortmegoldasokon. Amikor a korlatozas
és szétvalasztas soran talalunk egy egészértékid megoldést, ellendrizziik, hogy a hianyos
modellbdl kimaradt feltételeket teljesitik-e, ha nem, a megsértett feltételt hozzavessziik a
formuléaciohoz.

A szeparacios feladat megoldaséat a kdvetkez6képp implementalhatjuk. Mikor egy rész-
feladatra talalunk egy egészérték megoldast, akkor végigiteralunk a graf éleihez tartozo
dontési valtozokon, és eltaroljuk egy tombben minden cstcsra, hogy azt melyik cstics kéve-
ti a megoldasban. Ez egyértelmi lesz, hiszen csak egészértékd megoldas esetén oldjuk meg
a szeparacios feladatot. A kapott tombbdl kiolvassuk a megoldasban szerepl részturékat,
és legeneraljuk a megfelel§ DFJ résztira eliminalo feltételeket, majd ezeket hozzéavessziik

a modellhez.
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2.3. Miller—Tucker—Zemlin formulacid

Miller et al. (1960) uj, folytonos valtozokat bevezetve, csicsszamban polinomiélisan sok
feltétellel eliminaltdk a részturakat.

Kitiintetiink egy s € V' (dep6) cstcsot, és ugy tekintiink ra, mint ahonnan a Hamilton-
kor kiindul. Tovabba minden v € V' csticshoz bevezetiink egy y, folytonos véltozot. Az y,
értékek alapjan a csticsokat novekvs sorrendbe rendezve megkapjuk, hogy az utazoligynock
milyen sorrendben latogatja meg azokat, igy v, értékekre sorszamként tekinthetiink. Ehhez
azt kell biztositanunk, hogy ha egy (,7) él benne van a megoldasban (azaz z;; = 1), és
J # s akkor y; + 1 < y; teljesiiljon. Ezt a kévetkezs, big-M tipusi korldtokkal érhetjiik
el: y; +1 < y; + M(1 — z;;), ahol M egy megfelelen nagy konstans. Ha egy megengedett
megoldasban z;; = 1, akkor az M-es tag 0, és igy megkaptuk a kivant egyenl6tlenséget; ha
pedig z;; = 0, akkor egy redundéns feltételt kapunk, amit minden megengedett megoldés

teljesit. Mivel y; + 1 <mn ésy; > 1, igy az M :=n — 1 valasztas megfelels, lasd: (2.15).

(i,7)EA

> =1 VieV (2.12)

Ji(i,5)€A
> =1 VieV (2.13)

J:(Gi)€A
ys =0 (2.14)
yi—y;+(n— 1z <n—2 V(i,j)eA:j#s (2.15)
zi; € {0,1} VY (i,j) € A (2.16)
1<y, <n-1 VieV\{s} (2.17)

2.3.1. Allitas. A (2.15) feltételek elimindljdk a résztirdkat.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a megoldas részturakbol all. Legyen iy — 19 — ... — i —
i1 egy s-t nem tartalmazo résztira. Definici6 szerint x;; = 1 a résztira minden (i, j) élére,
tehat ezekre (2.15) alapjan y;+1 < y; adodik. Tehat y; < y; is teljesiil minden résztirabeli
(1,7) élre. Az iy — iy — ... — 1), Ut éleihez tartozo egyenlStlenségekbdl kovetkezik, hogy
Yi, < Yi,. Bz viszont ellentmondas, mert iy # s, igy (2.15) szerint y;, < v;,. Az indirekt

feltevésiink hamisnak bizonyult, a (2.15) feltételek valoban eliminaljak a részturakat. O

22



Tehat az MTZ formulécioban lényegesen kevesebb résztura eliminélo feltételt hasznal-
tunk, mint a DFJ formulacioban. FEzzel egy olyan MIP formulaciot kaptunk az utazoiigy-
nok feladatra, melynek egészét el tudjuk téarolni a memoériaban még nagyobb feladatok
esetén is, igy a gyakorlatban olyan megoldasi modszereket is alkalmazhatunk, melyek a
DFJ formuléciora a feltételek exponencialis szama miatt nem miikédtek. Ellenben fontos
megjegyezni, hogy ezt extra valtozok és big-M tipusu korlatok hasznalataval értiik el, me-

s,

képest az MTZ formulacié LP-relaxacioja kifejezetten gyengének bizonyul.
2.3.2. Allitas. Minden xi; = 1,7 # s esetén y; + 1 = y; teljesiil.

Bizonyitas. Tekintsiik azokat az éleket, melyekre z;; = 1. Ezek definicié szerint egy
Hamilton-kort hataroznak meg, ez legyen ig — iy — ... — 4,1 — ig, ahol ig = s. Az MTZ
formuléacio rogziti y, = 0 értéket, igy y;, = 0. A (2.15) feltételekbdl y;, +1 < y;, ., egyenl6t-
lenséget kapjuk minden £ =0,1,...,n—2 esetén, ezért y;, > 1, v:, > 2,...,y;, , >n—1
Valamint (2.17) feltétel szerint y;, _, < n — 1, ezért mindegyik egyenl6tlenségnek egyen-
16séggel kell teljesiilnie, ezért y;, ., = y;, + 1 minden k = 0,1,...,n — 2 esetén, mely

ekvivalens az allitassal. I

2.3.3. Megjegyzés. Miller et al. (1960) valdjaban az utazdigynok feladatndl dltaldno-
sabb, jarmiitvonal-tervezési problémdra ad MIP formuldciot, amelyben a megolddsnak
egy kitiintetett s csucsba pontosan t alkalommal kell visszatérnie. Ebbélt =1 ésp > |V|

esetén visszakapjuk az utazoligyndk feladatot.

2.3.1. A formulacié erGsitése
Desrochers és Laporte (1991) a lifting technika alkalmazasaval erésitették az MTZ formu-
lacio résztura eliminal6 feltételeit.

A kovetkezd alakban keressiik az erésebb egyenlStlenségeket:

Keressiik azokat a lehetd legnagyobb «;j; egyiitthatokat, amellyel a (2.18) egyenl6tlenségek
tovabbra is teljesiilnek barmely megengedett ATSP megoldasra.
Tekintsiink egy tetszSleges (i,j) € A : j # s élhez tartozo egyenlStlenséget. Ezt az

z;; € {0, 1} valtozo értéke szerinti esetszétbontassal fogjuk vizsgalni:

23



o Ha z; = 0, akkor tetszéleges a; € R vélasztassal visszakapjuk az eredeti MTZ

formulécio egy feltételét, amelyrsl tudjuk, hogy érvényes az utazoiigynok feladatra.

e Ha z;, = 1, akkor n > 3 esetén a fokszamfeltételek miatt z;; = 0. Ekkor az (i, j)

élhez tartozo egyenl6tlenség a kovetkezsképpen alakul:
Yi— Yoy <n—2

Mivel z;; = 1, tudjuk, hogy a tdiraban a j cstcsot kozvetleniil az i koveti, azaz

teljesiil, hogy y; —y; = 1. Ezt behelyettesitve aj;-re a kovetkez6 fels6 korlatot kapjuk:

1+ozji§n—2 - ozjign—?)

Az aj; = n — 3 vélasztassal megkapjuk az (2.15) feltételek, Desrochers és Laporte
(1991) altal felirt erdsitését:

vi—yi+n—1Dz;+(n—3)z; <n—2 V(G,j)€A:j#s
Legyen Py, az MTZ formuléci6 egészértékii megoldasaibol all6 halmaz.

2.3.4. Tétel (Desrochers és Laporte (1991)).
1. A conv(P},1,) poliéder dimenzidja n > 3 esetén: dim(conv(Plr,)) = n? —3n+ 1.

2. Az (2.18) egyenldtlenségek facet-et hatdroznak meg a conv(Py, ) poliéderen n > 6

eseten.

2.3.2. VAagas és szétvalasztas

A DFJ formulécioval szemben az MTZ modell legnagyobb elénye, hogy cstcsszamban
polinomialis szamu feltételt alkalmaz, igy a teljes formulacié még nagyobb méretd példak
esetén is kozvetleniil atadhaté a megold6 szoftvernek. Ennek ellenére, ha a feladatot a
hagyomanyos korlatozas és szétvalasztas modszerrel probaljuk megoldani, az gyakran tul
lasstinak bizonyul. Ezt az MTZ formulacié gyenge LP-relaxaciéja magyarazza. Amikor az
algoritmus a keresési fa egy-egy csticsaban megoldja a relaxalt feladatot, a kapott célfiigg-
vényérték jellemzden tavol esik a tényleges egészértékd optimumtol. Emiatt az algoritmus
kevéshé hatékonyan fog tudni korlatozni, hiszen az LP optimum joval az aktualis fels
korlat ala eshet, olyan esetekben is, amikor az egészértékd optimumérték szerint, mar

lezarnank a keresést az adott dgban az fels korlatra hivatkozva.
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A programunk futasidejének cstkkentése érdekében a vagas és szétvalasztas modszert
fogjuk alkalmazni, hogy tovabbi vagasok hozzavételével csokkentsiik az LP-relaxélcié poli-
édere és P)pgp kozotti rést. Ehhez sziikségiink lesz egy gyors algoritmusra, amely megadja,
hogy milyen vagasokat véalasszunk egy adott részfeladathoz, azaz megoldja a szeparacios
problémét. Ennek azért kell minél gyorsabbnak lennie, mert varhatéan sokszor meg fogjuk
hivni a vagas és szétvéilasztas futasa kozben, ha nem elég gyors, akkor nagy mértékben
lelassithatja a teljes modszeriinket.
tortértéki, akkor keressiik meg, hogy milyen DFJ résztura eliminalo feltételt sért meg
és valasszuk ezt a feltételt szeparald hipersiknak. Ez valoban jo lesz, hiszen valasztasabol
adodoan 7 tort megoldast kizarja, viszont P¢p poliéder minden pontja teljesiti az altala
meghatéarozott feltételt.

A feladatunk, hogy keressiink (2.8) feltételek koziil egyet, amelyet & megsért. Ezt egy

héloézati folyam problémara fogjuk visszavezetni, ahol hasznaljuk a kovetkezs tételt:

2.3.5. Tétel (Maximalis folyam minimalis vagas tétel). Adott (D, s,t,g) hdldzat ese-
tén a megengedett s, t folyamok mazximdlis nagysdga eqyenld a minimdlis s,t vdgds kapaci-
tasdval, azaz a kimend élek kapacitasosszegének minimumdval az dsszes lehetséges vagdsra
nézve:
min Y g(uw)
s€S,t¢S uveA
u€SvgS

Ha g egészértéki, gy a maximum egészértékid folyamon is felvétetik.

Tekintsiik (D, s,t,g) héalozatot, ahol D egy |V| csticst irdnyitott teljes graf, és a g
kapacitas fliggvényt adjuk meg az aktualis £ megoldasvektor szerint a kovetkezd moddon:
g(i,7) = &;; minden (7, j) € A élre. Ha létezik olyan S C V halmaz, amelyre a kimend élek
Osszege kisebb, mint 1, akkor taladltunk egy sértett DFJ résztira eliminacios feltételt. Fut-
tassuk az Edmonds-Karp algoritmust egy s, € V csticsparra, ekkor egy maximaélis s, ¢
folyamot és egy S minimalis s, ¢ vagast kapunk kimenetként. Ha S kimend élein a kapaci-
tasok Osszege kisebb, mint 1, akkor S csticshalmaz megsért egy DFJ résztira eliminécios
feltételt az utazoiigynok feladatban, mivel a kapacitasokat x szerint adtuk meg. Ekkor
megoldottuk a szeparacios feladatot, hasznaljuk ezt a résztura eliminécios feltételt user
cut-ként a vagés és szétvéalasztas algoritmusban az aktualis részfeladatunkhoz. Viszont,
ha a kapacitasok 6sszege nem kisebb, mint 1, akkor tovabbi s, ¢ parokat kell vizsgélnunk,

amig nem talalunk sérté csucshalmazt.
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Ahelyett, hogy minden lehetséges (s,t) parra megoldanank a folyamfeladatot, a szé-
mitogépes implementécié soran egy hatékony heurisztikat alkalmazunk a futasidé csok-
kentésére. Minden s € V forrascsiicshoz elére, a vagas és szétvilasztas futtatasa el6tt,
kivalasztjuk az eredeti feladat koltségfiiggvénye alapjan a téle legtavolabb es§ t € V
cstcsot nyelGként, és csak ezekre az s,t parokra futtatjuk az Edmonds-Karp algoritmust.

A heurisztika intuicioja, hogy a miniméalis koltségti Hamilton-kor keresésekor a nagy
koltséggel rendelkezs éleken jo eséllyel kicsi lesz & megoldasvektor értéke. A valasztott
s,t csucspar kozott trivialisan minden Ut koltsége legaldbb annyi, mint a legrovidebb
s,t ut koltsége, amelyet rogzitett s mellett t-re nézve maximalizaltunk. Ezért jo eséllyel
minden s, ¢ aton lesz olyan él, ahol ¥ értéke kicsi. A halozati folyamok elméletébdl ismert
folyamfelbontasi tétel szerint minden megengedett s,t folyam elGallithatd véges sok s, t
utfolyam és iranyitott korfolyam Osszegeként. Mivel a korfolyamok nem jarulnak hozzé az
s, t folyamértékhez, ezért a folyamnagysagot kizarolag az s, t utak kapacitésai korlatozzak.
Az intuicionk szerint, ezeken az utakon valoszintileg lesz alacsony kapacitassal rendelkezé
él. Ezért, ha ilyen modon valasztunk a folyamfeladathoz forrast és nyelét, akkor bizhatunk

abban, hogy a maximalis folyam értéke 1 ala fog esni.

2.4. Gavish—Graves formulaci6

A Gavish és Graves (1978) altal bemutatott MIP formulacio az MTZ felirashoz hasonloan
polinomialisan sok feltételt hasznal, de annal erésebb LP-relaxéciot biztosit (Wong, 1980).

Legyen s € V tetszGleges kitiintetett cstcs.

min Z CijTi4 (219)

(i,7)€A
> oy =1 VieV (2.20)
j:(i,5)EA
> =1 VieV (2.21)
JGi)eA
ST ow— D wi=1 VieV\{s} (2.22)
j:(3,5)€A ji(ji)EA
J#s
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Ez a feliras az MTZ formulacioban megismert sorszamozos technikat hasznélja a SECs
feltételek megadasahoz, viszont most csticsok helyett az élekhez rendeliink egy-egy foly-

tonos y;; valtozot, amely megadja, hogy (7, ) él hanyadik a taraban.
2.4.1. Allitas. A (2.22)(2.23) feltételek elimindljdk a résztirdkat.

Bizonyitas. Tekintsiink egy megengedett (z,y) megoldast. A (2.25) és (2.23) feltételek

miatt a megoldas minden (i, j) élére teljestil, hogy:

1 = 0<wy; <n-—1, ha(i,7j) egy részturabeli él.
e 0 = v;; =0, kiilénben.
Tegyiik fel, hogy a megoldas tobb részturabol all. Legyen iy — 19 — ... — i — 4y
egy s csicsot nem tartalmazo résztira. Irjuk fel a részttra minden i; cstcsara a (2.22)

feltételeket. Mivel az y valtozo csak a résztura élein vehet fel pozitiv értéket, ezért a

summa a kovetkezdre egyszertisodik:

Yijijor = Yijai; = 1 vj € {17 BRI k}a (226>

ahol az indexek ciklikusan ismétlédnek, azaz 1o = iy €S txr1 = 71.
Adjuk ossze a (2.26) egyenleteket a résztira Gsszes csucsara. A bal oldalon egy telesz-
kopikus Osszeget kapunk, a tagok kiejtik egymast, igy a bal oldal 6sszege 0 lesz. A jobb

oldalon a k darab 1-es Gsszegét vessziik. Ebbdl a kovetkezs egyenlGséget kapjuk:
0=k

Ez persze ellentmondés, hiszen egy résztura legalabb 2 cstuicsot tartalmaz, igy k£ > 2. Az
indirekt feltevésiink tehat hamis volt, a (2.22) és (2.23) feltételek valoban eliminaljak a
résztardkat. [

Rogzitett x megengedett megoldasra a GG formuléci6 egy halozati folyam feladatra re-
dukalodik. Konkrétan, egy egyarus halozati folyamfeladatra (single-commodity flow), ahol
minden ¢ # s cstcs egy egységnyi folyamot termel, amelynek az s csticsba kell eljutnia a
kivalasztott éleken keresztiil. Egyrészt, ez is megmagyarazza, hogy a (2.22)—(2.23) felté-
telek miért zarjak ki a részturakat: egy s-t nem tartalmazo résztiraban keletkezd folyam
nem tudna eljutni s-be. Masrészt a rogzitett egészértéki x mellett kapott folyamrendszer

integralis, ezért 1étezik egészértéki y-megoldas is.
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3. fejezet
Szamitasi eredmények

Ebben a fejezetben prezentaljuk a szamitasi eredményeinket. A 3.1. fejezetben bemutatjuk
a tesztek el6készitését: a felhasznalt feladatpéldanyokat, a futtatési kornyezetet, a vizsgélt
megoldasi modszereket, és a vizsgalt futtatasi konfiguraciokat. Az eredményeket a 3.2. és

3.3 fejezetekben értékeljiik ki.

3.1. Kisérletek elGkészitése

3.1.1. Instanciak

A tesztelést a TSPLIB konyvtar! 18 darab, aszimmetrikus utazoiigynok feladathoz tartozo

instanciajan végeztiik. A 3.1. Tablazat tartalmazza a feladatpéldanyok csicsszamait.

3.1. tablazat. A vizsgalt instancidk és méretiik (n)

brl7 ftv33 ftv35 ftv38 pd3 ftvd4 ftv47 ry48p ftb3 ftvbs ftv64 ftv70 krol24p ftvl70 rbg323 rbg358 rbgd03 rbgd43

17 34 36 39 43 45 48 48 53 56 65 71 100 171 323 358 403 443

3.1.2. Futtatasi kornyezet

A kod implementécioja C-++-ban késziilt, az ILOG CPLEX (verzio: 22.1.2.0) hasznalaté-
val. A vagas és szétvalasztas eljardsokhoz az TLOUSERCUTCALLBACK, a lazy korlatokhoz pe-
dig az ILOLAZYCONSTRAINTCALLBACK makrot alkalmaztuk, melyek az ugynevezett Legacy

Callback-ek kozé sorolhatok. A szamitasi kisérleteket egy Apple MacBook Air laptopon
(processzor: Apple M1, RAM: 8GB) futtattuk.

"https://comopt.ifi.uni-heidelberg.de/software/TSPLIB95/index.html
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3.1.3. Vizsgalt megoldasi modszerek

Az instancidkon 6t kiilénbo6z6 egzakt megoldasi modszert vizsgaltunk az utazotigynok

feladat megoldaséra, melyekre bevezetjiik a kdvetkezs jelolést:

e MTZ BB é GG _BB: A hagyomanyos korlatozas és szétvalasztds modszere MTZ

(illetve GG) formulaciot hasznélva.

e MTZ BC és GG_BC: A vagas és szétvalasztas modszere az MTZ (illetve GG)
formulaciot hasznalva, ahol a szepracios feladatot a 2.3.2. Alfejezetben leirtak szerint

oldjuk meg.

e AP DFJ BC: vagés és szétvalasztas lazy korlatokkal a 2.2.2. Alfejezetben leirtak

szerint.

A két korlatozas és szétvalasztias modszert egyiittesen BB-vel, a harom vagas és szét-

valasztas modszert pedig BC-vel jeloljiik.

3.1.4. Konfiguraciok

A tesztelés soran harom kiilonb6z6 konfiguraciot hasznaltunk, melyeket DEFAULT, SINGLE_THREAD
és ALL_OFF roviditésekkel jeloliink a teljes dolgozatban.

A DEFAULT konfiguracié esetén a CPLEX minden beépitett, megoldést segitd funkcio-
jat bekapcsolva hagytuk, amelyek harom {6 csoportba sorolhatok:

e Eléfeldolgozas (presolve): melynek soran a megoldo tobbek kozott torli a redun-

dans feltételeket, és csokkenti a modellben szerepld valtozok szamat.

e Vagasok hasznalata: a szoftver automatikusan kiilénb6z6 érvényes egyenlétlen-
ségeket, példaul Gomory vagasokat ad a modellhez az LP-relaxacié erdsitése és a
futasids csokkentése érdekében. Igy a megoldd valdjaban akkor is vagas és szétva-

lasztas modszert alkalmaz, ha nem adtunk meg szeparacios algoritmust a feladathoz.

e Heurisztikak: az algoritmus futésa kdzben gyors, kozelité modszerekkel igyekszik
megengedett egészértékl megoldasokat talalni, ezzel javitva a keresés soran hasznalt

also és felss korlatokat.

A DEFAULT konfiguraci6 vizsgéalatéval az volt a célunk, hogy megnézziik, mennyire hatéko-
nyak az egyes modszerek, ha azokat egy modern megold6 szoftverrel hasznaljuk, kihasz-

nalva annak megoldassegits funkcioit.
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A SINGLE_THREAD abban tér el a DEFAULT konfiguraciétol, hogy nem hasznal parhu-
zamositast, hanem a program futtatésat egyetlen processzorszal hasznéalatara korlatozza,
ezzel reprodukalhatova téve az eredményeket.

Az ALL_OFF konfiguracidoban pedig kikapcsoltunk a CPLEX minden beépitett, megol-
dast segit6 funkciojat. A konfiguracioé hasznalata lehet6vé teszi, hogy a vizsgalt modelleket
onmagukban 6ssze tudjuk hasonlitani hatékonységuk és az LP-relaxaciok eréssége szerint.

A vizsgalt vagas és szétvalasztas megoldasi modszereink esetében a DEFAULT és a
SINGLE_THREAD konfiguréciok megegyeznek. Ennek oka, hogy az implementaciéban a sze-
paracios feladatot egy Legacy Callback segitségével oldjuk meg, igy a program futésa egy
processzor szalra korlatozodik. Ezért a vagés és szétvalasztas modszerek esetén a tesztelést
csak a SINGLE_THREAD és ALL_OFF konfiguracidkra végeztiik el.

A teszteket minden esetben 10 perces idSkorlattal (TL) végeztiik. Megjegyezziik, hogy

az id6korlat hasznélata miatt a modszereink heurisztikusak.

3.2. Megoldasi modszerek osszehasonlitasa, ALL_OFF kon-
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Instancia

3.1. dbra. Megoldasi modszerek futasidejének dsszehasonlitasa az ALL_OFF konfiguracioban

A szamitési eredmények alapjan, ALL_OFF konfigurdcioban az AP_BC _ DFJ moédszer
futasideje volt a legalacsonyabb minden instanciara. Igy a vagas és szétvalasztas lazy

korlatokkal eljarés hatékonysaga lényegesen meghaladta a tobbi vizsgalt modszertét.
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3.2.1. Korlatozas és szétvalasztas vs. Vagas és szétvalasztas

Az ALL_OFF konfiguricioban a 14 darab, n < 171 méret instancian vizsgaltuk a korlatozas
és szétvalasztas (BB) és a vagas és szétvalasztas (BC) modszerek kozotti teljesitmény
kiilonbségeket. A mérési eredményeink alapjan osszességében a BC modszerek 1ényegesen
jobb futasidét értek el (3.1. abra, 3.2. tablazat).

A szamitéasi eredmények megfelelnek annak, amit az elméleti eredmények alapjan va-
runk, abbol a szempontboél, hogy a BB moddszerek futasideje lényegesen nagyobb, mint
a BC modszereké, melyek dinamikusan DFJ résztura-eliminalo feltételeket adnak a fel-
adathoz. Tovabba a BC modszerek nagysagrendekkel kisebb mérett kerestfat épitenek.
A BB modszereknek tébb esetben nem sikeriilt az idékorlaton beliil optimalis megoldast

talalnia, vagy a talalt megoldas optimalitasat bizonyitania.

Futésidé (s) Keres6 fa mérete
Modszer Osszes median FEASIBLE atlag median
AP DFJ BC 4,03 0,06 0 218 34
MTZ_BC 323,76 1,06 0 62 40
GG_BC 712,29 2,56 1 58 34
MTZ BB 3573,63 118,40 5 717222 280669
GG_BB 4122,04 207,18 6 191969 50860

3.2. tablazat. Futéasidd, nem optimalis statuszu esetek szama, keresd fa mérete (n < 171,

ALL_OFF).

3.2.2. MTZ BB és GG BB mobdszerek osszehasonlitasa

Az Osszehasonlitast a legfeljebb 171 csticsit (n < 171) instancidkon végeztiik, ALL_OFF
konfiguracioval. Mivel megoldasi modszernek a hagyomanyos korlatozas és szétvalasztés
eljarast valasztottuk, ezért a nagyobb méreti instancidkat nem vizsgaltuk, mivel a mod-
szer nagy szamitasigénye miatt, mar n < 171 esetén is tébbszor idSkorlatba {itkoztiink.
Az elméleti eredmények alapjan azt varnank, hogy mivel a GG formuléci6 esetén eré-
sebb LP-relaxaciot kapunk, mint az MTZ formuléaciot hasznélva, ezért azonos konfiguréacio
mellett a GG__BB modszer esetén kisebb lesz a keresési fa egy adott instanciara. Ebbgl

kifolyolag arra is szamitunk, hogy a GG BB modszer jobb futasidét ér el a gyakorlatban.
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3.2. abra. MTZ BB és GG BB modszerek: keresési fak méretének osszehasonlitdsa

Legyen rpp(inst) = |Turz ps(inst)|/|Tae ps(inst)| az MTZ_BB é a GG_BB
modszerek keresési fai méretének hanyadosa adott inst instanciara. Ha azokat az instan-
cidkat tekintjiik, ahol mindkét formulacioval megtalaltuk az optimumot, azt tapasztaljuk,
hogy a GG BB modszert alkalmazva a keresési fa mérete egy kivételtsl (ftv35) eltekintve
kisebb, atlagosan feleakkora, mint az MTZ BB mddszer esetén (3.2. dbra).

A megfigyelés 6sszhangban van az elméleti eredményekkel, a GG formulécié erésebb
LP-relaxacioja élesebb also korlatokat biztosit a keresési fa cstucsaiban, igy a megoldd na-
gyobb eséllyel tudja a keresési fa egy-egy teljes dgat levagni. Tovabba, ha minden vizsgélt
instanciara kiszamitjuk az rpp hanyadost (3.2. &bra, téblazat), azt tapasztaljuk, hogy
rpp a feladatok méretével pozitiv korrelaciot mutat, vagyis a GG formulacié hasznalata-
kor kapott élesebb alsd korlatok elényei nagyobb feladatok esetén jobban érvényestilnek.
Ezt magyarazza, hogy a felépithetd keresési fa maximalis mérete az instancidk méretével
(n) exponencialisan né.

Elsfordultak olyan instanciak is (p43, ry48p, ft53, krol124p, ftv170), melyeknél egyik
modszerrel sem talaltuk meg az optimumot, viszont mindkét modszer talalt egészértékd,
igy kozelité megoldast. A megfelels Gap sol(%) értékek (Széamitasi eredmények — A.1.
tablazat) osszehasonlitasakor megfigyeltiik, hogy az MTZ BB és GG_BB modszerek az
optimumtol kozel azonos tavolsagra 1évd kozelité megoldast talaltak p43, {53, és krol24p
instanciak esetén. Az ry48p instancian viszont a GG BB modszer 1ényegesen jobb kozelité
megoldast ért el (4,43%, szemben a 11,33% Gap_sol). Az MTZ BB pedig az ftv170
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instancian ért el jobb eredményt (84,75%, szemben a 135,75% Gap _sol).

A GG _ BB atlagosan feleakkora keresési fat épitett, mint az MTZ BB, azaz atlagosan
feleannyi LP-relaxalt feladat megoldasara volt sziikség az optimum eléréséhez. Az idékor-
latba 1itkoz6 esetekben viszont a két modszer kozelité megoldésai jelentésen eltérhetnek,
és egyik modszer sem bizonyult egyértelmten jobbnak a masiknal. Ebbél arra kévetkezte-
tiink, hogy a GG BB ergsebb LP-relaxéltja altal adott élesebb also korlat néhany, de nem
minden esetben mar a keresési fa kisebb szintjein le tudja zarni a nem optimélis dgakat,

igy a megold6 kevesebb felesleges részfeladat megoldaséaval jut optimélis megoldéshoz.
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3.3. dbra. MTZ BB és GG BB modszerek: futasidsk 6sszehasonlitasa

A futasidé tekintetében, a varakozasunkkal ellentétben az MTZ BB modszer ért el
jobb eredményt az 0sszes olyan esetben, ahol sikeriilt optimalis megoldast taldlnunk, ahogy
ez a 3.3. abran is megfigyelhetd.

Osszességében a szamitéasi eredmények megerdsitik az elméleti varakozast, hogy a GG
formulacio erésebb LP-relaxacioja kisebb keresési fat eredményez, és ez az elény a feladat-
méret névekedésével aranyosan ng. Ugyanakkor a teljes futasidében az MTZ BB modszer

bizonyul gyorsabbnak az altalunk vizsgalt instanciakon.
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3.3. Megoldasi modszerek osszehasonlitasa, DEFAULT kon-
figuracio

A DEFAULT konfiguraciot hasznalva is megvizsgéltuk a megoldasi modszereinket, mellyel
az volt a célunk, hogy teszteljiik, mennyire hatékonyak ezek egy modern megold6 beépi-
tett funkcioival (eléfeldolgozas, érvényes egyenlStlenségek, heurisztikak) egyiitt hasznélva
azokat. Megjegyezziik, hogy ebben a konfiguracioban val6jaban az MTZ BB és GG_BB
modszerek esetén is vagas és szétvalasztas eljarast alkalmazunk (BB rovidités tovabbra
is ezeket a modszereket jeloli), hiszen a CPLEX megold6 DEFAULT konfiguracioban ér-
vényes egyenlGtlenségeket is hasznal, és parhuzamositva futtatja a programot. Tovabba
a BC modszerek esetén az ILOUSERCUTCALLBACK, ILOLAZYCONSTRAINTCALLBACK makrok
hasznalata miatt a megold6 szoftver a program futasat egy processzorszalra korlatozza,
és kikapcsol bizonyos megoldéast segité funkcidkat, melyek kozott a dinamikus keresés

(heurisztika) és a dudlis redukciok (el6feldolgozas) is szerepel.
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Instancia

3.4. abra. Megoldasi modszerek futasidejének dsszehasonlitasa a DEFAULT konfiguracioban

Kisebb méreti instancidkra (n < 71), p43 instancia kivételével, minden megoldasi
modszer esetén alacsony futasidét mértiink, ezek maximuma 7,17 s (ftv70, MTZ _BC) volt
(Szamitéasi eredmények — A.1. tablazat). A BB modszerek esetén ez jelents hatékonysag-
javulasnak tekinthetd az ALL_OFF esethez képest, ahol a BB modszerek lényegesen lassabb-
nak bizonyultak a megfelel6 BC modszereknél, és tobb instancian is id6korlatba iitkoztek.

A krol24p és ftv170 instancidk esetén, mar nagyobb eltéréseket mértiink a kiilon-
b6z6 megoldok futasideje kozott. A BB modszerek jobban teljesitettek az MTZ BC és
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GG _BC modszereknél. Ez nagyban kiilonbozik az ALL_OFF konfiguracié esetén tapasz-
taltaktol, ahol a BC modszerek bizonyultak hatékonyabbnak. Ezt az okozhatja, hogy
DEFAULT konfiguracioban a BB modszerek parhuzamositva futnak, mig a Legacy Callback
miatt a BC modszerek egyetlen szélra korlatozodnak, és a CPLEX a dinamikus keresési
heurisztikat, valamint a dualis redukciokat is kikapcsolja.

Ko6zepes méretii instancidkon (n < 403) a BC modszerek futasideje nem tér el jelentd-
sen az ALL_OFF konfiguracio esetén tapasztaltaktol. Ennek oka, hogy a Legacy Callback
hasznalata miatt ezeknél a modszereknél a DEFAULT konfiguracioban is kikapcsolodik a
dinamikus keresési heurisztika és a dualis redukciok altal nyujtott eléfeldolgozas, igy a
megoldé funkcioinak elényei nem érvényesiilnek teljes mértékben. A legnagyobb instanci-
akon (n > 403) a BC modszerek nem talaltak egészértékd megoldast.

A vizsgalt instancidkon az AP DFJ BC modszer éri el a legjobb futasidéket, ahogy
ezt az ALL_OFF konfiguraci6 esetén is tapasztaltuk.

Osszességében a DEFAULT konfiguracioban a CPLEX beépitett funkcioi (elsfeldolgozas,
érvényes egyenlStlenségek, heurisztikék) jelent&sen mérséklik a hagyoméanyos BB modsze-
rek hatranyat, igy ezek versenyképessé valnak a sajat szeparacios algoritmust hasznalod
BC modszerekkel. Az altalunk implementélt szeparacios eljaras elénye elsGsorban a na-
gyobb instancidkon érvényesiil, az AP _DFJ BC modszer a vizsgalt példanyokon végig a
legjobb futasidéket éri el.
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A. fuggelék
Szamitasi eredmények — Tablazatok

Az A.1. tablazat tartalmazza a részletes futasi eredményeket. A tablazatban feltiintetjiik
a feladatpéldany nevét (instance); cstucsszamét (n); a megoldd eljarast (solver); és az
alkalmazott konfiguraciot (config). Az eredményeknél feltiintetjiik a megoldas statuszat
(status); a talalt legjobb megoldas koltségét (0bj) és az also korlat értékét (bound); ezeknek
az optimumhoz szamolt gap-jét (gap_b(%) és gap sol(%)); a megoldas soran szeparalt
vagasok szamat (cuts); a keres6fa bejart csticsainak szamat (nodes); és a megoldas idejét

(time(s)).
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A.1. tablazat: Részletes szamitasi eredmények.

6€

instance n solver config status ob)j bound gap b(%) gap_sol(%) cuts nodes  time(s)
brl7 17 MTZ BB DEFAULT OPTIMAL 39.00 39.00 0.00 0.00 0 0 0.04
brl7 17 MTZ BB ALL OFF OPTIMAL 39.00 39.00 0.00 0.00 0 416873 20.51
brl7 17 GG_BB DEFAULT OPTIMAL 39.00 39.00 0.00 0.00 0 0 0.21
brl7 17 GG_BB ALL OFF OPTIMAL 39.00 39.00 0.00 0.00 0 317025 33.53
brl7 17 MTZ_ BC ALL_OFF OPTIMAL 39.00 39.00 0.00 0.00 18 0 0.02
brl7 17 MTZ BC SINGLE THREAD OPTIMAL 39.00 39.00 0.00 0.00 4 0 0.01
brl7 17 GG_BC ALL OFF OPTIMAL 39.00 39.00 0.00 0.00 21 20 0.07
brl7 17 GG_BC SINGLE THREAD OPTIMAL 39.00 39.00 0.00 0.00 4 0 0.07
brl7 17 AP _DFJ BC ALL_ OFF OPTIMAL 39.00 39.00 0.00 0.00 17 7 0.00
brl7 17 AP _DFJ BC SINGLE THREAD OPTIMAL 39.00 39.00 0.00 0.00 17 0 0.00
ftv33 34 MTZ BB DEFAULT OPTIMAL 1286.00  1284.00 0.16 0.00 0 0 0.19
ftv33 34 MTZ BB ALL OFF OPTIMAL 1286.00  1286.00 0.00 0.00 0 60027 7.67
ftv33 34 GG_BB DEFAULT OPTIMAL 1286.00 1286.00 0.00 0.00 0 0 0.30
ftv33 34 GG_BB ALL OFF OPTIMAL 1286.00  1286.00 0.00 0.00 0 45432 19.50
ftv33 34 MTZ BC ALL OFF OPTIMAL 1286.00  1286.00 0.00 0.00 33 2 0.13
ftv33 34 MTZ BC SINGLE THREAD OPTIMAL 1286.00  1286.00 0.00 0.00 8 0 0.10
ftv33 34 GG_BC ALL_OFF OPTIMAL 1286.00 1286.00 0.00 0.00 24 2 0.19
ftv33 34 GG_BC SINGLE _THREAD OPTIMAL 1286.00  1286.00 0.00 0.00 4 0 0.19
ftv33 34 AP DFJ BC ALL _ OFF OPTIMAL 1286.00  1286.00 0.00 0.00 18 4 0.01
ftv33 34 AP DFJ BC SINGLE THREAD OPTIMAL 1286.00  1286.00 0.00 0.00 27 0 0.04
ftv35 36 MTZ BB DEFAULT OPTIMAL 1473.00 1473.00 0.00 0.00 0 305 0.30
ftv3s 36 MTZ BB ALL_OFF OPTIMAL 1473.00 1473.00 0.00 0.00 0 11316 2.15
ftv3s 36 GG_BB DEFAULT OPTIMAL 1473.00  1473.00 0.00 0.00 0 0 0.32
ftv35 36 GG_BB ALL OFF OPTIMAL 1473.00  1473.00 0.00 0.00 0 16521 7.35

ftv35 36 MTZ BC ALL OFF OPTIMAL 1473.00  1473.00 0.00 0.00 42 10 0.22




0¥

instance n solver config status obj bound gap b(%) gap_ sol(%) cuts nodes  time(s)
ftv35s 36 MTZ BC SINGLE _THREAD OPTIMAL 1473.00 1473.00 0.00 0.00 26 0 0.34
ftv35 36 GG_BC ALL OFF OPTIMAL 1473.00 1473.00 0.00 0.00 37 18 0.53
ftv3h 36 GG_BC SINGLE THREAD OPTIMAL 1473.00 1473.00 0.00 0.00 18 3 1.03
ftv35s 36 AP _DFJ BC ALL_OFF OPTIMAL 1473.00 1473.00 0.00 0.00 39 23 0.02
ftv35 36 AP DFJ BC SINGLE THREAD OPTIMAL 1473.00 1473.00 0.00 0.00 51 7 0.07
ftv38 39 MTZ BB DEFAULT OPTIMAL 1530.00 1530.00 0.00 0.00 0 900 0.23
ftv38 39 MTZ BB ALL_ OFF OPTIMAL 1530.00 1530.00 0.00 0.00 0 18162 4.30
ftv38 39 GG_BB DEFAULT OPTIMAL 1530.00 1530.00 0.00 0.00 0 0 0.49
ftv38 39 GG_BB ALL_ OFF OPTIMAL 1530.00 1530.00 0.00 0.00 0 12253 8.41
ftv38 39 MTZ BC ALL OFF OPTIMAL 1530.00 1530.00 0.00 0.00 42 18 0.36
ftv38 39 MTZ BC SINGLE THREAD OPTIMAL 1530.00 1530.00 0.00 0.00 34 6 0.46
ftv38 39 GG_BC ALL_ OFF OPTIMAL 1530.00 1530.00 0.00 0.00 34 14 0.63
ftv38 39 GG_BC SINGLE _THREAD OPTIMAL 1530.00 1530.00 0.00 0.00 23 8 1.89
ftv38 39 AP DFJ BC ALL OFF OPTIMAL 1530.00 1530.00 0.00 0.00 50 33 0.03
ftv38 39 AP DFJ BC SINGLE THREAD OPTIMAL 1530.00 1530.00 0.00 0.00 38 3 0.09
p43 43 MTZ BB DEFAULT FEASIBLE TL 5621.00 5231.14 6.92 0.02 0 2463318  600.96
p43 43 MTZ BB ALL_ OFF FEASIBLE TL 5632.00 211.79 96.23 0.21 0 3570725  600.04
p43 43 GG_BB DEFAULT OPTIMAL 5620.00 5620.00 0.00 0.00 0 3377 12.80
p43 43 GG_BB ALL_ OFF FEASIBLE TL 5639.00 888.52 84.19 0.34 0 1128181  600.01
p43 43 MTZ_ BC ALL_ OFF OPTIMAL 5620.00 5620.00 0.00 0.00 132 370 5.44
p43 43 MTZ_ BC SINGLE THREAD OPTIMAL 5620.00 5620.00 0.00 0.00 71 45 1.98
p43 43 GG_BC ALL OFF OPTIMAL 5620.00 5620.00 0.00 0.00 144 401 10.86
p43 43 GG_BC SINGLE THREAD OPTIMAL 5620.00 5620.00 0.00 0.00 62 60 4.80
p43 43 AP _DFJ BC ALL _ OFF OPTIMAL 5620.00 5620.00 0.00 0.00 49 2437 0.35
p43 43 AP _DFJ BC SINGLE THREAD OPTIMAL 5620.00 5620.00 0.00 0.00 64 621 0.25
ftv44 45 MTZ BB DEFAULT OPTIMAL 1613.00 1613.00 0.00 0.00 0 0 0.36
ftv44 45 MTZ BB ALL OFF OPTIMAL 1613.00 1613.00 0.00 0.00 0 15240 5.05




v

instance n solver config status obj bound gap b(%) gap_ sol(%) cuts nodes  time(s)
ftv44 45 GG_BB DEFAULT OPTIMAL 1613.00 1613.00 0.00 0.00 0 1.19
ftv44 45 GG_BB ALL OFF OPTIMAL 1613.00 1613.00 0.00 0.00 11224 16.76
ftv44 45 MTZ BC ALL_ OFF OPTIMAL 1613.00 1613.00 0.00 0.00 49 61 0.96
ftva4 45 MTZ_ BC SINGLE THREAD OPTIMAL 1613.00 1613.00 0.00 0.00 33 14 0.87
ftv44 45 GG_BC ALL OFF OPTIMAL 1613.00 1613.00 0.00 0.00 62 59 2.31
ftv44 45 GG_BC SINGLE THREAD OPTIMAL 1613.00 1613.00 0.00 0.00 18 0 1.85
ftv44 45 AP DFJ BC ALL_ OFF OPTIMAL 1613.00 1613.00 0.00 0.00 55 32 0.04
ftv4a4 45 AP DFJ BC SINGLE THREAD OPTIMAL 1613.00 1613.00 0.00 0.00 53 4 0.15
ftv47 48 MTZ BB DEFAULT OPTIMAL 1776.00 1776.00 0.00 0.00 7605 1.39
ftv47 48 MTZ BB ALL OFF OPTIMAL 1776.00 1776.00 0.00 0.00 30160 8.87
ftv47 48 GG_BB DEFAULT OPTIMAL 1776.00 1776.00 0.00 0.00 0 1.25
ftv47 48 GG_BB ALL_ OFF OPTIMAL 1776.00 1776.00 0.00 0.00 18192 22.15
ftv47 48 MTZ_ BC ALL_ OFF OPTIMAL 1776.00 1776.00 0.00 0.00 39 42 0.99
ftv47 48 MTZ_ BC SINGLE THREAD OPTIMAL 1776.00 1776.00 0.00 0.00 23 0 0.63
ftv47 48 GG_BC ALL_ OFF OPTIMAL 1776.00 1776.00 0.00 0.00 41 38 2.27
ftv47 48 GG_BC SINGLE THREAD OPTIMAL 1776.00 1776.00 0.00 0.00 27 10 1.79
ftv47 48 AP DFJ BC ALL_ OFF OPTIMAL 1776.00 1776.00 0.00 0.00 46 85 0.06
ftv47 48 AP DFJ BC SINGLE THREAD OPTIMAL 1776.00 1776.00 0.00 0.00 51 15 0.18
ry48p 48 MTZ BB DEFAULT OPTIMAL 14422.00 14420.74 0.01 0.00 7072 4.40
ry48p 48 MTZ BB ALL_ OFF FEASIBLE TL 16056.00 13979.64 3.07 11.33 2185560  600.03
ry48p 48 GG_BB DEFAULT OPTIMAL 14422.00 14420.62 0.01 0.00 3045 5.16
ry48p 48 GG_BB ALL OFF FEASIBLE TL 15061.00 14181.02 1.67 4.43 441703  599.97
ry48p 48 MTZ BC ALL OFF OPTIMAL 14422.00 14422.00 0.00 0.00 66 20 1.12
ry48p 48 MTZ_ BC SINGLE THREAD OPTIMAL 14422.00 14422.00 0.00 0.00 41 17 1.89
ry48p 48 GG_BC ALL_OFF OPTIMAL 14422.00 14422.00 0.00 0.00 54 33 2.81
ry48p 48 GG_BC SINGLE _THREAD OPTIMAL 14422.00 14422.00 0.00 0.00 31 3 2.37
ry48p 48 AP DFJ BC ALL_ OFF OPTIMAL 14422.00 14422.00 0.00 0.00 89 142 0.12




4%

instance n solver config status obj bound gap b(%) gap_ sol(%) cuts nodes  time(s)
ry48p 48 AP DFJ BC SINGLE THREAD OPTIMAL 14422.00 14422.00 0.00 0.00 105 36 0.35
ft53 53 MTZ BB DEFAULT OPTIMAL 6905.00 6905.00 0.00 0.00 0 6369 6.30
ft53 53 MTZ BB ALL_ OFF FEASIBLE TL 7193.00 6242.10 9.60 4.17 0 1939825  600.02
ft53 53 GG_BB DEFAULT OPTIMAL 6905.00 6905.00 0.00 0.00 0 0 1.39
fth3 53 GG_BB ALL OFF FEASIBLE TL 7358.00 6445.96 6.65 6.56 0 334880  599.97
ft53 53 MTZ BC ALL OFF OPTIMAL 6905.00 6905.00 0.00 0.00 47 0 0.68
ft53 53 MTZ BC SINGLE THREAD OPTIMAL 6905.00 6905.00 0.00 0.00 31 0 0.94
ftb3 53 GG_BC ALL_OFF OPTIMAL 6905.00 6905.00 0.00 0.00 28 0 1.00
ft53 53 GG_BC SINGLE _THREAD OPTIMAL 6905.00 6905.00 0.00 0.00 5 0 0.72
ft53 53 AP DFJ BC ALL _ OFF OPTIMAL 6905.00 6905.00 0.00 0.00 26 6 0.02
ft53 53 AP _DFJ BC SINGLE THREAD OPTIMAL 6905.00 6905.00 0.00 0.00 26 0 0.07
ftvb5 56 MTZ BB DEFAULT OPTIMAL 1608.00 1608.00 0.00 0.00 0 2410 1.19
ftvb5 56 MTZ BB ALL_ OFF OPTIMAL 1608.00 1608.00 0.00 0.00 0 241192 87.18
ftvb5 56 GG_BB DEFAULT OPTIMAL 1608.00 1608.00 0.00 0.00 0 0 1.78
ftv55 56 GG_BB ALL_ OFF OPTIMAL 1608.00 1608.00 0.00 0.00 0 91354  198.83
ftvbh 56 MTZ BC ALL_ OFF OPTIMAL 1608.00 1608.00 0.00 0.00 66 38 2.25
ftvbh 56 MTZ BC SINGLE THREAD OPTIMAL 1608.00 1608.00 0.00 0.00 43 12 2.11
ftvb5 56 GG_BC ALL OFF OPTIMAL 1608.00 1608.00 0.00 0.00 58 28 3.83
ftvs5 56 GG_BC SINGLE THREAD OPTIMAL 1608.00 1608.00 0.00 0.00 20 12 3.65
ftvb5 56 AP _DFJ BC ALL_OFF OPTIMAL 1608.00 1608.00 0.00 0.00 41 37 0.06
ftvbh 56 AP _DFJ BC SINGLE THREAD OPTIMAL 1608.00 1608.00 0.00 0.00 50 17 0.21
ftve4 656 MTZ BB DEFAULT OPTIMAL 1839.00 1839.00 0.00 0.00 0 14095 6.61
ftv64 65 MTZ BB ALL OFF OPTIMAL 1839.00 1839.00 0.00 0.00 0 311234  149.61
ftve4 65 GG_BB DEFAULT OPTIMAL 1839.00 1839.00 0.00 0.00 0 1378 1.93
ftve4 65 GG_BB ALL_OFF OPTIMAL 1839.00 1839.00 0.00 0.00 0 56289  215.53
ftve4 65 MTZ BC ALL OFF OPTIMAL 1839.00 1839.00 0.00 0.00 73 69 5.39
ftv64 65 MTZ BC SINGLE THREAD OPTIMAL 1839.00 1839.00 0.00 0.00 25 0 2.06
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instance n solver config status obj bound gap b(%) gap_ sol(%) cuts nodes  time(s)
ftve4 656 GG_BC ALL OFF OPTIMAL 1839.00 1839.00 0.00 0.00 43 43 7.06
ftve4 656 GG_BC SINGLE THREAD OPTIMAL 1839.00 1839.00 0.00 0.00 19 0 3.70
ftv64 65 AP _DFJ BC ALL_ OFF OPTIMAL 1839.00 1839.00 0.00 0.00 36 18 0.07
ftve4 65 AP _DFJ BC SINGLE THREAD OPTIMAL 1839.00 1839.00 0.00 0.00 52 33 0.35
ftv70 71 MTZ BB DEFAULT OPTIMAL 1950.00 1950.00 0.00 0.00 6427 5.88
ftv70 71 MTZ_ BB ALL OFF OPTIMAL 1950.00 1950.00 0.00 0.00 510966  288.19
ftv70 71 GG_BB DEFAULT OPTIMAL 1950.00 1950.00 0.00 0.00 2235 4.96
ftv70 71 GG_BB ALL_ OFF FEASIBLE TL 1957.00 1918.03 1.64 0.36 146588  600.00
ftv70 71 MTZ_ BC ALL_OFF OPTIMAL 1950.00 1950.00 0.00 0.00 66 86 8.07
ftv70 71 MTZ_ BC SINGLE THREAD OPTIMAL 1950.00 1950.00 0.00 0.00 51 26 7.17
ftv70 71 GG_BC ALL_ OFF OPTIMAL 1950.00 1950.00 0.00 0.00 70 80 18.74
ftv70 71 GG_BC SINGLE THREAD OPTIMAL 1950.00 1950.00 0.00 0.00 13 0 2.99
ftv70 71 AP_DFJ BC ALL_OFF OPTIMAL 1950.00 1950.00 0.00 0.00 30 36 0.09
ftv70 71 AP DFJ BC SINGLE THREAD OPTIMAL 1950.00 1950.00 0.00 0.00 42 17 0.27
krol24p 100 MTZ BB DEFAULT OPTIMAL 36230.00 36226.66 0.01 0.00 3239 5.79
krol24p 100 MTZ BB ALL_ OFF FEASIBLE TL 77493.00 34775.98 4.01 113.89 479730  600.03
krol24p 100 GG_BB DEFAULT OPTIMAL 36230.00 36227.33 0.01 0.00 3304 43.85
krol24p 100 GG_BB ALL OFF FEASIBLE TL 80090.00 34678.39 4.28 121.06 45082  600.02
krol24p 100 MTZ BC ALL_ OFF OPTIMAL 36230.00 36230.00 0.00 0.00 163 57 43.12
krol24p 100 MTZ BC SINGLE THREAD OPTIMAL 36230.00 36230.00 0.00 0.00 46 27 20.26
krol24p 100 GG_BC ALL_OFF OPTIMAL 36230.00 36230.00 0.00 0.00 102 34 60.92
krol24p 100 GG_BC SINGLE THREAD OPTIMAL 36230.00 36230.00 0.00 0.00 27 19 38.07
krol24p 100 AP DFJ BC ALL_OFF OPTIMAL 36230.00 36230.00 0.00 0.00 80 92 0.55
krol24p 100 AP_DFJ BC SINGLE THREAD OPTIMAL 36230.00 36230.00 0.00 0.00 76 0 1.00
ftv170 171 MTZ BB DEFAULT OPTIMAL 2755.00 2755.00 0.00 0.00 2535 21.02
ftv170 171 MTZ BB ALL OFF FEASIBLE TL 5090.00 2667.58 3.17 84.75 250104  599.98
ftv170 171 GG_BB DEFAULT OPTIMAL 2755.00 2755.00 0.00 0.00 3783  213.30




4%

instance n solver config status obj bound gap b(%) gap_ sol(%) cuts nodes  time(s)
ftv170 171 GG_BB ALL OFF FEASIBLE TL 6495.00 2638.67 4.22 135.75 0 22843  600.01
ftv170 171 MTZ BC ALL OFF OPTIMAL 2755.00 2755.00 0.00 0.00 95 90  255.01
ftv170 171 MTZ_ BC SINGLE THREAD OPTIMAL 2755.00 2755.00 0.00 0.00 69 60  253.93
ftv170 171 GG_BC ALL_ OFF FEASIBLE TL 2770.00 2724.17 1.12 0.54 94 41  601.07
ftv170 171 GG_BC SINGLE _THREAD NO_SOL_TL - 2730.33 0.90 — 49 35  604.62
ftv170 171 AP _DFJ BC ALL_OFF OPTIMAL 2755.00 2755.00 0.00 0.00 65 106 2.61
ftv170 171 AP _DFJ BC SINGLE THREAD OPTIMAL 2755.00 2755.00 0.00 0.00 105 47 11.16
rbg323 323 MTZ BC ALL_OFF OPTIMAL 1326.00 1326.00 0.00 0.00 ) 0 75.55
rbg323 323 MTZ BC SINGLE _THREAD OPTIMAL 1326.00 1326.00 0.00 0.00 2 0 56.28
rbg323 323 GG_BC ALL OFF OPTIMAL 1326.00 1326.00 0.00 0.00 10 0  258.73
rbg323 323 GG_BC SINGLE THREAD OPTIMAL 1326.00 1326.00 0.00 0.00 7 0 359.49
rbg323 323 AP DFJ BC ALL_ OFF OPTIMAL 1326.00 1326.00 0.00 0.00 17 5 13.61
rbg323 323 AP DFJ BC SINGLE THREAD OPTIMAL 1326.00 1326.00 0.00 0.00 10 0 16.78
rbg358 358 MTZ BC ALL OFF OPTIMAL 1163.00 1163.00 0.00 0.00 4 0 101.16
rbg358 358 MTZ BC SINGLE THREAD OPTIMAL 1163.00 1163.00 0.00 0.00 1 0 37.82
rbg358 358 GG_BC ALL_ OFF OPTIMAL 1163.00 1163.00 0.00 0.00 3 0 156.35
rbg358 358 GG_BC SINGLE THREAD OPTIMAL 1163.00 1163.00 0.00 0.00 4 0 380.04
rbg358 358 AP DFJ BC ALL_ OFF OPTIMAL 1163.00 1163.00 0.00 0.00 4 3 6.82
rbg358 358 AP DFJ BC SINGLE THREAD OPTIMAL 1163.00 1163.00 0.00 0.00 4 0 16.30
rbgd03 403 MTZ_ BC ALL_ OFF OPTIMAL 2465.00 2465.00 0.00 0.00 4 0 129.85
rbgd03 403 MTZ BC SINGLE THREAD NO_SOL_ TL - 2465.00 0.00 - 8 0 657.64
rbgd03 403 GG_BC ALL OFF NO_SOL_TL - 2465.00 0.00 - 7 0 603.44
rbgd03 403 GG_BC SINGLE THREAD NO_SOL_TL - 2465.00 0.00 - 5 0 638.09
rbg403 403 AP _DFJ BC ALL _ OFF OPTIMAL 2465.00 2465.00 0.00 0.00 29 9 52.48
rbgd03 403 AP _DFJ BC SINGLE THREAD OPTIMAL 2465.00 2465.00 0.00 0.00 18 3 91.93
rbgd43 443 MTZ BC ALL OFF OPTIMAL 2720.00 2720.00 0.00 0.00 10 1 595.03
rbgd43 443 MTZ BC SINGLE THREAD NO_SOL_TL - 2720.00 0.00 - 7 0 646.31
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instance n solver config status obj bound gap b(%) gap_ sol(%) cuts nodes  time(s)
rbgdd3 443 GG BC ALL OFF NO SOL TL ~2720.00 0.00 - 0 713.25
rbgd43 443 GG_BC SINGLE THREAD NO_SOL_TL - 2720.00 0.00 - 0 608.79
rbgd43 443 AP DFJ BC ALL _ OFF OPTIMAL 2720.00 2720.00 0.00 0.00 15 6 45.44
rbgd43 443 AP _DFJ BC SINGLE THREAD OPTIMAL 2720.00 2720.00 0.00 0.00 ) 0 38.37




MI eszkozok hasznalatat bemutatd nyilatkozat

Alulirott Varga Andrés nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése soran az alabb fel-

sorolt feladatok elvégzésére a megadott MI alapi eszkozoket alkalmaztam:

Feladat Felhasznélt eszk6z Felhasznalas helye Megjegyzés
Abrak javitasa Claude Sonnet 4.6 A teljes dolgozatban

Helyesiras ellenérzése Gemini 3.5 A teljes dolgozatban

Kod javitasa Claude Sonnet 4.6 Programkodok

A felsoroltakon til més MI alapti eszkézt nem hasznéltam.
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