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Köszönetnyilvánítás

Először is szeretném megköszönni témavezetőmnek a rengeteg segítséget, a támogatást és
a sok konzultációt, melyek során rengeteget tanulhattam tőle. Hálásan köszönöm édes-
anyámnak, édesapámnak, a családomnak és a barátaimnak, hogy mindvégig támogattak
a tanulmányaim során. Végül köszönöm tanáraimnak, amiért érdekfeszítővé tették szá-
momra a matematikát.
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Bevezetés

Az utazóügynök feladat (travelling salesman problem (TSP)) az egyik legismer-
tebb kombinatorikus optimalizálási feladat. A probléma arról szól, hogy adott városok
között kell a legrövidebb útvonalat meghatározni úgy, hogy minden várost pontosan
egyszer meglátogatva visszatérünk a kiindulási pontra. Matematikailag megfogalmazva:
egy D = (V,A) irányított teljes gráfban szeretnénk megtalálni egy minimális költségű
Hamilton-kört egy c : A → R élköltségfüggvényre nézve. Mivel irányított gráfon tekintjük
a problémát, és így két város között a távolság a két irányban eltérő lehet, ezért aszim-

metrikus utazóügynök problémáról (ATSP) beszélünk. A probléma NP-nehéz (Karp
(1972)).

Az utazóügynök feladat önmagában is jelentős, hiszen számos közvetlen gyakorlati al-
kalmazása van, például nyomtatott áramköri lapok (PCB) fúrása (Grötschel et al. (1991)),
nagy bonyolultságú integrált áramkörök (VLSI) huzalozása (Lengauer (1990)). A problé-
ma általánosítása a jármű útvonaltervezési feladat (vehicle routing problem (VRP)), ahol
a kiindulási pont egy depót, a meglátogatandó helyszíneket pedig nem feltétlenül egy, ha-
nem akár több útvonallal kell lefedni (Dantzig és Ramser, 1959; Clarke és Wright, 1964)).
A feladatnak számos változata létezik (Toth és Vigo, 2002; Zhang et al., 2022).

A dolgozatban az utazóügynök feladat egzakt és heurisztikus megoldási módszereivel
foglalkozunk. Az 1. fejezetben áttekintjük az ezekhez szükséges matematikai fogalmakat.
A 2. fejezetben, egészértékű programozási módszereket alkalmazunk. Több különböző for-
mulációt vizsgálunk, melyekre különféle eljárási módszereket alkalmazunk, mint például
korlátozás-és-szétválasztás, korlát-generálás, korlátozás-és-vágás. A 3. fejezetben értékel-
jük ki a számítógépes kísérleteink eredményét.
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1. fejezet

Elméleti áttekintés

Ebben a fejezetben vázlatosan áttekintjük az egészértékű programozás elméleti hátterét,
melyre a következő fejezetben szükségünk lesz, és alkalmazni fogunk.

1.1. Lineáris Programozás

1.1.1. Definíció. A lineáris programozási (linear programming (LP)) feladatban folyto-
nos döntési változókhoz kell értéket rendelnünk úgy, hogy kielégítsenek egy lineáris felté-
telrendszert, egy lineáris célfüggvényt minimalizálva/maximalizálva. A dolgozatban a kö-
vetkező standard alakot tekintjük:

min
n∑

j=1

cjxj (1.1)

n∑
j=1

aijxj ≥ bi ∀ i = 1, . . . ,m (1.2)

xj ≥ 0 ∀ j = 1, . . . , n (1.3)

vagy röviden:
min{cx : Ax ≥ b, x ≥ 0} (1.4)

ahol x ∈ Rn a döntési változókból álló vektor, c ∈ Rn költségfüggvényt leíró vektor, A ∈
Rm×n a feltételrendszert leíró mátrix, b ∈ Rm a korlátokat leíró vektor és n,m ∈ N, és
eltekintünk a transzponálás explicit jelölésétől.

Minden LP-feladatot fel tudunk írni a fenti standard alakban a következőképpen. Ha a
feladat feltételei között egyenlet is szerepel, azt felírhatjuk két egyenlőtlenség segítségével,
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∑n
j=1 aijxj = bi egyenlet esetén ezek:

∑n
j=1 aijxj ≥ bi és

∑n
j=1−aijxj ≥ −bi. Ha van

olyan xj döntési változónk, melyre a feladat nem követeli meg, hogy xj ≥ 0, akkor az
helyettesíthető két új, nem negatív x+

j , x
−
j ≥ 0 döntési változóval úgy, hogy az xj változót

a célfüggvényben és minden feltételben az x+
j − x−

j különbséggel helyettesítjük. Továbbá
a maximalizálási és minimalizálási feladatok átírhatók egymásba a max cx = −(min−cx)

azonosság segítségével.
Egy LP-feladat megengedett megoldásainak halmaza, P = {x ∈ Rn : Ax ≥ b, x ≥ 0},

egy poliéder (1.1. ábra). Jelölje LPOPT az LP-feladat optimumértékét. Ha létezik optimális
megoldás, akkor létezik olyan optimális megoldás is, amely a poliéder egy csúcsa.
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1.1. ábra. 2 dimenziós példa egy LP-feladat poliéderére

Az LP-feladatok megoldására több eljárás is létezik. A szimplex módszer egy megen-
gedett megoldásból kiindulva, mindig a poliéder egy szomszédos csúcsába lép amíg tudja
a célfüggvényt javítani (Dantzig et al., 1954). Bár a szimplex módszer futásideje akár ex-
ponenciális is lehet, a gyakorlatban hatékonynak bizonyult, és ez a modern LP megoldók
egyik fő megoldási módszere.

Az LP optimalizálási feladatok megoldására egy másik ismert algoritmus az ellipszoid
módszer (Khachiyan, 1979). Polinomiális futásideje miatt nagy elméleti jelentőséggel bír,
mert ennek segítségével adtak először bizonyítást arra, hogy minden LP-feladat polinom
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időben megoldható. A gyakorlatban azonban lassú, alulmarad a szimplex algoritmus haté-
konyságával szemben. Belátható, hogy minden LP optimalizálási feladat visszavezethető
annak a kérdésnek az eldöntésére, hogy egy adott poliéder üres-e. Az ellipszoid módszer
ennek eldöntésére ad polinomiális futásidejű algoritmust. Megjegyezzük azonban, hogy az
ellipszoid módszer az LP optimalizálási feladatoknál általánosabb, konvex optimalizálási
problémákra is alkalmazható. Az algoritmus kiindulásként vesz egy kellően nagy ellipszoi-
dot, amely biztosan tartalmazza a vizsgált P poliédert, amennyiben az nem üres. Minden
iterációban megnézzük, hogy az adott ellipszoid középpontját tartalmazza-e a poliéder.
Ha igen, akkor beláttuk, hogy P nem üres. Különben létezik egy szeparáló hipersík, amely
a középpontot elválasztja a poliédertől. A hipersík mentén vágjuk ketté az ellipszoidot és
vegyük azt a felet, amely a P poliédert tartalmazza. Ezt a fél-ellipszoidot egy új, ga-
rantáltan kisebb térfogatú ellipszoidba foglaljuk, és ezzel folytatjuk az eljárást. Mivel az
ellipszoidok térfogata lépésről lépésre exponenciálisan csökken, ha az aktuális térfogat egy
elméleti alsó korlát alá esik anélkül, hogy megoldást találtunk volna, biztosak lehetünk
benne, hogy a poliéder üres.

A belső-pontos módszerek, ahogy a nevük is jelzi, a poliéder belsejéből indulva keresik
az optimális megoldást (Karmarkar, 1984). A módszer az ellipszoid módszerhez hasonlóan
polinomális futásidejű, és hatékonysága felveszi a versenyt a szimplex módszerével.

1.2. Egészértékű programozás

1.2.1. Definíció. Vegyes-egészértékű programozási (mixed integer programming (MIP))
feladatnak nevezünk egy olyan lineáris programozási feladatot, amelyben a döntési változók
egy részéről kikötjük, hogy csak egész értéket vehetnek fel, ezeket egészértékű változóknak
nevezünk. Egy MIP-feladat standard alakja alatt annak egy (1.4) alakú felírását értjük,
melyhez adott egy I ⊆ {1, . . . , n} indexhalmaz, amely az egészértékű változók indexeit
tartalmazza.

Egy adott MIP-feladat lineáris feltételeit és egészértékűségi megkötéseit egyaránt kielé-
gítő x vektort egészértékű (vagy megengedett) megoldásnak nevezünk. Abban az esetben,
ha x nem egészértékű megoldás, de teljesíti a lineáris feltételket, akkor x-et törtmegol-
dásnak hívjuk. Jelölje MIPOPT a MIP-feladat optimumértékét.

1.2.2. Definíció. Egy MIP-feladat LP-relaxációja alatt azt az LP-feladatot értjük, ame-
lyet az egészértékűségi feltételek elhagyásával kapunk.
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A MIP-feladatok esetén PI-vel jelöljük a megengedett megoldások halmazát, mely
az LP-feladatoktól eltérően, általában nem poliéder. A PI halmaz konvex burkát jelölje
conv(PI), mely az a legszűkebb konvex halmaz, amely a MIP-feladat minden egészérté-
kű megoldását tartalmazza (1.2. ábra). Továbbá bevezetjük a P jelölést az LP-relaxáció
megengedett megoldásainak halmazára.
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1.2. ábra. 2 dimenziós példa PI , conv(PI) és P halmazokra

1.2.3. Állítás. Adott MIP-feladat esetén PI ⊆ conv(PI) ⊆ P . Valamint, ebből követ-
kezik, hogy ha létezik optimális megoldása a feladatoknak, akkor (minimalizálás esetén)
LPOPT ≤ MIPOPT teljesül.

Tehát az LP-relaxált feladat megoldásával, melyet polinom időben meg tudunk oldani
(1.1. Fejezet), alsó becslést kapunk egy standard alakú MIP-feladat optimumértékére.

1.3. Korlátozás és szétválasztás

A korlátozás és szétválasztás (branch and bound) eljárás egy széles körben alkalma-
zott kombinatorikus optimalizációs eljárás, amelyet MIP optimalizálási feladatok egzakt
megoldására fogunk használni. Az algoritmus gyakorlatban jól alkalmazható, de futásideje
nem polinomiális, sőt a végessége sem feltétlenül biztosított.
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A következőkben LP-feladatokat fogunk megoldani, ahol a keresési tér alatt a LP-
feladathoz tartozó poliédert értjük.

Tekintsünk egy standard alakú MIP-feladatot, melyet a korlátozás és szétválasztás
módszerével szeretnénk megoldani. Mielőtt felírnánk az algoritmust, nézzük meg annak
gondolatmenetét.

Az algoritmus először megoldja a feladat LP-relaxációját. Ha nincs optimális megoldá-
sa, akkor a MIP-feladatnak sincs. Ha a kapott x̃ megoldás egészértékű, akkor megtaláltuk
a MIP-feladat egy optimális megoldását, mert LPOPT ≤ MIPOPT (1.2.3. Állítás). Külön-
ben használjuk a szétválasztás (branching) technikáját, amely során a feladatunkat
kisebb részfeladatokra fogjuk bontani ((1.3. Ábra)). Legyen az LP-relaxált feladat po-
liédere P . Keresünk egy x̃i (i ∈ I) nem egész értéket felvevő változót, amely biztosan
létezik, hiszen x̃ nem egészértékű megoldás. Majd x̃i alapján szétválasztjuk a P0 poliédert
a következő módon:

xi xi

Célfüggvény

x

P2P1

1.3. ábra. Szétválasztás x̃ törtmegoldás i-edik koordinátája szerint

P1 = P ∩ {x | xi ≤ ⌊x̃i⌋}, P2 = P ∩ {x | xi ≥ ⌈x̃i⌉}

Az így kapott P1 és P2 poliéderek diszjunktak. Vegyük észre, hogy a x̃-et tartalmazó P \
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(P1∪P2) halmaz törölhető a keresési térből, hiszen az xi koordinátájuk sérti a MIP-feladat
egészértékűségi feltételét. Töröljük a halmazt, ezzel kizártuk x̃ törtmegoldást a keresési
térből. Ezt követően a P1 és P2 poliédereken külön-külön megoldjuk a hozzájuk tartozó
MIP-feladatot. Majd ezek megoldásai közül, ha léteznek, azt választjuk, melynek jobb az
optimumértéke. Az így kapott megoldás egyenlő az eredeti feladat optimális megoldásával.

A részfeladatokat rekurzívan további részfeladatokra bonthatjuk, így egy bináris fát,
úgynevezett keresési fát kapunk, melynek gyökere az eredeti feladat, és minden további
csúcsa egy-egy részfeladatnak felel meg (1.4. Ábra). A keresési fa méretén a csúcsainak
számát értjük.

xi xi xi xi

xj xj xj xj xk xk xk xk

x x x x

eredeti feladat
(gyökér)

lezárt ág

0. szint

1. szint

2. szint

3. szint

P

P1 P2

P1, 1 P1, 2 P2, 1 P2, 2

P2, 1, 1 P2, 1, 2

1.4. ábra. Példa a korlátozás és szétválasztás algoritmus keresési fájára

Az algoritmus ebben a formában még viszonylag lassú lenne, hiszen a részfeladatok
többségét rekurzívan ki kellene fejtenünk. A keresési fa méretének és ezzel az algoritmus
futásidejének csökkentésére alkalmazzuk a korlátozás (bounding) technikáját. Tartsunk
számon egy LB alsó és egy UB felső korlátot a MIP-feladat optimumértékére. A felső kor-
lát mindig az eddig talált legjobb egészértékű megoldás célfüggvényértéke lesz, kezdetben
UB := ∞. Az alsó korlát mindig a keresési fa levelei LP optimumának minimuma lesz,
amely így egy globális alsó korlát az eredeti feladat optimumára.

1.3.1. Megjegyzés. Az UB felső korlát inicializálásakor választhatunk előnyösebb érté-
ket is, mellyel lényegesen javíthatunk a futásidőn. Például adjuk meg egy ismert egészértékű
megoldás optimumértékét, vagy keressünk ilyet heurisztikus módszerekkel.

Egy részfeladat, azaz a keresési fa egy ágának vizsgálatát a következő három esetben
fejezhetjük be:
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• Ha a részfeladat LP-relaxációjának poliédere üres.

• Ha a részfeladat LP-relaxációjának optimális megoldása egészértékű. Ekkor nincs
szükség további szétválasztásra, csak frissítjük az UB-t, ha ez a megoldás jobb az
eddigi legjobbnál.

• Ha a részfeladatra teljesül, hogy az LP-relaxációjának optimuma nagyobb vagy
egyenlő, mint az aktuális UB. Ugyanis ekkor ebben az ágban biztosan nem talá-
lunk a jelenleginél jobb egészértékű megoldást, hiszen LPOPT ≤ MIPOPT .

Algoritmus 1 Korlátozás és szétválasztás (MIP)
1: F := {P0} ▷ P0 = {x | Ax = b, x ≥ 0}, a gyökérhez tartozó LP poliéder
2: UB := +∞; x∗ := nincs ▷ felső korlát és eddig talált legjobb egészértékű megoldás
3: Amíg F ̸= ∅
4: Válasszunk egy P ∈ F részfeladatot, és legyen F := F \ {P}
5: (m, x̃) := SolveLP(P, min cx) ▷ ha P üres, akkor m := +∞
6: ha m < UB akkor

7: ha x̃i ∈ Z minden i ∈ I esetén akkor

8: UB := m; x∗ := x̃ ▷ erősebb felső korlátot, új egészértékű megoldást
találtunk

9: különben

10: Válasszunk egy i ∈ I indexet, amelyre x̃i /∈ Z
11: F := F ∪

{
P ∩ {xi ≤ ⌊x̃i⌋}, P ∩ {xi ≥ ⌈x̃i⌉}

}
12: Stop: ha UB < +∞, akkor x∗ a MIP-feladat optimális megoldása és UB az opti-

mumérték; különben a feladatnak nincs megengedett megoldása.

Az 1. Algoritmusban a SolveLP szubrutinnal meghívunk egy tetszőleges, LP-feladatot
megoldó algoritmust az adott részfeladatra, melytől kimenetként megkapjuk az optimum-
értéket (m) és az optimális megoldást (x̃). A gyakorlatban érdemes a duál szimplex mód-
szert használni, a következő okból. Ahhoz, hogy egy részfeladat kikerüljön az F halmazból,
legalább egyszer meg kell oldanunk rajta az LP-relaxációt. Ez azt jelenti, hogy a fa minden
csúcsában le kell futtatnunk a SolveLP szubrutint, amely rengeteg iterációt jelent. Viszont
vegyük észre, hogy a megoldandó feladataink nagyon hasonlítanak egymáshoz. A gyermek
csúcshoz tartozó részfeladatot úgy kapjuk, hogy a szülő csúcshoz tartozó részfeladathoz
egyetlen új feltételt veszünk. Így a szülőhöz tartozó megoldás duál megengedett marad a
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gyermekre nézve is, így nem kell elölről kezdenünk a feladat megoldását, a szülőre kapott
megoldást használhatjuk warm start-ként a duál szimplex algoritmusban.

Az 1. Algoritmus futása során döntenünk kell, hogy milyen sorrendben oldjuk meg
a részfeladatokat, illetve melyik változó mentén választunk szét. A hatékonyság növelésé
érdekében használhatunk heurisztikus módszereket a döntések meghozatalához.

1.4. Érvényes egyenlőtlenségek

1.4.1. Definíció. Egy αx ≤ β egyenlőtlenséget érvényesnek nevezünk egy adott MIP-
feladatra nézve, ha az annak minden egészértékű megoldására teljesül, azaz αxI ≤ β min-
den xI ∈ PI esetén.

MIP-feladatok megoldásakor azért érdekesek számunkra az érvényes egyenlőtlenségek,
mert segítségükkel javítani tudjuk a feladat LP-relaxációját, hiszen szabadon hozzáve-
hetjük őket a feladatunkhoz, és ezáltal törtmegoldásokat zárhatunk ki (1.5. Ábra). Egy
érvényes egyenlőtlenség annál erősebb, minél több törtmegoldást vág le a relaxált poliéder-
ből. Formálisan az egyenlőtlenség erősségét az általa meghatározott F oldal dimenziója
adja meg. Legyen az αx ≤ β egyenlőtlenség által meghatározott oldal:

F = conv(PI) ∩ {x ∈ Rn | αx = β}
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1.5. ábra. Érvényes egyenlőtlenségek, facetek 2 dimenziós példa

Minél nagyobb az F oldal dimenziója, annál erősebbnek tekintjük az érvényes egyenlőt-
lenséget. Ha dim(F ) = dim(conv(PI))− 1, akkor az egyenlőtlenséget facet-definiálónak

nevezzük (1.5. Ábra). Ezek a létező legerősebb vágások.

1.4.2. Megjegyzés. Az LP-feladatok esetén a Farkas lemma segítségével könnyen el-
dönthetjük, hogy a poliéderünk pontjai teljesítenek-e egy adott egyenlőtlenséget. Viszont
egy MIP-feladat esetén ugyanennek a kérdésnek az eldöntése rendkívül nehéznek bizonyul.

1.4.1. Vágások felemelése

A vágások felemelése (lifting) technika alkalmazásával erősebb érvényes egyenlőtlensé-
geket kaphatunk a MIP-feladatunkhoz, ezzel javítva annak LP-relaxációját. Az alapötlet
az, hogy egy αx ≤ β érvényes egyenlőtlenség bal oldalához új változókat adunk hozzá
nemnegatív együtthatóval, vagy a már szereplő változók együtthatóit növeljük úgy, hogy
a feltétel érvényes maradjon.

Tekintsünk egy standard alakú MIP-feladatot a szokásos jelölésekkel. Legyen i ∈ I

olyan index, amelyre xi ∈ {0, 1} teljesül minden x ∈ PI esetén, ezt a változót fogjuk
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emelni. Vezessük be a következő poliédereket:

P 0 := P ∩ {x | xi = 0}, P 1 := P ∩ {x | xi = 1}.

Tegyük fel, hogy ∑
j ̸=i

αjxj ≤ β (1.5)

érvényes egyenlőtlenség P 0
I -ra nézve, és a conv(P 0

I ) poliédernek egy k-dimenziós oldalát
határozza meg.

1.4.3. Tétel (Nemhauser és Wolsey (1988)). Ha P 1
I ̸= ∅, akkor az

αi := β −max

{∑
j ̸=i

αjxj

∣∣∣∣ x ∈ P 1
I

}

választással az
αixi +

∑
j ̸=i

αjxj ≤ β (1.6)

egyenlőtlenség érvényes PI-re, és a conv(PI) poliédernek egy k + 1-dimenziós oldalát ha-
tározza meg.

1.4.4. Megjegyzés. A módszer akkor működik, ha az emelendő xi változó bináris, mert
ezen végzünk esetszétbontást, a többi változó tetszőleges lehet.

1.4.5. Megjegyzés. Az αi együttható meghatározásához egy MIP-feladatot kellene meg-
oldanunk, ami általában NP nehéz. A gyakorlatban azonban a probléma szerkezetét ki-
használva αi értéke gyakran egyszerű esetszétbontással megkapható. Erre láthatunk példát
az MTZ formuláció résztúra elimináló feltételeinek erősítésénél (2.3. fejezet).

1.4.2. Vágás és szétválasztás

A korlátozás és szétválasztás módszer sok esetben túl lassúnak bizonyul, különösen akkor,
ha a MIP modellünk LP-relaxációja gyenge. A probléma kezelésére az algoritmus futása
során dinamikusan érvényes egyenlőtlenségeket adhatunk a feladathoz, amelyek javítják
az LP-relaxációt, ezzel csökkentve a keresési fa méretét és a futásidőt. A következőkben
ismertetjük a vágás és szétválasztás (branch and cut) módszerét, mely ezen az ötleten
alapszik.
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Induljunk ki a hagyományos korlátozás és szétválasztás algoritmusból. Amikor egy
részfeladat LP-relaxációjának megoldásakor egy törtmegoldást kapunk, akkor megpróbá-
lunk keresni egy olyan érvényes egyenlőtlenséget az eredeti feladatra nézve, amely az adott
törtmegoldást levágja. Ennek a feltételnek a megkeresését szeparációs feladatnak, és az
ezt megoldó algoritmust szeparációs orákulumnak nevezzük. Ha találunk ilyen vágást,
hozzáadjuk az aktuális részfeladathoz, és újra megoldjuk a relaxációt. Ezt a szeparációs
lépést iteratívan is megismételhetjük. A modern implementációkban gyakran heurisztikus
szabályokat alkalmaznak a szeparációs ciklus leállítására. Például korlátozhatjuk az egy
csomópontban elvégezhető iterációk maximális számát. Valamint vizsgálhatjuk, hogy a
hozzáadott vágások mekkora mértékben javítják a relaxáció célfüggvényértékét. Ha a ja-
vulás mértéke egy adott érték alá csökken, érdemes lehet leállítani a szeparációs ciklust,
és a vágások további keresése helyett a szétválasztási lépéssel folytatni.

1.4.6. Megjegyzés. Mivel a vágás és szétválasztás algoritmus várhatóan sokszor meg-
hívja majd a szeparációs eljárást, ezért elengedhetetlen egy gyors és hatékony algoritmus
alkalmazása a szeparációs probléma megoldására, különben a vágások keresése jelentősen
növelheti a teljes futásidő.

1.4.7. Megjegyzés. A vágás és szétválasztás során az általunk generált vágások globá-
lisan, minden részfeladatra érvényes egyenlőtlenségek. A számítógépes implementációtól
függ, hogy globálisan vagy lokálisan, a megfelelő részfeladatra alkalmazza ezeket.
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2. fejezet

Egészértékű programozáson alapulú

módszerek

Ebben a fejezetben az utazóügynök feladat néhány egészértékű programozás alapú megol-
dási módszerét mutatjuk be. A MIP formulációk egyik kulcskérdése, hogyan érjük el azt,
hogy a megoldás egyetlen Hamilton-kör legyen, és ne diszjunkt körök (résztúrák) uniója. A
2.2. fejezetben a Dantzig–Fulkerson–Johnson formulációt vizsgáljuk, ahol az exponenciá-
lisan sok egyenlőtlenség miatt egy korlát-generálás módszert, és egy vágás és szétválasztás
eljárást is alkalmazunk a feladat megoldására. A 2.3. fejezetben a Miller–Tucker–Zemlin
formulációt vizsgáljuk, ahol a résztúra elimináló korlátokat vágás felemelés technikával
erősítjük, és egy vágás és szétválasztás eljárással tesszük hatékonyabbá a feladat meg-
oldását. A 2.4. fejezetben a Gavish–Graves formulációt vizsgáljuk, melyre egy vágás és
szétválasztás eljárást alkalmazunk.

2.1. Hozzárendelési probléma

Az utazóügynök probléma modellezéséhez a MIP formulációk keretrendszerén belül defi-
niálnunk kell a modell döntési változóit, a célfüggvényt, valamint a korlátozó feltételeket.
Jelölje P n

ATSP az n csúcsú utazóügynök feladat egészértékű megoldásainak halmazát.
Minden (i, j) ∈ A élhez felveszünk egy xij ∈ {0, 1} bináris döntési változót a következő

jelentéssel:

xij =

1, ha az (i, j) él szerepel a megoldásban.

0, különben.
(2.1)
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Tehát az x ∈ {0, 1}|A| vektor az élek egy részhalmazának karakterisztikus vektora lesz,
melynek segítségével tetszőleges Hamilton-kört elkódolhatunk.

Jelölje cij a költségfüggvény értékét minden (i, j) ∈ A élre. A feladatunk egy minimális
költségű Hamilton-kör megtalálása:

min
∑

(i,j)∈A

cijxij (2.2)

Feltétel: x egy Hamilton-kör.

Egy Hamilton-körre definíció szerint teljesül, hogy minden csúcsra pontosan 1 a ki- és
befoka. Nevezzük ezt fokszámfeltételnek, és fogalmazzuk meg lineáris feltételek rendsze-
reként:

∑
j:(i,j)∈A

xij = 1 ∀ i ∈ V (2.3)

∑
j:(j,i)∈A

xji = 1 ∀ i ∈ V (2.4)

2.1.1. Megjegyzés. A (2.3) egyenletek szerint, minden csúcsra összegezzük annak kime-
nő élein xij értékeket, mely a változók definíciója szerint egyenlő a megoldásban szereplő
kimenő élek számával. A (2.4) egyenletek hasonlóan írják fel a befokfeltételt minden csúcs-
ra.

A (2.1) - (2.4) MIP-optimalizási feladatot hozzárendelési feladatnak (assignment

problem (AP)) nevezzük. Jelölje P n
AP az n csúcsú hozzárendelési feladat egészértékű

megoldásainak halmazát. A feltételek száma O(|V |), tehát a csúcsok számában lineáris.
Tekintsük a hozzárendelési feladat LP-relaxációját, melynek poliédere (2.3), (2.4) felté-

telekből adódóan korlátos, tehát politóp. A feltételeket leíró mátrix teljesen unimoduláris,
és a korlátozó vektor egész, így a feladat minden erős bázismegoldása egész (Frank, 2013,
5.1.6. Lemma), azaz az LP-relaxált politópjának minden csúcsa egész. Az LP-relaxált
poliédere megegyezik P n

AP halmaz pontjainak konvex burkával, ezért a hozzárendelési fel-
adat megoldásához elég ezt az LP-feladatot megoldanunk, melyet az 1.1 fejezet alapján
polinom időben meg tudunk tenni, tehát AP ∈ P .

Az AP fokszámfeltételei csupán azt írják elő, hogy minden csúcsot pontosan egyszer
kell meglátogatnunk. A megoldás így nem feltétlenül egyetlen Hamilton-kör lesz, hanem
diszjunkt körök uniója, melyeket a továbbiakban résztúrának nevezünk (2.1, 2.2. ábrák).
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2.1. ábra. Egy érvényes összefüggő
Hamilton-kör.

2.2. ábra. Résztúrákat tartalmazó AP meg-
oldás.

Tehát a hozzárendelési feladat egészértékű megoldásainak halmaza bővebb, P n
ATSP ⊂

P n
AP . Keressünk olyan feltételeket, melyeket a hozzárendelési feladat modelljéhez adva ki-

zárhatjuk a résztúrákból álló megoldásokat. Ezeket résztúra-elimináló feltételeknek

(Subtour Elimination Constraints, SECs) nevezzük. A következőkben három hagyo-
mányos formulációt fogunk bemutatni, amelyek különböző résztúra-elimináló módszereket
alkalmaznak.

2.2. Dantzig–Fulkerson–Johnson formuláció

Dantzig et al. (1954) a következő, kézenfekvő formulációt adták az utazóügynök feladatra:

min
∑

(i,j)∈A

cijxij (2.5)

∑
j:(i,j)∈A

xij = 1 ∀ i ∈ V (2.6)

∑
j:(j,i)∈A

xji = 1 ∀ i ∈ V (2.7)

∑
(i,j)∈A:
i∈S,j /∈S

xij ≥ 1 ∀ ∅ ̸= S ⊊ V (2.8)

xij ∈ {0, 1} ∀ (i, j) ∈ A (2.9)

A csúcsok egy S részhalmazához tartozó (2.8) egyenlőtlenség azt mondja ki, hogy létezik
legalább egy éle a megoldásnak, ami kilép S-ből. Ezek a feltételek nyilvánvalóan kizárják
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a résztúrákat a megoldásból.
Az (2.8) egyenlőtlenség-rendszer csúcsszámban exponenciálisan sok egyenlőtlenségből

áll, mert V csúcshalmaz minden valódi nem üres részhalmazához tartozik egy feltétel,
ezek száma 2|V |−2. Így a feltételek száma asztronomikusan nagy lesz már közepes méretű
feladatok esetén is, ezért a korlátozás és szétválasztás módszere nem hatékony a DFJ
formuláció esetén.

2.2.1. Állítás. Az (2.8) egyenlőtlenség-rendszerrel ekvivalens a következő felírás:

∑
(i,j)∈A:
i∈S,j∈S

xij ≤ |S| − 1 ∀ ∅ ̸= S ⊊ V (2.10)

A Dantzig–Fulkerson–Johnson formulációt (DFJ) formuláció előnye, hogy ki-
emelkedően erős az LP-relaxációja. Ennek elméleti hátterét részben az adja, hogy a (2.8)
résztúra elimináló feltételek az utazóügynök feladat conv(P n

ATSP ) poliéderének facet-jei,
tehát minden minimális lineáris leírásban szerepelniük kell.

2.2.2. Tétel (Grötschel és Padberg (1985)). Az n ≥ 3 csúcsú aszimmetrikus utazó-
ügynök probléma esetén:

1. A conv(P n
ATSP ) poliéder dimenziója: dim(conv(P n

ATSP )) = n2 − 3n+ 1.

2. Tetszőleges S ⊂ V részhalmazra, amelyre 2 ≤ |S| ≤ n− 2, a DFJ résztúra elimináló
feltételek (2.8) facet-et határoznak meg a conv(P n

ATSP ) poliéderen.

2.2.1. Korlát-generálás

A számítógépes implementáció során már közepes méretű feladatok esetén is gondot okoz
a DFJ formuláció eltárolása a memóriában, hiszen a feltételek száma csúcsszámban expo-
nenciális. A probléma kezelésére alkalmazhatjuk a korlát-generálás (constraint gene-

ration) módszerét, melyet Dantzig et al. (1954) mutatott be. A módszer alapgondolata,
hogy induljunk ki egy hiányos formulációból, amelyből elhagyjuk a feltételek egy részét,
és csak szükség esetén, iteratívan adjuk hozzá azokat a feladathoz.

Alkalmazzuk a korlát-generálás módszerét a DFJ formulációra a következőképpen. Elő-
ször oldjuk meg a hozzárendelési feladatot (2.1)–(2.4). Ha a megoldásunk egy Hamilton-
kör, akkor megkaptuk az utazóügynök feladat optimális megoldását, az algoritmus leáll.
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Különben a megoldásunk résztúrákból áll, ekkor vegyük hozzá a feladathoz a megfele-
lő DFJ résztúra elimináló feltételeket, és oldjuk meg újból a feladatot, majd a kapott
megoldásra alkalmazzuk az eljárást iteratívan.

2.2.2. Vágás és szétválasztás lazy korlátokkal

A korlát-generálás módszerével elkerültük az exponenciálisan sok feltétel egyidejű táro-
lását a memóriában, viszont minden új vágás hozzávétele után elölről kell megoldanunk
egy MIP-feladatot, amely a gyakorlatban hosszú futásidőt eredményezhet. A vágás és

szétválasztás lazy korlátokkal (branch and cut with lazy constraints) módszer
a korlát-generálás és a vágás és szétválasztás előnyeit ötvözi.

A módszer alapötlete, hogy a feladatot egyetlen korlátozás és szétválasztás eljárással
oldjuk meg egy hiányos formulációból kiindulva, amely nem tartalmazza a résztúra eli-
mináló korlátokat. A hiányzó feltételeket (lazy constraints) a keresési fa csúcsaiban akkor
vesszük hozzá a modellhez, ha a talált egészértékű megoldás megsérti azokat. Így a fel-
adat megoldását nem kell újraindítanunk, ugyanaz a keresési fa épül tovább a bővített
modellel.

Az algoritmus két lényeges ponton tér el a hagyományos vágás és szétválasztás mód-
szerétől. Egy hiányos MIP formulációból indulunk ki, így a feladathoz adott vágások nem
csak az LP-relaxáció erősítésére szolgálnak, hanem a feladat helyes leírásához is szüksége-
sek, melyek elhagyása esetén a megoldó hibás eredményt adhatna. Továbbá a szeparációt
egészértékű megoldásokon végezzük, nem pedig törtmegoldásokon. Amikor a korlátozás
és szétválasztás során találunk egy egészértékű megoldást, ellenőrizzük, hogy a hiányos
modellből kimaradt feltételeket teljesítik-e, ha nem, a megsértett feltételt hozzávesszük a
formulációhoz.

A szeparációs feladat megoldását a következőképp implementálhatjuk. Mikor egy rész-
feladatra találunk egy egészértékű megoldást, akkor végigiterálunk a gráf éleihez tartozó
döntési változókon, és eltároljuk egy tömbben minden csúcsra, hogy azt melyik csúcs köve-
ti a megoldásban. Ez egyértelmű lesz, hiszen csak egészértékű megoldás esetén oldjuk meg
a szeparációs feladatot. A kapott tömbből kiolvassuk a megoldásban szereplő résztúrákat,
és legeneráljuk a megfelelő DFJ résztúra elimináló feltételeket, majd ezeket hozzávesszük
a modellhez.
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2.3. Miller–Tucker–Zemlin formuláció

Miller et al. (1960) új, folytonos változókat bevezetve, csúcsszámban polinomiálisan sok
feltétellel eliminálták a résztúrákat.

Kitüntetünk egy s ∈ V (depó) csúcsot, és úgy tekintünk rá, mint ahonnan a Hamilton-
kör kiindul. Továbbá minden v ∈ V csúcshoz bevezetünk egy yv folytonos változót. Az yv

értékek alapján a csúcsokat növekvő sorrendbe rendezve megkapjuk, hogy az utazóügynök
milyen sorrendben látogatja meg azokat, így yv értékekre sorszámként tekinthetünk. Ehhez
azt kell biztosítanunk, hogy ha egy (i, j) él benne van a megoldásban (azaz xij = 1), és
j ̸= s akkor yi + 1 ≤ yj teljesüljön. Ezt a következő, big-M típusú korlátokkal érhetjük
el: yi + 1 ≤ yj +M(1− xij), ahol M egy megfelelően nagy konstans. Ha egy megengedett
megoldásban xij = 1, akkor az M-es tag 0, és így megkaptuk a kívánt egyenlőtlenséget; ha
pedig xij = 0, akkor egy redundáns feltételt kapunk, amit minden megengedett megoldás
teljesít. Mivel yi + 1 ≤ n és yj ≥ 1, így az M := n− 1 választás megfelelő, lásd: (2.15).

min
∑

(i,j)∈A

cijxij (2.11)

∑
j:(i,j)∈A

xij = 1 ∀ i ∈ V (2.12)

∑
j:(j,i)∈A

xji = 1 ∀ i ∈ V (2.13)

ys = 0 (2.14)

yi − yj + (n− 1)xij ≤ n− 2 ∀ (i, j) ∈ A : j ̸= s (2.15)

xij ∈ {0, 1} ∀ (i, j) ∈ A (2.16)

1 ≤ yi ≤ n− 1 ∀ i ∈ V \ {s} (2.17)

2.3.1. Állítás. A (2.15) feltételek eliminálják a résztúrákat.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy a megoldás résztúrákból áll. Legyen i1 → i2 → . . . → ik →
i1 egy s-t nem tartalmazó résztúra. Definíció szerint xij = 1 a résztúra minden (i, j) élére,
tehát ezekre (2.15) alapján yi+1 ≤ yj adódik. Tehát yi < yj is teljesül minden résztúrabeli
(i, j) élre. Az i1 → i2 → . . . → ik út éleihez tartozó egyenlőtlenségekből következik, hogy
yi1 < yik . Ez viszont ellentmondás, mert ik ̸= s, így (2.15) szerint yik < yi1 . Az indirekt
feltevésünk hamisnak bizonyult, a (2.15) feltételek valóban eliminálják a résztúrákat. □
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Tehát az MTZ formulációban lényegesen kevesebb résztúra elimináló feltételt használ-
tunk, mint a DFJ formulációban. Ezzel egy olyan MIP formulációt kaptunk az utazóügy-
nök feladatra, melynek egészét el tudjuk tárolni a memóriában még nagyobb feladatok
esetén is, így a gyakorlatban olyan megoldási módszereket is alkalmazhatunk, melyek a
DFJ formulációra a feltételek exponenciális száma miatt nem működtek. Ellenben fontos
megjegyezni, hogy ezt extra változók és big-M típusú korlátok használatával értük el, me-
lyek jelentősen rontják a formuláció LP-relaxációjának erősségét. A DFJ formulációhoz
képest az MTZ formuláció LP-relaxációja kifejezetten gyengének bizonyul.

2.3.2. Állítás. Minden xij = 1, j ̸= s esetén yi + 1 = yj teljesül.

Bizonyítás. Tekintsük azokat az éleket, melyekre xij = 1. Ezek definíció szerint egy
Hamilton-kört határoznak meg, ez legyen i0 → i1 → . . . → in−1 → i0, ahol i0 = s. Az MTZ
formuláció rögzíti ys = 0 értéket, így yi0 = 0. A (2.15) feltételekből yik+1 ≤ yik+1

egyenlőt-
lenséget kapjuk minden k = 0, 1, . . . , n−2 esetén, ezért yi1 ≥ 1, yi2 ≥ 2, . . . , yin−1 ≥ n−1.
Valamint (2.17) feltétel szerint yin−1 ≤ n − 1, ezért mindegyik egyenlőtlenségnek egyen-
lőséggel kell teljesülnie, ezért yik+1

= yik + 1 minden k = 0, 1, . . . , n − 2 esetén, mely
ekvivalens az állítással. □

2.3.3. Megjegyzés. Miller et al. (1960) valójában az utazóügynök feladatnál általáno-
sabb, járműútvonal-tervezési problémára ad MIP formulációt, amelyben a megoldásnak
egy kitüntetett s csúcsba pontosan t alkalommal kell visszatérnie. Ebből t = 1 és p ≥ |V |
esetén visszakapjuk az utazóügynök feladatot.

2.3.1. A formuláció erősítése

Desrochers és Laporte (1991) a lifting technika alkalmazásával erősítették az MTZ formu-
láció résztúra elimináló feltételeit.

A következő alakban keressük az erősebb egyenlőtlenségeket:

yi − yj + (n− 1)xij + αjixji ≤ n− 2 ∀ (i, j) ∈ A : j ̸= s (2.18)

Keressük azokat a lehető legnagyobb αji együtthatókat, amellyel a (2.18) egyenlőtlenségek
továbbra is teljesülnek bármely megengedett ATSP megoldásra.

Tekintsünk egy tetszőleges (i, j) ∈ A : j ̸= s élhez tartozó egyenlőtlenséget. Ezt az
xji ∈ {0, 1} változó értéke szerinti esetszétbontással fogjuk vizsgálni:
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• Ha xji = 0, akkor tetszőleges αji ∈ R választással visszakapjuk az eredeti MTZ
formuláció egy feltételét, amelyről tudjuk, hogy érvényes az utazóügynök feladatra.

• Ha xji = 1, akkor n ≥ 3 esetén a fokszámfeltételek miatt xij = 0. Ekkor az (i, j)

élhez tartozó egyenlőtlenség a következőképpen alakul:

yi − yj + αji ≤ n− 2

Mivel xji = 1, tudjuk, hogy a túrában a j csúcsot közvetlenül az i követi, azaz
teljesül, hogy yi−yj = 1. Ezt behelyettesítve αji-re a következő felső korlátot kapjuk:

1 + αji ≤ n− 2 =⇒ αji ≤ n− 3

Az αji = n − 3 választással megkapjuk az (2.15) feltételek, Desrochers és Laporte
(1991) által felírt erősítését:

yi − yj + (n− 1)xij + (n− 3)xji ≤ n− 2 ∀ (i, j) ∈ A : j ̸= s

Legyen P n
MTZ az MTZ formuláció egészértékű megoldásaiból álló halmaz.

2.3.4. Tétel (Desrochers és Laporte (1991)).

1. A conv(P n
MTZ) poliéder dimenziója n ≥ 3 esetén: dim(conv(P n

MTZ)) = n2 − 3n+ 1.

2. Az (2.18) egyenlőtlenségek facet-et határoznak meg a conv(P n
MTZ) poliéderen n ≥ 6

esetén.

2.3.2. Vágás és szétválasztás

A DFJ formulációval szemben az MTZ modell legnagyobb előnye, hogy csúcsszámban
polinomiális számú feltételt alkalmaz, így a teljes formuláció még nagyobb méretű példák
esetén is közvetlenül átadható a megoldó szoftvernek. Ennek ellenére, ha a feladatot a
hagyományos korlátozás és szétválasztás módszerrel próbáljuk megoldani, az gyakran túl
lassúnak bizonyul. Ezt az MTZ formuláció gyenge LP-relaxációja magyarázza. Amikor az
algoritmus a keresési fa egy-egy csúcsában megoldja a relaxált feladatot, a kapott célfügg-
vényérték jellemzően távol esik a tényleges egészértékű optimumtól. Emiatt az algoritmus
kevésbé hatékonyan fog tudni korlátozni, hiszen az LP optimum jóval az aktuális felső
korlát alá eshet, olyan esetekben is, amikor az egészértékű optimumérték szerint, már
lezárnánk a keresést az adott ágban az felső korlátra hivatkozva.
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A programunk futásidejének csökkentése érdekében a vágás és szétválasztás módszert
fogjuk alkalmazni, hogy további vágások hozzávételével csökkentsük az LP-relaxálció poli-
édere és P n

ATSP közötti rést. Ehhez szükségünk lesz egy gyors algoritmusra, amely megadja,
hogy milyen vágásokat válasszunk egy adott részfeladathoz, azaz megoldja a szeparációs
problémát. Ennek azért kell minél gyorsabbnak lennie, mert várhatóan sokszor meg fogjuk
hívni a vágás és szétválasztás futása közben, ha nem elég gyors, akkor nagy mértékben
lelassíthatja a teljes módszerünket.

Az aktuális részfeladat LP-relaxációjának megoldása legyen x̃. Ha x̃ megoldásvektor
törtértékű, akkor keressük meg, hogy milyen DFJ résztúra elimináló feltételt sért meg
és válasszuk ezt a feltételt szeparáló hipersíknak. Ez valóban jó lesz, hiszen választásából
adódóan x̃ tört megoldást kizárja, viszont P n

ATSP poliéder minden pontja teljesíti az általa
meghatározott feltételt.

A feladatunk, hogy keressünk (2.8) feltételek közül egyet, amelyet x̃ megsért. Ezt egy
hálózati folyam problémára fogjuk visszavezetni, ahol használjuk a következő tételt:

2.3.5. Tétel (Maximális folyam minimális vágás tétel). Adott (D, s, t, g) hálózat ese-
tén a megengedett s, t folyamok maximális nagysága egyenlő a minimális s, t vágás kapaci-
tásával, azaz a kimenő élek kapacitásösszegének minimumával az összes lehetséges vágásra
nézve:

min
S⊂V

s∈S, t/∈S

∑
uv∈A

u∈S,v /∈S

g(uv)

Ha g egészértékű, úgy a maximum egészértékű folyamon is felvétetik.

Tekintsük (D, s, t, g) hálózatot, ahol D egy |V | csúcsú irányított teljes gráf, és a g

kapacitás függvényt adjuk meg az aktuális x̃ megoldásvektor szerint a következő módon:
g(i, j) = x̃ij minden (i, j) ∈ A élre. Ha létezik olyan S ⊂ V halmaz, amelyre a kimenő élek
összege kisebb, mint 1, akkor találtunk egy sértett DFJ résztúra eliminációs feltételt. Fut-
tassuk az Edmonds-Karp algoritmust egy s, t ∈ V csúcspárra, ekkor egy maximális s, t
folyamot és egy S minimális s, t vágást kapunk kimenetként. Ha S kimenő élein a kapaci-
tások összege kisebb, mint 1, akkor S csúcshalmaz megsért egy DFJ résztúra eliminációs
feltételt az utazóügynök feladatban, mivel a kapacitásokat x̃ szerint adtuk meg. Ekkor
megoldottuk a szeparációs feladatot, használjuk ezt a résztúra eliminációs feltételt user
cut-ként a vágás és szétválasztás algoritmusban az aktuális részfeladatunkhoz. Viszont,
ha a kapacitások összege nem kisebb, mint 1, akkor további s, t párokat kell vizsgálnunk,
amíg nem találunk sértő csúcshalmazt.
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Ahelyett, hogy minden lehetséges (s, t) párra megoldanánk a folyamfeladatot, a szá-
mítógépes implementáció során egy hatékony heurisztikát alkalmazunk a futásidő csök-
kentésére. Minden s ∈ V forráscsúcshoz előre, a vágás és szétválasztás futtatása előtt,
kiválasztjuk az eredeti feladat költségfüggvénye alapján a tőle legtávolabb eső t ∈ V

csúcsot nyelőként, és csak ezekre az s, t párokra futtatjuk az Edmonds-Karp algoritmust.
A heurisztika intuíciója, hogy a minimális költségű Hamilton-kör keresésekor a nagy

költséggel rendelkező éleken jó eséllyel kicsi lesz x̃ megoldásvektor értéke. A választott
s, t csúcspár között triviálisan minden út költsége legalább annyi, mint a legrövidebb
s, t út költsége, amelyet rögzített s mellett t-re nézve maximalizáltunk. Ezért jó eséllyel
minden s, t úton lesz olyan él, ahol x̃ értéke kicsi. A hálózati folyamok elméletéből ismert
folyamfelbontási tétel szerint minden megengedett s, t folyam előállítható véges sok s, t

útfolyam és irányított körfolyam összegeként. Mivel a körfolyamok nem járulnak hozzá az
s, t folyamértékhez, ezért a folyamnagyságot kizárólag az s, t utak kapacitásai korlátozzák.
Az intuíciónk szerint, ezeken az utakon valószínűleg lesz alacsony kapacitással rendelkező
él. Ezért, ha ilyen módon választunk a folyamfeladathoz forrást és nyelőt, akkor bízhatunk
abban, hogy a maximális folyam értéke 1 alá fog esni.

2.4. Gavish–Graves formuláció

A Gavish és Graves (1978) által bemutatott MIP formuláció az MTZ felíráshoz hasonlóan
polinomiálisan sok feltételt használ, de annál erősebb LP-relaxációt biztosít (Wong, 1980).

Legyen s ∈ V tetszőleges kitüntetett csúcs.

min
∑

(i,j)∈A

cijxij (2.19)

∑
j:(i,j)∈A

xij = 1 ∀ i ∈ V (2.20)

∑
j:(j,i)∈A

xji = 1 ∀ i ∈ V (2.21)

∑
j:(i,j)∈A

yij −
∑

j:(j,i)∈A
j ̸=s

yji = 1 ∀ i ∈ V \ {s} (2.22)

yij ≤ (n− 1)xij ∀ (i, j) ∈ A (2.23)

xij ∈ {0, 1} ∀ (i, j) ∈ A (2.24)

yij ≥ 0 ∀ (i, j) ∈ A (2.25)
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Ez a felírás az MTZ formulációban megismert sorszámozós technikát használja a SECs
feltételek megadásához, viszont most csúcsok helyett az élekhez rendelünk egy-egy foly-
tonos yij változót, amely megadja, hogy (i, j) él hányadik a túrában.

2.4.1. Állítás. A (2.22)–(2.23) feltételek eliminálják a résztúrákat.

Bizonyítás. Tekintsünk egy megengedett (x, y) megoldást. A (2.25) és (2.23) feltételek
miatt a megoldás minden (i, j) élére teljesül, hogy:

xij =

1 =⇒ 0 ≤ yij ≤ n− 1, ha (i, j) egy résztúrabeli él.

0 =⇒ yij = 0, különben.

Tegyük fel, hogy a megoldás több résztúrából áll. Legyen i1 → i2 → . . . → ik → i1

egy s csúcsot nem tartalmazó résztúra. Írjuk fel a résztúra minden ij csúcsára a (2.22)
feltételeket. Mivel az y változó csak a résztúra élein vehet fel pozitív értéket, ezért a
summa a következőre egyszerűsödik:

yijij+1
− yij−1ij = 1 ∀j ∈ {1, . . . , k}, (2.26)

ahol az indexek ciklikusan ismétlődnek, azaz i0 ≡ ik és ik+1 ≡ i1.
Adjuk össze a (2.26) egyenleteket a résztúra összes csúcsára. A bal oldalon egy telesz-

kopikus összeget kapunk, a tagok kiejtik egymást, így a bal oldal összege 0 lesz. A jobb
oldalon a k darab 1-es összegét vesszük. Ebből a következő egyenlőséget kapjuk:

0 = k

Ez persze ellentmondás, hiszen egy résztúra legalább 2 csúcsot tartalmaz, így k ≥ 2. Az
indirekt feltevésünk tehát hamis volt, a (2.22) és (2.23) feltételek valóban eliminálják a
résztúrákat. □

Rögzített x megengedett megoldásra a GG formuláció egy hálózati folyam feladatra re-
dukálódik. Konkrétan, egy egyárus hálózati folyamfeladatra (single-commodity flow), ahol
minden i ̸= s csúcs egy egységnyi folyamot termel, amelynek az s csúcsba kell eljutnia a
kiválasztott éleken keresztül. Egyrészt, ez is megmagyarázza, hogy a (2.22)–(2.23) felté-
telek miért zárják ki a résztúrákat: egy s-t nem tartalmazó résztúrában keletkező folyam
nem tudna eljutni s-be. Másrészt a rögzített egészértékű x mellett kapott folyamrendszer
integrális, ezért létezik egészértékű y-megoldás is.
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3. fejezet

Számítási eredmények

Ebben a fejezetben prezentáljuk a számítási eredményeinket. A 3.1. fejezetben bemutatjuk
a tesztek előkészítését: a felhasznált feladatpéldányokat, a futtatási környezetet, a vizsgált
megoldási módszereket, és a vizsgált futtatási konfigurációkat. Az eredményeket a 3.2. és
3.3 fejezetekben értékeljük ki.

3.1. Kísérletek előkészítése

3.1.1. Instanciák

A tesztelést a TSPLIB könyvtár1 18 darab, aszimmetrikus utazóügynök feladathoz tartozó
instanciáján végeztük. A 3.1. Táblázat tartalmazza a feladatpéldányok csúcsszámait.

3.1. táblázat. A vizsgált instanciák és méretük (n)
br17 ftv33 ftv35 ftv38 p43 ftv44 ftv47 ry48p ft53 ftv55 ftv64 ftv70 kro124p ftv170 rbg323 rbg358 rbg403 rbg443

17 34 36 39 43 45 48 48 53 56 65 71 100 171 323 358 403 443

3.1.2. Futtatási környezet

A kód implementációja C++-ban készült, az ILOG CPLEX (verzió: 22.1.2.0) használatá-
val. A vágás és szétválasztás eljárásokhoz az ILOUSERCUTCALLBACK, a lazy korlátokhoz pe-
dig az ILOLAZYCONSTRAINTCALLBACK makrót alkalmaztuk, melyek az úgynevezett Legacy
Callback -ek közé sorolhatók. A számítási kísérleteket egy Apple MacBook Air laptopon
(processzor: Apple M1, RAM: 8GB) futtattuk.

1https://comopt.ifi.uni-heidelberg.de/software/TSPLIB95/index.html
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3.1.3. Vizsgált megoldási módszerek

Az instanciákon öt különböző egzakt megoldási módszert vizsgáltunk az utazóügynök
feladat megoldására, melyekre bevezetjük a következő jelölést:

• MTZ_BB és GG_BB: A hagyományos korlátozás és szétválasztás módszere MTZ
(illetve GG) formulációt használva.

• MTZ_BC és GG_BC: A vágás és szétválasztás módszere az MTZ (illetve GG)
formulációt használva, ahol a szeprációs feladatot a 2.3.2. Alfejezetben leírtak szerint
oldjuk meg.

• AP_DFJ_BC: vágás és szétválasztás lazy korlátokkal a 2.2.2. Alfejezetben leírtak
szerint.

A két korlátozás és szétválasztás módszert együttesen BB-vel, a három vágás és szét-
választás módszert pedig BC-vel jelöljük.

3.1.4. Konfigurációk

A tesztelés során három különböző konfigurációt használtunk, melyeket DEFAULT, SINGLE_THREAD
és ALL_OFF rövidítésekkel jelölünk a teljes dolgozatban.

A DEFAULT konfiguráció esetén a CPLEX minden beépített, megoldást segítő funkció-
ját bekapcsolva hagytuk, amelyek három fő csoportba sorolhatók:

• Előfeldolgozás (presolve): melynek során a megoldó többek között törli a redun-
dáns feltételeket, és csökkenti a modellben szereplő változók számát.

• Vágások használata: a szoftver automatikusan különböző érvényes egyenlőtlen-
ségeket, például Gomory vágásokat ad a modellhez az LP-relaxáció erősítése és a
futásidő csökkentése érdekében. Így a megoldó valójában akkor is vágás és szétvá-
lasztás módszert alkalmaz, ha nem adtunk meg szeparációs algoritmust a feladathoz.

• Heurisztikák: az algoritmus futása közben gyors, közelítő módszerekkel igyekszik
megengedett egészértékű megoldásokat találni, ezzel javítva a keresés során használt
alsó és felső korlátokat.

A DEFAULT konfiguráció vizsgálatával az volt a célunk, hogy megnézzük, mennyire hatéko-
nyak az egyes módszerek, ha azokat egy modern megoldó szoftverrel használjuk, kihasz-
nálva annak megoldássegítő funkcióit.
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A SINGLE_THREAD abban tér el a DEFAULT konfigurációtól, hogy nem használ párhu-
zamosítást, hanem a program futtatását egyetlen processzorszál használatára korlátozza,
ezzel reprodukálhatóvá téve az eredményeket.

Az ALL_OFF konfigurációban pedig kikapcsoltunk a CPLEX minden beépített, megol-
dást segítő funkcióját. A konfiguráció használata lehetővé teszi, hogy a vizsgált modelleket
önmagukban össze tudjuk hasonlítani hatékonyságuk és az LP-relaxációk erőssége szerint.

A vizsgált vágás és szétválasztás megoldási módszereink esetében a DEFAULT és a
SINGLE_THREAD konfigurációk megegyeznek. Ennek oka, hogy az implementációban a sze-
parációs feladatot egy Legacy Callback segítségével oldjuk meg, így a program futása egy
processzor szálra korlátozódik. Ezért a vágás és szétválasztás módszerek esetén a tesztelést
csak a SINGLE_THREAD és ALL_OFF konfigurációkra végeztük el.

A teszteket minden esetben 10 perces időkorláttal (TL) végeztük. Megjegyezzük, hogy
az időkorlát használata miatt a módszereink heurisztikusak.

3.2. Megoldási módszerek összehasonlítása, ALL_OFF kon-

figuráció
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3.1. ábra. Megoldási módszerek futásidejének összehasonlítása az ALL_OFF konfigurációban

A számítási eredmények alapján, ALL_OFF konfigurációban az AP_BC_DFJ módszer
futásideje volt a legalacsonyabb minden instanciára. Így a vágás és szétválasztás lazy
korlátokkal eljárás hatékonysága lényegesen meghaladta a többi vizsgált módszertét.

30



3.2.1. Korlátozás és szétválasztás vs. Vágás és szétválasztás

Az ALL_OFF konfigurációban a 14 darab, n ≤ 171 méretű instancián vizsgáltuk a korlátozás
és szétválasztás (BB) és a vágás és szétválasztás (BC) módszerek közötti teljesítmény
különbségeket. A mérési eredményeink alapján összességében a BC módszerek lényegesen
jobb futásidőt értek el (3.1. ábra, 3.2. táblázat).

A számítási eredmények megfelelnek annak, amit az elméleti eredmények alapján vá-
runk, abból a szempontból, hogy a BB módszerek futásideje lényegesen nagyobb, mint
a BC módszereké, melyek dinamikusan DFJ résztúra-elimináló feltételeket adnak a fel-
adathoz. Továbbá a BC módszerek nagyságrendekkel kisebb méretű keresőfát építenek.
A BB módszereknek több esetben nem sikerült az időkorláton belül optimális megoldást
találnia, vagy a talált megoldás optimalitását bizonyítania.

Futásidő (s) Kereső fa mérete

Módszer összes medián FEASIBLE átlag medián

AP_DFJ_BC 4,03 0,06 0 218 34
MTZ_BC 323,76 1,06 0 62 40
GG_BC 712,29 2,56 1 58 34
MTZ_BB 3573,63 118,40 5 717 222 280 669
GG_BB 4122,04 207,18 6 191 969 50 860

3.2. táblázat. Futásidő, nem optimális státuszú esetek száma, kereső fa mérete (n ≤ 171,
ALL_OFF).

3.2.2. MTZ_BB és GG_BB módszerek összehasonlítása

Az összehasonlítást a legfeljebb 171 csúcsú (n ≤ 171) instanciákon végeztük, ALL_OFF
konfigurációval. Mivel megoldási módszernek a hagyományos korlátozás és szétválasztás
eljárást választottuk, ezért a nagyobb méretű instanciákat nem vizsgáltuk, mivel a mód-
szer nagy számításigénye miatt, már n ≤ 171 esetén is többször időkorlátba ütköztünk.

Az elméleti eredmények alapján azt várnánk, hogy mivel a GG formuláció esetén erő-
sebb LP-relaxációt kapunk, mint az MTZ formulációt használva, ezért azonos konfiguráció
mellett a GG_BB módszer esetén kisebb lesz a keresési fa egy adott instanciára. Ebből
kifolyólag arra is számítunk, hogy a GG_BB módszer jobb futásidőt ér el a gyakorlatban.

31



br1
7 (

n=17
)

ftv
33

 (n
=34

)

ftv
35

 (n
=36

)

ftv
38

 (n
=39

)

p4
3 (

n=43
)

ftv
44

 (n
=45

)

ftv
47

 (n
=48

)

ry4
8p

 (n
=48

)

ft5
3 (

n=53
)

ftv
55

 (n
=56

)

ftv
64

 (n
=65

)

ftv
70

 (n
=71

)

kro
12

4p
 (n

=10
0)

ftv
17

0 (
n=17

1)

Instancia

10
4

10
5

10
6

K
er

es
és

i f
a 

m
ér

et
e

MTZ_BB
GG_BB
TL-be ütközött

Instance n rBB
br17 17 1,31
ftv33 34 1,32
ftv35 36 0,68
ftv38 39 1,48
p43 43 3,17
ftv44 45 1,36
ftv47 48 1,66
ry48p 48 4,95
ft53 53 5,79
ftv55 56 2,64
ftv64 65 5,53
ftv70 71 3,49

kro124p 100 10,64
ftv170 171 10,95
átlag,

 ha mindkett  OPT 1,9986

rBB = MTZ_BB és GG_BB keresési fa
méretének hányadosa adott instancia esetén

3.2. ábra. MTZ_BB és GG_BB módszerek: keresési fák méretének összehasonlítása

Legyen rBB(inst) = |TMTZ_BB(inst)|/|TGG_BB(inst)| az MTZ_BB és a GG_BB
módszerek keresési fái méretének hányadosa adott inst instanciára. Ha azokat az instan-
ciákat tekintjük, ahol mindkét formulációval megtaláltuk az optimumot, azt tapasztaljuk,
hogy a GG_BB módszert alkalmazva a keresési fa mérete egy kivételtől (ftv35) eltekintve
kisebb, átlagosan feleakkora, mint az MTZ_BB módszer esetén (3.2. ábra).

A megfigyelés összhangban van az elméleti eredményekkel, a GG formuláció erősebb
LP-relaxációja élesebb alsó korlátokat biztosít a keresési fa csúcsaiban, így a megoldó na-
gyobb eséllyel tudja a keresési fa egy-egy teljes ágát levágni. Továbbá, ha minden vizsgált
instanciára kiszámítjuk az rBB hányadost (3.2. ábra, táblázat), azt tapasztaljuk, hogy
rBB a feladatok méretével pozitív korrelációt mutat, vagyis a GG formuláció használata-
kor kapott élesebb alsó korlátok előnyei nagyobb feladatok esetén jobban érvényesülnek.
Ezt magyarázza, hogy a felépíthető keresési fa maximális mérete az instanciák méretével
(n) exponenciálisan nő.

Előfordultak olyan instanciák is (p43, ry48p, ft53, kro124p, ftv170), melyeknél egyik
módszerrel sem találtuk meg az optimumot, viszont mindkét módszer talált egészértékű,
így közelítő megoldást. A megfelelő Gap_sol(%) értékek (Számítási eredmények – A.1.
táblázat) összehasonlításakor megfigyeltük, hogy az MTZ_BB és GG_BB módszerek az
optimumtól közel azonos távolságra lévő közelítő megoldást találtak p43, ft53, és kro124p
instanciák esetén. Az ry48p instancián viszont a GG_BB módszer lényegesen jobb közelítő
megoldást ért el (4,43%, szemben a 11,33% Gap_sol). Az MTZ_BB pedig az ftv170
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instancián ért el jobb eredményt (84,75%, szemben a 135,75% Gap_sol).
A GG_BB átlagosan feleakkora keresési fát épített, mint az MTZ_BB, azaz átlagosan

feleannyi LP-relaxált feladat megoldására volt szükség az optimum eléréséhez. Az időkor-
látba ütköző esetekben viszont a két módszer közelítő megoldásai jelentősen eltérhetnek,
és egyik módszer sem bizonyult egyértelműen jobbnak a másiknál. Ebből arra következte-
tünk, hogy a GG_BB erősebb LP-relaxáltja által adott élesebb alsó korlát néhány, de nem
minden esetben már a keresési fa kisebb szintjein le tudja zárni a nem optimális ágakat,
így a megoldó kevesebb felesleges részfeladat megoldásával jut optimális megoldáshoz.
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3.3. ábra. MTZ_BB és GG_BB módszerek: futásidők összehasonlítása

A futásidő tekintetében, a várakozásunkkal ellentétben az MTZ_BB módszer ért el
jobb eredményt az összes olyan esetben, ahol sikerült optimális megoldást találnunk, ahogy
ez a 3.3. ábrán is megfigyelhető.

Összességében a számítási eredmények megerősítik az elméleti várakozást, hogy a GG
formuláció erősebb LP-relaxációja kisebb keresési fát eredményez, és ez az előny a feladat-
méret növekedésével arányosan nő. Ugyanakkor a teljes futásidőben az MTZ_BB módszer
bizonyul gyorsabbnak az általunk vizsgált instanciákon.

33



3.3. Megoldási módszerek összehasonlítása, DEFAULT kon-

figuráció

A DEFAULT konfigurációt használva is megvizsgáltuk a megoldási módszereinket, mellyel
az volt a célunk, hogy teszteljük, mennyire hatékonyak ezek egy modern megoldó beépí-
tett funkcióival (előfeldolgozás, érvényes egyenlőtlenségek, heurisztikák) együtt használva
azokat. Megjegyezzük, hogy ebben a konfigurációban valójában az MTZ_BB és GG_BB
módszerek esetén is vágás és szétválasztás eljárást alkalmazunk (BB rövidítés továbbra
is ezeket a módszereket jelöli), hiszen a CPLEX megoldó DEFAULT konfigurációban ér-
vényes egyenlőtlenségeket is használ, és párhuzamosítva futtatja a programot. Továbbá
a BC módszerek esetén az ILOUSERCUTCALLBACK, ILOLAZYCONSTRAINTCALLBACK makrók
használata miatt a megoldó szoftver a program futását egy processzorszálra korlátozza,
és kikapcsol bizonyos megoldást segítő funkciókat, melyek között a dinamikus keresés
(heurisztika) és a duális redukciók (előfeldolgozás) is szerepel.
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3.4. ábra. Megoldási módszerek futásidejének összehasonlítása a DEFAULT konfigurációban

Kisebb méretű instanciákra (n ≤ 71), p43 instancia kivételével, minden megoldási
módszer esetén alacsony futásidőt mértünk, ezek maximuma 7,17 s (ftv70, MTZ_BC) volt
(Számítási eredmények – A.1. táblázat). A BB módszerek esetén ez jelentős hatékonyság-
javulásnak tekinthető az ALL_OFF esethez képest, ahol a BB módszerek lényegesen lassabb-
nak bizonyultak a megfelelő BC módszereknél, és több instancián is időkorlátba ütköztek.

A kro124p és ftv170 instanciák esetén, már nagyobb eltéréseket mértünk a külön-
böző megoldók futásideje között. A BB módszerek jobban teljesítettek az MTZ_BC és
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GG_BC módszereknél. Ez nagyban különbözik az ALL_OFF konfiguráció esetén tapasz-
taltaktól, ahol a BC módszerek bizonyultak hatékonyabbnak. Ezt az okozhatja, hogy
DEFAULT konfigurációban a BB módszerek párhuzamosítva futnak, míg a Legacy Callback
miatt a BC módszerek egyetlen szálra korlátozódnak, és a CPLEX a dinamikus keresési
heurisztikát, valamint a duális redukciókat is kikapcsolja.

Közepes méretű instanciákon (n < 403) a BC módszerek futásideje nem tér el jelentő-
sen az ALL_OFF konfiguráció esetén tapasztaltaktól. Ennek oka, hogy a Legacy Callback
használata miatt ezeknél a módszereknél a DEFAULT konfigurációban is kikapcsolódik a
dinamikus keresési heurisztika és a duális redukciók által nyújtott előfeldolgozás, így a
megoldó funkcióinak előnyei nem érvényesülnek teljes mértékben. A legnagyobb instanci-
ákon (n ≥ 403) a BC módszerek nem találtak egészértékű megoldást.

A vizsgált instanciákon az AP_DFJ_BC módszer éri el a legjobb futásidőket, ahogy
ezt az ALL_OFF konfiguráció esetén is tapasztaltuk.

Összességében a DEFAULT konfigurációban a CPLEX beépített funkciói (előfeldolgozás,
érvényes egyenlőtlenségek, heurisztikák) jelentősen mérséklik a hagyományos BB módsze-
rek hátrányát, így ezek versenyképessé válnak a saját szeparációs algoritmust használó
BC módszerekkel. Az általunk implementált szeparációs eljárás előnye elsősorban a na-
gyobb instanciákon érvényesül, az AP_DFJ_BC módszer a vizsgált példányokon végig a
legjobb futásidőket éri el.
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A. függelék

Számítási eredmények – Táblázatok

Az A.1. táblázat tartalmazza a részletes futási eredményeket. A táblázatban feltüntetjük
a feladatpéldány nevét (instance); csúcsszámát (n); a megoldó eljárást (solver); és az
alkalmazott konfigurációt (config). Az eredményeknél feltüntetjük a megoldás státuszát
(status); a talált legjobb megoldás költségét (obj ) és az alsó korlát értékét (bound); ezeknek
az optimumhoz számolt gap-jét (gap_b(%) és gap_sol(%)); a megoldás során szeparált
vágások számát (cuts); a keresőfa bejárt csúcsainak számát (nodes); és a megoldás idejét
(time(s)).
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A.1. táblázat: Részletes számítási eredmények.

instance n solver config status obj bound gap_b(%) gap_sol(%) cuts nodes time(s)

br17 17 MTZ_BB DEFAULT OPTIMAL 39.00 39.00 0.00 0.00 0 0 0.04
br17 17 MTZ_BB ALL_OFF OPTIMAL 39.00 39.00 0.00 0.00 0 416873 20.51
br17 17 GG_BB DEFAULT OPTIMAL 39.00 39.00 0.00 0.00 0 0 0.21
br17 17 GG_BB ALL_OFF OPTIMAL 39.00 39.00 0.00 0.00 0 317025 33.53
br17 17 MTZ_BC ALL_OFF OPTIMAL 39.00 39.00 0.00 0.00 18 0 0.02
br17 17 MTZ_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 39.00 39.00 0.00 0.00 4 0 0.01
br17 17 GG_BC ALL_OFF OPTIMAL 39.00 39.00 0.00 0.00 21 20 0.07
br17 17 GG_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 39.00 39.00 0.00 0.00 4 0 0.07
br17 17 AP_DFJ_BC ALL_OFF OPTIMAL 39.00 39.00 0.00 0.00 17 7 0.00
br17 17 AP_DFJ_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 39.00 39.00 0.00 0.00 17 0 0.00
ftv33 34 MTZ_BB DEFAULT OPTIMAL 1286.00 1284.00 0.16 0.00 0 0 0.19
ftv33 34 MTZ_BB ALL_OFF OPTIMAL 1286.00 1286.00 0.00 0.00 0 60027 7.67
ftv33 34 GG_BB DEFAULT OPTIMAL 1286.00 1286.00 0.00 0.00 0 0 0.30
ftv33 34 GG_BB ALL_OFF OPTIMAL 1286.00 1286.00 0.00 0.00 0 45432 19.50
ftv33 34 MTZ_BC ALL_OFF OPTIMAL 1286.00 1286.00 0.00 0.00 33 2 0.13
ftv33 34 MTZ_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 1286.00 1286.00 0.00 0.00 8 0 0.10
ftv33 34 GG_BC ALL_OFF OPTIMAL 1286.00 1286.00 0.00 0.00 24 2 0.19
ftv33 34 GG_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 1286.00 1286.00 0.00 0.00 4 0 0.19
ftv33 34 AP_DFJ_BC ALL_OFF OPTIMAL 1286.00 1286.00 0.00 0.00 18 4 0.01
ftv33 34 AP_DFJ_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 1286.00 1286.00 0.00 0.00 27 0 0.04
ftv35 36 MTZ_BB DEFAULT OPTIMAL 1473.00 1473.00 0.00 0.00 0 305 0.30
ftv35 36 MTZ_BB ALL_OFF OPTIMAL 1473.00 1473.00 0.00 0.00 0 11316 2.15
ftv35 36 GG_BB DEFAULT OPTIMAL 1473.00 1473.00 0.00 0.00 0 0 0.32
ftv35 36 GG_BB ALL_OFF OPTIMAL 1473.00 1473.00 0.00 0.00 0 16521 7.35
ftv35 36 MTZ_BC ALL_OFF OPTIMAL 1473.00 1473.00 0.00 0.00 42 10 0.22
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instance n solver config status obj bound gap_b(%) gap_sol(%) cuts nodes time(s)

ftv35 36 MTZ_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 1473.00 1473.00 0.00 0.00 26 0 0.34
ftv35 36 GG_BC ALL_OFF OPTIMAL 1473.00 1473.00 0.00 0.00 37 18 0.53
ftv35 36 GG_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 1473.00 1473.00 0.00 0.00 18 3 1.03
ftv35 36 AP_DFJ_BC ALL_OFF OPTIMAL 1473.00 1473.00 0.00 0.00 39 23 0.02
ftv35 36 AP_DFJ_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 1473.00 1473.00 0.00 0.00 51 7 0.07
ftv38 39 MTZ_BB DEFAULT OPTIMAL 1530.00 1530.00 0.00 0.00 0 900 0.23
ftv38 39 MTZ_BB ALL_OFF OPTIMAL 1530.00 1530.00 0.00 0.00 0 18162 4.30
ftv38 39 GG_BB DEFAULT OPTIMAL 1530.00 1530.00 0.00 0.00 0 0 0.49
ftv38 39 GG_BB ALL_OFF OPTIMAL 1530.00 1530.00 0.00 0.00 0 12253 8.41
ftv38 39 MTZ_BC ALL_OFF OPTIMAL 1530.00 1530.00 0.00 0.00 42 18 0.36
ftv38 39 MTZ_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 1530.00 1530.00 0.00 0.00 34 6 0.46
ftv38 39 GG_BC ALL_OFF OPTIMAL 1530.00 1530.00 0.00 0.00 34 14 0.63
ftv38 39 GG_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 1530.00 1530.00 0.00 0.00 23 8 1.89
ftv38 39 AP_DFJ_BC ALL_OFF OPTIMAL 1530.00 1530.00 0.00 0.00 50 33 0.03
ftv38 39 AP_DFJ_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 1530.00 1530.00 0.00 0.00 38 3 0.09
p43 43 MTZ_BB DEFAULT FEASIBLE_TL 5621.00 5231.14 6.92 0.02 0 2463318 600.96
p43 43 MTZ_BB ALL_OFF FEASIBLE_TL 5632.00 211.79 96.23 0.21 0 3570725 600.04
p43 43 GG_BB DEFAULT OPTIMAL 5620.00 5620.00 0.00 0.00 0 3377 12.80
p43 43 GG_BB ALL_OFF FEASIBLE_TL 5639.00 888.52 84.19 0.34 0 1128181 600.01
p43 43 MTZ_BC ALL_OFF OPTIMAL 5620.00 5620.00 0.00 0.00 132 370 5.44
p43 43 MTZ_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 5620.00 5620.00 0.00 0.00 71 45 1.98
p43 43 GG_BC ALL_OFF OPTIMAL 5620.00 5620.00 0.00 0.00 144 401 10.86
p43 43 GG_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 5620.00 5620.00 0.00 0.00 62 60 4.80
p43 43 AP_DFJ_BC ALL_OFF OPTIMAL 5620.00 5620.00 0.00 0.00 49 2437 0.35
p43 43 AP_DFJ_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 5620.00 5620.00 0.00 0.00 64 621 0.25
ftv44 45 MTZ_BB DEFAULT OPTIMAL 1613.00 1613.00 0.00 0.00 0 0 0.36
ftv44 45 MTZ_BB ALL_OFF OPTIMAL 1613.00 1613.00 0.00 0.00 0 15240 5.05
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instance n solver config status obj bound gap_b(%) gap_sol(%) cuts nodes time(s)

ftv44 45 GG_BB DEFAULT OPTIMAL 1613.00 1613.00 0.00 0.00 0 0 1.19
ftv44 45 GG_BB ALL_OFF OPTIMAL 1613.00 1613.00 0.00 0.00 0 11224 16.76
ftv44 45 MTZ_BC ALL_OFF OPTIMAL 1613.00 1613.00 0.00 0.00 49 61 0.96
ftv44 45 MTZ_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 1613.00 1613.00 0.00 0.00 33 14 0.87
ftv44 45 GG_BC ALL_OFF OPTIMAL 1613.00 1613.00 0.00 0.00 62 59 2.31
ftv44 45 GG_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 1613.00 1613.00 0.00 0.00 18 0 1.85
ftv44 45 AP_DFJ_BC ALL_OFF OPTIMAL 1613.00 1613.00 0.00 0.00 55 32 0.04
ftv44 45 AP_DFJ_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 1613.00 1613.00 0.00 0.00 53 4 0.15
ftv47 48 MTZ_BB DEFAULT OPTIMAL 1776.00 1776.00 0.00 0.00 0 7605 1.39
ftv47 48 MTZ_BB ALL_OFF OPTIMAL 1776.00 1776.00 0.00 0.00 0 30160 8.87
ftv47 48 GG_BB DEFAULT OPTIMAL 1776.00 1776.00 0.00 0.00 0 0 1.25
ftv47 48 GG_BB ALL_OFF OPTIMAL 1776.00 1776.00 0.00 0.00 0 18192 22.15
ftv47 48 MTZ_BC ALL_OFF OPTIMAL 1776.00 1776.00 0.00 0.00 39 42 0.99
ftv47 48 MTZ_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 1776.00 1776.00 0.00 0.00 23 0 0.63
ftv47 48 GG_BC ALL_OFF OPTIMAL 1776.00 1776.00 0.00 0.00 41 38 2.27
ftv47 48 GG_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 1776.00 1776.00 0.00 0.00 27 10 1.79
ftv47 48 AP_DFJ_BC ALL_OFF OPTIMAL 1776.00 1776.00 0.00 0.00 46 85 0.06
ftv47 48 AP_DFJ_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 1776.00 1776.00 0.00 0.00 51 15 0.18
ry48p 48 MTZ_BB DEFAULT OPTIMAL 14422.00 14420.74 0.01 0.00 0 7072 4.40
ry48p 48 MTZ_BB ALL_OFF FEASIBLE_TL 16056.00 13979.64 3.07 11.33 0 2185560 600.03
ry48p 48 GG_BB DEFAULT OPTIMAL 14422.00 14420.62 0.01 0.00 0 3045 5.16
ry48p 48 GG_BB ALL_OFF FEASIBLE_TL 15061.00 14181.02 1.67 4.43 0 441703 599.97
ry48p 48 MTZ_BC ALL_OFF OPTIMAL 14422.00 14422.00 0.00 0.00 66 20 1.12
ry48p 48 MTZ_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 14422.00 14422.00 0.00 0.00 41 17 1.89
ry48p 48 GG_BC ALL_OFF OPTIMAL 14422.00 14422.00 0.00 0.00 54 33 2.81
ry48p 48 GG_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 14422.00 14422.00 0.00 0.00 31 3 2.37
ry48p 48 AP_DFJ_BC ALL_OFF OPTIMAL 14422.00 14422.00 0.00 0.00 89 142 0.12
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instance n solver config status obj bound gap_b(%) gap_sol(%) cuts nodes time(s)

ry48p 48 AP_DFJ_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 14422.00 14422.00 0.00 0.00 105 36 0.35
ft53 53 MTZ_BB DEFAULT OPTIMAL 6905.00 6905.00 0.00 0.00 0 6369 6.30
ft53 53 MTZ_BB ALL_OFF FEASIBLE_TL 7193.00 6242.10 9.60 4.17 0 1939825 600.02
ft53 53 GG_BB DEFAULT OPTIMAL 6905.00 6905.00 0.00 0.00 0 0 1.39
ft53 53 GG_BB ALL_OFF FEASIBLE_TL 7358.00 6445.96 6.65 6.56 0 334880 599.97
ft53 53 MTZ_BC ALL_OFF OPTIMAL 6905.00 6905.00 0.00 0.00 47 0 0.68
ft53 53 MTZ_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 6905.00 6905.00 0.00 0.00 31 0 0.94
ft53 53 GG_BC ALL_OFF OPTIMAL 6905.00 6905.00 0.00 0.00 28 0 1.00
ft53 53 GG_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 6905.00 6905.00 0.00 0.00 5 0 0.72
ft53 53 AP_DFJ_BC ALL_OFF OPTIMAL 6905.00 6905.00 0.00 0.00 26 6 0.02
ft53 53 AP_DFJ_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 6905.00 6905.00 0.00 0.00 26 0 0.07
ftv55 56 MTZ_BB DEFAULT OPTIMAL 1608.00 1608.00 0.00 0.00 0 2410 1.19
ftv55 56 MTZ_BB ALL_OFF OPTIMAL 1608.00 1608.00 0.00 0.00 0 241192 87.18
ftv55 56 GG_BB DEFAULT OPTIMAL 1608.00 1608.00 0.00 0.00 0 0 1.78
ftv55 56 GG_BB ALL_OFF OPTIMAL 1608.00 1608.00 0.00 0.00 0 91354 198.83
ftv55 56 MTZ_BC ALL_OFF OPTIMAL 1608.00 1608.00 0.00 0.00 66 38 2.25
ftv55 56 MTZ_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 1608.00 1608.00 0.00 0.00 43 12 2.11
ftv55 56 GG_BC ALL_OFF OPTIMAL 1608.00 1608.00 0.00 0.00 58 28 3.83
ftv55 56 GG_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 1608.00 1608.00 0.00 0.00 20 12 3.65
ftv55 56 AP_DFJ_BC ALL_OFF OPTIMAL 1608.00 1608.00 0.00 0.00 41 37 0.06
ftv55 56 AP_DFJ_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 1608.00 1608.00 0.00 0.00 50 17 0.21
ftv64 65 MTZ_BB DEFAULT OPTIMAL 1839.00 1839.00 0.00 0.00 0 14095 6.61
ftv64 65 MTZ_BB ALL_OFF OPTIMAL 1839.00 1839.00 0.00 0.00 0 311234 149.61
ftv64 65 GG_BB DEFAULT OPTIMAL 1839.00 1839.00 0.00 0.00 0 1378 1.93
ftv64 65 GG_BB ALL_OFF OPTIMAL 1839.00 1839.00 0.00 0.00 0 56289 215.53
ftv64 65 MTZ_BC ALL_OFF OPTIMAL 1839.00 1839.00 0.00 0.00 73 69 5.39
ftv64 65 MTZ_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 1839.00 1839.00 0.00 0.00 25 0 2.06
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instance n solver config status obj bound gap_b(%) gap_sol(%) cuts nodes time(s)

ftv64 65 GG_BC ALL_OFF OPTIMAL 1839.00 1839.00 0.00 0.00 43 43 7.06
ftv64 65 GG_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 1839.00 1839.00 0.00 0.00 19 0 3.70
ftv64 65 AP_DFJ_BC ALL_OFF OPTIMAL 1839.00 1839.00 0.00 0.00 36 18 0.07
ftv64 65 AP_DFJ_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 1839.00 1839.00 0.00 0.00 52 33 0.35
ftv70 71 MTZ_BB DEFAULT OPTIMAL 1950.00 1950.00 0.00 0.00 0 6427 5.88
ftv70 71 MTZ_BB ALL_OFF OPTIMAL 1950.00 1950.00 0.00 0.00 0 510966 288.19
ftv70 71 GG_BB DEFAULT OPTIMAL 1950.00 1950.00 0.00 0.00 0 2235 4.96
ftv70 71 GG_BB ALL_OFF FEASIBLE_TL 1957.00 1918.03 1.64 0.36 0 146588 600.00
ftv70 71 MTZ_BC ALL_OFF OPTIMAL 1950.00 1950.00 0.00 0.00 66 86 8.07
ftv70 71 MTZ_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 1950.00 1950.00 0.00 0.00 51 26 7.17
ftv70 71 GG_BC ALL_OFF OPTIMAL 1950.00 1950.00 0.00 0.00 70 80 18.74
ftv70 71 GG_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 1950.00 1950.00 0.00 0.00 13 0 2.99
ftv70 71 AP_DFJ_BC ALL_OFF OPTIMAL 1950.00 1950.00 0.00 0.00 30 36 0.09
ftv70 71 AP_DFJ_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 1950.00 1950.00 0.00 0.00 42 17 0.27
kro124p 100 MTZ_BB DEFAULT OPTIMAL 36230.00 36226.66 0.01 0.00 0 3239 5.79
kro124p 100 MTZ_BB ALL_OFF FEASIBLE_TL 77493.00 34775.98 4.01 113.89 0 479730 600.03
kro124p 100 GG_BB DEFAULT OPTIMAL 36230.00 36227.33 0.01 0.00 0 3304 43.85
kro124p 100 GG_BB ALL_OFF FEASIBLE_TL 80090.00 34678.39 4.28 121.06 0 45082 600.02
kro124p 100 MTZ_BC ALL_OFF OPTIMAL 36230.00 36230.00 0.00 0.00 163 57 43.12
kro124p 100 MTZ_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 36230.00 36230.00 0.00 0.00 46 27 20.26
kro124p 100 GG_BC ALL_OFF OPTIMAL 36230.00 36230.00 0.00 0.00 102 34 60.92
kro124p 100 GG_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 36230.00 36230.00 0.00 0.00 27 19 38.07
kro124p 100 AP_DFJ_BC ALL_OFF OPTIMAL 36230.00 36230.00 0.00 0.00 80 92 0.55
kro124p 100 AP_DFJ_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 36230.00 36230.00 0.00 0.00 76 0 1.00
ftv170 171 MTZ_BB DEFAULT OPTIMAL 2755.00 2755.00 0.00 0.00 0 2535 21.02
ftv170 171 MTZ_BB ALL_OFF FEASIBLE_TL 5090.00 2667.58 3.17 84.75 0 250104 599.98
ftv170 171 GG_BB DEFAULT OPTIMAL 2755.00 2755.00 0.00 0.00 0 3783 213.30
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instance n solver config status obj bound gap_b(%) gap_sol(%) cuts nodes time(s)

ftv170 171 GG_BB ALL_OFF FEASIBLE_TL 6495.00 2638.67 4.22 135.75 0 22843 600.01
ftv170 171 MTZ_BC ALL_OFF OPTIMAL 2755.00 2755.00 0.00 0.00 95 90 255.01
ftv170 171 MTZ_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 2755.00 2755.00 0.00 0.00 69 60 253.93
ftv170 171 GG_BC ALL_OFF FEASIBLE_TL 2770.00 2724.17 1.12 0.54 94 41 601.07
ftv170 171 GG_BC SINGLE_THREAD NO_SOL_TL – 2730.33 0.90 – 49 35 604.62
ftv170 171 AP_DFJ_BC ALL_OFF OPTIMAL 2755.00 2755.00 0.00 0.00 65 106 2.61
ftv170 171 AP_DFJ_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 2755.00 2755.00 0.00 0.00 105 47 11.16
rbg323 323 MTZ_BC ALL_OFF OPTIMAL 1326.00 1326.00 0.00 0.00 5 0 75.55
rbg323 323 MTZ_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 1326.00 1326.00 0.00 0.00 2 0 56.28
rbg323 323 GG_BC ALL_OFF OPTIMAL 1326.00 1326.00 0.00 0.00 10 0 258.73
rbg323 323 GG_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 1326.00 1326.00 0.00 0.00 7 0 359.49
rbg323 323 AP_DFJ_BC ALL_OFF OPTIMAL 1326.00 1326.00 0.00 0.00 17 5 13.61
rbg323 323 AP_DFJ_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 1326.00 1326.00 0.00 0.00 10 0 16.78
rbg358 358 MTZ_BC ALL_OFF OPTIMAL 1163.00 1163.00 0.00 0.00 4 0 101.16
rbg358 358 MTZ_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 1163.00 1163.00 0.00 0.00 1 0 37.82
rbg358 358 GG_BC ALL_OFF OPTIMAL 1163.00 1163.00 0.00 0.00 3 0 156.35
rbg358 358 GG_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 1163.00 1163.00 0.00 0.00 4 0 380.04
rbg358 358 AP_DFJ_BC ALL_OFF OPTIMAL 1163.00 1163.00 0.00 0.00 4 3 6.82
rbg358 358 AP_DFJ_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 1163.00 1163.00 0.00 0.00 4 0 16.30
rbg403 403 MTZ_BC ALL_OFF OPTIMAL 2465.00 2465.00 0.00 0.00 4 0 129.85
rbg403 403 MTZ_BC SINGLE_THREAD NO_SOL_TL – 2465.00 0.00 – 8 0 657.64
rbg403 403 GG_BC ALL_OFF NO_SOL_TL – 2465.00 0.00 – 7 0 603.44
rbg403 403 GG_BC SINGLE_THREAD NO_SOL_TL – 2465.00 0.00 – 5 0 638.09
rbg403 403 AP_DFJ_BC ALL_OFF OPTIMAL 2465.00 2465.00 0.00 0.00 29 9 52.48
rbg403 403 AP_DFJ_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 2465.00 2465.00 0.00 0.00 18 3 91.93
rbg443 443 MTZ_BC ALL_OFF OPTIMAL 2720.00 2720.00 0.00 0.00 10 1 595.03
rbg443 443 MTZ_BC SINGLE_THREAD NO_SOL_TL – 2720.00 0.00 – 7 0 646.31
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instance n solver config status obj bound gap_b(%) gap_sol(%) cuts nodes time(s)

rbg443 443 GG_BC ALL_OFF NO_SOL_TL – 2720.00 0.00 – 3 0 713.25
rbg443 443 GG_BC SINGLE_THREAD NO_SOL_TL – 2720.00 0.00 – 3 0 608.79
rbg443 443 AP_DFJ_BC ALL_OFF OPTIMAL 2720.00 2720.00 0.00 0.00 15 6 45.44
rbg443 443 AP_DFJ_BC SINGLE_THREAD OPTIMAL 2720.00 2720.00 0.00 0.00 5 0 38.37
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MI eszközök használatát bemutató nyilatkozat

Alulírott Varga András nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészítése során az alább fel-
sorolt feladatok elvégzésére a megadott MI alapú eszközöket alkalmaztam:

Feladat Felhasznált eszköz Felhasználás helye Megjegyzés

Ábrák javítása Claude Sonnet 4.6 A teljes dolgozatban

Helyesírás ellenőrzése Gemini 3.5 A teljes dolgozatban

Kód javítása Claude Sonnet 4.6 Programkódok

A felsoroltakon túl más MI alapú eszközt nem használtam.
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