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Köszönetnyilvánítás

Szeretném megköszönni konzulensemnek a szakmai iránymutatást, a rengeteg segít-
séget, valamint a konzultációs lehetőségeket, amelyeket a dolgozat elkészítése során
biztosított. Külön köszönettel tartozom a családomnak, elsősorban édesanyámnak és
bátyámnak a támogatásért az egyetemi éveim alatt, különösen az utolsó, nehezebb
félévekben.
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1. Bevezetés

A biológiai és kémiai rendszerekben számos térben szerveződő mintázat figyelhető
meg: ilyen például az állatok kültakarójának mintázata, egyes szövetek szerkezete,
vagy akár a csontozat rendeződése is.[9] Bár a jelenségeket régóta ismerjük, a mintá-
zatképződés általános mechanizmusainak teljes körű megértése ma is aktív kutatási
terület.

A témakör egyik korai úttörője D’Arcy Thompson volt, aki a 19. század végén és
a 20. század elején nem csupán a megfigyelt alakzatok leírására törekedett, hanem
a mögöttes szervező elvek feltárására is. A spatio-temporális mintázatok kísérleti
vizsgálata később különösen a reakciótérben1 zajló kémiai oszcillációk kapcsán vált
hangsúlyossá: klasszikus példát szolgáltatnak olyan reakciók, amelyekben a rendszer
spirál-, céltábla- vagy toroidszerű mintázatokat hozhat létre.[8]

A mintázatképződés matematikai modelljei közül kiemelkedő jelentőségű Alan
Turing 1952-es munkája, amelyben megmutatta, hogy két (vagy több) kölcsönható
anyag reakciója és diffúziója már önmagában is térben inhomogén állapotok kiala-
kulásához vezethet.[14] Turing hipotézise szerint a sejtek viselkedése érzékeny lehet
bizonyos kémiai anyagok (morfogének) koncentrációjára; ezek kölcsönhatása és tér-
beli terjedése pedig spontán módon strukturált mintázatokat eredményezhet. Ezt
a jelenséget a szakirodalom gyakran diffúzió által hajtott instabilitásnak (Turing-
instabilitásnak) nevezi.

A dolgozat célja, hogy áttekintse a reakció-diffúziós rendszerek alapvető elméleti
hátterét, és bemutasson néhány tipikus modellt és mintázatképző mechanizmust.
A vizsgálat fő eszközei a parciális differenciálegyenletek elmélete, lineáris stabilitás-
vizsgálat, valamint egyszerű numerikus módszerek.

1Itt a reakciótér az (u, v) koncentrációk állapottere (fázistér), nem a fizikai tér x.
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2. Elméleti bevezetés és alapfogalmak

A reakció-diffúziós rendszerek elemzésében alapvető szerepet játszik a változók szét-
választásának módszere és a Fourier-sorfejtés.[10, 13] Ennek illusztrálására tekintsük
az egy-dimenziós hőegyenletet a [0, π] intervallumon:

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
, (1)

az alábbi feltételekkel:

u(x, 0) = f(x), u(0, t) = u(π, t) = 0 (t ≥ 0).

Keressük a megoldást u(x, t) = X(x)T (t) alakban2. Ezt (1)-be helyettesítve:

X(x)T ′(t) = X ′′(x)T (t).

Osztva X(x)T (t)-vel (feltéve, hogy nem zérus):

T ′(t)

T (t)
=

X ′′(x)

X(x)
.

A bal oldal csak t-től, a jobb oldal csak x-től függ, ezért mindkettő egy konstans-
sal egyenlő. A peremfeltételek miatt célszerű −λ alakban választani a szeparációs
állandót (λ ≥ 0):

T ′(t)

T (t)
= −λ,

X ′′(x)

X(x)
= −λ.

Így két közönséges differenciálegyenlet adódik:

T ′(t) + λT (t) = 0, X ′′(x) + λX(x) = 0,

a peremfeltételekkel X(0) = X(π) = 0.

• Időfüggő rész. A T ′(t) + λT (t) = 0 egyenlet megoldása

T (t) = Ce−λt.

• Térfüggő rész. A X ′′(x) + λX(x) = 0 peremérték-probléma nemtriviális
megoldást akkor ad, ha λ = m2 valamely m ∈ N. Ekkor a megfelelő sajátfügg-
vények

Xm(x) = sin(mx), m = 1, 2, . . .

2Ez az úgynevezett állóhullám.
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• Fourier-szinusz sor. A megoldás a sajátfüggvények lineáris kombinációja-
ként írható fel[2, 5]:

u(x, t) =
∞∑

m=1

cm sin(mx) e−m2t. (2)

A cm együtthatóit a kezdeti feltétel u(x, 0) = f(x) adja meg [2, 5]:

cm =
2

π

∫ π

0

f(x) sin(mx) dx. (3)

• Végső alak. Összegezve [2, 5]:

u(x, t) =
∞∑

m=1

[
2

π

∫ π

0

f(y) sin(my) dy

]
sin(mx) e−m2t. (4)

A későbbi fejezetekben numerikus példákat is bemutatunk. Az alábbi ábra és
MATLAB-kód a hőegyenlet numerikus megoldását szemlélteti Crank–Nicolson mód-
szerrel.
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1. ábra. A hőegyenlet numerikus megoldása Crank-Nicolson módszerrel.

Megjegyzés a peremfeltételekről: A bemutatott kód Dirichlet-peremfeltételeket
használ (u(0, t) = u(L, t) = 0).

1 %% HeatEquation_CN_Dirichlet.m

2 % Heat equation: u_t = alpha u_xx on [0,L] with homogeneous Dirichlet BC.

3 % Crank–Nicolson time stepping.

4 % For L = pi and u(x,0) = sin(x), the exact solution is:

5 % u(x,t) = exp(-alpha*t)*sin(x).

6
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7 clear; clc; close all;

8

9 %% Parameters

10 alpha = 1.0; % diffusivity

11 L = pi; % domain length (matches theory section)

12 Nx = 201; % spatial grid points (including boundaries)

13 Tmax = 1.0; % final time

14 Nt = 400; % time steps

15

16 % Output

17 saveFolder = fullfile(pwd, ’Kepek’);

18 if ~exist(saveFolder, ’dir’)

19 mkdir(saveFolder);

20 end

21 savePath = fullfile(saveFolder, ’Heat_Equation_Crank_Nicolson.png’);

22

23 %% Grid

24 x = linspace(0, L, Nx).’;

25 dx = x(2) - x(1);

26

27 t = linspace(0, Tmax, Nt);

28 dt = t(2) - t(1);

29

30 % Interior points count (i = 2..Nx-1)

31 N = Nx - 2;

32

33 r = alpha * dt / (2*dx^2);

34

35 %% Initial condition (consistent with Dirichlet BC)

36 u = sin(x);

37 u(1) = 0;

38 u(end) = 0;

39

40 %% Build Crank–Nicolson matrices (sparse tridiagonal on interior)

41 e = ones(N,1);

42 A = spdiags([-r*e, (1+2*r)*e, -r*e], [-1, 0, 1], N, N);

43 B = spdiags([ r*e, (1-2*r)*e, r*e], [-1, 0, 1], N, N);

44

45 % LU factorization for repeated solves

46 [Lfac, Ufac, Pfac, Qfac, Rfac] = lu(A);

47
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48 %% Time stepping (store snapshots)

49 snapTimes = [0, 0.1, 0.3, 0.6, 1.0];

50 snapIdx = arrayfun(@(tt) find(abs(t-tt) == min(abs(t-tt)), 1), snapTimes);

51

52 U_snaps = zeros(Nx, numel(snapIdx));

53 U_snaps(:,1) = u;

54 snapCounter = 2;

55

56 for n = 1:Nt-1

57 rhs = B * u(2:end-1);

58

59 % Solve A*u_next = rhs using LU factors

60 u_next_int = Qfac * (Ufac \ (Lfac \ (Pfac * (Rfac \ rhs))));

61

62 % Re-apply Dirichlet BC

63 u(2:end-1) = u_next_int;

64 u(1) = 0;

65 u(end) = 0;

66

67 if snapCounter <= numel(snapIdx) && (n+1) == snapIdx(snapCounter)

68 U_snaps(:,snapCounter) = u;

69 snapCounter = snapCounter + 1;

70 end

71 end

72

73 %% Validation vs exact solution

74 u_exact = exp(-alpha*Tmax) * sin(x);

75 relErr = norm(u - u_exact, 2) / norm(u_exact, 2);

76 fprintf(’Relative L2 error at t = %.3f: %.3e\n’, Tmax, relErr);

77

78 %% Plot

79 figure(’Color’,’w’);

80 plot(x, U_snaps, ’LineWidth’, 1.5);

81 grid on;

82

83 xlim([0 L]);

84 ylim([0 1.05]); % sin(x) max is 1 at t=0

85

86 xlabel(’x’);

87 ylabel(’u(x,t)’);

88 legend(arrayfun(@(tt) sprintf(’t = %.2f’, tt), snapTimes, ’UniformOutput’, false), ...
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89 ’Location’, ’northeast’);

90 title(’Heat equation (Crank–Nicolson), homogeneous Dirichlet...

91 ’boundary conditions’);

92

93 %% Save figure

94 exportgraphics(gcf, savePath, ’Resolution’, 300);

95 fprintf(’Saved figure to: %s\n’, savePath);

A hőegyenlet numerikus megoldásához Crank-Nicolson módszert alkalmaztunk
homogén Dirichlet-peremfeltételekkel. A térbeli második deriváltat középső diffe-
renciával közelítjük, míg az időléptetést a Crank-Nicolson séma adja, amely line-
áris egyenletrendszer megoldását igényli minden időlépésben. A kezdeti feltételt
u(x, 0) = sin(x) választottuk a [0, π] tartományon, ami kielégíti a peremfeltételeket,
és az analitikus megoldás u(x, t) = e−t sin(x), így a numerikus eredmény egyszerűen
validálható.

3. Diffúziós állapotok

Ahogy korábban említettük, Turing azt a feltevést fogalmazta meg, hogy a sejtek
viselkedését befolyásolhatja bizonyos, a térben diffundáló kémiai anyagok (morfogé-
nek) koncentrációja.[14] Ha ezek az anyagok kölcsönhatásba lépnek egymással, akkor
a reakció és a diffúzió együttes hatásaként térben inhomogén koncentráció-eloszlások,
azaz mintázatok alakulhatnak ki. Először megvizsgáljuk a diffúzió hatását egykom-
ponensű rendszerben (tipikusan stabilizáló jelleggel), majd rátérünk Turing alapvető
megfigyelésére: kétkomponensű rendszerekben a diffúzió mintázatképző instabilitást
is előidézhet.

3.1. A diffúzió stabilizáló hatása egykomponensű modellben

Tekintsük az alábbi egy-dimenziós reakció-diffúziós egyenletet a [0, L] intervallumon:

∂u

∂t
= D

∂2u

∂x2
+ f(u), (5)

ahol u(x, t) a koncentráció, D > 0 állandó diffúziós együttható, míg f(u) a lokális
reakciókinetika.

Tegyük fel, hogy rögzített peremértéket írunk elő:

u(0, t) = u(L, t) = u0 (t ≥ 0), (6)
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és teljesül f(u0) = 0. Ekkor az u(x, t) ≡ u0 konstans függvény a (5)-(6) problémának
megoldása; ezt térben homogén egyensúlyi állapotnak nevezzük.

A stabilitás vizsgálatához perturbáljuk az állapotot:

u(x, t) = u0 + û(x, t), |û| ≪ 1.

A jobb oldal Taylor-fejtéséből f(u0 + û) = f(u0) + f ′(u0)û + O(û2) kapjuk. Mivel
f(u0) = 0, az első rendű közelítésben a linearizált egyenlet:

∂û

∂t
= D

∂2û

∂x2
+ f ′(u0) û, (7)

homogén Dirichlet-peremfeltételekkel û(0, t) = û(L, t) = 0.

3.1.1. Diffúzió nélkül

Ha D = 0, akkor (7) egy pontonkénti ODE-re esik szét:

û(x, t) = û(x, 0) ef
′(u0)t.

Tehát ha f ′(u0) < 0, a perturbáció exponenciálisan csökken (stabilitás), míg f ′(u0) >

0 esetén növekszik (instabilitás).

3.1.2. Diffúzióval

Ha D > 0, akkor a változók szétválasztásával (és a homogén Dirichlet-
peremfeltételek miatt szinusz sajátfüggvényekkel) a megoldás Fourier-szinusz sor
alakban írható:

û(x, t) =
∞∑
n=1

an sin
(nπx

L

)
eλnt, λn = f ′(u0)−D

(nπ
L

)2
. (8)

Az an együtthatókat a kezdeti perturbáció û(x, 0) Fourier-szinusz sorfejtése hatá-
rozza meg, ahogy azt már a 2. fejezetben ismertettük.

A (8) képletből látszik, hogy a diffúzió a növekedési rátákból levonja a D(nπ/L)2

tagot, tehát minden nemkonstans módust (minden n ≥ 1-et) csillapít. Különösen,
ha

D > f ′(u0)

(
L

π

)2

,

akkor λn < 0 minden n ≥ 1-re, így û(x, t) → 0 amikor t → ∞. Ez azt jelenti, hogy a
diffúzió elegendően nagy D esetén még akkor is stabilizálhatja a homogén állapotot,
ha diffúzió nélkül az instabil lenne.
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3.1.3. Megjegyzés a peremfeltételekről

Homogén Neumann-peremfeltételek (ux(0, t) = ux(L, t) = 0) esetén a sajátfüggvé-
nyek koszinuszok, és megjelenik egy n = 0 konstans módus is. A diffúzió a térben
változó módusokat ekkor is csillapítja, míg a konstans módus dinamikáját a reakció-
tag határozza meg. Periodikus peremfeltételek esetén a sajátfüggvények szinuszok
és koszinuszok kombinációi, de a diffúzió stabilizáló szerepére vonatkozó alapvető
megfigyelések változatlanok.

3.2. A diffúzió által hajtott instabilitás kétkomponensű rend-

szerben

Az előző alfejezet azt sugallja, hogy a diffúzió „kiegyenlítő”, azaz stabilizáló hatá-
sú. Turing kulcsmegfigyelése az volt, hogy ez többkomponensű rendszerekben nem
feltétlenül igaz.[9] Tekintsünk két kölcsönható komponenst:

∂u

∂t
= D1

∂2u

∂x2
+ f(u, v),

∂v

∂t
= D2

∂2v

∂x2
+ g(u, v), (9)

ahol D1, D2 > 0 diffúziós együtthatók. A továbbiakban a biológiai interpretáció-
hoz illeszkedően homogén Neumann-peremfeltételeket feltételezünk (nulla fluxus a
határon):

ux(0, t) = ux(L, t) = 0, vx(0, t) = vx(L, t) = 0.

Tegyük fel, hogy létezik (u0, v0) úgy, hogy f(u0, v0) = g(u0, v0) = 0. Ekkor
(u, v) ≡ (u0, v0) homogén egyensúlyi állapot. Vizsgáljuk ennek stabilitását a

u = u0 + û, v = v0 + v̂

perturbációkkal. Első rendben a linearizált rendszer:

∂

∂t

(
û

v̂

)
=

(
D1 0

0 D2

)
∂2

∂x2

(
û

v̂

)
+

(
fu fv

gu gv

)
︸ ︷︷ ︸

=:J

(
û

v̂

)
, (10)

ahol fu, fv, gu, gv a parciális deriváltak (u0, v0)-ban és J a Jacobi mátrix az (u0, v0)

pontban.
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3.2.1. Linearizálás és módusvizsgálat

Keressük a megoldást

(
û

v̂

)
= a eikx+λt alakban. Ezt (10)-be helyettesítve:

(
J − k2D − λI

)
a = 0, D =

(
D1 0

0 D2

)
.

Nemtriviális ā sajátvektora a J − k2D− λI operátornak pontosan akkor létezik, ha

det
(
J − k2D − λI

)
= 0. (11)

Ez a diszperziós reláció határozza meg λ = λ(k2)-t.

3.2.2. Stabilitás diffúzió nélkül

Ha D1 = D2 = 0, akkor λ a J mátrix sajátértékei közé tartozik. A karakterisztikus
polinom:

λ2 − (fu + gv)λ+ (fugv − fvgu) = 0. (12)

A következő lemma (másodfokú Routh-Hurwitz-kritérium) adja meg a stabilitás
feltételét.

3.1. Lemma. Legyenek z1, z2 ∈ C a

λ2 + pλ+ q = 0

másodfokú polinom gyökei, ahol p, q ∈ R. Ekkor ℜz1 < 0 és ℜz2 < 0 pontosan akkor,
ha p > 0 és q > 0.

Bizonyítás. Vieté-formulák szerint z1 + z2 = −p és z1z2 = q.
(Szükségesség.) Ha ℜz1 < 0 és ℜz2 < 0, akkor ℜ(z1 + z2) = ℜz1 + ℜz2 < 0,

tehát −p < 0, azaz p > 0. Valós együtthatók mellett a gyökök vagy mindketten
valósak, vagy komplex konjugált párt alkotnak. Konjugált esetben z2 = z1, így
q = z1z2 = |z1|2 > 0. Valós esetben z1 < 0 és z2 < 0, ezért q = z1z2 > 0.

(Elégségesség.) Ha p > 0 és q > 0, akkor ha a gyökök valósak, q > 0 miatt azonos
előjelűek, és −p = z1 + z2 < 0 miatt mindkettő negatív. Ha a gyökök komplexek,
akkor konjugált párt alkotnak, és ℜ(z1 + z2) = −p < 0. Mivel konjugált párnál
ℜz1 = ℜz2, következik ℜz1 = ℜz2 < 0.

3.2. Következmény. A homogén egyensúlyi állapot diffúzió nélkül lineárisan stabil
pontosan akkor, ha

fu + gv < 0, fugv − fvgu > 0. (13)

10



Bizonyítás. A (12) egyenletet írjuk λ2 + pλ+ q = 0 alakban a

p = −(fu + gv), q = fugv − fvgu

jelölésekkel. Lemma 3.1 szerint stabilitás akkor és csak akkor áll fenn, ha p > 0 és
q > 0, ami pontosan (13).

3.2.3. Turing-instabilitás feltétele

Diffúzió jelenlétében a (11) feltételből

λ2 − b(k2)λ+ c(k2) = 0 (14)

alak adódik, ahol

b(k2) = fu + gv − (D1 +D2)k
2, (15)

c(k2) = D1D2k
4 − (D2fu +D1gv)k

2 + (fugv − fvgu). (16)

A (13) feltételek biztosítják, hogy k = 0 (azaz térben homogén módus) esetén a
rendszer stabil. Turing-instabilitás akkor következhet be, ha létezik k ̸= 0, amelyre a
(14) polinomnak van valós részű gyöke. A standard kritérium szerint ehhez szükséges,
hogy valamely k2 > 0-ra c(k2) < 0 teljesüljön. Mivel c(k2) másodfokú polinom k2-
ben, ennek standard feltétele, hogy a hozzá tartozó diszkrimináns pozitív legyen.
Ezt a diszkriminánst ∆-val jelöljük:

∆ = (D2fu +D1gv)
2 − 4D1D2(fugv − fvgu) > 0. (17)

Ez ekvivalens a következő feltétellel:

D2fu +D1gv > 2
√

D1D2 (fugv − fvgu). (18)

Neumann-peremfeltételek mellett a megengedett hullámszámok diszkrétek:

k =
nπ

L
, n = 0, 1, 2, . . .

Így az instabilitás tényleges megjelenéséhez szükséges, hogy valamely n ≥ 1 esetén
a megengedett k2 beleessen az instabil tartományba. Ezt a k2

± határértékekkel írjuk
le:

k2
− <

(nπ
L

)2
< k2

+, k2
± =

D2fu +D1gv ±
√
∆

2D1D2

. (19)
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3.2.4. Következmények

A fenti feltételekből több kvalitatív észrevétel adódik:

1. A diffúziós együtthatóknak különbözniük kell: ha D1 = D2, akkor (18) ellent-
mondásba kerül (13)-mal.

2. Adott paraméterek mellett létezik minimális tartományméret: túl kicsi L ese-
tén nem lesz olyan megengedett n ≥ 1, amelyre (19) teljesül.

3. A tartomány méretének növelésével több instabil módus válhat megengedetté,
ami a kialakuló mintázat összetettebbé válásához vezethet.

4. Két dimenzióban, téglalap tartományon és nulla fluxus mellett a megengedett
térbeli alakok például

cos

(
nπx

Lx

)
cos

(
mπy

Ly

)
,

és

k2 =

(
nπ

Lx

)2

+

(
mπ

Ly

)2

.

A következő fejezetekben konkrét kinetikákat és numerikus szimulációkat muta-
tunk be, amelyek a fenti lineáris instabilitási mechanizmusra épülnek.
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4. A reakciókinetika meghatározása és modellek

A reakció-diffúziós rendszerekben a nemlineáris reakciótagokat f(u, v) és g(u, v) a
vizsgált biológiai/kémiai mechanizmus, illetve a modellalkotási cél határozza meg. A
lehetséges kinetikák száma gyakorlatilag korlátlan, ezért ebben a fejezetben néhány
klasszikus, a szakirodalomban gyakran használt modellt tekintünk át.

4.1. Keller-Segel modell

A biológiai sejtek mozgásának egyik alapvető mechanizmusa a kemotaxis, amikor a
sejtek egy kémiai jel (kemotaktikus anyag) koncentrációgradiensének irányába mo-
zognak. A jel származhat a környezetből, de gyakori, hogy a sejtek maguk termelik,
például aggregáció és sejtkötődés elősegítésére.

A kemotaxis matematikai modellezésének egyik legismertebb és legegyszerűbb
formája a Patlak (1953), majd Keller és Segel által vizsgált modellcsalád, amelyet
összefoglalóan Keller-Segel rendszerként említünk.[12, 3]
A tipikus ismeretlenek:

• a nemnegatív sejtsűrűség r = r(x, t),

• a kemotaktikus anyag koncentrációja S = S(x, t),

ahol x egy-, két- vagy háromdimenziós térváltozó, t > 0 pedig az idő.
A modell egyik alapváltozata szerint a sejtsűrűség alakulását a véletlenszerű

mozgásból eredő diffúzió és a kemotaktikus drift együttese adja, így r kielégít egy
Fokker-Planck típusú egyenletet:

rt = ∇·(D0∇r − c r∇S) , (20)

ahol D0 > 0 a sejtek effektív diffúzivitása, c > 0 pedig a kemotaktikus érzékenység.
Realisztikusabb modellekben D0 és c függhet r-től és S-től is; a fenti alak azonban

jól szemlélteti a két fő hatást: a diffúzió a rendezetlen (Brown-típusú) mozgást, míg
a −c r∇S tag a gradiens által vezérelt irányított mozgást írja le.

A kemotaktikus anyag koncentrációja szintén diffundálhat, valamint termelődhet
és lebomolhat a sejtek jelenlétében, amit egy reakció-diffúziós típusú egyenlet ír le:

St = ∇·(D1∇S) + g(r, S), (21)

ahol D1 > 0 a kémiai anyag diffúziós együtthatója, míg g(r, S) a termelést és le-
bomlást foglalja össze.[10]

13



4.2. Gierer-Meinhardt modell

Az egyik legismertebb aktivátor-gátló típusú mintázatképző modell a Gierer-
Meinhardt rendszer. A modellben az u komponens aktivátorként viselkedik (önmagát
erősíti), míg a v komponens inhibitorként gátolja az aktivátor túlzott növekedését.
Egy gyakran használt, dimenziómentes kinetikai egyenlet(rendszer):

f(u, v) = a− bu+
u2

v
, g(u, v) = u2 − v, (22)

ahol a > 0 és b > 0 paraméterek.
A fejezet későbbi részében numerikus szimulációval szemléltetjük, hogy megfe-

lelő paraméterek mellett a rendszer stabil homogén állapotból térben inhomogén
mintázatba bifurkálhat (például csíkos szerkezetek jelenhetnek meg).

MATLAB implementáció.

1 %% GiererMeinhardt.m

2 % Reaction-diffusion simulation (Gierer–Meinhardt kinetics)

3 % u_t = du * Lap(u) + a - b*u + u^2/v

4 % v_t = dv * Lap(v) + u^2 - v

5 % with homogeneous Neumann (zero-flux) boundary conditions.

6 %

7 % Semi-implicit time stepping: diffusion implicit, reaction explicit.

8

9 clear; clc; close all;

10

11 %% Parameters (match thesis notation as closely as possible)

12 a = 0.04;

13 b = 2.5;

14

15 du = 0.02; % activator diffusion

16 dv = 0.06; % inhibitor diffusion

17

18 % Domain/grid

19 N = 100; % grid points in x and y

20 L = 1.0; % physical domain size (arbitrary scaling)

21 dx = L/(N-1);

22

23 % Time stepping

24 dt = 0.01;

25 Tmax = 5000; % number of steps (to match your original)

26 saveEvery = 600; % save snapshots like before

27
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28 % Output

29 saveFolder = fullfile(pwd, ’Kepek’);

30 if ~exist(saveFolder, ’dir’)

31 mkdir(saveFolder);

32 end

33

34 rng(1); % reproducibility

35

36 %% Initial conditions (positive, small noise)

37 U = 0.5 * ones(N,N) + 0.1*rand(N,N);

38 V = 0.5 * ones(N,N) + 0.1*rand(N,N);

39

40 % Avoid division by zero

41 epsV = 1e-6;

42

43 %% Build 2D Laplacian with Neumann BC (sparse)

44 % 1D second-derivative matrix with Neumann BC via ghost-point elimination

45 e = ones(N,1);

46 Dxx = spdiags([e -2*e e], [-1 0 1], N, N);

47

48 % Neumann adjustments at boundaries:

49 % u_x=0 => u_0 = u_2 and u_{N+1} = u_{N-1}

50 % => u_xx at i=1: 2(u2-u1)/dx^2 -> row [ -2 2 0 ... ]

51 % => u_xx at i=N: 2(u_{N-1}-u_N)/dx^2 -> row [... 0 2 -2]

52 Dxx(1,1) = -2; Dxx(1,2) = 2;

53 Dxx(N,N) = -2; Dxx(N,N-1) = 2;

54

55 Dxx = Dxx / dx^2;

56

57 I = speye(N);

58 Lap = kron(I, Dxx) + kron(Dxx, I); % 2D Laplacian on vectorized field (N^2 x N^2)

59

60 % Pre-factorize implicit diffusion operators

61 A_u = (speye(N*N) - dt*du*Lap);

62 A_v = (speye(N*N) - dt*dv*Lap);

63

64 [L_u, U_u, P_u, Q_u, R_u] = lu(A_u);

65 [L_v, U_v, P_v, Q_v, R_v] = lu(A_v);

66

67 solve_u = @(rhs) Q_u * (U_u \ (L_u \ (P_u * (R_u \ rhs))));

68 solve_v = @(rhs) Q_v * (U_v \ (L_v \ (P_v * (R_v \ rhs))));
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69

70 %% Time loop

71 for t = 1:Tmax

72 % Reaction terms (elementwise)

73 % f(u,v) = a - b*u + u^2/v

74 % g(u,v) = u^2 - v

75 f = a - b*U + (U.^2) ./ max(V, epsV);

76 g = (U.^2) - V;

77

78 % Semi-implicit update:

79 % (I - dt*du*Lap) U^{n+1} = U^n + dt*f(U^n,V^n)

80 % (I - dt*dv*Lap) V^{n+1} = V^n + dt*g(U^n,V^n)

81 rhsU = U(:) + dt * f(:);

82 rhsV = V(:) + dt * g(:);

83

84 U = reshape(solve_u(rhsU), N, N);

85 V = reshape(solve_v(rhsV), N, N);

86

87 % Enforce positivity softly (optional but useful for this kinetics)

88 U = max(U, 0);

89 V = max(V, epsV);

90

91 % Save snapshots

92 if mod(t, saveEvery) == 0

93 fig = figure(’Color’,’w’,’Position’,[100 100 800 650]);

94 imagesc(U);

95 axis image off;

96 colorbar;

97 title(sprintf(’Activator (u) at t = %d’, t));

98 exportgraphics(fig, fullfile(saveFolder, sprintf(’Activator_Concentration_t=%d.png’, t)), ’Resolution’, 150);

99 close(fig);

100 fprintf(’Saved: Activator_Concentration_t=%d.png\n’, t);

101 end

102 end
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2. ábra. A Gierer-Meinhardt modell aktivátor komponensének (u) alakulása időben egy
100 × 100 rácson. A szimuláció paraméterei: a = 0.04, b = 2.5, du = 0.02, dv = 0.06,
ku = 0.02, kv = 0.03, ∆t = 0.01, T = 5000. A későbbi időpontokban a mintázat kvázi-
stacionárius állapotba kerül, azaz a szerkezet már csak kismértékben változik.
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4.3. Schnakenberg modell

A Schnakenberg-modell a tömeghatás törvényéből levezethető egyszerű kinetika,
amely szintén képes Turing-instabilitást produkálni megfelelő diffúziós arányok mel-
lett.[8] A reakciótagok tipikus alakja:

f(u, v) = a− u+ u2v, g(u, v) = b− u2v, (23)

ahol a > 0 és b > 0 paraméterek.

4.4. Thomas modell

A Thomas-modell (a szakirodalomban több, hasonló nevű variáns is előfordul) példá-
ul a húgysav (u) és az oxigén (v) kölcsönhatását írhatja le, amikor mindkét reaktáns
diffundál, és empirikusan illesztett nemlineáris kinetikán keresztül reagálnak.[8] Az
egyik gyakran idézett alak:

f(u, v) = α(a− u)− uv

c+ u+ du2
, g(u, v) = β(b− v)− uv

c+ u+ du2
, (24)

ahol a, b, c, d, α, β > 0 konstansok.

4.5. BVAM modell

Barrio és munkatársai a mintázatok könnyebb kvalitatív elemzése érdekében egy
„karikatúra” jellegű reakciótag-családot javasoltak (BVAM modell)[16], amelyben
explicit módon megjelennek a lineáris, kvadratikus és köbös tagok. Egy tipikus alak:

f(u, v) = au+ v − r1uv
2 − r2uv, g(u, v) = bu+ cv + r1uv

2 + r2uv, (25)

ahol a, b, c, r1, r2 ≥ 0.
Az ilyen típusú nemlinearitások lehetővé teszik, hogy a modell számos különböző

mintázatformát hozzon létre; a kvadratikus és köbös tagok aránya például befolyá-
solhatja, hogy folt- vagy csíkjellegű struktúrák dominálnak-e. Megjegyezzük, hogy
bár a modell bizonyos paraméterek mellett negatív u vagy v értékeket is adhat, ezek
gyakran nem abszolút koncentrációként, hanem egy homogén egyensúlyi állapothoz
képesti eltérésként értelmezhetők.[9]
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5. Numerikus implementációk

Az előző fejezetekben levezettük a lineáris stabilitásvizsgálatot, és megadtuk a
Turing-instabilitás alapvető feltételeit. A gyakorlatban viszont akkor látjuk igazán,
„mit jelent” ez a mechanizmus, amikor konkrét kinetikával és konkrét paraméterekkel
szimulálunk.

Ebben a fejezetben egy olyan konstrukciót nézünk meg, ahol a paramétertér nem
korlátos és nem összefüggő, mégis kézben tartható módon megadható egy olyan
reakciótag, ami a vizsgált tartományon belül Turing-instabil viselkedést produkál
megfelelő diffúziós arány mellett. A konstrukció további érdekessége, hogy a para-
métertér két régiójában eltérő „kinetikai típus” jelenhet meg: bizonyos beállításoknál
a komponensek fázisban, máskor fázison kívül viselkednek.[16]

5.1. Nem összefüggő paramétertér és kinetika-konstrukció

Tekintsük az alábbi paramétertartományt:

Ω =
{
(a, b) ∈ R2

∣∣ a > 0, b > 0, (a− 3)2 − b2 ≥ 1
}
. (26)

A (26) feltétel két, egymástól elválasztott régiót ad az (a, b)-síkon: az egyikben a < 3,
a másikban a > 3. Ezt szemlélteti a 3 ábra.
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3. ábra. (a) A (a, b,D) paramétertér szeletei: a fekete terület az (a − 3)2 − b2 ≥ 1 régiót
jelöli az ábrázolt (a, b) tartományon belül. A színes területek a Turing-instabil tartományt
mutatják különböző D értékek mellett. (b) D = 50 rögzítésével egy megfelelő, nem össze-
függő paraméterteret kapunk az (a, b) síkon. A két kereszt a (c) és (d) szimulációkhoz
választott paramétereket jelöli. A numerikus példák azt szemléltetik, hogy a bal oldali
régióban a komponensek tipikusan fázisban, míg a jobb oldali régióban fázison kívül visel-
kedhetnek. [16]

Első megközelítésként tekinthetnénk egyszerű, általános kinetikát, például

f(u, v) = a1 + b1u+ c1u
αv, g(u, v) = a2 + b2v + c2uv, (27)

azonban mivel Ω nem korlátos, nem adható meg egyetlen kritikus diffúziós arány Dc,
amely az egész paramétertérre érvényes. Ehelyett az a cél, hogy a (26) tartományon
belül a linearizált Jacobimátrix előjelstruktúrája kontrollált legyen, és ebből felépít-
sünk olyan nemlineáris kinetikát, amely a kívánt Turing-instabilitási tulajdonságokat
„beégeti” a rendszerbe.

Ennek motivációjához tekintsük a linearizált, (szimbolikus) perturbált rendszert
a homogén egyensúlyi állapot körül:

εu,t = εu,xx + εu + εv, (28)

εv,t = D εv,xx − (a− 3)2 εu − (b2 + 1)εv. (29)
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A fenti alakban az (a − 3)2 és (b2 + 1) paraméterek úgy jelennek meg, hogy a két
régió (a < 3 és a > 3) eltérő előjel-szerkezetet indukáljon.

Végezzük el a skálázást εu = ε′u/(a− 3) (ahol a ̸= 3, és ez teljesül Ω-ban). Ekkor
a rendszer felírható:

ε′u,t = ε′u,xx + ε′u + (a− 3)εv, (30)

εv,t = D εv,xx − (a− 3)ε′u − (b2 + 1)εv. (31)

Ennek megfelelően a lokális (reakció) Jacobimátrix egy alkalmas normalizálás után
a következő szerkezetet veszi fel:

J(a, b) =

(
1 a− 3

a− 3 −(b2 + 1)

)
. (32)

Látható, hogy a < 3 és a > 3 esetén a nemdiagonális tagok előjele megfordul, ami
éppen azt az intuíciót hordozza, hogy a két régióban eltérő „fázisviszonyú” módusok
preferáltak.

A következő nemlineáris kinetika egy olyan konkrét választás, amely Ω tartomá-
nyon belül jól kontrollált mintázatképző dinamikát ad:

ut = ∇2u− u+ (4− a)u2 + (a− 3)u2v, (33)

vt = D∇2v + (b2 + 1) + (3− a)uv + (a− 4− b2)v. (34)

Megjegyezzük, hogy a = 3 esetén a fenti felírás valóban degenerálódhat, azonban
a = 3 kívül esik a Ω tartományon, így a vizsgált paramétertérben ez nem jelent
problémát. Ha a paraméterteret később ki szeretnénk terjeszteni, akkor a nemline-
aritások „levágásával” (például szaturáló tényező bevezetésével) elkerülhető a véges
időn belüli felrobbanás, de ebben a dolgozatban Ω-n belül maradunk.

A (33)-(34) rendszer szimulációi a 3 ábra (c) és (d) paneljeiben láthatók: a bal
oldali régióban a minták jellemzően fázisban, míg a jobb oldali régióban fázison kívül
jelennek meg.

5.2. Állati mintázatok: foltokból csíkok

A korábbi példákban a kétdimenziós szimulációk sokszor foltszerű mintázatokat
eredményeznek. A szakirodalom alapján ugyanakkor a mintázat típusa (folt, csík,
labirintus) gyakran összefügg a nemlinearitások szerkezetével: gyengén nemlineáris
analízisben (pl. Ermentrout, 1991 [1]) a négyzetes és köbös tagok „versengése” befo-
lyásolja, hogy melyik minta stabil.
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A mintázatválasztás szemléltetésére bevezetünk egy C ≥ 0 paramétert, amely
egy köbös gátló tag erősségét szabályozza. A következő rendszert vizsgáljuk:

ut = ∇2u− u+ u2v − C(u− 1)3, (35)

vt = D∇2v +G′ + 1 + (F ′ −G′)v − (F ′ + 1)uv. (36)

A −C(u − 1)3 tag úgy van megválasztva, hogy a lineáris stabilitási vizsgálatot ne
befolyásolja (a homogén állapot körüli elsőrendű tagok változatlanok maradnak),
ugyanakkor nagyobb C esetén a nemlineáris dinamika a csíkos/labirintus jellegű
struktúrákat preferálhatja.

4. ábra. Bifurkációs diagram a (35)-(36) rendszer stacionárius megoldásairól. A görbék a
homogén állapot és a mintázott megoldások (csíkos illetve foltos/hatszög jellegű) paramé-
terfüggését szemléltetik; nagyobb C értékeknél a csíkos megoldások stabilitási tartománya
tipikusan megnő. [16]

A gyengén nemlineáris megközelítés formálisan a Turing-tartomány határa köze-
lében érvényes, azonban a későbbi numerikus példákban a C paraméter „mintázat-
szabályozó” szerepe erősebben is megjelenhet: ahogy C nő, a foltszerű struktúrák
fokozatosan labirintusos/csíkos mintákká alakulhatnak.

Ezt az ötletet a korábban felépített, nem összefüggő paramétertérhez illeszkedő
kinetikára is alkalmazzuk: a (33)-(34) rendszer első egyenletéhez hozzáadjuk a köbös
tagot:

ut = ∇2u− u+ (4− a)u2 + (a− 3)u2v − C(u− 1)3, (37)

vt = D∇2v + (b2 + 1) + (3− a)uv + (a− 4− b2)v. (38)
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5. ábra. A köbös tag (C) hatásának növelése a (37)-(38) rendszerben. A felső sor a = 1, b =

1 paraméterek mellett (fázisban lévő viselkedés), az alsó sor a = 6, b = 1 mellett (fázison
kívüli viselkedés) mutat példákat. Ahogy C nő, a mintázat foltokból labirintusos/csíkos
szerkezet felé tolódhat. [16]

A fenti numerikus példák azt illusztrálják, hogy a lineáris Turing-instabilitás
(amely a mintázatképződés „bekapcsolását” biztosítja) és a nemlineáris tagok szer-
kezete (amely a minta típusát befolyásolja) együtt határozzák meg a megfigyelhető
mintázatot. A következő fejezetben a tér- és időbeli heterogenitás szerepét vizsgál-
juk, illetve további alkalmazási példákat mutatunk be.
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6. Alkalmazások

6.1. Alkalmazások homogén rendszereken túl

Az eddigi fejezetekben lényegében homogén, térben állandó paraméterű reakció-
diffúziós rendszerekből indultunk ki. A valós biológiai rendszerekben azonban a kör-
nyezet és a fejlődő szövet tulajdonságai gyakran térben és/vagy időben változnak.
Ilyen heterogenitás mellett a mintázatképződés nemcsak „be- vagy kikapcsol”, hanem
a minta típusa is régiónként eltérhet (például foltok, csíkok, illetve rosette mintáza-
tok különböző tartományrészeken).

Jellegzetes motiváló példa a maláj tapír mintázatának fejlődése: a kölyök még
fehér foltokkal és törött csíkokkal rendelkezik barna alapszínen, majd néhány hónap
alatt a minta átalakul nagy léptékű, összefüggő csíkozottsággá (lásd 6 ábra). Hasonló
átmenetek figyelhetők meg például a „rosette” mintázatoknál is egyes nagymacskák
növekedése során. Ezek a megfigyelések arra utalnak, hogy tisztán homogén paramé-
terekkel nem mindig írható le a minta térbeli szerkezetének és időbeli változásának
teljes komplexitása.[16, 11, 6, 15]

6. ábra. Mintafejlődés egy maláj tapíron: a kölyök foltos/tört csíkos mintázata a fejlődés
során nagy léptékű, összefüggő csíkos mintába alakul. Az ilyen jelenségek modellezéséhez
gyakran szükséges tér- és időfüggő paraméterek bevezetése.

A lineáris stabilitáselmélet közvetlen kiterjesztése heterogén rendszerekre tech-
nikailag nem triviális; ugyanakkor több eredmény azt sugallja, hogy lassan válto-
zó heterogenitás mellett a stabilitási/instabilitási kritériumok helyben (lokálisan)
értelmezhetők. [7, 4] Ebben a dolgozatban a részletes matematikai igazolást nem
tárgyaljuk, viszont numerikus példákon keresztül szemléltetjük, hogy megfelelő pa-
raméterválasztással összetett, térben és időben változó mintázott mezők hozhatók
létre.
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6.1.1. Tér-időbeli paraméterváltás: csíkos és foltos régiók oszcillációja

A következőkben egy 120× 60 méretű téglalap tartományon végzünk szimulációkat.
A tartomány egyik felében „csíkos” paraméterezést, a másik felében „foltos” para-
méterezést választunk, majd ezt időben váltogatjuk. A cél az, hogy ugyanazon a
tartományon a minta térben és időben is átmeneteket mutasson.

7. ábra. Szimulációs pillanatfelvételek tér- és időfüggő paraméterezés mellett egy 120× 60

tartományon. A képek az u komponens eloszlását mutatják különböző időpontokban; a
v komponens a választott paraméterek mellett fázisban van, ezért kvalitatívan hasonló
szerkezetet ad.

Az első példában a térbeli heterogenitást egy simított lépésfüggvénnyel, az időbeli
váltást pedig periodikus kapcsolással írjuk elő. Legyen H a Heaviside-függvény3 (a
gyakorlatban numerikusan simított közelítéssel használva), és definiáljuk:

C(x, t) = 1−H

(
cos

(
2πt

6000

))
+

(
2H

(
cos

(
2πt

6000

))
− 1

)(
1 + tanh(x− 60)

2

)
.

(39)
Ez a választás azt eredményezi, hogy C térben a tartomány közepén vált régiót, idő-
ben pedig 3000 időegységenként kapcsol át. A térbeli átmenetet a tanh simítja, ami
segít elkerülni a diszkretizációból adódó numerikus instabilitásokat a határfelületen.

A 7 ábra olyan időpillanatokat mutat, amikor a mintázat már közel van egy kvázi-
stacionárius állapothoz az adott paraméterezés mellett, majd a következő kapcsolás
új szerkezet felé tolja a rendszert. Megjegyezzük, hogy a „csíkos” paraméterezés nem
minden esetben ad tökéletesen labirintusos struktúrát: bizonyos beállítások mellett
foltszerű minták is megmaradhatnak, ami a nemlineáris dinamika és a tartomány-
méret közös hatásából adódik.

6.1.2. Globális fázisváltás: tiszta és kereszt-kinetika közötti oszcilláció

A második példában a térbeli régiók rögzítettek maradnak, viszont az a paraméter
időbeli változtatásával globálisan váltogatunk a két kinetikai „típus” között. Konk-

3A Heaviside-függvény egy lépésfüggvény, amelyet általában úgy definiálunk, hogy H(x) = 0,
ha x < 0, és H(x) = 1, ha x ≥ 0. A dolgozatban numerikusan simított közelítését használjuk.

25



rétan vegyük:

C(x) = 1 + tanh(x− 60), a(t) = 1 + 5H

(
cos

(
2πt

6000

))
, (40)

ahol H ismét simított Heaviside. A választás azt eredményezi, hogy a tartomány
egyik felében más C érték dominál, miközben az a(t) váltása időben fázist vált a
komponensek között.

8. ábra. Szimulációs pillanatfelvételek az a(t) paraméter időbeli váltogatása mellett. A
felső sor az u, az alsó sor a v komponens eloszlását mutatja; jól látható, hogy az időben
változó kinetika elsősorban a v komponens „fázisviszonyát” módosítja, miközben a minta
szerkezete nagyrészt megmarad.

A 8 ábrán látható, hogy bár mindkét komponens időben változó kinetika hatása
alatt áll, a fázisváltás elsősorban a v komponensen jelenik meg markánsan. A mintá-
zat szerkezete több oszcilláció után is nagyjából stabil maradhat, különösen a foltos
régióban, míg a csíkos/labirintusos struktúrák érzékenyebbek lehetnek zavarásokra.

6.2. Mintázatok bonyolult előzmény mintázatokon

Az eddigi példák bináris (kétállapotú) heterogenitásokra épültek. Valós biológiai
rendszerekben azonban gyakoriak a komplex, többszintű előminták: például a szö-
vetek eltérő mechanikai tulajdonságai, eltérő jelátviteli környezet, vagy előzetesen
kialakult morfogén gradiensek. Ha a mintázatképző hullámhossz lényegesen kisebb,
mint az exogén heterogenitás tipikus skálája, akkor a mintázat viselkedése sokszor
„lokalizáltan” értelmezhető, és különböző régiókban eltérő mintázati típusok stabili-
zálódhatnak.

Első példaként egy képalapú heterogenitást használunk: egy valós fényképet
(James Murray) intenzitás alapján szegmentálunk, és a kapott régiókhoz különböző
paraméterértékeket rendelünk. A teljes folyamat az eredeti képtől a végső Turing-
mintázatig a 9 ábrán látható. [16]
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9. ábra. Képalkotó folyamat az eredeti fényképtől a szegmentált heterogenitáson át a végső
mintázatig. A különböző régiókhoz eltérő C és a paraméterek rendelhetők, így ugyanazon
a tartományon belül folt-, csík- és inverz mintázatok is együtt jelenhetnek meg.

Végül olyan konstrukciót is megvizsgálunk, ahol a cél nem pusztán a hetero-
gén mintázat létrehozása, hanem az, hogy a tartomány egy részén megőrizzünk egy
komplex előmintát, miközben a többi részen Turing-típusú mintázat alakuljon ki.
Ennek érdekében a homogén egyensúlyi állapotot általánosítjuk egy térben változó
(U, V ) „kvázi-egyensúly” profilra. Tekintsük:

ut = ∇2u+ a1 + b1u
2 + c1uv − C(u− U)3, (41)

vt = D∇2v + a2 + b2v + c2uv. (42)

A megfelelő konstansok egy tipikus paraméterválasztás mellett:

a1 = V − U, a2 = 2V, b1 =
U − 2V

U
, b2 =

SU + 2U − 2V

V
,

c1 = U−2, c2 = −S + 2

V
.

(43)

Ha U és/vagy V térfüggő, akkor (U, V ) már nem pontos stacionárius megoldás
a diffúzió miatt, de transzport hiányában értelmezhető „helyi egyensúlyként”. Kis
diffúzió (vagy nagy heterogenitási skála) esetén ez aszimptotikusan is indokolható,
és a rendszer lokálisan instabillá válhat mintázott állapot felé.
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10. ábra. (a) Három régiót tartalmazó heterogenitás: külső fehér háttér, belső világos-
szürke gyűrű, és sötétebb központi régió komplex részletekkel. (b) A szimuláció eredménye
(az u komponens): a központi régióban stabilizált heterogén profil „kiolvassa” a komplex
mintát, míg a külső régiókban Turing-típusú mintázat alakul ki.

A 10 ábra azt szemlélteti, hogy megfelelő paraméterezéssel elérhető olyan hib-
rid viselkedés, ahol a minta egy része egy előmintát követ (kvázi-stabil profil), míg
a tartomány más részein csíkos/labirintusos struktúrák jelennek meg. Ez a jellegű
„előminta + emergens mintázat” gondolat több mintázatképző elméletben is meg-
jelenik, és jól illusztrálja, hogy a reakció-diffúziós modellek rugalmasan bővíthetők
térbeli komplexitás irányába.
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7. Konklúzió

A dolgozatban azt vizsgáltuk, hogyan jöhetnek létre térben szerveződő mintázatok
reakció-diffúziós rendszerekben, és milyen módon vezethet a diffúzió kétkomponensű
rendszerekben a homogén állapot instabillá válásához (Turing-instabilitás). Az elmé-
leti részben a homogén egyensúlyi állapotok lineáris stabilitásvizsgálatán keresztül
megadtuk azokat a feltételeket, amelyek mellett a homogén megoldásból térben in-
homogén struktúrák alakulhatnak ki.

A klasszikus kinetikai modellek bemutatása mellett numerikus példákon keresztül
azt is láttuk, hogy a ténylegesen megjelenő minta nem csak attól függ, hogy teljesül-e
a lineáris instabilitási feltétel. Számít a nemlineáris tagok konkrét alakja, a diffúziós
arány, a tartomány mérete és a peremfeltételek is: ugyanaz az alapmechanizmus más
paraméterezés mellett foltos, csíkos vagy labirintusos mintát adhat.

Végül azt is megmutattuk, hogy tér- és időfüggő paraméterek bevezetésével össze-
tettebb, „hibrid” mintázatok is létrehozhatók, amelyek közelebb állhatnak biológiai
megfigyelésekhez, mint a tisztán homogén modellek. Összességében a Turing-féle
reakció-diffúziós elmélet egyszerre ad jól kezelhető matematikai keretet és motivá-
ló modellt a biológiai mintázatképződés vizsgálatához; a legjobb képet pedig akkor
kapjuk, ha az analitikus stabilitáselméletet numerikus szimulációkkal együtt hasz-
náljuk.
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Alulírott Sinka Balázs nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészítése során az alább
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Thinking
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Fordítás és szak-
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