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Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni konzulensemnek a szakmai iranymutatast, a rengeteg segit-
séget, valamint a konzultacios lehetGségeket, amelyeket a dolgozat elkészitése soran
biztositott. Kiilon készonettel tartozom a csaldadomnak, elsGsorban édesanyamnak és
batyamnak a tamogatasért az egyetemi éveim alatt, kiillondsen az utolsd, nehezebb

félévekben.
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1. Bevezetés

A biolégiai és kémiai rendszerekben szamos térben szervez6dd mintazat figyelhet6
meg: ilyen példaul az allatok kiiltakardjanak mintazata, egyes szovetek szerkezete,
vagy akar a csontozat rendezédése is.|9] Bar a jelenségeket régota ismerjiik, a minta-
zatképzddés altalanos mechanizmusainak teljes korid megértése ma is aktiv kutatasi
teriilet.

A témakor egyik korai uttoréje D’Arcy Thompson volt, aki a 19. szazad végén és
a 20. szazad elején nem csupan a megfigyelt alakzatok leirasara torekedett, hanem
a mogottes szervezd elvek feltarasara is. A spatio-temporélis mintazatok kisérleti
vizsgélata késobb kiiléndsen a reakcidtérbenl| zajlo kémiai oszcilliciok kapcsan valt
hangsulyossa: klasszikus példéat szolgaltatnak olyan reakciok, amelyekben a rendszer
spiral-, céltabla- vagy toroidszerd mintazatokat hozhat létre.|8|

A mintazatképzédés matematikai modelljei koziil kiemelkeds jelentGségii Alan
Turing 1952-es munkéja, amelyben megmutatta, hogy két (vagy t6bb) kélesonhato
anyag reakcioja és diffiizidja mar onmagaban is térben inhomogén allapotok kiala-
kulasdhoz vezethet.|14] Turing hipotézise szerint a sejtek viselkedése érzékeny lehet
bizonyos kémiai anyagok (morfogének) koncentraciojara; ezek kolesonhatésa és tér-
beli terjedése pedig spontan moédon strukturalt mintédzatokat eredményezhet. Ezt
a jelenséget a szakirodalom gyakran diffizio dltal hajtott instabilitasnak (Turing-
instabilitasnak) nevezi.

A dolgozat célja, hogy attekintse a reakcio-diffizios rendszerek alapvets elméleti
héatterét, és bemutasson néhany tipikus modellt és mintazatképzé mechanizmust.
A vizsgalat {6 eszkozei a parcialis differencialegyenletek elmélete, linearis stabilités-

vizsgalat, valamint egyszer numerikus modszerek.

Ttt a reakciotér az (u,v) koncentraciok allapottere (fazistér), nem a fizikai tér .



2. Elméleti bevezetés és alapfogalmak

A reakcio-diffiazios rendszerek elemzésében alapvets szerepet jatszik a valtozok szét-
valasztasdnak modszere és a Fourier-sorfejtés.[10) 13| Ennek illusztralasara tekintsiik

az egy-dimenzios héegyenletet a [0, 7| intervallumon:

ou 0%u

az alabbi feltételekkel:
u(z,0) = f(x), u(0,t) = u(m,t) =0 (t>0).
Keressiik a megoldast u(z,t) = X (2)T(t) alakbanf’| Ezt (I))-be helyettesitve:
X(2)T'(t) = X"(z)T(¢).

Osztva X (2)T(t)-vel (feltéve, hogy nem zérus):

T X()
Tt  X(x)

A bal oldal csak t-t6l, a jobb oldal csak z-tdl fligg, ezért mindketts egy konstans-
sal egyenld. A peremfeltételek miatt célszeri —\ alakban valasztani a szeparacios

allandot (A > 0): () X" (z)
Tw - X@

Igy két kozonséges differencialegyenlet adodik:
T'(t) + \T'(t) = 0, X"(z) + XX (z) =0,
a peremfeltételekkel X (0) = X (7) = 0.
o Ido6fiiggs rész. A T'(t) + A\T'(t) = 0 egyenlet megoldasa

T(t) = Ce ™.

o Térfiiggs rész. A X"(x) + AX(z) = 0 peremérték-probléma nemtrivialis
megoldast akkor ad, ha A\ = m? valamely m € N. Ekkor a megfelels sajatfiigg-
vények

X (x) = sin(mz), m=1,2,...

2Ez az tgynevezett allohullam.



e Fourier-szinusz sor. A megoldas a sajatfiiggvények linearis kombinaci6ja-
ként irhato fel|2, 5]:

u(z,t) = Z e sin(ma) e ™t (2)

m=1

A ¢, egyiitthatoit a kezdeti feltétel u(x,0) = f(z) adja meg |2, [5]:
2 [T )
Cm = —/ f(z) sin(mz) dz. (3)
T Jo
e Végsd alak. Osszegezve |2, 5]:

o) =3 [2 [ ssntony) o] smGmay . gy

m=1

A késobbi fejezetekben numerikus példakat is bemutatunk. Az aldbbi abra és
MATLAB-k6d a héegyenlet numerikus megoldasat szemlélteti Crank—Nicolson mod-

szerrel.



equation (Crank—Nicolson), homogeneous Dirichlet boundary con
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1. abra. A héegyenlet numerikus megoldasa Crank-Nicolson médszerrel.

Megjegyzés a peremfeltételekrsl: A bemutatott kod Dirichlet-peremfeltételeket
hasznal (u(0,t) = u(L,t) = 0).

%% HeatEquation_CN_Dirichlet.m

J» Heat equation: u_t = alpha u_xx on [0,L] with homogeneous Dirichlet BC.
% Crank-Nicolson time stepping.

% For L = pi and u(x,0) = sin(x), the exact solution is:

% u(x,t) = exp(-alpha*t)*sin(x).




10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

clear; clc; close all;

%% Parameters

alpha = 1.0; % diffusivity

L = pi; % domain length (matches theory section)

Nx = 201; % spatial grid points (including boundaries)
Tmax = 1.0; % final time

Nt = 400; % time steps

% Output

saveFolder = fullfile(pwd, ’Kepek’);
if “exist(saveFolder, ’dir’)

mkdir (saveFolder) ;
end

savePath = fullfile(saveFolder, ’Heat_Equation_Crank_Nicolson.png’);

%t Grid
x = linspace(0, L, Nx).’;
dx = x(2) - x(1);

t = linspace(0, Tmax, Nt);
dt = t(2) - t(1);

% Interior points count (i = 2..Nx-1)
N = Nx - 2;

r = alpha * dt / (2%dx"2);

%% Initial condition (consistent with Dirichlet BC)
u = sin(x);

u(1) = 0;

u(end) = 0;

%% Build Crank-Nicolson matrices (sparse tridiagonal on interior)

e = ones(N,1);
A = spdiags([-r*e, (1+2xr)*e, -r*xe], [-1, 0, 11, N, N);
B = spdiags([ rxe, (1-2xr)*xe, 1r*e], [-1, 0, 11, N, N);

% LU factorization for repeated solves
[Lfac, Ufac, Pfac, Qfac, Rfac] = 1lu(A);
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%% Time stepping (store snapshots)
[0, 0.1, 0.3, 0.6, 1.0];
snapldx = arrayfun(@(tt) find(abs(t-tt) == min(abs(t-tt)), 1), snapTimes)

snapTimes

U_snaps = zeros(Nx, numel (snapIdx));
U_snaps(:,1) = u;

snapCounter = 2;

for n = 1:Nt-1
rhs = B * u(2:end-1);

% Solve Axu_next = rhs using LU factors

u_next_int = Qfac * (Ufac \ (Lfac \ (Pfac * (Rfac \ rhs))));

% Re-apply Dirichlet BC

u(2:end-1) = u_next_int;

u(1) = 0;

u(end) = 0;

if snapCounter <= numel(snapIdx) &% (n+1) == snapldx(snapCounter)

U_snaps(:,snapCounter) = u;
snapCounter = snapCounter + 1;
end

end

%% Validation vs exact solution

u_exact = exp(-alpha*Tmax) * sin(x);
relErr = norm(u - u_exact, 2) / norm(u_exact, 2);

fprintf(’Relative L2 error at t = %.3f: %.3e\n’, Tmax, relErr);

%% Plot
figure(’Color’,’w’);
plot(x, U_snaps, ’LineWidth’, 1.5);

grid on;

x1im([0 L]);
ylim([0 1.05]); % sin(x) max is 1 at t=0

xlabel(’x’);
ylabel (Cu(x,t)’);
legend(arrayfun(@(tt) sprintf(’t = %.2f’, tt), snapTimes, ’UniformOutput’,

false),
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’Location’, ’northeast’);
title(’Heat equation (Crank-Nicolson), homogeneous Dirichlet...

’boundary conditions’);

%% Save figure
exportgraphics(gcf, savePath, ’Resolution’, 300);
fprintf(’Saved figure to: %s\n’, savePath);

A héegyenlet numerikus megoldasahoz Crank-Nicolson modszert alkalmaztunk
homogén Dirichlet-peremfeltételekkel. A térbeli masodik derivaltat kozépss diffe-
rencidval kozelitjik, mig az idSléptetést a Crank-Nicolson séma adja, amely line-
aris egyenletrendszer megoldasat igényli minden idélépésben. A kezdeti feltételt
u(z,0) = sin(z) valasztottuk a [0, 7| tartoméanyon, ami kielégiti a peremfeltételeket,
és az analitikus megoldas u(z,t) = e 'sin(z), igy a numerikus eredmény egyszertien
validalhato.

3. Diffaziés allapotok

Ahogy korabban emlitettiik, Turing azt a feltevést fogalmazta meg, hogy a sejtek
viselkedését befolyasolhatja bizonyos, a térben diffundalo kémiai anyagok (morfogé-
nek) koncentracioja.|14] Ha ezek az anyagok kolcsonhatasba lépnek egymassal, akkor
a reakcio és a diffuzio egyiittes hatasaként térben inhomogén koncentracio-eloszlasok,
azaz mintazatok alakulhatnak ki. ElGszor megvizsgéaljuk a diffuzio hatasat egykom-
ponenst rendszerben (tipikusan stabilizalo jelleggel), majd ratériink Turing alapvets
megfigyelésére: kétkomponensi rendszerekben a difftzié mintazatképzd instabilitast

is elsidézhet.

3.1. A diffazio stabilizalé hatasa egykomponensi modellben

Tekintsiik az alabbi egy-dimenzios reakcio-diffuzios egyenletet a [0, L] intervallumon:

S =D (), o)

ahol u(z,t) a koncentracio, D > 0 allando diffuzios egyiitthato, mig f(u) a lokalis
reakciokinetika.

Tegyiik fel, hogy rogzitett peremértéket irunk els:

w(0,8) = w(L,t) =uy  (t>0), (6)



és teljesiil f(ug) = 0. Ekkor az u(z,t) = ug konstans fiiggvény a (f])-(6) problémanak
megoldésa; ezt térben homogén egyensilyi dllapotnak nevezziik.

A stabilitas vizsgalatahoz perturbaljuk az allapotot:
u(z,t) = ug + u(x, ), lu] < 1.

A jobb oldal Taylor-fejtéséb6l f(ug + @) = f(uo) + f'(uo)t + O(4?*) kapjuk. Mivel

f(up) = 0, az els6 rendii kozelitésben a linearizalt egyenlet:

—:D7+f,(U0)@a (7)
homogén Dirichlet-peremfeltételekkel 4 (0,t) = (L, t) = 0.

3.1.1. Diffizi6é nélkiil

Ha D = 0, akkor (7)) egy pontonkénti ODE-re esik szét:
a(x,t) = a(z,0) e 0t

Tehat ha f'(uy) < 0, a perturbacié exponencialisan csokken (stabilitas), mig f'(ug) >

0 esetén novekszik (instabilitas).

3.1.2. Diffuzioval

Ha D > 0, akkor a valtozok szétvalasztasaval (és a homogén Dirichlet-
peremfeltételek miatt szinusz sajatfiiggvényekkel) a megoldas Fourier-szinusz sor

alakban irhato:

nm

a(x,t) = io:an sin(%) et A = f'(ug) — D (f)z (8)

Az a, egyiitthatokat a kezdeti perturbécio a(x,0) Fourier-szinusz sorfejtése haté-
rozza meg, ahogy azt mar a 2. fejezetben ismertettiik.
A (§) képletbdl latszik, hogy a difftzié a névekedési ratédkbol levonja a D(nm/L)?

tagot, tehat minden nemkonstans médust (minden n > 1-et) csillapit. Kiilonosen,

ha )
L
D> ) (£)
v
akkor A\, < 0 minden n > 1-re, igy u(x,t) — 0 amikor t — oo. Ez azt jelenti, hogy a

diffizi6 elegendGen nagy D esetén még akkor is stabilizalhatja a homogén allapotot,

ha diffuzio nélkil az instabil lenne.



3.1.3. Megjegyzés a peremfeltételekrasl

Homogén Neumann-peremfeltételek (u,(0,t) = u,(L,t) = 0) esetén a sajatfiiggvé-
nyek koszinuszok, és megjelenik egy n = 0 konstans modus is. A diffizié a térben
valtozo moédusokat ekkor is csillapitja, mig a konstans modus dinamikajat a reakcio-
tag hatarozza meg. Periodikus peremfeltételek esetén a sajatfiiggvények szinuszok
és koszinuszok kombinécioi, de a diffizié stabilizald szerepére vonatkozo alapvets

megfigyelések véltozatlanok.

3.2. A diffazié altal hajtott instabilitas kétkomponensi rend-
szerben
Az eléz6 alfejezet azt sugallja, hogy a diffizio ,kiegyenlits”, azaz stabilizdlé hata-

st. Turing kulcsmegfigyelése az volt, hogy ez tobbkomponenst rendszerekben nem

feltétleniil igaz.|9] Tekintsiink két kolesonhato komponenst:

ou 0%u ov 0%v
a_l%@-i‘f(u,v)a E—DQ@‘FQ(%U)’ (9)

ahol Dy, Dy > 0 diffuzios egyiitthatok. A tovabbiakban a biolégiai interpretacio-
hoz illeszkedGen homogén Neumann-peremfeltételeket feltételeziink (nulla fluxus a
hatéron):

uz(0,t) = ux (L, t) =0, v:(0,t) = v, (L, t) = 0.

Tegyiik fel, hogy létezik (ug,vo) ugy, hogy f(ug,v0) = g(ug,v9) = 0. Ekkor
(u,v) = (up, v9) homogén egyensulyi allapot. Vizsgaljuk ennek stabilitasat a

U = ug + U, V=140

perturbaciokkal. Els6 rendben a linearizalt rendszer:
0 (1 Dy 0\ 9 [ w o U
v A _ 1 _2 A + f f ) 7 (10)
ot \ o 0 Dy) 0x* \ ¥ Gu Gu) \U
—_——

ahol fu, fu, gu, g a parcialis derivaltak (ug,vg)-ban és J a Jacobi méatrix az (ug, vy)

pontban.



3.2.1. Linearizalas és modusvizsgalat

>

Keressiik a megoldast ( ) = ae** M alakban. Ezt —be helyettesitve:

)

(J = kD — M) a=0, D:<D10>.
0 Dy

Nemtrivialis a sajatvektora a J — k2D — A\ operatornak pontosan akkor létezik, ha
det(J — k*D — XI) = 0. (11)
Ez a diszperzios relacié hatarozza meg A = \(k?)-t.

3.2.2. Stabilitas difftizié nélkiil

Ha Dy = Dy = 0, akkor A a J matrix sajatértékei kozé tartozik. A karakterisztikus

polinom:

A = (fu+ 90)A + (fugs — fogu) = 0. (12)

A kovetkezd lemma (mésodfoka Routh-Hurwitz-kritérium) adja meg a stabilités
feltételét.

3.1. Lemma. Legyenek z1,z5 € C a
MNitph+g=0

mdasodfoki polinom gyokei, ahol p,q € R. Ekkor Rz; < 0 és Rzo < 0 pontosan akkor,
hap >0 ésq>0.

Bizonyitds. Vieté-formulak szerint zq + 20 = —p és 2120 = q.

(Sziikségesség.) Ha Rz < 0 és RNzo < 0, akkor R(z; + 22) = Rz + Rz < 0,
tehat —p < 0, azaz p > 0. Valos egyiitthatok mellett a gyokok vagy mindketten
valosak, vagy komplex konjugélt part alkotnak. Konjugalt esetben zy = Zy, igy
q = 2129 = |z1|* > 0. Valos esetben z; < 0 és 29 < 0, ezért ¢ = 2125 > 0.

(Elégségesség.) Ha p > 0 és ¢ > 0, akkor ha a gyokok valosak, ¢ > 0 miatt azonos
elGjeliiek, és —p = 21 + 2o < 0 miatt mindketté negativ. Ha a gyokok komplexek,
akkor konjugélt part alkotnak, és (z; + 22) = —p < 0. Mivel konjugalt parnal
Rz1 = RNzq, kovetkezik RNz; = Rzy < 0. O

3.2. Koévetkezmény. A homogén egyensilyi dllapot diffizic nélkil linedrisan stabil

pontosan akkor, ha
fu+gv <0> fugv_fvgu>0- (13)

10



Bizonyitds. A egyenletet frjuk A% + p\ 4+ ¢ = 0 alakban a

p:_(fu+gv>> q = fugv — foGu

jelolésekkel. Lemma [3.1] szerint stabilitds akkor és csak akkor all fenn, ha p > 0 és
g > 0, ami pontosan ([13]). ]

3.2.3. Turing-instabilitas feltétele

Diffazi6 jelenlétében a feltételbol

N —b(k)N+c(k*) =0 (14)

alak adodik, ahol
b(k*) = fu+ go — (D1 + Do)k, (15)
c(k?) = D1Dok* — (Dyfu + D1go)k® + (fugo — fogu)- (16)

A feltételek biztositjak, hogy k = 0 (azaz térben homogén modus) esetén a
rendszer stabil. Turing-instabilitas akkor kévetkezhet be, ha létezik k # 0, amelyre a
polinomnak van valds részi gyoke. A standard kritérium szerint ehhez sziikséges,
hogy valamely k% > O-ra c(k?) < 0 teljesiiljon. Mivel ¢(k?) masodfokt polinom k?-
ben, ennek standard feltétele, hogy a hozza tartozé diszkriminans pozitiv legyen.

Ezt a diszkriminénst A-val jeloljiik:

A= (D2fu + Dlgv)2 - 4D1D2(fugv - fvgu) > 0. (17)

Ez ekvivalens a kovetkez§ feltétellel:

D2fu+D1gv > 2\/131132 (fugv _fvgu>- (18)

Neumann-peremfeltételek mellett a megengedett hullamszamok diszkrétek:

k==, n=012...

Igy az instabilitas tényleges megjelenéséhez sziikséges, hogy valamely n > 1 esetén

a megengedett k* beleessen az instabil tartoményba. Ezt a k% hatarértékekkel frjuk

le:
n

2
K2 < (f) <k, K2

. D2fu + Dlgv + \/Z

1
2D, D, (19)

11



3.2.4. Kovetkezmények

A fenti feltételekbdl tobb kvalitativ észrevétel adodik:

1. A diffaziés egyiitthatoknak kiilonboznitik kell: ha Dy = D, akkor ellent-
mondéasba keriil —mal.

2. Adott paraméterek mellett létezik miniméalis tartoményméret: til kicsi L ese-

tén nem lesz olyan megengedett n > 1, amelyre teljesiil.

3. A tartoméany méretének novelésével tobb instabil médus valhat megengedetté,

ami a kialakulé mintazat Osszetettebbé valasahoz vezethet.

4. Két dimenzioban, téglalap tartoméanyon és nulla fluxus mellett a megengedett

térbeli alakok példaul
nmx mmy
Ccos I CoS I, )

e (rmY (Y
L, L,

A kovetkezd fejezetekben konkrét kinetikdkat és numerikus szimulaciokat muta-

és

tunk be, amelyek a fenti linearis instabilitasi mechanizmusra épiilnek.

12



4. A reakcidkinetika meghatarozasa és modellek

A reakcio-diffuzios rendszerekben a nemlineéris reakciotagokat f(u,v) és g(u,v) a
vizsgalt biologiai/kémiai mechanizmus, illetve a modellalkotasi cél hatarozza meg. A
lehetséges kinetikak szama gyakorlatilag korlatlan, ezért ebben a fejezetben néhany

klasszikus, a szakirodalomban gyakran hasznalt modellt tekintiink at.

4.1. Keller-Segel modell

A biologiai sejtek mozgasanak egyik alapveté mechanizmusa a kemotaxis, amikor a
sejtek egy kémiai jel (kemotaktikus anyag) koncentraciogradiensének iranyéaba mo-
zognak. A jel szarmazhat a kornyezetbdl, de gyakori, hogy a sejtek maguk termelik,
példaul aggregécio és sejtkotGdés elGsegitésére.

A kemotaxis matematikai modellezésének egyik legismertebb és legegyszeriibb
formaja a Patlak (1953), majd Keller és Segel éltal vizsgalt modellcsalad, amelyet
osszefoglaloan Keller-Segel rendszerként emlitiink.|12) 3]

A tipikus ismeretlenek:
e a nemnegativ sejtstriség r = r(z, 1),
e a kemotaktikus anyag koncentracioja S = S(z,t),

ahol = egy-, két- vagy haromdimenzios térvaltozo, ¢ > 0 pedig az idé.

A modell egyik alapvéltozata szerint a sejtstirtiség alakulasat a véletlenszert
mozgasbol eredd diffizié és a kemotaktikus drift egyiittese adja, igy r kielégit egy
Fokker-Planck tipusa egyenletet:

ry =V-(DoVr —crV5S), (20)

ahol Dy > 0 a sejtek effektiv diffuzivitasa, ¢ > 0 pedig a kemotaktikus érzékenység.
Realisztikusabb modellekben Dy és c fiigghet r-t6l és S-t6l is; a fenti alak azonban
jol szemlélteti a két f6 hatast: a diffuzio a rendezetlen (Brown-tipusi) mozgast, mig
a —crVS tag a gradiens altal vezérelt irdnyitott mozgast irja le.
A kemotaktikus anyag koncentraciéja szintén diffundéalhat, valamint termelédhet

és lebomolhat a sejtek jelenlétében, amit egy reakcio-diffazios tipusi egyenlet ir le:
Sy =V-(D1VS) +g(r,S), (21)

ahol D; > 0 a kémiai anyag diffuzios egyiitthatoja, mig g(r,S) a termelést és le-

bomlast foglalja Gssze.|10]
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4.2. Gierer-Meinhardt modell

Az egyik legismertebb aktivator-gatlo tipustt mintazatképzé modell a Gierer-
Meinhardt rendszer. A modellben az u komponens aktivatorként viselkedik (6nmagéat
erésiti), mig a v komponens inhibitorként gatolja az aktivator tulzott névekedését.
Egy gyakran hasznalt, dimenziémentes kinetikai egyenlet(rendszer):

f(u,v) :a—bu+u—2, g(u,v) = u* — v, (22)

v

ahol a > 0 és b > 0 paraméterek.
A fejezet késGbbi részében numerikus szimulacioval szemléltetjiik, hogy megfe-
lel6 paraméterek mellett a rendszer stabil homogén allapotboél térben inhomogén

mintézatba bifurkalhat (példaul csikos szerkezetek jelenhetnek meg).

MATLAB implementacio.

%% GiererMeinhardt.m

% Reaction-diffusion simulation (Gierer-Meinhardt kinetics)
% u_t = du * Lap(u) + a - bxu + u~2/v

% v_t = dv * Lap(v) + u™2 - v

% with homogeneous Neumann (zero-flux) boundary conditions.
b

% Semi-implicit time stepping: diffusion implicit, reaction explicit.

clear; clc; close all;

%/ Parameters (match thesis notation as closely as possible)
a = 0.04;

b = 2.5;
du = 0.02; % activator diffusion
dv = 0.06; % inhibitor diffusion

% Domain/grid

N = 100; % grid points in x and y
L =1.0; % physical domain size (arbitrary scaling)
dx = L/(N-1);

% Time stepping

dt = 0.01;
Tmax = 5000; % number of steps (to match your original)
saveEvery = 600; % save snapshots like before
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% Output
saveFolder = fullfile(pwd, ’Kepek’);
if “exist(saveFolder, ’dir’)

mkdir (saveFolder) ;

end
rng(1); % reproducibility
%% Initial conditions (positive, small noise)

U= 0.5 % ones(N,N) + 0.1*xrand(N,N);
V = 0.5 % ones(N,N) + 0.1*rand(N,N);

% Avoid division by zero

epsV = le-6;

%% Build 2D Laplacian with Neumann BC (sparse)
% 1D second-derivative matrix with Neumann BC via ghost-point elimination
e = ones(N,1);

Dxx = spdiags([e -2*e e], [-1 0 1], N, N);

% Neumann adjustments at boundaries:

% u_x=0 => u_0 = u_2 and u_{N+1} = u_{N-1}

% => u_xx at i=1: 2(u2-ul)/dx"2 ->row [ -2 20 ... ]

% => u_xx at i=N: 2(u_{N-1}-u_N)/dx"2 -> row [... 0 2 -2]
Dxx(1,1) = -2; Dxx(1,2) = 2;

Dxx(N,N) = -2; Dxx(N,N-1) = 2;

Dxx = Dxx / dx~2;

I = speye(N);
Lap = kron(I, Dxx) + kron(Dxx, I); 7% 2D Laplacian on vectorized field (N~2

% Pre-factorize implicit diffusion operators
A_u
A_v

(speye (N*N) - dt*duxLap);

(speye (N*N) - dtxdvxLap);

[L_u, U_u, P_u, Q_u, R_ul lu(A_u);
[L_v, U.v, P_.v, Q_v, R_v] = 1lu(A_v);

solve_u = @(rhs) Q_u * (U_u \ (L_u \ (P_u * (R_u \ rhs))));
@(rhs) Q_v * (U_v \ (L_v \ (P_v * (R_v \ rhs))));

solve_v
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%% Time loop

for t
b
b
b
f
g

h
h
h

rhsU
rhsV

h

if mod(t, saveEvery) ==

end

end

= 1:Tmax

Reaction terms (elementwise)

f(u,v) = a - bxu + u2/v

gu,v) =u2 - v

a - bxU + (U."2) ./ max(V, epsV);
(U.~2) - v;

Semi-implicit update:
(I - dt*duxLap) U~{n+1}
(I - dt*dv*Lap) V-{n+1}
UC:) +dt * £(:);
V(:) + dt * g(:);

U n + dt*f(U"n,V~n)
V-n + dt*g(U~n,V-n)

]

reshape(solve_u(rhsU), N, N);

reshape(solve_v(rhsV), N, N);

Enforce positivity softly (optional but useful for this kinetics)
max (U, 0);
= max(V, epsV);

Save snapshots

fig = figure(’Color’,’w’,’Position’, [100 100 800 650]);
imagesc (U) ;

axis image off;

colorbar;

title(sprintf (’Activator (u) at t = %d’, t));
exportgraphics(fig, fullfile(saveFolder, sprintf(’Activator_Concentn
close(fig);

fprintf(’Saved: Activator_Concentration_t=%d.png\n’, t);
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Activator (u) at t = 600 Activator (u) at t = 1200

0.33421

0.040418215
0.334205

0.04041821
0.3342

0.040418205
0.334195 0.0404182
033419 0.040418195
0334185 0.04041819

0.040418185
0.33418

0.04041818
0.334175

0.040418175
0.33417

0.04041817
0.334165

0.040418165

Activator (u) at t = 2400
0.0171969853376
0.0172525305256
0.0171969863374
0.0172526305254
0.0171969853372
0.0172526305252
0.017196985337
0.017252530525
0.0171969853368
0.0172525305248
0.0171969853366
0.0172525305246
0.0171969853364
0.0172525305244
0.0171969853362
Activator (u) at t = 3000

0117556225531 Activator (u) at t = 3600

5.7850840338508
0.11755622553095
0175562265309 57859840338508
0.11755622653085

5.7850840338504
0175562255308
0.11755622653075

5.7859840338502
0175562265307
0.11755822553065 578508403385
0175562265306

5.7850840338498
0175562266305
0175562256305 5.7859840338496

Activator (u) at t = 4200 Activator (u) at t = 4800

0.01662298615909
0.01808095812354

0.01662298615909
0.01808095812354
0.01808085812354 0.01662298615909
0.01808095812354 0.01662298615909
0.01808095812354 0.01662298615909
0.01808095812354

0.01662298615909
0.01808095812354

0.01662298615909
0.01808095812354

0.01662298615909

2. dbra. A Gierer-Meinhardt modell aktivator komponensének (u) alakulasa idében egy
100 x 100 racson. A szimulacio paraméteréi?a = 0.04, b = 2.5, d, = 0.02, d, = 0.06,
k, = 0.02, k, = 0.03, At = 0.01, T = 5000. A kés6bbi idépontokban a mintazat kvézi-
stacionarius allapotba keriil, azaz a szerkezet mar csak kismértékben valtozik.

Activator (u) at t = 1800




4.3. Schnakenberg modell

A Schnakenberg-modell a témeghatés torvényébdl levezethets egyszert kinetika,
amely szintén képes Turing-instabilitast produkélni megfelels difftizios ardnyok mel-

lett.|8] A reakciotagok tipikus alakja:
flu,v) = a —u+ u’v, g(u,v) = b —u?v, (23)

ahol a > 0 és b > 0 paraméterek.

4.4. Thomas modell

A Thomas-modell (a szakirodalomban t6bb, hasonl6 nevi varians is el6fordul) példa-
ul a hiigysav (u) és az oxigén (v) kélesénhatasat irhatja le, amikor mindkét reaktans
diffundal, és empirikusan illesztett nemlinearis kinetikan keresztiil reagélnak.|8| Az

egyik gyakran idézett alak:

uv uv

f(U»U):a(a—U)—m, Q(UW):ﬁ(b_U)_m’

(24)

ahol a,b,c,d,a, B > 0 konstansok.

4.5. BVAM modell

Barrio és munkatéirsai a mintazatok konnyebb kvalitativ elemzése érdekében egy
Jkarikatura” jellegii reakciotag-csaladot javasoltak (BVAM modell)[16]|, amelyben

explicit médon megjelennek a lineéris, kvadratikus és kobos tagok. Egy tipikus alak:
fu,v) = au 4+ v — ryuv® — ryuv, g(u,v) = bu + cv + riuv® + rouv, (25)

ahol a,b,c,ry,r9 > 0.

Az ilyen tipusti nemlinearitasok lehet6vé teszik, hogy a modell szdmos kiilonb6z6
mintazatforméat hozzon létre; a kvadratikus és kobos tagok aranya példaul befolya-
solhatja, hogy folt- vagy csikjellegii strukturdk dominalnak-e. Megjegyezziik, hogy
bar a modell bizonyos paraméterek mellett negativ u vagy v értékeket is adhat, ezek
gyakran nem abszolit koncentracioként, hanem egy homogén egyensulyi allapothoz

képesti eltérésként értelmezhetdk. |9)
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5. Numerikus implementaciék

Az el6z6 fejezetekben levezettiik a linearis stabilitasvizsgalatot, és megadtuk a
Turing-instabilitas alapvetd feltételeit. A gyakorlatban viszont akkor latjuk igazéan,
,mit jelent” ez a mechanizmus, amikor konkrét kinetikéval és konkrét paraméterekkel
szimulalunk.

Ebben a fejezetben egy olyan konstrukcidt néziink meg, ahol a paramétertér nem
korldatos és nem dsszefliggd, mégis kézben tarthaté moédon megadhatod egy olyan
reakciotag, ami a vizsgalt tartomanyon beliill Turing-instabil viselkedést produkal
megfelel§ difftizids arany mellett. A konstrukcioé tovabbi érdekessége, hogy a para-
métertér két régidjaban eltérd , kinetikai tipus” jelenhet meg: bizonyos beéllitdsoknal

a komponensek fazisban, maskor fazison kiviil viselkednek.|16]

5.1. Nem 0Osszefiiggé paramétertér és kinetika-konstrukci6

Tekintsiik az alabbi paramétertartoméanyt:
Q={(a,b) eR*[a>0,b>0, (a—3)*—b">1}. (26)

A feltétel két, egymastol elvalasztott régiot ad az (a, b)-sikon: az egyikben a < 3,

a masikban a > 3. Ezt szemlélteti a [3] bra.
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3. abra. (a) A (a,b, D) paramétertér szeletei: a fekete teriilet az (a — 3)% — b? > 1 régiot
jeloli az abrazolt (a,b) tartomanyon beliil. A szines teriiletek a Turing-instabil tartomanyt
mutatjak kiilonb6zs D értékek mellett. (b) D = 50 rogzitésével egy megfelels, nem Gssze-
fiiggd paraméterteret kapunk az (a,b) sikon. A két kereszt a (c) és (d) szimulaciokhoz
véalasztott paramétereket jeloli. A numerikus példdk azt szemléltetik, hogy a bal oldali
régioban a komponensek tipikusan fazisban, mig a jobb oldali régiéban fazison kiviil visel-

kedhetnek.
Els6 megkozelitésként tekinthetnénk egyszert, altalanos kinetikat, példaul
f(u,v) = a; + byu + cyuv, g(u,v) = ag + byv + couw, (27)

azonban mivel €2 nem korlatos, nem adhaté meg egyetlen kritikus diffizios arany D,
amely az egész paramétertérre érvényes. Ehelyett az a cél, hogy a tartoméanyon
beliil a linearizalt Jacobiméatrix elGjelstruktiraja kontrollalt legyen, és ebbdl felépit-
siink olyan nemlinearis kinetikat, amely a kivant Turing-instabilitasi tulajdonsagokat
,beégeti” a rendszerbe.

Ennek motivaciojahoz tekintsiik a linearizalt, (szimbolikus) perturbalt rendszert

a homogén egyensilyi allapot koriil:

Eut = Euzzx + €y + €, (28)
Evt = Deyae — (a— 3)% e, — (b* + 1)e,. (29)
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A fenti alakban az (a — 3)? és (b* + 1) paraméterek gy jelennek meg, hogy a két
régio (a < 3 és a > 3) eltérs elGjel-szerkezetet indukaljon.
Végezziik el a skilazast €, = ¢/, /(a — 3) (ahol a # 3, és ez teljesiil Q2-ban). Ekkor

a rendszer felirhato:

6/u,15 = g;gm + 5; + (CL - 3>5U7 (30)
evt = Deyagr — (a—3)el, — (b2 + 1)z, (31)

Ennek megfelelGen a lokalis (reakcio) Jacobimatrix egy alkalmas normalizalas utan

a kovetkez§ szerkezetet veszi fel:

1 a—3
J(a,b) = (a—B i 1)) : (32)

Lathato, hogy a < 3 és a > 3 esetén a nemdiagonalis tagok elGjele megfordul, ami
éppen azt az intuiciot hordozza, hogy a két régioban eltérs ,fazisviszony” modusok
preferaltak.

A kovetkezd nemlinearis kinetika egy olyan konkrét valasztas, amely 2 tartoma-

nyon beliil jol kontrollalt mintazatképzé dinamikat ad:

uy = V2u —u+ (4 — a)u? + (a — 3)u’v, (33)
v, =DV + b+ 1)+ (3 —a)uv + (a — 4 — b*)v. (34)

Megjegyezziik, hogy a = 3 esetén a fenti felirds valoban degenerdlodhat, azonban
a = 3 kiviil esik a () tartoményon, igy a vizsgalt paramétertérben ez nem jelent
problémat. Ha a paraméterteret késébb ki szeretnénk terjeszteni, akkor a nemline-
aritasok levagasaval” (példaul szaturalo tényezd bevezetésével) elkertilhets a véges
idén beliili felrobbanés, de ebben a dolgozatban €2-n beliil maradunk.

A (33)-(34) rendszer szimulacioi a[3|abra (c) és (d) paneljeiben lathatok: a bal
oldali régioban a mintak jellemzGen fazisban, mig a jobb oldali régiéban fazison kiviil

jelennek meg.

5.2. Allati mintazatok: foltokbol csikok

A korabbi példakban a kétdimenzios szimuléciok sokszor foltszerti mintazatokat
eredményeznek. A szakirodalom alapjan ugyanakkor a mintazat tipusa (folt, csik,
labirintus) gyakran osszefiigg a nemlinearitasok szerkezetével: gyengén nemlinearis
analizisben (pl. Ermentrout, 1991 [1]) a négyzetes és kobos tagok ,versengése” befo-

lyasolja, hogy melyik minta stabil.
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A mintazatvalasztas szemléltetésére bevezetiink egy C' > 0 paramétert, amely

egy kobos gatlo tag erdsségét szabalyozza. A kovetkezd rendszert vizsgaljuk:

uy = Vu —u+u’v — C(u — 1), (35)
vy =DV +G + 1+ (F —G)v— (F' +1)uw. (36)

A —C(u — 1)? tag Ggy van megvalasztva, hogy a linedris stabilitdsi vizsgdlatot ne
befolyasolja (a homogén allapot koriili elsérendi tagok valtozatlanok maradnak),
ugyanakkor nagyobb C' esetén a nemlinearis dinamika a csikos/labirintus jellegt

strukturakat preferalhatja.

o
o
N
o

25

n

structure
(8]
-
o

Max and Min of structure
Max and Min of structure

Max and Min of

=1
o
o
o
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wn

G’ e G’
(@a)c=o0 (b)yc =02 (¢) c=05

4. 4bra. BifurkAcios diagram a — rendszer stacionarius megoldasairél. A gorbék a
homogén allapot és a mintazott megoldasok (csikos illetve foltos/hatszog jellegii) paramé-
terfliggését szemléltetik; nagyobb C értékeknél a csikos megoldasok stabilitasi tartomanya

tipikusan megndé. [16]

A gyengén nemlineéris megkozelités formalisan a Turing-tartomény hatara koze-
lében érvényes, azonban a kés6bbi numerikus példédkban a C' paraméter ,mintazat-
szabalyozd” szerepe erésebben is megjelenhet: ahogy C' ng, a foltszerd strukturak
fokozatosan labirintusos/csikos mintakka alakulhatnak.

Ezt az otletet a korabban felépitett, nem Gsszefiiggs paramétertérhez illeszkedd
kinetikara is alkalmazzuk: a — rendszer elsé egyenletéhez hozzaadjuk a kobos
tagot:

uy = Viu—u+ (4 —a)u + (a — 3)u?v — Clu — 1), (37)
v, =DV + (b 4+ 1)+ (3 —a)uv + (a — 4 — b*)v. (38)
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C =02 C =04 C =0.6 C=1 C =3

5. abra. A kobos tag (C') hatasanak novelése a (37)-(38) rendszerben. A felsg sora = 1,b =
1 paraméterek mellett (fazisban 1évé viselkedés), az alsé sor a = 6,b = 1 mellett (fazison
kiviili viselkedés) mutat példédkat. Ahogy C' nd, a mintazat foltokbol labirintusos/csikos
szerkezet felé tolodhat.

A fenti numerikus példak azt illusztraljak, hogy a linearis Turing-instabilitas
(amely a mintazatképzidés ,bekapcesolasat” biztositja) és a nemlinearis tagok szer-
kezete (amely a minta tipusat befolyasolja) egyiitt hatarozzak meg a megfigyelhets
mintazatot. A kovetkezs fejezetben a tér- és idébeli heterogenitas szerepét vizsgal-

juk, illetve tovabbi alkalmazési példakat mutatunk be.
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6. Alkalmazasok

6.1. Alkalmazasok homogén rendszereken ttl

Az eddigi fejezetekben lényegében homogén, térben allandé paraméterd reakcio-
diffazios rendszerekbdl indultunk ki. A valds biologiai rendszerekben azonban a kor-
nyezet és a fejl6ds szovet tulajdonsidgai gyakran térben és/vagy idében valtoznak.
Ilyen heterogenitas mellett a mintédzatképz6dés nemcsak ,be- vagy kikapcsol”, hanem
a minta tipusa is régionként eltérhet (példaul foltok, csikok, illetve rosette mintaza-
tok kiilonb6z6 tartomanyrészeken).

Jellegzetes motivalo példa a malaj tapir mintazatanak fejlédése: a kolyok még
fehér foltokkal és torott csikokkal rendelkezik barna alapszinen, majd néhany honap
alatt a minta atalakul nagy lépték, osszefiiggs csikozottsiagga (lésd@ abra). Hasonlo
atmenetek figyelhet6k meg példaul a ,rosette” mintazatoknal is egyes nagymacskak
novekedése soran. Ezek a megfigyelések arra utalnak, hogy tisztan homogén paramé-

terekkel nem mindig irhatoé le a minta térbeli szerkezetének és idGbeli valtozasanak

teljes komplexitésa., @

() (b)

6. 4bra. Mintafejlédés egy malaj tapiron: a kolyok foltos/tort csikos mintézata a fejlsdés
soran nagy léptéki, Osszefiiggs csikos mintaba alakul. Az ilyen jelenségek modellezéséhez

gyakran sziikséges tér- és iddfiiggs paraméterek bevezetése.

A lineéris stabilitaselmélet kozvetlen kiterjesztése heterogén rendszerekre tech-
nikailag nem trivialis; ugyanakkor tébb eredmény azt sugallja, hogy lassan wvdlto-
20 heterogenitas mellett a stabilitasi/instabilitasi kritériumok helyben (lokalisan)
értelmezhetdk. , Ebben a dolgozatban a részletes matematikai igazolast nem
targyaljuk, viszont numerikus példakon keresztiil szemléltetjiik, hogy megfelel§ pa-
ramétervalasztassal Osszetett, térben és idében valtozé mintézott mezSk hozhatok

létre.
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6.1.1. Tér-id6beli paramétervaltas: csikos és foltos régidk oszcillacidja

A kovetkezkben egy 120 x 60 méretii téglalap tartomanyon végziink szimulacidkat.
A tartoméany egyik felében ,csikos” paraméterezést, a mésik felében ,foltos” para-
méterezést valasztunk, majd ezt id6ben valtogatjuk. A cél az, hogy ugyanazon a

tartomanyon a minta térben és idében is d&tmeneteket mutasson.

(a) t = 4400 (h} = 7a00 ()t = 10400 () ¢ = 13400

7. abra. Szimulacios pillanatfelvételek tér- és id6fliggs paraméterezés mellett egy 120 x 60
tartomanyon. A képek az u komponens eloszlasat mutatjak kiilonbo6z6 idépontokban; a
v komponens a vélasztott paraméterek mellett fazisban van, ezért kvalitativan hasonld

szerkezetet ad.

Az els6 példaban a térbeli heterogenitast egy simitott lépésfiiggvénnyel, az idébeli
valtast pedig periodikus kapcsolassal irjuk els. Legyen H a Heaviside—fﬁggvényﬂ (a

gyakorlatban numerikusan simitott kozelitéssel hasznalva), és definialjuk:

Clat)=1- H<cos (;}%)) + <2H (cos (;}%)) _ 1) (1 + tan};(x - 60)(29.)

Ez a valasztas azt eredményezi, hogy C' térben a tartomény kozepén valt régiot, id6-

ben pedig 3000 idGegységenként kapcsol at. A térbeli &tmenetet a tanh simitja, ami
segit elkeriilni a diszkretizaciobol adodo numerikus instabilitasokat a hatarfeliileten.

A[7]abra olyan idépillanatokat mutat, amikor a mintazat mar kozel van egy kvazi-
stacionarius allapothoz az adott paraméterezés mellett, majd a kévetkezs kapcsolés
1) szerkezet felé tolja a rendszert. Megjegyezziik, hogy a ,csikos” paraméterezés nem
minden esetben ad tokéletesen labirintusos struktirat: bizonyos beéllitasok mellett
foltszerti mintak is megmaradhatnak, ami a nemlinearis dinamika és a tartomany-

méret kozos hatasabol adodik.

6.1.2. Globalis fazisvaltas: tiszta és kereszt-kinetika kozotti oszcillacid

A maésodik példaban a térbeli régiok rogzitettek maradnak, viszont az a paraméter

idébeli valtoztatasaval globalisan valtogatunk a két kinetikai ,tipus” kozott. Konk-

3A Heaviside-fiiggvény egy lépésfiiggvény, amelyet altalaban tgy definidlunk, hogy H(x) = 0,
ha x <0, és H(x) =1, ha = > 0. A dolgozatban numerikusan simitott kozelitését hasznaljuk.
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rétan vegyiik:

Cz) = 1+ tanh(z — 60),  a(t) = 1+ 5H (cos (;LO%)) (o)

ahol H ismét simitott Heaviside. A valasztas azt eredményezi, hogy a tartomany
egyik felében més C' érték dominal, mikézben az a(t) valtasa id6ben fazist valt a

komponensek kozott.

(a) ¢t = 4400 (b) t = 7400 (¢) t = 10400 (d) ¢ = 13400

i A > I TP

-).. o
e | (1
(e) t = 4400 (f) t = 7400 (g) t = 10400 (h) ¢ = 13400

8. abra. Szimulacios pillanatfelvételek az a(t) paraméter idébeli valtogatéasa mellett. A
fels6 sor az u, az als6 sor a v komponens eloszlasat mutatja; jol lathatd, hogy az idében
valtozo kinetika elsGsorban a v komponens ,fazisviszonyat” modositja, mikézben a minta

szerkezete nagyrészt megmarad.

A [§] abran lathato, hogy bar mindkét komponens idében véltozo kinetika hatasa
alatt all, a fazisvaltas elsGsorban a v komponensen jelenik meg markénsan. A minta-
zat szerkezete tobb oszcillacid utan is nagyjabol stabil maradhat, kiilondsen a foltos

régioban, mig a csikos/labirintusos strukturak érzékenyebbek lehetnek zavarasokra.

6.2. Mintazatok bonyolult el6zmény mintazatokon

Az eddigi példak binaris (kétallapoti) heterogenitasokra épiiltek. Valos biologiai
rendszerekben azonban gyakoriak a komplex, tobbszint elémintak: példaul a szo-
vetek eltérd mechanikai tulajdonsagai, eltérg jelatviteli kornyezet, vagy el6zetesen
kialakult morfogén gradiensek. Ha a mintéazatképz6 hullamhossz lényegesen kisebb,
mint az exogén heterogenitas tipikus skalaja, akkor a mintazat viselkedése sokszor
Jlokalizaltan” értelmezhetd, és kiilonbozd régiokban eltéré mintazati tipusok stabili-
zalodhatnak.

Els6 példaként egy képalapi heterogenitast hasznalunk: egy valds fényképet
(James Murray) intenzitas alapjan szegmentalunk, és a kapott régiokhoz kiilonb6z6
paraméterértékeket rendeliink. A teljes folyamat az eredeti képtdl a végsé Turing-
mintézatig a [0 4bran lathato. [16]
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(c)

9. abra. Képalkoto6 folyamat az eredeti fényképtdl a szegmentalt heterogenitiason at a végss
mintézatig. A kiillonb6z6 régiokhoz eltérs C és a paraméterek rendelhetdk, igy ugyanazon

a tartomanyon beliil folt-, csik- és inverz mintazatok is egyiitt jelenhetnek meg.

Végiil olyan konstrukciot is megvizsgalunk, ahol a cél nem pusztan a hetero-
gén mintazat létrehozasa, hanem az, hogy a tartomany egy részén megdrizziink egy
komplex elémintat, mikozben a t6bbi részen Turing-tipust mintazat alakuljon ki.
Ennek érdekében a homogén egyensulyi allapotot altaldnositjuk egy térben valtozo

(U, V) ,kvéazi-egyensuly” profilra. Tekintsiik:

uy = Vu + ay + by + cquv — C(u — U)?, (41)
vy = DV*0 4 ay + byv + couw. (42)

A megfelels konstansok egy tipikus paramétervalasztas mellett:

U -2V U+2U -2V
a =V —U, as = 2V, by = ———, by = S ,
1 5 2 .

Ha U és/vagy V térfiiggs, akkor (U, V') mar nem pontos stacionarius megoldés
a diffazi6 miatt, de transzport hidnyaban értelmezhets ,helyi egyensulyként”. Kis
diffazio (vagy nagy heterogenitasi skala) esetén ez aszimptotikusan is indokolhato,

és a rendszer lokalisan instabilla valhat mintazott allapot felé.
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(a) (b)

10. abra. (a) Harom régiot tartalmazo heterogenitas: kiils¢ fehér hattér, belsd vilagos-
sziirke gytirt, és sotétebb kozponti régio komplex részletekkel. (b) A szimulacié eredménye
(az u komponens): a kozponti régioban stabilizalt heterogén profil ,kiolvassa” a komplex

mintat, mig a kiils6 régiokban Turing-t{pust mintazat alakul ki.

A abra azt szemlélteti, hogy megfelel6 paraméterezéssel elérhets olyan hib-
rid viselkedés, ahol a minta egy része egy elémintat kovet (kvézi-stabil profil), mig
a tartomany maés részein csikos/labirintusos strukturak jelennek meg. Ez a jellegt
seléminta + emergens mintazat” gondolat tobb mintézatképzsd elméletben is meg-
jelenik, és jol illusztralja, hogy a reakcio-diffizios modellek rugalmasan bévithetsk

térbeli komplexitas irdnyaba.
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7. Konklazio

A dolgozatban azt vizsgaltuk, hogyan johetnek létre térben szervezddd mintazatok
reakcio-diffizios rendszerekben, és milyen moédon vezethet a difftizié kétkomponensti
rendszerekben a homogén allapot instabilla valasdhoz (Turing-instabilitas). Az elmé-
leti részben a homogén egyensulyi allapotok linearis stabilitasvizsgalatan keresztiil
megadtuk azokat a feltételeket, amelyek mellett a homogén megoldasbol térben in-
homogén strukturédk alakulhatnak ki.

A klasszikus kinetikai modellek bemutatéisa mellett numerikus példakon keresztiil
azt is lattuk, hogy a ténylegesen megjelené minta nem csak attol fiigg, hogy teljesiil-e
a linearis instabilitasi feltétel. Szamit a nemlinearis tagok konkrét alakja, a diffizios
arany, a tartoméany mérete és a peremfeltételek is: ugyanaz az alapmechanizmus mas
paraméterezés mellett foltos, csikos vagy labirintusos mintat adhat.

Végiil azt is megmutattuk, hogy tér- és id6fliggs paraméterek bevezetésével ossze-
tettebb, ,hibrid” mintazatok is létrehozhatok, amelyek kozelebb allhatnak biologiai
megfigyelésekhez, mint a tisztan homogén modellek. Osszességében a Turing-féle
reakcio-diffizios elmélet egyszerre ad jol kezelhet§ matematikai keretet és motiva-
16 modellt a biologiai mintazatképzddés vizsgalatahoz; a legjobb képet pedig akkor
kapjuk, ha az analitikus stabilitaselméletet numerikus szimulaciokkal egyiitt hasz-

naljuk.
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