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Köszönetnyilvánítás

Szeretném megköszönni a sok rámfordított idejét, munkáját és iránymutatását téma-
vezetőmnek, Jüttner Alpárnak, akitől nagyon sokat tanultam a szakdolgozat meg-
írása során. Szeretném megköszönni a szeretét és támogatását a családomnak, akik
mindig büszkeséggel fordultak hozzám, hogy ezt a szakirányt választottam. Továb-
bá szeretném megköszönni az egyetemi éveim során szerzett barátaimnak, akikkel
élmény volt közösen tanulni és bármikor végighallgatták bármilyen gondolatomat
vagy történetemet.
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Előszó

A párosítások keresése gráfokban (Matching problem) a kombinatorikus optimali-
zás és a gráfelmélet egyik központi problémája. Egészen egyszerű az alapprobléma
megfogalmazása - adott gráfban az élek mentén minél több csúcsot szeretnénk össze-
párosítani - . Ennek a témának egy izgalmas sémája, hogy az ebbe a problémakörbe
tartozó feladatokat megoldandó algoritmusok gráfelméleti tételek bizonyítására al-
kalmasak. Sőt, gyakran expliciten a tételen alapuló algoritmust is tudunk adni.
Páros gráfokban nincsen páratlan kör, amely kellően leegyszerűsíti a maximális pá-
rosítás megkeresésének feladatát. Ezt oldja meg Kőnig javító-út kereső algoritmusa
illetve a súlyozott esetre ismert a magyar módszer.
Azonban általános gráfokban a páratlan körök miatt nem lehet naivan próbálkoz-
ni, hiszen egy csúcs elérhetővé válhat páros illetve páratlan hosszú alternáló úton
is. Ennek a kezelésére Edmonds [Edm65b] hozott algoritmikus megoldást, amely
során azonban implementációs nehézségek merültek fel. A szakdolgozatomban Lo-
vász László és Michael D. Plummer könyve [LP86] alapján kiemelem a legfontosabb
elméleti eredményeket amik szükségesek a párosításkereső algoritmusok értelmezésé-
hez, majd bemutatok Edmonds algoritmusától eltérő régebbi, illetve egy modernebb
megközelítést Norbert Blum [Blu15] cikke alapján. Ezek során további mélyebb
összefüggésekre lehetünk figyelmesek illetve implementálhatósági problémákat is ki-
küszöbölhetünk.
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1. fejezet

Alapfogalmak

1.1. Párosításproblémák
G = (V,E) irányítatlan gráf. vj, vk ∈ V csúcsokat összekötő élt vjvk-val jelölöm.
legyen M ⊆ E. Legyen v ∈ V -re dM(v) a v csúcsra illeszkedő M -beli élek száma.

1.1.1. Definíció. Azt mondjuk, hogy M párosítás, ha ∀v ∈ V : dM(v) ≤ 1.
M teljes párosítás, ha ∀v ∈ V : dM(v) = 1.

1.1.2. Definíció. M maximális párosítás, ha ∄M ′ ⊆ E : M ′ párosítás és |M ′| >
|M |.

1.1.3. Definíció. Egy P = (vj1 , vj2 , ...vjk), ({vji |1 ≤ i ≤ k} ⊆ V ) utat alternáló
útnak nevezünk, ha P olyan út - azaz csúcsoknak olyan sorozata melyben nincsen
ismétlődés - amely felváltva használ M -beli és E\M -beli éleket. Formálisan:

∀i : 1 ≤ i ≤ k − 2 :
vjivji+1

∈M ⇒ vji+1
vji+2

∈ E\M
vjivji+1

∈ E\M ⇒ vji+1
vji+2

∈M

1.1.4. Definíció. Azt mondjuk, hogy P javító út, ha alternáló és az első, illetve
utolsó csúcs M által fedetlen: dM(vj1) = dM(vjk) = 0. A többi csúcsot köztes
csúcsnak fogom hívni.

1.1.1. Tétel. [Ber57] M maximális párosítás G = (V,E) gráfban ⇐⇒ nem létezik
javító út.

Bizonyítás. Ha létezne javító út, akkor legyen M ′ := P
⊕

M , ahol
⊕

a szimmetrikus
differenciát jelöli, és innentől fogva erre a speciális esetre alternálásnak fogom hívni.
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M ′ párosítás, hiszen a P csúcsain kívűl M élei minden csúcsot legfeljebb egyszer
fedtek le. P köztes csúcsait pontosan egyszer fedi le, speciálisan a köztes csúcsokat
fedő M -beli élek nem kerültek M ′-be. Mivel M párosítás volt, pontosan a kikerülő
élek fedték a köztes csúcsokat. M ′ kettővel több csúcsot fog le mint M ennélfogva
|M ′| > |M |.
Legyen M egy párosítás és M ′ egy nagyobb elemszámú párosítás. Vegyük N =
M

⊕
M ′ szimmetrikus differenciát. N alternáló utak és körök uniója. Mivel |M ′| >

|M | van olyan komponense N -nek amelyben több M ′-beli él van. Ez csak alternáló
út lehet, sőt ez M -re nézve javító út.

M

M ′

1.1. ábra. alternáló komponensek

1.1.5. Definíció. Adott G = (V,E) irányítatlan gráf esetén olyan M ⊆ E párosítás
amelyre

max
M⊆E
{|M | : dM(v) ≤ 1 ∀v ∈ V }

felvétetik az egy maximális elemszámú párosítás

Megjegyzés A párosítás definíciója egybevág a független élhalmaz definíciójával.
Ennélfogva a maximális elemszámú párosítás elemszámát gyakran ν(G)-vel jelölöm.

1.1.6. Definíció. Adott G = (V,E) irányítatlan gráf w : E → R súlyozással. Olyan
párosítást amelyen felvétetik az alábbi maximum:

max
M⊆E

{∑
e∈M

w(e) : dM(v) ≤ 1 ∀v ∈ V

}

maximális súlyú párosításnak nevezek.
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A súlyozatlan esethez hasonlóan definiáljuk a maximális illetve minimális súlyú
teljes párosítást, ami nem feltétlenül maximális vagy minimális súlyú párosítás. A
definíciókból egyértelműen megfogalmazódik feladatként, hogy hogyan találunk adott
tulajdonságú párosítást. Súlyozott esetben amikor maximális illetve minimális teljes
párosítást keresünk általában adott, hogy a gráfban létezik teljes párosítás.
Látszik, hogy ha maximális súlyú párosítást tudunk találni, akkor egy G = (V,E)
gráfban a w(e) = 1 ∀e ∈ E súlyra nézve maximális elemszámú párosítást kapunk.
De ennél többet is tudunk mondani.

1.1.2. Tétel. [Edm65a] A maximális súlyú párosítás és a maximális súlyú teljes
párosítás megkeresése visszavezethetők egymásra.

Bizonyítás. Legyen G = (V,E) súlyozott gráf. Vegyünk fel minden csúcsnak egy
másolatát, és készítsünk belőlük egy teljes gráfot, amelyben minden él súlya 0, illetve
az eredeti csúcs és a másolata között is vegyünk fel 0 súlyú éleket. Az így kapott
G′ = (V ′∪V,E ′) gráfban egy maximális súlyú teljes párosítás megfelel egy maximális
súlyú párosításnak G-ben.

Megjegyzés. Ugyanígy minimális súlyú teljes párosításra is visszavezethetjük, csak az
eredeti éleken lévő súlyok −1-szeresét vesszük fel G′-ben. (w′

i = −wi az 1.1 ábra
alapján)

w1

w2
w3

w4

w′
1

w′
2

w′
3

w′
4

w′ = 0

1.2. ábra. átalakítás

1.2. Párosításpoliéder
Írjuk fel a maximális súlyozott teljes párosítás feladatot lineáris programként. A
bevezétesben tárgyalt párosításproblémák egymásra vezethetősége miatt érdemes ezt
a problémát alapul venni, továbbá a poliéderes felírás jó betekintést nyújt a megoldás
tulajdonságaiba. Az alábbi fejezet kidolgozásában [Fra14] egyetemi jegyzetet vettem
alapul.
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Jelölés. X ⊆ V, i(X) = {uv ∈ E : {u, v} ⊆ X} az X csúcshalmaz által kifeszített
élek halmaza.
d(X) = {uv ∈ E : |{u, v} ∩X| = 1} az X csúcshalmazból kilépő élek halmaza.
Ha x ∈ RE akkor xe az e élre írt változó.

A maximális súlyú teljes párosítást kétféle módon lehet LP alakban felírni.

(P1) (P2)

x ≥ 0 x′ ≥ 0∑
e∈d(v)

xe = 1
∑
e∈d(v)

x′
e = 1 ∀v ∈ V

∑
e∈d(K)

xe ≥ 1
∑

e∈i(K)

x′
e ≤
|K| − 1

2
∀K ⊆ V, |K| páratlan

max{wx} max{wx′}

A (P1) és (P2) első két feltétele ugyanazt írja le, hogy élet vagy kiválasztok, vagy
nem, és minden csúcsot pontosan egy él fedjen le. Azonban ez megenged törtpárosí-
tásokat, például K3 esetén azonosan 1 súlyozással nem szeretnénk, hogy az (1

2
, 1
2
, 1
2
)

benne legyen a poliéderben.

A (P1) poliéder felírásában azt követeljük meg, hogy minden páratlan vágásból
legalább 1 párosításbeli él lépjen ki. Teljes párosításnak ezt teljesítenie kell, hiszen
páratlan vágásban van legalább egy olyan csúcs, akinek a párja nem vágásbeli.
A (P2) poliéderben az előző helyett azt követeljük meg, hogy egy páratlan vágás leg-
feljebb annyi párosításbeli élt feszítsen ki, amennyi egyáltalán belefér egy páratlan
vágásba.

1.2.1. Tétel. [Edm65a] A G = (V,E) teljes párosításainak incidenciavektorainak
konvex burkát P1 és P2 leírja.

Írjuk fel a (P1) és (P2) duálisát. A duális változó két részből áll: y, y′ ∈ RV ,
továbbá z, z′ ∈ RK∗ , azaz változókat veszünk fel minden csúcsra és minden páratlan

7



vágásra. K∗-al jelölöm a páratlan vágások halmazát.

(D1) (D2)

z ≥ 0 z′ ≥ 0

yu + yv −
∑

K:e∈d(K)

zK ≥ we y′u + y′v +
∑

K:e∈i(K)

z′K ≥ we ∀e ∈ E

min

{∑
v∈V

yv −
∑

K∈K∗

zK

}
min

{∑
v∈V

y′v +
∑

K∈K∗

|K| − 1

2
z′K

}
A duális megoldások megkaphatók egymásból. Vegyük a komplementaritási fel-

tételeket:
(y, z) optimális ⇐⇒ z(i) > 0⇒

∑
e∈d(K)

xe = 1

A cél az, hogyha egy élre szabott (1) szerinti duális feltételben egy vágás változója
szerinti értéket átviszünk a csúcsokra írt változó értékébe, akkor pont a (2) duálisá-
nak megfelelő változókat kapunk.
Tekintsünk egy duál optimumot és egy olyan vágást, melyre zK > 0. A komple-
mentaritási feltétel miatt ennek van olyan kimenő éle, mely párosításbeli. Ebből
következik, hogy |K|−1

2
darab K által kifeszített él párosításbeli.

Legyen

zK = α > 0

z′K = zK − α = 0

y′v =

{
yv v /∈ K

yv + α v ∈ K

tekintsük D1 élekre szabott feltételét. Ha e ∈ d(K) akkor pont nem változik a
jobb oldal:

yu + yv + α−
∑

K:e∈d(K)

zK − α ≥ we

hiszen egyik végpontja belül van, másik végpontja kívűl van.
Azonban ha e ∈ i(K) akkor 2α-val növeltük a "slack"-et. Tekintsük a célfüggvény
változását: ∑

v∈V

yv +
|K| − 1

2
· 2α− (

∑
K∈K∗

zK − α)
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−α

+α +α

+α
+α

+α +α

+α

1.3. ábra. vágás kinullázása

Vegyük észre, hogyha az előző eljárást minden pozitív súlyú páratlan vágásra meg-
tesszük, akkor a D1 célfüggvénye olyan alakú mint a D2 célfüggvénye∑

v∈V

yv +
∑

K∈K∗

|K| − 1

2
· 2zK

1.2.1. Definíció (TDI rendszer). Ha egy Qx ≤ b,max cx megadott lineáris program-
nak minden egészértékű c-re létezik egész optimális duális megoldása (feltéve, hogy
létezik optimuma a duálnak), akkor a Qx ≤ b rendszert TDI rendszernek hívjuk.

1.2.2. Tétel (Cunningham és Marsh [CM78]). A P2 poliéder TDI.

1.2.3. Tétel. A P1 poliéder 1
2
-TDI, azaz az optimális duál megoldás választható

félegésznek.

Megjegyzés. A P2 duális egészértékűségéből az előző eljárás véghezvitelével követke-
zik, hogy P1-nek létezik fél-egész duális optimuma.

Az alábbi tétel nem tartozik szorosan a szakdolgozat témájához, kitekintésként
megemlítésre méltónak tartom [Fra14] jegyzet alapján.

1.2.4. Tétel. Adott G = (V,E) súlyozott gráf esetén amelyben létezik teljes párosítás,
ha minden kör összsúlya páros akkor P1 duálisának optimuma egésznek is választható.

Bizonyítás. Tekintsük a páratlan súlyú éleket. Ezek az élek egy páros gráfot feszí-
tenek ki, hiszen feltétel szerint nem lehet páratlan súlyú kör a gráfban. A páros
gráf egyik végpontjai által alkoltott halmazt válasszuk K ⊆ V vágásnak. Vegyünk

9



egy D2-beli duális optimumot ezen a gráfon, legyen K-ra írt változó értéke z′K . Az
előző eljárás alapján ezt a duális megoldást átalakíthatjuk D1-beli duális megoldás-
ba. 1.2.2 tétel alapján D2 duálisa egészértékű és az eljárás alapján zK =

z′K
2

, így D1

duális megoldása is egész.
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2. fejezet

Edmonds szirom összehúzó
algoritmusa

2.1. Párosítások karakterizációja általános gráfokban
Párosításkereső algoritmusok elemzéséhez nélkülözhetetlen, hogy ismeretessem az ál-
talános gráfok struktúráját és a maximális elemszámú párosítás tulajdonságait össze-
kötő tételeket. Ebben a szekcióban a maximális elemszámú párosításkereső algo-
ritmushoz szükséges gráfelméleti tételeket ismertetek a [LP86] könyv felépítésének
megfelelően.

2.1.1. Tétel (Tutte tétel). G = (V,E) gráf. G-ben létezik teljes párosítás pontosan
akkor, ha c(G−U) ≤ |U |, ∀U ⊆ V ahol c a keletkező páratlan komponensek számát
jelöli.

A tétel ⇒ iránya könnyen következik abból, hogy a páratlan elemszámú kompo-
nenseknek legalább 1 csúcsát nem tudom kipárosítani a komponens által feszített
élek mentén. Így őket legfeljebb az elhagyott csúcsokhoz lehet bepárosítani, tehát
nem lehet kevesebb az elhagyott csúcsok száma.
Az utóbbi feltételt Tutte-feltételnek hívjuk. Ha találunk egy Tutte-feltételt sértő
halmazt, akkor az egy jó bizonyíték arra, hogy teljes párosítás nem létezik.

2.1.2. Lemma. G = (V,E) gráf, X, Y ⊆ V : |X| < |Y |. Ekkor
a) Ha létezik X-et fedő párosítás és létezik Y -t fedő párosítás, akkor létezik olyan
párosítás mely fedi X-et és legalább egy csúcsát Y \X-nek.
b) Ha létezik X-et egyáltalán nem fedő maximális elemszámú párosítás, és létezik Y -t
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egyáltalán nem fedő maximális elemszámú párosítás, akkor létezik olyan maximális
elemszámú párosítás, mely nem fed egyetlen csúcsot sem X-ből és legalább egy csúcsot
nem fed Y \X-ből.

2.1.2.1. Következmény. Ha csúcsok valamely részhalmaza fedett egy párosítás által,
akkor fedett egy maximális párosítás által is.

2.1.2.2. Következmény. G = (V,E) gráf. D ⊆ V , azon csúcsok halmaza melyeket
legalább egy maximális párosítás nem fed. ∀u, v ∈ D : u ∼ v ⇐⇒ u = v vagy nincs
olyan maximális párosítás mely u-t és v-t egyszerre nem fedi. Ekkor ∼ ekvivalencia
reláció.

2.1.1. Definíció. G = (V,E) gráf faktorkritikus, ha ∀v ∈ V : G − v-ben létezik
teljes párosítás.

2.1.3. Tétel (Gallai lemma). G = (V,E) összefüggő. Ha G bármely csúcsát elhagyva
a maximális párosítás elemszáma nem változik, akkor G faktorkritikus.

Definícióból könnyen látszik, hogy a páratlan körök faktorkritikusak, vagy a pá-
ratlan csúcszámú teljes gráfok is faktorkritikusak. A Gallai lemmából következik,
hogy egyetlen páros gráf sem lehet faktorkritikus, hiszen Kőnig tétele szerint ha
G = (S ∪ T,E) páros gráf akkor τ(G) = ν(G). Mivel van legalább egy lefogó csúcs,
így ennek az eltávolítása a gráfból biztosan csökkentené ν(G)-t is.

2.1.2. Definíció. def(G) = |V |− 2ν(G) a G gráf hiánya, azaz tetszőleges maximális
párosítást véve G-ben ennyi csúcs marad fedetlen.

2.1.4. Tétel (Berge formula). def(G) = max{c(G−X)− |X| : X ⊆ V }

Vegyük észre, hogyha létezik teljes párosítás a G = (V,E) gráfban, akkor a Berge
formula szerint c(G − X) − |X| ≤ 0 ∀X ⊆ V , ami kis átrendezéssel pont a Tutte
tétel állítása.
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2.2. Gallai – Edmonds struktúratétel
A Gallai – Edmonds struktúratétel a legfontosabb a párosítások jellemzéséhez. Az
eredményt külön érte el a két matematikus, utóbbi névadó algoritmikusan írta le
([Gal64], [Edm65b]). A lényege az, hogy az összes maximális párosítást tekintve a
gráfot bizonyos tulajdonságú komponensekre tudjuk felbontani és fordítva, ha is-
merjük a dekompozíciót akkor minden maximális párosításról tudjuk, hogy milyen
tulajdonságúak.

2.2.1. Definíció. Vegyük G-nek azon csúcsait, amelyek legalább egy maximális
párosításban fedetlenek maradnak. Ezen csúcsok alkotta részgráf legyen jelölve D-
vel.
Legyen A azon csúcsok halmaza, melyek szomszédosak D-vel, és C azon csúcsok
halmaza, melyek nem szomszédosak D-vel. Ez a három részgráf a G gráf Gallai -
Edmonds dekompozíciója.

C

A

D1
D2

D3

D

2.1. ábra. Gallai – Edmonds dekompozíció

2.2.1. Tétel (Gallai – Edmonds struktúratétel [LP86]). Ha D,A,C a G = (V,E)
gráf Gallai - Edmonds dekompozíciója akkor
a) D komponensei faktorkritikusak
b) C-ben létezik teljes párosítás
c) Ha D komponenseit összehúzzuk egy-egy csúccsá, akkor létezik A-t fedő párosítás
D összehúzott komponenseivel.
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d) M maximális párosítás G-ben, pontosan akkor ha ez C részgráfban teljes párosí-
tás, D komponenseiben pontosan egy csúcsot kihagyó párosítás, és A csúcsait a D
különböző komponenseivel fedő párosítás.

Látszik, hogy bizonyos gráfoknak egyértelmű a Gallai – Edmonds dekompoíci-
ója, például a gráfokban melyekben létezik teljes párosítás, vagy a az olyan páros
gráfokban melyek teljesítik a Hall feltételt, továbba 2.1.2.2 következmény miatt a
faktorkritikus gráfoknak is. A következő tétel arról szól, hogy minden gráfnak egy-
értelmű a dekompozíciója.
Legyen G′ = (S ∪ T,E ′) páros gráf, amelyben létezik S-t fedő párosítás. Minden
t ∈ T -re legyen Gt egy faktorkritikus gráf. Legyen H egy olyan gráf, amelyben létezik
teljes párosítás. Legyen G = (V,E) gráf, ahol

V = S ∪ V (H)
⋃
t∈T

V (Gt)

tartsunk meg minden élt amelyet valamelyik Gt illetve H kifeszít. Minden (st) ∈ E ′-
re s csúcsot kössük össze Gt tetszőleges csúcsával. További éleket felvehetünk S és
V (H) csúcsai közé.

2.2.2. Tétel ([LP86]). A fenti G gráf Gallai – Edmonds dekompozíciójában A = S,
C = H és D =

⋃
Gt. Minden gráf előáll a fenti konstrukció által.

Megjegyzés. Könnyen látszik, hogy dekompozíciót egyértelműen meghatározza A is-
merete.

2.3. Edmonds algoritmus
Ebben a fejezetben ismertetem a [LP86] könyv leírása alapján Edmonds [Edm65b]
szirom - összehuzó algoritmusát. A célom elsősorban az algoritmus ismertetése olyan
módon, hogy a helyessége és az elméleti háttere látszódjon.

2.3.1. Lemma (kör – összehúzás). Legyen G gráf és M párosítás G-ben. Legyen
L egy páratlan kör. Legyen L-nek pontosan egy csúcsa amely M által fedetlen, az
összes többi csúcsának M -beli párja mind L-beli. Legyen G′ olyan gráf, amelyben L
egy csúccsá van összehúzva. M ′ = M − E(L) pontosan akkor maximális párosítás
G′-ben, ha M maximális párosítás G-ben.

Bizonyítás. Legyen M nem maximális párosítás. Ekkor 1.1.1 tétel szerint létezik M -
re nézve javító út P . Ha P csúcsdiszjunkt L-től akkor P a G′-ben is javító út tehát
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M ′ nem lehet maximális. Tegyük fel, hogy P metszi L-t. Ekkor P -nek van olyan v
végpontja, mely nem L-ben van. v-ből indulva az úton legyen ℓ az első L-beli csúcs
amelyet érintünk. Ekkor ez a v → ℓ út G′-ben egy javító út M ′-re tehát M ′ nem
lehet maximális.
Legyen M ′ nem maximális párosítás G′-ben. Legyen N ′ olyan párosítás G′-ben
melyre |N ′| > |M ′|. Tekintsük G-t ("fújjuk fel" L-t). Ekkor N ′ olyan párosí-
tás, amely L-ben legfeljebb 1 pontot fed. Ekkor N ′ javítható L-nek k élével amire
|N | = |N ′|+ k > |M ′|+ k = M . Tehát M nem maximális párosítás G-ben.

L

. . .

. . .

P

v v

ℓ

G
G′

2.2. ábra. kör összehúzásával kapott javító út

2.3.1. Definíció (M - alternáló erdő). Legyen M párosítás G-ben. Legyen S az
M által fedetlen csúcsok halmaza. Legyen F olyan erdő, hogy minden összefüggő
komponense pontosan egy S-beli csúcsot tartalmaz és minden olyan F -beli él ami
páratlan távolságra van S egy csúcsától az párosított él. Ekkor F egy M -alternáló
erdő.

Azon csúcsok F -ben melyek S-től páratlan távolságra vannak a belső csúcsok, a
többi csúcs külső csúcs. Definícióból adódik, hogy a belső csúcsok F -beli fokszáma
2.
Alább ismertetem az Edmonds algoritmust. rF (x) azon F komponensének gyökerét
jelenti, amelyikben benne van az x csúcs. (rF (s) = s ha s ∈ S, rF (v) = ∅ ha v /∈ F )

Az algoritmus külső ciklusában elkezdjük az F alternáló erdőt építeni, az egy-
szerűség és az algoritmus tényleges megvalósítását tükrözve BFS gráfbejárást alkal-
maztam (A [LP86] könyv informális leírásának elméleti fókuszától kicsit eltérve). Az
alternáló erdő külső (x) csúcsaira illeszkedő éleket vizsgáljuk. Ebből a következő
három eset lép fel az algoritmus során:
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Algorithm 1: Edmonds algoritmusa
Input: G = (V,E) gráf
Output: maximális párosítás M
M ← ∅
while létezik M által fedetlen v csúcs do

F alternáló erdő
V (F )← {v ∈ V | v nincs fedve M által}
E(F )← ∅
Q← üres sor ; // BFS sor
foreach w ∈ V (F ) do

rF (w)← w
Q← w

while Q nem üres do
x← Q
foreach y ∈ V csúcsra, amelyre xy ∈ E do

if y /∈ V (F ) then
létezik yz ∈M
E(F )← xy + yz (1)
rF (y)← rF (x); rF (z)← rF (x)
Q← z

else if y külső pont és rF (x) ̸= rF (y) then
P ← javító út rF (x) és rF (y) között M ←M ⊕ P (2)
break

else if y külső pont és rF (x) = rF (y) then
C ← a xy él és az F -beli x⇝ y út által alkotott kör
húzzuk össze C-t (3)
folytatjuk az összehúzással kapott gráfon

if nem találtunk javító utat then
return M
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F

(1)

(2)

(3)

2.3. ábra. Edmonds algoritmus esetei

• (1) ha az él másik y végpontja nincsen F -ben, akkor y fedett M által, ezért
létezik yz ∈M párosításbeli él. Ha F -hez hozzáadjuk az xy és yz éleket, akkor
növeltük az alternáló erdő méretét és folytatjuk a javító út keresést.

• (2) ha az él két különböző komponensét köti össze F -nek akkor a komponen-
sek gyökerei - amelyek fedetlenek M által - között létezik javító út. Ezen
alternálunk és egy eggyel nagyobb párosítást kapunk. Ekkor kilépünk a belső
ciklusból, és az új párosítással építünk alternáló erdőt és folytatjuk a javító út
keresést.

• (3) ha az xy él F -ben egy komponensen belül halad akkor az xy él és az F -beli
x⇝ y út egy C kört alkot. Ez páratlan kör, mert x és y külső csúcsok, tehát a
közös gyökértől mindketten páratlan távolságra vannak, így az x⇝ y út páros
hosszú és ehhez adjuk hozzá xy-t. Ebben a páratlan körben pontosan egy csúcs
van, aki vagy fedetlen M által (ekkor ez a pont gyökere F -nek) vagy egy körön
kívűli csúccsal van párosítva. Az utóbbi esetben ebből a csúcsból egyértelmű
P út létezik a gyökérbe, amelyik alternáló út. Ha ezen az úton alternálunk
a kapott M ′ párosításra |M ′| = |M | és teljesülnek a 2.3.1 lemma feltételei.
Tehát a C összehúzásával kapott gráfban a maximális párosítás mérete pont
megegyezik a G-ben maximális párosítás méretének és C-ben kipárosított élek
számának különbségével. Ennélfogva összehúzzuk C-t és az új gráfban tovább
keressük a javító utat fenntartva az eddigi párosításunkat C-n kívűl.

2.3.2. Tétel. Ha a külső csúcsoknak csak belső csúcsok a szomszédai, akkor M
maximális párosítás.
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P

2.4. ábra. összehúzott komponens párosítása

Bizonyítás. [LP86] Legyen F -nek m belső csúcsa és n külső csúcsa, ekkor n−m = |S|.
G-ből töröljük ki F összes belső csúcsát. A fennmaradó gráfban F összes külső csúcsa
izolált csúcsként fog szerepelni, ennélfogva def(G) ≥ n −m = |S|. De M pont |S|
csúcsot hagy ki, tehát maximális párosítás.

Megjegyzés. Leálláskor a belső csúcsok halmaza pontosan megegyezik a Gallai – Ed-
monds dekompozíció A csúcshalmazával. 2.3.2 tétel szerint akkor áll le az algoritmus
ha minden külső csúcsnak csak belső csúcs a szomszédja. Minden külső csúcs vagy
D-be tartozik (hiszen S-beli csúcsok is külső csúcsok), vagy egy faktorkritikus kompo-
nense összehúzva a D részgráfnak. Ennek a részgráfnak a csúcsainak a dekompozíció
szerint kizárólag A-beli szomszédaik lehetnek.

Az algoritmus ebben a formában való implementálhatósága nehéznek bizonyul,
speciálisan a páratlan körök - amelyeket a szakirodalom sziromnak nevez - összehú-
zása okoz gondot. Ugyanis, az algoritmus befejeztével vissza kell állítanunk az össze-
húzott szirmokat, hogy a maximális párosítást megkapjuk az eredeti gráfunkban.
Ehhez pedig elegendő információt kell eltárolnunk a szirmokon belüli párosítások-
ról, és hatékonyan kell kezelni az összehúzott szirmok frissítését. Az implementációs
részleteket Edmonds az eredeti [Edm65b] cikkében még nem dolgozta ki. A szirmok
kezelésére az Union–Find adatstruktúrát alkalmazzák aminek első leírását Tarjan
[Tar76] adta. A további fejezetkben olyan algoritmusokat fogok bemutatni, amelyek
eltérnek a klasszikus sziromösszehúzó algoritmustól, hogy elméleti illetve implemen-
tációs szempontból a megfelelő tanulságokat levonjuk.

18



3. fejezet

Alternatív algoritmusok

3.1. A struktúratételen alapuló algoritmus
Az előző fejezet végén láthattuk, hogy Edmonds párosító algoritmusa leálláskor meg-
állapítja a Gallai – Edmonds dekompozíciót. [LP86] könyv 3. fejezetében a szerzők
megfordítják az előző gondolatmenetet - induljunk ki a Gallai – Edmonds struktú-
ratételből, amely egy megfelelő párosításkereső algoritmust szolgáltathat.
Az algoritmus azon alapszik, hogy eltároljuk egy L halmazba a lehetséges M1,M2, ..Mt

maximális párosításokat, legyen |Mi| = k ∀i = 1...t. Ez az L halmaz a Gallai –
Edmonds struktúratétel miatt egyértelműen meghatározza a dekompozíciót, ennél-
fogva ellenőrizzük le az Mi, i = 1...t párosításokra, hogy valóban teljesítik a tétel
feltételeit. Ha teljesítik akkor készen vagyunk az algoritmus leáll. Ha nem akkor,

• találunk egy k méretű Mt+1 párosítást, ekkor ezt hozzávesszük az L halmazhoz.

• találunk egy k+1 méretű párosítást, ekkor L halmazból kidobjuk a korábbiakat,
és az újonnan talált párosítást belerakjuk

Legyen

D(L) = {v ∈ V : valamelyik i = 1...t -re dMi
(v) = 0}

A(L) = {v ∈ V −D(L) : v szomszédos valamelyik csúcsával D(L)-nek}

C(L) = V −D(L)− A(L)

Tehát, ha L-ben minden maximális párosítás szerepel (amelyek mérete mind k),
akkor D(L), A(L), C(L) a G = (V,E) gráf Gallai–Edmonds dekompozíciója. Az
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algoritmus ezeknek a halmazoknak a vizsgálásával és frissítésével keresi meg a maxi-
mális párosítást. Speciálisan amikor találunk egy új k méretű párosítást, akkor D(L)
halmaz nő. Ez legfeljebb |V |-szer nőhet. Javítani pedig legfeljebb ν(G)-szer tudunk,
tehát az algoritmus leáll.
A pszeudókód áttekintő jelleggel végigveszi a vizsgálandó eseteket.

Algorithm 2: Struktúratételes algoritmus
Input: G = (V,E) gráf
Output: maximális párosítás M
k := 0, L← ∅
repeat

M ← L
if x ∈ A(L), y ∈ A(L) ∪ C(L), xy ∈M then

// 1
vagy javítóutat találunk
vagy találunk egy új párosítást és D(L) nő

if T összefüggő komponense G[D(L)]-nek és M ∩E(T ) nem pontosan egy
csúcsot kihagyó párosítása T -nek then

if x-t nem fedi M és y-t nem fedi M ∩ E(T ) then
// (a)
vagy javítóutat találunk
vagy találunk egy új párosítást és D(L) nő

if M ∩E(T ) kihagyja x és y csúcsot, de M fedi mindkét csúcsot then
// (b)
vagy javítóutat találunk
vagy találunk egy új párosítást és D(L) nő
vagy (a) esetbe érkezünk

if M ∩ T teljes párosítása T -nek then
// (c)
(a) esetbe érkezünk

until L által meghatározott dekompozíció a Gallai-Edmonds dekompozíció;
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Az algoritmus esetei [LP86]

1. eset. x ∈ A(L), y ∈ A(L) ∪ C(L), xy ∈ M . Mivel x ∈ A(L) ⇒ ∃z ∈
D(L) : xz ∈ E. D(L) definíciója alapján létezik olyan M ′ ∈ L, hogy M ′ nem fedi z-
t. Ha M sem fedte z-t, akkor xy-t kicserélve M -ben xz-re olyan k méretű párosítást
kapunk, ami nem fedi y-t. Mivel y nem D(L)-ben volt így ez a párosítás nem volt
eddig L-ben, tehát egy új k méretű párosítást találtunk.

Ha M fedi z-t, M
⊕

M ′ olyan alternáló P út, amely z-ben kezdődik. Ha P M -
beli éllel végződik, akkor P M ′-re nézve javító út, tehát találtunk egy k + 1 méretű
párosítást.

Ha P M ′-beli éllel végződik és nem tartalmazza az xy élt, akkor a P +yx+xz -on
alternálunk - másképp megfogalmazva M -ben kicseréljük xy-t xz-re mint előzőleg, és
M megfelelő részét kicseréljük M ′-beli élekre. Ekkor egy olyan k méretű párosítást
kapunk, ami nem fedi y-t, tehát nem volt eddig L-ben.

Végezetül, ha xy-on átmegy a P ahogyan 3.1 ábra mutatja, akkor megfelelő ré-
szen alternálva vagy x-et vagy y-t kihagyva k méretű párosítást kapunk. Például ha
y az előbb szerepel P -n mint y akkor y-ig vesszük M éleit, x-től vesszük M ′ éleit,
amivel olyan párosítást kapunk amely kihagyja y-t.

z

y

x

...D(L)

M

M ′

3.1. ábra. (1) eset

A másik három eset mind azt vizsgálja, hogy a D(L) által kifeszített részgráf egy
összefüggő T komponense valóban pontosan egy csúcsot kihagyva van-e párosítva
adott párosítás által.

(a) eset. Tegyük fel, hogy van két olyan T -belix, y csúcs amelyek T -n belül
nincsenek kipárosítva M által és tegyük fel, hogy x fedetlen M által.

Ha xy ∈ E akkor az esetlegesen y-t fedő M élet cseréljük ki az xy élre, amivel
kapunk egy k elemű párosítást amely kihagy egy A(L)-beli csúcsot. Ha y eredetileg
fedetlen volt M által, akkor kapunk egy k + 1 méretű párosítást.
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xz

v

3.2. ábra. (a) eset

Tegyük fel, hogy xy /∈ E. Legyen P a T -beli legrövidebb x ⇝ y út. Legyen
x-et követő csúcs z. D(L) definíciójából következően létezik olyan M ′ ∈ L párosítás
amely kihagyja z-t. Legyen Q az M

⊕
M ′ alternáló út, amely z-ben kezdődik. Ha

Q nem x-ben végződik, akkor vagy Q vagy Q + xz javító út lesz rendre M -re vagy
M ′-re.

Ha Q x-ben végződik és átmegy y-on akkor legalább egy A(L)-beli v csúcsot
tartalmaz. Ekkor a Q + xz páratlan körben - (M ′-beli éllel végződik Q ha x-ben
végződik) - átválthatjuk a párosítást úgy, hogy v maradjon fedetlen, tehát egy A(L)-
beli csúcsot kihagyó k méretű párosítást találtunk. Ezt mutatja a 3.2 ábra.

Ha Q nem halad át y-on, akkor Q élei mentén alternálva kapunk egy k elemű
párosítást amely z-t nem fedi. Mivel z közelebb van y-hoz mint x, ezt az esetet
legfeljebb |V |-szer ismételve egy korábban tárgyalt esetbe érkezünk.
(b) eset. Tegyük fel, hogy x, y T -beli csúcsok M által fedettek, de nem T -beliek a
párjuk. Legyenek a párjaik rendre u, v ∈ A(L). Létezik olyan M ′ ∈ L amely x-et
nem fedi. Legyen Q a M

⊕
M ′ x-ben kezdődő alternáló út. Ha Q M -beli éllel vég-

ződik akkor Q javító út. Tegyük fel, hogy Q M ′-beli éllel végződik. Ha Q-n nincs
rajta y-on, akkor Q-n alternálva M -ből kapunk egy olyan k elemű párosítást, ami
nem fedi x-et és y-t egy A(L)-beli csúccsal párosít, tehát az (a) esetbe érkeztünk.
Ha y-on átmegy Q és y páros távolságra van x-től, akkor vegyük az M -beli éleket
Q-nak az x-től y-ig eső részén és a további részén az M ′-beli éleket. Ekkor egy olyan
k méretű párosítást kapunk amely x-t egy A(L)-belivel párosít és y-t kihagyja. Tehát
visszatértünk (a) esetbe.
Ha y páratlan távolságra van x-től ahogyan 3.3 ábrán látszik, akkor az úton y-t
megelőző csúcs v. y-t és az utána következő csúcsok párosítsuk M ′ szerint, a többi
csúcsot pedig M szerint. Ekkor v marad fedetlen, tehát egy A(L)-beli csúcsot kiha-
gyó k méretű párosítást találtunk.

(c) eset. Tegyük fel, hogy M a T által kifeszített részgráfot teljesen kipárosítja.
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3.3. ábra. (b) eset

Ekkor |T | páros. Definíció szerint van olyan M ′ ∈ L, hogy M ′ kihagy egy T -beli
csúcsot. Mivel T páros, az M ′ ∩E(T ) biztosan kihagy egy másik pontot is és vissza-
tértünk az (a) esetbe.

Ezzel teljes az algoritmus leírása. Most pedig tekintsük a leállási fetlételt.

3.1.1. Tétel. Legyen L az összes k méretű párosítás halmaza a G = (V,E) gráfban.
Tegyük fel, hogy ∀M ∈ L-re teljesül, hogy nem köt össze egyetlen A(L)-beli csúcsot
A(L) ∪ C(L)-belivel, továbbá M minden összefüggő komponensét G[D(L)]-nek pon-
tosan egy csúcs kivételével kipárosítja. Ekkor M maximális párosítás.

Bizonyítás. [LP86] Feltételből következik, hogy D(L) minden komponense páratlan
elemszámú és az egy fedetlen csúcs vagy párosítatlan vagy A(L)-beli a párja. Definí-
cióbol következik, hogy A(L) minden csúcsa fedett, tehát csak D(L)-beli csúcsokkal
vannak párosítva. Ennélfogva D(L)-nek pontosan |A(L)|+ |V −2k| komponense van.
Tehát

def(G) ≥ c(G− A(L))− |A(L)| = V − 2k

A Berge formula miatt ez a minimális hiány, tehát M valóban maximális.

Az algoritmus futásidejére jó korlát O(n4). Korábban megemlítettem, hogy a pá-
rosítás méretén legfeljebb ⌊n

2
⌋-szer lehet növelni, vagy ha másik párosítást találunk

akkor D(L) mérete nő amit legfeljebb n-szer tehetünk meg. Ezért a külső ciklus
O(n2)-ben fut. Egy iteráción belül szükség van a T komponensek meghatározására
ami egy gráfbejárással (BFS) elvégezhető O(n2) időben. Az esetek (1, a, b, c) felté-
teleinek teljesülésének ellenőrzése lineáris időben elvégezhető. A javítóút vagy másik
párosítás megkeresése pedig az esetek részletezéséből látszódik, hogy gráfbejárással
elvégezhető, tehát O(n2)-ben elvégezhető. Ennélfogva egy iteráció O(n2)-ben elvé-
gezhető, és összesen O(n2) iterációt végzünk el, tehát O(n2) ·O(n2) = O(n4).
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3.2. Maximális súlyú párosítás
Az előző fejezetben ismertetett algoritmust szubrutinként felhasználva lehetőségünk
nyílik maximális súlyú teljes párosítást keresni. Ebben a fejezetben összekötöm a
Gallai – Edmonds struktúratételre támaszkodó algoritmust és a lineáris programo-
zás primál – duál módszerét. Induljunk ki a párosításpoliéder és duálisának alábbi
leírásából. Jelölések: K∗ minden K páratlan vágás halmaza, xe az e élre írt primál
változó, yv a v csúcsra felvett duál változó és zK a K vágásra írt duál változó.

x ≥ 0 z ≥ 0∑
e∈d(v)

xe = 1 ∀v ∈ V yu + yv +
∑

K:e∈i(K)

zK ≥ we ∀e ∈ E

∑
e∈i(K)

xe ≤
|K| − 1

2
∀K ∈ K∗ min

{∑
v∈V

yv +
∑

K∈K∗

zK ·
|K| − 1

2

}

max

{∑
e∈E

we · xe

}
Az optimalitási feltételek:

(1) (y, z) optimális ⇐⇒
[
z(i) > 0⇒

∑
e∈i(K)

xe =
|K| − 1

2

]

(2) x optimális ⇐⇒
[
xe > 0⇒ yu + yv +

∑
K:e∈i(K)

zK = we

]
A továbbiakban feltételezem, hogy G-ben létezik teljes párosítás (a poliéder nem
üres). Az 1.1.2 tétel alapján a maximális súlyú teljes párosítás és a maximális súlyú
párosítás megkeresése visszavezethetők egymásra.
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Algorithm 3: Maximális súlyú teljes párosítás dekompozícióval
Input: G = (V,E) gráf, w : E → R élsúlyok
Output: maximális súlyú teljes párosítás M
foreach v ∈ V do

yv ←
1

2
max
e∈E

we

foreach páratlan K ⊂ V, |K| ≥ 3 vágásra do
zK ← 0

K ← ∅ ; // összehúzott páratlan vágások halmaza

while true do
G′ ← G/K

Ef ←
{
e = uv ∈ E

∣∣∣yu + yv +
∑

K:e∈i(K)

zK = we

}
Gf ← (V (G′), Ef )
(L, (D,A,C))← Dekompozíció(Gf )

if M ← L teljes párosítás Gf -ben then
M ′ ←M ∪ (K-beli belső párosítások)
return M ′

ϵ1 ← min
{1

2
(yu + yv +

∑
K:e∈i(K)

zK − we)
∣∣u, v ∈ D, e ∈ E(G′) \ Ef

}
ϵ2 ← min

{
yu + yv +

∑
K:e∈i(K)

zK − we

∣∣∣u ∈ D, v ∈ C, e ∈ E(G′) \ Ef

}

ϵ3 ← min

{
1

2
zK

∣∣∣∣ K ∈ K, zK > 0 és K ∈ A

}
ϵ← min(ϵ1, ϵ2, ϵ3)

foreach v ∈ D do
yv ← yv − ϵ

foreach v ∈ A do
yv ← yv + ϵ

foreach K ∈ K ahol K ⊂ D do
zK ← zK + 2ϵ

foreach K ∈ K ahol K ⊂ A do
zK ← zK − 2ϵ

if ϵ = ϵ1 then
K1 ← a keletkező páratlan kör csúcsai G′

f -ben
K ← K ∪ {K1}
zK1 ← 0

if ϵ = ϵ3 then
K2 ← K : zK = 0
K ← K \ {K2}



+2ϵ

−ϵ

+ϵ

−ϵ

+ϵ
−2ϵ

−ϵ

3.4. ábra. duál változók javítása

Tehát induljunk ki egy megengedett duális megoldásból. Erre alkalmas válasz-
tás ha minden csúcsra ráírjuk a legnagyobb súlyú él súlyának felét (így biztosan
lesz feszes él) és minden vágásra zK = 0. Fenntartunk egy K vágások halmazát,
amelyeket összehúztunk, ezt jelöli a G′ = G/K. Legyen Ef a feszes élek halmaza és
Gf = (V ′, Ef ). Az algoritmusban "Dekompozíció(Gf )" a struktúratételes algoritmus
meghívását jelenti erre a gráfra.

3.2.1. Tétel. Tegyük fel, hogy M ∈ L, amelyet a Dekompozíció(Gf)-ből kapunk,
teljes párosítás Gf -ben. Ekkor M és az összehúzott komponenseken belüli párosítások
kiterjesztésével optimális párosítást kapunk G-ben.

Bizonyítás. Mivel a feszes élek mentén találtunk teljes párosítást, így ha xe > 0 akkor
yu+ yv +

∑
zK = we, tehát teljesül a (2) optimalitási feltétel. Páratlan vágást akkor

húzunk össze, ha zk > 0, tehát (1) optimalitási feltétel teljesül. Ennél fogva az M és
a K-n belüli párosítások kiterjesztésével kapott párosítás optimális párosítás.

Megjegyzés. Egyszerűen úgy is lehet fogalmazni, hogy M párosítás kiterjesztése G-re
optimális párosítás.

Amennyiben M nem teljes párosítás Gf -ben, akkor Gf -nek megkapjuk a Gallai
– Edmonds dekompozícióját.
Legyen ϵ1 a legkisebb olyan javítás ami a D halmaz által kifeszített él duál feltételén
megengedett, ϵ2 olyan, amely D és C közötti él duál feltételén megengedett és ϵ3 az
A-beli páratlan vágásokra írt duál változókon megengedett javítás.

26



• Ha ϵ = ϵ1 akkor D-be bekerül egy páratlan alternáló kör. Ez egy aktív vágás
lesz (hiszen belül teljesen ki van párosítva) és összehúzzuk egy csúccsá. Ennek
a csúcsnak a szomszédai A halmazbeliek, tehát a dekompozíción változtatni
kell.

• Ha ϵ = ϵ2 akkor bekerül egy új feszes él a gráfba amely D és C között megy.
Tehát Gf -re már nem teljesül a korábbi dekompozíció.

• Ha ϵ = ϵ3 akkor egy A-beli összehúzott komponenst felfújunk hiszen valamely
K-ra zK kinullázodik. Mivel a felfújt komponens belül van kipárosítva, az
A csúcsai pedig csak D-beliekkel párosíthatók Gf -re nem teljesül a korábbi
dekompozíció.

A 3.4 ábrán látható, hogy a duál feltételt a párosított éleken nem rontja el a javítás.

3.2.2. Tétel. Az algoritmus véges sok lépésben megáll és optimális maximális súlyú
teljes párosítást ad.

Bizonyítás. Minden iterációban legalább egy új feszes él kerül be a gráfba, vagy egy
aktív vágást összehúzunk vagy egy deaktivált vágást felfújunk. A lehetséges feszes
élek száma és az aktívvá váló páratlan vágások száma véges. Mivel nem ismételgetjük
ugyanazt az állapotot, így az algoritmus véges időben leáll.
A duál megengedettség minden iteráció után megmarad.
3.2.1 következményeként leálláskor optimális párosítást kapunk.

Megjegyzés. Az algoritmus láthatóan nem feltétlenül egészértékű duális optimumot
eredményez egész súlyozás esetén. (Ha például az inicializálásnál már optimumban
vagyunk). Ettől függetlenül továbbra is teljesül 1.2.2 tétel: létezik olyan duális
optimum, amely egészértékű. Természetesen a 2. fejezetben tárgyaltak szerint a
poliéder leírása alapján csak egész primál optimumok léteznek.

Az előbb leírt algoritmus körvonalát Marshall és Cunningham [CM78] cikkében
leírt „primal algorithm” adta, annyi különbséggel, hogy a szerzők az Edmonds szirom
összehúzó algoritmust vették alapul. A cikkben leírt algoritmus alkalmas volt a 1.2.2
tétel bizonyítására.
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4. fejezet

Visszavezetés útkeresésre

4.1. DFS alapú párosításkeresés
Ebben a fejezetben modernebb megközelítést mutatok be [Blu15] cikke alapján. A
felépítésben törekszem a korábbi fejezetekhez tartani magam, először megmutatok
egy maximális elemszámú párosítást megkereső algoritmust majd a súlyozott esetet
mutatom be.

Jelölés. Az uv él irányított gráf esetén az u kezdőpontú és v végpontú irányított élt
jelöli.

A következő DFS-alapú algoritmus alapötlete jól megmutatható a páros gráfok
esetén. Legyen G = (A ∪ B,E) páros gráf és M ⊆ E párosítás G-ben. Vegyünk fel
egy s és t csúcsot, és irányítsunk minden M -beli élet A-ból B-be a többit pedig B-ből
A-ba. Minden M által fedetlen v ∈ B csúcsba vegyünk fel egy sv irányított élet,
és minden u ∈ A M által fedetlen csúcsra vegyünk fel egy ut irányított élet. Ekkor
könnyen látszik, hogy tetszőleges - az irodalomban egyszerűnek nevezett - út s-ből
t-be megfeleltethető egy javító útnak M -re nézve. Ezt az utat speciálisan DFS-sel
meg lehet találni. Az előző mintájára a célunk G = (V,E) általános gráf és M ⊆ E
párosítás esetén az, hogy készítsünk egy GM irányított páros gráfot, amelyben ponto-
san akkor létezik - bizonyos tulajdonságokkal rendelkező - s⇝ t út ha létezik G-ben
javító út M -re nézve.

4.1.1. Definíció (konstruált gráf). Minden v ∈ V -re vegyünk fel két csúcsot: [v,A]
és [v,B]. A jelölés egyszerűségéért innentől [v, A]-t vA-val jelölöm, és [v,B]-t vB-vel,
és csak szükség esetén térek vissza az eredeti jelölésre. Minden uv ∈ M élre vegyük
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4.1. ábra. GM konstruálása

fel az uAvB és vAuB irányított éleket, és minden wz ∈ E \M élre vegyük fel az wBzA
és zBwA irányított éleket. Minden M által fedetlen v csúcsra G-ben a G′-ben vegyük
fel az svB irányított élt, és minden M által fedetlen u csúcsra G-ben vegyük fel az
uAt irányított élt. Az M párosításra nézve G-ből konstruált gráfot GM -mel jelölöm.

GM konstruálásra látható példa a 4.1 ábrán. Azonban észre lehet venni ezen az
ábrán, hogy egy sima s ⇝ t út nem feltétlen lesz egyáltalán útként értelmezhető
az eredeti G gráfban, ugyanis megtörténhet, hogy az út során a csúcs mindkettő
másolatát meglátogatjuk. Az ábrán a zölddel jelölt út a v4 mindkettő másolatát
meglátogatja. Ennélfogva természetesen adódik a következő definíció bevezetése.

4.1.2. Definíció. Egy P út erősen egyszerű út a GM gráfban, ha egy G-beli
csúcsnak a két másolatából legfeljebb egyet látogat meg.

4.1.1. Tétel. A G = (V,E) gráfban M ⊆ E párosításra pontosan akkor létezik javító
út, ha a GM gráfban létezik s⇝ t erősen egyszerű út.

Bizonyítás. Legyen P = (v1, v2, . . . , vk) javító út M -re nézve G-ben. Ekkor v1 és vk
fedetlenek M által tehát GM élhalmazában benne vannak az sv1,B és vk,At irányított
élek. Konstrukcióbol adódóan a v1,B, v2,A, v3,B . . . vk,A benne van GM -ben, tehát lé-
tezik s⇝ t erősen egyszerű út.
Legyen Q = (s, u1,B, u2,A, . . . ul,A, t) erősen egyszerű s ⇝ t út GM -ben. Ekkor G-
ben u1,B és ul,A eredeti csúcsa fedetlen volt. Továbbá ha ui,B, uj,A egymást követető
csúcsok Q-ban akkor konstrukció szerint G-ben az eredeti csúcsok között menő él
nem M -beli. Ugyanígy ha un,A, um,B Q-beli egymást követő csúcsok akkor M -beli az
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eredeti csúcsok között menő él. Mivel Q erősen egyszerű így az eredeti csúcsokból
álló (u1, u2...ul) út javító út M -re nézve.

Mivel ebben a gráfban erősen egyszerű utat kell keresnünk, ezért a hagyományos
DFS algoritmustól el kell térnünk és az alábbi algoritmust, az MDFS-t (Modified
Depth First Search) fogjuk használni. Mielőtt rátérnék az algoritmusra, néhány fo-
galmat érdemes bevezetni.
Az irányított gráfokon futattott DFS fához hasonlóan az MDFS is felépít egy fát,
ami által az éleket tudjuk kategorizálni. Legyen K egy stack (verem), amiben eltá-
roljuk, hogy mely csúcsokat látogattuk meg. Jelölje TOP (K) azt a csúcsot aminek a
szomszédait jelenleg vizsgáljuk, és e = (TOP (K), [w, Y ]) olyan él amelyet még nem
vizsgáltunk. Legyen e = [v,X], [w,X] (ahol X a másik halmazt jelöli mint ami X)
Ekkor

1. X = A⇒ vw ∈M ekkor vw faél

2. X = B

(a) [w,A] ∈ K ekkor vw hátraél

(b) [w,A] /∈ K, [w,B] ∈ K

i. ha [w,A] már volt K-ban akkor vw keresztél
ii. ha [w,A] nem volt még K-ban akkor vw gyenge hátraél

(c) [w,A] /∈ K, [w,B] /∈ K

i. [w,A] már volt K-ban akkor vw előre él vagy hátraél
ii. [w,A] nem volt még K-ban akkor vw faél.

Ahol

• a faél olyan új [v,X] csúcsba vezet, amelynek [v,X] nem őse a keresés során

• a hátraél leszármazottból ősbe vezető él

• gyenge hátraél olyan új vA csúcsba vezet, melynek őse vB

• előreél ősből leszármazottba vezető él, amely nem faél

• keresztél amely olyan csúcsokat köt össze akik között nincs ős-leszármazott
viszony

30



s

B A

faél

gyenge hátraél

hátraél

keresztél

előreél

4.2. ábra. élek kategorizálása

Az ős-leszármazott viszonyt a megszokott mélységi szám és befejezési szám határozza
meg ugyanúgy mint amikor DFS-t futtatunk irányított gráfokon. Lényeges különb-
ség valójában egy helyen figyelhető meg: előfordulhat, hogy keresés során egy olyan
új csúcsba érkezünk, amelynek a másik másolatát már bejártuk, ezek a gyenge hát-
raélek. Pont ezt szeretnénk elkerülni ahhoz, hogy erősen egyszerű utakat találjunk.
Az 4.2 ábrán színekkel jelöltem az adott éleket.

Az algoritmus informális részletezésében vegyük a megszokott DFS algoritmust,
és megmutatom, hogy az előbb ismertetett esetek közül mikor térünk el tőle.

2.b.ii. eset.
Ha vBwA gyenge hátraél, akkor egész egyszerűen nem pusholjuk wA-t, azaz nem
rakjuk a stack tetejére. Azonban vegyük észre, hogy a gyenge hátraél előtti rész,
azaz P : s ⇝ vB út erősen egyszerű. Továbbá ezen az úton rajta van wB. Mivel
páros a gráf, P -nek a wB és vB közötti részén biztosan van A-beli xA csúcs. Ek-
kor minden ilyen A-beli xA-ra amely rajta van P -n xA ⇝ wA út erősen egyszerű.
Ekkor azt mondjuk, hogy az algoritmus felfedezte az xA ⇝ wA erősen egyszerű utat.

2.c.i eset.
vBwA élt vizsgáljuk, ahol wA már volt K-ban, tehát benne van a fában. Ekkor
előfordulhat az az eset, hogy wA-ból uA-ba vezet erősen egyszerű út, de ezt csak
felfedeztük, az előző eset miatt uA-t nem raktuk bele a stackbe (mert uB benne
volt a stackben, amikor az uA-t felfedeztük wA-ből). Ekkor vegyük észre, hogy s⇝
vBwA ⇝ uA út erősen egyszerű. Ebben az esetben elvégezzük a PUSH(uA)-t. Ezt
a műveletet a fában is "jelölni kell" és szemlétesen ekkor behúzunk egy (vBuA)wA
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4.3. ábra. 2.c.i eset, kiterjeszthető él

úgynevezett kiterjeszthető élt (4.3). Ezzel az éllel helyettesítjük a wA ⇝ uA erősen
egyszerű utat. Megjegyzés, hogy több ilyen út is lehet.

4.1.3. Definíció. Az MDFS algoritmus során bejárt élek alkotják a T MDFS-fát.

4.1.4. Definíció. Ha a T MDFS fába belerakjuk az összes hátra-, gyengén hátra-,
előre- és keresztéleket illetve minden kiterjeszthető élet helyettesítünk minden nekik
megfelelő erősen egyszerű utakkal, akkor megkapjuk a kiterjeszett MDFS fát amit
Text jelöl.

4.1.5. Definíció. Azt mondjuk, hogy az MDFS konstruált egy P erősen egyszerű
utat ha K-ban benne van P úgy, hogy minden kiterjeszthető él egy neki megfelelő
erősen egyszerű úttal van helyettesítve.

Az algoritmus leírásához már csak egy tennivaló van hátra: hogyan határozzuk
meg uA csúcsot amikor 2.c.i teljesül?

4.1.6. Definíció. A wA ∈ V ′ csúcsra az LwA
az a halmaz, amiben minden olyan

uA ∈ V ′ benne van amelyek teljesítik az eset feltételeit, tehát van erősen egyszerű út
wA ⇝ uA, PUSH(uA)-t nem végeztük el, POP (uB)-t már elvégeztük.

Megjegyzés. Az LwA
halmazban lényegében az a csúcs van benne, ahova az MDFS

felfedezett erősen egyszerű utat wA-ból. Később meglátjuk, hogy egyetlen ilyen csúcs
van.

Az alábbi kódrészletben egyelőre fetlételezzük, hogy minden LwA
halmaz helyesen

meg van határozva, részletes leírása ennek a kezelésére a következő fejezetben lesz.
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Algorithm 4: MDFS
Input: GM = (V ′, EM) gráf
Output: erősen egyszerű s⇝ t út
stack K ← ∅
PUSH(s)
while K ̸= ∅ és nincs s⇝ t út konstruálva do

SEARCH()
Procedure SEARCH

if TOP(K)= t then
konstruáljuk meg P erősen egyszerű s⇝ t utat

else
TOP(K)-t megjelöljük "pushed"-ként
foreach [w, Y ] ∈ N [TOP(K)] do

if Y = B then
PUSH([w,B]);
SEARCH() // 1. eset

else
if [w,A] ∈ K then

continue // Nem hívjuk meg a PUSH()-t, 2.a eset

else
if [w,B] ∈ K then

continue // 2.b eset

else
if [w,A] "pushed" then

while L[w,A] ̸= ∅ do
[u,A]← L[w,A] ;
PUSH([u,A]);
SEARCH() // 2.c.i eset

else
PUSH([w,A]);
SEARCH() // 2.c.ii eset

POP(K);
POP(K);
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4.4. ábra. példa a 2.c.i esetre

Az algoritmus leírásában jelöltem az eseteket, hogy mely él esetén milyen műve-
letet végzünk el. N [x] az x csúcs szomszédait jelöli. Egy észrevételt kell még tenni,
hogy a SEARCH végén kétszer kell POP -olni a stack tetejéről, mert egy párosított
él mindkét végpontját ki kell vennünk.
Mielőtt rátérnénk a helyességre, lássunk egy egyszerű példát a kiterjeszthető élek
szükségességére és a 2.c.i eset teljesülésére. A 4.4 ábrán előszőr az 1. csúcsból indít-
juk az MDFS-t és körbe értünk, a középső ábrán az MDFS fában a piros él gyenge
hátraélet jelöl. A következő keresés a 4B csúcsból indul, ami a 3A csúcsba talál élt,
azonban 3A-ból van erősen egyszerű út 1A-ba. Így felvesszük a (4B, 1A)3A kiterjeszt-
hető élet és t-be jutunk. Ezzel megtaláltuk a (4, 3, 2, 1) javító utat.

Az algoritmus helyessége [Blu15]
Az alábbi bizonyítások bár összetettnek tűnnek, mindegyik az MDFS stack időbeli
felépülésének szabályán alapul. Azaz, ha feltételezzük, hogy valamelyik állítás el-
lentetje megtörtént, akkor mindig a stack felépülésének sorrendje - azaz a csúcsok
bejárása és befejezése - alapján kerülünk ellentondásra.

4.1.2. Lemma. Tegyük fel, hogy a PUSH(vA) lépésig az algoritmus csak erősen
egyszerű utakat konstruált, továbbá azt, hogy vA eredeti csúcsa M által fedett. Ekkor
azon wB-re amire vAwB ∈ EM biztosan PUSH(wB) következik és az erősen egyszerű
tulajdonság megmarad.

Bizonyítás. Mivel vA és wB az eredeti gráfban párosított csúcsok, így egyértelműen
wB a következő csúcs akit vizsgálunk. Tegyük fel, hogy PUSH(wB) elrontja az
erősen egyszerűséget. Ekkor a vA-ig vezető úton valahol szerepl wB. Node GM

konstrukciója miatt wB-t csak vA-ból érhettük el. Tehát vB rajta van a vA-ig vezető
úton, ami ellentmond a feltételnek miszerint PUSH(vA) lépésig minden út erősen
egyszerű.
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uB yB

vA zA xA

P

4.5. ábra. 2.c.i eset ábrázolása a lemmában

4.1.3. Lemma. Legyen uB ∈ V ′ amire PUSH(uB) végrehajtódik. Továbbá, amikor
POP (uB)-t végrehajtuk, addig minden konstruált út erősen egyszerű. Legyen xA ∈ V ′

olyan csúcs, hogy amikor uB-t felfedezzük (pusholjuk) akkor van egy erősen egyszerű
P út (uB, vA, ...xA). Ekkor uB befejezését megelőzi xA felfedezése. (PUSH(xA) előbb
történik meg mint POP (uB)).

Megjegyzés. A lemma azt jelenti, hogyha van erősen egyszerű út egy A-beli felfedezet-
len csúcsba egy B-beli csúcsból akkor azt megtaláljuk. Úgy is lehet fogalmazni, hogy
PUSH(xA) és POP (xA) műveletek közül vagy mindkettő POP (uB) előtt történik
meg, vagy mindkettő a PUSH(uB) és POP (uB) között történik meg.

Bizonyítás. Indirekt tegyük fel, hogy nem történik meg a PUSH(xA) művelet POP (uB)
előtt és vegyük P = (uB, vA, wB, ...xA) legrövidebb ellenpéldát. Ekkor az e = uBvA
élt előbb vizsgáltuk meg minthogy elhagytuk volna uB-t. vA-t és vB-t még nem fe-
deztük fel (nincsenek K-ban) mert P erősen egyszerű. Tehát a 2.c esetben vagyunk.
Ha vA-t belerakjuk K-ba, akkor az algoritmus szerint biztosan wB fog következni.
Tehát PUSH(wB) végrehajtódik és vegyük észre, hogy wB-től xA-ig vezető út is erő-
sen egyszerű. Ez egy P -nél rövidebb erősen egyszerű út, tehát PUSH(xA) megelőzi
POP (wB)-t. Ennélfogva megelőzi POP (uB)-t is ami ellentmondás.
Ha nem rakjuk be vA-t a stackbe akkor 2.c.i esetben vagyunk. Menjünk arra a részre,
amikor a while ciklus véget ér, azaz L[v,A] = ∅. Mivel xA-t nem pusholtuk, így van
egy olyan első zA csúcs a P úton akit soha nem pusholtunk. Legyen a P -n zA-t
megelőző csúcs yB, mint a 4.5 ábrán. Ekkor minden csúcsot uB-től yB-ig pushol-
tunk és minden élét az útnak ezen a szakaszán vizsgáltuk. Tehát ezek a csúcsok és
élek benne vannak Text-ben és az uB ⇝ yB út benne van Text-ben. Továbbá yBzA él
gyenge hátraél mert zA-t nem pusholtuk. Definíció szerint az algoritmus felfedezte az
uB ⇝ zA utat. Mivel ez egy gyenge hátraél ezen az úton, így amikor felvettük uB-t
akkor nem volt zB a stackben tehát már POP (zB) megtörtént. Tehát van erősen
egyszerű út vA ⇝ zA, zA-t nem pusholtuk, és uB-t pusholtuk, ennélfogva zA ∈ Lv,A.
Ez ellentmond annak, hogy Lv,A üres.
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4.1.7. Definíció. Az S = (w1, w2...wk)GM -beli út hátra útja r(S) = (r(w1), r(w2)...r(wk)),
ahol

r(wi) =


t ha wi = s

s ha wi = t

[wi, X] ha wi = [wi, X]

Megfigyelés: erősen egyszerű út hátra útja is erősen egyszerű.

4.1.4. Lemma. Legyen uB olyan csúcs amit pusholtunk, továbbá amikor elhagytuk
akkor minden konstruált út erősen egyszerű. Tegyük fel, hogy létezik P = vA ⇝
wB út amely erősen egyszerű amikor PUSH(uB)-t elvégezzük. Tegyük fel továbbá,
hogy uBvA ∈ EM , wBuA ∈ EM . Ekkor minden [z,X] ∈ P -re PUSH([z,X]) és
PUSH([z,X]) előbb végezzük el mint POP (uB)-t.

Bizonyítás. Vegyük uBvA él és P utat. Ez feltétel szerint teljesíti 4.1.3 feltételeit.
Továbbá mivel wBuA ∈ EM így uBwA ∈ EM . Vegyük uBwA-t és r(P ) utat, amelyek
megint teljesítik 4.1.3 feltéleit. Tehát valóban minden [z,X] ∈ P -t illetve [z,X]-t
pusholtunk mielőtt elhagytuk volna uB-t.

4.1.5. Tétel. |LwA
| ≤ 1 ∀wA ∈ V ′

Bizonyítás. Indirekt tegyük fel, hogy létezik olyan wA, xA, yA ∈ V ′, hogy Lw,A =
{xA} a POP (yB) előtt, és LwA

= {xA, yA} a POP (yB) után. Legyen az MDFS futá-
sa során ez az első előforduló ilyen eset. Tehát az algoritmus felfedezte Px : xB ⇝ xA

és Py : yB ⇝ yA utakat. Továbbá wA mindkét úton rajta van.
Ha a Py utat azután fedezte fel, hogy elhagytuk volna xB-t, akkor wA csak a 2.c.i
eset valamilyen alkalmazása által kerülhetett a Py útra. Ekkor valamely uA pusholva
lett, amely valamely más vA csúcsból erősen egyszerű Q úton elérhető volt, azaz
uA ∈ LvA . Ekkor ennek az útnak a kiterjesztésével látszik, hogy wA ∈ Q. De ekkor
uA ∈ Lw,A teljesül uA pusholása előtt. uA-t azután pusholjuk, hogy xB-t elhagytuk
volna. Tehát uA, xA ∈ LwA

a kettő művelet között, ami ellentmondásra vezet, mert
találtunk egy korábban előforduló ellenpéldát.
Tehát a Py utat POP (xB) előtt fedezte fel az algoritmus. Vegyük észre, hogy nem
lehet xB ∈ Py különben 4.1.4 Lemma alapján xA-t előbb pusholjuk minthogy elhagy-
juk yB-t, és ekkor xA /∈ LwA

a POP (yB) után.
Legyen rA az első olyan csúcs Py-on, hogy nem egyezik meg a végpontokkal, és rA
vagy rB rajta van Px-en. Mivel wA mindkét úton rajta van, így létezik ilyen r csúcs.
Vegyük ketté Py utat Q′

1 és Q′
2 részre, ahol szétvalasztja az utat rA. Továbbá vá-

lasszuk szét a Px utat Q1 és Q2 részre aszerint, hogy rA vagy rB van rajta. Ekkor
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yB yA

xB xA

rA

Q′
1 Q′

2

Q1 Q2

R = (Q′
1, rA, Q2)

yB yA

xB xA

rA

rB

Q′
1 Q′

2

Q1 Q2

r(Q1)

R′ = (Q′
1, rA, r(Q1))

4.6. ábra. Kereszteződés az rA csúcsnál

ha Px-en rA van vegyük az R x-be vezető utat: (Q′
1, rA, Q2) különben ha rB van

Px-en akkor R′ = (Q′
1, rA, r(Q1)) ami ugyancsak xA-ba vezet. Ezen felosztások lát-

hatók 4.6 ábrán. Mindkét esetben R erősen egyszerű (hiszen erősen egyszerű utakat
konkatenáltunk) és yB illetve xA teljesítik 4.1.3 lemma feltételeit, tehát az xA-ba ve-
zető egyszerű utat megtaláljuk, azaz PUSH(xA) megelőzi POP (yB)-t. Ennélfogva
xA /∈ LwA

a POP (yB) után, ami ellentmond a kezdeti feltételezésnek.

4.1.6. Tétel. Tegyük fel, hogy LwA
:= uA. Ekkor PUSH(uA) után mindig igaz, hogy

LwA
= Lu,A

Bizonyítás. uA pusholásakor teljesül, hogy LwA
= LuA

. Azt mutatjuk meg, hogy ez
továbbra is fennáll olyan POP műveletet követően, amely bármelyiket is megváltoz-
tatná. Legyen POP (pB) az első ilyen művelet. Jelölje KwA

és KuA
az MDFS stacket

rendre a wA és uA pusholása után. Legyen K ′ = KwA
\KuA

. Konstrukció miatt uB a
stackben van amikor uA-t pusholjuk, tehát uB ∈ K ′.
Vegyük külön az eseteket, hogy pB a K melyik részébe esik. Ha pB a középső rész-
be esik, azaz pB ∈ KuA

\K ′ akkor van olyan hátra-út amelyre alkalmazható a 4.1.3
lemma feltételei valamely qB csúccsal amelyre qA ∈ KuA

\KpB és pA csúcsokkal. Így
PUSH(uA) megelőzi POP (qB)-t. Mivel qB ∈ KwA

\ K ′ így PUSH(pA) megelőzi
POP (pB)-t. Tehát POP (pB) nem változtat változtat egyik halmazon sem.
pB felül van, azaz pB ∈ K ′. Legyen TOP (K ′)-höz legközelebbi qB csúcs amelyre
PUSH(qA) még nem történt meg, amikor pusholtuk uA-t. pB ilyen tehát qB létezik.
Vegyük a hátra utat qB-től uB-ig. Észrevehető, hogy az MDFS talál egy uA ⇝ qB
utat amelyben nincs benne qA. Tehát LuA

= qA a POP (qB) után, és így qB = pB. Mi-
vel az algoritmus talált egy wA ⇝ uA utat amelyben nincsen qB így LwA

= qA = pA.
A stack alsó részében nem lehet pB, különben POP (pB) megelőzte volna PUSH(uA)-
t.

4.1.7. Tétel. Az MDFS csak erősen egyszerű utakat konstruál.
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Bizonyítás. Indirekt tegyük fel, hogy konstruál nem erősen egyszerű utat. Ezt csak
a PUSH művelet tudja elronta. 4.1.2 miatt ez csak olyan él esetén történhet ami
B-ből A-ba mutat, pl.: vBwA. Tegyük fel, hogy PUSH(wA) elrontja az erősen egy-
szerűséget, azaz wB rajta van a jelenlegi P kereső úton. Ez a 2.c.i egy korábbi
alkalmazásából eredhet, a jelenlegi építésben lévő kereső útnak van egy Q részútja
amin rajta van wB. Ekkor van olyan uA csúcs amelyre alkalmaztuk a 2.c.i esetet,
tehát Q hozzáadása a jelenlegi keresőúthoz PUSH(uA)-val történt meg. Ekkor ve-
gyük észre, hogy a wB és uB csúcsok a P -re nézve teljesítik a 4.1.4 feltételeit. Tehát
ezek szerint POP (uB) előtt meg kellett történnie már PUSH(wA)-nek, ennélfogva
korábban történt meg mint PUSH(uA) ami ellentmondáshoz vezet. (Lényegében
amikor a Q részutat jártuk, akkor már meg kellett történnie PUSH(wA)-nek).
Tehát legyen wA "pushed"-ként megjelölve és 2.c.i továbbra is fennáll. Tudjuk,
az 4.1.5 tétel szerint, hogy |LwA

| ≤ 1, és egyszerűség kedvéért halmaz helyett le-
gyen egyszerűen LwA

= uA. Az eset kezélése miatt amikor elvégzi az algoritmus a
PUSH(uA)-t, akkor egy kiterjeszthető él mentén teszi ezt, azaz van Q erősen egy-
szerű út amely wA ⇝ uA. LwA

definícióját felhasználva teljesülnek 4.1.4 lemma
feltételei, azaz Q minden közbülső [z,X] csúcsára a PUSH([z,X]), POP ([Z,X]),
PUSH([z,X]) és POP ([z,X]) már mind megtörténtek, és ezen csúcsok közül egyik
sincs K-ban. Tehát uA pusholása a következő esetben rontja el a helyességet: létezik
[p,X] a wA ⇝ uA úton és egy olyan Q′ részút, amely 2.c.i által került bele a kereső-
útba, hogy [p,X] ∈ Q′ vagy [p,X] ∈ Q′. Mivel a párosításra tekintve egy végpontja
az élnek GM -ben meghatározza a másik végpontját feltehető, hogy pA ∈ Q′.
Legyen u′

A ∈ K olyan, hogy PUSH(u′
A) által kerül be Q′. Így u′

A pusholása előtt
LpA = u′

A. Azonban pA-t úgy választottuk, hogy LpA = uA, és 4.1.6 tétel miatt így
LpA = Lu′

A
mindig fennáll miután u′

A-t pusholjuk. Tehát Lu′
A
= uA. Ez azt jelen-

ti, hogy POP (u′
A) már megtörtént, így u′

A /∈ K ami ellentmond annak a kiindulási
feltételnek, hogy u′

A ∈ K.

4.1.8. Tétel. Az MDFS pontosan akkor konstruál s ⇝ t erősen egyszerű utat, ha
ilyen út létezik.

Bizonyítás. Legyen P = (s, v′0,B, v1,A, v
′
1,B..., v

′
r−1,B, vr,A, t) erősen egyszerű út. Az

nyilvánvaló, hogy (sv′0,B) élet megvizsgálja az algoritmus és v′0,B-t pusholja. v′0,B
és vr,A teljesítik 4.1.3 feltételeit a P -nek s és t közé eső részére. Emiatt az MDFS
pusholja vr,A-t és utána t-t is. Tehát egy s⇝ t utat konstruált az algoritmus és 4.1.7
tétel miatt csak erősen egyszerű utakat konstruál az MDFS.

Ezzel kész a helyesség bizonyítása. Összehasonlítható a korábbi algoritmusokkal,
hogy bár az MDFS algoritmus ötlete elegáns és expliciten nem támaszkodik nehezebb

38



gráfelméleti tételekre, a bizonyítás ennélfogva jóval technikaibb és összetettebb.

4.2. Implementálhatóság
Az MDFS algoritmus tárgyalásából már csak az hiányzik, hogy az Lw halmazt ho-
gyan határozzuk meg, és a P utat hogyan rekonstruáljuk, azaz a kiterjeszthető éle-
ket hogyan kezeljük. Ebben a fejezetben bemutatom az implementációnak a trükkös
részleteit, amivel látható lesz, hogy az algoritmus valóban hatékonyan alkalmazható
és észreveszünk kapcsolatokat a korábban leírt Edmonds-algoritmussal.

Legyen T fa adatstruktúra amiben az MDFS fát tároljuk, ekkor mindenkinek van
egyértelmű szülője. A K stack megfeleltethető egy egyértelmű útnak s-től TOP (K)-
ig, ahol a TOP egy pointer. Egy trükk van, hogy amikor POP (K)-t végezzük el,
akkor végezzük el direkt a műveletet, hanem a TOP (K) pointer mozgatjuk eggyel
lejjebb. Amikor PUSH műveletet végzünk akkor a TOP (K) egy új levélre mutat.

Lw kiszámolása.
A korábban leírt 4.1.5 és 4.1.6 lemmák miatt a következő két esetben kell az Lw-t
frissíteni: (természetesen w := wA

• ha Lw = ua akkor PUSH(uA) után Lw := ∅

• ha POP (uB) után Lw = uA és PUSH(uA) nem történt meg, létezik erősen
egyszerű w ⇝ uA út aminek nem része uB (tehát teljesülnek 2.c.i feltételei)
akkor a Text-en egy visszafele keresést indítunk.

Az utóbbi műveletet a konstruált gráf és MDFS algoritmus szabályai alapján fino-
mítani tudjuk. Ha a visszafele keresésen elérjük az uB-t akkor egy „backtrack” során
tudjuk frissíteni megfelelően az Lw halmazokat, hiszen megkapjuk, hogy melyek azok
a csúcsok akik uB-ből elérhetők és erősen egyszerű úton elérik az uA-t. Továbbá ami-
kor 2.c.i esetet részleteztem, jegyezzük meg, hogy az összes ilyen utat meg kell találni.
Ehhez először is vegyük észre, hogy a P : wA ⇝ uA erősen egyszerű út

1. gyenge hátraéllel végződik.

2. az utolsó él előtti részen mindig faélek nemüres sorozatát szakítja meg egy-egy
keresztél vagy hátraél vagy előreél.
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Ennélfogva bevezetjük a következő halmazokat:

RuA
= {vB ∈ V ′ | vBvA ∈ EM gyenge hátraél}

EqA = {vB ∈ V ′ | vBqA ∈ EM keresztél vagy előreél vagy hátraél}

DqA = {pA ∈ V ′|LpA = qA korábban teljesült}

Az utóbbi arra lesz hasznos, hogy bizonyos részutakat kihagyhassunk. 4.1.6 tétel
következményeként, ha DqA ⊆ Dq′A

akkor LqA = LqA .

4.2.1. Definíció. Azt mondjuk, hogy DqA legnagyobb vagy jelenlegi ha DqA ⊈
Dq′A

∀q′A ∈ V ′\{qA}.

4.2.0.1. Következmény (4.1.5). Minden pA legfeljebb egy legnagyobb DqA halmaz-
ban lehet benne.

Ennek segítségével LpA kiszámolása a következőképpen írható fel

1. legyen qA olyan, hogy pA ∈ DqA és DqA legnagyobb.

2. ha nem létezik qA akkor LpA := ∅.

Különben LpA :=

{
qA ha qA-t még nem pusholtuk
∅ különben

Legyen
L = {pA ∈ V ′|LpA ̸= ∅ valamikor teljesült}

Ha pA ∈ L akkor néhány csúcsot kihagyhatunk a keresés során, hiszen a pA-ig már
helyesen meghatároztuk az Lw halmazokat.

Készen állunk a POP (uB) utáni hátrafele keresés leírására. Ehhez a P : wA ⇝ uA út
vizsgálatát több körben tesszük. Az első körben csak gyenge hátraéleken és faéleken
keresünk, tehát csak az olyan utakat konstruálunk amelyekben nincsen keresztél vagy
hátraél vagy előreél. A második körben látszódni fog, hogy olyan utakat konstruá-
lunk amelyekben pontosan egy előreél vagy hátraél vagy keresztél van és így tovább.
Legyen Tv azon csúcsok halmaza akiket a visszafele kereséskor már vizsgáltunk. Ha
ilyen csúcsba érkezünk akkor onnan nem kell folytatni a keresést.

Az első körben a gyenge hátraélen elindulunk és csak faáleken keresztül megyünk
amíg tudunk. Az i. körben vegyünk egy vBqA ∈ EqA ahol LqA = uA az (i − 1).
körben. vB-ből faéleken folytatjuk a visszakeresést amíg egy Tv ∪ uB csúcsba nem
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uB

uA qA

vB

. . .

pA rA

4.7. ábra. fordított éleken útkeresés

ütközünk.
Ha egy pA ∈ L csúcsba érkeztünk, akkor meghatározzuk a legnagyobb DrA-t amire
p ∈ DrA . Ekkor rB-re nézve folytatjuk a korábbi eljárást, azaz rA-ból a gyenge
hátraéleken visszafele elindulunk és így tovább. Vegyük észre a 4.1.6 tétel alapján
minden xA ∈ DrA-ra LxA

= LrA és LrA = uA tehát LxA
= uA. A keresést ábrázoltam

a 4.7 ábrán. (A színkódolás megegyezik korábbi ábrákon látottakkal). Továbbá
az algoritmus 5 pszeudókódját leírtam, egy kis kiegészítéssel amit a továbbiakban
tárgyalok.

A keresést egy Q sorral rendezzük, ami a következő kör kezdő csúcsait tartal-
mazza. (Mindig onnan folytatjuk, ahol az előző kör elakadt). Az i. körben a sor
hátuljára tesszük az (i+ 1). kör kezdő csúcsait.
Végezetül az említett halmazok megfelelő frissítését kell kezelni. Ezt az alapján
tesszük, hogy az MDFS melyik esetben van amikor élt vizsgál.

Eset Halmaz frissítés

1. Nem frissítünk.
2.a. EwA

:= EwA
∪ {vB}

2.b.i. EwA
:= EwA

∪ {vB}
2.b.ii. RwA

:= RwA
∪ {vB}

2.c.i
LwA
̸= ∅ Nem frissítünk.

LwA
= ∅ EwA

:= EwA
∪ {vB}, ha wA /∈ L

2.c.ii. Nem frissítünk.
PUSH(uA) Nem frissítünk.
POP(uB) DvA := {pA | az MDFS felfedezett egy pA ⇝ pv utat, amiben nincs vB}

41



P : s⇝ t út rekonstrukciója.
Először is a 2.c.i esetre kell visszagondolni. Amikor egy vBwA kiterjeszthető élet
veszünk fel - azaz PUSH(uA) történik meg a Q : wA ⇝ uA erősen egyszerű út miatt
- akkor jelölnünk kell, hogy a vBwA él használatban van. Ezt úgy tesszük, hogy a
stackben vB-hez hozzávesszük ezt az élt, tehát a stackben vB helyett ⟨(vBwA), vB⟩
úgynevezett kiterjesztett csúcs fog szerepelni.
Továbbá annak a bizonyos Q útnak a rekonstrukcióját a következő változó fogja le-
ehtővé tenni, amit a korábban ismertetett LwA

halmaz számolásakor tudjuk frissíteni.

4.2.2. Definíció. rA ∈ V ′-re PrA az az él amely befejezi azt a faélek sorozatát amely
sorozat tartalmazza azt a faélet amelynek végpontja rA.

Másképpen rA-ból elmegyünk az első nem faélig. Ezzel készen állunk a rekonst-
rukcióra:
Legyen P : s ⇝ t erősen egyszerű út az MDFS fában. T -ben minden csúcsnak
egyértelmű szülője, így az út végpontjából kezdjünk el visszafele haladni. Ha faélen
haladtunk akkor semmit nem kell tenni. Azonban ha észreveszünk egy kiterjesztett
csúcsot, akkor meg kell találnunk a Q : wA ⇝ uA utat és hozzá kell venni a vBwA

élt. Az előbbit úgy tesszük, hogy vesszük PwA
-t, aminek legyen a kezdő és végpont-

ja rendre P 1
wA

= xB, P 2
wA

= yA. Rekonstruáljuk a részutat wA-tól xB-ig, majd
rekonstruáljuk a részutat yA-tól P 1

yA
-ig és így tovább amíg meg nem találjuk uA-t,

mint a 4.8 ábrán. Ez egy standard rekurziós módszer ami által a helyességét nem
szükséges részletezni. [Tar83]

vB

wA

xB

yA

P 1
yA

P 2
yA

. . .

uB

4.8. ábra. út rekonstruálása

Az alábbi algoritmusban leírtam, hogy a visszakeresés hogyan történik és az L
illetve legnagyobb Dr számolása hogyan történik. Továbbá a PATHING eljárásba
(ami a visszakeresés) beleírtam, hogyan számoljuk ki a Pr halmazokat. Ezt az el-
járást az MDFS 4 abba a kontextusába kell elhelyezni, hogy a korábbi táblázatban
leírt halmazfrissítéseket és a csúcsok kiterjesztését az MDFS pszeudókódban meg-
jelölt esetek részeiben elvégezzük, és a visszakeresést a szomszédok vizsgálatának

42



befejeztével hívjuk meg (a két POP művelet előtt). A célom az alábbi pszeudókód-
dal, hogy az Lw halmazok, a Pr változók és Dq halmazok kiszámolása követhetőbb
leírást kapjon.
Algorithm 5: Visszakeresés
// TOP(K) = vB
Input: vA, vB, valamint az MDFS által frissített R, E, L halmazok
Output: D halmazok és P -k frissítése
Lc := vA;
DLc := ∅;
Q := ∅;
foreach qB ∈ RvA do

PATHING(qB, vA, vB);

while Q ̸= ∅ do
kA ← Q;
foreach qB ∈ EkA amit nem vizsgáltunk visszakereséskor do

PATHING(qB, kA, vB);

Procedure PATHING()
Pc := (qBuA);
zB := qB;
while nincs Tv ∪ xB elérve do

[zB]-ből faéleken visszafele keresünk amíg L ∪ Tv ∪ xB-beli csúcsba
nem ütközünk;

if yA /∈ L elérjük a visszakeresés során then
DLc := DLc ∪ L ∪ {yA};
PyA := Pc;
Q← yA;

if yA ∈ L elérjük visszakeresés során then
DrA a legnagyobb amely tartalmazza yA-t.;
DLc := DLc ∪DrA ;
zB := rB;

Az algoritmus lépésszáma: maga az MDFS elvégezhető O(n +m) ahol n a csú-
csok m az élek száma (és GM konstruálásakor csak megkétszereztük őket) plusz a
Dq halmazok kezelése. Dq halmaz frissítésére a legalkalmasabb a Disjoint Set Union
- DSU [Tar83] adatstruktúra. Összesítve
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4.2.1. Tétel ([Blu15]). Az MDFS algoritmus implementálható úgy, hogy O(m+ n)
a futásideje és O(m+ n) tárhelyet használ.

4.3. Maximális súlyú párosítás MDFS algoritmussal
Most bemutatom, hogy a korábbi fejezetben látott primál-duál módszert lehet alkal-
mazni az MDFS meghívásával Blum [Blu15] cikke alapján. Kiderül, hogy az MDFS
algoritmus bizonyos szempontból a szirmokat kezeli.
Legyen G = (V,E), w : E → R nem-negatív súlyozású irányítatlan gráf. Korábbi
fejezetben már láttuk a párosításpoliédert, és a duálisát azonban ennek az algorit-
musnak a tárgyalásánál kicsit más szemszögből érdemes felírni a duálist.

4.3.1. Tétel ([Edm65a]). A

xe ≥0 ∀e ∈ E∑
e∈d(v)

xe ≤1 ∀v ∈ V

∑
e∈i(K)

xe ≤
|K| − 1

2
∀K ⊆ V ahol K páratlan, |K| ≥ 3

max

{∑
e∈E

we · xe

}
polidéder duálisának létezik olyan duális optimuma, melyben minden olyan K párat-
lan vágás, amelyek duális változója pozitív értéket kapott, lamináris halmazrendszert
alkotnak.

A fenti tétel az alábbi duális változók bevezetését teszi alkalmassá:

∀v ∈ V : yv ≥ 0

∀Ei ∈ F : zi ≥ 0 ahol F páronként diszjunkt E-beli élhalmazok családja

Ekkor a duális feltétel:

we ≤ yv + yu +
∑
i:e∈Ei

zi ∀e = uv ∈ E
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ahol minden e = uv-re a jobboldali értéket d(u, v)-vel fogom jelölni mint duális
értéket. Legyen c(El) a maximális elemszámú párosítás értéke El ∈ F élhalmazban.
A duális célfüggvény: ∑

v∈V

yv +
∑
Ei∈F

zi · c(Ei)

Az optimalitási feltételek közül most hármat veszünk figyelembe:

1. r(u, v) = we − d(u, v) = 0 ∀e = uv ∈M

2. yv = 0 ∀v ∈ V : dM(v) = 0

3. zi > 0⇒ |Ei ∩M | = c(Ei)

Ezeket már láttuk. Az első két feltétel a primálra felírt, míg a harmadik a duálra
felírt optimalitási feltételből olvasható le.
Az algoritmus a korábbi primál duál módszer mintájára épül fel. Először is konstru-
áljuk meg a GM gráfot, ahol minden élre ráírjuk az eredeti élének súlyát (we), duális
értékét d(u, v) és redukált költségét r(u, v). Azokat az éleket GM -ben, amelyeknek
redukált költsége 0, feszes éleknek nevezem (az s és t-re illeszkedő éleket feszeseknek
választhatjuk). A feszes élek mentén a GM gráfban MDFS segítségével keresünk
erősen egyszerű utat. Ha találtunk, akkor javítunk az eredeti M párosításon, ekkor
2. optimalitási feltétel javítható, míg a többi nem sérül. Az érdekes rész az, hogyha
nem találunk javító utat, akkor a duális értékeket hogyan javítsuk.

Mit jelent az, hogy nem találunk erősen egyszerű s ⇝ t utat? Ez azt jelenti,
hogy az MDFS fában, Text-ben nincsen s ⇝ t út (4.1. Ekkor szeretnénk új feszes
éleket létrehozni, ami azt jelenti, hogy a pozitív redukált költésgű éleken változtatni
kell a duált. Az optimalitási feltételekből leolvasható, hogy ilyen uv élek az eredeti
gráfban csak E\M -beliek lehetnek és uB ∈ Text. Legyen VA és VB a két csúcshalmaz
a GM -ben. Legyen

AT = Text ∩ VA és BT = Text ∩ VB

. Egyelőre határozzuk meg, hogy a duál feltételt hogyan kell változtatni δ-val, és δ
értékét majd későbbiekben leírtak szerint határozzuk meg.
Az előbbiek szerint minden olyan u csúcsra, melyre uB ∈ BT csökkentsük yu-t δ-val.
Ekkor persze a feszes éleken melyeknek végpontja BT -be vagy AT -be esik vissza kell
állítani a feszességet, ehhez két esetet különböztetünk meg.

1. a másik v végpontjának másolata AT -be esik, de nincs BT -ben.

2. a másik v végpontjának másolata BT -ben van.
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Az első esetben az olyan v csúcsokra, melyekre vA ∈ AT és vB /∈ BT az yv-t
növeljük δ-val. Ekkor ezek az élek nem kerülnek be a keresőfába - ami alatt a feszes
élekből alkotott MDFS fát értem - és nem is kerülnek ki belőle. Ettől még olyan élek
még bekerülhetnek, amelyek a keresőfából kilépnek, mint a 4.9 ábrán lila szagatott
vonallal jelölt élek.
A kettes esetben 2δ-val csökken, ekkor egy megfelelő Ei halmaz súlyát, zi-t kell 2δ-val
növelni. Elsősorban határozzuk meg ezt az Ei halmazt.

−δ

−δ

−δ

−δ

BT AT

−δ

−δ

−δ

−δ

+δ+δ

4.9. ábra. duál javítás

A trükk az lesz, hogy a korábban bevezetett legnagyobb DqA halmazt meg lehet
feleltetni egy megfelelő Eq halmaznak amin változtatni kell a duál értékét. Ugye
DqA = {pA : LpA = qA korábban teljesült} azt indikálja, hogy a pA csúcsokból olyan
alternáló utat találtunk qA csúcsba amely egy kört zárt be a keresés során (hiszen
gyenge hátraéllel végződött az út). Legyen

D′
qA

:= {q} ∪ {p ∈ V |pA ∈ DqA}
D̃qA := {pA, pB|p ∈ D′

qA
}

Ekkor q az egyértelmű olyan csúcsa D′
qA

-nak, amely egy halmazon kívűli elemmel
lehet párosítva. (Az [LP86] könyv leírása alapján ez felel meg az ún. szirom bázi-
sának)
Nézzük azt, hogy egy út hogyan mehet keresztül a D̃qA halmazon. Legyen rq ∈ M
amire r /∈ D′

qA
egyértelmű párosított él. Egy P út háromféle képpen mehet keresztül

a D̃qA . halmazon. Azt mondjuk, hogy P belép vagy kilép a D̃pA halmazból egy
párosítatlan élen, ha a belépő vagy kilépő xByA élnek megfelelő xy él nem párosított.

1. P belép az rAqB párosított élen, és kilép egy párosítatlan élen.

2. P egy párosítatlan élen lép be és a qArB párosított élen lép ki.
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3. P belép egy párosítatlan élen és kilép egy párosítatlan élen.

Ekkor gondoljuk meg, hogyha egy alternáló út belép rAqB-n keresztül, akkor qB-
re alkalmazva a 4.1.4-t minden v ∈ D′

qA
-ra vB ∈ BT ! Tehát minden feszes él ami

D̃qA-n belül van 2δ-val csökkent. Továbbá korábban megállapítottuk a 4.1.6 tétel
következménye és a legnagyobb DqA definíciója kapcsán minden vA ∈ V ′ legfeljebb
egy legnagyobb DqA halmazban lehet benne, ennélfogva minden v-re legfeljebb egy
olyan legnagyobb DqA létezik, hogy v ∈ D′

qA
.

Tehát legyen DqA legnagyobb, és ekkor

Eq := (D′
qA
×D′

qA
) ∩ E

páronként diszjunkt halmazok.
Tehát ha egy halmaz duális változóját kell növelnünk egy iBjA ∈ EM feszes él mi-
att, akkor megkeressük az Eq élhalmazt amire DqA a legnagyobb olyan halmaz, hogy
i, j ∈ D′

q. Hasonlóan az összehúzás és felfjújáshoz a korábban bemutatott primál-
duál módszerben most a következőt kell tenni: Ha Eq nincsen F halmazban, akkor
bevesszük 2δ súllyal, különben F -ben megkeressük és növeljük 2δ-val.

4.3.2. Tétel. Legyen iB, jB ∈ BT , iBjA és jBiA feszes élek. Ekkor létezik olyan
legnagyobb DqA halmaz, hogy i, j ∈ D′

qA
.

Bizonyítás. két esetet kell megkülönböztetni.
1. eset. Nem létezik P út s-ből, amelyen iB és jB egymás leszármazottai. Ekkor van
egy egyértelmű legutolsó közös ősük uB. (s nem lehet, mert akkor találnánk javító
utat). Legyen uA /∈ AT és vegyük a Q : s ⇝ uB, P1 : uB ⇝ iB és P2 : uB ⇝ jB
utakat. Ekkor a 2.c.i esetre visszaemlékezve vegyük észre, hogy a Q,P1, r(P2) és
Q,P2, r(P1) mind az uA-ba vezetnek. Mivel uA /∈ T így LiA = LjA = uA. DqA

definíciójából és tulajdonságaiból adódóan (lásd implentáció) elég ennyit belátni.
Amennyiben uA ∈ T akkor LiA = LjA = LuA

mivel PUSH(uA) megtörtént és
alkalmazzuk a 4.1.6 lemmát.
2.eset. Van olyan P út s-ből, hogy az egyikük leszármazottja a másiknak például jB
leszármazottja iB-nek. Legyen Q′ : s⇝ iB út és R′ : iB ⇝ jB út. Ha iA /∈ AT akkor
LjA = iA hasonlóan az előző esetbeli részletezésben (Q′, iB, jA, r(R

′) út iA-ba vezet).
Tehát LjA = iA azaz jA ∈ DiA . Ekkor D′

iA
definíciójából adódóan i, j ∈ D′

iA
.

Ha iA ∈ AT akkor megint LiA = LjA .

Tehát mindig tudunk találni egy megfelelő DqA halmazt, amikor a korábban tár-
gyalt 2. esetben egy él mindkét végpontja BT -be esik.
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Végezetül azt kell meggondolni, hogy a javítás nem rontja el a D′
qA

halmazokat. Ez
egyedül abban az esetben léphet fel, ha D̃qA-ba a javító út egy párosítatlan élen lép
be és egy párosított élen lép ki, mert ekkor a párosítás mérete a halmazon belül csök-
ken. (A másik két esetben a párosítás mérete a halmazon belül ugyanakkora marad).
Azonban ez csak akkor történhet meg, ha Eq /∈ F . Gondoljunk arra, hogyha Eq ∈ F
akkor zq > 0 tehát teljesítenie kell a 3. optimalitási feltételt.

Már csak a δ méretének kiszámítása maradt hátra.
Elsősorban 2. optimalitási feltételból adódóan minden olyan v-re amire dM(v) = 0
δ ≤ yv (amíg nem vagyunk optimumban).
Korábbi leírásból és az 4.9 ábrából láthatóan ha vB /∈ BT és vA /∈ AT akkor változhat
a redukált költség. Ekkor δ := r(u, v) jó választás erre az élre.
Abban az esetben ha vB /∈ BT és vA ∈ AT akkor nem változik a redukált költség.
Ha vB ∈ BT akkor 2δ-val csökken tehát erre az élre az 1

2
r(u, v) a jó választás.

Az utóbbi esetben arra kell odafigyelni, hogy van-e legnagyobb DqA halmaz amire
u, v ∈ D′

qA
. Ugyanis ebben az esetben az él redukált költsége nem változik, tehát

azon élek redukált költségét kell számításba venni, amire igaz, hogy a végpontjaira
nem létezik ilyen halmaz.

Még át kell gondolni, hogy egy D′
q halmazon belül hogyan változtatjuk a csúcsokra

írt duál változó értékét. Ugyanis fennállhat a következő eset: Legyen DqA legnagyobb
halmaz és qB /∈ Text azaz nincs olyan út ami az rq párosított élen lépne be a D̃qA

halmazba. Ez az eset feleltethető meg a szirom deaktiválásának. Ha van párosítatlan
élen belépő R út, akkor ha zq > 0 optimalitási feltételek miatt az R a qArB élen lép
ki attól függetlenül, hogy qA ∈ AT teljesül-e vagy sem. Több ilyen út is létezhet és
vizsgáljuk hogy ha az R út v csúcsot érinti elsőnek D′

q-ból akkor a következő eseteket
kell megkülönböztetni:

1. vB ∈ BT

2. vB /∈ BT de vA ∈ AT

3. vB /∈ BT , vA /∈ AT

Jegyezzük meg, hogy R mindig valamely wB ∈ BT csúcsból lép be vA-ba. Továbbá
miután lehet több ilyen út is, így előfordulhat, hogy egy élnek Eq-ban mindkét vég-
pontja belépő csúcs, csak az egyik végpontja belépő csúcs vagy egyik végpontja sem
belépő csúcs.
Ennélfogva a következőt tesszük: Minden v ∈ D′

qA
-ra növeljük yv-t δ-val. Eq min-

den belső élén növeltünk 2δ-val így zq-t csökkentjük 2δ-val. Azonban előfordulhat,
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R

BT

D̃qA

wB

vA

qB qA

rB

D′
qA

M
v

r

w

q
−2δ

+δ

4.10. ábra. deaktiválás

hogy v csúcsra vB ∈ D̃qA amin most növeltünk δ-val miközben minden ilyen csúcson
csökkentettük a duált δ-val. Ezért ezeket a csúcsokat kivesszük BT -ből, azaz

Bf := {vB|vB ∈ D̃qA , Eq legnagyobb és qB /∈ Text}

továbbá BT -t újradefiniáljuk: BT = (VB ∩ Text)\Bf .
Az alábbi algoritmusban a korábban leírtakat pszeudókódba foglaltam, hogy kö-

vethető legyen a duális javítás menete.
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Algorithm 6: duális változó javítás (MDFS)
δ0 := min{yv | dM(v) = 0};
δ1 := min{r(u, v) | vA ∈ AT , vB /∈ BT , uB ∈ BT};
δ2 := min{r(u, v) | uB, vB ∈ BT , r(u, v) >
0, nem létezik legnagyobb DqA amire u, v ∈ D′

qA
};

δ3 := min{zq | Eq ∈ F legnagyobb, qB ∈ BT , qA /∈ AT};

δ := min

{
δ0, δ1,

δ2
2
,
δ3
2

}
forall vB ∈ BT do

yv := yv − δ;
forall (vB /∈ BT , vA ∈ AT ) or
(v ∈ D′

qA
, Eq ∈ F legnagyobb és qB ∈ BT , qA /∈ AT ) do

yv := yv + δ;

forall legnagyobb DqA amelyre qB ∈ BT do
zq := zq + 2δ;

forall legnagyobb Eq ∈ F amire qB ∈ BT és qA /∈ AT do
zq := zq − 2δ;

Tehát ezzel készen vagyunk a primál-duál módszer ismertetésével. A helyessége
abból látszik, hogy ez is a primal-algorithm [CM78] egy változata. A célom az
volt, hogy ezen keresztül bemutassam a kapcsolatát az MDFS és a sziromösszehúzó
algoritmusnak és az ötlet szintjén bemutassam a duál változók javításának menetét.
Blum [Blu15] cikkében olvasható ennek az implementálhatósága, továbbá a cikkben
említ még egy MBFS algoritmust is, ami ugyanebből a gráf konstrukcióból indul ki
és fázisokra bontva keres erősen egyszerű utakat egy modifikált BFS algoritmussal.
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Összefoglalás

A szakdolgozatban ismertettem a maximális elemszámú párosítások jellemzéséhez
szükséges gráfelméleti tételeket illetve párosításpoliédert ismertettem. Az előbbiek
elengedhetetlenek voltak Edmonds sziromösszehúzó algoritmusának leírásához, míg
az utóbbi lehetőséget nyújtott a súlyozott párosítások megkeresére szolgáló algorit-
mus megadására.
Bemutattam a a Lovász - Plummer Matching Theory könyvében leírt struktúratéte-
len alapuló maximális elemszámú párosítást kereső algoritmust, majd ennek segítsé-
gével egy primál-duál módszerrel maximális súlyú teljes párosítást kereső algoritmust
mutattam meg.
Ezek után Norbert Blum DFS alapú párosításkereső algoritmusát mutattam be, majd
megmutattam az implementációs részleteit. Ezek segítségével megmutattam, hogyan
lehet az MDFS segítségével primál-duál módszerrel maximális súlyú párosítást ke-
resni.
A szakdolgozat során megfigyelhető, hogy párosításkereső algoritmusok mind javí-
tóútkeresésen alapszanak, és valamilyen módon kezelni kell a páratlan körök okozta
akadályokat. Míg a sziromösszehúzó algoritmus expliciten kezeli a páratlan köröket,
addig a DFS alapú párosításkeresés a keresési tér megfelelő megváltoztatásával ezt
impliciten teszi. A poliéderes felírásban a páratlan körök okozta problémák pedig a
duális változók manipulálásával lettek kiküszöbölve.
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Nyilatkozat az MI alapú eszközök
használatáról

Alulírott Kaltenecker Balázs Bence nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészítése
során az alább felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI alapú eszközöket alkal-
maztam.
Feladat Felhasznált esz-

köz
Felhasználás helye Megjegyzés

Forráskeresés GPT-5.3-mini,
Gemini

egész dolgozat

oldalformázás GPT-5.3-mini Algorithm3
Ábra készítés GPT-5.3-mini 4.6 ábra, tikzset meg-

írása
Latex kód javítás és
keresés

GPT-5.3-mini,
Gemini

egész dolgozat

algoritmusok formázá-
sa

GPT-5.3-mini összes algoritmus

Overleaf használat GPT-5.3-mini egész dolgozat
A felsoroltakon túl más MI alapú eszközt nem használtam.
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