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Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni a sok ramforditott idejét, munkajat és irdinymutatasat téma-
vezetémnek, Jiittner Alparnak, akit6l nagyon sokat tanultam a szakdolgozat meg-
frasa soran. Szeretném megkOszonni a szeretét és tamogatasat a csaladomnak, akik
mindig biiszkeséggel fordultak hozzam, hogy ezt a szakirdnyt valasztottam. Tovab-
bé szeretném megkoszonni az egyetemi éveim soran szerzett barataimnak, akikkel
élmény volt kozosen tanulni és barmikor végighallgattak barmilyen gondolatomat
vagy torténetemet.
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El6sz6

A pérositasok keresése grafokban (Matching problem) a kombinatorikus optimali-
zas és a grafelmélet egyik kozponti probléméaja. Egészen egyszert az alapprobléma
megfogalmazésa - adott grafban az élek mentén minél tobb csticsot szeretnénk Gssze-
parositani - . Ennek a témanak egy izgalmas séméaja, hogy az ebbe a problémakorbe
tartozo feladatokat megoldando6 algoritmusok grafelméleti tételek bizonyitaséra al-
kalmasak. S6t, gyakran expliciten a tételen alapuld algoritmust is tudunk adni.
Péros grafokban nincsen paratlan kor, amely kell6en leegyszertsiti a maximalis pa-
rositéas megkeresésének feladatat. Ezt oldja meg Kénig javito-ut keress algoritmusa
illetve a silyozott esetre ismert a magyar modszer.

Azonban altaldnos grafokban a paratlan korok miatt nem lehet naivan probéalkoz-
ni, hiszen egy cstcs elérhetévé valhat paros illetve paratlan hosszii alternald tton
is. Ennek a kezelésére Edmonds |[Edm65b| hozott algoritmikus megoldast, amely
soran azonban implementacidés nehézségek meriiltek fel. A szakdolgozatomban Lo-
vasz Laszl6 és Michael D. Plummer kényve |[LP86| alapjan kiemelem a legfontosabb
elméleti eredményeket amik sziikségesek a parositaskeresd algoritmusok értelmezésé-
hez, majd bemutatok Edmonds algoritmusatol eltérd régebbi, illetve egy modernebb
megkozelitést Norbert Blum |Blulb| cikke alapjan. Ezek soran tovabbi mélyebb
Osszefiiggésekre lehetiink figyelmesek illetve implementalhatoségi problémakat is ki-
kiiszobolhetiink.



1. fejezet

Alapfogalmak

1.1. PArositasproblémak

G = (V,E) iranyitatlan graf. v;,v, € V cstcsokat Osszekots élt v;vg-val jelolom.
legyen M C E. Legyen v € V-re dp(v) a v cstcsra illeszkedd M-beli élek szama.

1.1.1. Definici6é. Azt mondjuk, hogy M parositas, ha Vv € V : dy(v) < 1.
M teljes parositas, ha Vv € V : dy(v) = 1.

1.1.2. Definicié. M maximalis parositas, ha AM’' C E : M’ parositas és |M'| >
| M.

1.1.3. Definicié. Egy P = (v;,,v;,,...v5,), ({v;;|1 < i < k} C V) utat alternald
utnak neveziink, ha P olyan 4t - azaz csticsoknak olyan sorozata melyben nincsen
ismétlgdés - amely felvaltva hasznal M-beli és E\M-beli éleket. Formalisan:

V5, Vj5;44 eEM= V541 V540 € E\M

Vi:l<i<k-—2:
0,05, € EAM = vj;,,,v;,,, € M

1.1.4. Definici6é. Azt mondjuk, hogy P javité 1t, ha alternalo és az elsd, illetve
utolsé cstics M altal fedetlen: dy(v;,) = dum(v;,) = 0. A tébbi csticsot koztes
cstcsnak fogom hivni.

1.1.1. Tétel. [Ber57] M mazimdlis parositis G = (V, E) grifban <= nem létezik
Jjavito ut.

Bizonyitds. Ha létezne javito at, akkor legyen M’ := P € M, ahol @ a szimmetrikus
differenciat jeloli, és innentdl fogva erre a specialis esetre alternalasnak fogom hivni.



M’ pérositas, hiszen a P cstucsain kiviil M élei minden csticsot legfeljebb egyszer
fedtek le. P koztes cstcsait pontosan egyszer fedi le, specidlisan a koztes cstucsokat
feds M-beli élek nem keriiltek M’-be. Mivel M parositas volt, pontosan a kikeriilé
élek fedték a koztes csicsokat. M’ kettével tobb cstucsot fog le mint M ennélfogva
|M'| > |M].

Legyen M egy péarositas és M’ egy nagyobb elemszamu pérositas. Vegyik N =
M @ M’ szimmetrikus differenciat. N alternalé utak és kérok unioja. Mivel |M'| >
|M| van olyan komponense N-nek amelyben tobb M’-beli él van. Ez csak alternalo
ut lehet, s6t ez M-re nézve javito t. ]

M/
1.1. abra. alternél6 komponensek

1.1.5. Definicié. Adott G = (V| F) iranyitatlan graf esetén olyan M C E parositas
amelyre

max{|M|:dy(v) <1 VYveV}

MCE

felvétetik az egy maximalis elemszamn parositas

T sz

Ennélfogva a maximalis elemszamu pérositas elemszaméat gyakran v(G)-vel jelolom.

1.1.6. Definici6. Adott G = (V| E) iranyitatlan graf w : ' — R stlyozassal. Olyan
pérositast amelyen felvétetik az alabbi maximum:

Ar%%{Zw(e) cdy(v) <1 Yo e V}

eeM

maximalis silyt parositasnak nevezek.



A sulyozatlan esethez hasonl6an definidljuk a maximalis illetve minimalis sulyu
teljes parositést, ami nem feltétleniil maximalis vagy minimaélis silya parositas. A
definiciokbol egyértelmiien megfogalmazodik feladatként, hogy hogyan taldlunk adott
tulajdonsagu parositast. Stulyozott esetben amikor maximalis illetve minimélis teljes
parositast kerestink altalaban adott, hogy a grafban létezik teljes péarositas.

Létszik, hogy ha maximalis sulyu péarositast tudunk talalni, akkor egy G = (V| F)
grafban a w(e) =1 Ve € E stlyra nézve maximaélis elemszamu pérositast kapunk.
De ennél tobbet is tudunk mondani.

1.1.2. Tétel. [Edm65a] A maximdlis sulyi pdrositis és a maximdalis sulyi teljes
pdrositas megkeresése visszavezethetdk eqymdsra.

Bizonyitds. Legyen G = (V, E) sulyozott graf. Vegyiink fel minden cstcsnak egy
maésolatat, és készitsiink belsliik egy teljes grafot, amelyben minden él siilya 0, illetve
az eredeti cstics és a masolata kozott is vegyiink fel 0 sulyu éleket. Az igy kapott
G' = (V'UV, E') grafban egy maximalis suly teljes parositas megfelel egy maximaélis
silyu parositasnak G-ben. ]

Megjegyzés. Ugyanigy minimalis stulyt teljes parositasra is visszavezethetjiik, csak az

eredeti éleken 1évé sulyok —1-szeresét vessziik fel G'-ben. (w) = —w; az abra

alapjan)

wy

w2

1.2. 4bra. atalakités

1.2. Parositaspoliéder

Irjuk fel a maximéalis stlyozott teljes parositas feladatot linearis programként. A
bevezétesben targyalt parositasproblémak egymasra vezethetGsége miatt érdemes ezt
a problémat alapul venni, tovabba a poliéderes feliras j6 betekintést nyujt a megoldas
tulajdonségaiba. Az alabbi fejezet kidolgozasaban [Frald] egyetemi jegyzetet vettem
alapul.



Jelolés. X CV, i(X)={w € E: {u,v} C X} az X csticshalmaz altal kifeszitett
¢élek halmaza.

d(X)={w € E: [{u,v} N X| =1} az X csiucshalmazbdl kiléps élek halmaza.

Ha z € R¥ akkor z, az e élre irt valtozo.

A maximalis sulyu teljes parositast kétféle modon lehet LP alakban felirni.

(P1) (F)
x>0 x>0
erzl Zw’ezl YoeV
ecd(v) ecd(v)
Z T >1 Z r, < K] -1 VK CV, |K]| paratlan
e€d(K) e€i(K) 2
max{wx} max{wzx'}

A (Py) és (Py) elst két feltétele ugyanazt irja le, hogy élet vagy kivalasztok, vagy
nem, és minden cstcsot pontosan egy él fedjen le. Azonban ez megenged tortparosi-
tasokat, példaul K esetén azonosan 1 stlyozassal nem szeretnénk, hogy az (3, 3, 3)

benne legyen a poliéderben.

A (Py) poliéder felirasaban azt koveteljiik meg, hogy minden paratlan vagasbol
legalabb 1 parositasbeli él 1épjen ki. Teljes parositasnak ezt teljesitenie kell, hiszen
paratlan vagasban van legalabb egy olyan cstcs, akinek a parja nem vagasbeli.

A (P,) poliéderben az el6z6 helyett azt koveteljiik meg, hogy egy paratlan vagas leg-
feljebb annyi parositasbeli élt feszitsen ki, amennyi egyaltaldn belefér egy paratlan
vagasba.

1.2.1. Tétel. [Edmb65d] A G = (V, E) teljes pdrositasainak incidenciavektorainak
konvex burkdt P, és Ps leirja.

Irjuk fel a (P) és (P,) dualisat. A duélis valtozo két részbél all: y,y € RY,
tovabba z, 2’ € RX" | azaz véltozokat vesziink fel minden csiicsra és minden péaratlan



vagasra. K*-al jelolom a paratlan vagasok halmazat.

(Dn) (Do)
2>0 Z>0
Yut o — Y g > we gty + Y e >w. VeeE
K:ecd(K) K:e€i(K)
wind S 3 ) win o+ 3
Y 2
veV KeK* veV KeK*

A dualis megoldasok megkaphatok egymasbol. Vegyiik a komplementaritasi fel-

tételeket:
(y,z) optimalis <= z(i) > 0= Z e =1
ecd(K)

A cél az, hogyha egy élre szabott (1) szerinti duélis feltételben egy vagas valtozoja
szerinti értéket atvisziink a csicsokra irt valtozo értékébe, akkor pont a (2) duélisé-
nak megfelel§ valtozokat kapunk.
Tekintsiink egy dual optimumot és egy olyan vagast, melyre zx > 0. A komple-
mentaritasi feltétel miatt ennek van olyan kimend éle, mely pérositasbeli. Ebbdl
kovetkezik, hogy % darab K altal kifeszitett él parositasbeli.
Legyen

zg=a >0
2 =zg —a=0

/ {yv U¢K

o = Yo+a veK

tekintsiik D; élekre szabott feltételét. Ha e € d(K) akkor pont nem valtozik a
jobb oldal:

Yu t Yo T — Z 2K Q2 We
K:e€d(K)

hiszen egyik végpontja beliil van, masik végpontja kivil van.
Azonban ha e € i(K) akkor 2a-val noveltiik a "slack"-et. Tekintsiik a célfiiggvény

valtozasét: Kl 1
St 2 (3 s

veV KeK*




1.3. abra. vagas kinulldzasa

Vegyiik észre, hogyha az el6z6 eljarast minden pozitiv sulyu paratlan vagasra meg-
tessziik, akkor a D; célfiiggvénye olyan alakt mint a Dy célfiiggvénye

ZyﬁZ’KlT_l'QZK

veV KeK*

1.2.1. Definicié (TDI rendszer). Ha egy Qx < b, max cx megadott linearis program-
nak minden egészértékii c-re létezik egész optimalis duélis megoldasa (feltéve, hogy
létezik optimuma a dualnak), akkor a Qx < b rendszert TDI rendszernek hivjuk.

1.2.2. Tétel (Cunningham és Marsh |[CM78|). A P, poliéder TDI.

1.2.3. Tétel. A P, poliéder %-TD], azaz az optimdlis dudl megoldds vdlaszthato
félegésznek.

Megjegyzés. A Py dudlis egészértékliségébdl az el6z6 eljaras véghezvitelével kdvetke-
zik, hogy P;-nek létezik fél-egész dualis optimuma.

Az alabbi tétel nem tartozik szorosan a szakdolgozat témajahoz, kitekintésként
megemlitésre méltonak tartom [Frald] jegyzet alapjan.

1.2.4. Tétel. Adott G = (V, E) sulyozott grdf esetén amelyben létezik teljes parositds,
ha minden kér dsszsulya pdaros akkor Py dudlisanak optimuma egésznek is vdlaszthato.

Bizonyitds. Tekintsiik a paratlan sulya éleket. Ezek az élek egy paros grafot feszi-
tenek ki, hiszen feltétel szerint nem lehet paratlan sulya kor a grafban. A paros
graf egyik végpontjai altal alkoltott halmazt véalasszuk K C V vagasnak. Vegyiink



egy Do-beli duélis optimumot ezen a grafon, legyen K-ra irt valtozo értéke z5.. Az
el6z6 eljaras alapjan ezt a dualis megoldast atalakithatjuk D;-beli duélis megoldas-

ba.

1.2.2

tétel alapjan Dy dudlisa egészértékid és az eljaras alapjan zx = %, igy Dy

dualis megoldésa is egész. [
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2. fejezet

Edmonds szirom osszehtiz6
algoritmusa

2.1. Parositasok karakterizaci6ja altalanos grafokban

Pérositaskeress algoritmusok elemzéséhez nélkiilozhetetlen, hogy ismeretessem az al-
taldnos grafok strukturajat és a maximalis elemszamu parositas tulajdonsagait dssze-
koto tételeket. Ebben a szekcidban a maximalis elemszamt parositaskeresé algo-
ritmushoz sziikséges grafelméleti tételeket ismertetek a [LP86| konyv felépitésének
megfelelGen.

2.1.1. Tétel (Tutte tétel). G = (V, E) grdf. G-ben létezik teljes pdrositds pontosan
akkor, ha ¢(G—U) < |U|, YU CV ahol ¢ a keletkezd pdratlan komponensek szamdt
jeldli.

A tétel = irdnya konnyen kovetkezik abbol, hogy a paratlan elemszami kompo-
nenseknek legalabb 1 csiicsat nem tudom kipérositani a komponens altal feszitett
élek mentén. Igy Sket legfeljebb az elhagyott csticsokhoz lehet bepérositani, tehat
nem lehet kevesebb az elhagyott csiicsok szama.

Az utobbi feltételt Tutte-feltételnek hivjuk. Ha talalunk egy Tutte-feltételt sérté
halmazt, akkor az egy jo bizonyiték arra, hogy teljes péarositas nem létezik.

2.1.2. Lemma. G = (V,E) grif, X,Y CV :|X| <|Y|. Ekkor

a) Ha létezik X-et fedd pdarositds és létezik Y-t fedd pdrositds, akkor létezik olyan
parositas mely fedi X-et és legalabb egy csicsdt Y\ X -nek.

b) Ha létezik X -et egydltaldn nem fedd mazximdlis elemszdma pdrositds, és létezik Y -t

11



egydltaldn nem fedd maximdlis elemszdma pdrositds, akkor létezik olyan mazimdlis
elemszamai pdrositds, mely nem fed egyetlen csicsot sem X -bdl és legaldbb egy csicsot

nem fed Y\ X -bdl.

2.1.2.1. Kovetkezmény. Ha csicsok valamely részhalmaza fedett eqy pdrositds dltal,
akkor fedett eqy maximadlis pdrositds dltal is.

2.1.2.2. Kovetkezmény. G = (V,E) graf. D C 'V, azon csicsok halmaza melyeket
legaldbb egy mazimalis pdrositds nem fed. Yu,v € D : u ~v <= u = v vagy mincs
olyan maximdlis pdrositds mely u-t és v-t eqyszerre nem fedi. Ekkor ~ ekvivalencia
reldcio.

2.1.1. Definicié. G = (V,E) graf faktorkritikus, ha Yo € V : G — v-ben létezik
teljes parositas.

2.1.3. Tétel (Gallai lemma). G = (V,E) dsszefiiggd. Ha G barmely csucsdt elhagyva
a mazximdlis pdrositdas elemszama nem vdltozik, akkor G faktorkritikus.

Definiciobol konnyen latszik, hogy a paratlan korok faktorkritikusak, vagy a pé-
ratlan csiicszamu teljes grafok is faktorkritikusak. A Gallai lemméabol kovetkezik,
hogy egyetlen péros graf sem lehet faktorkritikus, hiszen Kénig tétele szerint ha
G = (SUT, E) paros graf akkor 7(G) = v(G). Mivel van legalabb egy lefogo csucs,
igy ennek az eltavolitasa a grafbol biztosan csokkentené v(G)-t is.

2.1.2. Definici6. def(G) = |V|—2v(G) a G graf hidnya, azaz tetsz6leges maximalis
parositast véve GG-ben ennyi csiics marad fedetlen.

2.1.4. Tétel (Berge formula). def(G) = max{c(G — X) — |X|: X CV}

Vegyiik észre, hogyha létezik teljes parositas a G = (V, E) gratban, akkor a Berge
formula szerint ¢(G — X) — |X| <0 VX C V, ami kis atrendezéssel pont a Tutte
tétel allitasa.

12



2.2. Gallai — Edmonds struktaratétel

A Gallai — Edmonds struktiratétel a legfontosabb a parositasok jellemzéséhez. Az
eredményt kiilon érte el a két matematikus, utobbi névadé algoritmikusan irta le
(|Gal64], [Edm65b]). A lényege az, hogy az Gsszes maximalis parositast tekintve a
grafot bizonyos tulajdonsagti komponensekre tudjuk felbontani és forditva, ha is-
merjiik a dekompoziciét akkor minden maximalis parositasrol tudjuk, hogy milyen
tulajdonsaguak.

2.2.1. Definicié. Vegyiik G-nek azon csicsait, amelyek legalabb egy maximalis
parositasban fedetlenek maradnak. Ezen cstcsok alkotta részgraf legyen jelolve D-
vel.

Legyen A azon cstcsok halmaza, melyek szomszédosak D-vel, és C' azon cstcsok
halmaza, melyek nem szomszédosak D-vel. Ez a harom részgraf a G graf Gallai -
Edmonds dekompoziciéja.

OENOIRG

D

2.1. abra. Gallai — Edmonds dekompozicié

2.2.1. Tétel (Gallai — Edmonds struktturatétel [LP86|). Ha D, A,C a G = (V, E)
grdaf Gallai - Edmonds dekompozicioja akkor

a) D komponensei faktorkritikusak

b) C-ben létezik teljes pdrositds

c) Ha D komponenseit dsszehizzuk eqy-eqy csicesd, akkor létezik A-t fedd pdarositds
D osszehiizott komponenseivel.

13



d) M mazimdlis parositis G-ben, pontosan akkor ha ez C' részgrifban teljes pdrosi-
tas, D komponenseiben pontosan eqy csiucsot kihagyo pdrositds, és A csucsait a D
kiilonbozd komponenseivel fedd pdrositds.

Latszik, hogy bizonyos grafoknak egyértelmd a Gallai — Edmonds dekompoici-
Oja, példaul a grafokban melyekben létezik teljes parositas, vagy a az olyan péros
grafokban melyek teljesitik a Hall feltételt, tovabba kovetkezmény miatt a
faktorkritikus grafoknak is. A kovetkezd tétel arrol szol, hogy minden grafnak egy-
értelmd a dekompozicidja.

Legyen G' = (SUT, E’) paros graf, amelyben létezik S-t feds parositas. Minden
t € T-re legyen G, egy faktorkritikus graf. Legyen H egy olyan graf, amelyben létezik
teljes parositas. Legyen G = (V, E) graf, ahol

V=SUV(H)|JV(G)

teT

tartsunk meg minden élt amelyet valamelyik G, illetve H kifeszit. Minden (st) € E'-
re s csucsot kossiik Ossze Gy tetszGleges csiicsdval. Tovabbi éleket felvehetiink S és
V(H) cstcsai kozé.

2.2.2. Tétel (|LP86|). A fenti G grdf Gallai — Edmonds dekompozicidgjdban A = S,
C =H és D =JG;. Minden grdaf elédll a fenti konstrukcio dltal.

Megjegyzés. Konnyen latszik, hogy dekompoziciot egyértelmiien meghatarozza A is-
merete.

2.3. Edmonds algoritmus

Ebben a fejezetben ismertetem a |LP86| konyv leirdasa alapjan Edmonds [Edm65b]
szirom - 6sszehuzo algoritmusat. A célom elsGsorban az algoritmus ismertetése olyan
modon, hogy a helyessége és az elméleti hattere latszodjon.

2.3.1. Lemma (kor — Osszehuzas). Legyen G grdf és M pdarositds G-ben. Legyen
L egy pdratlan kor. Legyen L-nek pontosan egy csiucsa amely M dltal fedetlen, az
osszes tobbi csicsdanak M-beli pdrja mind L-beli. Legyen G’ olyan grdaf, amelyben L
eqy csicesd van dsszehizva. M' = M — E(L) pontosan akkor mazximdlis pdrositds
G'-ben, ha M maximdlis pdrositds G-ben.

Bizonyitds. Legyen M nem maximalis parositas. Ekkor tétel szerint 1étezik M-
re nézve javito ut P. Ha P csucsdiszjunkt L-t6l akkor P a G’-ben is javito at tehat

14



M’ nem lehet maximalis. Tegyiik fel, hogy P metszi L-t. Ekkor P-nek van olyan v
végpontja, mely nem L-ben van. v-bdl indulva az tton legyen ¢ az els§ L-beli cstics
amelyet érintiink. Ekkor ez a v — £ ut G'-ben egy javito ut M’-re tehat M’ nem
lehet maximalis.

Legyen M’ nem maximalis parositds G’-ben. Legyen N’ olyan parositas G'-ben
melyre |N’| > |M’|. Tekintsiik G-t ("fajjuk fel" L-t). Ekkor N’ olyan péarosi-
tas, amely L-ben legfeljebb 1 pontot fed. Ekkor N’ javithaté L-nek k élével amire
IN| = |N'|+ k> |M'| + k= M. Tehat M nem maximalis parositas G-ben. O

G — e - . - G/

P

(% (Y

2.2. abra. kor 6sszehtuizasaval kapott javito 1t

2.3.1. Definicié (M - alternélo erdd). Legyen M parositas G-ben. Legyen S az
M altal fedetlen cstiicsok halmaza. Legyen F' olyan erdd, hogy minden Osszefiiggs
komponense pontosan egy S-beli csiicsot tartalmaz és minden olyan F-beli él ami
paratlan tavolsdgra van S egy csucsatol az parositott él. Ekkor F' egy M-alternalo
erdd.

Azon csiicsok F-ben melyek S-t6] paratlan tavolsagra vannak a belsé csticsok, a
tobbi csiics kiilsé csics. Definiciobol adodik, hogy a belss csticsok F-beli fokszama
2.

Alabb ismertetem az Edmonds algoritmust. rr(z) azon F' komponensének gyokerét
jelenti, amelyikben benne van az x cstucs. (rp(s) =shase S, rp(v) =0 hav ¢ F)

Az algoritmus kiils§ ciklusaban elkezdjik az F' alternald erddét épiteni, az egy-
szeriiség és az algoritmus tényleges megvalositasat tiikrozve BFS grafbejarast alkal-
maztam (A [LP86| konyv informalis leirasanak elméleti fokuszatol kicsit eltérve). Az
alternalo erdd kiilss (z) cstcsaira illeszkeds éleket vizsgaljuk. Ebbdl a kovetkezs
harom eset 1ép fel az algoritmus soran:
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Algorithm 1: Edmonds algoritmusa

Input: G = (V, E) graf
Output: maximaélis parositas M
M+ 0

while [étezik M dltal fedetlen v csics do
F alternal6 erds

V(F) < {v € V | v nincs fedve M altal}

E(F) <

() < tlres sor ; // BFS sor
foreach w € V(F) do

re(w) <+ w
| Q+—w

while () nem tres do
r <+ Q
foreach y € V' csucsra, amelyre xy € F do

if y ¢ V(F) then
létezik yz € M
E(F) + zy +yz (1)
re(y) < rp(x);  re(z) < rp()
| Q<=
Ise if y kiilsé pont és rp(z) # rr(y) then

P« javito at rp(x) és rp(y) kozott M < M & P (2)
L break
Ise if y kiilsd pont és rp(z) = rr(y) then

C + a xy él és az F-beli z ~» y 0t altal alkotott kor

hizzuk 6ssze C-t (3)
| folytatjuk az Osszehiizéassal kapott grafon

®

¢

if nem taldltunk javito utat then
L return M
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2.3. abra. Edmonds algoritmus esetei

e (1) ha az él masik y végpontja nincsen F-ben, akkor y fedett M altal, ezért
létezik yz € M péarositasbeli él. Ha F-hez hozzaadjuk az zy és yz éleket, akkor
noveltiik az alternald erdé méretét és folytatjuk a javitd ut keresést.

e (2) ha az él két kiilonb6z6 komponensét koti 6ssze F-nek akkor a komponen-
sek gyokerei - amelyek fedetlenek M altal - kozott 1étezik javité ut. Ezen
alternalunk és egy eggyel nagyobb parositast kapunk. Ekkor kilépiink a belsé
ciklusbol, és az 0j parositassal épitiink alternalo erdét és folytatjuk a javito ut
keresést.

e (3) ha az xy él F-ben egy komponensen beliil halad akkor az xy él és az F-beli
x ~ gy ut egy C kort alkot. Ez paratlan kor, mert x és y kiils§ csticsok, tehét a
koz0s gyokértsl mindketten paratlan téavolsagra vannak, igy az x ~» y Gt paros
hosszt és ehhez adjuk hozza xy-t. Ebben a paratlan korben pontosan egy csics
van, aki vagy fedetlen M altal (ekkor ez a pont gyokere F-nek) vagy egy koron
kivili cstucesal van parositva. Az utobbi esetben ebbdl a csiicsbél egyértelmi
P ut létezik a gyokérbe, amelyik alternalé at. Ha ezen az tuton alternalunk
a kapott M’ pérositasra |M’'| = |M]| és teljesiilnek a lemma feltételei.
Tehat a C' Gsszehuzasaval kapott grafban a maximalis parositas mérete pont
megegyezik a G-ben maximalis parositds méretének és C-ben kiparositott élek
szamanak kiilonbségével. Ennélfogva 0sszehtizzuk C-t és az 1uj grafban tovabb
keressiik a javito utat fenntartva az eddigi parositasunkat C-n kivl.

2.3.2. Tétel. Ha a kiilsé csucsoknak csak belsd csiucsok a szomszédai, akkor M
mazximalis pdrositds.
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2.4. dbra. 0sszehtuzott komponens parositasa

Bizonyitds. |LP86| Legyen F-nek m belss cstcsa és n kiils6 cstcsa, ekkor n—m = |S|.
G-bdl toroljik ki F' 6sszes belst csiicsat. A fennmarado grafban F' 6sszes kiilsé csticsa
izolalt cstcsként fog szerepelni, ennélfogva def(G) > n —m = |S|. De M pont |S|
cstcsot hagy ki, tehat maximaélis parositas. ]

Megjegyzés. Leallaskor a belsd cstcsok halmaza pontosan megegyezik a Gallai — Ed-
monds dekompozicié A csticshalmazéval. tétel szerint akkor all le az algoritmus
ha minden kiilsé csticsnak csak bels§ cstics a szomszédja. Minden kiils6 cstics vagy
D-be tartozik (hiszen S-beli cstcsok is kiilsé cstcsok), vagy egy faktorkritikus kompo-
nense Osszehtuzva a D részgrafnak. Ennek a részgrafnak a cstcsainak a dekompozicié
szerint kizarolag A-beli szomszédaik lehetnek.

Az algoritmus ebben a formaban val6 implementalhatosaga nehéznek bizonyul,
speciélisan a paratlan kordk - amelyeket a szakirodalom sziromnak nevez - 6sszehi-
zéasa okoz gondot. Ugyanis, az algoritmus befejeztével vissza kell allitanunk az 6ssze-
huzott szirmokat, hogy a maximalis parositast megkapjuk az eredeti grafunkban.
Ehhez pedig elegendd informaciot kell eltarolnunk a szirmokon beliili péarositésok-
rol, és hatékonyan kell kezelni az 6sszehiizott szirmok frissitését. Az implementacios
részleteket Edmonds az eredeti [Edm65b| cikkében még nem dolgozta ki. A szirmok
kezelésére az Union-Find adatstruktirat alkalmazzak aminek els¢ leirédsat Tarjan
[Tar76] adta. A tovabbi fejezetkben olyan algoritmusokat fogok bemutatni, amelyek
eltérnek a klasszikus sziromosszehtuzo algoritmustol, hogy elméleti illetve implemen-
tacios szempontbodl a megfelels tanulsagokat levonjuk.
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3. fejezet

Alternativ algoritmusok

3.1. A strukturatételen alapul6 algoritmus

Az el6z6 fejezet végén lathattuk, hogy Edmonds parosito algoritmusa leallaskor meg-
allapitja a Gallai — Edmonds dekompoziciot. |[LP86| konyv 3. fejezetében a szerzdk
megforditjak az el6z6 gondolatmenetet - induljunk ki a Gallai — Edmonds strukta-
ratételbdl, amely egy megfelel6 parositaskeress algoritmust szolgaltathat.

Az algoritmus azon alapszik, hogy eltaroljuk egy L halmazba a lehetséges M, M, ..M,
maximalis parositasokat, legyen |M;| = k Vi = 1...t. Ez az L halmaz a Gallai —
Edmonds strukturatétel miatt egyértelmiien meghatarozza a dekompoziciot, ennél-
fogva ellenérizziik le az M;, 1 = 1...t parositasokra, hogy valoban teljesitik a tétel
feltételeit. Ha teljesitik akkor készen vagyunk az algoritmus leall. Ha nem akkor,

o talalunk egy k& méretd M, | péarositast, ekkor ezt hozzavessziik az L halmazhoz.

e taldlunk egy k+1 méreti parositast, ekkor L halmazbol kidobjuk a korabbiakat,
és az Ujonnan talalt parositast belerakjuk

Legyen
D(L) = {v € V : valamelyik ¢ = 1...t -re dy,(v) = 0}
A(L) ={v eV — D(L) : v szomszédos valamelyik cstucséval D(L)-nek}
C(L)=V — D(L) — A(L)

Tehat, ha L-ben minden maximalis parositas szerepel (amelyek mérete mind k),

akkor D(L),A(L),C(L) a G = (V,E) graf Gallai-Edmonds dekompozicidja. Az
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algoritmus ezeknek a halmazoknak a vizsgalaséval és frissitésével keresi meg a maxi-
malis parositast. Specidlisan amikor talalunk egy 4j k méretii parositast, akkor D(L)
halmaz né. Ez legfeljebb |V |-szer néhet. Javitani pedig legfeljebb v(G)-szer tudunk,
tehat az algoritmus leéll.

A pszeuddkod attekints jelleggel végigveszi a vizsgalandd eseteket.

Algorithm 2: Strukturatételes algoritmus
Input: G = (V, E) graf
Output: maximaélis parositas M

k:=0,L<+0
repeat
M+ L
if ve A(L),y € A(L)UC(L), xy € M then
/71

vagy javitoutat taldlunk

| vagy talalunk egy 1j parositast és D(L) né

f T osszefiiggd komponense G[D(L)|-nek és M N E(T) nem pontosan egy
csucsot kihagyo parositasa T-nek then

if x-t nem fedi M és y-t nem fedi M N E(T) then

// (a)

vagy javitoutat talalunk

| vagy talalunk egy 1 parositast és D(L) né

f MNE(T) kihagyja x és y csicsot, de M fedi mindkét csicsot then
// (o)

vagy javitoutat talalunk

vagy taldlunk egy 10j parositast és D(L) né

| vagy (a) esetbe érkeziink

if M NT teljes parositisa T-nek then

// ()

| (a) esetbe érkeziink

o

o

until L dltal meghatdrozott dekompozicio a Gallai-Edmonds dekompozicio;,
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Az algoritmus esetei |[LP86|

1. eset. v € A(L), ye A(L)UC(L), zy € M. Mivel x € A(L) = 3z €
D(L) : zz € E. D(L) definicioja alapjan létezik olyan M’ € L, hogy M’ nem fedi z-
t. Ha M sem fedte z-t, akkor xy-t kicserélve M-ben xz-re olyan k méretii parositast
kapunk, ami nem fedi y-t. Mivel y nem D(L)-ben volt igy ez a parositas nem volt
eddig L-ben, tehat egy Uj k méretd parositast talaltunk.

Ha M fedi z-t, M @@ M’ olyan alternalé P tut, amely z-ben kezdédik. Ha P M-
beli éllel végzodik, akkor P M’-re nézve javito tt, tehat taldltunk egy k + 1 méretd
parositast.

Ha P M’-beli éllel végzidik és nem tartalmazza az xy élt, akkor a P+yx+xz -on
alternalunk - masképp megfogalmazva M-ben kicseréljiikk xy-t xz-re mint el6z6leg, és
M megfelel6 részét kicseréljiik M'-beli élekre. Ekkor egy olyan k méret parositast
kapunk, ami nem fedi y-t, tehat nem volt eddig L-ben.

Végezetiil, ha zy-on atmegy a P ahogyan [3.1] 4bra mutatja, akkor megfelels ré-
szen alternalva vagy x-et vagy y-t kihagyva k méretd parositast kapunk. Példaul ha
y az elébb szerepel P-n mint y akkor y-ig vessziik M éleit, x-t6l vessziik M’ éleit,
amivel olyan parositast kapunk amely kihagyja y-t.

M

3.1. abra. (1) eset

A masik harom eset mind azt vizsgélja, hogy a D(L) altal kifeszitett részgraf egy
Osszefiiged T komponense valoban pontosan egy cstucsot kihagyva van-e parositva
adott parositas altal.

(a) eset. Tegyiik fel, hogy van két olyan T-beliz,y cstcs amelyek T-n beliil
nincsenek kiparositva M altal és tegyiik fel, hogy x fedetlen M altal.

Ha zy € E akkor az esetlegesen y-t fed§ M élet cseréljiik ki az zy élre, amivel
kapunk egy k elemt parositast amely kihagy egy A(L)-beli cstcsot. Ha y eredetileg
fedetlen volt M altal, akkor kapunk egy k + 1 méretd parositast.
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3.2. abra. (a) eset

Tegytik fel, hogy xy ¢ E. Legyen P a T-beli legrovidebb x ~~ y tt. Legyen
x-et kovetd cstces z. D(L) definiciojabol kovetkezden létezik olyan M’ € L péarositas
amely kihagyja z-t. Legyen Q) az M @ M’ alternalé 1t, amely z-ben kezdédik. Ha
() nem z-ben végzadik, akkor vagy @) vagy () + xz javité ut lesz rendre M-re vagy
M'-re.

Ha @ z-ben végzédik és atmegy y-on akkor legalabb egy A(L)-beli v cstucsot
tartalmaz. Ekkor a @) 4+ xz péaratlan korben - (M'-beli éllel végzédik ) ha z-ben
végzodik) - atvalthatjuk a parositast agy, hogy v maradjon fedetlen, tehat egy A(L)-
beli cstucsot kihagyo k méreti parositast talaltunk. Ezt mutatja a[3.2) dbra.

Ha @ nem halad at y-on, akkor @) élei mentén alternalva kapunk egy k elemt
parositast amely z-t nem fedi. Mivel z kozelebb van y-hoz mint z, ezt az esetet
legfeljebb |V|-szer ismételve egy korabban targyalt esetbe érkeziink.

(b) eset. Tegyiik fel, hogy x,y T-beli cstucsok M é&ltal fedettek, de nem T-beliek a
parjuk. Legyenek a parjaik rendre u,v € A(L). Létezik olyan M’ € L amely z-et
nem fedi. Legyen @ a M @ M’ z-ben kezd3ds alternalo ut. Ha @ M-beli éllel vég-
z6dik akkor @ javito ut. Tegyiik fel, hogy Q@ M’-beli éllel végzidik. Ha (Q-n nincs
rajta y-on, akkor @)-n alternalva M-bd6l kapunk egy olyan k elemd parositast, ami
nem fedi z-et és y-t egy A(L)-beli csicesal parosit, tehat az (a) esetbe érkeztiink.
Ha y-on atmegy @) és y paros tavolsagra van z-t6l, akkor vegyiik az M-beli éleket
Q-nak az x-t8l y-ig esd részén és a tovabbi részén az M'-beli éleket. Ekkor egy olyan
k méretd parositast kapunk amely x-t egy A(L)-belivel parosit és y-t kihagyja. Tehat
visszatértiink (a) esetbe.

Ha y paratlan tavolsagra van z-t6l ahogyan abran latszik, akkor az uton y-t
megel6zG cstcs v. y-t és az utana kovetkezs cstucsok parositsuk M’ szerint, a tobbi
cstcsot pedig M szerint. Ekkor v marad fedetlen, tehat egy A(L)-beli cstcsot kiha-
gy6 k méretl parositast talaltunk.

(c) eset. Tegyiik fel, hogy M a T altal kifeszitett részgrafot teljesen kiparositja.
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Ekkor |T'| paros. Definicié szerint van olyan M’ € L, hogy M’ kihagy egy T-beli
cstcsot. Mivel T' péaros, az M’ N E(T) biztosan kihagy egy maésik pontot is és vissza-
tértiink az (a) esetbe.

Ezzel teljes az algoritmus leirdasa. Most pedig tekintsiik a ledllasi fetlételt.

3.1.1. Tétel. Legyen L az dsszes k méreti parositds halmaza a G = (V, E) grdfban.
Tegyiik fel, hogy YM € L-re teljesiil, hogy nem kot dssze egyetlen A(L)-beli csucsot
A(L) U C(L)-belivel, tovabbd M minden osszefiiggd komponensét G[D(L)|-nek pon-
tosan eqy csucs kivételével kipdarositja. Ekkor M mazimdlis pdrositds.

Bizonyitds. |LP86| Feltételbdl kovetkezik, hogy D(L) minden komponense paratlan
elemszamu és az egy fedetlen cstcs vagy parositatlan vagy A(L)-beli a parja. Defini-
ciobol kovetkezik, hogy A(L) minden csicsa fedett, tehat csak D(L)-beli csiicsokkal
vannak parositva. Ennélfogva D(L)-nek pontosan |A(L)|+|V —2k| komponense van.
Tehat

def(G) > c(G— A(L)) — |A(L)| =V — 2k

A Berge formula miatt ez a minimalis hidny, tehat M valéban maximalis. ]

Az algoritmus futasidejére jo korlat O(n?). Kordbban megemlitettem, hogy a pé-
rositas méretén legfeljebb |7 |-szer lehet novelni, vagy ha masik parositast talalunk
akkor D(L) mérete né amit legfeljebb n-szer tehetiink meg. Ezért a kiilss ciklus
O(n?)-ben fut. Egy iteracion beliil sziikség van a T' komponensek meghatérozéasara
ami egy grafbejarassal (BFS) elvégezheté O(n?) idében. Az esetek (1, a, b, ¢) felte-
teleinek teljesiilésének ellendrzése linearis idGben elvégezhets. A javitout vagy masik
parositas megkeresése pedig az esetek részletezésébdl latszodik, hogy gréafbejarassal
elvégezhetd, tehat O(n?)-ben elvégezhets. Ennélfogva egy iteracio O(n?)-ben elvé-
gezhetd, és Osszesen O(n?) iteraciot végziink el, tehat O(n?) - O(n?) = O(n?).
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3.2. Maximalis stlya parositas

Az el6z6 fejezetben ismertetett algoritmust szubrutinként felhasznalva lehetGségiink
nyilik maximalis sulya teljes parositast keresni. Ebben a fejezetben Osszekotom a
Gallai — Edmonds strukttratételre tamaszkodo algoritmust és a linearis programo-
zas primal — duél modszerét. Induljunk ki a parositaspoliéder és dualisanak alabbi
lefrasabol. Jeldlések: K* minden K paratlan vagas halmaza, x. az e élre irt primaél
valtozo, y, a v csucsra felvett dual valtozo és zx a K vagasra irt dual valtozo.

x>0 z22>0
Zwezl YveV Yu + Yo + Z ZKk > w. Ve€eFR
ecd(v) K:e€i(K)
K|l-1 . K|l-1
erg‘ ‘2 VK € K~ mm{Zyv%-ZzK" ‘2 }
eci(K) veV KeK*
max{zwe.xe}
ecE

Az optimalitéasi feltételek:

(1) (y,2) optimalis <= [z(z) S 0= Z v, = | K| — 1]

(2)  optimalis <= |z, > 0=y, + v + Z K = we:|

K:eci(K)

A tovabbiakban feltételezem, hogy G-ben létezik teljes parositas (a poliéder nem
tires). Az tétel alapjan a maximalis sulyt teljes parositas és a maximaélis sulya
parositas megkeresése visszavezetheték egymaésra.
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Algorithm 3: Maximalis sulyu teljes parositas dekompozicioval

Input: G = (V, E) graf, w : E — R élsulyok
Output: maximalis sulyu teljes parositas M
foreach v € V do

1
foreach pdratlan K C V,|K| > 3 vdgdsra do
| zg <0
K+ 0; // 6sszehlizott paratlan vagasok halmaza

while true do

G« G/K

Ef<—{e:uv€E

Yu + Yo + Z ZK:we}

K:e€i(K)
Gy« (V(G), Ey)
(L,(D, A,C)) < Dekompozici6(Gy)
if M < L teljes pdrositds G g-ben then
M’ <+ M U (K-beli belss parositasok)
return M’

1
elemin{ﬁ(yujtyqﬁk Z zK—we)|u,v€D,e€E(G/)\Ef}
K:e€i(K)

€2<_min{ylﬁ—yv+ Z ZK—weuED,UEC,eEE(G’)\Ef}

K:e€i(K)

2

1
63<—min{—zK KE/C,ZK>0ésK€A}

€ < min(ey, €9, €3)

foreach v € D do

L yv<_yv_€

foreach v € A do

L Yo < Yy T €

foreach K € IC ahol K C D do
| 2k ¢ zx + 2€

foreach K € K ahol K C A do
| 2K ¢ 2z — 2€

if ¢ = ¢; then
K, <+ a keletkez6 paratlan kor cstcsai G}—ben
| RKy & 0
if € = ¢35 then
Ko+ K:zg=0
K K\ (K}




S0y

\—i—e

3.4. dbra. dual valtozok javitasa

Tehét induljunk ki egy megengedett duélis megoldasbol. Erre alkalmas valasz-
tas ha minden csucsra rairjuk a legnagyobb silyu él sulyanak felét (igy biztosan
lesz feszes él) és minden vagasra zx = 0. Fenntartunk egy K vagéasok halmazat,
amelyeket Gsszehtuztunk, ezt jeloli a G' = G/K. Legyen E; a feszes élek halmaza és
Gy = (V', Ey). Az algoritmusban "Dekompozicio(Gf)" a strukttratételes algoritmus
meghivasat jelenti erre a grafra.

3.2.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy M € L, amelyet a Dekompozicio(Gy)-bél kapunk,
teljes pdrositds G ¢-ben. Ekkor M és az dsszehiizott komponenseken belili pdarositasok
kiterjesztésével optimdlis pdrositdst kapunk G-ben.

Bizonyitds. Mivel a feszes élek mentén talaltunk teljes parositast, igy ha x, > 0 akkor
Yu+ Yo+ D 2K = we, tehat teljesiil a (2) optimalitasi feltétel. Paratlan vagast akkor
hiazunk 6ssze, ha z, > 0, tehat (1) optimalitési feltétel teljestil. Ennél fogva az M és
a K-n beliili parositasok kiterjesztésével kapott parositas optimélis parosités. O

Megjegyzés. Egyszertien gy is lehet fogalmazni, hogy M péarositas kiterjesztése G-re
optimélis parositas.

Amennyiben M nem teljes parositas G s-ben, akkor G -nek megkapjuk a Gallai

“ e,

Legyen €; a legkisebb olyan Javités ami a D halmaz altal kifeszitett ¢l duél feltételén
megengedett, €3 olyan, amely D és C' kozotti él dual feltételén megengedett és €5 az
A-beli paratlan vagasokra irt dual valtozokon megengedett javitas.
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e Ha ¢ = ¢; akkor D-be bekeriil egy paratlan alternal6é kor. Ez egy aktiv vagas
lesz (hiszen beliil teljesen ki van parositva) és sszehuizzuk egy csicesa. Ennek
a csticsnak a szomszédai A halmazbeliek, tehat a dekompozicion valtoztatni
kell.

e Ha ¢ = ¢y akkor bekeriil egy 1j feszes él a gratba amely D és C' kozott megy.
Tehét Gy-re mar nem teljesiil a korabbi dekompozicio.

e Ha e = ¢3 akkor egy A-beli 6sszehtizott komponenst felfijunk hiszen valamely
K-ra zx kinullazodik. Mivel a felfijt komponens beliil van kiparositva, az
A cstcsai pedig csak D-beliekkel parosithatok Gy-re nem teljesiil a korabbi
dekompozicio.

A [3.4) abran lathato, hogy a dual feltételt a parositott éleken nem rontja el a javitas.

3.2.2. Tétel. Az algoritmus véges sok lépésben megdll és optimdlis mazimdlis sulyu
teljes pdrositdst ad.

Bizonyitds. Minden iteracioban legaldbb egy 1j feszes él keriil be a grafba, vagy egy
aktiv vagast Osszehtzunk vagy egy deaktivalt vagast felfajunk. A lehetséges feszes
élek szama és az aktivva valo paratlan vagasok szama véges. Mivel nem ismételgetjiik
ugyanazt az allapotot, igy az algoritmus véges idében leall.

A dual megengedettség minden iteracié utan megmarad.

kovetkezményeként leallaskor optimalis parositast kapunk. O

Megjegyzés. Az algoritmus lathatéan nem feltétlentil egészértéki duélis optimumot
eredményez egész sulyozas esetén. (Ha példaul az inicializalasnal méar optimumban
vagyunk). Ettdl fliggetleniil tovabbra is teljesiil tétel: létezik olyan dualis
optimum, amely egészértékid. Természetesen a 2. fejezetben targyaltak szerint a
poliéder leirasa alapjan csak egész primél optimumok léteznek.

Az elbb leirt algoritmus korvonalat Marshall és Cunningham |CM78| cikkében
leirt ,primal algorithm” adta, annyi kiilonbséggel, hogy a szerzék az Edmonds szirom
Osszehizo algoritmust vették alapul. A cikkben leirt algoritmus alkalmas volt a
tétel bizonyitasara.
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4. fejezet

Visszavezetés titkeresésre

4.1. DFS alapt parositaskeresés

Ebben a fejezetben modernebb megkozelitést mutatok be [Blulb| cikke alapjan. A
felépitésben torekszem a korabbi fejezetekhez tartani magam, elGszor megmutatok
egy maximalis elemszamu parositast megkeresé algoritmust majd a sulyozott esetet
mutatom be.

Jelolés. Az uv él irdnyitott graf esetén az u kezdGponti és v végpontu iranyitott élt
jeloli.

A kovetkezd DFS-alapu algoritmus alapotlete jol megmutathatd a paros grafok
esetén. Legyen G = (AU B, E) paros graf és M C FE parositas G-ben. Vegytink fel
egy s és t csucsot, és iranyitsunk minden M-beli élet A-bol B-be a tébbit pedig B-bdl
A-ba. Minden M é&ltal fedetlen v € B cstucsba vegyiink fel egy sv irdnyitott élet,
és minden u € A M altal fedetlen csticsra vegyiink fel egy ut irdnyitott élet. Ekkor
konnyen latszik, hogy tetszéleges - az irodalomban egyszertinek nevezett - ut s-bél
t-be megfeleltethets egy javitd dtnak M-re nézve. Ezt az utat specidlisan DFS-sel
meg lehet talalni. Az el6z8 mintajara a célunk G = (V, E) altalanos graf és M C E
parositas esetén az, hogy készitsiink egy (G, irdnyitott paros grafot, amelyben ponto-
san akkor létezik - bizonyos tulajdonsagokkal rendelkezs - s ~» ¢ 1t ha létezik G-ben
javito at M-re nézve.

4.1.1. Definicié (konstrualt graf). Minden v € V-re vegyiink fel két cstcsot: [v, A
és [v, B]. A jelolés egyszertiségéért innentdl [v, A]-t va-val jelolom, és [v, B]-t vg-vel,
és csak sziikség esetén térek vissza az eredeti jelolésre. Minden uv € M élre vegyiik
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4.1. abra. G konstruélésa

fel az uqvp és vaup irdanyitott éleket, és minden wz € £\ M élre vegytik fel az wpzy
és zgw, iranyitott éleket. Minden M &ltal fedetlen v cstcsra G-ben a G'-ben vegyiik
fel az svp iranyitott élt, és minden M altal fedetlen u cstiicsra G-ben vegyiik fel az
uat irdnyitott élt. Az M parositasra nézve G-bdl konstrualt grafot Gp,-mel jelolom.

Gy konstrualasra lathato példa a abran. Azonban észre lehet venni ezen az
abran, hogy egy sima s ~» t Ut nem feltétlen lesz egyaltalan utként értelmezhets
az eredeti G grafban, ugyanis megtorténhet, hogy az ut sordn a cstics mindketts
maéasolatat meglatogatjuk. Az abran a zolddel jelolt at a vy mindkett6 méasolatét
meglatogatja. Ennélfogva természetesen adodik a kdvetkezd definicid bevezetése.

4.1.2. Definici6. Egy P ut erdsen egyszerd Ut a G, graftban, ha egy G-beli
csucsnak a két masolatabol legfeljebb egyet latogat meg.

4.1.1. Tétel. A G = (V, E) grdfban M C E pdrositdsra pontosan akkor létezik javito
ut, ha a Gy grafban létezik s ~» t erdsen eqyszerd 1it.

Bizonyitds. Legyen P = (v, vy, ...,v;) javitd it M-re nézve G-ben. Ekkor vy és vy,
fedetlenek M &ltal tehat Gp, élhalmazaban benne vannak az svy g és vy 4t iranyitott
¢lek. Konstrukciobol adéddéan a vy g, v2 4,v3 5 ... Ux 4 benne van Gy-ben, tehat 1é-
tezik s ~~ t erésen egyszert tut.

Legyen Q@ = (s,u1,p,U2.4,-..usa,t) erésen egyszerd s ~» t ut Gpy-ben. Ekkor G-
ben u; g és u; 4 eredeti csticsa fedetlen volt. Tovabba ha w; g, u; 4 egymést kovetets
csicsok ()-ban akkor konstrukcié szerint G-ben az eredeti cstcsok kozott mend él
nem M-beli. Ugyanigy ha w, 4, u, p Q-beli egymast kovets csticsok akkor M-beli az
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eredeti csiicsok kozott mend él. Mivel () erésen egyszerd igy az eredeti csticsokbol
allo (uq, ug...up) Ut javité ut M-re nézve. O

Mivel ebben a grafban erdsen egyszerii utat kell keresniink, ezért a hagyoméanyos

DFS algoritmustol el kell térniink és az alabbi algoritmust, az MDFS-t (Modified
Depth First Search) fogjuk hasznalni. Miel6tt ratérnék az algoritmusra, néhany fo-
galmat érdemes bevezetni.
Az iranyitott grafokon futattott DFS fahoz hasonléan az MDFS is felépit egy fat,
ami altal az éleket tudjuk kategorizalni. Legyen K egy stack (verem), amiben elta-
roljuk, hogy mely cstcsokat latogattuk meg. Jelolje TOP(K) azt a csticsot aminek a
szomszédait jelenleg vizsgaljuk, és e = (TOP(K), [w,Y]) olyan él amelyet még nem
vizsgaltunk. Legyen e = [v, X],[w, X]| (ahol X a mésik halmazt jeldli mint ami X)
Ekkor

1. X = A= vwe M ekkor vw faél
2. X=B
(a) [w, A] € K ekkor vw hatraél
(b) [w,A]l ¢ K,[w,B] € K

i. ha [w, A] mér volt K-ban akkor vw keresztél
ii. ha [w, A] nem volt még K-ban akkor vw gyenge hatraél

(¢) [w, Al ¢ K, [w,B] ¢ K
i. [w, A] mar volt K-ban akkor vw el6re él vagy hatraél
ii. [w,A] nem volt még K-ban akkor vw faél.

Ahol
e a faél olyan 1j [v, X] csticsba vezet, amelynek [v, X] nem Gse a keresés soran

a hatraél leszarmazotthoél Gsbe vezetd él

gyenge hatraél olyan 1j v, csticsba vezet, melynek Gse vg

eldreél 6shdl leszarmazottba vezets él, amely nem faél

keresztél amely olyan csiicsokat kot 0ssze akik kozott nincs Gs-leszarmazott
viszony
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4.2. abra. élek kategorizalésa

Az 6s-leszarmazott viszonyt a megszokott mélységi szam és befejezési szam hatarozza
meg ugyanigy mint amikor DFS-t futtatunk irdnyitott grafokon. Lényeges kiilonb-
ség valdjaban egy helyen figyelheté meg: elGfordulhat, hogy keresés soran egy olyan
1j cstucsba érkeziink, amelynek a masik mésolatat méar bejartuk, ezek a gyenge hat-
raélek. Pont ezt szeretnénk elkeriilni ahhoz, hogy erésen egyszerd utakat talaljunk.
Az abran szinekkel jeloltem az adott éleket.

Az algoritmus informélis részletezésében vegyiik a megszokott DFS algoritmust,
és megmutatom, hogy az el6bb ismertetett esetek koziil mikor tériink el téle.

2.b.ii. eset.
Ha vpw, gyenge hatraél, akkor egész egyszertien nem pusholjuk wy-t, azaz nem
rakjuk a stack tetejére. Azonban vegyiik észre, hogy a gyenge hatraél el6tti rész,
azaz P : s ~» vg Ut erGsen egyszerid. Tovabbé ezen az uton rajta van wg. Mivel
paros a graf, P-nek a wp és vg kozotti részén biztosan van A-beli x4 csics. Ek-
kor minden ilyen A-beli z4-ra amely rajta van P-n x4 ~ wy Ut erésen egyszert.
Ekkor azt mondjuk, hogy az algoritmus felfedezte az x4 ~~ w4 erésen egyszerti utat.

2.c.1 eset.
vpwy €It vizsgaljuk, ahol w, mar volt K-ban, tehat benne van a faban. Ekkor
eléfordulhat az az eset, hogy wa-bol uy-ba vezet erGsen egyszertd ut, de ezt csak
felfedeztiik, az el6z6 eset miatt us-t nem raktuk bele a stackbe (mert up benne
volt a stackben, amikor az ua-t felfedeztiik w-bdl). Ekkor vegyiik észre, hogy s ~~
VpWwa ~> Uy Ut erdsen egyszerd. Ebben az esetben elvégezziik a PUSH (ua)-t. Ezt
a muveletet a faban is "jelolni kell" és szemlétesen ekkor behuzunk egy (vpua)w,
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gyenge hatraél

4.3. abra. 2.c.i eset, kiterjeszthets él

ugynevezett kiterjeszthetd élt (4.3). Ezzel az éllel helyettesitjiik a wy ~» uy erésen
egyszerud utat. Megjegyzés, hogy tobb ilyen 1t is lehet.

4.1.3. Definici6. Az MDFS algoritmus soran bejart élek alkotjak a T MDFS-fat.

4.1.4. Definici6é. Ha a T' MDFS faba belerakjuk az Osszes hatra-, gyengén hatra-,
elére- és keresztéleket illetve minden kiterjeszthets élet helyettesitiink minden nekik
megfelel§ erdsen egyszerd utakkal, akkor megkapjuk a kiterjeszett MDFS fat amit
Tewt JelOl

4.1.5. Definici6é. Azt mondjuk, hogy az MDFS konstrualt egy P erdsen egyszerd
utat ha K-ban benne van P 1gy, hogy minden kiterjeszthets él egy neki megfeleld
erGsen egyszerd uttal van helyettesitve.

Az algoritmus leirdsdhoz méar csak egy tennival6 van hatra: hogyan hatarozzuk
meg w4 csicsot amikor 2.c.i teljesiil?

4.1.6. Definicié. A wy € V' cstcsra az L, az a halmaz, amiben minden olyan
uy € V' benne van amelyek teljesitik az eset feltételeit, tehat van erésen egyszert 1t
wa ~ ug, PUSH (us)-t nem végeztiik el, POP(ug)-t mar elvégeztiik.

Megjegyzés. Az L,,, halmazban lényegében az a cstcs van benne, ahova az MDFS
felfedezett erGsen egyszert utat w4-bol. Késébb meglatjuk, hogy egyetlen ilyen cstics
van.

Az alabbi kodrészletben egyelére fetlételezziik, hogy minden L,,, halmaz helyesen
meg van hatarozva, részletes leirasa ennek a kezelésére a kovetkezd fejezetben lesz.
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Algorithm 4: MDFS

Input: Gy = (V', Ep) graf
Output: erdsen egyszerid s ~» ¢ ut
stack K < 0
PUSH(s)
while K # () és nincs s ~ t 1t konstrudlva do
| SEARCH()
Procedure SEARCH
if TOP(K )=t then
| konstruéljuk meg P erdsen egyszerid s ~» t utat
else
TOP (K)-t megjeloljiik "pushed"-ként
foreach [w,Y] € N[TOP(K)] do
if Y = B then
PUSH([w, B]);
SEARCH() // 1. eset

else
if [w,A] € K then
L continue // Nem hivjuk meg a PUSH()-t, 2.a eset

else
if [w, B] € K then
L continue // 2.b eset

else
if [w, A] "pushed" then
while L[w,A] 7§ @ do
[u, A] Lijw,a) ;
PUSH ([u, A]);
SEARCH() // 2.c.i eset

else
PUSH([w, A]);
| SEARCH() // 2.c.ii eset

PBP(K);
| POP(K);

33



4.4. abra. példa a 2.c.i esetre

Az algoritmus leirasaban jeloltem az eseteket, hogy mely él esetén milyen mtve-

letet végziink el. N|x] az x cstcs szomszédait jeloli. Egy észrevételt kell még tenni,
hogy a SEARC H végén kétszer kell PO P-olni a stack tetejérsl, mert egy parositott
¢l mindkét végpontjat ki kell venniink.
Miel6tt ratérnénk a helyességre, lassunk egy egyszert példat a kiterjeszthets élek
sziikségességére és a 2.c.i eset teljesiilésére. A [1.4) abran elészér az 1. csiuesbol indit-
juk az MDFS-t és korbe értiink, a kozépss abran az MDFS faban a piros él gyenge
hatraélet jelol. A kovetkezs keresés a 4p cstcsbél indul, ami a 34 csticsba talél élt,
azonban 3 4-bol van erésen egyszerti 1t 14-ba. Igy felvessziik a (4p,14)s, kiterjeszt-
hetd élet és t-be jutunk. Ezzel megtalaltuk a (4, 3,2, 1) javito utat.

Az algoritmus helyessége |Blulb|
Az alabbi bizonyitédsok bar Osszetettnek ttinnek, mindegyik az MDFS stack idgbeli
felépiilésének szabalyan alapul. Azaz, ha feltételezziik, hogy valamelyik &llitas el-
lentetje megtortént, akkor mindig a stack felépiilésének sorrendje - azaz a cstcsok
bejarasa és befejezése - alapjan keriiliink ellentondéasra.

4.1.2. Lemma. Tegyiik fel, hogy a PUSH(va) lépésig az algoritmus csak erdsen
egyszeri utakat konstrudlt, tovdabbd azt, hogy va eredeti csicsa M dltal fedett. Ekkor
azon wg-re amire vawg € Ey biztosan PUSH (wg) kovetkezik és az erdsen eqyszerd
tulajdonsdg megmarad.

Bizonyitds. Mivel vy és wp az eredeti grafban parositott csticsok, igy egyértelmien
wp a kovetkezs csucs akit vizsgalunk. Tegyiik fel, hogy PUSH (wg) elrontja az
ergsen egyszertiséget. Ekkor a v,-ig vezeté tton valahol szerepl wg. Node Gy
konstrukcidja miatt wp-t csak v-bol érhettiik el. Tehat vg rajta van a v4-ig vezets
uton, ami ellentmond a feltételnek miszerint PUSH (v4) lépésig minden ut erGsen
egyszer. O]
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4.5. 4bra. 2.c.i eset abrazolasa a lemmaban

4.1.3. Lemma. Legyen ug € V' amire PUSH (up) végrehajtodik. Tovdbbd, amikor
POP(ug)-t végrehajtuk, addig minden konstrudlt it erdsen eqyszerd. Legyen x, € V'
olyan csics, hogy amikor ug-t felfedezzik (pusholjuk) akkor van egy erdsen eqyszerd
P it (ug,va,...xa). Ekkor up befejezését megeldzi x4 felfedezése. (PUSH (x4) eldbb
torténik meg mint POP(ug)).

Megjegyzés. A lemma azt jelenti, hogyha van erGsen egyszert ut egy A-beli felfedezet-
len csticsba egy B-beli csticsbol akkor azt megtalaljuk. Ugy is lehet fogalmazni, hogy
PUSH (z4) és POP(x4) miveletek koziil vagy mindkett6 POP(up) el6tt torténik
meg, vagy mindketté a PUSH (up) és POP(up) kézott torténik meg.

Bizonyitds. Indirekt tegytik fel, hogy nem torténik meg a PUSH (x 4) miivelet POP(up)
elstt és vegylk P = (up,va,wp, ...t 4) legrovidebb ellenpéldat. Ekkor az e = ugvy
élt el6bb vizsgaltuk meg minthogy elhagytuk volna ug-t. va-t és vg-t még nem fe-
deztiik fel (nincsenek K-ban) mert P erdsen egyszert. Tehat a 2.c esetben vagyunk.
Ha va-t belerakjuk K-ba, akkor az algoritmus szerint biztosan wp fog kovetkezni.
Tehat PUSH (wg) végrehajtodik és vegyiik észre, hogy wp-t8l  4-ig vezetd 1t is erd-
sen egyszerd. Ez egy P-nél rovidebb erdsen egyszeri ut, tehat PUSH (z 4) megel6zi
POP(wg)-t. Ennélfogva megelézi POP(up)-t is ami ellentmondas.
Ha nem rakjuk be v4-t a stackbe akkor 2.c.i esetben vagyunk. Menjilink arra a részre,
amikor a while ciklus véget ér, azaz Ly, ) = . Mivel z4-t nem pusholtuk, igy van
egy olyan els6 z4 cstics a P uton akit soha nem pusholtunk. Legyen a P-n z4-t
megeléz6 cstucs yg, mint a abran. Ekkor minden cstucsot upg-t6l yg-ig pushol-
tunk és minden élét az dtnak ezen a szakaszén vizsgaltuk. Tehat ezek a cstucsok és
élek benne vannak 7.,,-ben és az ug ~~» yg Ut benne van T,,,-ben. Tovabba ygz4 él
gyenge hatraél mert z4-t nem pusholtuk. Definici6 szerint az algoritmus felfedezte az
up ~ z4 utat. Mivel ez egy gyenge hatraél ezen az uton, igy amikor felvettiik upg-t
akkor nem volt zp a stackben tehat mar POP(zp) megtortént. Tehat van erésen
egyszerd Gt v4 ~» z4, 24-t nem pusholtuk, és up-t pusholtuk, ennélfogva z4 € L, 4.
Ez ellentmond annak, hogy L, 4 tires.

O
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4.1.7. Definicio. Az S = (wy, wy...wy) G-beli ut hatra atjar(S) = (r(wy), r(ws)...r(wy)),
ahol
t ha w; = s
r(w;)) =< s ha w; =t
[wi, X] ha w; = [w;, X]

Megfigyelés: erésen egyszert ut héatra dtja is erésen egyszert.

4.1.4. Lemma. Legyen ug olyan csiucs amit pusholtunk, tovabba amikor elhagytuk
akkor minden konstrudlt it erdsen eqyszerd. Tegyiik fel, hogy létezik P = vy ~~
wp ut amely erdsen egyszerd amikor PUSH (ug)-t elvégezziik. Tegyiik fel tovdbbd,
hogy upva € Ey, wpua € Ey. FEkkor minden [z, X]| € P-re PUSH([z, X]) és
PUSH ([z, X]) elobb végezziik el mint POP(up)-t.

Bizonyitds. Vegyiik ugvs €l és P utat. Ez feltétel szerint teljesiti feltételeit.
Tovabba mivel wgua € Eyy igy upwa € Eyy. Vegyiik upwa-t és r(P) utat, amelyek
megint teljesitik feltéleit. Tehat valoban minden [z, X] € P-t illetve [z, X |-t
pusholtunk miel&tt elhagytuk volna up-t. ]

4.1.5. Tétel. |L,,| <1 VYw, eV’

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy létezik olyan wa,z4,ya € V', hogy Ly =
{za} a POP(yg) el6tt, és L,,, = {xa,ya} a POP(yg) utan. Legyen az MDFS futé-
sa soran ez az elsé el6forduld ilyen eset. Tehat az algoritmus felfedezte P, : xp ~~ x4
és P, : yp ~ ya utakat. Tovabba w4 mindkét Gton rajta van.

Ha a P, utat azutan fedezte fel, hogy elhagytuk volna zp-t, akkor w, csak a 2.c.i
eset valamilyen alkalmazasa altal keriilhetett a P, ttra. Ekkor valamely w4 pusholva
lett, amely valamely més v,y csiicsbol erésen egyszertd () tton elérhets volt, azaz
us € L,,. Ekkor ennek az atnak a kiterjesztésével latszik, hogy wy € ). De ekkor
Ug € Ly, 4 teljesiil ug pusholédsa el6tt. wa-t azutan pusholjuk, hogy xp-t elhagytuk
volna. Tehat uy, x4 € L,,, a ketté miivelet kozott, ami ellentmondasra vezet, mert
talaltunk egy korabban el6fordulé ellenpéldat.

Tehat a P, utat POP(zp) el6tt fedezte fel az algoritmus. Vegyiik észre, hogy nem
lehet x5 € P, kiilonben Lemma alapjan x4-t el6bb pusholjuk minthogy elhagy-
juk yp-t, és ekkor x4 ¢ L,,, a POP(yp) utan.

Legyen r4 az els6 olyan cstics Pj-on, hogy nem egyezik meg a végpontokkal, és r4
vagy rp rajta van P,-en. Mivel w, mindkét uton rajta van, igy létezik ilyen r cstcs.
Vegyiik ketté P, utat @} és Q) részre, ahol szétvalasztja az utat r4. Tovabba va-
lasszuk szét a P, utat 1 és Qo részre aszerint, hogy r4 vagy rp van rajta. Ekkor
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4.6. abra. Keresztez6dés az r4 csicsnal

ha P,-en r4 van vegyik az R z-be vezets utat: (Q},74,Q2) kiilonben ha rp van
P,-en akkor R’ = (Q},74,7(Q1)) ami ugyancsak z4-ba vezet. Ezen felosztasok lat-
hatok abran. Mindkét esetben R erdsen egyszert (hiszen erdsen egyszerd utakat
konkatenaltunk) és yp illetve x4 teljesitik lemma feltételeit, tehat az x4-ba ve-
zetd egyszerd utat megtalaljuk, azaz PUSH (x4) megel6zi POP(yg)-t. Ennélfogva
xa ¢ Ly, a POP(yg) utan, ami ellentmond a kezdeti feltételezésnek. O

4.1.6. Tétel. Tegyiik fel, hogy Ly, = ua. Ekkor PUSH (ua) utdn mindig igaz, hogy
LwA = Lu,A

Bizonyitds. ua pusholasakor teljesiil, hogy L,,, = L, ,. Azt mutatjuk meg, hogy ez
tovabbra is fennall olyan PO P mitveletet kdvetGen, amely barmelyiket is megvaltoz-
tatna. Legyen POP(pp) az els6 ilyen mivelet. Jelolje K,,, ¢s K, , az MDFS stacket
rendre a wy és uy pusholasa utan. Legyen K' = K,,,\ K, ,. Konstrukci6 miatt up a
stackben van amikor u4-t pusholjuk, tehat up € K.

Vegyiik kiilon az eseteket, hogy pp a K melyik részébe esik. Ha pp a kozépsd rész-
be esik, azaz pp € K, ,\K’ akkor van olyan héatra-ut amelyre alkalmazhato a
lemma feltételei valamely ¢p csticesal amelyre g4 € K, ,\K,, és pa cstcsokkal. Igy
PUSH (uy) megelézi POP(qg)-t. Mivel qg € Ky, \ K" igy PUSH(p4) megel6zi
POP(pp)-t. Tehat POP(pp) nem valtoztat valtoztat egyik halmazon sem.

pp felill van, azaz pp € K'. Legyen TOP(K')-hoz legkozelebbi gp cstics amelyre
PUSH (q4) még nem tortént meg, amikor pusholtuk ua-t. pp ilyen tehat gp létezik.
Vegyiik a hétra utat gp-t6l up-ig. Eszrevehetd, hogy az MDFS talal egy us ~ ¢5
utat amelyben nincs benne q4. Tehét L, , = g4 a POP(gqp) utén, és igy qp = pp. Mi-
vel az algoritmus talalt egy wa ~» u4 utat amelyben nincsen ¢ igy L., = g4 = pa.
A stack also részében nem lehet pg, kiilonben PO P(pp) megelézte volna PUSH (u4)-
t. O

4.1.7. Tétel. Az MDFS csak erdsen egqyszerd utakat konstrudl.
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Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy konstrual nem erésen egyszert utat. Ezt csak
a PUSH mivelet tudja elronta. [4.1.2] miatt ez csak olyan él esetén torténhet ami
B-b6l A-ba mutat, pl.: vgwa. Tegyiik fel, hogy PUSH (w,) elrontja az erésen egy-
szerliséget, azaz wp rajta van a jelenlegi P keres¢ tuton. Ez a 2.c.i egy korabbi
alkalmazasabol eredhet, a jelenlegi épitésben 1évG keres ttnak van egy () részitja
amin rajta van wg. Ekkor van olyan u, cstcs amelyre alkalmaztuk a 2.c.i esetet,
tehat () hozzéadasa a jelenlegi keres6uthoz PUSH (uy)-val tortént meg. Ekkor ve-
gylk észre, hogy a wg és up csicsok a P-re nézve teljesitik a feltételeit. Tehat
ezek szerint POP(ug) el6tt meg kellett torténnie mar PUSH (w4)-nek, ennélfogva
kordbban tortént meg mint PUSH (uy) ami ellentmondashoz vezet. (Lényegében
amikor a @) részutat jartuk, akkor mar meg kellett torténnie PUSH (wy4)-nek).
Tehat legyen w, "pushed"-ként megjelolve és 2.c.i tovabbra is fennall. Tudjuk,
az tétel szerint, hogy |L,,| < 1, és egyszertiség kedvéért halmaz helyett le-
gyen egyszerten L,,, = us. Az eset kezélése miatt amikor elvégzi az algoritmus a
PUSH (u4)-t, akkor egy kiterjeszthets él mentén teszi ezt, azaz van @) erésen egy-
szerd ut amely wg ~> ua. L,, definiciojat felhasznalva teljesiilnek lemma
feltételei, azaz @ minden kozbiils6 [z, X] csucsara a PUSH([z, X]), POP([Z, X]),
PUSH([z,X]) és POP([z, X]) mar mind megtdrténtek, és ezen csticsok koziil egyik
sincs K-ban. Tehat w4 pusholésa a kovetkezé esetben rontja el a helyességet: 1étezik
[p, X] a wa ~> uy Gton és egy olyan Q' részut, amely 2.c.i altal keriilt bele a keress-
ttba, hogy [p, X] € Q' vagy [p, X] € Q'. Mivel a parositasra tekintve egy végpontja
az élnek Gj-ben meghatarozza a masik végpontjat feltehets, hogy pa € Q'.

Legyen v/, € K olyan, hogy PUSH (u/,) ltal keriil be . Igy u/, pusholasa elstt
L,, = uy. Azonban ps-t ugy valasztottuk, hogy L,, = ua, és tétel miatt igy
Ly, = Ly, mindig fennall miutan u/y-t pusholjuk. Tehat L, = ua. Ez azt jelen-
ti, hogy POP(u/,) méar megtortént, igy v/, ¢ K ami ellentmond annak a kiindulési
feltételnek, hogy vy € K. O

4.1.8. Tétel. Az MDFS pontosan akkor konstrudl s ~» t erdsen egyszerd utat, ha
ilyen 1t létezik.

Bizonyitds. Legyen P = (s,v g, V1 4,V] g--rs Uy_1 g, Ur,a,t) erfsen egyszerd Gt. Az
nyilvinval6, hogy (svy p) élet megvizsgilja az algoritmus és v p-t pusholja. vj p
&s vy 4 teljesitik [.1.3] feltételeit a P-nek s és t kozé esS részére. Emiatt az MDFS
pusholja v, 4-t és utana t-t is. Tehat egy s ~» ¢ utat konstrualt az algoritmus és [£.1.7]
tétel miatt csak erGsen egyszerd utakat konstrual az MDF'S. [

Ezzel kész a helyesség bizonyitasa. Osszehasonlithato a korabbi algoritmusokkal,
hogy bar az MDF'S algoritmus 6tlete elegans és expliciten nem tamaszkodik nehezebb
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grafelméleti tételekre, a bizonyitas ennélfogva joval technikaibb és Osszetettebb.

4.2. Implementalhatosag

Az MDFS algoritmus térgyalasdbol mar csak az hianyzik, hogy az L, halmazt ho-
gyan hatarozzuk meg, és a P utat hogyan rekonstrualjuk, azaz a kiterjeszthets éle-
ket hogyan kezeljiik. Ebben a fejezetben bemutatom az implementacionak a tritkkos
részleteit, amivel lathato lesz, hogy az algoritmus valoban hatékonyan alkalmazhaté
és észrevesziink kapcsolatokat a korabban leirt Edmonds-algoritmussal.

Legyen T' fa adatstruktura amiben az MDFS fat taroljuk, ekkor mindenkinek van
egyértelmi sziilgje. A K stack megfeleltethetd egy egyértelmd utnak s-t61 TOP(K)-
ig, ahol a TOP egy pointer. Egy triikkk van, hogy amikor POP(K)-t végezziik el,
akkor végezziik el direkt a miiveletet, hanem a TOP(K) pointer mozgatjuk eggyel
lejjebb. Amikor PUSH miiveletet végziink akkor a TOP(K) egy 1j levélre mutat.

L, kiszamoldsa.
A korabban leirt és lemmak miatt a kovetkezd két esetben kell az L,,-t

frissiteni: (természetesen w := wy
e ha L, = u, akkor PUSH (ua) utan L, := ()

e ha POP(ug) utan L, = us és PUSH(ua) nem tortént meg, létezik erdsen
egyszeri w ~> ua Ut aminek nem része up (tehéat teljesiilnek 2.c.i feltételei)
akkor a T..i-en egy visszafele keresést inditunk.

Az utébbi miveletet a konstrualt graf és MDFS algoritmus szabéalyai alapjan fino-
mitani tudjuk. Ha a visszafele keresésen elérjiik az upg-t akkor egy ,backtrack” soran
tudjuk frissiteni megfelelGen az L,, halmazokat, hiszen megkapjuk, hogy melyek azok
a csucsok akik up-bdl elérhetsk és erGsen egyszert tton elérik az u4-t. Tovabba ami-
kor 2.c.i esetet részleteztem, jegyezziik meg, hogy az 0sszes ilyen utat meg kell talalni.
Ehhez el6szor is vegyiik észre, hogy a P : wy ~» uy erésen egyszerd tut

1. gyenge hatraéllel végzsdik.

2. az utolso él el6tti részen mindig faélek nemiires sorozatat szakitja meg egy-egy
keresztél vagy hatraél vagy eléreél.
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Ennélfogva bevezetjiik a kovetkezs halmazokat:

R,, = {vg € V' | vpva € E); gyenge hatraél}
E,, ={vp € V' | vgqa € E\ keresztél vagy el6reél vagy hatraél}
D,, ={pa € V'|L,, = qa kordbban teljesiilt}

Az utobbi arra lesz hasznos, hogy bizonyos részutakat kihagyhassunk. tétel
kovetkezményekeént, ha Dy, C Dy akkor L,, = L

qA-

4.2.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy D,, legnagyobb vagy jelenlegi ha D,, ¢
Dy, Vay € V'\{qa}.

4.2.0.1. Kévetkezmény (4.1.5). Minden pa legfeljebb egy legnagyobb D,, halmaz-

ban lehet benne.
Ennek segitségével L, , kiszadmolasa a kovetkezéképpen irhato fel
1. legyen g4 olyan, hogy pa € D,, és D,, legnagyobb.

2. ha nem létezik g4 akkor L,, := 0.
qa ha gs-t még nem pusholtuk

Kiilonben L, := 0 kiilonben

Legyen
L ={pa € V'|L,, # 0 valamikor teljesiilt}

Ha p4 € L akkor néhény csicsot kihagyhatunk a keresés soran, hiszen a p4-ig mar
helyesen meghatéaroztuk az L,, halmazokat.

Készen allunk a POP(ug) utani hatrafele keresés leirasara. Ehhez a P : wy ~» uy Gt
vizsgalatat tobb korben tessziik. Az els6 korben csak gyenge hatraéleken és faéleken
keresiink, tehat csak az olyan utakat konstrudlunk amelyekben nincsen keresztél vagy
hatraél vagy eléreél. A méasodik korben latszodni fog, hogy olyan utakat konstrua-
lunk amelyekben pontosan egy eléreél vagy hatraél vagy keresztél van és igy tovabb.
Legyen T, azon csticsok halmaza akiket a visszafele kereséskor mar vizsgéltunk. Ha
ilyen csticsba érkeziink akkor onnan nem kell folytatni a keresést.

Az els6 korben a gyenge hatraélen elindulunk és csak fadleken keresztiil megytink

amig tudunk. Az i. korben vegyilink egy vgqa € E,, ahol L,, = ua az (i — 1).
korben. wvg-bdl faéleken folytatjuk a visszakeresést amig egy T, U up cstcsba nem
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up v

qa pa TA

4.7. 4bra. forditott éleken utkeresés

iitkoziink.

Ha egy pa € L csticsba érkeztiink, akkor meghatarozzuk a legnagyobb D, -t amire
p € D,,. Ekkor rp-re nézve folytatjuk a korabbi eljarast, azaz r4-bol a gyenge
hatraéleken visszafele elindulunk és igy tovabb. Vegyiik észre a tétel alapjan
minden x4 € D, ,-ra L,, = L,, és L,, = uy tehat L,, = ua. A keresést abrazoltam
a abran. (A szinkodolas megegyezik korabbi abrakon latottakkal). Tovabba
az algoritmus |b| pszeudokodjat leirtam, egy kis kiegészitéssel amit a tovabbiakban
targyalok.

A keresést egy (Q sorral rendezziik, ami a kovetkezd kor kezdd cstucsait tartal-
mazza. (Mindig onnan folytatjuk, ahol az el6z6 kor elakadt). Az i. korben a sor
hatuljara tessziik az (i + 1). kor kezdd csucsait.

Végezetiil az emlitett halmazok megfelel§ frissitését kell kezelni. Ezt az alapjan
tessziik, hogy az MDFS melyik esetben van amikor élt vizsgal.

Eset Halmaz frissités
1. Nem frissitiink.
2.a. EwA = EwA U{UB}
2.b.i. E,, = FE,, U{vp}
2.b.1i. Ry, = Ry,, U{vg}
2.ci
Ly, #0 Nem frissitiink.
L,,=0 E,, =F,, U{vg},haws¢ L
2.c.ii. Nem {frissitiink.

PUSH(u4) Nem frissitiink.
POP(ug) D,, :={pa | az MDEFS felfedezett egy ps ~~ p, utat, amiben nincs vg}
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P : s ~~ t it rekonstrukcioja.

ElGszor is a 2.c.i esetre kell visszagondolni. Amikor egy vpw, kiterjeszthetd élet
vesziink fel - azaz PUSH (u4) torténik meg a @ : wy ~» uy erésen egyszeri ut miatt
- akkor jel6lniink kell, hogy a vgw,4 €l hasznalatban van. Ezt tgy tessziik, hogy a
stackben vg-hez hozzavessziik ezt az élt, tehat a stackben vg helyett ((vpwa),vp)
ugynevezett kiterjesztett cstics fog szerepelni.

Tovabbéa annak a bizonyos () ttnak a rekonstrukcidjat a kovetkezd valtozo fogja le-
eht6vé tenni, amit a kordbban ismertetett L,,, halmaz szdmolasakor tudjuk frissiteni.

4.2.2. Definici6. r4 € V'-re P, az az él amely befejezi azt a faélek sorozatat amely
sorozat tartalmazza azt a faélet amelynek végpontja 4.

Masképpen r4-bol elmegyiink az elsé nem faélig. Ezzel készen allunk a rekonst-
rukciora:
Legyen P : s ~~» t erGsen egyszeri ut az MDFS faban. 7T-ben minden cstcsnak
egyértelmd sziilGje, igy az ut végpontjabol kezdjiink el visszafele haladni. Ha faélen
haladtunk akkor semmit nem kell tenni. Azonban ha észrevesziink egy kiterjesztett
csucsot, akkor meg kell talalnunk a @) : wa ~» uy utat és hozza kell venni a vgw,
élt. Az el6bbit ugy tessziik, hogy vessziik P, ,-t, aminek legyen a kezd§ és végpont-
ja rendre PiA = xp, PiA = y4. Rekonstrualjuk a részutat wa-tol xp-ig, majd
rekonstrualjuk a részutat y-tol Py1 -ig ¢€s igy tovdbb amig meg nem talaljuk wa-t,
mint a [4.§ dbran. Ez egy standard rekurzios modszer ami altal a helyességét nem
sziikséges részletezni. |Tar83)|

2
WA Ya PyA
7“_\,\) /\\ / ¢
'U./ , s 1
B B
PZ/A

4.8. 4bra. Ut rekonstrualésa

Az alabbi algoritmusban leirtam, hogy a visszakeresés hogyan torténik és az L
illetve legnagyobb D, szamolasa hogyan torténik. Tovabbd a PATHING eljarasba
(ami a visszakeresés) beleirtam, hogyan szamoljuk ki a P, halmazokat. Ezt az el-
jarast az MDFS [] abba a kontextusaba kell elhelyezni, hogy a korabbi tablazatban
leirt halmazfrissitéseket és a csucsok kiterjesztését az MDFS pszeudokédban meg-
jelolt esetek részeiben elvégezziik, és a visszakeresést a szomszédok vizsgalatanak
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befejeztével hivjuk meg (a két POP miivelet el6tt). A célom az alabbi pszeudokod-
dal, hogy az L,, halmazok, a P, viltozok és D, halmazok kiszamolasa kovethet6bb
leirast kapjon.

Algorithm 5: Visszakeresés
// TOP(K) = wvg
Input: v, vp, valamint az MDFS altal frissitett R, FE, L halmazok
Output: D halmazok és P-k frissitése

L. :=wvyu;
Dy, = 0;
Q=10

foreach g5 € R,, do
L PATHING (gg,v4,VR);

while Q # 0 do

ka < Q;

foreach qp € E), amit nem wvizsgdltunk visszakereséskor do
| PATHING(gg, ka, vp);

Procedure PATHING()

P = (unA)>

<B = 4B;

while nincs T, U xzpg elérve do

[2p]-bdl faéleken visszafele keresiink amig L U T, U xp-beli csticsba

nem iitkoziink;
if ya & L elérjik a visszakeresés sordn then
DLC = DLC ULu {yA};
P, = F;
| Q< ya;

if ya € L elérjiik visszakeresés soran then

D, , alegnagyobb amely tartalmazza y4-t.;
DLC = DLC U DTA;
| *B ‘= TIB;

Az algoritmus lépésszama: maga az MDFS elvégezheté O(n + m) ahol n a csu-
csok m az élek szama (és Gy konstrudlasakor csak megkétszereztiik Sket) plusz a
D, halmazok kezelése. D, halmaz frissitésére a legalkalmasabb a Disjoint Set Union
- DSU |Tar83] adatstruktira. Osszesitve
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4.2.1. Tétel (|Blulb|). Az MDFS algoritmus implementdlhatd gy, hogy O(m + n)
a futdsideje és O(m + n) tdarhelyet haszndl.

4.3. Maximalis sulyt parositas MDF'S algoritmussal

Most bemutatom, hogy a korébbi fejezetben latott primal-duél modszert lehet alkal-
mazni az MDFS meghivasaval Blum [Blul5| cikke alapjan. Kideriil, hogy az MDFS
algoritmus bizonyos szempontbél a szirmokat kezeli.

Legyen G = (V, E), w : E — R nem-negativ sulyozasu iranyitatlan graf. Korabbi
fejezetben mar lattuk a péarositaspoliédert, és a duélisit azonban ennek az algorit-
musnak a targyalasanal kicsit mas szemszogbdl érdemes felirni a duélist.

4.3.1. Tétel ([Edm65a]). A

e >0 Vee FE

>z <l WweV
ecd(v)

K|—-1
Z Te S% VK CV ahol K pdaratlan, |K| > 3
e€i(K)

wax{ Y. .|

eckE

polidéder dudlisanak létezik olyan dudlis optimuma, melyben minden olyan K pdrat-
lan vdagds, amelyek dudlis vdltozoja pozitiv értéket kapott, lamindris halmazrendszert
alkotnak.

A fenti tétel az alabbi dualis valtozok bevezetését teszi alkalmassa:

YoeV .y, >0
VE; € F: z; > 0 ahol F paronként diszjunkt E-beli élhalmazok csaladja
Ekkor a dualis feltétel:

We < Yy + Yo + Z zi VYVe=w el
ice€E;
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ahol minden e = wuwv-re a jobboldali értéket d(u,v)-vel fogom jelélni mint dudlis
értéket. Legyen ¢(F;) a maximaélis elemszamu parositas értéke £y € F élhalmazban.

A dualis célfiiggvény:
PSS DERL )

veV E,eF

Az optimalitési feltételek koziil most harmat vesziink figyelembe:
L r(u,v) =w. —d(u,v) =0 VYe=uve M

2.y, =0 YoeV:dyw)=0

3. 2z > 0= |E;N M| = c(E))

Ezeket mar lattuk. Az els§ két feltétel a primalra felirt, mig a harmadik a dualra
felirt optimalitasi feltételbdl olvashato le.

Az algoritmus a kordbbi primél duél modszer mintajara épiil fel. ElGszor is konstru-
aljuk meg a G grafot, ahol minden élre rairjuk az eredeti élének sulyat (w.), dualis
értékét d(u,v) és redukalt koltségét r(u,v). Azokat az éleket Gp-ben, amelyeknek
redukalt koltsége 0, feszes éleknek nevezem (az s és t-re illeszkedd éleket feszeseknek
valaszthatjuk). A feszes élek mentén a G, grafban MDFS segitségével kerestink
erGsen egyszerd utat. Ha talaltunk, akkor javitunk az eredeti M parositason, ekkor
2. optimalitési feltétel javithato, mig a tobbi nem sériil. Az érdekes rész az, hogyha
nem taldlunk javité utat, akkor a dualis értékeket hogyan javitsuk.

Mit jelent az, hogy nem talalunk erésen egyszeri s ~~ t utat? Kz azt jelenti,
hogy az MDFS féban, T.,;-ben nincsen s ~~ t 1t . Ekkor szeretnénk 1j feszes
éleket létrehozni, ami azt jelenti, hogy a pozitiv redukalt koltésgd éleken valtoztatni
kell a dualt. Az optimalitasi feltételekbdl leolvashato, hogy ilyen uv élek az eredeti
grafban csak E\ M-beliek lehetnek és up € T,,. Legyen Vi és Vg a két cstucshalmaz
a Gp-ben. Legyen

AT = Tea:t N VA és BT = Text N VB

. Egyel6re hatarozzuk meg, hogy a dual feltételt hogyan kell valtoztatni d-val, és o
értékét majd késGbbiekben leirtak szerint hatarozzuk meg.
Az el6bbiek szerint minden olyan u csticsra, melyre ug € Br csokkentsiik y,-t d-val.
Ekkor persze a feszes éleken melyeknek végpontja Br-be vagy Ap-be esik vissza kell
allitani a feszességet, ehhez két esetet kiilonboztetiink meg.

1. a méasik v végpontjanak mésolata Ar-be esik, de nincs Bp-ben.

2. a masik v végpontjanak masolata Br-ben van.
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Az els6 esetben az olyan v cstucsokra, melyekre vy € Ar és vg ¢ Br az y,-t
noveljiik d-val. Ekkor ezek az élek nem keriilnek be a keresfaba - ami alatt a feszes
élekbdl alkotott MDF'S fat értem - és nem is keriilnek ki belSle. Ett6l még olyan élek
még bekeriilhetnek, amelyek a keres6fabol kilépnek, mint a abran lila szagatott
vonallal jel6lt élek.

A kettes esetben 20-val csokken, ekkor egy megfelels F; halmaz sulyat, z;-t kell 26-val
novelni. ElsGsorban hatarozzuk meg ezt az F; halmazt.

“._ .
Bet The_s
el Lais

BT:><:AT
o w0
_5-\<:—5
1o es

4.9. dbra. dual javitéas

A triikk az lesz, hogy a kordbban bevezetett legnagyobb D,, halmazt meg lehet
feleltetni egy megfelels E, halmaznak amin valtoztatni kell a dual értékét. Ugye
D,, ={pa: L,, = qa kordbban teljesiilt} azt indikalja, hogy a pa cstcsokbol olyan
alternalo utat talaltunk g4 csicsba amely egy kort zart be a keresés soran (hiszen
gyenge hatraéllel végzodott az ut). Legyen

D;A ={¢tU{peVipaeD,}

Dy, = {pa,pslp € D}

Ekkor ¢ az egyértelmtd olyan csiicsa D, -nak, amely egy halmazon kivili elemmel
lehet parositva. (Az |[LP86| konyv leirasa alapjan ez felel meg az un. szirom bazi-
sanak)

Nézziik azt, hogy egy 1t hogyan mehet keresztiil a f)q , halmazon. Legyen rq € M
amire v ¢ D; = egyértelmi parositott él. Egy P ut haromféle képpen mehet keresztiil
a Dq .- halmazon. Azt mondjuk, hogy P belép vagy kilép a [)p . halmazbol egy
parositatlan élen, ha a beléps vagy kiléps xgy4 élnek megfelels zy él nem péarositott.

1. P belép az rqp parositott élen, és kilép egy pérositatlan élen.

2. P egy parositatlan élen lép be és a garp parositott élen 1ép ki.
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3. P belép egy parositatlan élen és kilép egy parositatlan élen.

Ekkor gondoljuk meg, hogyha egy alternal6 ut belép ragp-n keresztiil, akkor ¢p-
re alkalmazva a t minden v € D; ,Tavg € Br! Tehat minden feszes él ami

D, ,-n beliil van 2¢-val csokkent. Tovabba kordbban megéllapitottuk a tétel
kovetkezménye és a legnagyobb D,, definicidja kapcsan minden vy € V' legfeljebb
egy legnagyobb D,, halmazban lehet benne, ennélfogva minden v-re legfeljebb egy
olyan legnagyobb D, , 1étezik, hogy v € Dy, .

Tehat legyen D,, legnagyobb, és ekkor

E,:= (D, x D, )NE

paronként diszjunkt halmazok.

Tehat ha egy halmaz duélis valtozojat kell névelniink egy ipja € Ejy feszes él mi-
att, akkor megkeressiik az F, ¢élhalmazt amire D,, a legnagyobb olyan halmaz, hogy
i,j € D;. Hasonloan az 0sszehtizas és felfjijashoz a korabban bemutatott primal-
duél modszerben most a kovetkezét kell tenni: Ha F, nincsen F halmazban, akkor
bevessziik 20 sullyal, kiilonben F-ben megkeressiik és noveljiik 20-val.

4.3.2. Tétel. Legyen ip,jp € Br, ipja €s jpia feszes élek. Ekkor létezik olyan
legnagyobb D,, halmaz, hogy i,j € Dy, .

Bizonyitds. két esetet kell megkiilonboztetni.

1. eset. Nem létezik P 1t s-bdl, amelyen 15 és jp egymaés leszarmazottai. Ekkor van
egy egyértelmi legutolsd kozos Gsitk up. (s nem lehet, mert akkor talalnank javito
utat). Legyen ug ¢ Ap és vegyik a Q : s ~ ug, P| : ugp ~ ig és Py : ugp ~ jp
utakat. Ekkor a 2.c.i esetre visszaemlékezve vegyiik észre, hogy a Q, Py, r(P;) és
Q, P, r(P;) mind az ua-ba vezetnek. Mivel uy ¢ T igy L;, = L;, = ua. D,,
Amennyiben uy € T akkor L;, = L;, = L,, mivel PUSH(ua) megtortént és
alkalmazzuk a [£.1.6] lemmat.

2.eset. Van olyan P ut s-bdl, hogy az egyikiik leszarmazottja a mésiknak példaul jp
leszarmazottja ig-nek. Legyen Q' : s ~» ig ut és R’ :ig ~> jp ut. Ha i4 ¢ Ap akkor
L;, =14 hasonléan az el6z6 esetbeli részletezésben (Q)',ip, ja, r(R') Gt i4-ba vezet).
Tehat L;, = ia azaz ja € D;,. Ekkor D], definici6jabol adéddan i, j € Dy .

Ha iy € Ap akkor megint L;, = L H

ja*
Tehat mindig tudunk talalni egy megfelel6 D,, halmazt, amikor a korabban tar-
gyalt 2. esetben egy él mindkét végpontja Br-be esik.
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Végezetiil azt kell meggondolni, hogy a javitds nem rontja el a D, halmazokat. Ez

egyediil abban az esetben léphet fel, ha [?q ,-ba a javito ut egy parositatlan élen lép
be és egy péarositott élen 1ép ki, mert ekkor a parositéds mérete a halmazon beliil csok-
ken. (A masik két esetben a parositas mérete a halmazon beliil ugyanakkora marad).
Azonban ez csak akkor torténhet meg, ha E, ¢ F. Gondoljunk arra, hogyha E, € F
akkor z, > 0 tehat teljesitenie kell a 3. optimalitasi feltételt.

Mar csak a 0 méretének kiszamitédsa maradt hatra.

Elsgsorban 2. optimalitési feltételbol adodéan minden olyan v-re amire dps(v) = 0
0 <y, (amig nem vagyunk optimumban).

Korabbi leirasbol és az abrabol lathatoan ha vg ¢ Br és va ¢ Ap akkor valtozhat
a redukalt koltség. Ekkor § := r(u,v) jo valasztas erre az élre.

Abban az esetben ha v ¢ Br és vy € Ar akkor nem véltozik a redukalt koltség.
Ha vp € By akkor 24-val csdkken tehat erre az élre az %r(u, v) a jo valasztés.

Az utébbi esetben arra kell odafigyelni, hogy van-e legnagyobb D,, halmaz amire
u,v € D;,. Ugyanis ebben az esetben az ¢l redukilt koltsége nem valtozik, tehat
azon élek redukalt koltségét kell szamitasba venni, amire igaz, hogy a végpontjaira
nem létezik ilyen halmaz.

Még 4t kell gondolni, hogy egy D, halmazon beliil hogyan valtoztatjuk a csticsokra
irt dual valtozo értéekét. Ugyanis fennéllhat a kovetkezs eset: Legyen D, legnagyobb
halmaz és gg ¢ Te.t azaz nincs olyan 4t ami az rq parositott élen lépne be a Dq "
halmazba. Ez az eset feleltetheté meg a szirom deaktivaldsanak. Ha van parositatlan
¢élen beléps R 1ut, akkor ha z, > 0 optimalitési feltételek miatt az R a garp élen lép
ki attol fiiggetleniil, hogy g4 € Ar teljesiil-e vagy sem. Tobb ilyen 1t is 1étezhet és
vizsgéljuk hogy ha az R 1t v csticsot érinti elsének D-bdl akkor a kivetkezs eseteket
kell megkiilonboztetni:

1. vg € By
2. ngéBTdevAEAT

3. v € Br, va & Ap

Jegyezziik meg, hogy R mindig valamely wg € Bp cstcsbol 1ép be vy-ba. Tovabba
miutan lehet tobb ilyen ut is, igy el6fordulhat, hogy egy élnek E,-ban mindkét vég-
pontja belépd cstucs, csak az egyik végpontja belépd csiics vagy egyik végpontja sem
belépd cstics.

Ennélfogva a kovetkezét tessziik: Minden v € Dy, -ra noveljiik y,-t d-val. E, min-
den bels6 élén noveltiink 20-val igy z,-t csokkentjiik 26-val. Azonban eléfordulhat,
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hogy v csticsra vg € Dq . amin most noveltiink d-val mikézben minden ilyen csicson
csOkkentettiik a dudlt d-val. Ezért ezeket a cstcsokat kivessziik Br-bél, azaz

B; = {vplvp € D,,, E, legnagyobb és qp ¢ T..;}

qA»

tovabba Br-t jradefinialjuk: By = (Vg N T..)\By.
Az alabbi algoritmusban a korabban leirtakat pszeudokodba foglaltam, hogy ko-
vethets legyen a dualis javitds menete.
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Algorithm 6: duélis valtozo javitas (MDFS)
do := min{y, | dps(v) = 0};
01 := min{r(u,v) | va € Ar, vg ¢ Br, up € Br};
0y := min{r(u,v) | ug,vp € Br,r(u,v) >
0, nem létezik legnagyobb D,, amire u,v € D], };
03 = min{z, | E, € F legnagyobb, qg € By, qa ¢ Ar};

0 := min {50, 51, % 53}

27 9

forall vg € Br do
L Yp = Yo — 5;
forall (vp ¢ Br, va € Ar) or

(ve Dy, E,€F legnagyobb és qp € Br,qa ¢ Ar) do
L Yo = Yy + 5;

forall legnagyobb D,, amelyre qg € By do
L 2q 1= 24 + 20;

forall legnagyobb E, € F amire qg € Br és qa ¢ Ar do
L 2q 1= 2q — 20;

Tehat ezzel készen vagyunk a primal-dual modszer ismertetésével. A helyessége
abbol latszik, hogy ez is a primal-algorithm |[CMT7§| egy valtozata. A célom az
volt, hogy ezen keresztiil bemutassam a kapcsolatat az MDFES és a szirom0Osszehtzo
algoritmusnak és az Otlet szintjén bemutassam a dual valtozok javitasanak menetét.
Blum [Blul5| cikkében olvashaté ennek az implementalhatosaga, tovabba a cikkben
emlit még egy MBFS algoritmust is, ami ugyanebbdl a graf konstrukciobol indul ki
és fazisokra bontva keres erdsen egyszert utakat egy modifikalt BEF'S algoritmussal.

50



Osszefoglalas

A szakdolgozatban ismertettem a maximalis elemszami péarositasok jellemzéséhez
sziikséges grafelméleti tételeket illetve parositaspoliédert ismertettem. Az elbbiek
elengedhetetlenek voltak Edmonds sziromdésszehtuzo algoritmusanak leirdsdhoz, mig
az utobbi lehetdséget nytjtott a stlyozott parositasok megkeresére szolgald algorit-
mus megadéaséra.

Bemutattam a a Lovasz - Plummer Matching Theory konyvében leirt struktaratéte-
len alapulé maximalis elemszamu parositast keresé algoritmust, majd ennek segitsé-
gével egy primal-dual médszerrel maximalis stlyt teljes parositast keresd algoritmust
mutattam meg.

Ezek utan Norbert Blum DF'S alapt parositaskeresd algoritmusat mutattam be, majd
megmutattam az implementécios részleteit. Ezek segitségével megmutattam, hogyan
lehet az MDF'S segitségével primél-dual modszerrel maximalis silya parositast ke-
resni.

A szakdolgozat soran megfigyelhets, hogy pérositaskeresé algoritmusok mind javi-
toutkeresésen alapszanak, és valamilyen modon kezelni kell a paratlan korok okozta
akadalyokat. Mig a sziromosszehuzo algoritmus expliciten kezeli a paratlan koroket,
addig a DFS alapu péarositaskeresés a keresési tér megfelel§ megvéltoztatasaval ezt
impliciten teszi. A poliéderes felirasban a paratlan korok okozta probléméak pedig a
dualis valtozok manipulalasaval lettek kikiiszobolve.
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Nyilatkozat az MI alapi eszkozok
hasznalatarol

Alulirott Kaltenecker Baldzs Bence nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése
soréan az alabb felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI alapu eszkozoket alkal-
maztam.

Feladat Felhasznalt esz- | Felhasznalés helye Megjegyzés
koz

Forraskeresés GPT-5.3-mini, egész dolgozat
Gemini

oldalforméazés GPT-5.3-mini Algorith

Abra készités GPT-5.3-mini abra, tikzset meg-

irasa

Latex kod javitas és | GPT-5.3-mini, egész dolgozat

keresés Gemini

algoritmusok formaza- | GPT-5.3-mini Osszes algoritmus

sa

Overleaf hasznélat GPT-5.3-mini egész dolgozat

A felsoroltakon tul méas MI alapt eszkdzt nem hasznaltam.
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