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Bevezetés

A Brown-mozgas a sztochasztikus folyamatok egyik legalapvetébb fogalma, amely az el-
méleti matematikdban és kiilonb6z6 alkalmazasokban egyarant kdzponti szerepet jatszik.
Klasszikus arfolyammodellek jelentGs része is erre épiil. Ugyanakkor a valés adatok olyan
tulajdonsagokat mutatnak, amelyeket a Brown-mozgas nem ir le kell§ pontossaggal, ilyen
példaul az, hogy a névekményei nem feltétleniil fliggetlenek. Ezek a szempontok vezet-
tek a frakcionalis Brown-mozgés vizsgalatahoz, amely a Brown-mozgés altalanositasanak
tekinthets. Mivel 1ényeges tulajdonsagaiban eltér a szokasos esettél, emiatt a klasszikus
sztochasztikus modszerek nem alkalmazhatok ra kozvetleniil. Ezért matematikai és alkal-

mazésbeli szempontbdl is érdekes kérdéseket vet fel.

Az els6 fejezet célja a sziikséges matematikai hattér felépitése. A fejezet elején a késébbi
targyalashoz sziikséges alapfogalmak keriilnek bevezetésre, ezt kovetSen az Ito-kalkulus

fontosabb fogalmait és eredményeit ismertetjiik.

A masodik fejezetben a frakcionélis Brown-mozgas keriil a kézéppontba. ElGszor a fo-
lyamat alapvetd tulajdonsigait mutatjuk be, ezt kovetGen a reprezentaciojat targyaljuk,

végiil roviden integréalasi kérdésekre tériink ki.

A harmadik fejezet hangsulya a pénziigyi alkalmazasokon lesz. A Black—Scholes-modell
és a frakcionalis valtozatdnak bemutatasaval kezdiink. Ezutan az utébbi modell strlodés-
mentes, vagyis tranzakcios koltségektsl mentes valtozataban fellépd arbitrézslehetGségre
mutatunk példat, utana mutatjuk meg, hogy tranzakcios koltségek mellett ez a probléma
elttinik. A fejezet végén az arnyékar és portfolidoptimalizalasrol lesz szo, ahol lathatova
valik, hogy az arnyékar lehet6vé teszi, hogy a tranzakcios koltségekkel terhelt frakcionélis
Black—Scholes-modellben 1év6 optimalizalési feladatot visszavezessiik egy surlédasmentes

piaci modellre, amelyben az arfolyammozgas mar [to-folyamat.



1. fejezet

Elméleti alapok

1.1. Alapfogalmak

Az alabbi alapfogalmak bevezetésénél elsGsorban az [1], [9], [16] és a [17]-es forrasokra
tamaszkodunk. A tovabbiakban, ahol kiilon nem jelezziik, a kivetkezs teljes valoszintiségi

mezG6t fogjuk tekinteni: (Q, F, (F)i>0, P), ahol (F;);>0 jobbrdl folytonos filtracio, azaz

Fo=()F (t=0).

s>t

El6szor vezessiik be a sztochasztikus folyamatok néhany altaldnos tulajdonsagat. Ezek a

fogalmak késébb a frakcionalis Brown-mozgas vizsgalatanal fognak elGkertilni.

1.1.1. Definicié. Egy (Xi)i>0 Gauss-folyamat, ha ¥ n € N és ty,....t, > 0 esetén
(X4, ..y X3,) n-dimenzios normdlis eloszldsi vektorvdltozo. Egy Gauss-folyamatot meg-
hatdroz annak vdarhato értéke és kovarianciafiigguénye.

Tehdt E[X;] és Cov(Xy, Xs), Vt,s > 0.

1.1.2. Definicid. Az (X;)i>o valds értéki sztochasztikus folyamatnak staciondrius novek-

ményet vannak, ha ¥t > 0, h > 0 mellett az Xy, — Xy eloszlasa csak h-tol figg.

1.1.3. Definicid. (X;)i>o valds értéki sztochasztikus folyamatot H-6nhasonlonak nevez-
zik, ha ¥V ¢ > 0 esetén (Xet)g 2 (" X}) 0.



1.1.4. Definicio. Legyen (X,)nen staciondrius sorozat. Azt mondjuk, hogy a sorozat

hosszi tavi fiiggést mutat, ha Jc # 0 és a € (0,1), amire:

lim M

n—oo cn~ ¢

=1.

Ekkor -
> p(n) = o,
n=1
ahol p(n) := Cov (X, Xgin)-
1.1.5. Definici6. Az (X;)i>0 valds értékd sztochasztikus folyamat ~vy-Hélder folytonos a
[0,T] intervallumon, ha

Xy — X,
]P’( sup M<oo):1.

o<s<t<T |t — 8|7

Az Tto-kalkulus felépitéséhez fontos szerepet jatszik a véges variacié és a kvadratikus

variacio, ezért ezeket elGszor determinisztikus fliggvényekre vezetjiik be.

1.1.6. Definici6. Legyen f : Ry — R. Ennek az [a, b] intervallum = {a =ty < ... < t, = b}

particidjdn vett varidcioja:
V(f,m) =D 1f(t:) = f(tia)l,
i=1

és az |a, b] intervallumon vett varidcidja:

V(f,la,b]) := SgrpV(f, ).

1.1.7. Megjegyzés. Legyen (m, = {a =1t} < ... <t =0b}) egy megfelelden vdlasztott
particiosorozat, ekkor
V(f,[a,b]) = lim V(f, m,),

|7n|—0
ahol |m,| = max (tr — 1t ). Azt mondjuk, hogy f véges varidcidji, ha

V(f,[0,]) < oo, Vt € Ry esetén.

1.1.8. Definicio. Legyen f : R, — R, ennek a [0,t] intervallumon a kvadratikus varid-
cioja:

L F1 () = dim ST (F) - f(0)°

—0
Il =05
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1.1.9. Definici6. Legyenek f,g : R, — R, ezeknek a [0,t] intervallumon a kvadratikus
kovariancidja:

n

[fogl () = lim > (f(t}) = f(ty)) (9(t7) — g(ti)) -

T |—0
[l i=1

1.1.10. Allitas (Polarizaciés azonossag).

N | —

1.1.11. Allitas. Ha f € C([0,t]) és V(g,[0,t]) < oo, akkor [f, g](t) = 0.

Ezt kovetGen a folyamatok mérhetdségének és palydinak tulajdonsagaihoz kapcsolodo de-

finicidok kovetkeznek.

1.1.12. Definici6é. Legyen T > 0. Egy f : [0,T] — R figgvény cadlag, ha ¥Vt € (0,T)

esetén jobbrol folytonos és létezik bal oldali hatdrértéke.

1.1.13. Definicié. Egy X : Q x [0,00) — R adaptdlt, ha ¥t > 0-ra w — X(w,t) F;-

mérhetd.

1.1.14. Definici6. Egy X : Q x [0,00) = R folyamat progresszivan mérhetd, ha minden
rogzitett t > 0 esetén X|axjoq Fi @ B([0,t])-mérhetd.

1.1.15. Megjegyzés. Ha egy folyamat adaptdlt és cadlag, akkor progresszivan mérhetd.

1.1.16. Definicié. Az eldrejelezhetd szigma-algebrdat P-vel jeloljik, és gy definidljuk,
hogy P = o(X : X adaptdlt és balrdl folytonos). Y eldrejelezhetd folyamat, ha P-mérhetd.

------

integral fogalmat, ami a Riemann-integral altalanositasaként is értelmezhetd.

1.1.17. Definicié. Az f figguény Stieltjes-integrdlja g szerint az [a,b] intervallumon

b n
[ rdg= T 37 (ot - ot ).

|70 |—0

ahol T, = {a =1ty < ... <t} =b} és|m,| = max (tr — ), emellett £ € [t |, t7].
<i<n

1.1.18. Megjegyzés. A Stieltjes-integrdl létezik Vf € C([a,b]) és olyan g esetén, amire
V(g,la,b]) < oco.



Ha tlim g(t) =g(s), Vs € (a,b], akkor a parcidlis integrdl a kévetkezd:
—5—
b b
FO)9(b) ~ f@)gta) = [ Fdgls) + [ o(dr(s)
Végiil par martingalelméleti fogalmat vezetiink be.

1.1.20. Definicié. A 7 eldrejelezhets megdlldsi idd, ha 3(7,),,5, megdlldsi idék, hogy

T, <7, VYn>1¢és limm,=r.
n—oo

1.1.21. Definicié. Egy X adaptdlt folyamat lokdlis martingdl, ha 3 (7,),,cn megdlldsi iddk

sorozata, hogy T, T 0o és Vn € N esetén X, martingdl.

1.1.22. Definici6é. Az X adaptdlt cadlag folyamat szemimartingdl, ha felirhato:
X=Xo+M+A

alakban, ahol Xy Fo-mérhetd, az M lokdlis martingdl, az A pedig véges varidcioji folyamat,
és AO = MO = 0.

1.2. Ito-kalkulus

Az Tto-kalkulus keretét a szemimartingalok adjék. Ebbe az osztalyba tartozik a Brown-
mozgas is, mivel folytonos martingal, igy egy jo kiindulépontot jelent a sztochasztikus

integralas felépitéséhez.

A kovetkezSkben elGszor a Brown-mozgést nézziikk meg, majd erre épitve vezetjiik be
a Wiener és az Ito-integralt. A fejezet végén pedig az Ito-folyamatokrol lesz szo, ahol
részletesebben megemlitjiik az Itd-formulat és a Girsanov tételt, amik elengedhetetlenek

lesznek a pénziigyi alkalmazasoknal.

1.2.1. Brown-mozgas

A Brown-mozgas a véletlenszerd mozgas egyik alapmodellje. Szemléletesen gy tekinthe-

tiink ra, mint egy skalazott szimmetrikus bolyongés hatarfolyamatara.

Ezt a részt f6ként a [9] és a [14] alapjan foglaljuk Ossze. Kezdjiik a formalis definici6val.
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1.2.1. Definicié. Brown-mozgdsnak nevezzik az olyan sztochasztikus folyamatot { B, : t > 0},

ami az aldbbi tulajdonsdgokat teljesiti:
e By =0 majdnem biztosan,
oVt >5>0, és Fs:=0(B,:0<u<s) esetén B, — By figgetlen Fs-tdl,
o Vig >0,t>0: (Bt — By,) ~N(0,1),
e t — B, majdnem biztosan eqy folytonos leképzés.
Ebben a fejezetben végig a Brown-mozgas altal generalt filtracioval fogunk dolgozni.

Ebbdl rogton kovetkezik a martingaltulajdonsag, hiszen véges az els§ momentuma és ha

t > s >0, akkor
E[B|F,] = E[B, + (B, — B,) |Fi] = E[B, %] = B,.
Emellett a kovarianciaja:
Cov (B, B,) = E[B,B,| = E [B, (B; — B,) + B] =D* (B;) = s.

Tehat altalanosan
Cov (B, Bs) =min{t, s}, (t,s>0)

1

A kovetkez6 fejezetben lesz sz6 a frakciondlis Brown-mozgés tulajdonsagairél. A H = 3

eset adja vissza a sima Brown-mozgést, igy tovabbi néhany tulajdonsaga ott szerepel.

A Brown-mozgas egy valoszintséggel folytonos, de nem differencidlhat6. Ennek ellenére

az alabbi allitas szerint a kvadratikus varidcidja véges.

1.2.2. Allitas. B Brown-mozgds esetén [B, B] (t) = t majdnem biztosan.

o
Bizonyitas. Vegyiink egy olyan particiosorozatot, ahol > |m,| < oco. Egy particion a
n=1

kvadratikus variacio:
n

Qﬂn = Z (Bt;l — Bt?1>2 .

=1

Ennek a varhato értéke:

E[Qr]=E




Mivel egy N(0,0?) eloszlast valtozo negyedik momentuma 30, ezért
2 2 . 4 o oun 22
2 (Qn,) ZD (By=Bu,) ) =S E|(By—By,) |- (6 —t)" =
i—1

=2t — )" < 2t

=1

A monoton konvergenciatétel miatt:

ZQM— @Qx.)) ] ZE (Qr, —E[Qx,]) ZW (@Qn,) <

oo
Tehat az > (Qr, — E[Qy,])” sordsszeg majdnem biztosan konvergens, ami miatt

n=1
Qr, — t majdnem biztosan. ]

1.2.2. Wiener-integral

A kovetkezSkben Brown-mozgas szerinti integralasrol lesz szo, ahol az integrandus egy
determinisztikus fiiggvény. ElGszor 1épcsés fiiggvényekre fogjuk definidlni és utana ter-

jesztjiik ki L2-beli fiiggvényekre. Ehhez a részhez [14] irodalomra fogunk hivatkozni.

1.2.3. Definicié. Legyenck BY és B®) fiiggetlen Brown-mozgdsok [0, 00)-n. Ekkor ki-

vetkezdképpen értelmezziik a kétoldali Brown-mozgdst:

B, t>0,
Bt = (11)
B?. t<o.

1.2.4. Definici6. Legyen ty < ... < t, felosztasunk és g : R — R Iépcsds fiigguény,

-1 . . . . . py
9= i okl i, €rre a sztochasztikus Wiener-integralunk a kovetkezd:

n—1

/Rg(t)dBt = ar(By,,, — By). (1.2)

1.2.5. Allitas. A fent definidlt integrdl lépcsds fiigguények esetén normadlis eloszldsi.

/R g(t)dBtNN(O, /R g<t>2dt). (1.3)
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Bizonyitas. Az integral normaélis eloszlasi, hiszen fliggetlen normaélis valtozoknak a li-

nearis kombinacioja. A varhato értéke

E [/Rg(t)dBt} = nz_l aE [By,,, — By, ] =0. (1.4)

k=0

Emellett a variancidja, ahol kihasznéljuk a novekmények fiiggetlenségét:

D? ( /R g(t)dBt> =D? (ni ay, (B, — Btk)> _

k=0
n—1 n—1 2
= ]D)2 (ak} (Btk-H Btk‘)) =K (Z ak(Btk+1 Btk)) =
k=0 k=0

= azE[(Bthrl - Btk)2] +2 Z aiajE[<Bti+1 - Bti)(Btj+1 - Bt)] =

k=0 0<i<j<n—1

n—1

=3t - 0 = [ gttt (15)

k=0
Tehét kapjuk, hogy [, g(t)dB, ~ N (0, [5 g(t)2dt). O

A 1épcss eset utan most az integral L?(R)-beli fiiggvényekre valo kiterjesztése kovetkezik.

1.2.6. Allitas. Vf € L*(R) fiigguényhez 3(fo)nen lépcsdsfiigguény-sorozat,
hogy I — fall 2w 2750, és ha egy mdsik (gn)nen is teljesiti ezt, akkor megegyezik a
hatdrértékiik. Az f figguényiink Wiener-integrdlja:

lim fn )dBt:/Rf(t)dBt; és Af(t)dBt~N<0,4f(t)2dt).

Bizonyitas. Az (1.5) részbol kovetkezik az izometriai relacié a lépesds fiiggvényekre,
2 n—oo

tehat Hf fndB”Lz(Q) = an“Lz( Ha Hf anL2 (R) — 0 és Hf gnHLQ(R —> 0 is

igaz akkor ugyanahhoz az f € L?(R) fiiggvényhez fognak tartani:

t) = gn(t)dB,

= I fo = gull 2y < Ifa = Fllioey + 1 = gall oy — 0.
L2(Q)

Egy ilyen fiiggvénysorozatra ny, ny — 0o esetén:

= Hfm - fn2”L2(R) < Hfm - fHLQ(R) + Hf - fn2HL2(R) — 0.
L2(Q)

/ for () = Fun(t)dB;

11



Ezzel 1atjuk, hogy ( Jo falt dBt) egy Cauchy-sorozat L2(2)-ban, ami teljes, igy
3(Jp fdB) € L*(Q) amire lim fR fa(t)dBy =[5 f(t)dB,. Az L*-beli konvergenciabol
n—oo
kovetkezik az eloszlasbeli konvergencia is, ami esetén a karakterisztikus fiiggvények pon-

tonkeént konvergensek, tehat ¢y 1 ap 27 » [, fdB-
. w2
@f, faap(u) =E [ezufR fndB] e ki oy, e R

De azt tudjuk, hogy [ fidt —— noee —— [ f2dt. Ezt és a karakterisztikus fiiggvények folyto-

nossagat felhasznélva kapjuk:

or fap(u) =E [ei“fRde] = e fa
Tehat valoban [, f(t)dB; ~ N (0, [5 f(t)2dt). O

1.2.7. Kovetkezmény (Wiener-izometria). Ha f € L?(R), akkor

(/Rf(t)dBt>2 Z/Rf(t)th.

1.2.8. Allitas. f,g € L*(R) esetére:

B |( [ ras) ([ atoas)] = [ raaar

Bizonyitéas. Valos Hilbert-térben igaz, hogy (u,v) = (||u+ || = |lu—v|*). Eat fel-

hasznalva:

B |( [ s ) ([ a0an)] = [roraor-a-o0ra= [ oo o

Ezzel a Wiener-integral alapvetd tulajdonsagait megkaptuk, és ez a késébbiekben a frak-

cionalis Brown-mozgas szerinti reprezentacional lesz hasznos.

1.2.3. Ito-integral

Ebben a részben a [9] és [12] szakirodalmak alapjan a Brown-mozgas szerinti It6-integralt
vezetjiilk be. A felépités a Wiener-integralnél latott gondolatmenetet koveti, tehat els-
szoOr az egyszeri adaptalt folyamatokra definidljuk, majd az ezekre igazolt tulajdonsagok

segitségével térlink at az altalanosabb esetre.
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1.2.9. Definicidé. Az (Xy)cjor)-t egyszeri adaptdlt folyamatnak nevezziik, ha léteznek
O=ty<...<t, =T és&,..., n—1 valosziniségr vdaltozok gy, hogy & F,-mérhetd, és
E[¢?] < oo, Vi=0,...,n — 1-re, tovdbbd

n—1

Xt = &olgoy + Z §ill (e tiin)-

1=0

Erre az Ito-integral:

T n—1
/ XtdBt - Zé—z (Btz'+1 - Btl) .
0 =0

1.2.10. Allitas. Tulajdonsdgok az egyszerd adaptdlt folyamatok Ité-integrdljdra:

1. Linedris: Ha (Xi)o<i<r €5 (Yi)o<i<r egyszerd adaptdlt folyamatok és o, B € R, akkor
T T T
0 0 0
2. Ho0<a<b<T, akkor

T
/ 1uydB; = By — Ba,
0

T b
/ Xt]l(&b]dBt - / XtdBt.
0 a

E {/OTXtdBt} =0.
([ )

Bizonyitas. Az 1. és 2. kovetkezik a definicioboél. 3.-nal a varhato érték létezik hiszen:

3. Nulla vdarhato érték:

4. Izometria:

E

_ /OTE X2 d.

n—1

Z gz (Bti+1 - Bti)

=0

E

n—1 n—1
2
i=0 1=0
Emellett a toronyszabélyt és a Brown-mozgas martingal tulajdonsagat hasznalva:

E [SZ (Bti+1 - Bti)] =E [E [52 (Bti+1 - Bti) |}—'sz =E [&E [(Bti+1 - Btz‘) |}—1sz =0.
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Igy kapjuk, hogy:

T
0

n—1 2
K (Z i (Bti+1 - Bti)) -
i=0

Nézzik a 4.-et:

= Z]E [ Bt,+1 Btl ] +QZE 5253 Btz+1 Bti) (Btj+1 - Btj)} :

i<j

Az Osszeg els6 tagja:
HZ_IE [6‘2 (Biwu — Bti)Q} - nz_lE [E [53 (Biyy — Bti)Z |ftiH -
=0 i=0

Es a masodik tag:

QZE [&5] (BtiJrl - Bti) (Btj+1 - i)l = 2ZE 515] Btz+1 - Bti) (Btj+1 - Btj) |‘7:75]H =

1<J 1<j

= ZZE [gl’SJ (Bti+1 - Btz‘) E [(Bthrl - Btj) |]:tj” =0
i<j
Tehat teljesiil a 4. is. ([l

Az el6z6 tulajdonsagok koziil az izometria adja az Ito-integral kiterjesztésének alapjat. A
kovetkez6kben megmutatjuk, hogy megfelel§ integralhatosagi feltétel mellett az integrélt

altalanosabb adaptalt folyamatokra is definialhatjuk.

1.2.11. Allitas. Legyen (Xt)eeo,r) cadlag adaptdlt folyamat, amire igaz, hogy
fOTIE [X2]dt < oo. Ekkor az Ito-integrdl jol definidlt.

Bizonyités el6tt még nézziink meg egy segédallitast.

1.2.12. Allitas. Legyen (Xt)eeor) cadlag adaptdlt folyamat és tegyiik fel, hogy
fOTIE [X2]dt < oo, ehhez I(p,) egyszertd adaptdlt folyamatok sorozata, amire:

E[/OTog—gp ®) dt] EEN
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Bizonyitas. Legyen Xt(n) := max {—n, min {X;,n}}. Ekkor ‘X(")‘ < n és mivel
X e L¥([0,T] x Q,A®P), ezért

T 9 T T
E [/ (X% x™) dt} = / E [(1X,] — n)? Ly, omy] dt < / E [X21{x,5m] dt "2 0
0 0 0
(1.6)

a dominalt konvergenciatétellel.
Legyen (m, = {0 =t{ < ... <t = T}) particiésorozat ugy, hogy |m,| — 0, ahol
|Ta| = max (tr — ), és rogzitsiink egy m-et. Ezzel definidljuk az egyszerd adaptalt
folyamatunkat:

n—1

m — (m)
() =D X Lo ap,.]
i=0

Mivel Vw € €2 esetén Xt(m) (w) cadlag, igy megszamlalhatoé pontban nem folytonos, és ha
t € [0,7] folytonossagi pont, akkor oM (t,w) = X™(w) A ® P majdnem mindenhol,
mivel |m,| — 0, és még

(X(m) — <p${”>)2 < 4m?.

Ezért a dominalt konvergenciatétellel

E UOT (Xt(m) - <p5;“>(t))2 dt} n=o ), (1.7)

Ezzel a kettével megkapjuk, hogy:

T T 9 T 9
E [/ (X, - wg?(t))Zdt} < 2E U <Xt —Xt(k)> dt] +2E U <Xt(k) _gpfi)(t)> dt} .
0 0 0
Ha k — oo akkor (1.6) és az (1.7) miatt:
r 2
E UO (X — B (1)) dt} — 0.
Igy a ((pk = goﬁ?) sorozat pont jo lesz. U
k
Most nézziik meg az 1.2.11 allitas bizonyitasat.

Bizonyitas. Legyen (p,) olyan egyszerii adaptalt folyamatok sorozata, mint az 1.2.12.

allitasban, amire mar definialva van az Ito-integral, ezt jeloljiik a kovetkezd moddon:
T
0
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Ezekkel:
E [(J, — Jn)?] < 2E UOT (on(t) — X))? dt} 49 VOT (X, — o (D)2 dt| 225 0.

Tehét (J,) Cauchy-sorozat L?(2)-n, és mivel a tér teljes, ezért 3J € L?(Q) : J, — J.
Ezt fogjuk X Ito-integraljaként definialni, tehét:

T
J == / XtdBt.
0

Ha pedig egy masik (1,,) egyszert adaptalt sorozatra teljesiil, hogy

E [/OT(Xt — wn(t))%lt] 700,

akkor
2 T
B |([ a0 - eutrin) | [ [ ) - eutoa] <
0
T T
< 2E [/ (Y (t) — Xt)2dt] +2F U (X; — pn(t))” dt} 27%%0.
0 0

Tehat a kettének a kiilonbsége tart a 0-hoz, igy ugyanaz lesz a hatarértékiik. 0

1.2.13. Allitas. Legyen (Xt)teor) cadlag adaptdlt folyamat, amire fo E[X?]dt < oo.
Ekkor az Ito-integrdlra teljestilnek az 1.2.10-es tulajdonsdgok.

Bizonyitas. 1. és a 2. kovetkezik abbol, hogy egyszert adaptalt folyamatra teljesiil, és
azoknak a limeszére is. A kovetkezdkre vegyiink (¢,,), sorozatot, hogy

fo ©on(t)dBy —> fo X,dB;, de ekkor L'-ben is. Egyszert folyamatokra

[fo on(t dBt] = 0, tehat a hatarértékre is igaz, hogy E [fo XtdBt] = 0. Végiil még az
1.2.12. allitas segitségével kapjuk:

* (/OTXtdBf)Q = lim E ( / T%(t)dBtf _
= [ Bl a= [ B[ -

1.2.14. Megjegyzés. Legyenck (Xi)icpor) cadlag adaptdalt folyamat és csak azt tessziik
fel, hogy egy valosziniséggel fOT X2dt < oo. Ekkor is létezik fOT XidBy, viszont ebben az
esetben az egyszerd folyamatok csak sztochasztikusan konvergdlnak ehhez, és az 1.2.13.

allitasbol csak az 1.-es és a 2.-es tulajdonsdg teljesiil.
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1.2.15. Allitas. Legyenek X, ésY; cadlag adaptdlt folyamatok, amikre: E [fOT det} < 00
és K [fOT det} < 0o. Ekkor

T T T
0 0 0

Bizonyitas. Azonossag és az izometria segitségével:

T T
E[ XtdBt/ YtdBt} =
0 0
1
L (E
2

T 2 T 2 T
([ sern)] o[ ron)] ([ )] -
0 0 0
1.2.16. Allitas. Az Ité-integrdl kvadratikus varidcidja:

_ /0 B X d 0
{/XdBS,/XdB} /X2ds

Bizonyitas. A [0, 7] intervallumon egyszeri folyamatra nézzik meg.
n—1

Tehdt 0 =ty < ... <t, =T & Xy = > 1y, ,,,- Ennek az Ito-integrilja
J=0 .

2

—E —E

t n—1
| XudBu = 37 (B~ B
0 oy

Majd j = 0, ..., n—1 esetén vegyiink particiokat tgy, hogy 7rj(-m) = {t; = ST <L < s = ey
és lim Wj(m)‘ = 0. Ekkor

m—o0
n—1 m—1 shm shm 2
X.dB., / XdB] -~ N lim / X,dB, — / X,dB, | =
/ S/ 0
n—1 m—1 9 n—1 T
2 Jim > & <B si Bsi””) - Zoff' (i — 1) = /0 Xadu.
=0 i=0 =

Hiszen 1.2.2. allitas alapjan tudjuk, hogy

'L+1

lim Z (B~ Bun) = BBl (t02) ~ [B.Bl (1)) = tyr — 1.
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Végiil ¢ € [0, T]-re felirva

[/XdBS,/XdB} Zg‘? EAt —tAL) /X2du

Altalanos cadlag adaptalt folyamatok esetén egyszert folyamatokkal valo kozelitéssel lehet

megkapni az allitast. 0

1.2.17. Megjegyzés. Az Ité-integrdl kiterjesztése dltalanosan X, = Xo + M; + Ay

szemimartingdlokra is értelmes. Ha'Y; eldrejelezhetd folyamat akkor

T T T
0 0 0

Itt a mdsodik eqy Stieltjes-integrdl, az elsd pedig eqy sztochasztikus integrdl ami eldszor
eqyszerd folyamatokra
n—1
}/t = 60]1{0} + Z gi]l(Ti,Ti+1}a
i=0
ahol0 =19 <1 < ... <7, =T megdlldsi idok és & F.,-mérhetd i =0,....n — 1 esetén
ugy van definidlva, hogy

/ Y;fth Z& Titl n) .

FEzutdn meg lehet mutatni, hogy kiterjeszthetd olyan Y, folyamatokra amikre

[ vean e < .

majdnem biztosan.

Tehat a Brown-mozgas szerinti Ito-integrédl a sztochasztikus integrélas egy specialis ese-
te, amely altalanosabban szemimartingalok szerint is értelmezhets. Most az Ito-integral

bevezetése utan ratérhetiink az Ito-folyamatokra.

1.2.4. Ito-folyamat

Az Ito-folyamatok olyan sztochasztikus folyamatok, amelyek egy id6 szerinti integral és
egy Brown-mozgas szerinti [to-integral 6sszegeként irhatok fel. A Brown-mozgassal hajtott
klasszikus sztochasztikus differencidlegyenletek megoldéasai éppen ilyen alaktak, ezért a
pénziigyi matematikaban is kiemelt szerepiik van, mivel szamos klasszikus arfolyammodell

ilyen tipust folyamatokra épiil. A forrasaink tovabbra is a [9] és a [12]-es lesz.
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1.2.18. Definici6. Az (Y;)OStST folyamatot Ito-folyamatnak nevezziik ha felirhato a ko-

vetkezd formdaban:
t t
Y;5:Y()+/ Msd3+/ Usst;
0 0

ahol Yo Fo-mérhetd és g, op Fi-adaptdlt, emellett majdnem biztosan teljesil, hogy

T T
/ | dt < oo, és / ordt < oo.
0 0

Ezt mondjuk az Yy sztochasztikus differencidjanak a [0,T)-n, €s a jellése:

d}/t = ,utdt + O'tdBt.
1.2.19. Allitas. Az (Yi)o<y<p Ito-folyamat kvadratikus varidcidja:
t
Yvie = [ otas
0

Bizonyitas. Hasznéljuk a polarizacios azonossagot (1.1.10. allitast):

Y. Y](t) = [/tﬂsds+/t05dBS,/t,u5ds+/otasst] —
[/ fisdls, / usds} +2[/ 1sds, / anB] [/ asst,/Otgsst},

és most az 1.1.11. allitas miatt csak az utolsé tag marad, és arra az 1.2.16. allitasbol:

t t t
{/ asst,/ asdBS} :/ agds.
0 0 0

O

Az Tto-folyamatok fiiggvényeinek vizsgéalatdhoz az [to-formulara van sziikségiink. Elgszor

az 1-dimenzids esetet fogjuk megnézni bizonyitassal, majd a tébbdimenzios valtozatra is

kitérink.

1.2.20. Tétel (Ito-formula). Legyen X, Ito-folyamat, ami dX; = wdt + oydBy. Legyen

f(t,r) € C?([0,T] x R), ekkor f(t, X;) is Ito-folyamat, és

dF (£, X)) = Buf (£, X,)dt + D f (£, X,)dX, + %ag £t X)X, X (1), (1.8)
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Bizonyitas. Elgszor irjuk at az (1.8)-at, behelyettesitéssel és az 1.2.19. éllitassal:

1
df(t, Xt) = 3tf(t, Xt>dt + &Uf(t, Xt)/,btdt + &Bf(t, Xt)O'tdBt + §a§f(t, Xt>0't2dt

df(t, X;) = (atf + O f + 0262f) (t, X,)dt + 0,0, f(t, X,)dB;.

Ugyanez integral alakban:

t

00 = £00. X+ [ 0076, Xt X0+ 5020206, X+ [ 00,55, X4,

(1.9)
Nézziik meg olyan f-re amire f,0,f,0,f,02f € L*°([0,T] x R) ¢és f € C? egy kompakt
halmazon. Mivel ha erre teljesiil az (1.9), akkor altalanos f € C?([0,7] x R) esetén
rogzitsiink egy ¢ € [0, T|-t, és valasszunk egy (f,)nen C C*([0,T] x R) sorozatot, amikre

fu(s,2) = f(s,x), Vs<t, |z| <n,
emellett f,,, O;fn, O frn, 0% fn korlatosak. Definidljuk a 7,, = inf {s > 0 : | X,| > n} megallasi
idéket. Ezekkel:
t tATRh tATh
/ Jsﬁzfn(saXs>l{s§Tn}st = / O-Sa:vfn(sts)st = / O-Sa$f(s7 Xs)st,
0 0 0

és ugyanigy

tATh tATh
/ <8sfn + Oy fr + 2036&]‘”) (s, Xs)ds = / (3 f+usO.f + 0282f) (s, Xs)ds.
0 0

Tehat
f(t A Tn, Xt/\rn) =

:f(O,X0)+/O " (8f+u58 Ft UQan) (s,Xs)ds+/0 " 0 (5, X)dB.,

de ahogy n — oo gy P(1, >1t) — 1, ezért f-re is teljesiil (1.9) majdnem biztosan.
Tehat valoban elég ellenérizni ilyen fiiggvényekre, mert azok sorozataval altalanos fiigg-
vényekhez lehet tartani, amikre 1 valoszintiséggel tgyszintén teljesiil. Emellett minden
Ito-folyamathoz 3(u(™),, (6™),, egyszerti adaptalt sorozatok, hogy minden régzitett

€ (0,T) esetén

t t
X" = X0+/ ugn)ds+/ oMdB, % X;.
0

Ezért csak egyszerti adaptalt folyamatokra ellendrizziik. Legyen (7, = {0 =tg < ... < t, = t})
és jeloljék

At =t —t;, AX; =Xy, — Xy, Af(L, Xy,) = f(tivr, Xoy) — [, Xe,).
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A teleszkopikus Osszeg és a Taylor-sorfejtés utéan:

n—1 n—1 n—1
f(tv Xt) = f(oa X0)+Z Af(tw th> = f(ov X0)+Z atf (tu th) Atl+z aﬂﬁf (tla th) Ath+
i=0 i=0 i=0
n—1 1 n—1 n—1
+= 252 (ti, X¢,) (AL)* + E;a (s, X, ) (AX,) +z;at8 L f (L, Xi, ) (At) (AXG, )+
n—1
+> o (Iatf + |AX, ) .
=0
Nézziik meg kiilon a tagokat, hogy hova tartanak, ha |r,| — 0:
1. tag: Egy Riemann-0sszeg ezért
n—1 t
> 0uf(ti, Xi,) At — / A, f (s, X,)ds
=0 0
2. tag: Mivel u és o egyszeri adaptaltak
n—1 n—1 n—1
Z axf(tza th)Ath = Z axf(tza th)/JJlAtz + Z axf(tza Xt¢>UiABti7
i=0 i=0 =0

ahol p; = pus, 0, = 0, s € (t;,t;11]. Az egyik ugyanigy Riemann-6sszeg, a masik pedig az

[to-integral definicioja szerint tart az alabbi integralhoz:

t t t
/&cf(s,Xs),usdst/ (%Cf(s,XS)asdBS:/ O f (s, Xs)dX
0 0 0

3. tag: Barmely w esetén

n—1
1
5 2 Ot X, () (At)? —||82fH |70l t — 0.
=0
4. tag:
n—1
1
n—1
— _ZaZ Fts, Xo ) p2 (At 2+Za§f (ti, X, ) pioi (AL (ABy,) + 282 fti, X )02 (AB,)? .
i=0
(4) (B) (©)

Az (A) tag hasonléan tart a 0-hoz, mint a 3. pontban 1év6. Legyen G; := 02 f (t;, X, ) j1i05-
Azt szeretnénk, hogy (B) — 0 L*-ben:

ZE [GHAL)(AB,)? ) +2 > E[GiG;ALALAB,AB,] .

0<i<j<n—1
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Viszont ha i < j, akkor:
Igy csak az els6 tag marad:

SE[G3(AH)AAB,)?] = iE (G2(ALYE[(AB,)|F]] = z_p@ 62 (AL

=0
Tehat megfelels ¢ > 0-val
E[(B)?] < |mal*t — 0.

Legyen Q; := 0%f(t;, X;,)0?. Ezzel:

(Z Qi(ABy,) —Z_j@mm) =E (ij@((mf—m)) =
i [(AB:,)* — 2(AB;,)?At; + (At;)? —QZE -0,

i=0
mert a kereszttagok itt is eltiinnek, és @); F3,-mérhetd. Ezzel azt kaptuk, hogy

9 t
) L % / 2 f(s, X,)ods.
0

5. tag:

n—1 n—1

n—1
D " 00uf (ti, Xo)AAX, = 0i0uf (£, Xo ) pa(AL) + > 010, f (i, X4, )oi ALAB,
=0

i=0 i=0
Az els6 tag tart 0-hoz hasonléan a 3.-hoz. A masiknal jeldlje T; := 0,0, f(ti, Xt,)oi, €

ezzel tart 0-hoz L*-ben:
n—1 2 n—1
(Z TZ-AtZABtZ) = RE[T7] (A)* —
i=0 i=0
6. tag: Végiil a maradéktag, 4. pont szerint Y (AX;,)? korlatos, és > (At;)? pedig tart a
0-hoz, tehat az egész tart a 0-hoz. Z Z

Osszegezve kapjuk az (1.9) egyenletet. O

1.2.21. Megjegyzés. A tételben azért szerepel, hogy f(t,x) € C%*([0,T] x R) mert a
bizonyitasban megjelentk a mdsodrendd idd szerinti derivdlt, de alapvetden elég feltenni,

hogy f(t,z) € C2([0,T] x R).
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Nézziik meg a tobbdimenzios esetet. Legyen B, = (Bt(l) e Bt(m)) egy m~dimenzios Brown-
mozgas, és (Xy)ejo,1] = (Xt(l), ...,Xt("))te[(),T] pedig egy n-dimenziés Ito-folyamat. Tehét
1=1,...,n esetén -
dx" = pdt +> " 0" aB?.
j=1
Toémor alakban
dX; = pdt + od By,

ahol (1 : [0, 7] x Q@ > R és 0 : [0,T] x Q — R™™.
1.2.22. Tétel (Tébbdimenzios Ito-formula). Legyen f: [0,T] x R™ — RY, hogy

k =1,..,d esetén fr, € CH([0,T] x R™) és (Xt)iepor €9y n-dimenzids Ito-folyamat:
dXt = [Ltdt + UtdBt. Ekkor

dfie(t, X)) = O fiu(t, X)) dt + > 0y, filt, X,)dX[” + 5 > 00,0, filt, X,)d [X D, XD (1),
i=1 ij=1

Az 1.1.10. és az 1.2.19. dllitdsbol tudjuk, hogy

m

d[X(z X(j Z (i,k) (]k

Ezért ez atirhato gy, hogy

n ; 1 n m : )
afi(t, X1) = (atfw, X+ i Ou [t X0) + 5 DD 0ot 0,00, 12, Xt>> dt-+

ij=1 I=1

+Zn:zm:axifk(t,xt By

i=1 j=1

Vagy rovidebb jeldléssel:
1
dfk(t, Xt) == (&fk(t, Xt) + My ka(t Xt) + 2TI‘ (O'tO't ka (t Xt))> dt—i-(ka(t, Xt))T O'tdBt,

ahol Hy, (t,x) := (8xiawjfk(t7x>)1§i’j§n‘
Ennek a bizonyitasa analdég modon torténik, mint az egydimenzios esetnél.

A t6bbdimenzits [to-formula egyik kovetkezménye, hogy két Ito-folyamat hanyadosa meg-

felels feltételek mellett szintén Ito-folyamat. Ezt fogalmazza meg a kovetkezd allitas.

23



1.2.23. Allitas. Legyen X ésY két Ito-folyamat [0, T) intervallumon, tehit
dX, = pVdt + cVdB,, aY, =y Pdt + oPdB,, te0,T],

ahol Yy # 0, Vt € [0,T] esetén, majdnem biztosan. Ekkor Z = % 15 Ito-folyamat.

Bizonyitas. A kétdimenzios Ito-formulaval az f(z,y) = b fliggvényre
dZ; = 0, f (X1, Yy)d Xy + 0, f (Xy, Yy)dYi+

+%8§f(Xt, Y,)d[X, X](t) + %ajf(Xt, Y)d[Y,Y](t) + 0.0, f(Xs, Y2)d[X, Y](t).

Behelyettesitve:
d (%) - % ("t + oV, ) - 5)/(_,:; (udt + 0P dB,) + ;(—t; <a§2>)2 dt — Yifat(l)af)dt.
Atrendezve:
d (&) [ kel T (o) it + (ﬁ . Xtat(%) dB,. (1.10)
Y, Y, Y2 Y2 V3 Y, Y2
Tehat % valoban Ito-folyamat. 0

Az Tto-formulaval a geometriai Brown-mozgas explicit alakja is meghatarozhato, ami egy-

ben a Black—Scholes-modell arfolyamaként is megjelenik.

Vegyiik a kovetkezs sztochasztikus differencialegyenletet:
dXt = /LXtdt‘i‘O'XtdBt, (]_].1)

ahol Xy > 0 és u, o konstansok. Vegyiik az f(t,z) = Inx fliggvényt és erre alkalmazzuk

az [to-formulét:

1 1
3 t

Az 1.2.19. allitas miatt esetiinkben d[X, X|(t) = 0> X?2dt. Ezzel folytatva:

2

1
dnX, =  (nXedt + 0 X,dB,) - %dt,

t
2

dln X, = (u - %) dt + odB,.
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Integralreprezentacié utan:

2
InX;, =InXgy+ (,u— %) t+ 0By,

és igy kapjuk, hogy

02
X, = Xoe<“*7>”"3t (1.12)

Végiil pedig térjiink ki a Girsanov-tételre.

1.2.24. Allitas (Exponencialis martingal). Legyen (Xt)ecor) cadlag adaptdlt folyamat,

amire fOTE [X2]dt < oo és emellett teljesiil az igynevezett Novikov-feltétel:
E [e% fOTngs} < 00.

Ekkor ¥t € [0,T)]-re:
M, = oo XsdBs—3 [y X3ds

esetén (M, F;) martingdl.
1.2.25. Tétel (Girsanov). Legyen (Xi)icpo,r) 1to-folyamat, amire
dX, = p\Vdt + o, dBF,

ahol BY a P mérték alatt Brown-mozgds. Emellett (NEQ))tE[O,T] és (0¢)tco,r) adaptdlt folya-
matok, hogy teljesiiljenek

i

tovabbd o (w)fy(w) = ,ugl)(w) — 1P (w). A Novikov-feltételbsl kivetkezik, hogy a

_dQ
- dP

2
i

1 T
dt <oo és [Ep |:€5 Jo ef‘ﬂ < 00,

t P_1 rtp2
— e*fo esstfi Ogsds7 O S t S T
Fi

Zt:

folyamat martingdl a P mértékre. Ezzel definidlhatjuk az uj ekvivalens mértékiinket, Q-t

a kovetkezdképp:
dQ _ dQ
dP  dP

]-'T'
Ekkor .
B;Q::/esderBf”, 0<t<T
0

Brown-mozgds lesz Q mértékre nézve, és az (Xy)iejo,r) integralreprezentdcidja:

dX, = pPdt + o,dBL.
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2. fejezet

Frakcionalis Brown-mozgas

A kovetkezSkben a dolgozat kozponti folyamataval, a frakcionalis Brown-mozgassal fogunk
foglalkozni. Lesz sz6 kiilonboz6 fontos tulajdonsagairdl. Ezutan a Mandelbrot-van Ness
reprezentaciora tériink ki, és végiill megnézziik, hogyan lehet a folyamat szerinti integralt
értelmezni. Az elss részek a kovetkezd szakirodalmak segitségével késziiltek: [1], [11], [16],
[17]. Kezdjik is a definicioval.

2.0.1. Definicié. A frakciondlis Brown-mozgds eqy 0 vdrhato értékd Gauss-folyamat

{Bﬁ,t > O}, aminek a kovarianciafiiggvénye:
1
Cov (B, BIY) = E [BI'BY] = - (tQH 2t S\QH) , (2.1)

ahol H € (0,1), amit Hurst-paraméternek nevezink.

2.0.2. Megjegyzés. H = % mellett visszakapjuk a standard Brown-mozgast, hiszen

Cov(B/f', B¥) = min {t, s}.

Most pedig kiovetkezzenek a tulajdonsidgok. Ahogy korabban is emlitettiik, hogy itt Brown-
mozgéasra is jellemz6 tulajdonsagok is fognak szerepelni. Tehat konkrétan azok, ahol

H = lure is teljesiil az allitas. De ezek el6tt kovetkezzen egy &bra, ami szemlélteti a

2
Hurst-paraméter jelentGségét a trajektoridk viselkedésében.
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2.1. 4dbra. Frakcionalis Brown-mozgas palyai kiilonb6z6 Hurst-paraméterek mellett.

2.1.

Tulajdonsagai

A tovabbiakban is a fejezet elején rogzitett szakirodalmakat vessziik igénybe. ElGszor a

definiciobol kozvetleniil adodo két alapvets tulajdonségot igazoljuk.

2.1.1. Allitas. (B!")>¢ staciondrius névekményekkel rendelkezik.

Bizonyitas. Legyen Y, := B/, — B/ valamilyen t > 0 esetén. Ekkor {Y}, : h > 0} egy 0

varhato értékd Gauss-folyamat, amire:

COV(th, Yhz) =E [(Bg—hl - Bz{{) (Bfl—hg - Bl{{)} =

1
(o B o e iy = o) = 5 (G ) 8 )

DN | —

1
e R R S e ) R (e I S

1
2

Ebbol kovetkezik, hogy (Yi)sao = (BE nzo- O
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2.1.2. Allitas. A frakciondlis Brown-mozgds eqy H-6nhasonld folyamat.

Bizonyitas. Rogzitsiink egy ¢ > 0 konstanst, amivel definidljuk a kévetkezé két folyama-
tot: (B);0, (¥ BH);o. Mivel csak konstanssal szorzunk, ezért marad 0 varhaté értékii

Gauss-folyamat. Ezek eloszldsa megegyezik, mert:

Cov(BH, B = %((ct)2H+(cs)2H—]c(t —5)]*") = A Cov(BH, BR) = Cov(c BH ¢ BH).

cto

Tehéat (Bgtl>t20 i (CHBtH)tZ(). O

Bar a frakcionalis Brown-mozgas stacionarius névekményekkel rendelkezik, a fliggetlenség

1
2

azt kovetd abra szemlélteti.

mar csak a H = 5 esetben marad meg. Ezt fogalmazza meg a kdvetkezs allitas, majd az

2.1.3. Allitas. (B!!);>o névekményei nem figgetlenek, ha H € (0,1) \ {}.

Bizonyitas. Vegyiink két diszjunkt intervallumot: [s1, 1] és [so, t2],

ahol s1 < t; < sy < ty. Ekkor
E[(B{ - BJ) (B — BS)] =E [Bi/B;] —E [Bi/B.] - E [BIB;] + E [BIB;] =

1
== (tfH +2H ) — t2|2H) -

5 (tfH + 837 |t — 52|2H) —

1

2

1 1

3 (SfH +t = |s1 - t2|2H> +t3 <3%H + 857 —[s1 = 82|2H>
1

=3 ((32 — tl)ZH + (t2 — 81)2H — (t2 — t1)2H — (82— 31)2H>

Legyen aj =ty — s1, as =ty —t1, by = so — s1, by = 5o — t1, f(x) = 2?H.

Ekkor a; — as = by — by = t; — s1. Ezekkel megfogalmazva:

E[(Bf — B!) (B — BH)] = = (f(a1) — f(az) — (f(b1) — f(b2))).

N

Innen kévetkezik, hogy ha H € (0, %), akkor az f konkéav és emiatt:
E[(BY - BI) (B! - BY)] <.
Ha pedig H € (3,1), akkor f konvex, ezért:

E[(B - BY) (Bl - B1)] > 0. 0
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2.2. abra. A frakcionalis Brown-mozgéis egységnyi novekményei kozotti kovariancia a

Hurst-paraméter és az idGeltolas fliggvényében.

A 2.2. abra nemcsak a kovariancia elGjelét mutatja, hanem azt is érzékelteti, hogy H > %
esetén a novekmények kozotti kapcesolat tartosabb marad. Ezt pontositja a hosszi tava

fiiggés fogalma.

2.1.4. Allitas. (BtH ) >0 €9ységnyi hosszi novekményet hosszi tavi figgést mutatnak, ha

H e (%, 1), viszont H € (O, %) esetén nem.
Bizonyitas. Legyen X; := B — B, és a Taylor-sorfejtéssel kapjuk:

pr(n) = Cov(Xy, Xyyn) = = ((n+ 1) + (n — 1)* —20*") ~ H(2H — 1)n*" 2,

N | —

hiszen ha f = 22/ akkor
fn+1)+ f(n—1) =2f(n) + f"'(n) + O(n*73).

Atrendezéssel és hatarértéket véve:

lim pu ()

=1.
n—00 H(QH — 1)n2H—2

Tehat definici6 szerint H > % kell hogy legyen, ekkor

ZIOH(”) = 00,

viszont H < % esetén
S lou(n)] < oo. m
n=1
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Most kovetkezik a Holder-folytonosség. Ez nemcsak 6nmagéban fontos tulajdonsédg, ha-
nem késébb az integralasi kérdéseknél is szerepet kap, hiszen bizonyos integralfogalmaknél
feltételként jelenik meg.

Ennek igazolasdhoz elGszor a Kolmogorov—Csencov-tételt mondjuk ki.

2.1.5. Allitas (Kolmogorov-Csencov). Tegyiik fel, hogy az (Xt)tZO folyamatra 1gaz, hogy
VT'>0:3C,p, >0 amiret,s € [0,T] esetén:

E[| X, — X, ] <C|t—s/""".

Ekkor 3(Xy)i0 ami X € C([0,00)) és V¥Vt > 0: P(X; = X;) = 1, hogy ¥y € (O,g) az

X ~y-Hélder folytonos a [0, T intervallumon majdnem biztosan.
2.1.6. Allitas. (Bg{)»o ~v-Hdlder-folytonos, ha v € (0, H), viszont v > H esetén nem.

Bizonyitas.
E[|B - BE|"] =E H|t _ 5" BH

p
| = w5l = s

gy 2.1.5. 4llitas szerint v € (0, H — %) esetén Holder-folytonos. Mivel p-t tetszélegesen

nagynak valaszthatjuk, igy kapjuk az allitasunkat. Most nézziik meg mi térténik, ha
~ > H. Ekkor nem lehet Holder-folytonos, mert ha az lenne, akkor 1étezne C' > 0, amire

|Bf } < Cu”. Mivel a frakcionalis Brown-mozgasra igaz, hogy

P (limsup& = C’H) =1
u—0+ ufly/Inlnu=? ’
ahol C'y > 0 konstans, de esetiinkben
|BY| < Cu—H
uFy/Inlnu! ~ Vinlnu1’
ahol v > H, ezért ez tartani fog a nulldhoz, ami ellentmondas. Tehat valoban csak
v € (0, H) esetén lesz (B );>¢ vy-Hélder-folytonos. O

A kovetkezSkben megnézziik, hogy a frakcionalis Brown-mozgas miért nem szemimartingal
H # % esetén. De el6tte még sziikséglink lesz par eredményre ahhoz, hogy ezt igazolni
tudjuk.

2.1.7. Allitas. Legyen X szemimartingdl, (7, = {0 =1t < ... <" =t}) egy particidso-

rozat a [0,t] intervallumon és lim |m,| = 0. Ekkor
n—oo

n

S (% - X, ) — (X X]() < o0

i=1
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sztochasztikusan konvergdl n — oo esetén.

2.1.8. Allitas. Ha X folytonos szemimartingdl és [X, X] (t) = 0, akkor egy valdsziniséggel

[nt]
supz ‘Xﬁ — Xe-1

nzl

< oQ.

2.1.9. Allitas. [11] Legyen (BH )0 egy H € (0,1) Hurst-paramétert frakciondlis Brown-
mozgds, és p € [1,00). Ekkor:

0, p> %
n H H p L2
Z’Bg B —= (E[G)], p=g
k=1

00, p< %

ahol G ~ N (0,1).
2.1.10. Lemma. Ha X, — oo sztochasztikusan n — oo esetén, akkor eqy valosziniséggel

sup X,, = oo.
n>1

Bizonyitas. Tegyiik fel indirekt, hogy

P <Suan < oo) > 0.

n>1

Mivel

{suan < oo} = U {suan < K},
és a megszamlalhato szubadditivitas miatt 3K € N, hogy

P <suan < K) =g, >0
Rogzitsiik ezt a K-t. Ekkor Vn > 1 esetén:

IP’(Xn>K)§IP(supXj>K> zl—P(supXjSK) =1—-e<l.
J J

Tehéat
limsupP (X, > K) <1 = X,, /& oo sztochasztikusan.
n—oo
Ami ellentmondaés. O

Ezek segitségével vizsgaljuk meg a kovetkez§ allitdsunkat.
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2.1.11. Allitas. A frakciondlis Brown-mozgds nem szemimartingdl H € (0,1) \ {%}

esetén.

Bizonyitas. Mivel a frakcionélis Brown-mozgas 6nhasonlé folyamat, igy T > 0 esetén
[0, T]-r61 4t lehet skalazni [0, 1]-re:

B .=T-HBE  telo,1].

Ekkor (B[f)ep0,1] eloszlasa megegyezik (B{!)icjo1) eloszlaséval. Ezért elég megnézni a [0, 1]

intervallumon. Tegyiik fel, hogy (B/?)cp,1] szemimartingal.

Ha H < %: a 2.1.9. allitds miatt kovetkezik, hogy
> (B - BL) o,
k:1 n n

ami ellentmond a 2.1.7 allitasnak.

Ha H > : Ttt a 2.1.9. allitasbol:

n

Z(Bf—Biﬂ>2—>0 és i)Bf—Bf_l

n
k=1 k=1

— 0

sztochasztikusan n — oo esetén. A 2.1.10. lemma segitségével kapjuk, hogy egy valdszi-

niiséggel
n
Supz ‘Bf - B | = .
n>1 1 n n
De ez ellentmond a 2.1.8. allitasnak.
Tehat ebben a két esetben valoban nem lesz szemimartingél. 0

Kovetkezésképpen a H # % esetre nem alkalmazhat6 az Itd-kalkulus, ami a szemimartin-
galokra épiilt. Ezért a frakcionalis Brown-mozgas szerinti integralas értelmezéséhez més

megkozelitésekre lesz sziikség.

2.2. Reprezentacio

s,

brot—van Ness-reprezentaciot mutatjuk be. A targyalds soran féként [10]-re és [16]-ra
tamaszkodunk. A reprezentacié lényege, hogy a frakcionélis Brown-mozgas egy Wiener-
integralként allithato els. Ebbd] kiindulva tobb kordbban targyalt tulajdonsag is levezet-
hetS. A tovabbiakban is (B;);cr a kétoldali Brown-mozgast jeloli.
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Definialjuk a kovetkezét:
1 1
on(t,s) = (t—s)f 2 — (—s)f 2, t>0,seR.
Ezt felhasznalva meghatéarozhatjuk az X, folyamatot:

XtH = cH/ng(t,s)st, t>0,
R

ahol cy konstans. Ekkor kibontva kapjuk:

cn [(t= 9L = (-9 Hap, -
R

=cn (/0 (t—s)f2 — <—s>H—%st+/t(t—s)H—%st). (2.2)

—00 0

Vizsgaljuk meg ebben az esetben az integralhatosigot. Rogzitsiik ¢ > 0-t. Azt kellene

ellendrizni, hogy
/ng(t,s)st < 0.
R

2.2.1. Allitas. Ha H € (0,1), akkor [, pn(t,s)’ds < co.

Bizonyitas.

/Rgag(t, s)%ds =
:/_1 (16— o) —(—S)H%)QdH/O (it — ) —(—S)H§)2d3+\/0t(t—s)2H1ds

0o ,, \—1 | P
I I I
-1 1 1 2 > 1 1 2
11—/ <(t—s)H’5—(—3)H’5> ds—/ ((t—l—u)HT—(u)H’?) du.
—00 1

Valamilyen & € (u,t + u) esetén:

(t+u) 2 — ()2 =1 (H - %) ¢i-3,

Mivel esetiinkben H < 1 eset sziikséges, ezért becsiilhetiink igy:

H-1 H-1 2 2 1 ? 2H-3 2 1 ? 2H-3
0§((u+t) P z) = (H—5) €7 < (H=3) ut,

Ezért nézziik meg a kovetkezét:

D
/ w1 3du < .
1
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Ez pontosan akkor teljesiil, ha 2H — 3 < —1. Tehat H < 1 esetén I véges.

12:/(1 ((t—s)H%—(—s)Héfds:/ol (64 0)™ — @) )

Itt (¢t + u)? -3 folytonos és korlatos, ezért azt kellene megnézni, hogy

1
/ = 1dy < 0.
0

Ez 2H — 1 > —1 esetén igaz lesz, tehat H > 0 esetén [, véges. Végiil

t t
[32/(15—8)2Hlds:/ 'y <o 2H—-1>—-1< H > 0.
0 0

Tehat I, I, I3 mindegyike véges lesz H € (0, 1) esetén. 0
Ellenérizziik, hogy X[ stacionarius névekményt. Mivel Wiener-integrallal van definidlva
ezért 0 varhato értékid Gauss-folyamat. Tehat elég megmutatni, hogy a novekmények

kovarianciaja fiiggetlen az eltolastol. Legyenek t1,t5, h > 0:

Cov (X — Xy, X — X3)) =

t1

s / (rlts + By ) — pr(tn, ) (pr(ta + b 8) — prlta, 5)) ds =

1

— ci,/R (b +n- o g, — 9% ) ((b+h- T 1y - s)f‘%) ds —
=i [ (= = ) (= o =) = (e (= ) ) -

= clzq/ o (h,w)ou(h,u+ (t — t2))du.
R

u = s — t; helyettesités utan. Tehat (X2, — X/);5 stacionarius, igy X! valoban sta-
cionarius névekmeényekkel rendelkezik. Nézziik meg, hogy az (2.2) résznél mi lesz a cy

konstansunk. Az el6zéek alapjan ha t > s:

D*(X — XI) =D (X/1) + D* (X)) — 2Cov (X', XI)

s

= Cov (X1, X" =

S

(D (X)) + D* (X1) =D (X.2,)) -

N | —

Ezért csak azt kellene kapnunk, hogy E [(XtH ) 2] = 21,
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E[(X/")"] = ciE

(fu-st- <—s>f‘5d38)2

s = tr helyettesitéssel, és kieméssel kapjuk:

H-—1L1 H—L1 2
Cztw/ (A== (=23 ar
R

Intervallumokra felbontés esetén:

R /0 (1 =ry=s - (—T)H%)de /01(1 — )Py

—0o0
~ 4
N
_ 1
T 2H

Mivel t2-t szeretnénk kapni, ezért valasszuk a konstanst a kdévetkezé modon:

ey = (/OOO (4w - uH—%>2du+ %) _ (QHF?]?TESWH)) .

N
[SIE

Igy jutunk el a Mandelbrot-van Ness reprezentaciohoz.

2.2.2. Allitas (Mandelbrot-van Ness Reprezentacié). Ha H € (0,1) ést > 0 a kévetke-

20képp kaphatjuk meg a H paraméteri frakciondlis Brown-mozgdst:

NI

2.3. Frakcionalis el6érehalad6 folyamat

BtH:(

A kovetkezd részben elsGsorban [1] és [15] alapjan foglaljuk Gssze a frakcionalis Brown-
mozgéas szerinti integralas néhany alapvets forméjat, majd ezzel vezetjiik be a frakcionalis
elérehalad6 folyamatot. Mivel mér lattuk, hogy a frakcionélis Brown-mozgas nem sze-
mimartingdl H # % esetén, ezért a klasszikus Ito-integral nem alkalmazhato ra. Ennek
kezelésére elGszor a Holder-folytonos fiiggvényekre értelmezett Young-integralt vezetjiik
be, majd az el6rehalad6 integralt targyaljuk, amelynek segitségével frakcionélis Brown-

mozgas altal vezérelt folyamatokat is értelmezhetiink.
2.3.1. Definicid. Legyen v € (0,1). Jelolje CV([0,T]) a ~y-Hdlder-folytonos fiigguények
terét. f € C7([0,T]), ha f:]0,T] = R esetén:

[f(t) = f(s)|

= sup t)|+ sup ———F—— < o0.
171 te[O,T]|f<)| o<s<t<T  (t—8)7
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2.3.2. Allitas. Legyen f € CP([0,T)), g € C([0,T)). Ha 3+~ > 1, akkor f(ffdg
létezik mint Stieltjes-integral Wt € [0, T esetén. Ezt nevezzik Young-integralnak és jeloljiik:

f(f fdW

2.3.3. Definicié. Legyen (X)icp,r adaptdlt, hogy majdnem minden w € Q esetén
fo | X;(w)| dt < co. Ennek az elérehaladd integrdlja BY szerint:

— BH
lim / X, —tte Tt Biie L dt

e—0+
ha létezik hatdrértéke sztochasztikusan. Ekkor ezt gy jeloljiik: fOT X:d~BI.
A kovetkezd allitas kimondja a két integral kozotti kapcsolatot.

2.3.4. Allitas. [15] Legyen (Xt)ec17; (Ya)icpr) valds értéki sztochasztikus folyamatok,
amik majdnem minden w € Q esetén X (w) € C°([0,7T)),Y (w) € C([0,T]), ahol B+~ > 1.

Ekkor . , .
3 / Yd X és / Yd X = / Yd¥ X,
0 0 0

Mivel a frakcionélis Brown-mozgas péalyai majdnem biztosan minden v < H esetén
~v-Holder-folytonosak, ezért az integral alkalmazésa szorosan Osszefiigg a Hurst-paraméterrel.
A tovabbiakban gyakran olyan folyamatokat integralunk, amelyek a frakcionalis Brown-
mozgashoz hasonlé Holder-folytonossaguak. Ilyenkor az integralhatosag feltétele H > %

esetén teljesiil. Ennek a segitségével definialhatjuk a frakcionalis el6rehalado6 folyamatokat.

2.3.5. Definicid. Legyen (0t)i>0 olyan folyamat, amelyre az eldrehaladd integrdl létezik,
és (ue)e>o0 adaptdlt folyamat, amire fot \ps| ds < oo majdnem biztosan, ¥t > 0. Az X-et

frakciondlis eldrehalado folyamatnak nevezzik, ha felirhato:

t t
Xt:XOJr/usder/asdBf, t>0.
0 0

Amit roviden igy irhatunk:
d_Xt = ,utdt + O‘td_BtI{.

2.3.6. Allitas. [1] Legyen (X;)i>0 egy frakciondlis elérehaladd folyamat:
d_Xt = ,utdt + O'td_Bg{.
Legyen f € C*(R?) ésY, = f(t,X;). Ha H € (3,1), akkor

d Y, = 0 f (t, X¢)dt + 0, f (t, X;)d™ X;. (2.3)
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3. fejezet

Alkalmazas

Most attériink a pénziigyi alkalmazasokra. Az el6z6 fejezetekben felépitett elméleti hat-
tér utan azt vizsgaljuk meg, hogyan jelenik meg a Brown-mozgas, illetve a frakcionalis
Brown-mozgés arfolyammodellekben. ElGszor a klasszikus Black—Scholes-modellt, majd
ennek frakcionélis valtozatat vezetjiik be. Ezutan megmutatjuk, hogy a surlédasmentes
frakcionalis Black—Scholes-modellben arbitrazslehetGség 1éphet fel, mig tranzakeios koltsé-
gek jelenlétében ez a probléma megsziinik. A fejezet végén az arnyékar fogalman keresztiil
azt vizsgaljuk, hogyan kapcsolhato Ossze a tranzakcids koltségekkel terhelt piac egy meg-

felels surlodasmentes modellel.

3.1. Pénziigyi modellek és arbitrazs

3.1.1. Black—Scholes-modell

A kovetkezokben a Black—Scholes-modellel fogunk foglalkozni [9] segitségével. A modell-
ben két eszkoz szerepel: egy kockdzatmentes és egy kockazatos eszkoz. A kockédzatmentes
eszkozt jelolje B(t), ami a kovetkezSképpen van meghatarozva: d5(t) = rp(t)dt, B(0) = 1,
ahol r € R. Ebbdl kapjuk, hogy 5(t) = e™. A kockazatos eszkoz arat jeloljiik Si-vel. Erre

a folyamatra pedig tekintsiik a kovetkezd sztochasztikus differencidlegyenletet:
dSt = uStdt + O'StdB}:P,

ahol Bf a P mértékre nézve Brown-mozgés és u € R (drift), o > 0 (volatilitas) és Sp > 0
pedig konstansok.
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Ennek a megoldasat megnéztiik, ami az (1.12)-es:
0_2

Definialjuk a diszkontélt részvényarat:

3 Sy _
:ert

Sy = S;.
IO t
Ezt fel tudjuk irni az Ito-formula segitségével az f(t, S;) = e S, fiiggvényre:

d (e_”St) = —re "S,dt + e "dS,,
dS, = (u— 1) Sydt + 0 S,dBY. (3.1)
Ezutan alkalmazzuk a Girsanov-tételt. Azt szeretnénk, hogy az 1j drift tag 0 legyen. Ezért
0y := *=" konstans esetén pont jo lesz, hiszen

=T _
=pu’—=_0 .
“ e

ol =o

Az 4j Q mértékiink pedig:
@ — o Jo 0dBI=3 [ 0%ds
dp

Mivel a 6 konstans, ezért a Novikov-feltétel is teljesiil. Ekkor:
zﬁszf+/xms=Bf+m
0
Q-mérték alatt Brown-mozgas, és a differencialalakjuk:
dBY = dB? — 6dt.
Ezt behelyettesitve a (3.1)-be:
dS, = (u — r)Sydt + 0S,(dBE — 0dt),
dgt = agtdB;@ )
Ennél S, megoldasa Q-martingal, hiszen

~ ~ 0 o2t
_ oB—2*
St — S[)G ¢ 2,

Q_ o2t
ahol M, = e?Bi =%

teljesiilnek egy konstans o mellett. A Q-t kockdzatsemleges mértéknek hivjuk, ezzel a

egy exponencialis martingal az (1.2.24) szerint, mert a feltételek

kovetkezGképp arazhatunk egy T id6pontban lejaré g(Sr) kifizetést opciot:
O(t) = e VEq [9(Sr)|F] -
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3.1.2. Frakcionalis Black—Scholes-modell

A [1] felhasznélaséaval most a Black—Scholes-modell frakcionalis véaltozata kovetkezik. A
filtracionk legyen Ff? := o(BH

7, s <t). A kockdzatmentes eszkoz tovabbra is valtozatlan

marad. Mégpedig a 3(t) = €™, r € R. Viszont a kockazatos eszkoz arat irja le a kovetkezo:
S, = SperttoB ahol H € (0,1) \ {1}, u€eR,és Sy, o> 0. Viszont ezekben a részekben
csak a H € (%, 1) esetet fogjuk vizsgélni. Ekkor a korabban bevezetett elérehaladé folya-
matok segitségével is meg tudjuk kapni a kockazatos eszkoz alakjat. Vegyiik a kovetkezo

frakcionalis sztochasztikus differencialegyenlet:
d=S; = pSydt + 0S,d” BY
ahol u € R és Sy, 0 > 0. Ennek a megoldésa az (2.3) szerint az f(t, S;) = In S fiiggvénnyel:

d (InS;) = gd Sy = pdt + od~ BJ,
t

Si = Spe 7B

A portfolié ezen a piacon 7 : [0,00) x Q — R? folyamat, hogy v, = (7°,~}) ami FH
adaptalt. A ~? jeldli a ¢ id6pontban birtokolt kockazatmentes eszkozok szamét, ) pedig

a kockazatos eszk6zok szamat. A likviditacios érték folyamat pedig:
13
Vi (7) = B(t) + % S

Ahhoz, hogy az arbitrazs fogalmat pontosan megfogalmazzuk, elészor rogzitjiik, milyen

portfoliokat tekintiink megengedettnek és onfinanszirozéonak.

3.1.1. Definicid. Azt mondjuk, hogy egy portfolic megengedett és onfinanszirozo, ha P-

majdnem biztosan alulrél korldtos a likviditdcios érték folyamat és
d™V"(y) = 1 dB(t) + 7 d S,

Ennek az integrdlformdja:

t t
Vi9(y) = Vi(y) + / 20dB(s) + / S,
0 0

Ezeknek a portfolicknak az osztdlydt jeloljik A-val.
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3.1.3. Arbitrazs konstrukci6

A frakcionalis Black—Scholes-modell egyik fontos sajatossaga, hogy surlédasmentes piacon
arbitrazslehet&ség konstrualhatd. Ennek bemutatasahoz eldszor megadjuk az arbitrazs-

stratégia definiciojat, majd egy példat mutatunk ra.

3.1.2. Definicio. Arbitrdzs stratégidnak hivjuk a v € A portfolict, ha teljesilnek a kévet-
kezdk:

Vy'(7) = 0,
P(Vi"(7)20) =1,

P (ij‘](fy) > 0) > 0.
3.1.3. Megjegyzés. Ez ekvivalens azzal, mintha diszkontdlt drfolyamra néznénk, hiszen

~. liq
‘/;lzq(,y) — V;‘Tgy)’ (B(t) > 0).

Ekkor

Vp'(7) = 0 Vy'(7) = 0, V(1) > 0 & V7%(y) > 0, Vi'(y) > 04 V' (y) > 0.

3.1.4. Allitas. Erre a meghatdrozott piacra Iy € A arbitrdzs stratégia.

Bizonyitas. Legyen C' > 0. Az 6tlet az, hogy allitsuk be a likviditacios folyamatot a

kovetkezSképpen:

nwwwzomw(§%—507

Erre jo példaul a kovetkezo stratégia:

W = 55C (1 — AneeoBd )) 3L = 25,0 (ew—ﬂt“Bf’ - 1)

Ekkor V{"(v) = 0, és majdnem minden (¢,w) € (0, 00) x  parra teljesiil, hogy
, 2
V;lzq(v) = (OS] (e("_r)t”BtH - 1) > 0.
Maér csak azt kell igazolni, hogy

A=V (y) = 42dB(t) + ~td” S, (3.2)
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A (2.3)-at hasznalva:

d- (ert (e(ufr)z‘#chtH . 1)2) — (e(ufr)tﬁrBtH . 1>2d (ert) + ertdf ((e(ur)t+aBtH . 1>2> )

Az Osszeg méasodik tagjanal:
d- (<€(u—7’)t+031{{ . 1>2) —9 <e(p,—7“)t+UBtH . 1> d- <e(u—r)t+aBtH> :

d- <e(“"’)t+"BiH) = lm)ttoBY! ((n—r)dt +od B).

és

Ezeket sszerakva és SzC-vel valo szorzéas utén
: 2 2
A~V (y) = S3Cd~ (e” <e(“_’”)t+"BtH - 1) > = S0 ((e(“_r)H"Bg{ - 1> re"dt+

+e'2 (e(“_T)t“’BfH — 1> e(u=r)t+oBy! ((p—r)dt + Ud_BtH)> .
Végiil
V0dB(t) + vl S, = S2C (1 _ (u=nroBf! >) redt+
+285,C (4o B 1) (uSdt + oS, BYY)

Az Si-t kiemelve és atirva:

0 1 2 BH 2
VOdB(t) + 4t~ S, = SEC ((éﬂ—”t“ - 1) retdt+

+e"2 (e(“*r)””BfI — 1) e(p=r)ttoBfl ((,u —r)dt + ad*BtH)> .
Tehat a (3.2) teljesiil és igy v € A valoban arbitréazs stratégia. O

A fenti konstrukciot H € (%, 1) esetére adtuk meg, mivel ebben a tartoményban alkal-
mazhatok a korabban bevezetett integralasi eszkozok. Viszont fontos megjegyezni, hogy a
frakcionalis Black—Scholes-modellben arbitrézsprobléma altalanos H € (0,1) \ {1} eset-
ben is fennall. Igy az el6z6 konstrukcio elsGsorban a jelenség szemléltetésére szolgal. A

kovetkezGkben ezért mar az altalanosabb keretben vizsgéljuk ezt a problémét.
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3.2. Arbitrazsmentesség tranzakcios koltségek mellett

Ez a rész elsGsorban a |7] tovabbé az [5], [8] alapjan késziilt. Az eléz6kben lattuk, hogy a
surlodasmentes frakcionalis Black—Scholes-modellben az arbitrazs egy létez6 probléma. A
kovetkezdkben kideriil, hogy ezt hogyan lehet kikiiszobolni azzal, hogy bevezetjiik a tranz-
akcios koltségeket a piacra. Most egy diszkontalt arfolyamot fogunk tekinteni (X}):c(0,00)-t,
ami adaptalt cadlag, majdnem biztosan szigortian pozitiv folyamat, emellett legyen kvazi-
balfolytonos, tehat X, = X, . V7 el6rejelezhet6 megallasi id6re majdnem biztosan. Jelolje
k > 0 az ardnyos tranzakcios koltséget. Legyen a v az egyszert stratégiank, aminél a véges

szamu tranzakciok idépontjai a (7;);_, megallasi iddk, és
n
Y= Z YA 1(r 1 s ahol v F,-mérhets i = 1,...,n esetén, tovabba g = 0.
i=1
Erre a likviditacios érték ¢ idépontban:

thiq(’)/) = Z%’A—l (Xn/\t - Xn,l/\t) o kZXn
i=1

<t

’YiA - %A—1’ — kX |yl - (3.3)

------

konvergal a kovetkezé likviditacios értékéhez:

¢ t
Vi) = [ o=k [ Xl (ds) — KXl (3.4
0 0
ahol |11y] ((t1,t2]) ==V (7,[0,t2]) — V(7,]0,1]), és a konvencionk vy— = 0. Az els§ integral
pedig a kovetkezGképp van definidlva rogzitett w esetén:
t t
/ YsdXs = 7 Xy — 0-Xo — / Xpy(ds).
0 0
Itt viszont ju,((t1,t2]) := Y, — Y1, €l6jeles mérték.

IM > 0:P (thiq(y) > —M> —1, Vt>0.

A tovabbiakban csak ilyen megengedett stratégiakat tekintiink. Az arbitrazs fogalma meg-

egyezik a 3.1.2. definici6val.

A kovetkezd lemma mogotti gondolat az, hogy a bid-ask savban, tehéat a vételi és eladési
ar kozott mozgo segédfolyamat tranzakcios koltségek nélkiili kereskedése legalabb olyan
kedvezs, mint az eredeti arfolyamon torténd kereskedés tranzakcios koltségek mellett. Ezt

az Osszehasonlitast fogalmazzuk meg formalisan.
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3.2.2. Lemma. Legyenck o, ¢ : Ry — (0,00) cadlag fugguények, amikre teljesil, hogy
lpr — G| < by,  VEER,. (3.5)

Ha v : R, — R balrdl folytonos véges varidcioju, akkor:

t

Vi) < [ udg VEeRs, (36)
0
Bizonyitas. Legyen ¢, := ¢, — ¢, ezt hasznélva a (3.4) egyenletet felirva

A t t t
V() =/ %d@+/ %des—k/ ©s |1y | (ds) — keor |7 -
0 0 0

Parcialis integraléssal

t t
/ Ysdes = Vi€t + Yo_E0 — / Esfiy(ds).
0 S~—~— 0

A (3.5) feltétel miatt igaz, hogy

Yier — ks || < el ed] — ke [ <0, (3.7)
és meég . .
- [Ceantas =k [ eiml@) <o (33)
hiszen . . .
- [Centas) < [l @) < [ k) @)

Végiil a (3.7) és a (3.8) részeket felhasznalva

t t t
V() = / oG+ e — gy ] + | — / oty (ds) — k / oo 11| (ds)
0 S——— 0 0

<0 ~ ~
<0

Igy kapjuk meg a (3.6). O

Ezt felhasznalva most egy elegendd feltételt adunk arra, hogy tranzakcios koltségek mellett

ne létezzen arbitrézs.

3.2.3. Allitas. Legyenck k,T > 0. Ha Y1 megdlldsi idére amire P(t < T) > 0, teljesiil a

kovetkezd

X
P sup |== —1
<t€[T,T] X

t

<k, 7< T) > 0,
akkor X arbitrazsmentes a [0, T intervallumon k tranzakcids kéltség mellett.
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Bizonyitas. Legyen v # 0 és definialjuk az els§ kereskedést mint megéllasi id6t:
7 =T Ninf {t : y # 0}. Mivel v nem trivialis kereskedés ezért P(7 < T') > 0. Nézziik a

kovetkezd eseményt:

X
A=< sup |=— —1
{tE[T,T] X

t

<k5,T<T}.

A feltétel miatt ez pozitiv valoszintséggel teljesiil. Legyen )N(t := Xiar, €s most hasznaljuk
erre a 3.2.2. lemmat, amibdl kdvetkezik, hogy VT“q(v) < 0. Tehat valoban nem létezik

arbitrézs, hiszen egyik stratégiara sem teljesiil, hogy VTliq(’y) > 0 majdnem biztosan. [

Bevezetiink egy olyan fogalmat, amely pontosan az el6z6 arbitrazsmentességi kritérium

alkalmazasahoz lesz hasznos.

3.2.4. Definicid. Egy progressziven mérhetd (Y3)co.1) folyamat ragadds, ha Ve, T > 0 és
olyan T megdlldsi idére, amire P(t < T') > 0, teljesil, hogy

P(sup Y. Y| <e, 7'<T> > 0.

te[r,T)

3.2.5. Allitas. Ha In X ragadds, akkor X arbitrazsmentes a [0, T]-n k tranzakcios kéltség
mellett Vk, T > 0 esetén.

Bizonyitas. Legyen Y; := In X, és vegylik az x — |e® — 1| fliggvényt, ami 0-ban folyto-
nos, tehat Vk > 0: 30 > 0 aminél V1" > 0 esetén

sup |Y; =Y <dpCq osup [ -1 <k
te[r,T) te[r,T)

X, < .
Y=Vt _ 1| — ‘7 — 1‘ . Igy kapjuk, hogy P ( sup
t

te|r,T)

Tovabba

X
T 1<k 7<T]>0.
X, ’ T >

Ezzel kapjuk a 3.2.3. allitas feltételét és innen egybdl kovetkezik az allitdsunk. 0J
KovetkezSkben jeloljiik a Wiener-teret gy, hogy W = {f € C([0,00),R) : f(0) =0} és
t > 0 esetén a [0, ¢] intervallumon W, = {f € C([0,¢],R) : f(0) = 0}. Ezeken a kanonikus
projekcio legyen 1T, : W — W,. A W egy lengyel tér a kompakt halmazokon az egyenletes

“ .0,

Most kovetkezik egy lemma, de el6tte még egy jelolést vezessiink be. Legyen & egy
F-mérheto fiiggvény és G C F o-algebra. Ezekre pedig

essinf (£ | G) = esssup{g : g G-mérhets, P (g < &) =1}.
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3.2.6. Lemma. 7| Legyenek (U,dy),(V,dy) teljes szepardbilis metrikus terek, és

BU) CU,B(V) CV. Tovibbd P valdszintiségi mérték az (U x V,U @ V) mérhetd téren,
amelynek tartdja U x V, és f : U x V — R olyan, hogy {u — f(u,v) : v € V'} figguények
egyenletesen folytonosak. Ekkor

essinf (f | U) (u) = in‘f/f(u,v) P-majdnem minden u € U-ra,
ve

€s u — in‘f/f(u,v) pedig eqy folytonos fligguény.
ve

A kovetkezd allitas a ragadossag ellendrzését a folyamat tartojanak vizsgalatara vezeti

vissza.

3.2.7. Allitas. Legyen a teljes terink a (W, B(W), P), a kanonikus folyamatunk Y, (w) =w,,
a filtracionk pedig FY = o(Y,:0<s<t). Ha azY tartdja W, akkor Y ragados.

Bizonyitas. Legyen Y : Q — Wy és P:=Po Y1 ami valoszintiségi mérték Wop-n.

Definialjuk a Z : W — C([0,T]) leképzést gy, hogy

Zi(w) = sup |ws —wyl.
s€[t,T]

Ez Lipschitz-folytonos, hiszen rogzitett ¢ € [0, T] esetén

[ Zi(w) = Ze (O)] < sup | |ws —wef = |G = Gl | < sup ws = Gl + |wr — G < 2w — (|-
s€[t,T) s€(t,T]

Emiatt egyenletesen folytonos is. A ragadossag bizonyitdsdhoz kellene, hogy Ve > 0-ra és
olyan 7 megallasi idére amire IF)(T < T) > 0, teljestil, hogy

P(Z, <e,7<T)>0. (3.9)

A [0, T)-n 1év6 szakaszt feloszthatjuk két részre, ehhez definialjuk azt, hogy

I Wy =W, xWr_, ami I(w) = (Ht(w), HT,t(w(t))), ahol w® (1) := w4y — wy.

Az FY = o(I1;) definici6 szerint, és ezutan alkalmazzuk a 3.2.6-os lemmat tgy, hogy
U=W,V =Wr_;és f(a,8) = Z;(I"'(a, B)). Ez alkalmazhato, hiszen mar lattuk, hogy
Z egyenletesen folytonos. Ezekkel kapjuk, hogy

essinf (Z, | F)) (w) = inf {Z,(¢) : ¢ € Wy, IL,(¢) = L, (w)} = 0 (3.10)
majdnem biztosan, hiszen ha megvalasztjuk a masodik szakaszt gy, hogy w) = 0, akkor
I (w),0)(s) = w;, Vs € [t,T).
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Erre pedig
Z,(I"*(IT;(w),0)) = 0.

A (3.10) miatt @(Zt <e | FY) > 0 majdnem biztosan Ve > 0, ¢ € [0,T] esetén. Ha
3t* < T, amire P(r = t*) > 0, akkor

P(Z, <e,7<T)>P(Zp <e,7=t")=E [1{T:t*}ﬁ (Zp < ¢ | fg)] >0.  (3.11)
Vagyis az ilyen 7 esetén egybdl kapjuk a (3.9)-et. Mar csak azt kéne megmutatni, hogy
V7-ra igaz legyen, amire P (1 < T) > 0. Ehhez tegyiik fel, hogy 37 megallasi id6 és
e > 0, amire P(Z, <e,7 <T) = 0. llyenkor P(Z, > e,7 <T) = P(r < T). Rogzitett

n-re definidljuk
Dy:={T—-2"%:k>1}u{k2":1<k<2"T},

és

T{l::inf{{t>7':tEDn}U{t>T:|wt—wT|:g}}_

A {7 < T} eseményen az w folytonossiga miatt Vw esetén majdnem biztosan Jng(w),
hogy Vn > ng(w) : 7, (w) € D, de P(r<T) >0, czért ]TD(T;Z € D,) > 0 megfelels n-re.

A D, halmazunk megszamlalhato, ezért 3t* € D,, : P (7} =t*) > 0. Emellett definicio

szerint sup |w; —w-| < 5. Tehat a {7 < T} eseményen:
telr,m))

€§ZT:H1&X{ sup |wt_w7'|> sSup |wt_w7'|}:

telr,7}] te(r),T)

E
= Sup |wt - WT| S sup ‘wt - WT;L‘ + sup ‘WT;L - w’r‘ S Z’T‘,;L + -
1€l T] telrt, ] telrt, ] 2

Tehat Z,, > 5. Azt is tudjuk, hogy {7 < T'} = {7, < T}, tehat ezek szerint
P (ZT;I < %,T;L < T) =0.
Ez viszont ellentmond (3.11)-nek. O

Végiil azt kellene belatnunk, hogy a frakcionalis Brown-mozgas tartoja [0,7]-n Wy, és
ezzel kapnank, hogy a frakcionalis Black—Scholes-modell arbitrazsmentes tranzakcios kolt-

ségek mellett. Ezek el6tt még nézziink meg a bizonyitashoz sziikséges eszkozoket.

3.2.8. Definicid. Liouville frakciondlis integrdl a kévetkezdképp van definidlva

_ [Ef(s)(t— s lds

([(;Y+ f) (t) F(’}/)
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Az ﬁgynevezett "Reproducing Kernel Hilbert Space"-t a késGbbiekben roviden RKHS-nek

T stz

3.2.9. Definicié. Legyen (Xy)icpo,r egy 0 vdrhato értéki Gauss-folyamat, aminek a kova-
riancidja R(t, s) := Cov(Xy, Xs). Ennek az RKHS-e a {t — R(t,s), s € [0,T]} figgvények
dltal generdlt Hilbert-tér, ahol a skaldrszorzat (u v R(u,t),u+ R(u,s)) = R(t,s). Ha a
kovarianciafigguény felirhato gy, hogy

R(t,s) = /OT K(t,u)K(s,u)du, aholu s K(t,u) € L*([0,T)),

akkor az RKHS elemes:

{ /Ktu w)du : geLz([OT})}

A frakcionalis Brown- mozgasnéd Ry(t,s) = 3(7 + s> — |t — s[*""). Az operatorunk
Ky« L*([0,T]) = I+ T3 (L?([0,T))) izomorfizmus pedig a kovetkezSképpen van meghaté-

rozva:

o=

/K e (Igf’ (xéH[Oz;l (xH—%f»)(t), H< o1
(5 (1 (07 0

3.2.10. Lemma. [5] H € (0,1) esetén a kovariancia felirhato dgy, hogy

(Ku f)(t

D=

RH(t,s):/O Ky (t,u)Kg(s, u)du.

Tehat a frakcionalis Brown-mozgéshoz tartoz6 RKHS:
My = {KHiL he L?([O,T])} ,

ahol a skalarszorzat h, g € Hy esetén

(b )y, = (Kb, Kng), = (hg) .

A kovetkezdkben legyen T egy kompakt metrikus tér. Ezen értelmezett folytonos fiiggvé-
nyek pedig C(T), és (C(T), ||-]|,) Banach-tér. B(C(T")) = o(C), ahol a cilinderhalmazaink

C={zxeC(T): (z(t1),...,z(ty)) € B:n>1, t,...t, €T, Be€ B(R")}.
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Legyen p egy Gauss valoszintiségi mérték a (C(T), B(C(T)))-n, amire

E,[X:] = / x(t)u(dx) =0, R(t,s) = / z(t)x(s)u(dx), (t,s€T). (3.13)
C(T) c(T)

Tegyiik fel, hogy R folytonos a T' x T-n, és jelolje B, (C(T)) a B(C(T)) teljessé tételét p
szerint.

3.2.11. Tétel. [8] Legyen p eqy Gauss valoszintségi mérték a (C(T),B,(C(T)))-n amire
a (3.13) teljesiil, és az R folytonos. A Gauss-folyamat RKHS terét jeloljik H(R)-rel. Ekkor

supp(u) = H(R)

Ezek segitségével térjliink vissza a {6 allitdsunkra.

3.2.12. Allitas. Legyen (Yi)tepr) folyamat olyan, hogy Y; = g + o Bf, ahol ¢ > 0 és
g : R — R pedig egy folytonos fligguény. EkkorY ragados folyamat.

Bizonyitas. El6szor is a Béta-fliggvény a, b > 0 esetén

/t st — s)lds = wt(wbﬂ

['(a+0b) > (E>0).

Valasszuk meg a fiiggvényiinket f(s) = s“-nak, és erre hasznaljuk a Ky operatort.
H < % eset:
1_
Kyf =131 (8%_HIO"’+ . <8H_%+"‘)> .
A bels6 Liouville-integral:

%_H H—%—&-a _ 1 ! H—%—i—a o —H—% _ F(H+a+%> «
<]0+ (s >>(t)_—F(1 H)/o s (t—s) ds = Tt a) t*.

A kiils6 pedig

o (T (H +a+3) 1-H+ta _ '(H+a+3) tS%—H-‘rOA g2 g —
(fm( s ))(t)— / (t— 57" ds =

I'(l+a) I'(l4+ao)I'(2H

I'(H+a+3)T(a—H+3)
T(1+a)T (a+H+3)

H> % eset: Hasonléan mint az el6zénél

oH—H—&-%

Kyf =1k (sH_%Iéf? (s%-Hf)> .
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A bels6 integral utan

L (Tl —HA35) ains CT(a—HA5) " s,
(Io+< T+ a) st 2))(25)— T(1+a) /OS+ ds =

_r(a—H+g)tQ+H+% :F(a—H+§)F(a+H+%)

F'(l+a)(a+H+3) F(a+1)T (a+H+32)
Tehat mindkét esetben

oz+H+%

(Kps®) () = cant®*2 € Hy.

Az a > —% szabadon valaszthato, ezért
p(t) = ait +ast? + ...+ a,t”, n e N\ {0}

esetén p(t) € Hy. A Stone-Weierstrass-tételt alkalmazzuk, amely szerint a polinomok
stirtiek a folytonos fiiggvények terében a szuprémum norméra nézve. Tehat Hy = Wy, de
emellett a 3.2.11-es tételbsl tudjuk, hogy supp(Q BH‘[O}T]) = Hy. Ezzel a kettével kapjuk,
hogy supp(Q BH|[0’T]) = Wy, de a frakcionalis Brown-mozgés folytonos determinisztikus
eltoltjanak is Wy lesz a tartoja. Végiil a 3.2.7. allitas segitségével kapjuk, hogy Y valéban
ragados. 0

3.2.13. Kovetkezmény. Az eldzd dllitds Y folyamatdra alkalmazzuk a 3.2.5 dllitast. Ek-
kor levonhatjuk a kévetkeztetést, hogy X; = e9 B arbitrazsmentes a [0, T'] intervallumon

k tranzakcios koltség mellett Yk, T > 0-re.

Ezzel megmutattuk, hogy az ardnyos tranzakcios koltségek kizarjék a kordbban latott ar-
bitrazslehet&ségeket. A modell igy alkalmasabba valik arra, hogy optimalizalasi kérdéseket
fogalmazzunk meg benne. A kovetkezs részben az arnyékar segitségével vizsgaljuk ezt a

problémat.

3.3. Arnyékar és portfolidoptimalizalas

Ebben a részben foként 4] és emellett a [2], [3], [13] alapjan fogunk haladni. Tekintsiik
a frakcionélis Black—Scholes-modellt, amelyben egy kockazatos és egy kockazatmentes
eszkoz szerepel. Egy diszkontalt piacon normalizalt kockézatos eszkozzel fogunk dolgozni,
tehat 3 =1 6és S, = eMtoB ahol p e R,0 > 0és H e (0,1)\ {1}. A rogzitett ardnyos
tranzakcios koltség a piacon A € (0,1). Igy a részvény vételének az ara Sy, az eladasanak

pedig (1 — A)S;. Vegyiink egy rogzitett 7' € (0,00) id6horizontot. A stratégiank pedig
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cadlag, adaptalt és véges variacioju folyamat, amit jeloljik megint v = (7?7%1)0—gth‘
vel. Barmely véges variacioja ¢ = (1), <i<7 folyamat felbonthat6 ebben a formaban:
¥ = o + T — ¥, ahol YT és ¥* két nemcsokkend folyamat, és ezt a jelolést is fogjuk
hasznalni a stratégidink esetén. ElGszor fogalmazzuk meg mik lesznek a megengedett és

onfinanszirozé stratégiaink.

3.3.1. Definicio. A v = (77, %1)756[0_ ) megengedett és onfinanszirozd, ha
0— <t; <ty <T esetén

to t2 t2
/ dyy < / (1= \) Sy, — / Spd; ",
t1 t1 t1

ahol az integrdlok Stieltjes értelemben értenddk. A likviditdcios érték pedig
V) =9+ (1 =N8 (%), =S () =0, te[o,T].

Ha kezdetben (78_,73_) = (20,0), xo > 0, akkor ezeknek a stratégidknak az osztdlydt
geloljik A (xo)-lal.

Ehhez a stratégiakhoz tartozo likviditacios értékek halmaza pedig legyen
C (o) = {V4"(7) : 7 € Alwo)}

Tovabbiakban tekintsiink olyan U € C! ((0, 00), R) hasznossagi fiiggvényeket, amik szigo-
ridan monoton novekvék és konkavok. Ezek mellett teljesitik az Inada-feltételeket, tehét
lim U'(z) =00, ¢és lim U'(z)=0.
r—0+ T—00

A célunk g € C(xp) esetén maximalizalni az E [U(g)] mennyiséget.

Bevezetjiik az arnyékar fogalmat, amely kapcsolatot teremt a tranzakcios koltséges és a

surlodasmentes optimalizalasi problémak kozott.

3.3.2. Definici6. Egy S = (S’\t)te[o,T] szemimartingdl folyamatot drnyékdrnak neveziink,

ha teljesiti a kovetkezd hdrom feltételt:
1. S a bid-ask sdvban mozog, tehdt

(1-X)8, <8, <5, Vtelo,T).

2. 3(Pt)ejor € A(zo: S) stratégia, amire

T T
E |:U (Z'O —|—/ Q/O\tdst)‘| = sup E |:U (l’[] +/ QDtdSt>:| s
0 pEA(0;S5) 0
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ahol A(zo; §) azokat az onfinanszirozo megengedett stratégiakat jeloli, amik a tranz-

akcios koltségek nélkiili S arfolyam mellett vannak és a kezddtokéjik x.

8. Az el626 optimdlis stratégidra igaz, hogy Py = -, ¥Vt € [0,T], és a likviditdcids

értéketk megegyeznek:

T

ro+ [ @S A4+ (0= NSr (31), — 5 (5H)_.
0

Tovabbiakban sziikségiink lesz egy lokalis palyatulajdonsagra: ez az tgynevezett "two way

crossing", amit a késébbiekben csak (TWC)-nak fogunk roviditeni, a definicidja pedig a

kovetkezd.
3.3.3. Definicié. Legyen (Xi)icpr) egy folytonos sztochasztikus folyamat, o pedig egy
véges megalldsi 1dd. Eqyik iranyba valo elmozduldasokat jelélyik gy, hogy
oy =inf{t>0:X;—X,>0}, é o_:=inf{t>0:X,—X, <0}.
Azt mondjuk, hogy X teljesiti a (TWC)-ot, ha barmely véges o megdlldsi iddre
P (O’+ = O',) =1.

A TWC-feltétel bevezetése utan megfogalmazhaté az arnyékar létezésére vonatkozo 6

altalanos eredmény.

3.3.4. Tétel. [4] Legyen S szigorian pozitiv folytonos folyamat, ami teljesiti a (TWC)-
t, és eqy rogzitett X\ € (0,1) tranzakcids koltség. A hasznossdgi figguényiinkre a fentiek
mellett még teljesiiljenek azok, hogy

) zU' () li
lim su <1 és FJxyg>0: sup E|U (V1 < 0.

Ekkor 3S drnyékdr és 7y = (2, 7}) € A(xg) optimdlis stratégia, tehdt

E|U(vie@®)] = sw E[U(1im)].
’YE.A(mo)
Az el6z6 tételt a frakcionalis Black—Scholes-modellre szeretnénk alkalmazni. Ehhez a
(TWC) feltétel mellett azt is ellendrizniink kell, hogy az optimalizalasi feladat varhato
hasznossaga véges marad. A kovetkezSkben ehhez készitiink el§ egy becslést. Vegyiink

egy frakcionalis Brown-mozgast H € (0,1) Hurst-paraméterrel, és rogzitsiink egy § > 0
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értéket, amire vegyiink (Tj>j>0 megallasi id6ket. A 79 = 0 értéket allitsuk be és a kovetke-

z6k pedig legyenek
Tir1(w) = inf {t > 75(w) : ‘BtH(w) - Bg(w)‘ > 5} :
A T € (0,00) id6pontig a 0 nagysagu elmozdulasok szamat pedig jelolje

F}é)(w) =sup{j >0:7;(w) <T}.

3.3.5. Allitas. [4] H paraméterhez 3C(H),c(H) > 0 konstansok, hogy

P(F > n) < (H)e Uty gy e

3.3.6. Allitas. Az Fgg)-m 19az, hogy VYa € R esetén

)
E [e“F T ] < 00.
Bizonyitas. Legyen f(x) = e*, és ekkor

E [f <F}5)>} =E [f(O) + /000 f’(:v)IL{ng)zm}da:] = f(O)+/OOo f(z)P (Fz(fs) > :1:) dr < 0.

A Fubini-tétel és a 3.3.5. allitas alkalmazasa utdn a > 0 esetén, ha a < 0 akkor
E [eaFg)} <1< 0. U

A kovetkezskben a frakcionalis Black—Scholes-modellre alkalmazzuk az el6z6 becsléseket.
Definidljuk a § nagysagt elmozdulasokat az X; := ut + oBF folyamatra, tehat legyen

TOZOéS

Tir1(w) == inf {t > 7;(w) : | X; — X7,| > 0}, Fgﬁs)(w) =sup{j >0:7;(w) <T}.

3.3.7. Lemma. [4] Vegyiik a frakciondlis Black—Scholes-modellt és rogzitsiink olyan X, 0 >
0 szdmokat, hogy (1 — \)e* < 1. Ekkor 3K (5,\) > 0 konstans, hogy Vg € C(xq) esetén
gﬂ{fé‘f):n} < xp <K<57 )‘))n ]1{?(5): }

T n

3.3.8. Kovetkezmény. Bdrmely konkdv U : (0,00) — R U {—oc} fiiggvény esetén az
{E[U (9)] : g € C(x0)} halmaz felilrdl korldtos.
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Bizonyitas. A 3.3.6. és a 3.3.7. allitasokat egymés utan alkalmazva kapjuk, hogy

Elg] <E [IOngé)] = 1ok [e(an)Fg)] < 00.
De barmely konkav fiiggvény dominalhato egy affin fiiggvénnyel, tehat VU-hoz da, b kons-
tansok, hogy E[U(g)] < a + bE [g] < oo. O

Az el6z6 el6késziiletek utan ratériink az arnyékar 1étezésének igazolasara a frakcionalis

Black—Scholes-modellben. A kovetkezs tétel ezt fogalmazza meg.

3.3.9. Tétel. Legyen A € (0,1) rogzitett tranzakcids koltség a frakciondlis Black—Scholes-
modellben. A hasznossdgi fligguényiinkre a fentiek mellett még teljesiiljon, hogy

/
lim sup U (z)

< 1.
2500 U(x)

Ekkor Vzog > 0 esetén

2 B 0)] <o

és emellett 3S drnyékdr és 4 optimdlis stratégia.

Bizonyitas. Legyen X; = ut + o B}. Ezeknek a névekményére iteralt logaritmust véve

barmely 7 megallasi id§ esetén kapjuk, hogy

Xopo — X BH, — BH 1
liminf — =" — liminf | 0—2 — + i v <
v In [lnv|

_|._
v=0+ pH\/In|lnv|  v=0+ H, /In |Inv|

o ('(2H + 1)sin(7H))
I'(H+3)VH

A masodik tag 0-hoz tart az els6 pedig a [13] alapjan becsiilhetd feliilr6l. Tehat 7 utan

N

tetsz6legesen kozeli T + v idépontban taldlunk olyat, hogy X,., < X,. De a frakcionélis
Brown-mozgas 0 varhato értéki Gauss-folyamat, igy szimmetrikusan is eljatszhatjuk —X
folyamatra, amibdl pedig kovetkezik, hogy inf {t > 7: X, > X, } =inf{t > 7: X, < X, }
majdnem biztosan, és ez ennek az exponencialisara is teljesiil. Tehat S-re igaz a (TWC)
feltétel. Tovabba a 3.3.8 kovetkezmény miatt Vg > 0 esetén

sup E [U (VTliq(’y))] < 00.

yEA(z0)

Ezekkel teljesiilnek a 3.3.4. tétel feltételei, amib6l kovetkezik jelen allitasunk. 0
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A tovabbiakban az el6z6 optimalizalasi feladat duélis megfogalmazasat hasznaljuk.
A\-konzisztens arrendszernek nevezziik azokat a Z = (Z°, Z1) sztochasztikus folyamatokat,

ha valamely S folyamat, ami (1-N)S; < S, < S, minden t € [0, T'] esetén és ezekre fennall,

hogy
dQ

AP
Az S-hez tartozé ekvivalens lokélis martingalmérték Q ~ P. Tovabba Z! = Z°S. Tehat

S Q-lokalis martingal, Z! pedig P mértékre nézve. Ha ezek mellett még Z9, Z1 szigortian

Q(A)Z/AZS(w)d]P’(w), AeF, és Z%:

pozitiv lokalis martingalok és E[Z0] = 1, akkor az ilyen Z folyamatoknak a halmazat
jelolje Z. Ezen tul jeldlje B(yy) azon Y = (Y° Y1) folyamatok halmazat, ahol Y°, V!
nemnegativ cadlag szupermartingélok, B [Y?] = yo. Valamely S € [(1 — A)S, 5] esetén

Y1 =Y03, 65 Y0 + Y14 is egy nemnegativ szupermartingal Vv € A(1)-re. Ha yo > 0,
akkor yoZ C B(yo). Legyen D(yo) :={Y?:Y = (Y°, Y') € B(yo)}. A dualis problémank-

ban minimalizalni szeretnénk:
E[V(h)], he€ D),

ahol
V(y) :=sup{U(x) — vy}

x>0

a primél U hasznossagi fliggvény konjugaltja.

A késébbiekben sziikségiink lesz a martingéalreprezentécios tétel alkalmazasara, ezért els-
szOr bevezetjiik azt a keretet, amelyben a tétel hasznalhato. Vegytink egy kétoldali Brown-
mozgast és a filtracionk pedig F; := o(B, : u < t). Rogzitsik a H € (0,1) \ {3 }-et, és
a frakcionalis Brown-mozgast pedig reprezentéicioval adjuk meg tgy ahogy a 2.2.2-ben

definialtuk, tehat ¢ € [0, T esetén

3.3.10. Tétel. Legyen (Xy)ico,r lokdlis martingdl adaptdlt a fent definidlt F; filtrdcichoz.
FEkkor 3Y eldrejelezhetd folyamat, amire eqy valdsziniséggel fOT Y2dt < oo, és

t
Xt:XO—I—/ Y,dB;.
0

A fentiekre épitve megfogalmazhatjuk a logaritmikus hasznossagi fliggvényhez tartozo

optimalizalasi tételt.
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3.3.11. Tétel. Tekintsik az elébb definidlt filtrdaciét, rogzitsik a A € (0,1) tranzakci-
os koltséget a frakciondlis Black-Scholes-modellben, és a hasznossdgi fligguényiink legyen

U(x) =Inz. Ekkor létezik S drnyékdr, ami eqy Ito-folyamat:
dS; = ﬁts’\tdt + a\tgtdBtv t (0,17,

ahol (1it) i) » (O ) 1o €lorejelezhetd folyamatok, amikre

T T
/ || dt < 0o,  €s / oldt < oo,
0 0

magjdnem biztosan. Tovdbbd Vxo > 0 esetén létezik 7 = (ﬁtoﬁtl)te[oﬁﬂ € A(xo) optimadlis

stratégia. Tehdt

E [ln (VTliq (/7\))] = sup E [ln (Vjﬂiq(y))] .

vEA(wo)
Az drnyékdr és az optimalis stratégia kézti kapcsolat pedig
mr=te= 0 te0T) (3.14)
Ot Yi- + %St
Bizonyitas. El6szor is a 3.3.9. tételbdl kovetkezik, hogy létezik arnyékar és optimalis
stratégia minden zo > 0 esetén. A [4] alapjan 3Y = (20,21)156[0,T] € B(y(z)) dualis
probléméra optimalis megoldas. Tehat

170 : 0
E [— InY; — 1} = Ye;sl(g(x))E [— InY; — 1} )

ahol az Y, Y'! lokélis martingalok. A [2] szerint az % = S arnyékar. A lokdlis martinga-

lokat reprezentalhatjuk a 3.3.10. tétel szerint, vagyis

Y0 =Y+ [, €udB, Y =Y+ [y CudB,
dY0 = &, dB, dY,}' = (, dB,

Tehat YO és Y1 is Tto-folyamat, igy az 1.2.23. allitast felhasznalva latjuk, hogy S is az, és
felirhato ugy, hogy
dS, = [i,S,dt + ,5,dB,, t € [0,T).

A surlodasmentes piacon a vagyonfolyamat:
V;t = :7\7?_ + atl_St.
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Itt az onfinanszirozas miatt a vagyonvaltozas dr/t = /v\tl_dgt. Tovabba a részvényben tartott
~1 I~
Osszeg és az Osszvagyon aranyat pedig jeloljik ugy, hogy 7, := %St Ezekkel felirhatjuk,
t
hogy
d‘/; = Tdst = ﬂ-t‘/t (/,Ltdt -+ O'tdBt) .
t
Ezutan az Ito-formuléval kaphatjuk a kovetkezét:

-~ 1
Integralformara varhaté értéket véve a T id6pontban:
~ ~ T 1
0
Ahhoz, hogy ezt maximalizaljuk, a kovetkez6 arany kell nekiink:

S~k - ]' 22
™, = argmax | mi; — 3™ )

s

ami nem mas, mint

=&
t 6'\152 .
Igy kapjuk meg az allitasunkat. U

A duélis megoldas és az arnyékar egyiitthatoi kozott tovabbi kapcsolat is kiolvashaté. Ezt

a kovetkezd relacioban fogalmazzuk meg. Vezessiik be, hogy 5: = —20@. Igy
dzo == —}/}toatdBt,

ahol @ elérejelezhets folyamat és fOT aZdt < oo majdnem biztosan. Az Ito-formulaval

kaphatjuk, hogy
~ 1 ~ 1 o~
d <1n Yto> = %dyto - — a4 [YO,YO] (1),

G

- 1
d <ln Yf) — —@dB, — saldt,

1 rt

70 = ¥0- Jo @udBu—3 [§ a2du (3.15)

A [3] alapjan Y egy A-konzisztens arrendszer, és mivel a normalas utan a tovabbi feltételek

is teljesiilnek, ezért elmondhaté, hogy (%, %) € Z. Tehat %5’\ P-lokalis martingal és
0 0 0

Y2 dQ
70~ dP



Azt is tudjuk, hogy S Q-lokalis martingsl, igy a (3.15) és a Girsanov-tétel szerint:

dS, = 7St + 3,5,dBF = [i,S,dt + 5,5, (dB;@ . atdt> = (fi, — 6,a,) Sydt +5,8,aB2.

£

A driftnek 0-nak kell lennie és ezzel megkapjuk, hogy a; =

3.3.12. Megjegyzés. Az 4; = & reldcio kozvetleniil kijon akkor is, ha az (1.10)-be

ot

behelyettesitjik a dY, = =Y q,dB, és a dY,' = —Y,'BdB, folyamatokat.

Az arnyékarhoz tartozo fi; és o, egylitthatok ismeretében az optimaélis stratégia kompo-

nensei kozvetleniil kifejezhetSk. Ezt nézziik is meg.

A surlodasmentes piacon a likviditacios értéket visszairhatjuk a (3.14)-be, igy
o o B\ o~ _ Vil
7?:‘4(1__)7 ’77517:/\_,\2;

StO't

és itt az onfinanszirozasba behelyettesitve

/\2 ~
dV, = ViELat + V2B,
Ezutan hasznéljuk az [to-formulat, amivel kapjuk, hogy
/\2 ~
a (V) = 2t + L aB,
20; oy
Ha a kezdé6tskénk xg, akkor

~2 —
R 1t B t
pget o Sty Bran,

Vi, =

Végiil ezt visszahelyettesitve:

L L[t By gy [t Bugp Tofly L [t By qus [t BvdB

;Y\O — (1= 58062 052 0 Gy 4P Atl — e? 0 52 0 Gq 4Pu
t— ~2 - 5~
Oy St(ftz

Az arnyékar segitségével altalanossdgban megfogalmazhato, hogy létezik egy olyan sav,
sen lehet kovetkeztetni, hogy az optimalis arany kornyezetében a pozicié tjrasilyozasabol
szarmazo6 elény nem fedezné a tranzakcios koltséget. Tehat ha létezik S arnyeékar, akkor ar-
ra altalanos tranzakcios koltséges stratégianak az arnyékaron szamolt értékének véltozasa

a kovetkezSképpen irhato fel:
aV; = dy? +d (1/5,) = dr? +~1-dS, + S}
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Az onfinanszirozas miatt

dyf + 8y} < (1= NSyt = Syt + 8, (an" — o)) =

== (S = 8) T = (8= (1= N 8) o,

Tehat felirhato, hogy
R R t R t R t R
V< Vo+ / vl s, - / (Su . Su) dyit — / (Su (1) Su) L,
0 0 0

Majd ezt alkalmazzuk az optimélis stratégiara, amire tudjuk, hogy dl//\; = ﬁtl_dgt. Ezekbdl

kovetkezik hogy az utols6 két integralnak 0-nak kell lennie, ami miatt
(1-XNS <85 <8 = dy/"=d3* =0.

Tehat amikor az arnyékar a bid-ask sdvon beliil van, akkor nincs kereskedés. Az esetiinkben

az optimélis aranyra ez a sav

~1
% ,th‘r
- - - 1—)\5’,3 .
e sy e (0 Vs

Ezek lényeges kovetkezmények, és Osszességében jol lathatova valik az arnyékar fontos

szerepe a tranzakcios koltségekkel terhelt piacokon.
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Osszefoglalas és kitekintés

A dolgozat célja a frakcionalis Brown-mozgas matematikai hatterének és néhany pénz-
iigyi alkalmazésanak bemutatésa volt. ElGszor azokat az alapfogalmakat és eredménye-
ket tekintettiik at, amelyekre a késGbbi fejezetek épiiltek. Ennek részeként bevezettiik a
Brown-mozgéast, az [to-integralt, az Ito-folyamatokat, valamint az [to-formulét és a mér-
tékvaltashoz kapcsolodo eredményeket. Ezek a klasszikus sztochasztikus analizis alapvetd

eszkozei.

Ezt kovetGen a frakcionalis Brown-mozgést vizsgaltuk részletesebben. Bemutattuk a fo-
lyamat definicidjat, legfontosabb tulajdonsigait, tobbek k6zott a stacionarius névekmeé-
nyeit, az 6nhasonlosagot és a névekmények kozotti fliggést. Kiilon hangsilyt kapott az is,
hogy H # % esetén a frakcionalis Brown-mozgas nem szemimartingal, ezért a klasszi-
kus Ito-kalkulus eszkozei kozvetleniil nem alkalmazhatok ra. Emellett még a Holder-
folytonossagarol is sz6 volt, amely kés6bb lehetévé tette a Young-integral és az elére-
halado integréal bevezetését H > % esetén. Ezzel frakcionalis Brown-mozgas altal vezérelt
folyamatokat értelmezhettiik, ami elGkészitette a kés6bbi pénziigyi alkalmazasokat. Eb-
ben a fejezetben még a Mandelbrot-van Ness reprezentaciora is kitértiink, ami kapcsolatot

teremt a Brown-mozgas és a frakcionalis Brown-mozgas kozott.

Az alkalmazasoknal a klasszikus Black—Scholes-modell utdn bemutattuk annak frakcio-
nalis valtozatat. A sirlodasmentes esetben arbitrazslehet&ségre mutattunk példat H > %
esetben. Ezutan lattuk, hogy a tranzakcios koltségek megsziintetik ezt a problémat. Végiil
az arnyékar fogalman keresztiil megmutattuk, hogy a tranzakcios koltségekkel terhelt opti-
malizalasi probléma bizonyos feltételek mellett visszavezethets egy megfelels surlodésmen-
tes probléméra. Logaritmikus hasznossagi fiiggvény esetén az arnyékar Ito-folyamatként
irhato fel, és az optimalis portfélidarany az drnyékar driftjének és volatilitasdnak segitsé-
gével fejezhet ki. A kapott eredmények egyik fontos kovetkezménye a kereskedés nélkiili
tartoméany megjelenése. Ez azt fejezi ki, hogy tranzakcios koltségek mellett nem optimalis
folyamatosan djrasilyozni a portfoliot. Amig az arnyékéar a bid-ask séav belsejében mozog,
addig az optimalis stratégia nem kereskedik. Vételre vagy eladasra csak akkor keriil sor,

amikor az arnyékar eléri a sdv megfelels szélét.

Ezeken tul a frakcionalis Brown-mozgasnak tovabbi pénziigyi alkalmazasai is vannak.
Kiilonosen fontos irdny a volatilitds modellezése. Ilyenkor a frakcionalis Brown-mozgas

nem feltétleniil az arfolyamban jelenik meg, hanem példaul a volatilitasban.

59



Irodalomjegyzék

1]

2l

13l

4]

5]

(6]

17l

8]

19]

Biagini, Francesca, et al. Stochastic calculus for fractional Brownian motion and

applications. London: Springer London, 2008.

Czichowsky, Christoph, and Walter Schachermayer. "Duality theory for portfolio op-
timisation under transaction costs." The Annals of Applied Probability (2016): 1888-
1941.

Czichowsky, Christoph, and Walter Schachermayer. "Portfolio optimisation beyond
semimartingales: shadow prices and fractional Brownian motion." The Annals of
Applied Probability (2017): 1414-1451.

Czichowsky, Christoph, et al. "Shadow prices, fractional Brownian motion, and port-
folio optimisation under transaction costs." Finance and Stochastics 22.1 (2018):
161-180.

Decreusefond, Laurent, and Ali S. Ustiinel. "Stochastic analysis of the fractional
Brownian motion." Potential analysis 10.2 (1999): 177-214.

Fergusson, Kevin, et al. "Fair pricing and reserving of variable annuities with gu-
arantees under the benchmark approach." Scandinavian Actuarial Journal (2025):
1-34.

Guasoni, Paolo. "No arbitrage under transaction costs, with fractional Brownian
motion and beyond." Mathematical Finance 16.3 (2006): 569-582.

Kallianpur, G. Abstract Wiener processes and their reproducing kernel Hilbert spa-
ces. No. TR28. 1969.

Klebaner, Fima C. Introduction to stochastic calculus with applications. World Sci-

entific Publishing Company, 2012.

60



[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

Lawler, Gregory F. "Stochastic calculus: An introduction with applications." Ame-
rican Mathematical Society (2010).

Nourdin, Ivan. Selected aspects of fractional Brownian motion. Vol. 4. Milan: Sprin-
ger, 2012.

(ksendal, Bernt. "Stochastic differential equations." Stochastic differential equations:
an introduction with applications. Berlin, Heidelberg: Springer Berlin Heidelberg,
2003. 38-50.

Peyre, Rémi. "Fractional Brownian motion satisfies two-way crossing." (2017): 3571-
3597.

Privault, Nicolas. Introduction to stochastic finance with market examples. Chapman
and Hall/CRC, 2022.

Russo, Francesco, and Pierre Vallois. "Elements of stochastic calculus via regulariza-
tion." Séminaire de Probabilités XL. Berlin, Heidelberg: Springer Berlin Heidelberg,
2007. 147-185.

Shevchenko, Georgiy. "Fractional Brownian motion in a nutshell." arXiv preprint
arXiv:1406.1956 (2014).

Sottinen, Tommi. Fractional Brownian motion in finance and queueing. Tommi Sot-
tinen, 2003.

61



Nyilatkozat Mesterséges Intelligencia hasznalatarol

Alulirott Szabos Krisztidn nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése soran az alabb

felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI alapu eszkozoket alkalmaztam:

Feladat

Felhasznalt eszkoz

Felhasznalas helye / megjegyzés

Nyelvhelyesség ellenérzése és | ChatGPT-5.5 Teljes dolgozatban
fogalmazési javaslatok

Szakirodalom keresése ChatGPT-5.5 [6] és [15] hivatkozasok
Python koéd generélasa ChatGPT-5.5 2.1 és 2.2-es abrakhoz
Tablazat készitése ChatGPT-5.5 Jelen tablazat

A felsoroltakon til méas MI alapu eszkozt nem hasznaltam.
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