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Köszönetnyilvánítás

Szeretnék köszönetet mondani témavezetőmnek, Backhausz Ágnesnek, hogy a szakdolgo-
zat elkészítése során folyamatosan támogatott. A rendszeres konzultációk és a szakmai
iránymutatása nagy segítséget jelentettek számomra. Bármilyen felmerülő kérdés vagy
nehézség esetén mindig nyugodt szívvel fordulhattam hozzá.

Továbbá szeretném hálámat kifejezni a családomnak és a barátnőmnek, hogy mindig itt
voltak mellettem, ami mindennél többet jelent számomra, és szeretetük végig fontos tá-
maszt nyújtott.

Ezen felül szeretném megköszönni az általános iskolai matematikatanáromnak, Tihanyi
Tibornak, hogy végigkísért ezen az úton. Mindig támogatott és segített, amiért nagyon
hálás vagyok.

Végül szeretnék köszönetet mondani Vas Vince szaktársamnak. Barátsága és támogatása
sokat jelentett számomra, és örülök, hogy az egyetemi éveimet vele együtt élhettem meg.
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Bevezetés

A Brown-mozgás a sztochasztikus folyamatok egyik legalapvetőbb fogalma, amely az el-
méleti matematikában és különböző alkalmazásokban egyaránt központi szerepet játszik.
Klasszikus árfolyammodellek jelentős része is erre épül. Ugyanakkor a valós adatok olyan
tulajdonságokat mutatnak, amelyeket a Brown-mozgás nem ír le kellő pontossággal, ilyen
például az, hogy a növekményei nem feltétlenül függetlenek. Ezek a szempontok vezet-
tek a frakcionális Brown-mozgás vizsgálatához, amely a Brown-mozgás általánosításának
tekinthető. Mivel lényeges tulajdonságaiban eltér a szokásos esettől, emiatt a klasszikus
sztochasztikus módszerek nem alkalmazhatók rá közvetlenül. Ezért matematikai és alkal-
mazásbeli szempontból is érdekes kérdéseket vet fel.

Az első fejezet célja a szükséges matematikai háttér felépítése. A fejezet elején a későbbi
tárgyaláshoz szükséges alapfogalmak kerülnek bevezetésre, ezt követően az Itô-kalkulus
fontosabb fogalmait és eredményeit ismertetjük.

A második fejezetben a frakcionális Brown-mozgás kerül a középpontba. Először a fo-
lyamat alapvető tulajdonságait mutatjuk be, ezt követően a reprezentációját tárgyaljuk,
végül röviden integrálási kérdésekre térünk ki.

A harmadik fejezet hangsúlya a pénzügyi alkalmazásokon lesz. A Black–Scholes-modell
és a frakcionális változatának bemutatásával kezdünk. Ezután az utóbbi modell súrlódás-
mentes, vagyis tranzakciós költségektől mentes változatában fellépő arbitrázslehetőségre
mutatunk példát, utána mutatjuk meg, hogy tranzakciós költségek mellett ez a probléma
eltűnik. A fejezet végén az árnyékár és portfólióoptimalizálásról lesz szó, ahol láthatóvá
válik, hogy az árnyékár lehetővé teszi, hogy a tranzakciós költségekkel terhelt frakcionális
Black–Scholes-modellben lévő optimalizálási feladatot visszavezessük egy súrlódásmentes
piaci modellre, amelyben az árfolyammozgás már Itô-folyamat.
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1. fejezet

Elméleti alapok

1.1. Alapfogalmak

Az alábbi alapfogalmak bevezetésénél elsősorban az [1], [9], [16] és a [17]-es forrásokra
támaszkodunk. A továbbiakban, ahol külön nem jelezzük, a következő teljes valószínűségi
mezőt fogjuk tekinteni: (Ω,F , (Ft)t≥0,P), ahol (Ft)t≥0 jobbról folytonos filtráció, azaz

Ft =
⋂
s>t

Fs (t ≥ 0).

Először vezessük be a sztochasztikus folyamatok néhány általános tulajdonságát. Ezek a
fogalmak később a frakcionális Brown-mozgás vizsgálatánál fognak előkerülni.

1.1.1. Definíció. Egy (Xt)t≥0 Gauss-folyamat, ha ∀ n ∈ N és t1, ..., tn ≥ 0 esetén
(Xt1 , ..., Xtn) n-dimenziós normális eloszlású vektorváltozó. Egy Gauss-folyamatot meg-
határoz annak várható értéke és kovarianciafüggvénye.
Tehát E[Xt] és Cov(Xt, Xs), ∀t, s ≥ 0.

1.1.2. Definíció. Az (Xt)t≥0 valós értékű sztochasztikus folyamatnak stacionárius növek-
ményei vannak, ha ∀t ≥ 0, h > 0 mellett az Xt+h −Xt eloszlása csak h-tól függ.

1.1.3. Definíció. (Xt)t≥0 valós értékű sztochasztikus folyamatot H-önhasonlónak nevez-
zük, ha ∀ c > 0 esetén (Xct)t≥0

d
= (cHXt)t≥0.
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1.1.4. Definíció. Legyen (Xn)n∈N stacionárius sorozat. Azt mondjuk, hogy a sorozat
hosszú távú függést mutat, ha ∃c ̸= 0 és α ∈ (0, 1), amire:

lim
n→∞

ρ(n)

cn−α
= 1.

Ekkor
∞∑
n=1

ρ(n) = ∞,

ahol ρ(n) := Cov(Xk, Xk+n).

1.1.5. Definíció. Az (Xt)t≥0 valós értékű sztochasztikus folyamat γ-Hölder folytonos a
[0, T ] intervallumon, ha

P
(

sup
0≤s<t≤T

|Xt −Xs|
|t− s|γ

<∞
)

= 1.

Az Itô-kalkulus felépítéséhez fontos szerepet játszik a véges variáció és a kvadratikus
variáció, ezért ezeket először determinisztikus függvényekre vezetjük be.

1.1.6. Definíció. Legyen f : R+ → R. Ennek az [a, b] intervallum π = {a = t0 < ... < tn = b}
partícióján vett variációja:

V (f, π) :=
n∑

i=1

|f(ti)− f(ti−1)| ,

és az [a, b] intervallumon vett variációja:

V (f, [a, b]) := sup
π
V (f, π) .

1.1.7. Megjegyzés. Legyen (πn = {a = tn0 < ... < tnn = b}) egy megfelelően választott
partíciósorozat, ekkor

V (f, [a, b]) = lim
|πn|→0

V (f, πn),

ahol |πn| := max
1≤i≤n

(tni − tni−1). Azt mondjuk, hogy f véges variációjú, ha

V (f, [0, t]) <∞, ∀t ∈ R+ esetén.

1.1.8. Definíció. Legyen f : R+ → R, ennek a [0, t] intervallumon a kvadratikus variá-
ciója:

[f, f ] (t) := lim
|πn|→0

n∑
i=1

(
f(tni )− f(tni−1)

)2
.
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1.1.9. Definíció. Legyenek f, g : R+ → R, ezeknek a [0, t] intervallumon a kvadratikus
kovarianciája:

[f, g] (t) := lim
|πn|→0

n∑
i=1

(
f(tni )− f(tni−1)

) (
g(tni )− g(tni−1)

)
.

1.1.10. Állítás (Polarizációs azonosság).

[f, g](t) =
1

2
([f + g, f + g](t)− [f, f ](t)− [g, g](t)) .

1.1.11. Állítás. Ha f ∈ C([0, t]) és V (g, [0, t]) <∞, akkor [f, g](t) = 0.

Ezt követően a folyamatok mérhetőségének és pályáinak tulajdonságaihoz kapcsolódó de-
finíciók következnek.

1.1.12. Definíció. Legyen T > 0. Egy f : [0, T ] → R függvény càdlàg, ha ∀t ∈ (0, T )

esetén jobbról folytonos és létezik bal oldali határértéke.

1.1.13. Definíció. Egy X : Ω × [0,∞) → R adaptált, ha ∀t ≥ 0-ra ω 7→ X(ω, t) Ft-
mérhető.

1.1.14. Definíció. Egy X : Ω× [0,∞) → R folyamat progresszívan mérhető, ha minden
rögzített t > 0 esetén X|Ω×[0,t] Ft ⊗ B ([0, t])-mérhető.

1.1.15. Megjegyzés. Ha egy folyamat adaptált és càdlàg, akkor progresszívan mérhető.

1.1.16. Definíció. Az előrejelezhető szigma-algebrát P-vel jelöljük, és úgy definiáljuk,
hogy P = σ(X : X adaptált és balról folytonos). Y előrejelezhető folyamat, ha P-mérhető.

Véges variációjú függvények lehetnek integrátorok is, ezért röviden bevezetjük a Stieltjes-
integrál fogalmát, ami a Riemann-integrál általánosításaként is értelmezhető.

1.1.17. Definíció. Az f függvény Stieltjes-integrálja g szerint az [a, b] intervallumon∫ b

a

fdg = lim
|πn|→0

n∑
i=1

f (ξni )
(
g(tni )− g(tni−1)

)
,

ahol πn = {a = tn0 < ... < tnn = b} és |πn| := max
1≤i≤n

(tni − tni−1), emellett ξni ∈ [tni−1, t
n
i ].

1.1.18. Megjegyzés. A Stieltjes-integrál létezik ∀f ∈ C([a, b]) és olyan g esetén, amire
V (g, [a, b]) <∞.
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1.1.19. Állítás. Legyenek f, g véges variációjú függvények.
Ha lim

t→s−
g(t) = g(s), ∀s ∈ (a, b], akkor a parciális integrál a következő:

f(b)g(b)− f(a)g(a) =

∫ b

a

f(s)dg(s) +

∫ b

a

g(s)df(s).

Végül pár martingálelméleti fogalmat vezetünk be.

1.1.20. Definíció. A τ előrejelezhető megállási idő, ha ∃ (τn)n≥1 megállási idők, hogy

τn < τ, ∀n ≥ 1 és lim
n→∞

τn = τ.

1.1.21. Definíció. Egy X adaptált folyamat lokális martingál, ha ∃ (τn)n∈N megállási idők
sorozata, hogy τn ↑ ∞ és ∀n ∈ N esetén Xt∧τn martingál.

1.1.22. Definíció. Az X adaptált càdlàg folyamat szemimartingál, ha felírható:

X = X0 +M + A

alakban, ahol X0 F0-mérhető, az M lokális martingál, az A pedig véges variációjú folyamat,
és A0 =M0 = 0.

1.2. Itô-kalkulus

Az Itô-kalkulus keretét a szemimartingálok adják. Ebbe az osztályba tartozik a Brown-
mozgás is, mivel folytonos martingál, így egy jó kiindulópontot jelent a sztochasztikus
integrálás felépítéséhez.

A következőkben először a Brown-mozgást nézzük meg, majd erre építve vezetjük be
a Wiener és az Itô-integrált. A fejezet végén pedig az Itô-folyamatokról lesz szó, ahol
részletesebben megemlítjük az Itô-formulát és a Girsanov tételt, amik elengedhetetlenek
lesznek a pénzügyi alkalmazásoknál.

1.2.1. Brown-mozgás

A Brown-mozgás a véletlenszerű mozgás egyik alapmodellje. Szemléletesen úgy tekinthe-
tünk rá, mint egy skálázott szimmetrikus bolyongás határfolyamatára.

Ezt a részt főként a [9] és a [14] alapján foglaljuk össze. Kezdjük a formális definícióval.
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1.2.1. Definíció. Brown-mozgásnak nevezzük az olyan sztochasztikus folyamatot {Bt : t ≥ 0},
ami az alábbi tulajdonságokat teljesíti:

• B0 = 0 majdnem biztosan,

• ∀t > s ≥ 0, és Fs := σ (Bu : 0 ≤ u ≤ s) esetén Bt −Bs független Fs-től,

• ∀t0 ≥ 0, t > 0 : (Bt0+t −Bt0) ∼ N (0, t),

• t 7→ Bt majdnem biztosan egy folytonos leképzés.

Ebben a fejezetben végig a Brown-mozgás által generált filtrációval fogunk dolgozni.

Ebből rögtön következik a martingáltulajdonság, hiszen véges az első momentuma és ha
t > s ≥ 0, akkor

E [Bt|Fs] = E [Bs + (Bt −Bs) |Fs] = E [Bs|Fs] = Bs.

Emellett a kovarianciája:

Cov (Bt, Bs) = E [BtBs] = E
[
Bs (Bt −Bs) +B2

s

]
= D2 (Bs) = s.

Tehát általánosan
Cov (Bt, Bs) = min {t, s} , (t, s ≥ 0)

A következő fejezetben lesz szó a frakcionális Brown-mozgás tulajdonságairól. A H = 1
2

eset adja vissza a sima Brown-mozgást, így további néhány tulajdonsága ott szerepel.

A Brown-mozgás egy valószínűséggel folytonos, de nem differenciálható. Ennek ellenére
az alábbi állítás szerint a kvadratikus variációja véges.

1.2.2. Állítás. B Brown-mozgás esetén [B,B] (t) = t majdnem biztosan.

Bizonyítás. Vegyünk egy olyan partíciósorozatot, ahol
∞∑
n=1

|πn| < ∞. Egy partíción a

kvadratikus variáció:

Qπn :=
n∑

i=1

(
Btni

−Btni−1

)2
.

Ennek a várható értéke:

E [Qπn ] = E

[
n∑

i=1

(
Btni

−Btni−1

)2]
=

n∑
i=1

(
tni − tni−1

)
= t.
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Mivel egy N (0, σ2) eloszlású változó negyedik momentuma 3σ4, ezért

D2 (Qπn) =
n∑

i=1

D2

((
Btni

−Btni−1

)2)
=

n∑
i=1

E
[(
Btni

−Btni−1

)4]
−
(
tni − tni−1

)2
=

=
n∑

i=1

2
(
tni − tni−1

)2 ≤ 2t |πn| .

A monoton konvergenciatétel miatt:

E

[
∞∑
n=1

(Qπn − E [Qπn ])
2

]
=

∞∑
n=1

E
[
(Qπn − E [Qπn ])

2] = ∞∑
n=1

D2 (Qπn) <∞.

Tehát az
∞∑
n=1

(Qπn − E [Qπn ])
2 sorösszeg majdnem biztosan konvergens, ami miatt

Qπn → t majdnem biztosan. □

1.2.2. Wiener-integrál

A következőkben Brown-mozgás szerinti integrálásról lesz szó, ahol az integrandus egy
determinisztikus függvény. Először lépcsős függvényekre fogjuk definiálni és utána ter-
jesztjük ki L2-beli függvényekre. Ehhez a részhez [14] irodalomra fogunk hivatkozni.

1.2.3. Definíció. Legyenek B(1) és B(2) független Brown-mozgások [0,∞)-n. Ekkor kö-
vetkezőképpen értelmezzük a kétoldali Brown-mozgást:

Bt :=


B

(1)
t , t ≥ 0,

B
(2)
−t , t < 0.

(1.1)

1.2.4. Definíció. Legyen t0 < ... < tn felosztásunk és g : R → R lépcsős függvény,
g :=

∑n−1
k=0 ak1(tk,tk+1], erre a sztochasztikus Wiener-integrálunk a következő:∫

R
g(t)dBt :=

n−1∑
k=0

ak(Btk+1
−Btk). (1.2)

1.2.5. Állítás. A fent definiált integrál lépcsős függvények esetén normális eloszlású.∫
R
g(t)dBt ∼ N

(
0,

∫
R
g(t)2dt

)
. (1.3)
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Bizonyítás. Az integrál normális eloszlású, hiszen független normális változóknak a li-
neáris kombinációja. A várható értéke

E
[∫

R
g(t)dBt

]
=

n−1∑
k=0

akE
[
Btk+1

−Btk

]
= 0. (1.4)

Emellett a varianciája, ahol kihasználjuk a növekmények függetlenségét:

D2

(∫
R
g(t)dBt

)
= D2

(
n−1∑
k=0

ak
(
Btk+1

−Btk

))
=

=
n−1∑
k=0

D2
(
ak
(
Btk+1

−Btk

))
= E

(n−1∑
k=0

ak(Btk+1
−Btk)

)2
 =

=
n−1∑
k=0

a2kE[(Btk+1
−Btk)

2] + 2
∑

0≤i<j≤n−1

aiajE[(Bti+1
−Bti)(Btj+1

−Btj)] =

=
n−1∑
k=0

a2k(tk+1 − tk) =

∫
R
g(t)2dt. (1.5)

Tehát kapjuk, hogy
∫
R g(t)dBt ∼ N

(
0,
∫
R g(t)

2dt
)
. □

A lépcsős eset után most az integrál L2(R)-beli függvényekre való kiterjesztése következik.

1.2.6. Állítás. ∀f ∈ L2(R) függvényhez ∃(fn)n∈N lépcsősfüggvény-sorozat,
hogy ∥f − fn∥L2(R)

n→∞−−−→ 0, és ha egy másik (gn)n∈N is teljesíti ezt, akkor megegyezik a
határértékük. Az f függvényünk Wiener-integrálja:

lim
n→∞

∫
R
fn(t)dBt =

∫
R
f(t)dBt, és

∫
R
f(t)dBt ∼ N

(
0,

∫
R
f(t)2dt

)
.

Bizonyítás. Az (1.5) részből következik az izometriai reláció a lépcsős függvényekre,
tehát

∥∥∫ fndB∥∥L2(Ω)
= ∥fn∥L2(R). Ha ∥f − fn∥L2(R)

n→∞−−−→ 0 és ∥f − gn∥L2(R)
n→∞−−−→ 0 is

igaz akkor ugyanahhoz az f ∈ L2(R) függvényhez fognak tartani:∥∥∥∥∫
R
fn(t)− gn(t)dBt

∥∥∥∥
L2(Ω)

= ∥fn − gn∥L2(R) ≤ ∥fn − f∥L2(R) + ∥f − gn∥L2(R)
n→∞−−−→ 0.

Egy ilyen függvénysorozatra n1, n2 → ∞ esetén:∥∥∥∥∫
R
fn1(t)− fn2(t)dBt

∥∥∥∥
L2(Ω)

= ∥fn1 − fn2∥L2(R) ≤ ∥fn1 − f∥L2(R) + ∥f − fn2∥L2(R) → 0.
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Ezzel látjuk, hogy
(∫

R fn(t)dBt

)
n∈N egy Cauchy-sorozat L2(Ω)-ban, ami teljes, így

∃
(∫

R fdB
)
∈ L2(Ω) amire lim

n→∞

∫
R fn(t)dBt =

∫
R f(t)dBt. Az L2-beli konvergenciából

következik az eloszlásbeli konvergencia is, ami esetén a karakterisztikus függvények pon-
tonként konvergensek, tehát φ∫

R fndB
n→∞−−−→ φ∫

R fdB.

φ∫
R fndB(u) = E

[
eiu

∫
R fndB

]
= e−

u2

2

∫
R f2

ndt, ∀u ∈ R.

De azt tudjuk, hogy
∫
R f

2
ndt

n→∞−−−→
∫
R f

2dt. Ezt és a karakterisztikus függvények folyto-
nosságát felhasználva kapjuk:

φ∫
R fdB(u) = E

[
eiu

∫
R fdB

]
= e−

u2

2

∫
R f2dt.

Tehát valóban
∫
R f(t)dBt ∼ N

(
0,
∫
R f(t)

2dt
)
. □

1.2.7. Következmény (Wiener-izometria). Ha f ∈ L2(R), akkor

E

[(∫
R
f(t)dBt

)2
]
=

∫
R
f(t)2dt.

1.2.8. Állítás. f, g ∈ L2(R) esetére:

E
[(∫

R
f(t)dBt

)(∫
R
g(t)dBt

)]
=

∫
R
f(t)g(t)dt.

Bizonyítás. Valós Hilbert-térben igaz, hogy ⟨u, v⟩ = 1
4
(∥u+ v∥2 − ∥u− v∥2). Ezt fel-

használva:

E
[(∫

R
f(t)dBt

)(∫
R
g(t)dBt

)]
=

1

4

∫
R
(f(t)+g(t))2−(f(t)−g(t))2dt =

∫
R
f(t)g(t)dt. □

Ezzel a Wiener-integrál alapvető tulajdonságait megkaptuk, és ez a későbbiekben a frak-
cionális Brown-mozgás szerinti reprezentációnál lesz hasznos.

1.2.3. Itô-integrál

Ebben a részben a [9] és [12] szakirodalmak alapján a Brown-mozgás szerinti Itô-integrált
vezetjük be. A felépítés a Wiener-integrálnál látott gondolatmenetet követi, tehát elő-
ször az egyszerű adaptált folyamatokra definiáljuk, majd az ezekre igazolt tulajdonságok
segítségével térünk át az általánosabb esetre.
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1.2.9. Definíció. Az (Xt)t∈[0,T ]-t egyszerű adaptált folyamatnak nevezzük, ha léteznek
0 = t0 < ... < tn = T és ξ0, ..., ξn−1 valószínűségi változók úgy, hogy ξi Fti-mérhető, és
E [ξ2i ] <∞, ∀i = 0, ..., n− 1-re, továbbá

Xt = ξ01{0} +
n−1∑
i=0

ξi1(ti,ti+1].

Erre az Itô-integrál: ∫ T

0

XtdBt =
n−1∑
i=0

ξi
(
Bti+1

−Bti

)
.

1.2.10. Állítás. Tulajdonságok az egyszerű adaptált folyamatok Itô-integráljára:

1. Lineáris: Ha (Xt)0≤t≤T és (Yt)0≤t≤T egyszerű adaptált folyamatok és α, β ∈ R, akkor∫ T

0

(αXt + βYt) dBt = α

∫ T

0

XtdBt + β

∫ T

0

YtdBt.

2. Ha 0 ≤ a < b ≤ T , akkor ∫ T

0

1(a,b]dBt = Bb −Ba,

∫ T

0

Xt1(a,b]dBt =

∫ b

a

XtdBt.

3. Nulla várható érték:
E
[∫ T

0

XtdBt

]
= 0.

4. Izometria:

E

[(∫ T

0

XtdBt

)2
]
=

∫ T

0

E
[
X2

t

]
dt.

Bizonyítás. Az 1. és 2. következik a definícióból. 3.-nál a várható érték létezik hiszen:

E

[∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

ξi
(
Bti+1

−Bti

)∣∣∣∣∣
]
≤

n−1∑
i=0

E
[∣∣ξi (Bti+1

−Bti

)∣∣] ≤ n−1∑
i=0

√
E [ξ2i ]E

[(
Bti+1

−Bti

)2]
<∞.

Emellett a toronyszabályt és a Brown-mozgás martingál tulajdonságát használva:

E
[
ξi
(
Bti+1

−Bti

)]
= E

[
E
[
ξi
(
Bti+1

−Bti

)
|Fti

]]
= E

[
ξiE
[(
Bti+1

−Bti

)
|Fti

]]
= 0.
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Így kapjuk, hogy:

E
[∫ T

0

XtdBt

]
= E

[
n−1∑
i=0

ξi
(
Bti+1

−Bti

)]
= 0.

Nézzük a 4.-et:

E

(n−1∑
i=0

ξi
(
Bti+1

−Bti

))2
 =

=
n−1∑
i=0

E
[
ξ2i
(
Bti+1

−Bti

)2]
+ 2

∑
i<j

E
[
ξiξj

(
Bti+1

−Bti

) (
Btj+1

−Btj

)]
.

Az összeg első tagja:

n−1∑
i=0

E
[
ξ2i
(
Bti+1

−Bti

)2]
=

n−1∑
i=0

E
[
E
[
ξ2i
(
Bti+1

−Bti

)2 |Fti

]]
=

=
n−1∑
i=0

E
[
ξ2i E

[(
Bti+1

−Bti

)2]]
=

∫ T

0

E
[
X2

t

]
dt.

És a második tag:

2
∑
i<j

E
[
ξiξj

(
Bti+1

−Bti

) (
Btj+1

−Btj

)]
= 2

∑
i<j

E
[
E
[
ξiξj

(
Bti+1

−Bti

) (
Btj+1

−Btj

)
|Ftj

]]
=

= 2
∑
i<j

E
[
ξiξj

(
Bti+1

−Bti

)
E
[(
Btj+1

−Btj

)
|Ftj

]]
= 0.

Tehát teljesül a 4. is. □

Az előző tulajdonságok közül az izometria adja az Itô-integrál kiterjesztésének alapját. A
következőkben megmutatjuk, hogy megfelelő integrálhatósági feltétel mellett az integrált
általánosabb adaptált folyamatokra is definiálhatjuk.

1.2.11. Állítás. Legyen (Xt)t∈[0,T ] càdlàg adaptált folyamat, amire igaz, hogy∫ T

0
E [X2

t ] dt <∞. Ekkor az Itô-integrál jól definiált.

Bizonyítás előtt még nézzünk meg egy segédállítást.

1.2.12. Állítás. Legyen (Xt)t∈[0,T ] càdlàg adaptált folyamat és tegyük fel, hogy∫ T

0
E [X2

t ] dt <∞, ehhez ∃(φn) egyszerű adaptált folyamatok sorozata, amire:

E
[∫ T

0

(Xt − φn(t))
2dt

]
n→∞−−−→ 0.
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Bizonyítás. Legyen X(n)
t := max {−n,min {Xt, n}}. Ekkor

∣∣X(n)
∣∣ ≤ n és mivel

X ∈ L2([0, T ]× Ω, λ⊗ P), ezért

E
[∫ T

0

(
Xt −X

(n)
t

)2
dt

]
=

∫ T

0

E
[
(|Xt| − n)2 1{|Xt|>n}

]
dt ≤

∫ T

0

E
[
X2

t 1{|Xt|>n}
]
dt

n→∞−−−→ 0

(1.6)
a dominált konvergenciatétellel.

Legyen (πn = {0 = tn0 < ... < tnn = T}) partíciósorozat úgy, hogy |πn| → 0, ahol
|πn| = max

1≤i≤n
(tni − tni−1), és rögzítsünk egy m-et. Ezzel definiáljuk az egyszerű adaptált

folyamatunkat:

φ(m)
n (t) :=

n−1∑
i=0

X
(m)
tni

1(tni ,tni+1]
.

Mivel ∀ω ∈ Ω esetén X
(m)
t (ω) càdlàg, így megszámlálható pontban nem folytonos, és ha

t ∈ [0, T ] folytonossági pont, akkor φ(m)
n (t, ω) → X

(m)
t (ω) λ ⊗ P majdnem mindenhol,

mivel |πn| → 0, és még (
X(m) − φ(m)

n

)2 ≤ 4m2.

Ezért a dominált konvergenciatétellel

E
[∫ T

0

(
X

(m)
t − φ(m)

n (t)
)2
dt

]
n→∞−−−→ 0. (1.7)

Ezzel a kettővel megkapjuk, hogy:

E
[∫ T

0

(
Xt − φ(k)

nk
(t)
)2
dt

]
≤ 2E

[∫ T

0

(
Xt −X

(k)
t

)2
dt

]
+ 2E

[∫ T

0

(
X

(k)
t − φ(k)

nk
(t)
)2
dt

]
.

Ha k → ∞ akkor (1.6) és az (1.7) miatt:

E
[∫ T

0

(
Xt − φ(k)

nk
(t)
)2
dt

]
→ 0.

Így a
(
φk := φ

(k)
nk

)
k

sorozat pont jó lesz. □

Most nézzük meg az 1.2.11 állítás bizonyítását.

Bizonyítás. Legyen (φn) olyan egyszerű adaptált folyamatok sorozata, mint az 1.2.12.
állításban, amire már definiálva van az Itô-integrál, ezt jelöljük a következő módon:

Jn =

∫ T

0

φn(t)dBt.
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Ezekkel:

E
[
(Jn − Jm)

2] ≤ 2E
[∫ T

0

(φn(t)−Xt)
2 dt

]
+ 2E

[∫ T

0

(Xt − φm(t))
2 dt

]
n,m→∞−−−−→ 0.

Tehát (Jn) Cauchy-sorozat L2 (Ω)-n, és mivel a tér teljes, ezért ∃J ∈ L2 (Ω) : Jn → J .
Ezt fogjuk X Itô-integráljaként definiálni, tehát:

J =

∫ T

0

XtdBt.

Ha pedig egy másik (ψn) egyszerű adaptált sorozatra teljesül, hogy

E
[∫ T

0

(Xt − ψn(t))
2dt

]
n→∞−−−→ 0,

akkor

E

[(∫ T

0

ψn(t)− φn(t)dBt

)2
]
= E

[∫ T

0

(ψn(t)− φn(t))
2 dt

]
≤

≤ 2E
[∫ T

0

(ψn(t)−Xt)
2 dt

]
+ 2E

[∫ T

0

(Xt − φn(t))
2 dt

]
n→∞−−−→ 0.

Tehát a kettőnek a különbsége tart a 0-hoz, így ugyanaz lesz a határértékük. □

1.2.13. Állítás. Legyen (Xt)t∈[0,T ] càdlàg adaptált folyamat, amire
∫ T

0
E [X2

t ] dt < ∞.
Ekkor az Itô-integrálra teljesülnek az 1.2.10-es tulajdonságok.

Bizonyítás. 1. és a 2. következik abból, hogy egyszerű adaptált folyamatra teljesül, és
azoknak a limeszére is. A következőkre vegyünk (φn)n sorozatot, hogy∫ T

0
φn(t)dBt

L2

−−−→
n→∞

∫ T

0
XtdBt, de ekkor L1-ben is. Egyszerű folyamatokra

E
[∫ T

0
φn(t)dBt

]
= 0, tehát a határértékre is igaz, hogy E

[∫ T

0
XtdBt

]
= 0. Végül még az

1.2.12. állítás segítségével kapjuk:

E

[(∫ T

0

XtdBt

)2
]
= lim

n→∞
E

[(∫ T

0

φn(t)dBt

)2
]
=

= lim
n→∞

∫ T

0

E
[
(φn(t))

2] dt = ∫ T

0

E
[
X2

t

]
dt. □

1.2.14. Megjegyzés. Legyenek (Xt)t∈[0,T ] càdlàg adaptált folyamat és csak azt tesszük
fel, hogy egy valószínűséggel

∫ T

0
X2

t dt < ∞. Ekkor is létezik
∫ T

0
XtdBt, viszont ebben az

esetben az egyszerű folyamatok csak sztochasztikusan konvergálnak ehhez, és az 1.2.13.
állításból csak az 1.-es és a 2.-es tulajdonság teljesül.
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1.2.15. Állítás. Legyenek Xt és Yt càdlàg adaptált folyamatok, amikre: E
[∫ T

0
X2

t dt
]
<∞

és E
[∫ T

0
Y 2
t dt
]
<∞. Ekkor

E
[∫ T

0

XtdBt

∫ T

0

YtdBt

]
=

∫ T

0

E [XtYt] dt.

Bizonyítás. Azonosság és az izometria segítségével:

E
[∫ T

0

XtdBt

∫ T

0

YtdBt

]
=

1

2

(
E

[(∫ T

0

Xt + YtdBt

)2
]
− E

[(∫ T

0

XtdBt

)2
]
− E

[(∫ T

0

YtdBt

)2
])

=

=

∫ T

0

E [XtYt] dt. □

1.2.16. Állítás. Az Itô-integrál kvadratikus variációja:[∫ ·

0

XsdBs,

∫ ·

0

XsdBs

]
(t) =

∫ t

0

X2
sds.

Bizonyítás. A [0, T ] intervallumon egyszerű folyamatra nézzük meg.

Tehát 0 = t0 < ... < tn = T és Xt =
n−1∑
j=0

ξj1(tj ,tj+1]. Ennek az Itô-integrálja

∫ t

0

XudBu =
n−1∑
j=0

ξj
(
Bt∧tj+1

−Bt∧tj
)
.

Majd j = 0, ..., n−1 esetén vegyünk partíciókat úgy, hogy π(m)
j =

{
tj = sj,m0 < ... < sj,mm = tj+1

}
és lim

m→∞

∣∣∣π(m)
j

∣∣∣ = 0. Ekkor

[∫ ·

0

XsdBs,

∫ ·

0

XsdBs

]
(T ) =

n−1∑
j=0

lim
m→∞

m−1∑
i=0

(∫ sj,mi+1

0

XudBu −
∫ sj,mi

0

XudBu

)2

=

n−1∑
j=0

lim
m→∞

m−1∑
i=0

ξ2j

(
Bsj,mi+1

−Bsj,mi

)2
=

n−1∑
j=0

ξ2j (tj+1 − tj) =

∫ T

0

X2
udu.

Hiszen 1.2.2. állítás alapján tudjuk, hogy

lim
m→∞

m−1∑
i=0

(
Bsj,mi+1

−Bsj,mi

)2
= [B,B] (tj+1)− [B,B] (tj) = tj+1 − tj.
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Végül t ∈ [0, T ]-re felírva[∫ ·

0

XsdBs,

∫ ·

0

XsdBs

]
(t) =

n−1∑
j=0

ξ2j (t ∧ tj+1 − t ∧ tj) =
∫ t

0

X2
udu.

Általános càdlàg adaptált folyamatok esetén egyszerű folyamatokkal való közelítéssel lehet
megkapni az állítást. □

1.2.17. Megjegyzés. Az Itô-integrál kiterjesztése általánosan Xt = X0 +Mt + At

szemimartingálokra is értelmes. Ha Yt előrejelezhető folyamat akkor∫ T

0

YtdXt =

∫ T

0

YtdMt +

∫ T

0

YtdAt.

Itt a második egy Stieltjes-integrál, az első pedig egy sztochasztikus integrál ami először
egyszerű folyamatokra

Yt = ξ01{0} +
n−1∑
i=0

ξi1(τi,τi+1],

ahol 0 = τ0 ≤ τ1 ≤ ... ≤ τn = T megállási idők és ξi Fτi-mérhető i = 0, ..., n − 1 esetén
úgy van definiálva, hogy ∫ T

0

YtdMt =
n−1∑
i=0

ξi
(
Mτi+1

−Mτi

)
.

Ezután meg lehet mutatni, hogy kiterjeszthető olyan Yt folyamatokra amikre∫ T

0

Y 2
t d[M,M ](t) <∞,

majdnem biztosan.

Tehát a Brown-mozgás szerinti Itô-integrál a sztochasztikus integrálás egy speciális ese-
te, amely általánosabban szemimartingálok szerint is értelmezhető. Most az Itô-integrál
bevezetése után rátérhetünk az Itô-folyamatokra.

1.2.4. Itô-folyamat

Az Itô-folyamatok olyan sztochasztikus folyamatok, amelyek egy idő szerinti integrál és
egy Brown-mozgás szerinti Itô-integrál összegeként írhatók fel. A Brown-mozgással hajtott
klasszikus sztochasztikus differenciálegyenletek megoldásai éppen ilyen alakúak, ezért a
pénzügyi matematikában is kiemelt szerepük van, mivel számos klasszikus árfolyammodell
ilyen típusú folyamatokra épül. A forrásaink továbbra is a [9] és a [12]-es lesz.
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1.2.18. Definíció. Az (Yt)0≤t≤T folyamatot Itô-folyamatnak nevezzük ha felírható a kö-
vetkező formában:

Yt = Y0 +

∫ t

0

µsds+

∫ t

0

σsdBs,

ahol Y0 F0-mérhető és µt, σt Ft-adaptált, emellett majdnem biztosan teljesül, hogy∫ T

0

|µt| dt <∞, és
∫ T

0

σ2
t dt <∞.

Ezt mondjuk az Yt sztochasztikus differenciájának a [0, T ]-n, és a jelölése:

dYt = µtdt+ σtdBt.

1.2.19. Állítás. Az (Yt)0≤t≤T Itô-folyamat kvadratikus variációja:

[Y, Y ](t) =

∫ t

0

σ2
sds.

Bizonyítás. Használjuk a polarizációs azonosságot (1.1.10. állítást):

[Y, Y ](t) =

[∫ t

0

µsds+

∫ t

0

σsdBs,

∫ t

0

µsds+

∫ t

0

σsdBs

]
=

=

[∫ t

0

µsds,

∫ t

0

µsds

]
+ 2

[∫ t

0

µsds,

∫ t

0

σsdBs

]
+

[∫ t

0

σsdBs,

∫ t

0

σsdBs

]
,

és most az 1.1.11. állítás miatt csak az utolsó tag marad, és arra az 1.2.16. állításból:[∫ t

0

σsdBs,

∫ t

0

σsdBs

]
=

∫ t

0

σ2
sds. □

Az Itô-folyamatok függvényeinek vizsgálatához az Itô-formulára van szükségünk. Először
az 1-dimenziós esetet fogjuk megnézni bizonyítással, majd a többdimenziós változatra is
kitérünk.

1.2.20. Tétel (Itô-formula). Legyen Xt Itô-folyamat, ami dXt = µtdt + σtdBt. Legyen
f(t, x) ∈ C2 ([0, T ]× R), ekkor f(t,Xt) is Itô-folyamat, és

df(t,Xt) = ∂tf(t,Xt)dt+ ∂xf(t,Xt)dXt +
1

2
∂2xf(t,Xt)d[X,X](t). (1.8)
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Bizonyítás. Először írjuk át az (1.8)-at, behelyettesítéssel és az 1.2.19. állítással:

df(t,Xt) = ∂tf(t,Xt)dt+ ∂xf(t,Xt)µtdt+ ∂xf(t,Xt)σtdBt +
1

2
∂2xf(t,Xt)σ

2
t dt

df(t,Xt) =

(
∂tf + µt∂xf +

1

2
σ2
t ∂

2
xf

)
(t,Xt)dt+ σt∂xf(t,Xt)dBt.

Ugyanez integrál alakban:

f(t,Xt) = f(0, X0)+

∫ t

0

∂sf(s,Xs)+µs∂xf(s,Xs)+
1

2
σ2
s∂

2
xf(s,Xs)ds+

∫ t

0

σs∂xf(s,Xs)dBs.

(1.9)
Nézzük meg olyan f -re amire f, ∂tf, ∂xf, ∂2xf ∈ L∞([0, T ] × R) és f ∈ C2 egy kompakt
halmazon. Mivel ha erre teljesül az (1.9), akkor általános f ∈ C2([0, T ] × R) esetén
rögzítsünk egy t ∈ [0, T ]-t, és válasszunk egy (fn)n∈N ⊂ C2([0, T ]× R) sorozatot, amikre

fn(s, x) = f(s, x), ∀s ≤ t, |x| ≤ n,

emellett fn, ∂tfn, ∂xfn, ∂2xfn korlátosak. Definiáljuk a τn = inf {s > 0 : |Xs| ≥ n} megállási
időket. Ezekkel:∫ t

0

σs∂xfn(s,Xs)1{s≤τn}dBs =

∫ t∧τn

0

σs∂xfn(s,Xs)dBs =

∫ t∧τn

0

σs∂xf(s,Xs)dBs,

és ugyanígy∫ t∧τn

0

(
∂sfn + µs∂xfn +

1

2
σ2
s∂

2
xfn

)
(s,Xs)ds =

∫ t∧τn

0

(
∂sf + µs∂xf +

1

2
σ2
s∂

2
xf

)
(s,Xs)ds.

Tehát
f(t ∧ τn, Xt∧τn) =

= f(0, X0) +

∫ t∧τn

0

(
∂sf + µs∂xf +

1

2
σ2
s∂

2
xf

)
(s,Xs)ds+

∫ t∧τn

0

σs∂xf(s,Xs)dBs,

de ahogy n → ∞ úgy P (τn > t) → 1, ezért f -re is teljesül (1.9) majdnem biztosan.
Tehát valóban elég ellenőrizni ilyen függvényekre, mert azok sorozatával általános függ-
vényekhez lehet tartani, amikre 1 valószínűséggel úgyszintén teljesül. Emellett minden
Itô-folyamathoz ∃(µ(n))n, (σ

(n))n egyszerű adaptált sorozatok, hogy minden rögzített
t ∈ (0, T ) esetén

X
(n)
t := X0 +

∫ t

0

µ(n)
s ds+

∫ t

0

σ(n)
s dBs

p−→ Xt.

Ezért csak egyszerű adaptált folyamatokra ellenőrizzük. Legyen (πn = {0 = t0 < ... < tn = t})
és jelöljék

∆ti := ti+1 − ti, ∆Xi := Xti+1
−Xti , ∆f(ti, Xti) := f(ti+1, Xti+1

)− f(ti, Xti).
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A teleszkopikus összeg és a Taylor-sorfejtés után:

f(t,Xt) = f(0, X0)+
n−1∑
i=0

∆f(ti, Xti) = f(0, X0)+
n−1∑
i=0

∂tf (ti, Xti)∆ti+
n−1∑
i=0

∂xf (ti, Xti)∆Xti+

+
1

2

n−1∑
i=0

∂2t f(ti, Xti)(∆ti)
2 +

1

2

n−1∑
i=0

∂2xf(ti, Xti)(∆Xti)
2 +

n−1∑
i=0

∂t∂xf(ti, Xti)(∆ti)(∆Xti)+

+
n−1∑
i=0

o
(
|∆ti|2 + |∆Xti |

2) .
Nézzük meg külön a tagokat, hogy hova tartanak, ha |πn| → 0:

1. tag: Egy Riemann-összeg ezért
n−1∑
i=0

∂tf(ti, Xti)∆ti →
∫ t

0

∂tf(s,Xs)ds.

2. tag: Mivel µ és σ egyszerű adaptáltak
n−1∑
i=0

∂xf(ti, Xti)∆Xti =
n−1∑
i=0

∂xf(ti, Xti)µi∆ti +
n−1∑
i=0

∂xf(ti, Xti)σi∆Bti ,

ahol µi = µs, σi = σs, s ∈ (ti, ti+1]. Az egyik ugyanúgy Riemann-összeg, a másik pedig az
Itô-integrál definíciója szerint tart az alábbi integrálhoz:∫ t

0

∂xf(s,Xs)µsds+

∫ t

0

∂xf(s,Xs)σsdBs =

∫ t

0

∂xf(s,Xs)dXs.

3. tag: Bármely ω esetén∣∣∣∣∣12
n−1∑
i=0

∂2t f(ti, Xti(ω))(∆ti)
2

∣∣∣∣∣ ≤ 1

2

∥∥∂2t f∥∥∞ |πn| t→ 0.

4. tag:
1

2

n−1∑
i=0

∂2xf(ti, Xti)(∆Xti)
2 =

=
1

2

n−1∑
i=0

∂2xf(ti, Xti)µ
2
i (∆ti)

2

︸ ︷︷ ︸
(A)

+
n−1∑
i=0

∂2xf(ti, Xti)µiσi(∆ti)(∆Bti)︸ ︷︷ ︸
(B)

+
1

2

n−1∑
i=0

∂2xf(ti, Xti)σ
2
i (∆Bti)

2

︸ ︷︷ ︸
(C)

.

Az (A) tag hasonlóan tart a 0-hoz, mint a 3. pontban lévő. Legyen Gi := ∂2xf(ti, Xti)µiσi.
Azt szeretnénk, hogy (B) → 0 L2-ben:

E
[
(B)2

]
=

n−1∑
i=0

E
[
G2

i (∆ti)
2(∆Bti)

2
]
+ 2

∑
0≤i<j≤n−1

E
[
GiGj∆ti∆tj∆Bti∆Btj

]
.
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Viszont ha i < j, akkor:

E
[
GiGj∆ti∆tj∆Bti∆Btj

]
= E

[
GiGj∆ti∆tj∆BtiE

[
∆Btj |Ftj

]]
= 0.

Így csak az első tag marad:

n−1∑
i=0

E
[
G2

i (∆ti)
2(∆Bti)

2
]
=

n−1∑
i=0

E
[
G2

i (∆ti)
2E
[
(∆Bti)

2|Fti

]]
=

n−1∑
i=0

E
[
G2

i

]
(∆ti)

3.

Tehát megfelelő c > 0-val
E
[
(B)2

]
≤ c2 |πn|2 t→ 0.

Legyen Qi := ∂2xf(ti, Xti)σ
2
i . Ezzel:

E

(n−1∑
i=0

Qi(∆Bti)
2 −

n−1∑
i=0

Qi(∆ti)

)2
 = E

(n−1∑
i=0

Qi

(
(∆Bti)

2 −∆ti
))2

 =

=
n−1∑
i=0

E
[
Q2

i

]
E
[
(∆Bti)

4 − 2(∆Bti)
2∆ti + (∆ti)

2
]
= 2

n−1∑
i=0

E
[
Q2

i

]
(∆ti)

2 → 0,

mert a kereszttagok itt is eltűnnek, és Qi Fti-mérhető. Ezzel azt kaptuk, hogy

(C)
L2

−→ 1

2

∫ t

0

∂2xf(s,Xs)σ
2
sds.

5. tag:

n−1∑
i=0

∂t∂xf(ti, Xti)∆ti∆Xti =
n−1∑
i=0

∂t∂xf(ti, Xti)µi(∆ti)
2 +

n−1∑
i=0

∂t∂xf(ti, Xti)σi∆ti∆Bti .

Az első tag tart 0-hoz hasonlóan a 3.-hoz. A másiknál jelölje Ti := ∂t∂xf(ti, Xti)σi, és
ezzel tart 0-hoz L2-ben:

E

(n−1∑
i=0

Ti∆ti∆Bti

)2
 =

n−1∑
i=0

E
[
T 2
i

]
(∆ti)

3 → 0.

6. tag: Végül a maradéktag, 4. pont szerint
∑
i

(∆Xti)
2 korlátos, és

∑
i

(∆ti)
2 pedig tart a

0-hoz, tehát az egész tart a 0-hoz.

Összegezve kapjuk az (1.9) egyenletet. □

1.2.21. Megjegyzés. A tételben azért szerepel, hogy f(t, x) ∈ C2([0, T ] × R) mert a
bizonyításban megjelenik a másodrendű idő szerinti derivált, de alapvetően elég feltenni,
hogy f(t, x) ∈ C1,2([0, T ]× R).
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Nézzük meg a többdimenziós esetet. Legyen Bt = (B
(1)
t , ..., B

(m)
t ) egy m-dimenziós Brown-

mozgás, és (Xt)t∈[0,T ] = (X
(1)
t , ..., X

(n)
t )t∈[0,T ] pedig egy n-dimenziós Itô-folyamat. Tehát

i = 1, ..., n esetén

dX
(i)
t = µ

(i)
t dt+

m∑
j=1

σ
(i,j)
t dB

(j)
t .

Tömör alakban
dXt = µtdt+ σtdBt,

ahol µ : [0, T ]× Ω → Rn és σ : [0, T ]× Ω → Rn×m.

1.2.22. Tétel (Többdimenziós Itô-formula). Legyen f : [0, T ]× Rn → Rd, hogy
k = 1, ..., d esetén fk ∈ C1,2([0, T ] × Rn) és (Xt)t∈[0,T ] egy n-dimenziós Itô-folyamat:
dXt = µtdt+ σtdBt. Ekkor

dfk(t,Xt) = ∂tfk(t,Xt)dt+
n∑

i=1

∂xi
fk(t,Xt)dX

(i)
t +

1

2

n∑
i,j=1

∂xi
∂xj

fk(t,Xt)d
[
X(i), X(j)

]
(t).

Az 1.1.10. és az 1.2.19. állításból tudjuk, hogy

d
[
X(i), X(j)

]
(t) =

m∑
k=1

σ
(i,k)
t σ

(j,k)
t dt.

Ezért ez átírható úgy, hogy

dfk(t,Xt) =

(
∂tfk(t,Xt) +

n∑
i=1

µ
(i)
t ∂xi

fk(t,Xt) +
1

2

n∑
i,j=1

m∑
l=1

σ
(i,l)
t σ

(j,l)
t ∂xi

∂xj
fk(t,Xt)

)
dt+

+
n∑

i=1

m∑
j=1

∂xi
fk(t,Xt)σ

(i,j)
t dB

(j)
t .

Vagy rövidebb jelöléssel:

dfk(t,Xt) =

(
∂tfk(t,Xt) + µ⊤

t ∇fk(t,Xt) +
1

2
Tr
(
σtσ

⊤
t Hfk(t,Xt)

))
dt+(∇fk(t,Xt))

⊤ σtdBt,

ahol Hfk(t, x) :=
(
∂xi
∂xj

fk(t, x)
)
1≤i,j≤n

.

Ennek a bizonyítása analóg módon történik, mint az egydimenziós esetnél.

A többdimenziós Itô-formula egyik következménye, hogy két Itô-folyamat hányadosa meg-
felelő feltételek mellett szintén Itô-folyamat. Ezt fogalmazza meg a következő állítás.
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1.2.23. Állítás. Legyen X és Y két Itô-folyamat [0, T ] intervallumon, tehát

dXt = µ
(1)
t dt+ σ

(1)
t dBt, dYt = µ

(2)
t dt+ σ

(2)
t dBt, t ∈ [0, T ],

ahol Yt ̸= 0, ∀t ∈ [0, T ] esetén, majdnem biztosan. Ekkor Z = X
Y

is Itô-folyamat.

Bizonyítás. A kétdimenziós Itô-formulával az f(x, y) = x
y

függvényre

dZt = ∂xf(Xt, Yt)dXt + ∂yf(Xt, Yt)dYt+

+
1

2
∂2xf(Xt, Yt)d[X,X](t) +

1

2
∂2yf(Xt, Yt)d[Y, Y ](t) + ∂x∂yf(Xt, Yt)d[X, Y ](t).

Behelyettesítve:

d

(
Xt

Yt

)
=

1

Yt

(
µ
(1)
t dt+ σ

(1)
t dBt

)
− Xt

Y 2
t

(
µ
(2)
t dt+ σ

(2)
t dBt

)
+
Xt

Y 3
t

(
σ
(2)
t

)2
dt− 1

Y 2
t

σ
(1)
t σ

(2)
t dt.

Átrendezve:

d

(
Xt

Yt

)
=

µ(1)
t

Yt
− Xtµ

(2)
t

Y 2
t

− σ
(1)
t σ

(2)
t

Y 2
t

+
Xt

(
σ
(2)
t

)2
Y 3
t

 dt+

(
σ
(1)
t

Yt
− Xtσ

(2)
t

Y 2
t

)
dBt. (1.10)

Tehát X
Y

valóban Itô-folyamat. □

Az Itô-formulával a geometriai Brown-mozgás explicit alakja is meghatározható, ami egy-
ben a Black–Scholes-modell árfolyamaként is megjelenik.

Vegyük a következő sztochasztikus differenciálegyenletet:

dXt = µXtdt+ σXtdBt, (1.11)

ahol X0 > 0 és µ, σ konstansok. Vegyük az f(t, x) = lnx függvényt és erre alkalmazzuk
az Itô-formulát:

d lnXt =
1

Xt

dXt −
1

2X2
t

d[X,X](t).

Az 1.2.19. állítás miatt esetünkben d[X,X](t) = σ2X2
t dt. Ezzel folytatva:

d lnXt =
1

Xt

(µXtdt+ σXtdBt)−
σ2

2
dt,

d lnXt =

(
µ− σ2

2

)
dt+ σdBt.
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Integrálreprezentáció után:

lnXt = lnX0 +

(
µ− σ2

2

)
t+ σBt,

és így kapjuk, hogy

Xt = X0e

(
µ−σ2

2

)
t+σBt (1.12)

Végül pedig térjünk ki a Girsanov-tételre.

1.2.24. Állítás (Exponenciális martingál). Legyen (Xt)t∈[0,T ] càdlàg adaptált folyamat,
amire

∫ T

0
E [X2

t ] dt <∞ és emellett teljesül az úgynevezett Novikov-feltétel:

E
[
e

1
2

∫ T
0 X2

sds
]
<∞.

Ekkor ∀t ∈ [0, T ]-re:
Mt = e

∫ t
0 XsdBs− 1

2

∫ t
0 X2

sds

esetén (Mt,Ft) martingál.

1.2.25. Tétel (Girsanov). Legyen (Xt)t∈[0,T ] Itô-folyamat, amire

dXt = µ
(1)
t dt+ σtdB

P
t ,

ahol BP
t a P mérték alatt Brown-mozgás. Emellett (µ(2)

t )t∈[0,T ] és (θt)t∈[0,T ] adaptált folya-
matok, hogy teljesüljenek∫ T

0

∣∣∣µ(2)
t

∣∣∣ dt <∞ és EP

[
e

1
2

∫ T
0 θ2t dt

]
<∞,

továbbá σt(ω)θt(ω) = µ
(1)
t (ω)− µ

(2)
t (ω). A Novikov-feltételből következik, hogy a

Zt :=
dQ
dP

∣∣∣∣
Ft

= e−
∫ t
0 θsdBP

s− 1
2

∫ t
0 θ2sds, 0 ≤ t ≤ T

folyamat martingál a P mértékre. Ezzel definiálhatjuk az új ekvivalens mértékünket, Q-t
a következőképp:

dQ
dP

=
dQ
dP

∣∣∣∣
FT

.

Ekkor
BQ

t :=

∫ t

0

θsds+BP
t , 0 ≤ t ≤ T

Brown-mozgás lesz Q mértékre nézve, és az (Xt)t∈[0,T ] integrálreprezentációja:

dXt = µ
(2)
t dt+ σtdB

Q
t .
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2. fejezet

Frakcionális Brown-mozgás

A következőkben a dolgozat központi folyamatával, a frakcionális Brown-mozgással fogunk
foglalkozni. Lesz szó különböző fontos tulajdonságairól. Ezután a Mandelbrot-van Ness
reprezentációra térünk ki, és végül megnézzük, hogyan lehet a folyamat szerinti integrált
értelmezni. Az első részek a következő szakirodalmak segítségével készültek: [1], [11], [16],
[17]. Kezdjük is a definícióval.

2.0.1. Definíció. A frakcionális Brown-mozgás egy 0 várható értékű Gauss-folyamat{
BH

t , t ≥ 0
}
, aminek a kovarianciafüggvénye:

Cov
(
BH

t , B
H
s

)
= E

[
BH

t B
H
s

]
=

1

2

(
t2H + s2H − |t− s|2H

)
, (2.1)

ahol H ∈ (0, 1), amit Hurst-paraméternek nevezünk.

2.0.2. Megjegyzés. H = 1
2

mellett visszakapjuk a standard Brown-mozgást, hiszen
Cov(BH

t , B
H
s ) = min {t, s}.

Most pedig következzenek a tulajdonságok. Ahogy korábban is említettük, hogy itt Brown-
mozgásra is jellemző tulajdonságok is fognak szerepelni. Tehát konkrétan azok, ahol
H = 1

2
-re is teljesül az állítás. De ezek előtt következzen egy ábra, ami szemlélteti a

Hurst-paraméter jelentőségét a trajektóriák viselkedésében.
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2.1. ábra. Frakcionális Brown-mozgás pályái különböző Hurst-paraméterek mellett.

2.1. Tulajdonságai

A továbbiakban is a fejezet elején rögzített szakirodalmakat vesszük igénybe. Először a
definícióból közvetlenül adódó két alapvető tulajdonságot igazoljuk.

2.1.1. Állítás. (BH
t )t≥0 stacionárius növekményekkel rendelkezik.

Bizonyítás. Legyen Yh := BH
t+h −BH

t valamilyen t ≥ 0 esetén. Ekkor {Yh : h ≥ 0} egy 0

várható értékű Gauss-folyamat, amire:

Cov(Yh1 , Yh2) = E
[(
BH

t+h1
−BH

t

) (
BH

t+h2
−BH

t

)]
=

=
1

2

(
(t+ h1)

2H + (t+ h2)
2H − |h1 − h2|2H

)
− 1

2

(
(t+ h1)

2H + t2H − |h1|2H
)
−

−1

2

(
t2H + (t+ h2)

2H − |h2|2H
)
+ t2H =

1

2

(
h2H1 + h2H2 − |h1 − h2|2H

)
.

Ebből következik, hogy (Yh)h≥0

d
= (BH

h )h≥0. □
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2.1.2. Állítás. A frakcionális Brown-mozgás egy H-önhasonló folyamat.

Bizonyítás. Rögzítsünk egy c > 0 konstanst, amivel definiáljuk a következő két folyama-
tot: (BH

ct )t≥0, (c
HBH

t )t≥0. Mivel csak konstanssal szorzunk, ezért marad 0 várható értékű
Gauss-folyamat. Ezek eloszlása megegyezik, mert:

Cov(BH
ct , B

H
cs) =

1

2
((ct)2H+(cs)2H−|c(t− s)|2H) = c2HCov(BH

t , B
H
s ) = Cov(cHBH

t , c
HBH

s ).

Tehát (BH
ct )t≥0

d
= (cHBH

t )t≥0. □

Bár a frakcionális Brown-mozgás stacionárius növekményekkel rendelkezik, a függetlenség
már csak a H = 1

2
esetben marad meg. Ezt fogalmazza meg a következő állítás, majd az

azt követő ábra szemlélteti.

2.1.3. Állítás. (BH
t )t≥0 növekményei nem függetlenek, ha H ∈ (0, 1) \

{
1
2

}
.

Bizonyítás. Vegyünk két diszjunkt intervallumot: [s1, t1] és [s2, t2],
ahol s1 < t1 < s2 < t2. Ekkor

E
[(
BH

t1
−BH

s1

) (
BH

t2
−BH

s2

)]
= E

[
BH

t1
BH

t2

]
− E

[
BH

t1
BH

s2

]
− E

[
BH

s1
BH

t2

]
+ E

[
BH

s1
BH

s2

]
=

=
1

2

(
t2H1 + t2H2 − |t1 − t2|2H

)
− 1

2

(
t2H1 + s2H2 − |t1 − s2|2H

)
−

−1

2

(
s2H1 + t2H2 − |s1 − t2|2H

)
+

1

2

(
s2H1 + s2H2 − |s1 − s2|2H

)
=

=
1

2

(
(s2 − t1)

2H + (t2 − s1)
2H − (t2 − t1)

2H − (s2 − s1)
2H
)
.

Legyen a1 = t2 − s1, a2 = t2 − t1, b1 = s2 − s1, b2 = s2 − t1, f(x) = x2H .
Ekkor a1 − a2 = b1 − b2 = t1 − s1. Ezekkel megfogalmazva:

E
[(
BH

t1
−BH

s1

) (
BH

t2
−BH

s2

)]
=

1

2
(f(a1)− f(a2)− (f(b1)− f(b2))) .

Innen következik, hogy ha H ∈ (0, 1
2
), akkor az f konkáv és emiatt:

E
[(
BH

t1
−BH

s1

) (
BH

t2
−BH

s2

)]
< 0.

Ha pedig H ∈ (1
2
, 1), akkor f konvex, ezért:

E
[(
BH

t1
−BH

s1

) (
BH

t2
−BH

s2

)]
> 0. □
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2.2. ábra. A frakcionális Brown-mozgás egységnyi növekményei közötti kovariancia a
Hurst-paraméter és az időeltolás függvényében.

A 2.2. ábra nemcsak a kovariancia előjelét mutatja, hanem azt is érzékelteti, hogy H > 1
2

esetén a növekmények közötti kapcsolat tartósabb marad. Ezt pontosítja a hosszú távú
függés fogalma.

2.1.4. Állítás.
(
BH

t

)
t≥0

egységnyi hosszú növekményei hosszú távú függést mutatnak, ha
H ∈

(
1
2
, 1
)
, viszont H ∈

(
0, 1

2

)
esetén nem.

Bizonyítás. Legyen Xi := BH
i −BH

i−1, és a Taylor-sorfejtéssel kapjuk:

ρH(n) = Cov(Xk, Xk+n) =
1

2

(
(n+ 1)2H + (n− 1)2H − 2n2H

)
∼ H(2H − 1)n2H−2,

hiszen ha f = x2H akkor

f(n+ 1) + f(n− 1) = 2f(n) + f ′′(n) +O(n2H−3).

Átrendezéssel és határértéket véve:

lim
n→∞

ρH(n)

H(2H − 1)n2H−2
= 1.

Tehát definíció szerint H > 1
2

kell hogy legyen, ekkor
∞∑
n=1

ρH(n) = ∞,

viszont H < 1
2

esetén
∞∑
n=1

|ρH(n)| <∞. □

29



Most következik a Hölder-folytonosság. Ez nemcsak önmagában fontos tulajdonság, ha-
nem később az integrálási kérdéseknél is szerepet kap, hiszen bizonyos integrálfogalmaknál
feltételként jelenik meg.
Ennek igazolásához először a Kolmogorov–Csencov-tételt mondjuk ki.

2.1.5. Állítás (Kolmogorov-Csencov). Tegyük fel, hogy az (Xt)t≥0 folyamatra igaz, hogy
∀T > 0 : ∃C, p, β > 0 amire t, s ∈ [0, T ] esetén:

E [|Xt −Xs|p] ≤ C |t− s|1+β .

Ekkor ∃(X̃t)t≥0 ami X̃ ∈ C([0,∞)) és ∀t ≥ 0 : P(Xt = X̃t) = 1, hogy ∀γ ∈ (0, β
p
) az

X̃ γ-Hölder folytonos a [0, T ] intervallumon majdnem biztosan.

2.1.6. Állítás.
(
BH

t

)
t≥0

γ-Hölder-folytonos, ha γ ∈ (0, H), viszont γ ≥ H esetén nem.

Bizonyítás.

E
[∣∣BH

t −BH
s

∣∣p] = E
[∣∣∣|t− s|H BH

1

∣∣∣p] = Kp |t− s|pH .

Így 2.1.5. állítás szerint γ ∈ (0, H − 1
p
) esetén Hölder-folytonos. Mivel p-t tetszőlegesen

nagynak választhatjuk, így kapjuk az állításunkat. Most nézzük meg mi történik, ha
γ ≥ H. Ekkor nem lehet Hölder-folytonos, mert ha az lenne, akkor létezne C > 0, amire∣∣BH

u

∣∣ ≤ Cuγ. Mivel a frakcionális Brown-mozgásra igaz, hogy

P

(
lim sup
u→0+

∣∣BH
u

∣∣
uH

√
ln lnu−1

= CH

)
= 1,

ahol CH > 0 konstans, de esetünkben∣∣BH
u

∣∣
uH

√
ln lnu−1

≤ Cuγ−H

√
ln lnu−1

,

ahol γ ≥ H, ezért ez tartani fog a nullához, ami ellentmondás. Tehát valóban csak
γ ∈ (0, H) esetén lesz (BH

t )t≥0 γ-Hölder-folytonos. □

A következőkben megnézzük, hogy a frakcionális Brown-mozgás miért nem szemimartingál
H ̸= 1

2
esetén. De előtte még szükségünk lesz pár eredményre ahhoz, hogy ezt igazolni

tudjuk.

2.1.7. Állítás. Legyen X szemimartingál, (πn = {0 = tn0 < ... < tnn = t}) egy partícióso-
rozat a [0, t] intervallumon és lim

n→∞
|πn| = 0. Ekkor

n∑
i=1

(
Xtni

−Xtni−1

)2
−→ [X,X](t) <∞
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sztochasztikusan konvergál n→ ∞ esetén.

2.1.8. Állítás. Ha X folytonos szemimartingál és [X,X] (t) = 0, akkor egy valószínűséggel

sup
n≥1

⌊nt⌋∑
k=1

∣∣∣X k
n
−X k−1

n

∣∣∣ <∞.

2.1.9. Állítás. [11] Legyen (BH
t )t≥0 egy H ∈ (0, 1) Hurst-paraméterű frakcionális Brown-

mozgás, és p ∈ [1,∞). Ekkor:

n∑
k=1

∣∣∣BH
k
n

−BH
k−1
n

∣∣∣p L2

−−−→
n→∞


0, p > 1

H

E [|G|p] , p = 1
H

∞, p < 1
H

ahol G ∼ N (0, 1).

2.1.10. Lemma. Ha Xn → ∞ sztochasztikusan n→ ∞ esetén, akkor egy valószínűséggel

sup
n≥1

Xn = ∞.

Bizonyítás. Tegyük fel indirekt, hogy

P
(
sup
n≥1

Xn <∞
)
> 0.

Mivel {
sup
n
Xn <∞

}
=

∞⋃
K=1

{
sup
n
Xn ≤ K

}
,

és a megszámlálható szubadditivitás miatt ∃K ∈ N, hogy

P
(
sup
n
Xn ≤ K

)
= ε, ε > 0.

Rögzítsük ezt a K-t. Ekkor ∀n ≥ 1 esetén:

P (Xn > K) ≤ P
(
sup
j
Xj > K

)
= 1− P

(
sup
j
Xj ≤ K

)
= 1− ε < 1.

Tehát
lim sup
n→∞

P (Xn > K) < 1 =⇒ Xn ̸→ ∞ sztochasztikusan.

Ami ellentmondás. □

Ezek segítségével vizsgáljuk meg a következő állításunkat.
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2.1.11. Állítás. A frakcionális Brown-mozgás nem szemimartingál H ∈ (0, 1) \
{

1
2

}
esetén.

Bizonyítás. Mivel a frakcionális Brown-mozgás önhasonló folyamat, így T > 0 esetén
[0, T ]-ről át lehet skálázni [0, 1]-re:

B̃H
t := T−HBH

Tt, t ∈ [0, 1].

Ekkor (B̃H
t )t∈[0,1] eloszlása megegyezik (BH

t )t∈[0,1] eloszlásával. Ezért elég megnézni a [0, 1]

intervallumon. Tegyük fel, hogy (BH
t )t∈[0,1] szemimartingál.

Ha H < 1
2
: a 2.1.9. állítás miatt következik, hogy

n∑
k=1

(
BH

k
n

−BH
k−1
n

)2 p−→ ∞,

ami ellentmond a 2.1.7 állításnak.
Ha H > 1

2
: Itt a 2.1.9. állításból:

n∑
k=1

(
BH

k
n

−BH
k−1
n

)2
−→ 0 és

n∑
k=1

∣∣∣BH
k
n

−BH
k−1
n

∣∣∣ −→ ∞

sztochasztikusan n → ∞ esetén. A 2.1.10. lemma segítségével kapjuk, hogy egy valószí-
nűséggel

sup
n≥1

n∑
k=1

∣∣∣BH
k
n

−BH
k−1
n

∣∣∣ = ∞.

De ez ellentmond a 2.1.8. állításnak.

Tehát ebben a két esetben valóban nem lesz szemimartingál. □

Következésképpen a H ̸= 1
2

esetre nem alkalmazható az Itô-kalkulus, ami a szemimartin-
gálokra épült. Ezért a frakcionális Brown-mozgás szerinti integrálás értelmezéséhez más
megközelítésekre lesz szükség.

2.2. Reprezentáció

Ebben a részben a frakcionális Brown-mozgás egy fontos reprezentációját, a Mandel-
brot–van Ness-reprezentációt mutatjuk be. A tárgyalás során főként [10]-re és [16]-ra
támaszkodunk. A reprezentáció lényege, hogy a frakcionális Brown-mozgás egy Wiener-
integrálként állítható elő. Ebből kiindulva több korábban tárgyalt tulajdonság is levezet-
hető. A továbbiakban is (Bt)t∈R a kétoldali Brown-mozgást jelöli.
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Definiáljuk a következőt:

φH(t, s) := (t− s)
H− 1

2
+ − (−s)H− 1

2
+ , t ≥ 0, s ∈ R.

Ezt felhasználva meghatározhatjuk az Xt folyamatot:

XH
t = cH

∫
R
φH(t, s)dBs, t ≥ 0,

ahol cH konstans. Ekkor kibontva kapjuk:

cH

∫
R
(t− s)

H− 1
2

+ − (−s)H− 1
2

+ dBs =

= cH

(∫ 0

−∞
(t− s)H− 1

2 − (−s)H− 1
2dBs +

∫ t

0

(t− s)H− 1
2dBs

)
. (2.2)

Vizsgáljuk meg ebben az esetben az integrálhatóságot. Rögzítsük t > 0-t. Azt kellene
ellenőrizni, hogy ∫

R
φH(t, s)

2ds <∞.

2.2.1. Állítás. Ha H ∈ (0, 1), akkor
∫
R φH(t, s)

2ds <∞.

Bizonyítás. ∫
R
φH(t, s)

2ds =

=

∫ −1

−∞

(
(t− s)H− 1

2 − (−s)H− 1
2

)2
ds︸ ︷︷ ︸

I1

+

∫ 0

−1

(
(t− s)H− 1

2 − (−s)H− 1
2

)2
ds︸ ︷︷ ︸

I2

+

∫ t

0

(t− s)2H−1ds︸ ︷︷ ︸
I3

I1 =

∫ −1

−∞

(
(t− s)H− 1

2 − (−s)H− 1
2

)2
ds =

∫ ∞

1

(
(t+ u)H− 1

2 − (u)H− 1
2

)2
du.

Valamilyen ξ ∈ (u, t+ u) esetén:

(t+ u)H− 1
2 − (u)H− 1

2 = t

(
H − 1

2

)
ξH− 3

2 .

Mivel esetünkben H < 1 eset szükséges, ezért becsülhetünk így:

0 ≤
(
(u+ t)H− 1

2 − uH− 1
2

)2
= t2

(
H − 1

2

)2

ξ2H−3 ≤ t2
(
H − 1

2

)2

u2H−3.

Ezért nézzük meg a következőt: ∫ ∞

1

u2H−3du <∞.
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Ez pontosan akkor teljesül, ha 2H − 3 < −1. Tehát H < 1 esetén I1 véges.

I2 =

∫ 0

−1

(
(t− s)H− 1

2 − (−s)H− 1
2

)2
ds =

∫ 1

0

(
(t+ u)H− 1

2 − (u)H− 1
2

)2
du.

Itt (t+ u)H− 1
2 folytonos és korlátos, ezért azt kellene megnézni, hogy∫ 1

0

u2H−1du <∞.

Ez 2H − 1 > −1 esetén igaz lesz, tehát H > 0 esetén I2 véges. Végül

I3 =

∫ t

0

(t− s)2H−1ds =

∫ t

0

u2H−1du <∞ ⇔ 2H − 1 > −1 ⇔ H > 0.

Tehát I1, I2, I3 mindegyike véges lesz H ∈ (0, 1) esetén. □

Ellenőrizzük, hogy XH
t stacionárius növekményű. Mivel Wiener-integrállal van definiálva

ezért 0 várható értékű Gauss-folyamat. Tehát elég megmutatni, hogy a növekmények
kovarianciája független az eltolástól. Legyenek t1, t2, h ≥ 0:

Cov
(
XH

t1+h −XH
t1
, XH

t2+h −XH
t2

)
=

= c2H

∫
R
(φH(t1 + h, s)− φH(t1, s)) (φH(t2 + h, s)− φH(t2, s)) ds =

= c2H

∫
R

(
(t1 + h− s)

H− 1
2

+ − (t1 − s)
H− 1

2
+

)(
(t2 + h− s)

H− 1
2

+ − (t2 − s)
H− 1

2
+

)
ds =

= c2H

∫
R

(
(h− u)

H− 1
2

+ − (−u)H− 1
2

+

)(
(h− (u+ (t1 − t2)))

H− 1
2

+ − (−(u+ (t1 − t2)))
H− 1

2
+

)
du =

= c2H

∫
R
φH(h, u)φH(h, u+ (t1 − t2))du.

u := s − t1 helyettesítés után. Tehát (XH
t+h − XH

t )t≥0 stacionárius, így XH
t valóban sta-

cionárius növekményekkel rendelkezik. Nézzük meg, hogy az (2.2) résznél mi lesz a cH

konstansunk. Az előzőek alapján ha t ≥ s:

D2(XH
t −XH

s ) = D2
(
XH

t

)
+ D2

(
XH

s

)
− 2Cov

(
XH

t , X
H
s

)
⇒ Cov

(
XH

t , X
H
s

)
=

1

2

(
D2
(
XH

t

)
+ D2

(
XH

s

)
− D2

(
XH

t−s

))
.

Ezért csak azt kellene kapnunk, hogy E
[(
XH

t

)2]
= t2H .
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E
[
(XH

t )2
]
= c2HE

[(∫
R
(t− s)

H− 1
2

+ − (−s)H− 1
2

+ dBs

)2
]
= c2H

∫
R

(
(t− s)

H− 1
2

+ − (−s)H− 1
2

+

)2
ds.

s = tr helyettesítéssel, és kieméssel kapjuk:

c2Ht
2H

∫
R

(
(1− r)

H− 1
2

+ − (−r)H− 1
2

+

)2
dr.

Intervallumokra felbontás esetén:

c2Ht
2H


∫ 0

−∞

(
(1− r)H− 1

2 − (−r)H− 1
2

)2
dr +

∫ 1

0

(1− r)2H−1dr︸ ︷︷ ︸
= 1

2H

 .

Mivel t2H-t szeretnénk kapni, ezért válasszuk a konstanst a következő módon:

cH =

(∫ ∞

0

(
(1 + u)H− 1

2 − uH− 1
2

)2
du+

1

2H

)− 1
2

=
(Γ (2H + 1) sin (πH))

1
2

Γ
(
H + 1

2

) .

Így jutunk el a Mandelbrot-van Ness reprezentációhoz.

2.2.2. Állítás (Mandelbrot-van Ness Reprezentáció). Ha H ∈ (0, 1) és t ≥ 0 a követke-
zőképp kaphatjuk meg a H paraméterű frakcionális Brown-mozgást:

BH
t =

(Γ (2H + 1) sin (πH))
1
2

Γ
(
H + 1

2

) (∫ 0

−∞
(t− s)H− 1

2 − (−s)H− 1
2dBs +

∫ t

0

(t− s)H− 1
2dBs

)
.

2.3. Frakcionális előrehaladó folyamat

A következő részben elsősorban [1] és [15] alapján foglaljuk össze a frakcionális Brown-
mozgás szerinti integrálás néhány alapvető formáját, majd ezzel vezetjük be a frakcionális
előrehaladó folyamatot. Mivel már láttuk, hogy a frakcionális Brown-mozgás nem sze-
mimartingál H ̸= 1

2
esetén, ezért a klasszikus Itô-integrál nem alkalmazható rá. Ennek

kezelésére először a Hölder-folytonos függvényekre értelmezett Young-integrált vezetjük
be, majd az előrehaladó integrált tárgyaljuk, amelynek segítségével frakcionális Brown-
mozgás által vezérelt folyamatokat is értelmezhetünk.

2.3.1. Definíció. Legyen γ ∈ (0, 1). Jelölje Cγ([0, T ]) a γ-Hölder-folytonos függvények
terét. f ∈ Cγ([0, T ]), ha f : [0, T ] → R esetén:

∥f∥γ = sup
t∈[0,T ]

|f(t)|+ sup
0≤s<t≤T

|f(t)− f(s)|
(t− s)γ

<∞.
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2.3.2. Állítás. Legyen f ∈ Cβ([0, T ]), g ∈ Cγ([0, T ]). Ha β + γ > 1, akkor
∫ t

0
fdg

létezik mint Stieltjes-integrál ∀t ∈ [0, T ] esetén. Ezt nevezzük Young-integrálnak és jelöljük:∫ t

0
fd(y)g.

2.3.3. Definíció. Legyen (Xt)t∈[0,T ] adaptált, hogy majdnem minden ω ∈ Ω esetén∫ T

0
|Xt(ω)| dt <∞. Ennek az előrehaladó integrálja BH szerint:

lim
ε→0+

∫ T

0

Xt

BH
t+ε −BH

t

ε
dt

ha létezik határértéke sztochasztikusan. Ekkor ezt így jelöljük:
∫ T

0
Xtd

−BH
t .

A következő állítás kimondja a két integrál közötti kapcsolatot.

2.3.4. Állítás. [15] Legyen (Xt)t∈[0,T ], (Yt)t∈[0,T ] valós értékű sztochasztikus folyamatok,
amik majdnem minden ω ∈ Ω esetén X(ω) ∈ Cβ([0, T ]), Y (ω) ∈ Cγ([0, T ]), ahol β+γ > 1.
Ekkor

∃
∫ t

0

Y d−X és
∫ t

0

Y d−X =

∫ t

0

Y d(y)X.

Mivel a frakcionális Brown-mozgás pályái majdnem biztosan minden γ < H esetén
γ-Hölder-folytonosak, ezért az integrál alkalmazása szorosan összefügg a Hurst-paraméterrel.
A továbbiakban gyakran olyan folyamatokat integrálunk, amelyek a frakcionális Brown-
mozgáshoz hasonló Hölder-folytonosságúak. Ilyenkor az integrálhatóság feltétele H > 1

2

esetén teljesül. Ennek a segítségével definiálhatjuk a frakcionális előrehaladó folyamatokat.

2.3.5. Definíció. Legyen (σt)t≥0 olyan folyamat, amelyre az előrehaladó integrál létezik,
és (µt)t≥0 adaptált folyamat, amire

∫ t

0
|µs| ds < ∞ majdnem biztosan, ∀t ≥ 0. Az X-et

frakcionális előrehaladó folyamatnak nevezzük, ha felírható:

Xt = X0 +

∫ t

0

µsds+

∫ t

0

σsd
−BH

s , t ≥ 0.

Amit röviden így írhatunk:
d−Xt = µtdt+ σtd

−BH
t .

2.3.6. Állítás. [1] Legyen (Xt)t≥0 egy frakcionális előrehaladó folyamat:

d−Xt = µtdt+ σtd
−BH

t .

Legyen f ∈ C2(R2) és Yt = f(t,Xt). Ha H ∈
(
1
2
, 1
)
, akkor

d−Yt = ∂tf(t,Xt)dt+ ∂xf(t,Xt)d
−Xt. (2.3)
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3. fejezet

Alkalmazás

Most áttérünk a pénzügyi alkalmazásokra. Az előző fejezetekben felépített elméleti hát-
tér után azt vizsgáljuk meg, hogyan jelenik meg a Brown-mozgás, illetve a frakcionális
Brown-mozgás árfolyammodellekben. Először a klasszikus Black–Scholes-modellt, majd
ennek frakcionális változatát vezetjük be. Ezután megmutatjuk, hogy a súrlódásmentes
frakcionális Black–Scholes-modellben arbitrázslehetőség léphet fel, míg tranzakciós költsé-
gek jelenlétében ez a probléma megszűnik. A fejezet végén az árnyékár fogalmán keresztül
azt vizsgáljuk, hogyan kapcsolható össze a tranzakciós költségekkel terhelt piac egy meg-
felelő súrlódásmentes modellel.

3.1. Pénzügyi modellek és arbitrázs

3.1.1. Black–Scholes-modell

A következőkben a Black–Scholes-modellel fogunk foglalkozni [9] segítségével. A modell-
ben két eszköz szerepel: egy kockázatmentes és egy kockázatos eszköz. A kockázatmentes
eszközt jelölje β(t), ami a következőképpen van meghatározva: dβ(t) = rβ(t)dt, β(0) = 1,
ahol r ∈ R. Ebből kapjuk, hogy β(t) = ert. A kockázatos eszköz árát jelöljük St-vel. Erre
a folyamatra pedig tekintsük a következő sztochasztikus differenciálegyenletet:

dSt = µStdt+ σStdB
P
t ,

ahol BP
t a P mértékre nézve Brown-mozgás és µ ∈ R (drift), σ > 0 (volatilitás) és S0 > 0

pedig konstansok.
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Ennek a megoldását megnéztük, ami az (1.12)-es:

St = S0e

(
µ−σ2

2

)
t+σBP

t .

Definiáljuk a diszkontált részvényárat:

S̃t :=
St

β(t)
= e−rtSt.

Ezt fel tudjuk írni az Itô-formula segítségével az f(t, St) = e−rtSt függvényre:

d
(
e−rtSt

)
= −re−rtStdt+ e−rtdSt,

dS̃t = (µ− r) S̃tdt+ σS̃tdB
P
t . (3.1)

Ezután alkalmazzuk a Girsanov-tételt. Azt szeretnénk, hogy az új drift tag 0 legyen. Ezért
θt :=

µ−r
σ

konstans esetén pont jó lesz, hiszen

σθ = σ
µ− r

σ
= µ(1) − 0︸︷︷︸

µ(2)

.

Az új Q mértékünk pedig:
dQ
dP

= e−
∫ T
0 θdBP

s− 1
2

∫ T
0 θ2ds.

Mivel a θ konstans, ezért a Novikov-feltétel is teljesül. Ekkor:

BQ
t := BP

t +

∫ t

0

θds = BP
t + θt

Q-mérték alatt Brown-mozgás, és a differenciálalakjuk:

dBP
t = dBQ

t − θdt.

Ezt behelyettesítve a (3.1)-be:

dS̃t = (µ− r)S̃tdt+ σS̃t(dB
Q
t − θdt),

dS̃t = σS̃tdB
Q
t .

Ennél S̃t megoldása Q-martingál, hiszen

S̃t = S̃0e
σBQ

t −
σ2t
2 ,

ahol Mt := eσB
Q
t −

σ2t
2 egy exponenciális martingál az (1.2.24) szerint, mert a feltételek

teljesülnek egy konstans σ mellett. A Q-t kockázatsemleges mértéknek hívjuk, ezzel a
következőképp árazhatunk egy T időpontban lejáró g(ST ) kifizetésű opciót:

C(t) = e−r(T−t)EQ [g(ST )|Ft] .
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3.1.2. Frakcionális Black–Scholes-modell

A [1] felhasználásával most a Black–Scholes-modell frakcionális változata következik. A
filtrációnk legyen FH

t := σ(BH
s , s ≤ t). A kockázatmentes eszköz továbbra is változatlan

marad. Mégpedig a β(t) = ert, r ∈ R. Viszont a kockázatos eszköz árát írja le a következő:
St = S0e

µt+σBH
t , ahol H ∈ (0, 1) \

{
1
2

}
, µ ∈ R, és S0, σ > 0. Viszont ezekben a részekben

csak a H ∈ (1
2
, 1) esetet fogjuk vizsgálni. Ekkor a korábban bevezetett előrehaladó folya-

matok segítségével is meg tudjuk kapni a kockázatos eszköz alakját. Vegyük a következő
frakcionális sztochasztikus differenciálegyenlet:

d−St = µStdt+ σStd
−BH

t ,

ahol µ ∈ R és S0, σ > 0. Ennek a megoldása az (2.3) szerint az f(t, St) = lnSt függvénnyel:

d−(lnSt) =
1

St

d−St = µdt+ σd−BH
t ,

St = S0e
µt+σBH

t .

A portfólió ezen a piacon γ : [0,∞) × Ω → R2 folyamat, hogy γt = (γ0t , γ
1
t ) ami FH

t

adaptált. A γ0t jelöli a t időpontban birtokolt kockázatmentes eszközök számát, γ1t pedig
a kockázatos eszközök számát. A likviditációs érték folyamat pedig:

V liq
t (γ) := γ0t β(t) + γ1t St

Ahhoz, hogy az arbitrázs fogalmát pontosan megfogalmazzuk, először rögzítjük, milyen
portfóliókat tekintünk megengedettnek és önfinanszírozónak.

3.1.1. Definíció. Azt mondjuk, hogy egy portfólió megengedett és önfinanszírozó, ha P-
majdnem biztosan alulról korlátos a likviditációs érték folyamat és

d−V liq
t (γ) = γ0t dβ(t) + γ1t d

−St.

Ennek az integrálformája:

V liq
t (γ) = V liq

0 (γ) +

∫ t

0

γ0sdβ(s) +

∫ t

0

γ1sd
−Ss.

Ezeknek a portfólióknak az osztályát jelöljük A-val.
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3.1.3. Arbitrázs konstrukció

A frakcionális Black–Scholes-modell egyik fontos sajátossága, hogy súrlódásmentes piacon
arbitrázslehetőség konstruálható. Ennek bemutatásához először megadjuk az arbitrázs-
stratégia definícióját, majd egy példát mutatunk rá.

3.1.2. Definíció. Arbitrázs stratégiának hívjuk a γ ∈ A portfóliót, ha teljesülnek a követ-
kezők:

V liq
0 (γ) = 0,

P
(
V liq
T (γ) ≥ 0

)
= 1,

P
(
V liq
T (γ) > 0

)
> 0.

3.1.3. Megjegyzés. Ez ekvivalens azzal, mintha diszkontált árfolyamra néznénk, hiszen

Ṽ liq
t (γ) :=

V liq
t (γ)

β(t)
, (β(t) > 0).

Ekkor

V liq
0 (γ) = 0 ⇔ Ṽ liq

0 (γ) = 0, V liq
T (γ) > 0 ⇔ Ṽ liq

T (γ) > 0, V liq
T (γ) ≥ 0 ⇔ Ṽ liq

T (γ) ≥ 0.

3.1.4. Állítás. Erre a meghatározott piacra ∃γ ∈ A arbitrázs stratégia.

Bizonyítás. Legyen C > 0. Az ötlet az, hogy állítsuk be a likviditációs folyamatot a
következőképpen:

V liq
t (γ) := Cβ(t)

(
St

β(t)
− S0

)2

.

Erre jó például a következő stratégia:

γ0t := S2
0C
(
1− e2((µ−r)t+σBH

t )
)

γ1t := 2S0C
(
e(µ−r)t+σBH

t − 1
)

Ekkor V liq
0 (γ) = 0, és majdnem minden (t, ω) ∈ (0,∞)× Ω párra teljesül, hogy

V liq
t (γ) = CertS2

0

(
e(µ−r)t+σBH

t − 1
)2
> 0.

Már csak azt kell igazolni, hogy

d−V liq
t (γ) = γ0t dβ(t) + γ1t d

−St. (3.2)
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A (2.3)-at használva:

d−
(
ert
(
e(µ−r)t+σBH

t − 1
)2)

=
(
e(µ−r)t+σBH

t − 1
)2
d
(
ert
)
+ ertd−

((
e(µ−r)t+σBH

t − 1
)2)

.

Az összeg második tagjánál:

d−
((

e(µ−r)t+σBH
t − 1

)2)
= 2

(
e(µ−r)t+σBH

t − 1
)
d−
(
e(µ−r)t+σBH

t

)
,

és
d−
(
e(µ−r)t+σBH

t

)
= e(µ−r)t+σBH

t
(
(µ− r)dt+ σd−BH

t

)
.

Ezeket összerakva és S2
0C-vel való szorzás után

d−V liq
t (γ) = S2

0Cd
−
(
ert
(
e(µ−r)t+σBH

t − 1
)2)

= S2
0C

((
e(µ−r)t+σBH

t − 1
)2
rertdt+

+ert2
(
e(µ−r)t+σBH

t − 1
)
e(µ−r)t+σBH

t
(
(µ− r)dt+ σd−BH

t

))
.

Végül
γ0t dβ(t) + γ1t d

−St = S2
0C
(
1− e2((µ−r)t+σBH

t )
)
rertdt+

+2S0C
(
e(µ−r)t+σBH

t − 1
) (
µStdt+ σStd

−BH
t

)
.

Az St-t kiemelve és átírva:

γ0t dβ(t) + γ1t d
−St = S2

0C

((
e(µ−r)t+σBH

t − 1
)2
rertdt+

+ert2
(
e(µ−r)t+σBH

t − 1
)
e(µ−r)t+σBH

t
(
(µ− r)dt+ σd−BH

t

))
.

Tehát a (3.2) teljesül és így γ ∈ A valóban arbitrázs stratégia. □

A fenti konstrukciót H ∈ (1
2
, 1) esetére adtuk meg, mivel ebben a tartományban alkal-

mazhatók a korábban bevezetett integrálási eszközök. Viszont fontos megjegyezni, hogy a
frakcionális Black–Scholes-modellben arbitrázsprobléma általános H ∈ (0, 1) \

{
1
2

}
eset-

ben is fennáll. Így az előző konstrukció elsősorban a jelenség szemléltetésére szolgál. A
következőkben ezért már az általánosabb keretben vizsgáljuk ezt a problémát.
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3.2. Arbitrázsmentesség tranzakciós költségek mellett

Ez a rész elsősorban a [7] továbbá az [5], [8] alapján készült. Az előzőkben láttuk, hogy a
súrlódásmentes frakcionális Black–Scholes-modellben az arbitrázs egy létező probléma. A
következőkben kiderül, hogy ezt hogyan lehet kiküszöbölni azzal, hogy bevezetjük a tranz-
akciós költségeket a piacra. Most egy diszkontált árfolyamot fogunk tekinteni (Xt)t∈[0,∞)-t,
ami adaptált càdlàg, majdnem biztosan szigorúan pozitív folyamat, emellett legyen kvázi-
balfolytonos, tehátXτ = Xτ−, ∀τ előrejelezhető megállási időre majdnem biztosan. Jelölje
k > 0 az arányos tranzakciós költséget. Legyen a γ az egyszerű stratégiánk, aminél a véges
számú tranzakciók időpontjai a (τi)

n
i=1 megállási idők, és

γt =
n∑

i=1

γ∆i 1(τi−1,τi], ahol γ∆i Fτi-mérhető i = 1, ..., n esetén, továbbá γ∆0 = 0.

Erre a likviditációs érték t időpontban:

V liq
t (γ) =

n∑
i=1

γ∆i−1

(
Xτi∧t −Xτi−1∧t

)
− k

∑
τi≤t

Xτi

∣∣γ∆i − γ∆i−1

∣∣− kXt |γt| . (3.3)

Általános véges variációjú γ stratégiákhoz tarthatunk egyszerűekkel, így a (3.3) egyenlet
konvergál a következő likviditációs értékéhez:

V liq
t (γ) =

∫ t

0

γsdXs − k

∫ t

0

Xs |µγ| (ds)− kXt |γt| , (3.4)

ahol |µγ| ((t1, t2]) := V (γ, [0, t2])− V (γ, [0, t1]), és a konvenciónk γ0− = 0. Az első integrál
pedig a következőképp van definiálva rögzített ω esetén:∫ t

0

γsdXs = γtXt − γ0−X0 −
∫ t

0

Xsµγ(ds).

Itt viszont µγ((t1, t2]) := γt2 − γt1 előjeles mérték.

3.2.1. Definíció. Adaptált balról folytonos véges variációjú γ folyamat megengedett, ha

∃M > 0 : P
(
V liq
t (γ) ≥ −M

)
= 1, ∀t > 0.

A továbbiakban csak ilyen megengedett stratégiákat tekintünk. Az arbitrázs fogalma meg-
egyezik a 3.1.2. definícióval.

A következő lemma mögötti gondolat az, hogy a bid-ask sávban, tehát a vételi és eladási
ár között mozgó segédfolyamat tranzakciós költségek nélküli kereskedése legalább olyan
kedvező, mint az eredeti árfolyamon történő kereskedés tranzakciós költségek mellett. Ezt
az összehasonlítást fogalmazzuk meg formálisan.
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3.2.2. Lemma. Legyenek φ, φ̃ : R+ → (0,∞) càdlàg függvények, amikre teljesül, hogy

|φt − φ̃t| < kφt, ∀t ∈ R+. (3.5)

Ha γ : R+ → R balról folytonos véges variációjú, akkor:

V liq
t (γ) ≤

∫ t

0

γsdφ̃s, ∀t ∈ R+. (3.6)

Bizonyítás. Legyen εt := φt − φ̃t, ezt használva a (3.4) egyenletet felírva

V liq
t (γ) =

∫ t

0

γsdφ̃s +

∫ t

0

γsdεs − k

∫ t

0

φs |µγ| (ds)− kφt |γt| .

Parciális integrálással ∫ t

0

γsdεs = γtεt + γ0−ε0︸ ︷︷ ︸
=0

−
∫ t

0

εsµγ(ds).

A (3.5) feltétel miatt igaz, hogy

γtεt − kφt |γt| ≤ |γt| |εt| − kφt |γt| ≤ 0, (3.7)

és még

−
∫ t

0

εsµγ(ds)− k

∫ t

0

φs |µγ| (ds) ≤ 0, (3.8)

hiszen
−
∫ t

0

εsµγ(ds) ≤
∫ t

0

|εs| |µγ| (ds) ≤
∫ t

0

kφs |µγ| (ds).

Végül a (3.7) és a (3.8) részeket felhasználva

V liq
t (γ) =

∫ t

0

γsdφ̃s + γtεt − kφt |γt|︸ ︷︷ ︸
≤0

+

−
∫ t

0

εsµγ(ds)− k

∫ t

0

φs |µγ| (ds)︸ ︷︷ ︸
≤0

 .

Így kapjuk meg a (3.6). □

Ezt felhasználva most egy elegendő feltételt adunk arra, hogy tranzakciós költségek mellett
ne létezzen arbitrázs.

3.2.3. Állítás. Legyenek k, T > 0. Ha ∀τ megállási időre amire P(τ < T ) > 0, teljesül a
következő

P

(
sup

t∈[τ,T ]

∣∣∣∣Xτ

Xt

− 1

∣∣∣∣ < k, τ < T

)
> 0,

akkor X arbitrázsmentes a [0, T ] intervallumon k tranzakciós költség mellett.
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Bizonyítás. Legyen γ ̸≡ 0 és definiáljuk az első kereskedést mint megállási időt:
τ := T ∧ inf {t : γt ̸= 0}. Mivel γ nem triviális kereskedés ezért P(τ < T ) > 0. Nézzük a
következő eseményt:

A :=

{
sup

t∈[τ,T ]

∣∣∣∣Xτ

Xt

− 1

∣∣∣∣ < k, τ < T

}
.

A feltétel miatt ez pozitív valószínűséggel teljesül. Legyen X̃t := Xt∧τ , és most használjuk
erre a 3.2.2. lemmát, amiből következik, hogy V liq

T (γ) < 0. Tehát valóban nem létezik
arbitrázs, hiszen egyik stratégiára sem teljesül, hogy V liq

T (γ) ≥ 0 majdnem biztosan. □

Bevezetünk egy olyan fogalmat, amely pontosan az előző arbitrázsmentességi kritérium
alkalmazásához lesz hasznos.

3.2.4. Definíció. Egy progresszíven mérhető (Yt)t∈[0,T ] folyamat ragadós, ha ∀ε, T > 0 és
olyan τ megállási időre, amire P(τ < T ) > 0, teljesül, hogy

P

(
sup

t∈[τ,T ]

|Yτ − Yt| < ε, τ < T

)
> 0.

3.2.5. Állítás. Ha lnX ragadós, akkor X arbitrázsmentes a [0, T ]-n k tranzakciós költség
mellett ∀k, T > 0 esetén.

Bizonyítás. Legyen Yt := lnXt és vegyük az x 7→ |ex − 1| függvényt, ami 0-ban folyto-
nos, tehát ∀k > 0 : ∃δ > 0 aminél ∀T > 0 esetén{

sup
t∈[τ,T ]

|Yτ − Yt| < δ

}
⊂

{
sup

t∈[τ,T ]

∣∣eYτ−Yt − 1
∣∣ < k

}
.

Továbbá∣∣eYτ−Yt − 1
∣∣ = ∣∣∣∣Xτ

Xt

− 1

∣∣∣∣ . Így kapjuk, hogy P

(
sup

t∈[τ,T ]

∣∣∣∣Xτ

Xt

− 1

∣∣∣∣ < k, τ < T

)
> 0.

Ezzel kapjuk a 3.2.3. állítás feltételét és innen egyből következik az állításunk. □

Következőkben jelöljük a Wiener-teret úgy, hogy W = {f ∈ C([0,∞),R) : f(0) = 0} és
t > 0 esetén a [0, t] intervallumon Wt = {f ∈ C([0, t],R) : f(0) = 0}. Ezeken a kanonikus
projekció legyen Πt : W → Wt. A W egy lengyel tér a kompakt halmazokon az egyenletes
konvergencia topológiájára nézve.

Most következik egy lemma, de előtte még egy jelölést vezessünk be. Legyen ξ egy
F -mérhető függvény és G ⊂ F σ-algebra. Ezekre pedig

ess inf (ξ | G) = ess sup {g : g G-mérhető, P (g ≤ ξ) = 1} .
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3.2.6. Lemma. [7] Legyenek (U, dU) , (V, dV ) teljes szeparábilis metrikus terek, és
B(U) ⊆ U ,B(V ) ⊆ V. Továbbá P valószínűségi mérték az (U × V,U ⊗ V) mérhető téren,
amelynek tartója U × V , és f : U × V → R olyan, hogy {u 7→ f(u, v) : v ∈ V } függvények
egyenletesen folytonosak. Ekkor

ess inf (f | U) (u) = inf
v∈V

f(u, v) P-majdnem minden u ∈ U-ra,

és u 7→ inf
v∈V

f(u, v) pedig egy folytonos függvény.

A következő állítás a ragadósság ellenőrzését a folyamat tartójának vizsgálatára vezeti
vissza.

3.2.7. Állítás. Legyen a teljes terünk a (W,B(W), P̃), a kanonikus folyamatunk Yt(ω)=ωt,
a filtrációnk pedig FY

t = σ(Ys : 0 ≤ s ≤ t). Ha az Y tartója W, akkor Y ragadós.

Bizonyítás. Legyen Y : Ω → WT és P̃ := P ◦ Y −1, ami valószínűségi mérték WT -n.
Definiáljuk a Z : WT → C([0, T ]) leképzést úgy, hogy

Zt(ω) = sup
s∈[t,T ]

|ωs − ωt| .

Ez Lipschitz-folytonos, hiszen rögzített t ∈ [0, T ] esetén

|Zt(ω)− Zt (ζ)| ≤ sup
s∈[t,T ]

∣∣∣ |ωs − ωt| − |ζs − ζt|
∣∣∣ ≤ sup

s∈[t,T ]

|ωs − ζs|+ |ωt − ζt| ≤ 2 ∥ω − ζ∥∞ .

Emiatt egyenletesen folytonos is. A ragadósság bizonyításához kellene, hogy ∀ε > 0-ra és
olyan τ megállási időre amire P̃(τ < T ) > 0, teljesül, hogy

P̃ (Zτ < ε, τ < T ) > 0. (3.9)

A [0, T ]-n lévő szakaszt feloszthatjuk két részre, ehhez definiáljuk azt, hogy
I : WT → Wt ×WT−t ami I(ω) =

(
Πt(ω),ΠT−t(ω

(t))
)
, ahol ω(t)(u) := ωt+u − ωt.

Az FY
t = σ(Πt) definíció szerint, és ezután alkalmazzuk a 3.2.6-os lemmát úgy, hogy

U = Wt, V = WT−t és f(α, β) = Zt(I
−1(α, β)). Ez alkalmazható, hiszen már láttuk, hogy

Z egyenletesen folytonos. Ezekkel kapjuk, hogy

ess inf
(
Zt | FY

t

)
(ω) = inf {Zt(ζ) : ζ ∈ WT ,Πt(ζ) = Πt(ω)} = 0 (3.10)

majdnem biztosan, hiszen ha megválasztjuk a második szakaszt úgy, hogy ω(t) ≡ 0, akkor

I−1(Πt(ω), 0)(s) = ωt, ∀s ∈ [t, T ].
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Erre pedig
Zt(I

−1(Πt(ω), 0)) = 0.

A (3.10) miatt P̃
(
Zt < ε | FY

t

)
> 0 majdnem biztosan ∀ε > 0, t ∈ [0, T ] esetén. Ha

∃t∗ < T , amire P̃(τ = t∗) > 0, akkor

P̃(Zτ < ε, τ < T ) ≥ P̃ (Zt∗ < ε, τ = t∗) = Ẽ
[
1{τ=t∗}P̃

(
Zt∗ < ε | FY

t∗

)]
> 0. (3.11)

Vagyis az ilyen τ esetén egyből kapjuk a (3.9)-et. Már csak azt kéne megmutatni, hogy
∀τ -ra igaz legyen, amire P̃ (τ < T ) > 0. Ehhez tegyük fel, hogy ∃τ megállási idő és
ε > 0, amire P̃ (Zτ < ε, τ < T ) = 0. Ilyenkor P̃ (Zτ ≥ ε, τ < T ) = P̃ (τ < T ). Rögzített
n-re definiáljuk

Dn :=
{
T − 2−k : k ≥ 1

}
∪
{
k2−n : 1 ≤ k ≤ 2nT

}
,

és
τ ′n := inf

{
{t > τ : t ∈ Dn} ∪

{
t > τ : |ωt − ωτ | =

ε

2

}}
.

A {τ < T} eseményen az ω folytonossága miatt ∀ω esetén majdnem biztosan ∃n0(ω),
hogy ∀n ≥ n0(ω) : τ

′
n(ω) ∈ Dn, de P̃ (τ < T ) > 0, ezért P̃ (τ ′n ∈ Dn) > 0 megfelelő n-re.

A Dn halmazunk megszámlálható, ezért ∃t∗ ∈ Dn : P̃ (τ ′n = t∗) > 0. Emellett definíció
szerint sup

t∈[τ,τ ′n]
|ωt − ωτ | ≤ ε

2
. Tehát a {τ < T} eseményen:

ε ≤ Zτ = max

{
sup

t∈[τ,τ ′n]
|ωt − ωτ | , sup

t∈[τ ′n,T ]

|ωt − ωτ |

}
=

= sup
t∈[τ ′n,T ]

|ωt − ωτ | ≤ sup
t∈[τ ′n,T ]

∣∣ωt − ωτ ′n

∣∣+ sup
t∈[τ ′n,T ]

∣∣ωτ ′n − ωτ

∣∣ ≤ Zτ ′n +
ε

2
.

Tehát Zτ ′n ≥ ε
2
. Azt is tudjuk, hogy {τ < T} = {τ ′n < T}, tehát ezek szerint

P̃
(
Zτ ′n <

ε

2
, τ ′n < T

)
= 0.

Ez viszont ellentmond (3.11)-nek. □

Végül azt kellene belátnunk, hogy a frakcionális Brown-mozgás tartója [0, T ]-n WT , és
ezzel kapnánk, hogy a frakcionális Black–Scholes-modell arbitrázsmentes tranzakciós költ-
ségek mellett. Ezek előtt még nézzünk meg a bizonyításhoz szükséges eszközöket.

3.2.8. Definíció. Liouville frakcionális integrál a következőképp van definiálva

(
Iγa+f

)
(t) :=

∫ t

a
f(s)(t− s)γ−1ds

Γ(γ)
.
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Az úgynevezett "Reproducing Kernel Hilbert Space"-t a későbbiekben röviden RKHS-nek
fogjuk nevezni. Kezdjük is a definíciójával.

3.2.9. Definíció. Legyen (Xt)t∈[0,T ] egy 0 várható értékű Gauss-folyamat, aminek a kova-
rianciája R(t, s) := Cov(Xt, Xs). Ennek az RKHS-e a {t 7→ R(t, s), s ∈ [0, T ]} függvények
által generált Hilbert-tér, ahol a skalárszorzat ⟨u 7→ R(u, t), u 7→ R(u, s)⟩ = R(t, s). Ha a
kovarianciafüggvény felírható úgy, hogy

R(t, s) =

∫ T

0

K(t, u)K(s, u)du, ahol u 7→ K(t, u) ∈ L2([0, T ]),

akkor az RKHS elemei:

H =

{
h(t) =

∫ T

0

K(t, u)g(u)du : g ∈ L2([0, T ])

}
.

A frakcionális Brown-mozgásnál RH(t, s) =
1
2
(t2H + s2H − |t− s|2H). Az operátorunk

KH : L2([0, T ]) → I
H+ 1

2

0+ (L2([0, T ])) izomorfizmus pedig a következőképpen van meghatá-
rozva:

(KHf)(t) =

∫ t

0

KH(t, s)f(s)ds =


(
I2H0+

(
x

1
2
−HI

1
2
−H

0+

(
xH− 1

2f
)))

(t), H ≤ 1
2(

I10+
(
xH− 1

2 I
H− 1

2

0+

(
x

1
2
−Hf

)))
(t), H ≥ 1

2
.

(3.12)

3.2.10. Lemma. [5] H ∈ (0, 1) esetén a kovariancia felírható úgy, hogy

RH(t, s) =

∫ T

0

KH(t, u)KH(s, u)du.

Tehát a frakcionális Brown-mozgáshoz tartozó RKHS:

HH =
{
KH h̃ : h̃ ∈ L2([0, T ])

}
,

ahol a skalárszorzat h, g ∈ HH esetén

⟨h, g⟩HH
=
〈
KH h̃, KH g̃

〉
HH

=
〈
h̃, g̃
〉
L2([0,T ])

.

A következőkben legyen T egy kompakt metrikus tér. Ezen értelmezett folytonos függvé-
nyek pedig C(T ), és (C(T ), ∥·∥∞) Banach-tér. B(C(T )) = σ(C), ahol a cilinderhalmazaink

C = {x ∈ C(T ) : (x(t1), ..., x(tn)) ∈ B : n ≥ 1, t1, ..., tn ∈ T, B ∈ B(Rn)} .
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Legyen µ egy Gauss valószínűségi mérték a (C(T ),B(C(T )))-n, amire

Eµ [Xt] =

∫
C(T )

x(t)µ(dx) = 0, R(t, s) =

∫
C(T )

x(t)x(s)µ(dx), (t, s ∈ T ). (3.13)

Tegyük fel, hogy R folytonos a T × T -n, és jelölje Bµ(C(T )) a B(C(T )) teljessé tételét µ
szerint.

3.2.11. Tétel. [8] Legyen µ egy Gauss valószínűségi mérték a (C(T ),Bµ(C(T )))-n amire
a (3.13) teljesül, és az R folytonos. A Gauss-folyamat RKHS terét jelöljük H(R)-rel. Ekkor

supp(µ) = H(R).

Ezek segítségével térjünk vissza a fő állításunkra.

3.2.12. Állítás. Legyen (Yt)t∈[0,T ] folyamat olyan, hogy Yt = gt + σBH
t , ahol σ > 0 és

g : R+ → R pedig egy folytonos függvény. Ekkor Y ragadós folyamat.

Bizonyítás. Először is a Béta-függvény a, b > 0 esetén∫ t

0

sa−1(t− s)b−1ds =
Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)
ta+b−1, (t > 0).

Válasszuk meg a függvényünket f(s) = sα-nak, és erre használjuk a KH operátort.
H < 1

2
eset:

KHf = I2H0+
(
s

1
2
−HI

1
2
−H

0+

(
sH− 1

2
+α
))

.

A belső Liouville-integrál:(
I

1
2
−H

0+

(
sH− 1

2
+α
))

(t) =
1

Γ
(
1
2
−H

) ∫ t

0

sH− 1
2
+α(t− s)−H− 1

2ds =
Γ
(
H + α + 1

2

)
Γ (1 + α)

tα.

A külső pedig(
I2H0+

(
Γ
(
H + α + 1

2

)
Γ (1 + α)

s
1
2
−H+α

))
(t) =

Γ
(
H + α + 1

2

)
Γ (1 + α) Γ (2H)

∫ t

0

s
1
2
−H+α (t− s)2H−1 ds =

=
Γ
(
H + α + 1

2

)
Γ
(
α−H + 3

2

)
Γ (1 + α) Γ

(
α +H + 3

2

) tα+H+ 1
2 .

H ≥ 1
2

eset: Hasonlóan mint az előzőnél

KHf = I10+
(
sH− 1

2 I
H− 1

2

0+

(
s

1
2
−Hf

))
.
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A belső integrál után(
I10+

(
Γ
(
α−H + 3

2

)
Γ(1 + α)

sα+H− 1
2

))
(t) =

Γ
(
α−H + 3

2

)
Γ (1 + α)

∫ t

0

sα+H− 1
2ds =

=
Γ
(
α−H + 3

2

)
tα+H+ 1

2

Γ (1 + α)
(
α +H + 1

2

) =
Γ
(
α−H + 3

2

)
Γ
(
α +H + 1

2

)
Γ (α + 1)Γ

(
α +H + 3

2

) tα+H+ 1
2 .

Tehát mindkét esetben
(KHs

α) (t) = cα,Ht
α+H+ 1

2 ∈ HH .

Az α > −1
2

szabadon választható, ezért

p(t) = a1t+ a2t
2 + ...+ ant

n, n ∈ N \ {0}

esetén p(t) ∈ HH . A Stone–Weierstrass-tételt alkalmazzuk, amely szerint a polinomok
sűrűek a folytonos függvények terében a szuprémum normára nézve. Tehát HH = WT , de
emellett a 3.2.11-es tételből tudjuk, hogy supp(QBH |[0,T ]

) = HH . Ezzel a kettővel kapjuk,
hogy supp(QBH |[0,T ]

) = WT , de a frakcionális Brown-mozgás folytonos determinisztikus
eltoltjának is WT lesz a tartója. Végül a 3.2.7. állítás segítségével kapjuk, hogy Y valóban
ragadós. □

3.2.13. Következmény. Az előző állítás Y folyamatára alkalmazzuk a 3.2.5 állítást. Ek-
kor levonhatjuk a következtetést, hogy Xt = egt+σBH

t arbitrázsmentes a [0, T ] intervallumon
k tranzakciós költség mellett ∀k, T > 0-re.

Ezzel megmutattuk, hogy az arányos tranzakciós költségek kizárják a korábban látott ar-
bitrázslehetőségeket. A modell így alkalmasabbá válik arra, hogy optimalizálási kérdéseket
fogalmazzunk meg benne. A következő részben az árnyékár segítségével vizsgáljuk ezt a
problémát.

3.3. Árnyékár és portfólióoptimalizálás

Ebben a részben főként [4] és emellett a [2], [3], [13] alapján fogunk haladni. Tekintsük
a frakcionális Black–Scholes-modellt, amelyben egy kockázatos és egy kockázatmentes
eszköz szerepel. Egy diszkontált piacon normalizált kockázatos eszközzel fogunk dolgozni,
tehát β ≡ 1 és St = eµt+σBH

t , ahol µ ∈ R, σ > 0 és H ∈ (0, 1) \
{

1
2

}
. A rögzített arányos

tranzakciós költség a piacon λ ∈ (0, 1). Így a részvény vételének az ára St, az eladásának
pedig (1 − λ)St. Vegyünk egy rögzített T ∈ (0,∞) időhorizontot. A stratégiánk pedig
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càdlàg, adaptált és véges variációjú folyamat, amit jelöljük megint γ = (γ0t , γ
1
t )0−≤t≤T -

vel. Bármely véges variációjú ψ = (ψt)0−≤t≤T folyamat felbontható ebben a formában:
ψ = ψ0− + ψ↑ − ψ↓, ahol ψ↑ és ψ↓ két nemcsökkenő folyamat, és ezt a jelölést is fogjuk
használni a stratégiáink esetén. Először fogalmazzuk meg mik lesznek a megengedett és
önfinanszírozó stratégiáink.

3.3.1. Definíció. A γ = (γ0t , γ
1
t )t∈[0−,T ] megengedett és önfinanszírozó, ha

0− ≤ t1 ≤ t2 ≤ T esetén∫ t2

t1

dγ0t ≤
∫ t2

t1

(1− λ)Stdγ
1,↓
t −

∫ t2

t1

Stdγ
1,↑
t ,

ahol az integrálok Stieltjes értelemben értendők. A likviditációs érték pedig

V liq
t (γ) = γ0t + (1− λ)St

(
γ1t
)
+
− St

(
γ1t
)
− ≥ 0, t ∈ [0, T ].

Ha kezdetben
(
γ00−, γ

1
0−
)
= (x0, 0) , x0 > 0, akkor ezeknek a stratégiáknak az osztályát

jelöljük A (x0)-lal.

Ehhez a stratégiákhoz tartozó likviditációs értékek halmaza pedig legyen

C (x0) :=
{
V liq
T (γ) : γ ∈ A (x0)

}
.

Továbbiakban tekintsünk olyan U ∈ C1 ((0,∞),R) hasznossági függvényeket, amik szigo-
rúan monoton növekvők és konkávok. Ezek mellett teljesítik az Inada-feltételeket, tehát

lim
x→0+

U ′(x) = ∞, és lim
x→∞

U ′(x) = 0.

A célunk g ∈ C(x0) esetén maximalizálni az E [U(g)] mennyiséget.

Bevezetjük az árnyékár fogalmát, amely kapcsolatot teremt a tranzakciós költséges és a
súrlódásmentes optimalizálási problémák között.

3.3.2. Definíció. Egy Ŝ = (Ŝt)t∈[0,T ] szemimartingál folyamatot árnyékárnak nevezünk,
ha teljesíti a következő három feltételt:

1. Ŝ a bid-ask sávban mozog, tehát

(1− λ)St ≤ Ŝt ≤ St, ∀t ∈ [0, T ].

2. ∃ (φ̂t)t∈[0,T ] ∈ A(x0; Ŝ) stratégia, amire

E
[
U

(
x0 +

∫ T

0

φ̂tdŜt

)]
= sup

φ∈A(x0;Ŝ)

E
[
U

(
x0 +

∫ T

0

φtdŜt

)]
,

50



ahol A(x0; Ŝ) azokat az önfinanszírozó megengedett stratégiákat jelöli, amik a tranz-
akciós költségek nélküli Ŝ árfolyam mellett vannak és a kezdőtőkéjük x0.

3. Az előző optimális stratégiára igaz, hogy φ̂t = γ̂1t−, ∀t ∈ [0, T ], és a likviditációs
értékeik megegyeznek:

x0 +

∫ T

0

φ̂tdŜt = γ̂0T + (1− λ)ST

(
γ̂1T
)
+
− ST

(
γ̂1T
)
− .

Továbbiakban szükségünk lesz egy lokális pályatulajdonságra: ez az úgynevezett "two way
crossing", amit a későbbiekben csak (TWC)-nak fogunk rövidíteni, a definíciója pedig a
következő.

3.3.3. Definíció. Legyen (Xt)t∈[0,T ] egy folytonos sztochasztikus folyamat, σ pedig egy
véges megállási idő. Egyik irányba való elmozdulásokat jelöljük úgy, hogy

σ+ := inf {t > σ : Xt −Xσ > 0} , és σ− := inf {t > σ : Xt −Xσ < 0} .

Azt mondjuk, hogy X teljesíti a (TWC)-ot, ha bármely véges σ megállási időre
P (σ+ = σ−) = 1.

A TWC-feltétel bevezetése után megfogalmazható az árnyékár létezésére vonatkozó fő
általános eredmény.

3.3.4. Tétel. [4] Legyen S szigorúan pozitív folytonos folyamat, ami teljesíti a (TWC)-
t, és egy rögzített λ ∈ (0, 1) tranzakciós költség. A hasznossági függvényünkre a fentiek
mellett még teljesüljenek azok, hogy

lim sup
x→∞

xU ′(x)

U(x)
< 1 és ∃x0 > 0 : sup

γ∈A(x0)

E
[
U
(
V liq
T (γ)

)]
<∞.

Ekkor ∃Ŝ árnyékár és ∃γ̂ = (γ̂0t , γ̂
1
t ) ∈ A(x0) optimális stratégia, tehát

E
[
U
(
V liq
T (γ̂)

)]
= sup

γ∈A(x0)

E
[
U
(
V liq
T (γ)

)]
.

Az előző tételt a frakcionális Black–Scholes-modellre szeretnénk alkalmazni. Ehhez a
(TWC) feltétel mellett azt is ellenőriznünk kell, hogy az optimalizálási feladat várható
hasznossága véges marad. A következőkben ehhez készítünk elő egy becslést. Vegyünk
egy frakcionális Brown-mozgást H ∈ (0, 1) Hurst-paraméterrel, és rögzítsünk egy δ > 0
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értéket, amire vegyünk (τj)j≥0 megállási időket. A τ0 = 0 értéket állítsuk be és a követke-
zők pedig legyenek

τj+1(ω) := inf
{
t ≥ τj(ω) :

∣∣∣BH
t (ω)−BH

τj
(ω)
∣∣∣ ≥ δ

}
.

A T ∈ (0,∞) időpontig a δ nagyságú elmozdulások számát pedig jelölje

F
(δ)
T (ω) := sup {j ≥ 0 : τj(ω) ≤ T} .

3.3.5. Állítás. [4] H paraméterhez ∃C(H), c(H) > 0 konstansok, hogy

P
(
F

(δ)
T ≥ n

)
≤ c(H)e−(C(H))−1δ2T−2Hn1+(2H∧1)

, ∀n ∈ N.

3.3.6. Állítás. Az F (δ)
T -ra igaz, hogy ∀a ∈ R esetén

E
[
eaF

(δ)
T

]
<∞.

Bizonyítás. Legyen f(x) = eax, és ekkor

E
[
f
(
F

(δ)
T

)]
= E

[
f(0) +

∫ ∞

0

f ′(x)1{
F

(δ)
T ≥x

}dx
]
= f(0)+

∫ ∞

0

f ′(x)P
(
F

(δ)
T ≥ x

)
dx <∞.

A Fubini-tétel és a 3.3.5. állítás alkalmazása után a ≥ 0 esetén, ha a < 0 akkor
E
[
eaF

(δ)
T

]
≤ 1 <∞. □

A következőkben a frakcionális Black–Scholes-modellre alkalmazzuk az előző becsléseket.
Definiáljuk a δ nagyságú elmozdulásokat az Xt := µt + σBH

t folyamatra, tehát legyen
τ 0 = 0 és

τ j+1(ω) := inf
{
t ≥ τ j(ω) :

∣∣Xt −Xτ j

∣∣ ≥ δ
}
, F

(δ)

T (ω) := sup {j ≥ 0 : τ j(ω) ≤ T} .

3.3.7. Lemma. [4] Vegyük a frakcionális Black–Scholes-modellt és rögzítsünk olyan λ, δ >
0 számokat, hogy (1− λ)e2δ < 1. Ekkor ∃K(δ, λ) > 0 konstans, hogy ∀g ∈ C(x0) esetén

g1{
F

(δ)
T =n

} ≤ x0 (K(δ, λ))n 1{
F

(δ)
T =n

}.

3.3.8. Következmény. Bármely konkáv U : (0,∞) → R ∪ {−∞} függvény esetén az
{E [U (g)] : g ∈ C(x0)} halmaz felülről korlátos.
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Bizonyítás. A 3.3.6. és a 3.3.7. állításokat egymás után alkalmazva kapjuk, hogy

E [g] ≤ E
[
x0K

F
(δ)
T

]
= x0E

[
e(lnK)F

(δ)
T

]
<∞.

De bármely konkáv függvény dominálható egy affin függvénnyel, tehát ∀U -hoz ∃a, b kons-
tansok, hogy E [U(g)] ≤ a+ bE [g] <∞. □

Az előző előkészületek után rátérünk az árnyékár létezésének igazolására a frakcionális
Black–Scholes-modellben. A következő tétel ezt fogalmazza meg.

3.3.9. Tétel. Legyen λ ∈ (0, 1) rögzített tranzakciós költség a frakcionális Black–Scholes-
modellben. A hasznossági függvényünkre a fentiek mellett még teljesüljön, hogy

lim sup
x→∞

xU ′(x)

U(x)
< 1.

Ekkor ∀x0 > 0 esetén
sup

γ∈A(x0)

E
[
U
(
V liq
T (γ)

)]
<∞,

és emellett ∃Ŝ árnyékár és γ̂ optimális stratégia.

Bizonyítás. Legyen Xt = µt + σBH
t . Ezeknek a növekményére iterált logaritmust véve

bármely τ megállási idő esetén kapjuk, hogy

lim inf
v→0+

Xτ+v −Xτ

vH
√

ln |ln v|
= lim inf

v→0+

(
σ
BH

τ+v −BH
τ

vH
√

ln |ln v|
+ µ

v1−H√
ln |ln v|

)
≤

≤ −σ (Γ (2H + 1) sin (πH))
1
2

Γ
(
H + 1

2

)√
H

.

A második tag 0-hoz tart az első pedig a [13] alapján becsülhető felülről. Tehát τ után
tetszőlegesen közeli τ + v időpontban találunk olyat, hogy Xτ+v < Xτ . De a frakcionális
Brown-mozgás 0 várható értékű Gauss-folyamat, így szimmetrikusan is eljátszhatjuk −X
folyamatra, amiből pedig következik, hogy inf {t > τ : Xt > Xτ} = inf {t > τ : Xt < Xτ}
majdnem biztosan, és ez ennek az exponenciálisára is teljesül. Tehát S-re igaz a (TWC)
feltétel. Továbbá a 3.3.8 következmény miatt ∀x0 > 0 esetén

sup
γ∈A(x0)

E
[
U
(
V liq
T (γ)

)]
<∞.

Ezekkel teljesülnek a 3.3.4. tétel feltételei, amiből következik jelen állításunk. □
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A továbbiakban az előző optimalizálási feladat duális megfogalmazását használjuk.
λ-konzisztens árrendszernek nevezzük azokat a Z = (Z0, Z1) sztochasztikus folyamatokat,
ha valamely S̃ folyamat, ami (1−λ)St ≤ S̃t ≤ St minden t ∈ [0, T ] esetén és ezekre fennáll,
hogy

Q(A) =

∫
A

Z0
t (ω)dP(ω), A ∈ Ft, és Z0

T =
dQ
dP

.

Az S̃-hez tartozó ekvivalens lokális martingálmérték Q ∼ P. Továbbá Z1 = Z0S̃. Tehát
S̃ Q-lokális martingál, Z1 pedig P mértékre nézve. Ha ezek mellett még Z0, Z1 szigorúan
pozitív lokális martingálok és E [Z0

0 ] = 1, akkor az ilyen Z folyamatoknak a halmazát
jelölje Z. Ezen túl jelölje B(y0) azon Y = (Y 0, Y 1) folyamatok halmazát, ahol Y 0, Y 1

nemnegatív càdlàg szupermartingálok, E [Y 0
0 ] = y0. Valamely S̃ ∈ [(1− λ)S, S] esetén

Y 1 = Y 0S̃, és Y 0γ0 + Y 1γ1 is egy nemnegatív szupermartingál ∀γ ∈ A(1)-re. Ha y0 > 0,
akkor y0Z ⊆ B(y0). Legyen D(y0) := {Y 0

T : Y = (Y 0, Y 1) ∈ B(y0)}. A duális problémánk-
ban minimalizálni szeretnénk:

E [V (h)] , h ∈ D(y0),

ahol
V (y) := sup

x>0
{U(x)− xy}

a primál U hasznossági függvény konjugáltja.

A későbbiekben szükségünk lesz a martingálreprezentációs tétel alkalmazására, ezért elő-
ször bevezetjük azt a keretet, amelyben a tétel használható. Vegyünk egy kétoldali Brown-
mozgást és a filtrációnk pedig Ft := σ(Bu : u ≤ t). Rögzítsük a H ∈ (0, 1) \

{
1
2

}
-et, és

a frakcionális Brown-mozgást pedig reprezentációval adjuk meg úgy ahogy a 2.2.2-ben
definiáltuk, tehát t ∈ [0, T ] esetén

BH
t =

(Γ (2H + 1) sin (πH))
1
2

Γ
(
H + 1

2

) (∫ 0

−∞
(t− s)H− 1

2 − (−s)H− 1
2dBs +

∫ t

0

(t− s)H− 1
2dBs

)
.

3.3.10. Tétel. Legyen (Xt)t∈[0,T ] lokális martingál adaptált a fent definiált Ft filtrációhoz.
Ekkor ∃Y előrejelezhető folyamat, amire egy valószínűséggel

∫ T

0
Y 2
t dt <∞, és

Xt = X0 +

∫ t

0

YsdBs.

A fentiekre építve megfogalmazhatjuk a logaritmikus hasznossági függvényhez tartozó
optimalizálási tételt.
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3.3.11. Tétel. Tekintsük az előbb definiált filtrációt, rögzítsük a λ ∈ (0, 1) tranzakci-
ós költséget a frakcionális Black–Scholes-modellben, és a hasznossági függvényünk legyen
U(x) = ln x. Ekkor létezik Ŝ árnyékár, ami egy Itô-folyamat:

dŜt = µ̂tŜtdt+ σ̂tŜtdBt, t ∈ [0, T ],

ahol (µ̂t)t∈[0,T ] , (σ̂t)t∈[0,T ] előrejelezhető folyamatok, amikre∫ T

0

|µ̂t| dt <∞, és
∫ T

0

σ̂2
t dt <∞,

majdnem biztosan. Továbbá ∀x0 > 0 esetén létezik γ̂ = (γ̂0t , γ̂
1
t )t∈[0−,T ] ∈ A(x0) optimális

stratégia. Tehát
E
[
ln
(
V liq
T (γ̂)

)]
= sup

γ∈A(x0)

E
[
ln
(
V liq
T (γ)

)]
.

Az árnyékár és az optimális stratégia közti kapcsolat pedig

π̂∗
t =

µ̂t

σ̂2
t

=
γ̂1t−Ŝt

γ̂0t− + γ̂1t−Ŝt

, t ∈ [0, T ]. (3.14)

Bizonyítás. Először is a 3.3.9. tételből következik, hogy létezik árnyékár és optimális
stratégia minden x0 > 0 esetén. A [4] alapján ∃Ŷ = (Ŷ 0

t , Ŷ
1
t )t∈[0,T ] ∈ B (ŷ(x)) duális

problémára optimális megoldás. Tehát

E
[
− ln Ŷ 0

T − 1
]
= inf

Y ∈B(ŷ(x))
E
[
− lnY 0

T − 1
]
,

ahol az Ŷ 0, Ŷ 1 lokális martingálok. A [2] szerint az Ŷ 1

Ŷ 0
= Ŝ árnyékár. A lokális martingá-

lokat reprezentálhatjuk a 3.3.10. tétel szerint, vagyis

Ŷ 0
t = Ŷ 0

0 +
∫ t

0
ξ̂u dBu Ŷ 1

t = Ŷ 1
0 +

∫ t

0
ζ̂u dBu

dŶ 0
t = ξ̂t dBt dŶ 1

t = ζ̂t dBt

Tehát Ŷ 0 és Ŷ 1 is Itô-folyamat, így az 1.2.23. állítást felhasználva látjuk, hogy Ŝ is az, és
felírható úgy, hogy

dŜt = µ̂tŜtdt+ σ̂tŜtdBt, t ∈ [0, T ].

A súrlódásmentes piacon a vagyonfolyamat:

V̂t = γ̂0t− + γ̂1t−Ŝt.
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Itt az önfinanszírozás miatt a vagyonváltozás dV̂t = γ̂1t−dŜt. Továbbá a részvényben tartott
összeg és az összvagyon arányát pedig jelöljük úgy, hogy π̂t :=

γ̂1
t−Ŝt

V̂t
. Ezekkel felírhatjuk,

hogy

dV̂t =
π̂tV̂t

Ŝt

dŜt = π̂tV̂t (µ̂tdt+ σ̂tdBt) .

Ezután az Itô-formulával kaphatjuk a következőt:

d
(
ln V̂t

)
=

(
π̂tµ̂t −

1

2
π̂2
t σ̂

2
t

)
dt+ π̂tσ̂tdBt.

Integrálformára várható értéket véve a T időpontban:

E
[
ln V̂T

]
= ln V̂0 + E

[∫ T

0

π̂tµ̂t −
1

2
π̂2
t σ̂

2
t dt

]
.

Ahhoz, hogy ezt maximalizáljuk, a következő arány kell nekünk:

π̂∗
t = argmax

π

(
πµ̂t −

1

2
π2σ̂2

t

)
,

ami nem más, mint

π̂∗
t =

µ̂t

σ̂2
t

.

Így kapjuk meg az állításunkat. □

A duális megoldás és az árnyékár együtthatói között további kapcsolat is kiolvasható. Ezt
a következő relációban fogalmazzuk meg. Vezessük be, hogy ξ̂t := −Ŷ 0

t α̂t. Így

dŶ 0
t = −Ŷ 0

t α̂tdBt,

ahol α̂ előrejelezhető folyamat és
∫ T

0
α̂2
tdt < ∞ majdnem biztosan. Az Itô-formulával

kaphatjuk, hogy
d
(
ln Ŷ 0

t

)
=

1

Ŷ 0
t

dŶ 0
t − 1

2
(
Ŷ 0
t

)2d [Ŷ 0, Ŷ 0
]
(t),

d
(
ln Ŷ 0

t

)
= −α̂tdBt −

1

2
α̂2
tdt,

Ŷ 0
t = Ŷ 0

0 e
−

∫ t
0 α̂udBu− 1

2

∫ t
0 α̂2

udu. (3.15)

A [3] alapján Ŷ egy λ-konzisztens árrendszer, és mivel a normálás után a további feltételek
is teljesülnek, ezért elmondható, hogy ( Ŷ

0

Ŷ 0
0

, Ŷ
1

Ŷ 0
0

) ∈ Z. Tehát Ŷ 0

Ŷ 0
0

Ŝ P-lokális martingál és

Ŷ 0
T

Ŷ 0
0

=
dQ̂
dP

.
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Azt is tudjuk, hogy Ŝ Q̂-lokális martingál, így a (3.15) és a Girsanov-tétel szerint:

dŜt = µ̂tŜtdt+ σ̂tŜtdB
P
t = µ̂tŜtdt+ σ̂tŜt

(
dBQ̂

t − α̂tdt
)
= (µ̂t − σ̂tα̂t) Ŝtdt+ σ̂tŜtdB

Q̂
t .

A driftnek 0-nak kell lennie és ezzel megkapjuk, hogy α̂t =
µ̂t

σ̂t
.

3.3.12. Megjegyzés. Az α̂t = µ̂t

σ̂t
reláció közvetlenül kijön akkor is, ha az (1.10)-be

behelyettesítjük a dŶ 0
t = −Ŷ 0

t α̂tdBt és a dŶ 1
t = −Ŷ 1

t β̂tdBt folyamatokat.

Az árnyékárhoz tartozó µ̂t és σ̂t együtthatók ismeretében az optimális stratégia kompo-
nensei közvetlenül kifejezhetők. Ezt nézzük is meg.

A súrlódásmentes piacon a likviditációs értéket visszaírhatjuk a (3.14)-be, így

γ̂0t− = V̂t

(
1− µ̂t

σ̂2
t

)
, γ̂1t− =

V̂tµ̂t

Ŝtσ̂2
t

,

és itt az önfinanszírozásba behelyettesítve

dV̂t = V̂t
µ̂2
t

σ̂2
t

dt+ V̂t
µ̂t

σ̂t
dBt.

Ezután használjuk az Itô-formulát, amivel kapjuk, hogy

d
(
ln V̂t

)
=

µ̂2
t

2σ̂2
t

dt+
µ̂t

σ̂t
dBt.

Ha a kezdőtőkénk x0, akkor

V̂t = x0e
1
2

∫ t
0

µ̂2u
σ̂2
u
du+

∫ t
0

µ̂u
σ̂u

dBu
.

Végül ezt visszahelyettesítve:

γ̂0t− =

(
1− µ̂t

σ̂2
t

)
x0e

1
2

∫ t
0

µ̂2u
σ̂2
u
du+

∫ t
0

µ̂u
σ̂u

dBu
γ̂1t− =

x0µ̂t

Ŝtσ̂2
t

e
1
2

∫ t
0

µ̂2u
σ̂2
u
du+

∫ t
0

µ̂u
σ̂u

dBu

Az árnyékár segítségével általánosságban megfogalmazható, hogy létezik egy olyan sáv,
amelyen belül az optimális stratégia nem változtatja a részvénypozícióját. Szemlélete-
sen lehet következtetni, hogy az optimális arány környezetében a pozíció újrasúlyozásából
származó előny nem fedezné a tranzakciós költséget. Tehát ha létezik Ŝ árnyékár, akkor ar-
ra általános tranzakciós költséges stratégiának az árnyékáron számolt értékének változása
a következőképpen írható fel:

dV̂t = dγ0t + d
(
γ1t Ŝt

)
= dγ0t + γ1t−dŜt + Ŝtdγ

1
t .
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Az önfinanszírozás miatt

dγ0t + Ŝdγ1t ≤ (1− λ)Stdγ
1,↓
t − Stdγ

1,↑
t + Ŝt

(
dγ1,↑t − dγ1,↓t

)
=

= −
(
St − Ŝt

)
dγ1,↑t −

(
Ŝt − (1− λ)St

)
dγ1,↓t .

Tehát felírható, hogy

V̂t ≤ V̂0 +

∫ t

0

γ1u−dŜt −
∫ t

0

(
Su − Ŝu

)
dγ1,↑u −

∫ t

0

(
Ŝu − (1− λ)Su

)
dγ1,↓u .

Majd ezt alkalmazzuk az optimális stratégiára, amire tudjuk, hogy dV̂t = γ̂1t−dŜt. Ezekből
következik hogy az utolsó két integrálnak 0-nak kell lennie, ami miatt

(1− λ)St < Ŝt < St ⇒ dγ̂1,↑t = dγ̂1,↓t = 0.

Tehát amikor az árnyékár a bid-ask sávon belül van, akkor nincs kereskedés. Az esetünkben
az optimális arányra ez a sáv

π̂∗
t ∈

{
γ̂1t−x

γ̂0t− + γ̂1t−x
: x ∈ ((1− λ)St, St)

}
.

Ezek lényeges következmények, és összességében jól láthatóvá válik az árnyékár fontos
szerepe a tranzakciós költségekkel terhelt piacokon.
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Összefoglalás és kitekintés

A dolgozat célja a frakcionális Brown-mozgás matematikai hátterének és néhány pénz-
ügyi alkalmazásának bemutatása volt. Először azokat az alapfogalmakat és eredménye-
ket tekintettük át, amelyekre a későbbi fejezetek épültek. Ennek részeként bevezettük a
Brown-mozgást, az Itô-integrált, az Itô-folyamatokat, valamint az Itô-formulát és a mér-
tékváltáshoz kapcsolódó eredményeket. Ezek a klasszikus sztochasztikus analízis alapvető
eszközei.

Ezt követően a frakcionális Brown-mozgást vizsgáltuk részletesebben. Bemutattuk a fo-
lyamat definícióját, legfontosabb tulajdonságait, többek között a stacionárius növekmé-
nyeit, az önhasonlóságot és a növekmények közötti függést. Külön hangsúlyt kapott az is,
hogy H ̸= 1

2
esetén a frakcionális Brown-mozgás nem szemimartingál, ezért a klasszi-

kus Itô-kalkulus eszközei közvetlenül nem alkalmazhatók rá. Emellett még a Hölder-
folytonosságáról is szó volt, amely később lehetővé tette a Young-integrál és az előre-
haladó integrál bevezetését H > 1

2
esetén. Ezzel frakcionális Brown-mozgás által vezérelt

folyamatokat értelmezhettük, ami előkészítette a későbbi pénzügyi alkalmazásokat. Eb-
ben a fejezetben még a Mandelbrot-van Ness reprezentációra is kitértünk, ami kapcsolatot
teremt a Brown-mozgás és a frakcionális Brown-mozgás között.

Az alkalmazásoknál a klasszikus Black–Scholes-modell után bemutattuk annak frakcio-
nális változatát. A súrlódásmentes esetben arbitrázslehetőségre mutattunk példát H > 1

2

esetben. Ezután láttuk, hogy a tranzakciós költségek megszüntetik ezt a problémát. Végül
az árnyékár fogalmán keresztül megmutattuk, hogy a tranzakciós költségekkel terhelt opti-
malizálási probléma bizonyos feltételek mellett visszavezethető egy megfelelő súrlódásmen-
tes problémára. Logaritmikus hasznossági függvény esetén az árnyékár Itô-folyamatként
írható fel, és az optimális portfólióarány az árnyékár driftjének és volatilitásának segítsé-
gével fejezhető ki. A kapott eredmények egyik fontos következménye a kereskedés nélküli
tartomány megjelenése. Ez azt fejezi ki, hogy tranzakciós költségek mellett nem optimális
folyamatosan újrasúlyozni a portfóliót. Amíg az árnyékár a bid-ask sáv belsejében mozog,
addig az optimális stratégia nem kereskedik. Vételre vagy eladásra csak akkor kerül sor,
amikor az árnyékár eléri a sáv megfelelő szélét.

Ezeken túl a frakcionális Brown-mozgásnak további pénzügyi alkalmazásai is vannak.
Különösen fontos irány a volatilitás modellezése. Ilyenkor a frakcionális Brown-mozgás
nem feltétlenül az árfolyamban jelenik meg, hanem például a volatilitásban.
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Nyilatkozat Mesterséges Intelligencia használatáról

Alulírott Szabó Krisztián nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészítése során az alább
felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI alapú eszközöket alkalmaztam:

Feladat Felhasznált eszköz Felhasználás helye / megjegyzés

Nyelvhelyesség ellenőrzése és

fogalmazási javaslatok

ChatGPT-5.5 Teljes dolgozatban

Szakirodalom keresése ChatGPT-5.5 [6] és [15] hivatkozások

Python kód generálása ChatGPT-5.5 2.1 és 2.2-es ábrákhoz

Táblázat készítése ChatGPT-5.5 Jelen táblázat

A felsoroltakon túl más MI alapú eszközt nem használtam.
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