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1. Bevezetés

A véletlen számsorozatok generálása több alkalmazásban fontos szerepet
játszik, különösen a kriptográfiában és a numerikus analízisben. A gyakor-
latban a véletlen sorozatok használata sokszor nehézkes, ezért gyakran psze-
udovéletlen sorozatokat használnak helyettük.

A pszeudovéletlen sorozatoknak számos alkalmazása van, ezek közül a
kriptográfián belül az egyik legfontosabb a Vernam-rejtjelezés. Emellett a
pszeudovéletlenség – kiemelten a számelméletben – hatékony eszköznek bi-
zonyult bizonyos sorozatok, objektumok vizsgálata során is.

A pszeudovéletlen sorozatok mellett sokszor többdimenziós pszeudové-
letlen objektumokra lenne szükségünk. Hubert, Mauduit és Sárközy [4]-ben
kiterjesztette a pszeudovéletlenség fogalmát többdimenzióra, és bevezették az
n-dimenziós bináris rács fogalmát. Ezeknek a többdimenziós (leggyakrabban
a 2 vagy 3 dimenziós) struktúráknak fontos szerepe van az adatbiztonságban,
többek között a bittérképek (bitmaps) titkosításában, a szteganográfiában és
a digitális vízjelezésben.

Előfordulhat a gyakorlati alkalmazások során, hogy csak egyetlen pszeu-
dovéletlen rács van kéznél, ugyanakkor többre lenne szükség. Ezt a problémát
megoldhatjuk további rácsok generálásával.

Bináris sorozatok esetére Gyarmati, Mauduit és Sárközy [1]-ben bevezet-
te az úgynevezett „blowing up” konstrukciót. A cikkben szereplő módszerek
segítségével egyetlen sorozat felhasználásával további sorozatokat generálha-
tunk.

A dolgozatban megvizsgáljuk ezt a konstrukciót, és kiterjesztjük n-dimenziós
bináris rácsokra. Kiemelt figyelmet fordítunk annak bizonyítására, hogy az
újonnan generált rácsok is megőrzik az eredeti rács erős pszeudovéletlen tu-
lajdonságait. A definíciók és a konstrukció bemutatása után elemezzük a
kapott rácsok pszeudovéletlen mértékeit, és a generált rácscsaládok komple-
xitását.

A szakdolgozat 4–6. fejezetei a témavezetőmmel közös munka, amelyet
majd angol nyelvű cikk formájában is szeretnénk publikálni.
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2. Pszeudovéletlen sorozatok

A pszeudovéletlen tulajdonság többféleképpen értelmezhető, leginkább az
alkalmazástól függően. Emiatt a pszeudovéletlen sorozatra is több megköze-
lítés létezik. Itt a bináris {−1,+1} sorozatokkal fogunk foglalkozni. Ahhoz,
hogy ezen sorozatok pszeudovéletlen tulajdonságait vizsgáljuk, új mértékeket
fogunk bevezetni.

2.1. Pszeudovéletlen mértékek bináris sorozatokon

A legfontosabb véletlen tulajdonságok, amiket szeretnénk, hogy a mérték
tükrözzön:

1. normalitás;

2. egyenletes eloszlás a számtani sorozatokon;

3. kicsi többszörös korreláció.

Mauduit és Sárközy az E = (e1, e2, . . . ) ∈ {−1,+1}∞ végtelen sorozato-
kon ezeket a véletlen tulajdonságokat a következőképpen definiálta [3]-ban:

2.1. Definíció. Legyen k ∈ N, M ∈ N, X = (x1, x2, . . . , xk) ∈ {−1,+1}k,
D = (d1, d2, . . . , dk), ahol d1 < d2 < · · · < dk. Ekkor legyen

T (E,M,X) = |{n : 0 ≤ n < M, (en+1, en+2, . . . , en+k) = X}| ,

U(E,M, a, b) =
M−1∑
j=0

ea+jb

és

V (E,M,D) =
M∑
n=1

en+d1en+d2 . . . en+dk .

E-t normálisnak nevezzük, ha∣∣∣∣T (E,M,X)− M

2k

∣∣∣∣ = o(M)
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minden rögzített k és X esetén, ha M → ∞, míg a fenti 2. és 3. véletlen
tulajdonság a következőképpen fejezhető ki:

U(E,M, a, b) = o(M),

illetve
V (E,M,D) = o(M)

minden rögzített a, b és M esetén, ha M → ∞.

A korábbi 1–3. tulajdonság mellett a következőket is elvárjuk a mértéktől:

4. A bináris sorozatok pszeudovéletlensége jellemezhető legyen egy valós
értékű, az összes véges bináris sorozaton értelmezett függvénnyel (így
két azonos hosszúságú sorozat mértéke összehasonlítható lesz).

5. A mérték legyen kiszámolható legalább a „szép” sorozatokra.

Mivel egyféle mértékkel ezt nehéz lenne megoldani, a 6. legyen:

6. A mértéknek legyenek különböző szintjei, és legalább az alacsonyabb
szintek értékét jól tudjuk közelíteni.

Véges sorozatokra ezeknek az elvárásoknak megfelelően Mauduit és Sárközy
[3]-ban a következő mértékeket definiálta:

2.2. Definíció. Legyen EN ∈ {−1,+1}N .

1. k-adrendű normalitás-mérték:

Nk(EN) = max
X∈{−1,+1}k

max
0<M≤N+1−k

∣∣∣∣T (EN ,M,X)− M

2k

∣∣∣∣ .
2. Normalitás-mérték:

N(EN) = max
k≤(logN)/ log 2

Nk(EN).

3. Eloszlás-mérték:

W (EN) = max
a,b,t

|U(EN , t, a, b)| = max
a,b,t

∣∣∣∣∣
t−1∑
j=0

ea+jb

∣∣∣∣∣ ,
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ahol a maximumot minden a, b, t ∈ N számra vesszük, amelyekre
1 ≤ a ≤ a+ (t− 1)b ≤ N .

4. k-edrendű korreláció-mérték:

Ck(EN) = max
M,D

|V (EN ,M,D)| = max
M,D

∣∣∣∣∣
M∑
n=1

en+d1en+d2 · · · en+dk

∣∣∣∣∣ ,
ahol a maximumot minden D = (d1, d2, . . . , dk) halmazra és M számra
vesszük, amelyekre 0 ≤ d1 < d2 < · · · < dk ≤ N −M .

5. Korreláció-mérték:

C(EN) = max
k≤(logN/ log 2)

Ck(EN).

Végtelen sorozatok esetén a normalitás ekvivalens a kicsi korrelációval.
Véges esetben a normalitás és a korreláció közötti kapcsolat bonyolultabb.
Ilyenkor teljesül a következő:

2.3. Állítás. Minden N , EN és k < N esetén

Nk(EN) ≤ max
1≤t≤k

|Ct(EN)| .

Ebből következik, hogy ha a korreláció-mérték kicsi, akkor a normalitás-
mérték is az. A másik irányba ez nem feltétlenül igaz, előfordulhat, hogy a
normalitás- és az eloszlás-mérték is kicsi, de a korreláció mégis nagy:

2.4. Példa. Tekintsünk egy EN = (e1, e2, . . . , eN) ∈ {−1,+1}N sorozatot,
amelynek a normalitás- és eloszlás-mértéke kicsi, és legyen
E ′

2N = (e′1, e
′
2, . . . , e

′
2N) ∈ {−1,+1}2N olyan, hogy

e′n =

{
en ha 1 ≤ n ≤ N ,
en−N ha N < n ≤ 2N .

Ekkor a normalitás- és eloszlás mértéke E ′
2N -nek legfeljebb EN megfelelő mér-
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tékeinek konstansszorosa, de

C2(E
′
2N) ≥

∣∣∣∣∣
N∑

n=1

e′ne
′
n+N

∣∣∣∣∣ = N.

Tehát ahhoz, hogy egy véges sorozatról megmutassuk, hogy pszeudové-
letlen, abban az értelemben, hogy az 1–3. tulajdonságokat teljesíti, elég azt
megmutatnunk, hogy az eloszlás- és a korreláció-mértéke kicsi, sőt ez szük-
séges is. Ezt a két mértéket kombinálva készítette el Mauduit és Sárközy
[3]-ben a következő mértéket:

2.5. Definíció. Az EN sorozat k-adrendű kombinált mértéke:

Qk(EN) = max
a,b,t,D

∣∣∣∣∣
t−1∑
j=0

ea+jb+d1ea+jb+d2 · · · ea+jb+dk

∣∣∣∣∣ = max
a,b,t,D

|Z(a, b, t,D)| ,

ahol

Z(a, b, t,D) =
t−1∑
j=0

ea+jb+d1ea+jb+d2 · · · ea+jb+dk ,

és a maximumot minden a, b, t,D = (d1, d2, . . . , dk)-re vesszük, ahol minden
a+ jb+ dℓ tagra a+ jb+ dℓ ∈ {1, . . . , N}. Az EN kombinált mértéke:

max
k≤(logN/ log 2)

Qk(EN).

2.6. Példa. Tekintsünk egy EN = (e1, e2, . . . , eN) ∈ {−1,+1}N sorozatot,
amelynek az eloszlás- és a korreláció-mértéke (vagy akár a kombinált mérté-
ke) is kicsi, és legyen E ′

2N = (e′1, e
′
2, . . . , e

′
2N) ∈ {−1,+1}2N olyan, hogy

e′n =

{
en ha 1 ≤ n ≤ N ,
e2N−n+1 ha N < n ≤ 2N.

Ekkor E ′
2N korreláció- és eloszlás-mértéke legfeljebb konstansszorosa EN meg-

felelő mértékeinek, így a korábban definiált mértékek alapján pszeudovélet-
lennek tekintenénk a sorozatot, pedig egy „igazán véletlen” sorozat nem lehet
olyan szimmetrikus, mint E ′

2N .
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3. A „blow up” konstrukció sorozatokra

Ebben a fejezetben Gyarmati, Mauduit és Sárközy [1] cikkében szereplő
eredményekkel fogunk foglalkozni, amelyek itt bizonyítás nélkül fognak sze-
repelni. A szakdolgozat második felének célja a cikkben szereplő konstrukció
általánosítása n-dimenziós rácsokra, és a konstruált rácsok pszeudovéletlen
tulajdonságainak vizsgálata, ahol az eredményeket már bizonyítással ismer-
tetem.

3.1. A ciklikus mértékek definíciói és tulajdonságai

Először az EN ∈ {−1,+1}N véges bináris sorozatokat kiterjesztjük
◦

EN

végtelen sorozatokká a következőképpen:

3.1. Definíció. Ha EN egy bináris sorozat, akkor az

◦
EN = (. . . , e−2, e−1, e0, e1, e2, . . . )

végtelen bináris sorozatot (amely mindkét irányba végtelen) úgy definiáljuk,
hogy minden i ∈ Z esetén legyen r(i) az az egész szám, amelyre
r(i) ≡ i (mod N) és 1 ≤ r(i) ≤ N teljesül, és ekkor ei = er(i).

(Más szóval,
◦

EN az EN sorozat periodikus kiterjesztése N periódussal.)
Definiáljuk a fenti 2.2. definícióban bevezetett eloszlás- és korreláció-

mérték, valamint a 2.5. definícióban szereplő kombinált mérték ciklikus vál-
tozatát:

3.2. Definíció. Az EN sorozat ciklikus eloszlás-mértéke

◦
W (EN) = max

a,b,t

∣∣∣∣∣
t−1∑
j=0

ea+jb

∣∣∣∣∣ ,
ahol a maximumot minden olyan a ∈ Z és b, t ∈ N értékre vesszük, amelyre
(0 ≤) (t− 1)b < N (az ea+jb tagokat pedig a 3.1. definíció adja meg).
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3.3. Definíció. Az EN sorozat ℓ-edrendű ciklikus korreláció-mértéke

◦
Cℓ(EN) = max

M,D

∣∣∣∣∣
M∑
n=1

en+d1en+d2 . . . en+dℓ

∣∣∣∣∣ , (1)

ahol a maximumot minden olyan D = (d1, d2, . . . , dℓ) halmazra és M számra
vesszük, ahol di-k egészek, 0 ≤ d1 < d2 < · · · < dℓ < N és M ∈ N, M ≤ N

(és az en+di tagokat a 3.1. definíció adja meg).

3.4. Definíció. Az EN sorozat ℓ-edrendű ciklikus kombinált mértéke

◦
Qℓ(EN) = max

a,b,t,D

∣∣∣∣∣
t−1∑
j=0

ea+jb+d1ea+jb+d2 . . . ea+jb+dℓ

∣∣∣∣∣ ,
ahol a maximumot minden olyan a ∈ Z, b, t ∈ N számokra és D = (d1, d2, . . . , dℓ)

halmazra vesszük, amelyre (0 ≤) (t − 1)b < N és di-k egészek úgy, hogy
0 ≤ d1 < d2 < · · · < dℓ < N (és az ea+jb+di tagokat a 3.1. definíció adja
meg).

Ekkor minden EN bináris sorozatra teljesül a következő:

3.5. Állítás.

W (EN) ≤
◦
W (EN) ≤ 2W (EN), (2)

Cℓ(EN) ≤
◦
Cℓ(EN) ≤ (ℓ+ 1)Cℓ(EN), (3)

Qℓ(EN) ≤
◦
Qℓ(EN) ≤ (ℓ+ 1)Qℓ(EN). (4)

3.2. A konstrukció sorozatokra

Legyen EN egy rögzített bináris sorozat, és K pozitív egész, amelyre
K ≤ N . Legyen k egy pozitív egész , amelyre 1 ≤ k ≤ K, és legyenek
t1, t2, . . . , tk egészek úgy, hogy 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tk < N . Ekkor

3.6. Definíció. Legyen

FN(t1, t2, . . . , tk) = (f1, f2, . . . , fN) ∈ {−1,+1}N (5)
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sorozat, amelynek az i-edik eleme

fi = ei+t1ei+t2 . . . ei+tk , (6)

ahol az ei tagokat a 3.1. definíció adja meg.

Most ezen FN(t1, t2, . . . , tk) sorozatok pszeudovéletlen tulajdonságainak
vizsgálatával folytatjuk. Emellett a következő, [1]-ben bevezetett sorozatcsa-
ládok tulajdonságait is vizsgáljuk majd:

3.7. Definíció. Legyen L pozitív egész úgy, hogy L < N . Ekkor definiáljuk
a következő F(K,L) családot:

F(K,L) = {FN(t1, t2, . . . , tk) : 1 ≤ k ≤ K, 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tk ≤ L},

továbbá
F(K) = F(K,N − 1).

Gyarmati, Mauduit és Sárközy [1]-ben külön vizsgálja a prím és az össze-
tett modulus esetét.

3.3. Pszeudovéletlen mértékek prímmodulus esetén

Legyen N = p prím, Ep = (e1, e2, . . . , ep) és tekintsük az Fp(t1, t2, . . . , tk) =

(f1, f2, . . . , fp) sorozatot, ahol t1, t2, . . . , tk egészek, amelyekre teljesül, hogy
0 ≤ t1 < t2 < · · · < tk ≤ p − 1, és az fi tagokat (6) definiálja. Ekkor igaz a
következő:

◦
W (Fp) = max

a,b,t

∣∣∣∣∣
t−1∑
j=0

fa+jb

∣∣∣∣∣
= max

a,b,t

∣∣∣∣∣
t−1∑
j=0

ea+jb+t1ea+jb+t2 · · · ea+jb+tk

∣∣∣∣∣
≤

◦
Qk(Ep)

≤ (k + 1)Qk(Ep).
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Tehát Fp ciklikus eloszlás-mértékét becsülhetjük Ep k-adrendű kombinált
mértékének segítségével.

◦
Cℓ(Fp) becsléséhez szükségünk van a következő definíciókra, amelyeket

Goubin, Mauduit és Sárközy [6]-ben vezettek be:

3.8. Definíció. Ha M ∈ N, A,B ⊆ ZM és A + B a ZM halmaz minden
elemét páros multiplicitással reprezentálja, azaz minden c ∈ ZM esetén az

a+ b = c, a ∈ A, b ∈ B

egyenlet megoldásszáma páros (beleértve azt az esetet is, amikor nincs meg-
oldás), akkor azt mondjuk, hogy az A+ B halmaz rendelkezik a P tulajdon-
sággal.

3.9. Definíció. Ha k, ℓ,M ∈ N és k, ℓ ≤ M , akkor azt mondjuk, hogy
(k, ℓ,M) hármas megengedett hármas, ha nem létezik olyan A,B ⊆ ZM ,
hogy |A| = k, |B| = ℓ, és A+ B rendelkezik a P tulajdonsággal.

Goubin, Mauduit és Sárközy bebizonyította, hogy ha a következő három
feltétel valamelyike teljesül, akkor a (k, ℓ, p) megengedett hármas:

a) ℓ = 2,

b) 4k+ℓ < p,

c) a 2 primitív gyök modulo p.

Az a) és c) állítások bizonyítása [6]-ben szerepel, a b) pedig a [2] cikk 4.
lemmájának n = 1 speciális esete.

Ezt az eredményt felhasználva a következő tételt látták be [1]-ben:

3.10. Tétel. Legyen p prím, Ep = (e1, e2, . . . , ep) ∈ {−1,+1}p és legyen
Fp(t1, t2, . . . , tk) olyan, mint a 3.6. definícióban. Ekkor

W (Fp) ≤
◦
W (Fp) ≤

◦
Qk(Ep) ≤ (k + 1)Qk(Ep). (7)

Továbbá, ha a következő feltételek valamelyike teljesül:
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a) ℓ = 2,

b) 4k+ℓ < p,

c) a 2 primitív gyök modulo p,

akkor

Cℓ(Fp) ≤
◦
Cℓ(Fp) ≤ max

1≤s≤kℓ

◦
Cs(Ep) ≤ (kℓ+ 1) max

1≤s≤kℓ
Cs(Ep). (8)

3.4. Pszeudovéletlen mértékek összetett modulus esetén

Ebben a részben olyan elégséges feltételt fogunk adni t1, . . . , tk választá-
sára, amely biztosítja, hogy FN(t1, . . . , tk)-nek erős pszeudovéletlen tulajdon-
ságai legyenek.

Úgy, mint prímmodulus esetén, itt is további feltevés nelkül teljesül a
következő:

W (FN) ≤
◦
W (FN) ≤

◦
Qk(FN) ≤ (k + 1)Qk(FN).

Most a korrelációt fogjuk vizsgálni: Legyen A = {t1, t2, . . . , tk}. Azt
mondjuk, hogy az A halmaz L-jó, ha minden B ⊆ {0, 1, 2, 3, . . . , N − 1},
1 ≤ |B| ≤ L esetén létezik c ∈ {0, 1, 2, 3, . . . , N − 1} úgy, hogy az

a+ b ≡ c (mod N), a ∈ A, b ∈ B

egyenlet megoldásszáma páratlan. Legyen x ∈ N esetén rN(x) az az egyér-
telmű egész, amelyre

x ≡ rN(x) (mod N) és 0 ≤ rN(x) ≤ N − 1.

Ha A halmaz L-jó, akkor az előző fejezethez hasonlóan kapjuk, hogy

Cℓ(Fp) ≤
◦
Cℓ(Fp) ≤ max

1≤s≤kℓ

◦
Cs(Ep) ≤ (kℓ+ 1) max

1≤s≤kℓ
Cs(Ep)

ha 1 ≤ ℓ ≤ L.
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3.11. Lemma. Ha A = {t1, t2, . . . , tk} olyan, hogy

0 ≤ t1 < t2 < · · · < tk <
N

L
,

akkor A L-jó.

A következő tétel a lemma következménye:

3.12. Tétel. Legyen N ∈ N, EN = (e1, e2, . . . , eN) ∈ {−1,+1}N , 0 ≤ t1 <

t2 < · · · < tk <
N
L

és legyen FN(t1, t2, . . . , tk) olyan, mint a 3.6. definícióban.
Ekkor ℓ ≤ L esetén

Cℓ(FN) ≤
◦
Cℓ(FN) ≤ max

1≤s≤kℓ

◦
Cs(EN) ≤ (kℓ+ 1) max

1≤s≤kℓ
Cs(EN).

3.5. Nem ciklikus sorozatok

Most azt az esetet vizsgáljuk, amikor a konstruált sorozat hossza változ-
hat. Legyen EN ∈ {−1,+1}N rögzített sorozat és legyenek t1, . . . , tk egészek,
amelyekre 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tk < N .

3.13. Definíció. Legyen

F ∗
N−tk

(t1, . . . , tk) = (f1, f2, . . . , fN−tk),

ahol minden fi a következőképpen van definiálva:

fi = ei+t1ei+t2 · · · ei+tk .

Ekkor F ∗
N−tk

az FN csonkított változata (a hosszuk különböző). Ekkor
igaz az következő tétel:

3.14. Tétel.

W (F ∗
N−tk

) ≤ Qk(EN)
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és

Cℓ(F
∗
N−tk

) ≤ max
1≤s≤kℓ

Cs(EN).

[1]-ben a következő családok tulajdonságait is vizsgálják:

3.15. Definíció. K,T ∈ N, T < N esetén a következőt írjuk:

F∗(K,T ) = {F ∗
N−T (t1,t2, . . . , tK−1, T ) : 1 ≤ k ≤ K,

0 ≤ t1 < t2 < · · · < tK−1 < T}.

3.6. Sorozatcsaládok komplexitása

Gyarmati, Mauduit és Sárközy a korábban definiált F(K), F(K,L) és
F∗(K,T ) családok családkomplexitását, vagy röviden f -komplexitását is vizs-
gálja [1]-ben.

3.16. Definíció. Ha N ∈ N, j ∈ N, j < N , (ε1, ε2, . . . , εj) ∈ {−1,+1}j,
i1, i2, . . . , ij egészek úgy, hogy 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ij ≤ N és EN =

(e1, e2, . . . , eN) ∈ {−1,+1}N egy bináris sorozat, amelyre

ei1 = ε1, ei2 = ε2, . . . , eij = εj, (9)

akkor azt mondjuk, hogy EN kielégíti a specifikiációt.

3.17. Definíció. Egy EN ∈ {−1,+1}N bináris sorozatokból álló F család
f -komplexitása az a legnagyobb j egész szám, amelyre bármely (9) specifikáció
esetén létezik legalább egy EN ∈ F , amely kielégíti azt. Az F f -komplexitását
Γ(F )-el jelöljük. (Ha nem létezik a fenti tulajdonsággal rendelkező j ∈ N,
akkor legyen Γ(F) = 0.)

A következő 2 tételt bizonyították be:

3.18. Tétel. Legyen EN ∈ {−1,+1}N és F(K,L) az EN -ből generált család
(mint a 3.7. definícióban). Legyen

K∗ =

{
K ha K páratlan,
K − 1 ha K páros.
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Ha valamilyen R ∈ N esetén

2R/K∗
max
1≤t≤R

◦
Ct(EN) < L+ 1, (10)

akkor
Γ(F(K,L)) ≥ R.

A 3.5. állítás miatt a feltételt kicserélhetjük a következőre:

2R/K∗
max
1≤t≤R

(t+ 1)Ct(EN) < L+ 1.

3.19. Tétel. Legyen EN ∈ {−1,+1}N és F∗(K,T ) az EN - ből generált család
(mint a 3.15. definícióban). Ha valamilyen R ∈ N esetén

2R/(K−1) max
1≤t≤R

Ct(EN) < T, (11)

akkor
Γ(F∗(K,T )) ≥ R.

A 3.18. és 3.19. tételek két következménye:

3.20. Következmény. Legyen EN ∈ {−1,+1}N , F(K,L) az EN -ből gene-
rált család, és ε egy pozítív szám úgy, hogy

max
1≤t≤ ε

log 2
K∗ log(L+1)

◦
Ct(EN) < (L+ 1)1−ε. (12)

Ekkor
Γ(F(K,L)) ≥

[
ε

log 2
K∗ log(L+ 1)

]
.

3.21. Következmény. Legyen EN ∈ {−1,+1}N , F∗(K,T ) az EN -ből gene-
rált család, és ε egy pozitív szám úgy, hogy

max
1≤t≤ ε

log 2
(K−1) log T

◦
Ct(EN) < T 1−ε.

Ekkor
Γ(F∗(K,T )) ≥

[
ε

log 2
(K − 1) log T

]
.
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4. Pszeudovéletlen rácsok

A célunk [1] eredményeinek általánosítása n-dimenziós bináris rácsokra.
A szakdolgozat további fejezetei a témavezetőmmel közös munka, amelyet
később egy [8] cikkben szeretnénk publikálni.

4.1. Definíció és mérték

Legyen InN azoknak az n-dimenziós vektoroknak a halmaza, amelyek ko-
ordinátái 0 és N − 1 közötti egész számok:

InN = {x = (x1, . . . , xn) : x1, . . . , xn ∈ {0, 1, . . . , N − 1}}.

Ekkor az InN halmazt n-dimenziós N -rácsnak, vagy röviden N -rácsnak
nevezzük. Ezt a definíciót a következőképpen általánosíthatjuk: Legyen
u1,u2, . . . ,un n darab lineárisan független vektor, ahol ui i-edik koordinátája
nemnulla, a többi koordinátája 0, tehát ui = (0, . . . , 0, zi, 0, . . . , 0) alakban
írható. Legyenek t1, t2, . . . , tn egészek, amelyekre 0 ≤ t1, t2, . . . , tn < N .

Definiáljuk a Bn
N halmazt:

Bn
N = {x = x1u1 + · · ·+ xnun : 0 ≤ xi |ui| ≤ ti(< N), i = 1, . . . , n}.

Ekkor Bn
N -t n-dimenziós box N -rácsnak, vagy röviden box N -rácsnak

nevezzük. Hubert, Mauduit és Sárközy [4]-ben a sorozatokra vonatkozó de-
finíciót a következőképpen terjesztette ki több dimenzióra:

η : InN → {−1,+1}, η(x) = ex.

Az x = (x1, . . . , xn) esetben η(x) = η((x1, . . . , xn)) helyett egyszerűbben
csak η(x1, . . . , xn)-et írunk.

Szemléletesen az x ∈ InN rácspont helyén η(x)-nek megfelelően + vagy -
jel áll, ezért η-t bináris N -rácsnak nevezzük.

Hubert, Mauduit és Sárközy [4]-ben a következő mértéket definiálta bi-
náris rácsokra (itt az [5]-ben szereplő ekvivalens definíciót írjuk):
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4.1. Definíció. Legyen
η : InN → {−1,+1}.

Ekkor η ℓ-edrendű pszeudovéletlen mértéke:

Qℓ(η) = max
B,d1,...,dℓ

∣∣∣∣∣∑
x∈B

η(x+ d1) · · · η(x+ dℓ)

∣∣∣∣∣ ,
ahol d1, . . . ,dℓ ∈ InN és B box N-rács úgy, hogy B+d1, . . . , B+dℓ ⊆ InN .

Akkor mondjuk, hogy η erős pszeudovéletlen tulajdonságokkal rendelke-
zik, vagy röviden, η jó pszeudovéletlen rács, ha rögzített n, ℓ és nagy N

esetén Qℓ(η) kicsi (jelentősen kisebb, mint a triviális Nn felső becslés).
Ennek a mértéknek definiálhatjuk a ciklikus változatát is. Vegyünk egy

η bináris N -rácsot, ekkor η-t kiterjeszthetjük egy végtelen ◦
η ráccsá a követ-

kezőképpen:

4.2. Definíció. Legyen η egy bináris N-rács, ekkor a végtelen rács

◦
η : Zn → {−1,+1},

◦
η(x) =

◦
η(x1, . . . , xn) = η(rN(x1), . . . , rN(xn)),

ahol rN(xi) olyan egész, amelyre rN(xi) ≡ xi (mod N), 1 ≤ rN(xi) ≤ N ,
i = 1, . . . , n.

Azaz ◦
η az η periodikus kiterjesztése, N periódussal.

Legyen η : InN → {−1,+1} egy rácsfüggvény, és jelölje Qℓ(η) a Hubert,
Mauduit és Sárközy által definiált pszeudovéletlen mértéket. Definiáljuk a
ciklikus kombinált pszeudovéletlen mértéket a következőképpen:

◦
Qℓ(η) = max

B,d1,...,dℓ

∣∣∣∣∣∑
x∈B

◦
η(x+ d1) · · ·

◦
η(x+ dℓ)

∣∣∣∣∣ ,
ahol ◦

η az η periodikus kiterjesztése minden koordináta mentén N szerint,
a maximum pedig az összes különböző d1, . . . ,dℓ ∈ InN eltolásvektorra és
minden B ⊆ InN box N -rácsra vonatkozik. Jelölje di = (di,1, . . . , di,n).

Ekkor minden η bináris N -rácsra teljesül a következő:
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4.3. Állítás. Minden η : InN → {−1,+1} rácsfüggvényre:

Qℓ(η) ≤
◦
Qℓ(η) ≤ (ℓ+ 1)nQℓ(η).

Bizonyítás. Az alsó becslés triviális. A felső becsléshez rögzítsünk egy B

box rácsot és d1, . . . ,dℓ eltolásokat. A rács pontjainak j-edik koordinátái
alkossák az alábbi halmazt:

Xj = {xj,kj = kjbj : 0 ≤ kj < Lj}, ahol (Lj − 1)bj < N.

Rögzített j és i esetén tekintsük az xj,kj+di,j összeget. Mivel 0 ≤ xj,kj+di,j <

2N , a modulo N szerinti legkisebb nemnegatív maradék:

r(xj,kj + di,j) = xj,kj + di,j −mi,j(kj)N, ahol mi,j(kj) ∈ {0, 1}.

Mivel xj,kj a kj indexben szigorúan monoton növekvő és a rács hossza kisebb
N -nél, az mi,j(kj) sorozat legfeljebb egyszer válthat 0-ról 1-re. Ez a váltás
egy pi,j indexnél következik be, ahol xj,pi,j + di,j < N ≤ xj,pi,j+1 + di,j.

Minden j dimenzióban az ℓ darab eltolás legfeljebb ℓ darab ilyen kritikus
indexet határoz meg. Ezek a pontok a {0, . . . , Lj − 1} indexhalmazt legfel-
jebb ℓ+ 1 darab Jkj ,j részintervallumra osztják. Ezen intervallumokon belül
mi,j(kj) értéke minden i-re konstans.

A B rácsot felosztva a Bk = Jk1,1 × · · · × Jkn,n index-részboxoknak meg-
felelő részrácsokra, a háromszög-egyenlőtlenség alapján:∣∣∣∣∣∑
x∈B

ℓ∏
i=1

◦
η(x+ di)

∣∣∣∣∣ ≤∑
k

∣∣∣∣∣∑
x∈Bk

ℓ∏
i=1

η(x1 + di,1 −mi,1N, . . . )

∣∣∣∣∣ ≤ (ℓ+ 1)nQℓ(η).

Ezzel az állítást beláttuk.

4.2. A konstrukció

Legyen η egy rögzített bináris rács InN -en és K egy pozitív egész úgy, hogy
K ≤ N . Legyen k tetszőleges 1 ≤ k ≤ K pozitív egész, és legyenek
v1,v2, . . . ,vk ∈ InN páronként különböző vektorok. Ekkor
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4.4. Definíció. Legyen

FN(v1,v2, . . . ,vk) = ν : InN → {−1,+1}

bináris rács, ahol

ν(x) =
◦
η(x+ v1)

◦
η(x+ v2) . . .

◦
η(x+ vk),

és
◦
η a 4.2. definícióban definiált végtelen rács.

A következő fejezetekben az ilyen FN(v1,v2, . . . ,vk) rácsok pszeudové-
letlen tulajdonságait fogjuk vizsgálni. Ezenkívül megvizsgáljuk ezen rácsok
alábbi családjainak pszeudovéletlen tulajdonságait is:

4.5. Definíció. Legyen L < N pozitív egész. Ekkor definiáljuk az F(K,L)

rácscsaládot a következőképpen:

F(K,L) = {FN(v1,v2, . . . ,vk) : 1 ≤ k ≤ K,v1,v2, . . . ,vk ∈ InL+1,vi ̸= vj ha i ̸= j},

és az
F(K) = F(K,N − 1)

jelölést is bevezetjük.

5. A konstruált rácsok pszeudovéletlen mértékei

5.1. Példa

Először egy példán keresztül megmutatjuk, hogy ha kiindulunk egy erős
pszeudovéletlen tulajdonságokkal rendelkező η rácsból, akkor az előző konst-
rukcióval kapott ν rácsról nem feltételezhetjük, hogy ν is jó pszeudovéletlen
rács.

5.1. Példa. Legyen M ∈ N, N = 2M , n = 2 és

η : I2N → {−1,+1}
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tetszőleges bináris rács erős pszeudovéletlen tulajdonságokkal, és tekintsük
k = 2-re a következő ν rácsot:

ν(x) =
◦
η(x+ v1)

◦
η(x+ v2),

ahol v1 = (0, 0) és v2 = (M,M).
Legyen B = I2M = {x = x1(1, 0) + x2(0, 1) : x1, x2 ∈ {0, 1, . . . ,M − 1}}

rács. Ekkor

Q2(ν) ≥

∣∣∣∣∣∑
x∈B

ν(x)ν(x+ (M,M))

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∑
x∈B

(ν(x))2

∣∣∣∣∣ = M2 =
N2

4
,

mivel

ν(x+(M,M)) =
◦
η(x+(M,M))

◦
η(x+(2M, 2M)) =

◦
η(x+(M,M))

◦
η(x) = ν(x).

Ez a példa mutatja, hogy további feltevésekre van szükség N -re vagy a
vi vektorokra nézve ahhoz, hogy a kapott ν pszeudovéletlen mértékei kicsik
legyenek. Először azt az esetet vizsgáljuk meg, amikor N prím.

5.2. A prímmodulus esete

Legyen N = p prím, η : Inp → {−1,+1} rács, és tekintsük a ν(x) =
◦
η(x + v1)

◦
η(x + v2) . . .

◦
η(x + vk) rácsot, ahol v1,v2, . . . ,vk ∈ Inp különböző

vektorok. Ekkor ν ℓ-edrendű ciklikus kombinált PR-mértéke:

◦
Qℓ(ν) = max

B,d1,...,dℓ

∣∣∣∣∣∑
x∈B

◦
ν(x+ d1) · · ·

◦
ν(x+ dℓ)

∣∣∣∣∣
= max

B,d1,...,dℓ

∣∣∣∣∣∑
x∈B

k∏
i=1

◦
η(x+ vi + d1) · · ·

k∏
i=1

◦
η(x+ vi + dℓ)

∣∣∣∣∣
= max

B,d1,...,dℓ

∣∣∣∣∣∑
x∈B

k∏
i=1

ℓ∏
j=1

◦
η(x+ vi + dj)

∣∣∣∣∣ ,
ahol B box p-rács és d1, . . . ,dℓ ∈ Inp különböző eltolásvektorok.
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Most a célunk a
◦
Qℓ(ν)-ra felső becslést adni.

Legyen A = {v1,v2, . . . ,vk}, B = {d1,d2, . . . ,dℓ}. Legyen C azoknak a
c = (c1, . . . , cn) vektoroknak a halmaza, amelyekre az

ai+bi ≡ ci (mod p), i = 1, . . . , n, a = (a1, . . . , an) ∈ A, b = (b1, . . . , bn) ∈ B

egyenletrendszer megoldásszáma páratlan.
Ekkor

◦
ν(x+ d1) · · ·

◦
ν(x+ dℓ) =

k∏
i=1

ℓ∏
j=1

◦
η(x+ vi + dj) =

∏
c∈C

◦
η(x+ c).

Legyen |C| = s. Ekkor s ≤ kℓ. Ha C nemüres (s ≥ 1), akkor∣∣∣∣∣∑
x∈B

◦
ν(x+ d1) · · ·

◦
ν(x+ dℓ)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∑
x∈B

∏
c∈C

◦
η(x+ c)

∣∣∣∣∣
≤ max

1≤s≤kℓ

◦
Qs(η)

≤ max
1≤s≤kℓ

(s+ 1)nQs(η)

≤ (kℓ+ 1)n max
1≤s≤kℓ

Qs(η).

Ebből következik, hogy ha
◦
Qℓ(ν)-ra szeretnénk becslést adni, akkor előbb

a következő kérdésre kell válaszolnunk: hogyan tudjuk biztosítani, hogy min-
den A ⊆ Inp , 1 ≤ |A| ≤ k és B ⊆ Inp , 1 ≤ |B| ≤ ℓ esetén legyen olyan c

vektor, amelyre

ai+bi ≡ ci (mod p), i = 1, . . . , n, a = (a1, . . . , an) ∈ A, b = (b1, . . . , bn) ∈ B

egyenletrendszer megoldásszáma páratlan?
Legyen b1, b2, . . . , bn Fq egy bázisa Fp felett. Tekintsük a következő függ-

vényt:
φ : Fn

p → Fq
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és ha x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Fn
p , akkor

φ(x) = x1b1 + x2b2 + · · ·+ xnbn.

Ez bijekció, amelyre az is teljesül, hogy φ(x + y) = φ(x) + φ(y). Ezért az
előző kérdés megfogalmazható így is: hogyan tudjuk biztosítani, hogy minden
A,B ⊆ Fq, 1 ≤ |A| ≤ k, 1 ≤ |B| ≤ ℓ esetén legyen olyan c ∈ Fq, amelyre az

a+ b ≡ c (mod p), a ∈ A, b ∈ B (13)

egyenlet megoldásszáma páratlan?
A következő definíciókat fogjuk használni [2]-ből:

5.2. Definíció. Ha q = pn, A,B ⊆ Fq, és A+ B az Fq minden elemét páros
multiplicitással állítja elő, azaz minden c ∈ Fq esetén az

a+ b ≡ c (mod p), a ∈ A, b ∈ B

egyenletnek páros számú megoldása van (beleértve azt az esetet is, amikor
nincs megoldás), akkor azt mondjuk, hogy az A + B összeg rendelkezik a P-
tulajdonsággal.

5.3. Definíció. Ha q = pn k, ℓ ∈ N és k, ℓ ≤ q, akkor (k, ℓ, q) számhármast
megengedett hármasnak nevezzük, ha nincs olyan A,B ⊆ Fq, hogy |A| = k,
|B| = ℓ, és A+ B rendelkezik a P- tulajdonsággal.

Tehát ha a (k, ℓ, q) megengedett hármas és fent |A| = k, |B| = ℓ, akkor
létezik olyan c ∈ Fq, hogy az (13) egyenlet megoldásszáma páratlan. Mauduit
és Sárközy [2]-ben igazolta a következő tételt, ami elégséges feltételt ad a
megengedettségre.

5.4. Tétel (Mauduit, Sárközy).

a) Minden q = pn prímhatvány és k ∈ N, k < p esetén a (k, 2, q) megen-
gedett hármas.
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b) Ha q = pn egy prímhatvány, k, ℓ ∈ N és

4n(k+ℓ) < p,

akkor a (k, ℓ, q) megengedett hármas.

Korábban láttuk, hogy a q = p speciális esetben a 5.4. tétel egy további
kritériummal bővíthető: ha p egy olyan prím, amelyre a 2 primitív gyök
modulo p, akkor minden olyan (k, ℓ, p) hármas megengedett, amelyre k < p

és ℓ < p.
Ezt az eredményt felhasználva kapjuk a következő tételt:

5.5. Tétel. Legyen p prím, η : Inp → {−1,+1} és Fp(v1,v2, . . . ,vk) a 4.4.
definícióban definiált rács. Ekkor

Qℓ(η) ≤
◦
Qℓ(η) ≤ (ℓ+ 1)nQℓ(η).

Továbbá, ha a következő feltételek közül valamelyik teljesül:

a) ℓ = 2,

b) 4n(k+ℓ) < p,

akkor

Qℓ(Fp) ≤
◦
Qℓ(Fp) ≤ max

1≤s≤kℓ

◦
Qs(η) ≤ max

1≤s≤kℓ
(s+1)nQs(η) ≤ (kℓ+1)n max

1≤s≤kℓ
Qs(η).

5.3. Az összetett modulus esete

A 5.1. példában láttuk, hogy összetett N esetén léteznek olyan InN -beli
v1,v2, . . . ,vk vektorok, amelyekre a ν = FN(v1,v2, . . . ,vk) rács gyenge psze-
udovéletlen tulajdonságokkal rendelkezik, így a v1, . . . ,vk vektorok nem vá-
laszthatók meg tetszőlegesen. Most adunk egy elégséges feltételt a v1, . . . ,vk

vektorok megválasztására, amely garantálja, hogy a konstruált ν rács erős
pszeudovéletlen tulajdonságokkal rendelkezzen.

A prímmodulus esetéhez hasonlóan, minden további feltevés nélkül telje-
sül, hogy

Q1(ν) ≤
◦
Q1(ν) ≤

◦
Qk(η) ≤ (k + 1)nQk(η).

24



Most megbecsüljük a ν rács ℓ-edrendű pszeudovéletlen mértéket. Legyen
A = {v1,v2, . . . ,vk} ⊆ InN . [1]-hez hasonlóan a következő fogalmat vezetjük
be: azt mondjuk, hogy az A halmaz L-jó, ha minden B ⊆ InN , 1 ≤ |B| ≤ L

esetén létezik olyan c ∈ InN vektor, amelyre az

a+ b ≡ c (mod N), a ∈ A, b ∈ B

egyenletnek páratlan számú megoldása van. Minden x ∈ Z esetén jelölje
rN(x) azt az egyértelmű egészt, amelyre

x ≡ rN(x) (mod N) és 0 ≤ rN(x) < N

(vektorok esetén ezt koordinátánként értjük).
Ha az A halmaz L-jó, akkor az 5.2. fejezethez hasonlóan 1 ≤ ℓ ≤ L esetén

kapjuk, hogy

Qℓ(ν) ≤
◦
Qℓ(ν) ≤ max

1≤s≤kℓ

◦
Qs(η) ≤ (kℓ+ 1)n max

1≤s≤kℓ
Qs(η).

5.6. Lemma. Legyen A = {v1,v2, . . . ,vk} ⊆ InN olyan vektorok halmaza,
amelyek minden vi ∈ A elemére és azok tetszőleges j-edik (1 ≤ j ≤ n)
koordinátájára teljesül, hogy

0 ≤ vi,j <
N

L
.

Ekkor az A halmaz L-jó.

A 5.6. lemma bizonyítása. Legyen B = {d1,d2, . . . ,dℓ} ⊆ InN páronként
különböző vektorok halmaza, ahol 1 ≤ ℓ < L. A definíció alapján azt kell
igazolnunk, hogy létezik olyan c ∈ InN vektor, amelyre az

a+ b ≡ c (mod N), a ∈ A, b ∈ B

egyenletnek pontosan egy (azaz páratlan számú) megoldása van. Ezt a c

vektort koordinátánként haladva konstruáljuk meg, miközben az A és B hal-
mazokat fokozatosan leszűkítjük.
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Vezessük be az A1 = A és B1 = B jelöléseket. Tekintsük a B1 halmazban
szereplő vektorok első koordinátáit. Mivel |B1| = ℓ, ezek a koordináták
legfeljebb ℓ1 különböző értéket vehetnek fel, ahol ℓ1 ≤ ℓ < L. Rendezzük
ezeket az értékeket szigorúan monoton növekvő sorrendbe:

0 ≤ x1 < x2 < · · · < xℓ1 < N.

Jelölje H1 az ezen értékek közötti, modulo N vett szomszédos távolságok
maximumát, azaz a következő értékek legnagyobbikát:

rN(x2 − x1), rN(x3 − x2), . . . , rN(xℓ1 − xℓ1−1), rN(x1 − xℓ1).

Nyilvánvaló, hogy ezen távolságok összege pontosan N . Így a maximumukra
teljesülnie kell a következőnek:

ℓ1H1 ≥ rN(x2 − x1) + · · ·+ rN(x1 − xℓ1) = N,

amiből
H1 ≥

N

ℓ1
≥ N

ℓ
.

A lemma feltétele szerint a vi vektorok első koordinátái szigorúan kisebbek
N/L-nél. Így ha t(1) jelöli az A1-beli vektorok első koordinátáinak maximu-
mát, akkor

0 ≤ t(1) <
N

L
≤ N

ℓ
≤ H1.

Tegyük fel először, hogy a H1 maximumot az xm−1 és xm közötti hézag
adja valamilyen 2 ≤ m ≤ ℓ1 esetén (az rN(x1 − xℓ1) eset teljesen analóg
módon kezelhető).

Ekkor válasszuk a keresett c vektor első koordinátáját c1 = xm−1 + t(1)

alakban. Megmutatjuk, hogy ha egy a ∈ A1 és b ∈ B1 párra a1 + b1 ≡ c1

(mod N) teljesül, akkor szükségképpen a1 = t(1) és b1 = xm−1. Először is
vegyük észre, hogy:

0 ≤ xm−1 ≤ c1 = xm−1 + t(1) < xm−1 +H1 = xm < N.
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1. eset: b1 = xi, ahol 1 ≤ i ≤ m− 2. Ekkor

0 ≤ b1 + a1 ≤ xm−2 + t(1) < xm−1 + t(1) = c1 < xm−1 +H1 = xm < N.

Így 0 ≤ b1 + a1 < c1 < N , amiből következik, hogy

b1 + a1 ̸≡ c1 (mod N).

2. eset: b1 = xm−1. Ekkor

xm−1 + a1 ≡ a1 + b1 ≡ c1 ≡ xm−1 + t(1) (mod N),

ami a 0 ≤ a1, t
(1) < N feltételek mellett kizárólag a1 = t(1) esetén áll fenn.

3. eset: b1 = xi, ahol m ≤ i ≤ ℓ1. Ekkor két alesetet különböztetünk meg
aszerint, hogy rN(a1 + b1) megegyezik-e az (a1 + b1), vagy az (a1 + b1 − N)

értékkel.
3A. aleset: rN(a1 + b1) = a1 + b1. Ekkor

rN(a1 + b1) = a1 + b1 ≥ xm + a1 ≥ xm > c1.

Mivel 0 ≤ c1 < N és 0 ≤ rN(a1 + b1) < N , ebben az esetben nem teljesülhet
az a1 + b1 ≡ c1 (mod N) egyenlőség.
3B. aleset: rN(a1 + b1) = a1 + b1 −N . Ekkor

0 ≤ rN(a1 + b1) = a1 + b1 −N ≤ a1 + xℓ1 −N < a1 ≤ t(1) ≤ xm−1 + t(1) = c1.

A 0 ≤ c1 < N és 0 ≤ rN(a1 + b1) < N feltételek miatt itt sem állhat fenn az
a1 + b1 ≡ c1 (mod N) egyenlőség.

Látható tehát, hogy az első koordinátára vonatkozó egyenlőséget kizáró-
lag az a1 = t(1) és b1 = xm−1 értékek elégítik ki. Ennek megfelelően szűkítsük
le a halmazainkat:

A2 = {a ∈ A1 | a1 = t(1)},

B2 = {b ∈ B1 | b1 = xm−1}.

Az eredeti egyenlet bármely érvényes (a,b) megoldásának mostantól az
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A2×B2 halmazba kell esnie. Fontos megjegyezni, hogy A2 és B2 nem üresek,
továbbá |B2| ≤ |B1| = ℓ < L.

Ezt a gondolatmenetet folytatjuk iteratívan az összes 1 ≤ j ≤ n koordi-
nátára. A j-edik lépésben az Aj ⊆ A és Bj ⊆ B halmazokból indulunk ki,
ahol |Bj| ≤ ℓ < L. Vesszük a Bj-beli elemek j-edik koordinátáit, megtaláljuk
a maximális modulo N vett hézagot, majd a fenti módszerrel megkonstruál-
juk cj-t. Ezzel egyértelműsítjük az aj és bj értékeket, ami kijelöli az Aj+1 és
Bj+1 nem üres részhalmazokat.

Az eljárást mind az n koordinátára végrehajtva eredményül kapunk egy
c = (c1, . . . , cn) ∈ InN vektort, valamint az An+1 ⊆ A és Bn+1 ⊆ B halmazo-
kat. Mivel az An+1-beli és a Bn+1-beli vektoroknak már minden koordinátája
egyértelműen rögzített (és az A, illetve B halmaz elemei eredetileg is páron-
ként különbözőek voltak), ezért az An+1 és Bn+1 halmazok mindegyike pon-
tosan egyetlen vektort tartalmaz. Tehát az a+ b ≡ c (mod N) egyenletnek
pontosan egy megoldása van, amivel beláttuk, hogy az A halmaz valóban
L-jó. □

5.7. Tétel. Legyen N, n ∈ N, η : InN → {−1,+1} egy bináris rácsfüggvény.
Legyenek v1,v2, . . . ,vk ∈ InN olyan páronként különböző vektorok, amelyeknek
tetszőleges j-edik (1 ≤ j ≤ n) koordinátájára teljesül, hogy

0 ≤ vi,j <
N

L
.

Definiáljuk a ν = FN(v1,v2, . . . ,vk) rácsot a 3.1. definíció szerint. Ekkor
ℓ ≤ L esetén

Qℓ(ν) ≤
◦
Qℓ(ν) ≤ max

1≤s≤kℓ

◦
Qs(η) ≤ (kℓ+ 1)n max

1≤s≤kℓ
Qs(η).

Bizonyítás. Alkalmazzuk a 5.6. lemmát az A = {v1,v2, . . . ,vk} halmazra.
Ekkor megkapjuk, hogy A L-jó, és korábban láttuk, hogy ekkor minden
1 ≤ ℓ ≤ L esetén teljesül, hogy

Qℓ(ν) ≤
◦
Qℓ(ν) ≤ max

1≤s≤kℓ

◦
Qs(η) ≤ (kℓ+ 1)n max

1≤s≤kℓ
Qs(η).
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5.4. A nem ciklikus eset

Eddig a ciklikus esetet vizsgáltuk. Most azt az esetet nézzük meg, amikor
a konstruált rács mérete változhat.

Legyen η : InN → {−1,+1} rács rögzített, k, L ∈ N, L < N és legyenek
v1,v2, . . . ,vk ∈ InL+1 különböző vektorok.

5.8. Definíció. Legyen

F ∗
N−L(v1,v2, . . . ,vk) = ν∗ : InN−L → {−1,+1},

ahol
ν∗(x) = η(x+ v1)η(x+ v2) . . . η(x+ vk).

Ekkor F ∗
N−L az FN csonkított változata.

Legyenek d1,d2, . . . ,dℓ ∈ InN különbözőek, B box N -rács úgy, hogy
B + d1, B + d2, . . . , B + dℓ ⊆ InN−L. Ekkor∣∣∣∣∣∑

x∈B

ν∗(x+ d1)ν
∗(x+ d2) . . . ν

∗(x+ dℓ)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∑
x∈B

k∏
i=1

ℓ∏
j=1

η(x+ vi + dj)

∣∣∣∣∣ .
Itt minden tényezőben x+ vi + dj ∈ InN .

Legyen A = {v1,v2, . . . ,vk}, B = {d1,d2, . . . ,dℓ} és legyen v∗ ∈ A,
d∗ ∈ B rendre az A és B halmaz lexikografikus rendezés szerinti legnagyobb
elemei. Ekkor (v∗ + d∗)-nek ez az egyetlen előállítása vi + dj alakban, ahol
vi ∈ A és dj ∈ B. Legyen C azon c ∈ InN vektorok halmaza, amelyekre
teljesül, hogy a

vi + dj = c

megoldásszáma páratlan. Mivel v∗ + d∗ ∈ C, ezért 1 ≤ |C| ≤ kℓ. Ebből
következik, hogy∣∣∣∣∣∑
x∈B

ν∗(x+ d1)ν
∗(x+ d2) . . . ν

∗(x+ dℓ)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∑
x∈B

∏
c∈C

η(x+ c)

∣∣∣∣∣ ≤ max
1≤s≤kℓ

Qs(η).
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Így kapjuk, hogy
Qℓ(F

∗
N−L) ≤ max

1≤s≤kℓ
Qs(η).

5.9. Definíció. Legyen K,T ∈ N, T < N , T = (T, . . . , T ). Ekkor

F∗(K,T ) = {F ∗
N−T (v1,v2, . . . ,vk−1,T) : 1 ≤ k ≤ K,v1,v2, . . . ,vk−1 ∈ InT}.

6. A generált rácscsaládok komplexitása

Eddig az egyes előállított rácsokat vizsgáltuk. Ezekről megmutattuk,
hogy megfelelő feltételek mellett erős pszeudovéletlen tulajdonságokkal ren-
delkeznek. Az alkalmazások során azonban sokszor nem elég egyetlen "jó"
rács, hanem szükség lenne ilyen rácsok nagy családjára. Továbbá azt is szeret-
nénk, hogy a konstruált rácscsalád struktúrája "gazdag", "komplex" legyen,
sok egymástól "független" ráccsal. Az erre bevezetett mértékek közül most
az egyik legfontosabbal, a családkomplexitással fogunk foglalkozni.

6.1. Definíciók és a tételek rácsokra

Gyarmati, Mauduit és Sárközy [7]-ban bináris rácsokra is definiálta az
f -komplexitást.

6.1. Definíció. Legyen η : InN → {−1,+1} bináris rács, j ≤ Nn, legyenek
x1,x2, . . . ,xj ∈ InN különböző vektorok, és legyen (ε1, ε2, . . . , εj) ∈ {−1,+1}j.
Ekkor

η(x1) = ε1, η(x2) = ε2, . . . , η(xj) = εj

az η egy j hosszú specifikációjának nevezzük.

6.2. Definíció. Legyen F az InN -en értelmezett bináris rácsok egy családja .
Ekkor F családkomplexitása vagy f -komplexitása a legnagyobb j egész szám,
amelyre minden j hosszúságú specifikáció esetén létezik legalább egy η ∈ F ,
ami kielégíti azt. Az F rácscsalád f -komplexitását Γ(F)-fel jelöljük.

Következő célunk megmutatni, hogy a korábban definiált F(K),F(K,L)

és F∗(K,T ) családok (amelyek a korábbi tételek miatt erős pszeudovéletlen

30



tulajdonságokkal rendelkező rácsokból állnak) f -komplexitása nagy. Ehhez
bebizonyítjuk a következő tételeket:

6.3. Tétel. Legyen η : InN → {−1,+1} és F(K,L) az η-ból generált család.
Legyen

K∗ =

K ha K páratlan,

K − 1 ha K páros.

Ha valamilyen R ∈ N esetén

2R/K∗
max
1≤t≤R

◦
Qt(η) < (L+ 1)n, (14)

akkor
Γ(F(K,L)) ≥ R.

Megjegyezzük, hogy ez a tétel F(K)-ra is alsó becslést ad, mivel F(K) =

F(K,N − 1).
A tételben a 4.3. állítás miatt a feltételt kicserélhetjük a következőre:

2R/K∗
max
1≤t≤R

(t+ 1)nQt(η) < (L+ 1)n

6.4. Tétel. Legyen η : InN → {−1,+1} és F∗(K,T ) az η- ból generált család.
Ha valamilyen R ∈ N esetén

2R/(K−1) max
1≤t≤R

Qt(η) < T n, (15)

akkor
Γ(F∗(K,T )) ≥ R.

6.2. Tételek bizonyítása

A két tételt párhuzamosan fogjuk bizonyítani. A 6.3. tételben vizsgált
problémára (F(K,L) vizsgálatára) 1. esetként fogunk hivatkozni, a 6.4. té-
telben szereplő problémát (az F∗(K,T ) vizsgálatát) pedig 2. esetnek nevez-
zük. Az M számot úgy definiáljuk, hogy az 1. esetben M = N , a 2. esetben
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pedig M = N − T , továbbá F definíciója az 1. esetben F = F(K,L), a 2.
esetben pedig F = F∗(K,T ).

A tételek bizonyításához elég azt belátni, hogy bármely különböző

s1, s2, . . . , sR ∈ InM (16)

és
(ε1, ε2, . . . , εR) ∈ {−1,+1}R (17)

esetén létezik olyan ν : InM → {−1,+1}, ν ∈ F , amelyre

ν(s1) = ε1, ν(s2) = ε2, . . . , ν(sR) = εR. (18)

A következő jelölést alkalmazzuk: ha a1, a2, . . . , ak (nem feltétlenül kü-
lönböző) vektorok úgy, hogy

a1, a2, . . . , ak ∈ InL+1 1. esetben

és
a1, a2, . . . , ak ∈ InT+1 2. esetben,

akkor legyen

F (a1, a2, . . . , ak) = ν(a1,a2,...,ak) : InM → {−1,+1}, (19)

ahol

ν(a1,a2,...,ak)(x) = η(x+ a1)η(x+ a2) . . . η(x+ ak) x ∈ InM . (20)

Ekkor ha valamely 1 ≤ u < v ≤ k esetén au = av, akkor az (20) egyenlet
jobb oldalán szereplő η(x+ au)η(x+ av) szorzat értéke

η(x+ au)ν(x+ av) = (η(x+ au))
2 = 1,

így ezt kitörölhetjük a szorzatból, (feltéve, hogy van legalább egy további
η(x+ aw) tényező).
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Ha k páratlan, akkor az ilyen szorzatok kidobásával az (20) jobb oldalát
egyszerűsíthetjük úgy, hogy a megmaradó η(x+ aj) tényezőkben különböző
aj-k szerepelnek, és mindegyik legalább egyszer előfordul. Ebből következik,
hogy minden F (a1, a2, . . . , ak)-re

F (a1, a2, . . . , ak) ∈ F ha k páratlan és k ≤ K. (21)

Bevezetjük a következő jelöléseket: R,N,Z, k ∈ N, Z = L+ 1 az 1. eset-
ben és Z = T +1 a 2. esetben, S = (s1, s2, . . . , sR) különböző InM - beli vekto-
rok sorozata és X = (x1, x2, . . . , xR) ∈ {−1,+1}R. Jelölje V (η, Z, S,X, k) az
olyan (a1, a2, . . . , ak) k-asok számát, ahol ai ∈ InZ (i = 1, 2, . . . , k) és teljesül
FM = FM(a1, a2, . . . , ak) = ν(a1,a2,...,ak)-ra, hogy

ν(a1,a2,...,ak)(si) = xi i = 1, 2, . . . , R.

Ekkor ha be tudjuk bizonyítani, hogy a 6.3. tétel feltételei mellett minden S

és minden X esetén, teljesül, hogy

V (η, L+ 1, S,X,K∗) = V (η, Z, S,X,K∗) > 0, (22)

akkor ezt X helyett (ε1, ε2, . . . , εR) - ra alkalmazva kapjuk, hogy létezik
olyan FM = FM(a1, a2, . . . , aK∗), ami teljesíti a (18)-t, és mivel (21) miatt
FM ∈ F(K,L), ezért a 6.3. tételt beláttuk.

A 2. eset ennél kicsit bonyolultabb. Itt azt kell bizonyítanunk, hogy

V (η, T, S,X,K − 1) = V (η, Z, S,X,K − 1) > 0, (23)

Ahhoz, hogy a (18) megoldhatóságát megkapjuk, a (22)-at fogjuk hasz-
nálni a következő X-szel:

X = (ε1η(s1 +T), ε2η(s2 +T), . . . , εRη(sR +T)),

ahol T = (T, T, . . . , T ).
A (22) alapján létezik olyan FM = FM(a1, a2, . . . , aK−1) = ν(a1,a2,...,aK−1) :
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InM → {−1,+1} úgy, hogy

ai ∈ InT , 1 ≤ i ≤ K − 1

és
ν(a1,a2,...,aK−1)(sj) = εjη(sj +T) , 1 ≤ j ≤ R. (24)

Tekintsük a következő sorozatot

F ∗
M = FM(a1, . . . , aK−1,T) = ν(a1,...,aK−1,T).

Ekkor

ν(a1,...,aK−1,T)(si) = η(si + a1)η(si + a2) . . . η(si +T) = ν(a1,...,aK−1)(si)η(si +T)

= (εiη(si +T))η(si +T) = εi ha i = 1, 2, . . . , R.

Ebből következik, hogy F ∗
M teljesíti a (18)-t, továbbá

ν(a1,...,aK−1,T)(si) = η(si + a1)η(si + a2) . . . η(si +T)

jobb oldalán a szorzatban az si + T vektor különbözik az összes si + aj

vektortól. Emiatt ha elvégezzük a korábbi egyszerűsítést, akkor az si + T

tényező az egyszerűsítés után is a szorzatban marad. Ezért teljesül, hogy

F ∗
M = FM(a1, . . . , aK−1,T) ∈ F∗(K,T ).

A 6.3. és 6.4. tételek bizonyításához használjuk a következő lemmát:

6.5. Lemma. A fenti jelöléseket használva:

∣∣∣∣V (η, Z, S,X, k)− Znk

2R

∣∣∣∣ ≤
(max1≤t≤R

◦
Qt(η))

k az 1. esetben

(max1≤t≤R Qt(η))
k a 2. esetben,

(25)

ahol Z = L+ 1 az 1. esetben, Z = T + 1 a 2.esetben és |X| = R.
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Bizonyítás.∣∣∣∣V (η, Z, S,X, k)− Znk

2R

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∑
a1∈InZ

∑
a2∈InZ

· · ·
∑
ak∈InZ

1

2Rx1x2 . . . xR

R∏
j=1

(
ν(a1,a2,...,ak)(sj) + xj

)
− Znk

2R

∣∣∣∣∣∣
=

1

2R

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
a1∈InZ

∑
a2∈InZ

· · ·
∑
ak∈InZ

∑
J=(j1,...,jt)̸=∅
1≤j1<···<jt≤R

t∏
i=1

ν(a1,a2,...,ak)(sji)
∏

h∈{1,2,...,R}\J

xh

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1

2R

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

J=(j1,...,jt)̸=∅
1≤j1<···<jt≤R

∏
h∈{1,2,...,R}\J

xh

∑
a1∈InZ

∑
a2∈InZ

· · ·
∑
ak∈InZ

t∏
i=1

ν(a1,a2,...,ak)(sji)

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ 1

2R

∑
J=(j1,...,jt)̸=∅
1≤j1<···<jt≤R

∣∣∣∣∣∣
∑
a1∈InZ

∑
a2∈InZ

· · ·
∑
ak∈InZ

t∏
i=1

k∏
r=1

η(sji + ar)

∣∣∣∣∣∣
=

1

2R

∑
J=(j1,...,jt)̸=∅
1≤j1<···<jt≤R

∣∣∣∣∣∣
∑
a1∈InZ

∑
a2∈InZ

· · ·
∑
ak∈InZ

k∏
r=1

(
t∏

i=1

η(sji + ar)

) ∣∣∣∣∣∣
=

1

2R

∑
J=(j1,...,jt)̸=∅
1≤j1<···<jt≤R

∣∣∣∣∣∣∣
∑

a∈InZ

t∏
i=1

η(sji + a)

k
∣∣∣∣∣∣∣ .

A belső összeg Qt(η) és
◦
Qt(η) definíciója alapján a következőképpen be-

csülhető: ∣∣∣∣∣∣
∑
a∈InZ

t∏
i=1

η(sji + a)

∣∣∣∣∣∣ ≤


◦
Qt(η) az 1. esetben,

Qt(η) a 2. esetben.
(26)

Az első összeg
∑

J kevesebb, mint 2R tagból áll, ezért a lemma állítása
teljesül.

Használjuk a lemmát L+ 1-re és K∗-ra Z és k helyett. Ekkor
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∣∣∣∣V (η, L+ 1, S,X,K∗)− (L+ 1)nK
∗

2R

∣∣∣∣ ≤ (max
1≤t≤R

◦
Qt(η)

)K∗

. (27)

Ebből következik, hogy

V (η, L+ 1, S,X,K∗) ≥ (L+ 1)nK
∗

2R
−
(
max
1≤t≤R

◦
Qt(η)

)K∗

(28)

A 6.3. tétel feltételei miatt a jobb oldal pozitív, és ezzel a tételt beláttuk.
Hasonlóan, T -t és (K − 1)-et helyettesítve Z és k helyére, a 6.4. tétel is

belátható.
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Nyilatkozat mesterséges intelligencia használatáról

Alulírott, Takács Anita nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészítése és
végső lektorálása során az alább felsorolt feladatok elvégzésére a megadott
MI-alapú eszközöket alkalmaztam:

Feladat Felhasznált eszköz Felhasználás helye Megjegyzés

Latex kódok Gemini A teljes dolgozatban Latex forráskód
technikai formázása

Megfogalmazás finomítása Gemini A teljes dolgozatban kis mértékben
Helyesírás ellenőrzése Gemini A teljes dolgozatban

A felsoroltakon túl más MI-alapú eszközt nem használtam.
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