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Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Gyarmati Katalinnak a
rendszeres konzultaciokért és a szakdolgozat megirdsahoz nyujtott segitsé-
gért.

Tovabbé készonom csaladomnak a sok tamogatast. Végiil szeretném meg-
kdszonni a baratomnak, hogy egyetemi tanulmanyaim soran végig hitt ben-

nem, és mindig szamithattam ra.
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1. Bevezetés

A véletlen szamsorozatok generaldsa tobb alkalmazasban fontos szerepet
jatszik, kiilonosen a kriptografiAban és a numerikus analizisben. A gyakor-
latban a véletlen sorozatok hasznalata sokszor nehézkes, ezért gyakran psze-
udovéletlen sorozatokat hasznalnak helyettiik.

A pszeudovéletlen sorozatoknak szamos alkalmazésa van, ezek koziil a
kriptografian beliil az egyik legfontosabb a Vernam-rejtjelezés. Emellett a
pszeudovéletlenség — kiemelten a szamelméletben — hatékony eszkoznek bi-
zonyult bizonyos sorozatok, objektumok vizsgalata soran is.

A pszeudovéletlen sorozatok mellett sokszor tobbdimenzids pszeudové-
letlen objektumokra lenne sziikségiink. Hubert, Mauduit és Sarkozy [4]-ben
kiterjesztette a pszeudovéletlenség fogalmat tobbdimenzidra, és bevezették az
n-dimenzios binaris racs fogalmat. Ezeknek a tobbdimenzios (leggyakrabban
a 2 vagy 3 dimenzios) struktiraknak fontos szerepe van az adatbiztonsagban,
tobbek kozott a bittérképek (bitmaps) titkositasaban, a szteganografidban és
a digitalis vizjelezésben.

El6fordulhat a gyakorlati alkalmazasok soran, hogy csak egyetlen pszeu-
dovéletlen racs van kéznél, ugyanakkor tobbre lenne sziikség. Ezt a problémat
megoldhatjuk tovabbi racsok generalasaval.

Binéris sorozatok esetére Gyarmati, Mauduit és Sarkozy [1]-ben bevezet-
te az ugynevezett ,blowing up” konstrukciot. A cikkben szereplé modszerek
segitségével egyetlen sorozat felhasznalédsaval tovabbi sorozatokat generéalha-
tunk.

A dolgozatban megvizsgaljuk ezt a konstrukciot, és kiterjesztjiik n-dimenzios
binaris racsokra. Kiemelt figyelmet forditunk annak bizonyitasara, hogy az
djonnan generalt racsok is megérzik az eredeti récs erds pszeudovéletlen tu-
lajdonsagait. A definiciok és a konstrukci6 bemutatisa utédn elemezzik a
kapott racsok pszeudovéletlen mértékeit, és a generalt racscsaladok komple-
xitasat.

A szakdolgozat 4-6. fejezetei a témavezetémmel kozos munka, amelyet

majd angol nyelvi cikk formajaban is szeretnénk publikalni.



2. Pszeudovéletlen sorozatok

A pszeudovéletlen tulajdonsag tobbféleképpen értelmezhetd, leginkabb az
alkalmazastol fiiggGen. Emiatt a pszeudovéletlen sorozatra is tobb megkoze-
lités létezik. Itt a binaris {—1,+1} sorozatokkal fogunk foglalkozni. Ahhoz,
hogy ezen sorozatok pszeudovéletlen tulajdonsagait vizsgaljuk, tj mértékeket

fogunk bevezetni.

2.1. Pszeudovéletlen mértékek binaris sorozatokon

A legfontosabb véletlen tulajdonségok, amiket szeretnénk, hogy a mérték

tiikrozzon:
1. normalitas;
2. egyenletes eloszlas a szamtani sorozatokon;
3. kicsi tobbszoros korrelécio.

Mauduit és Sarkozy az E = (e, eq,...) € {—1,+1}> végtelen sorozato-

kon ezeket a véletlen tulajdonsagokat a kovetkez6képpen definialta [3|-ban:

2.1. Definicié. Legyen k € N, M € N, X = (21, 29,...,71) € {—1,+1}*,
D = (dy,ds,...,d), ahol dy < dy < --- < dy. Ekkor legyen

TE,M,X)={n:0<n< M, (ent1,€ni2,.- - €nik) = X},

M-1

U(E,M,a,b) =Y eass

=0
és

M
V(E,M,D) = €nid,€nids - - - Ensdy-
n=1

E-t normdlisnak nevezziik, ha

‘T(E, M, x) = M0 o

2k:




minden régzitett k és X esetén, ha M — oo, mig a fenti 2. €és 3. véletlen

tulajdonsdg a kovetkezdképpen fejezhetd ki:
U(E,M,a,b) =o(M),

illetve
V(E,M,D) = o(M)
minden rogzitett a, b és M esetén, ha M — oo.
A korabbi 1-3. tulajdonsag mellett a kivetkezsket is elvarjuk a mértéktsl:
4. A binéaris sorozatok pszeudovéletlensége jellemezhets legyen egy valos
értéki, az Osszes véges binaris sorozaton értelmezett fiiggvénnyel (igy
két azonos hosszisagu sorozat mértéke dsszehasonlithato lesz).
5. A mérték legyen kiszamolhato legalabb a ,szép” sorozatokra.
Mivel egyféle mértékkel ezt nehéz lenne megoldani, a 6. legyen:

6. A mértéknek legyenek kiilonb6z6 szintjei, és legalabb az alacsonyabb

szintek értékét jol tudjuk kozeliteni.

Véges sorozatokra ezeknek az elvarasoknak megfelelen Mauduit és Sarkdzy

[3]-ban a kévetkezs mértékeket definidlta:
2.2. Definicié. Legyen Ey € {—1,+1}V.

1. k-adrendid normalitas-mérték:

Np(ENn) = Xegiil}k 0<MH§1]E\L/}-<|—1—k T(Exn, M, X) — o |-

2. Normalitas-mérték:

N(EN) = max Nk(EN)
k<(log N)/log2

3. FEloszlas-mértek:

)

t—1
W(Ey) = max |U(Ew,1, a,b)| = max

(& ib
; x| 2 cats

Jj=0




ahol a mazimumot minden a,b,t € N szdmra vesszik, amelyekre
1<a<a+(t—1)b< N.

4. k-edrendid korreldcio-mérték:

M
Cy(Exy) =max |V(Eyx, M, D :maXE e e ceee
k( N) M.D | ( N, VL, )| M D n+di Entds n+dy | »
n=1
ahol a mazimumot minden D = (dy,dy, ..., dy) halmazra és M szimra

vessziik, amelyekre 0 < dy < dy < --- < dpy < N — M.

5. Korrelacio-mérték:

C(Exy)=  max Ci(En).

k<(log N/log2)

Végtelen sorozatok esetén a normalitas ekvivalens a kicsi korrelacioval.
Véges esetben a normalitas és a korrelacié kozotti kapcesolat bonyolultabb.

Ilyenkor teljesiil a kovetkezs:

2.3. Allitas. Minden N, Ex és k < N esetén

Nk(EN) < max |Ct(EN)| .

T 1<t<k

Ebbdl kovetkezik, hogy ha a korrelacio-mérték kicsi, akkor a normalités-
mérték is az. A mésik iranyba ez nem feltétleniil igaz, el6fordulhat, hogy a

normalités- és az eloszlas-mérték is kicsi, de a korrelaci6 mégis nagy:

2.4. Példa. Tekintsiink eqy Ex = (e1,ea,...,en) € {—1,+1}" sorozatot,
amelynek a  normalitds- €és  eloszlas-mértéke  kicst, és legyen

, e hal<n<N,
enny ha N <n<2N.

Ekkor a normalitds- és eloszlds mértéke Eby -nek legfeljebb En megfeleld mér-



tékeinek konstansszorosa, de

/
E2N

nn+N =

Tehat ahhoz, hogy egy véges sorozatrél megmutassuk, hogy pszeudové-
letlen, abban az értelemben, hogy az 1-3. tulajdonsagokat teljesiti, elég azt
megmutatnunk, hogy az eloszlas- és a korrelacio-mértéke kicsi, s6t ez sziik-
séges is. Ezt a két mértéket kombinalva készitette el Mauduit és Sarkozy

[3]-ben a kivetkezs mértéket:

2.5. Definicié. Az En sorozat k-adrendd kombindlt méricke:

t—1
Qk(EN) = max > €ayjbrd, Catibrds *** Catsbrd,| = Max | Z(a,b,t, D)|,
(l,b,t,D . (l,b,t,D
J=0
ahol
t—1
Z(a, b,t, D) = E €a+jb+di €Ca+jb+ds * ° ° Catjbtdy s
=0
és a mazximumot minden a,b,t, D = (dy,ds, ..., dy)-re vesszik, ahol minden

a+ jb+dy tagra a+ jb+d, € {1,...,N}. Az Ey kombinalt mértéke:

Ey).

kg(lorél]%;ilogQ) Qk( N>
2.6. Példa. Tekintsiink eqy Ex = (e1,ea,...,en) € {—1,+1}" sorozatot,
amelynek az eloszlds- és a korreldcio-mértéke (vagy akdr a kombindlt mérté-

ke) is kicsi, és legyen Ebyy = (€}, ¢h, ..., ehn) € {=1,+1}*Y olyan, hogy

oo en hal<n<N,
easN-_n+1 ha N <n <2N.

FEkkor EY korreldcio- és eloszldas-mértéke legfeljebb konstansszorosa Ex meg-
feleld mértékeinek, igy a kordbban definidlt mértékek alapjin pszeudovélet-
lennek tekintenénk a sorozatot, pedig eqy ,igazdn véletlen” sorozat nem lehet

olyan szimmetrikus, mint Ejy .



3. A ,blow up” konstrukcié sorozatokra

Ebben a fejezetben Gyarmati, Mauduit és Sarkozy [1] cikkében szerepld
eredményekkel fogunk foglalkozni, amelyek itt bizonyitas nélkiil fognak sze-
repelni. A szakdolgozat masodik felének célja a cikkben szereplé konstrukcio
altalanositdsa n-dimenzios racsokra, és a konstruélt racsok pszeudovéletlen
tulajdonsigainak vizsgélata, ahol az eredményeket mér bizonyitassal ismer-

tetem.

3.1. A ciklikus mértékek definiciéi és tulajdonsagai

Elészor az Exy € {—1,+1}" véges bindris sorozatokat kiterjesztjiik Ey

végtelen sorozatokké a kdvetkezGképpen:

3.1. Definicié. Ha Ey egy bindris sorozat, akkor az
(0]
EN = ( -.,€.92,€_1,€0,€1,€2, .. )

végtelen bindris sorozatot (amely mindkét irdnyba végtelen) dgy definidljuk,
hogy minden i € 7 esetén legyen v(i) az az egész Sszam, amelyre
r(i) =4 (mod N) és 1 < r(i) < N teljesiil, és ekkor e; = e,(;).

(Més szoval, Ey az Ey sorozat periodikus kiterjesztése N periodussal.)
Definialjuk a fenti 2.2. definicibban bevezetett eloszlas- és korrelacio-
mérték, valamint a 2.5. definiciéban szereplé kombinalt mérték ciklikus val-

tozatat:

3.2. Definicio. Az Eyn sorozat ciklikus eloszlds-mértéke

t—1
W(Ey) = max Z Catjb
§=0

;
a,b,t

ahol a maximumot minden olyan a € 7 és b,t € N értékre vesszik, amelyre
(0<) (t=1)b < N (az eqyjp tagokat pedig a 3.1. definicio adja meg).



3.3. Definicid. Az En sorozat (-edrendd ciklikus korreldcio-mértéke

. M
Cy(EN) = max g €ntdy Cntdsy - - - Entdy| » (1)

’ n=1
ahol a mazimumot minden olyan D = (dy,ds, ..., d;) halmazra és M szimra

vessziik, ahol d;-k egészek, 0 < dy < dy < ---<dy <N ésM e N, M <N

(és az epia, tagokat a 3.1. definicid adja meg).

3.4. Definicié. Az Eyn sorozat (-edrendd ciklikus kombindlt mértéke

. t—1
Qz(EN) = Hg?tl% E €a+jb+di €atjbt+ds - - - Catjbtdg| s
a7 "™
Jj=0
ahol a mazimumot minden olyan a € Z, b,t € N szamokra és D = (dy,ds, . .., dy)

halmazra vesszik, amelyre (0 <) (t — 1)b < N és d;-k egészek gy, hogy
0<d <dy <---<dy <N (€s az eqtjpta; tagokat a 3.1. definicio adja
meg).

Ekkor minden Ey binéris sorozatra teljesiil a kdvetkezs:

3.5. Allitas.

W(Ey) < W(Ey) < 2W (Ey), 2)
Co(Ex) < Co(Ex) < (£ + 1)Cy(E), 3)
Qu(Ex) < Qu(Ex) < (0 +1)Qu(Ew). (4)

3.2. A konstrukci6é sorozatokra

Legyen Ey egy rogzitett binaris sorozat, és K pozitiv egész, amelyre
K < N. Legyen k egy pozitiv egész , amelyre 1 < k < K, és legyenek
ty,ta, ...t egészek Ggy, hogy 0 <t <ty < --- <t < N. Ekkor

3.6. Definicié. Legyen
FN(t17t2>"'7tk) = (flana"'afN) € {_17+1}N (5)

10



sorozat, amelynek az i-edik eleme

Ji = Civt,Civty - - Cittys (6)
ahol az e; tagokat a 3.1. definicio adja meg.

Most ezen Fy(t1,ts,...,tx) sorozatok pszeudovéletlen tulajdonsagainak
vizsgalataval folytatjuk. Emellett a kovetkezd, [1]-ben bevezetett sorozatcsa-

ladok tulajdonsagait is vizsgaljuk majd:

3.7. Definicié. Legyen L pozitiv egész gy, hogy L < N. Ekkor definidljuk
a kovetkezd F(K, L) csalddot:

f(K,L):{FN(tl,tQ,,tk) 1§]{Z§K, 0§t1<t2<<tk§L},

tovdbbd
F(K)=F(K,N —1).

Gyarmati, Mauduit és Sarkozy [1]-ben kiilon vizsgélja a prim és az Gssze-

tett modulus esetét.

3.3. Pszeudovéletlen mértékek primmodulus esetén

Legyen N = p prim, E, = (eq, ea, ..., €,) és tekintsiik az F,(¢1,to, ..., 1) =
(f1, f2, ..., fp) sorozatot, ahol t1,ts, ..., 1) egészek, amelyekre teljesiil, hogy
0<t; <ty<--- <ty <p-—1,ésaz f; tagokat (6) definidlja. Ekkor igaz a

kovetkezd:

t—1
W<Fp) = max Z fa+jb
§=0

t—1

= Inax E €atjb+t1Catjbtts " " Catjbtty
j=0

11



Tehat F), ciklikus eloszlas-mértékét becsiilhetjik F, k-adrendd kombinalt
mértékének segitségével.

é’g(Fp) becsléséhez sziikségiink van a kovetkezd definicidokra, amelyeket
Goubin, Mauduit ¢és Sarkézy [6]-ben vezettek be:

3.8. Definicié. Ha M € N, A,B C Zy; és A+ B a Zy halmaz minden

elemét pdaros multiplicitdssal reprezentdlja, azaz minden c € Zy; esetén az
a+b=c¢c, acA beRB

egyenlet megolddsszdma pdros (beleértve azt az esetet is, amikor nincs meg-
oldds), akkor azt mondjuk, hogy az A+ B halmaz rendelkezik a P tulajdon-
saggal.

3.9. Definicié. Ha k., ¢, M € N és k, ¢ < M, akkor azt mondjuk, hogy
(k,¢, M) hdrmas megengedett harmas, ha nem létezik olyan A,B C Zy,
hogy |A| =k, |B| = ¢, és A+ B rendelkezik a P tulajdonsdggal.

Goubin, Mauduit és Sarkozy bebizonyitotta, hogy ha a kévetkezd harom
feltétel valamelyike teljesiil, akkor a (k, ¢, p) megengedett harmas:

b) 4k+€ < p,
¢) a 2 primitiv gyok modulo p.

Az a) és c) allitasok bizonyitésa |6]-ben szerepel, a b) pedig a [2| cikk 4.
lemmajanak n = 1 specialis esete.

Ezt az eredményt felhasznalva a kovetkezd tételt lattak be [1]-ben:

3.10. Tétel. Legyen p prim, E, = (e1,e2,...,€,) € {—1,+1}F és legyen
F,(t1,ta, ..., tx) olyan, mint a 3.6. definicidban. Ekkor

W(F,) S W(F,) < Qu(Ep) < (k+ 1)Qk(E}p). (7)
Tovabbd, ha a kovetkezd feltételek valamelyike teljestil:

12



a) € =2,
c) a2 primitiv gyok modulo p,

akkor

C(F,) < Cu(F,) < max Oy(E,) < (kf +1) max Cy(E,).  (8)

T 1<s<ke 1<s<kl

3.4. Pszeudovéletlen mértékek osszetett modulus esetén

Ebben a részben olyan elégséges feltételt fogunk adni ¢4, ..., ¢, valaszta-
sara, amely biztositja, hogy Fy(t1, ..., t;)-nek erés pszeudovéletlen tulajdon-

sagai legyenek.
Ugy, mint primmodulus esetén, itt is tovabbi feltevés nelkiil teljesiil a

kovetkezd:
W(Fx) € W(EFx) < Qu(Fx) < (k+ 1)Qu(Fy).

Most a korrelaciot fogjuk vizsgalni: Legyen A = {t1,t9,...,tx}. Azt
mondjuk, hogy az A halmaz L-j6, ha minden B C {0,1,2,3,..., N — 1},
1 < |B| < L esetén létezik ¢ € {0,1,2,3,..., N — 1} 1gy, hogy az

a+b=c (mod N), ac€ A beB

egyenlet megoldasszama paratlan. Legyen z € N esetén ry(x) az az egyér-

telmid egész, amelyre
r=ry(r) (mod N)és0<ry(z)<N-L
Ha A halmaz L-j6, akkor az el6z6 fejezethez hasonléan kapjuk, hogy
Co(Fy) < Cu(Fp) < 12?& Cs(Ey) < (k€+1) 12?& Cs(Eyp)

hal</¢<L.

13



3.11. Lemma. Ha A = {t1,ts,...,tx} olyan, hogy

N
0§t1<t2<"'<tk<f,

akkor A L-jo.
A kovetkezs tétel a lemma kovetkezménye:

3.12. Tétel. Legyen N € N, Ey = (e1,€9,...,ey) € {—=1,+1}V, 0 < t; <
lg < <ty < % és legyen Fn(ty1,ta, ..., tg) olyan, mint a 3.6. definicicban.
Ekkor ¢ < L esetén

Co(Fx) < Co(Fy) < max Co(Ex) < (k€ +1) max C,(Ew).

T 1<s<ke 1<s<k

3.5. Nem ciklikus sorozatok

Most azt az esetet vizsgaljuk, amikor a konstrualt sorozat hossza valtoz-
hat. Legyen Ex € {—1,+1}" rogzitett sorozat és legyenek t1, . .., t; egészek,
amelyekre 0 < t; <ty < --- <tp < N.

3.13. Definici6. Legyen

Fj:/—tk<t1’ s 7tk) = (f17 f2a ceey fN—tk)7
ahol minden f; a kévetkezéképpen van definidlva:
fi = €irtiCivey -+ Cityy-

Ekkor Fy_, az Fy csonkitott viltozata (a hosszuk kiilonbéz6). Ekkor

igaz az kovetkezd tétel:

3.14. Tétel.

W(Fy_,) < Qr(EN)

14



és

Co(Fy_y,) < max Cy(Ey).

T 1<s<kt

[1]-ben a kivetkezs csaladok tulajdonségait is vizsgéljak:

3.15. Definici6é. K,T € N, T < N esetén a kovetkezdt irjuk:

.F*<K, T) == {F;_T<t1,t2, NN 7tK717T) | S k S K,

0§t1<t2<"‘<tK,1<T}.

3.6. Sorozatcsalddok komplexitasa

Gyarmati, Mauduit és Sarkozy a korabban definialt F(K), F(K, L) és
F*(K,T) csaladok csaladkomplexitasat, vagy roviden f-komplexitésat is vizs-

galja [1]-ben.
3.16. Definicio. Ha N € N, j € N, j < N, (e1,e2,...,¢j) € {—1,+1},

11,102, ...,% egészek gy, hogy 1 < 13 < i9 < .-+ < i; < N és By =
(e1,e,...,en) € {—=1,+1}V egy bindris sorozat, amelyre
€1 = €1, €4y 262,...,€ij = &y, (9)

akkor azt mondjuk, hogy Ey kielégiti a specifikidciot.

3.17. Definicio. Egy Ex € {—1,+1} bindris sorozatokbdl dllé F csaldd
f-komplexitisa az a legnagyobb j egész szam, amelyre barmely (9) specifikdcio
esetén létezik legaldbb eqy En € F, amely kielégiti azt. Az F f-komplexitdsat
['(F)-el jeloljik. (Ha nem létezik a fenti tulajdonsdggal rendelkezd j € N,
akkor legyen T'(F) = 0.)

A kovetkezd 2 tételt bizonyitottak be:
3.18. Tétel. Legyen Ex € {—1,+1}Y és F(K, L) az Ex-bél generdlt csaldd
(mint a 3.7. definicicban). Legyen

o — K ha K pdratlan,
)l K-1 haK pdros.

15



Ha valamilyen R € N esetén

2K max. CuEy) < L+1, (10)

1<t<
akkor
N(F(K,L)) > R.

A 3.5. allitas miatt a feltételt kicserélhetjiik a kdvetkezdre:

2R/K" max (t +1)Cy(Ey) < L+ 1.
1<i<R

3.19. Tétel. Legyen Ex € {—1,+1}V és F*(K,T) az Ex- b6l generdlt csaldd
(mint a 3.15. definicidban). Ha valamilyen R € N esetén

2R/ max Cy(Ey) < T, (11)

1<t<R

akkor
(F(K,T)) > R.
A 3.18. és 3.19. tételek két kdvetkezménye:
3.20. Kévetkezmény. Legyen Ey € {—1,+1}Y, F(K, L) az Ex-bdl gene-
ralt csaldd, és € egy pozitiv szam gy, hogy

max Ci(Exn) < (L+1)"¢, (12)

1<t< 55 K~ log(L+1)

lo,

Ekkor
€

log
3.21. Kovetkezmény. Legyen Ey € {—1,+1}, F*(K,T) az Ex-bdl gene-

rdlt csaldd, és € eqy pozitiv szam gy, hogy

I'"F(K,L)) >

2K* log(L+1)].

o

max Ci(Ex) < T'=.
1§t§1022(K71)10gT
Ekkor
I'(F(K,T)) > K—1)logT]|.
(FT) > |50 = 1) log
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4. Pszeudovéletlen racsok

A célunk [1] eredményeinek altaldnositéasa n-dimenzios binéris racsokra.
A szakdolgozat tovabbi fejezetei a témavezetémmel kozos munka, amelyet

késsbb egy [8| cikkben szeretnénk publikélni.

4.1. Definicio és mérték

Legyen I}, azoknak az n-dimenzidés vektoroknak a halmaza, amelyek ko-

ordinatéai 0 és N — 1 kozotti egész szamok:
Iy ={x=(21,...,2n) 1 21,..., 2, € {0,1,...,N — 1} }.

Ekkor az I}, halmazt n-dimenziés N-racsnak, vagy roviden N-racsnak
nevezziik. Ezt a definiciot a kovetkezSképpen altalanosithatjuk: Legyen
ui, Uo, ..., u, n darab linearisan fiiggetlen vektor, ahol u; -edik koordinatéaja
nemnulla, a tébbi koordinataja 0, tehat uw; = (0,...,0,2;,0,...,0) alakban
irhato. Legyenek tq,t, ..., t, egészek, amelyekre 0 < ty,ts,...,t, < N.

Definialjuk a By halmazt:

By ={x=mzu; + -+ x,u,:0 <z |u <ti(<N),i=1,...,n}.

Ekkor By-t n-dimenziés box N-racsnak, vagy roviden box N-racsnak
nevezziik. Hubert, Mauduit és Sarkozy |4]-ben a sorozatokra vonatkozo de-

finiciot a kovetkezSképpen terjesztette ki tobb dimenzidra:
- []737 — {_17+1}7 U(X) = €x-

Az x = (x1,...,x,) esetben n(x) = n((xy,...,x,)) helyett egyszertiibben
csak n(zy,...,x,)-et irunk.

Szemléletesen az x € Iy racspont helyén n(x)-nek megfelelen + vagy -
jel all, ezért n-t binaris N-racsnak nevezziik.

Hubert, Mauduit és Sarkozy [4]-ben a kovetkezd mértéket definialta bi-

naris racsokra (itt az [5]-ben szerepld ekvivalens definiciot irjuk):
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4.1. Definicid. Legyen
n: Iy —{-1,+1}.

Ekkor n (-edrendid pszeudovéletlen mértéke:

Qe(n) = max an—i—dl n(x+dy)|,

aholdy,...,d; € I} és B box N-rdcs igy, hogy B+d,,...,B+d, C I}.

Akkor mondjuk, hogy n er6s pszeudovéletlen tulajdonsdgokkal rendelke-
zik, vagy roviden, n jo pszeudovéletlen racs, ha rogzitett n, ¢ és nagy N
esetén (Qy(n) kicsi (jelentSsen kisebb, mint a trivialis N™ fels6 becslés).

Ennek a mértéknek definidlhatjuk a ciklikus valtozatat is. Vegytlink egy
1 binaris N-récsot, ekkor n-t kiterjeszthetjiik egy végtelen ;7 raccsa a kovet-

kezSképpen:

4.2. Definici6é. Legyen n egy bindris N-rdcs, ekkor a végtelen rdcs
n: 2 — {—1,+1},

;I(X) = %(xh o 7‘7:71) = U(TN(I‘1>’ o 7TN(:E7L))’

ahol rn(x;) olyan egész, amelyre ry(x;) = x; (mod N), 1 < ry(z;) < N,

1=1,...,n.

Azaz 73 az 1 periodikus kiterjesztése, N periédussal.
Legyen n : Iy — {—1,+1} egy racsfiiggvény, és jelolje Q¢(n) a Hubert,
Mauduit és Sarkozy altal definialt pszeudovéletlen mértéket. Definidljuk a

ciklikus kombinélt pszeudovéletlen mértéket a kovetkezképpen:

Qu(n) =  max D nx 4 di) x4 d)|

B.di,...,
! [xeB

ahol ;] az 1 periodikus kiterjesztése minden koordinata mentén N szerint,
a maximum pedig az Osszes kiilonb6z6 dy,...,d, € I} eltolasvektorra és
minden B C I} box N-racsra vonatkozik. Jelolje d; = (di1, ..., din).

Ekkor minden 7 binaris N-racsra teljesiil a kovetkezd:
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4.3. Allitas. Minden n: 1% — {—1,+1} rdcsfigguényre:

Q) < Quln) < (£+1)"Quln).

Bizonyitds. Az als6 becslés trivialis. A fels6 becsléshez rogzitsiink egy B
box récsot és di,...,d, eltolasokat. A racs pontjainak j-edik koordinatai

alkossék az alabbi halmazt:
Xj = {xj,kj = ]Cjbj :0< kj < Lj}, ahol (LJ — ].)b] < N.

Rogzitett j és i esetén tekintsiik az x; . +d; j 6sszeget. Mivel 0 < x4, +d; ; <

2N, a modulo N szerinti legkisebb nemnegativ maradék:
T(xj7kj + dijj) = xj,kj + di,j — mm(kj)N, ahol mm(kj) € {O, 1}

Mivel x;; a k; indexben szigortian monoton novekvé és a récs hossza kisebb
N-nél, az m; j(k;) sorozat legfeljebb egyszer valthat 0-rél 1-re. Ez a véltas
egy pi; indexnél kévetkezik be, ahol z;,, - +d;; < N < x5, 41+ d; .

Minden j dimenziéban az ¢ darab eltolas legfeljebb ¢ darab ilyen kritikus
indexet hataroz meg. Ezek a pontok a {0,...,L; — 1} indexhalmazt legfel-
jebb £+ 1 darab Jy, ; részintervallumra osztjik. Ezen intervallumokon beliil
m; ;(k;) értéke minden i-re konstans.

A B racsot felosztva a By = Ji, 1 X - -+ X J, , index-részboxoknak meg-

felel§ részracsokra, a haromszog-egyenlGtlenség alapjan:

2 [Inee+dif<d

xeB i=1 k

> T 0+ dig = maaN, )| < (€4 1) Q).

xXEBy i=1

Ezzel az allitast belattuk. O

4.2. A konstrukcid

Legyen 1 egy rogzitett binaris racs Iy-en és K egy pozitiv egész ugy, hogy
K < N. Legyen k tetszGleges 1 < k < K pozitiv egész, és legyenek

Vi, Va, ...,V € IY paronként kiilonbozd vektorok. Ekkor
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4.4. Definicid. Legyen

Fn(vi,ve,...,vy) =v: Iy — {-1,+1}
bindris rdacs, ahol

v(x) = n(x +vi)n(x+va) ... n(x + Vi),

ésn a 4.2. definicicban definidlt végtelen rdcs.

A kovetkezs fejezetekben az ilyen Fy(vi,va,..., V) racsok pszeudové-
letlen tulajdonsigait fogjuk vizsgalni. Ezenkiviil megvizsgaljuk ezen racsok

alabbi csaladjainak pszeudovéletlen tulajdonsagait is:

4.5. Definicid. Legyen L < N pozitiv egész. Ekkor definidljuk az F(K, L)

racscsalddot a kovetkezdképpen:

‘F(K7L) :{FN(V17V27"'7vk> 1< kg K7V17V27"'7Vk EIEL+1,Vz‘#Vj haz#]},

és az

F(K)=F(K,N—-1)

jelolést is bevezetyjiik.

5. A konstrualt racsok pszeudovéletlen mértékei

5.1. Példa

El6szor egy példan keresztiil megmutatjuk, hogy ha kiindulunk egy erés
pszeudovéletlen tulajdonsagokkal rendelkezé n racsbol, akkor az el6z6 konst-
rukcidval kapott v réacsrol nem feltételezhetjiik, hogy v is j6 pszeudovéletlen

Tacs.

5.1. Példa. Legyen M € N, N =2M, n =2 és
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tetszdleges bindris rdacs erds pszeudovéletlen tulajdonsdgokkal, és tekintsiik

k = 2-re a kévetkezd v rdcsot:
v(x) = ;I(X + Vl)%(x +va),

ahol vi = (0,0) és vo = (M, M).
Legyen B = I3, = {x = 21(1,0) + 22(0,1) : z1, 75 € {0,1,..., M — 1}}
racs. Ekkor

Qa(v) > Zy(x)y(x—i— (M, M))’ =

xeB

mivel
v(x+(M, M)) = n(x+(M, M))n(x+(2M,2M)) = 5(x+(M, M))n(x) = v(x).

Ez a példa mutatja, hogy tovabbi feltevésekre van sziikség N-re vagy a
v; vektorokra nézve ahhoz, hogy a kapott v pszeudovéletlen mértékei kicsik

legyenek. ElGszor azt az esetet vizsgéaljuk meg, amikor N prim.

5.2. A primmodulus esete

Legyen N = p prim, n : I' — {—1,+1} récs, és tekintsik a v(x) =
N(x + vi)n(x + va) ... 0(x 4+ v;) racsot, ahol vi,vs, ..., vy € I} kiilonbozs
vektorok. Ekkor v f-edrendii ciklikus kombinalt PR-mértéke:

Qul) = i |3 50c )+ d
k k
— 7 +z+d i +’L+d
sy ST v e v
kK Z
= max OX+V7,—'|_d7
i, (S T vsa)

ahol B box p-racs és dy,...,d, € I} kiilonboz6 eltolasvektorok.
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Most a célunk a (OOQE(V)—ra felss becslést adni.
Legyen A = {vq,va,..., v}, B ={d;,ds,...,ds}. Legyen C azoknak a

c=(ci,...,c,) vektoroknak a halmaza, amelyekre az

a;+b; =¢; (modp),i=1,...,n,a=(ay,...,a,) € A, b=(by,...,b,) € B

egyenletrendszer megoldésszama paratlan.

Ekkor

4
v(x+dy)-vx+d) =[[[[nx+vi+d) =]]nx+o).

i=1 j=1 ceC

Legyen |C| = s. Ekkor s < k¢. Ha C nemiires (s > 1), akkor

S TInx+e)

xeB ceC

> (x4 dp)- - v(x +dy)

xeB

o

< max, Q.(n)

max (s + 1)"Qs(7)

1<s<kl

< (k4 1)" max Q4(n).

1<s<kl

N

IN

Ebbdl kovetkezik, hogy ha @Q),(v)-ra szeretnénk becslést adni, akkor el6bb
a kovetkez6 kérdésre kell valaszolnunk: hogyan tudjuk biztositani, hogy min-
den A C I}, 1 < Al < k és B C Iy, 1< |B| < ¢ esetén legyen olyan c

vektor, amelyre
a;+b; =¢; (modp),i=1,...,n,a=(ay,...,a,) € A, b=(by,...,b,) €B

egyenletrendszer megoldasszama paratlan?
Legyen by, by, ..., b, F, egy bézisa F, felett. Tekintsiik a kovetkezo fligg-
vényt:
¢ :Fy—F,
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és ha x = (z1, 2o, ..., 7,) € F}, akkor
O(x) = 21by + @by + - - - + T, by

Ez bijekcio, amelyre az is teljesiil, hogy ¢(x +y) = ¢(x) + ¢(y). Ezért az
el6z6 kérdés megfogalmazhato igy is: hogyan tudjuk biztositani, hogy minden
ABCF,, 1<|Al <k, 1<|B| </{esetén legyen olyan c € F,, amelyre az

a+b=c (modp), ac A beB (13)

egyenlet megoldasszama paratlan?
A kovetkezd definiciokat fogjuk hasznélni [2]-bél:

5.2. Definicié. Ha ¢ =p", A,BCF,, és A+ B azF, minden elemét pdros

multiplicitdassal dllitja eld, azaz minden c € F esetén az
a+b=c (modp), ac A beB

egyenletnek pdros szdmi megolddsa van (beleértve azt az esetet is, amikor
nincs megoldds), akkor azt mondjuk, hogy az A+ B Osszeg rendelkezik a P-
tulajdonsdggal.

5.3. Definicié. Ha ¢ = p™ k,0 € N és k,( < q, akkor (k,{,q) szdmhdrmast
megengedett hdrmasnak nevezzik, ha nincs olyan A,B C F,, hogy |A| = k,
|B| = ¢, és A+ B rendelkezik a P- tulajdonsdggal.

Tehat ha a (k, ¢, q) megengedett harmas és fent |A| = k, |B| = ¢, akkor
létezik olyan ¢ € Fy, hogy az (13) egyenlet megoldasszama paratlan. Mauduit
és Sarkozy [2]-ben igazolta a kovetkezd tételt, ami elégséges feltételt ad a

megengedettségre.
5.4. Tétel (Mauduit, Sarkozy).

a) Minden q = p™ primhatvdny és k € N, k < p esetén a (k,2,q) megen-

gedett hdarmas.
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b) Ha q = p" egy primhatvdny, k,l € N és

g+ gy

akkor a (k,?,q) megengedett harmas.

Korabban lattuk, hogy a ¢ = p specialis esetben a 5.4. tétel egy tovabbi
kritériummal bévithets: ha p egy olyan prim, amelyre a 2 primitiv gyock
modulo p, akkor minden olyan (k, ¢, p) harmas megengedett, amelyre k < p
és L < p.

Ezt az eredményt felhasznalva kapjuk a kovetkezs tételt:

5.5. Tétel. Legyen p prim, n: I} — {—=1,+1} és Fp(vi,Va,..., Vi) a 4.4.
definicioban definidlt racs. Ekkor

Qe(n) < Qun) < (¢ +1)"Qu(n).
Tovabbd, ha a kovetkezd feltételek kézil valamelyik teljesiil:
a) =2,
b) 4700 < p,

akkor

(¢}

Qu(F) < QuF,) < max Q,(n) < max (s+1)"Qu(n) < (H+1)" max Qu(n).

T 1<s<k¢ T 1<s<k( 1<s<k?

5.3. Az osszetett modulus esete

A 5.1. példaban lattuk, hogy Osszetett IV esetén léteznek olyan I}-beli

V1, Vo, ..., Vi vektorok, amelyekre a v = Fy(vy, va, ..., Vg) racs gyenge psze-
udovéletlen tulajdonsidgokkal rendelkezik, igy a vq,..., vy vektorok nem va-
laszthatok meg tetszélegesen. Most adunk egy elégséges feltételt a vy, ..., vy

vektorok megvalasztasara, amely garantalja, hogy a konstrudlt v racs erés
pszeudovéletlen tulajdonsigokkal rendelkezzen.
A primmodulus esetéhez hasonléan, minden tovabbi feltevés nélkiil telje-
siil, hogy ] ]
Q1(v) < Q1(v) < Qi(n) < (k+1)"Qx(n).
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Most megbecsiiljiik a v racs ¢-edrendd pszeudovéletlen mértéket. Legyen
A ={vy,va,...,vi} CI}. [1]-hez hasonloan a kovetkezs fogalmat vezetjiik
be: azt mondjuk, hogy az A halmaz L-j6, ha minden B C I}, 1 < |B| < L

esetén létezik olyan c € I}, vektor, amelyre az
a+b=c (mod N), acA bebB

egyenletnek péaratlan szamu megoldasa van. Minden x € 7Z esetén jeldlje

ry(z) azt az egyértelmi egészt, amelyre
r=ry(x) (mod N) é 0<ry(z)<N

(vektorok esetén ezt koordinatanként értjuk).
Ha az A halmaz L-jo, akkor az 5.2. fejezethez hasonldéan 1 < ¢ < L esetén
kapjuk, hogy

Qu(v) < Q,(v) < max Q,(n) < (bl +1)" max Qu(n).

T 1<s<kt 1<s<kt

5.6. Lemma. Legyen A = {vy,va,..., vy} C I} olyan vektorok halmaza,
amelyek minden v; € A elemére és azok tetszdleges j-edik (1 < j < n)

koordindtdajdara teljesiil, hogy
N
0<y, <—.
— 5] L

Ekkor az A halmaz L-jo.

A 5.6. lemma bizonyitasa. Legyen B = {d;,ds,...,d;} C I} péaronként
kiilénbo6z6 vektorok halmaza, ahol 1 < ¢ < L. A definicié alapjan azt kell

igazolnunk, hogy létezik olyan c € I}, vektor, amelyre az
a+b=c (mod N), acA bebB

egyenletnek pontosan egy (azaz péaratlan szami) megoldasa van. Ezt a c
vektort koordinatanként haladva konstrualjuk meg, mikézben az A és B hal-

mazokat fokozatosan lesziikitjiik.
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Vezessiik be az A; = A és By = B jeloléseket. Tekintsiik a B; halmazban
szereplé vektorok els6 koordinatait. Mivel |By| = ¢, ezek a koordinatak
legfeljebb ¢; kiilonboz6 értéket vehetnek fel, ahol ¢ < ¢ < L. Rendezziik

ezeket az értékeket szigortian monoton névekvs sorrendbe:
0< 2 <ay <+ <y, <N.

Jelolje Hy az ezen értékek kozotti, modulo N vett szomszédos tavolsagok

maximumat, azaz a kovetkezd értékek legnagyobbikat:

TN($2 —$1), TN($3 —I2), s TN(CUZl —9%—1)7 T‘N(xl —Wl)-

Nyilvanvalo, hogy ezen tavolsagok Gsszege pontosan N. Igy a maximumukra

teljesiilnie kell a kovetkezonek:
O Hy > ry(zg —21) + -+ vz — 20) = N,

amibdl

Hy, > >

N _ N

6=

A lemma feltétele szerint a v; vektorok elsé koordinatéi szigortan kisebbek
N/L-nél. Igy ha t™) jeloli az A;-beli vektorok elsé koordinatainak maximu-
mat, akkor

N N
<tV < < H,.
0<t¢ <L_€_ 1

Tegyiik fel el6szor, hogy a H; maximumot az x,,_ 1 és x,, kozotti hézag
adja valamilyen 2 < m < ¢y esetén (az ry(x; — x4, ) eset teljesen analog
modon kezelhetd).

Ekkor vélasszuk a keresett ¢ vektor els§ koordinatajat ¢y = x,,_1 + t@
alakban. Megmutatjuk, hogy ha egy a € A; és b € B; parra a; + b = ¢;
(mod N) teljesiil, akkor sziikségképpen a; = tM) és by = z,,_;. El6szor is

vegyiik észre, hogy:

0<Zm <c1=am+tY <y +H =2, <N.
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1. eset: by = x;, ahol 1 <71 < m — 2. Ekkor
0<b+a; < a:m_2+t(1) < Ty—1 +tM =¢ < Tm_1 + Hi =z, < N.
Igy 0 < by 4 a1 < ¢1 < N, amibél kivetkezik, hogy
b1+ a1 #c; (mod N).
2. eset: by = z,,_1. Ekkor
T4 a1 =a1+b =c; =xpmy +tV (mod N),

ami a 0 < a1, t) < N feltételek mellett kizarolag a; = t™) esetén all fenn.
3. eset: by = x;, ahol m < i < /1. Ekkor két alesetet kiilonboztetiink meg
aszerint, hogy ry(a; + by) megegyezik-e az (a; + by), vagy az (a3 + by — N)
értékkel.

3A. aleset: ry(a; + b1) = ay + b;. Ekkor

rN(a1+b1):a1+61Z:Em+a12xm>cl.

Mivel 0 < ¢; < N és 0 < ry(a; +by) < N, ebben az esetben nem teljesiilhet
az a; + by = ¢; (mod N) egyenlGség.
3B. aleset: ry(a; + b)) = a; + by — N. Ekkor

0<ry(ag+b)=a+bj—N<a;+z, —N<a <tW < g+t = ¢

AO0<c <Nés0<ry(a;+b) <N feltételek miatt itt sem allhat fenn az
a; + by = ¢ (mod N) egyenlgség.

Lathato tehat, hogy az elsé koordinatara vonatkozo egyenléséget kizaro-
lag az a; =t és by = x,,_1 értékek elégitik ki. Ennek megfelelGen sziikitsiik
le a halmazainkat:

Ay ={aec A |a; =tW},
BQ = {b € Bl | b1 = xm,l}.

Az eredeti egyenlet barmely érvényes (a,b) megoldasdnak mostantol az
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As x By halmazba kell esnie. Fontos megjegyezni, hogy As és By nem iiresek,
tovabba |Bs| < |Bi| = < L.

Ezt a gondolatmenetet folytatjuk iterativan az osszes 1 < j < n koordi-
natara. A j-edik lépésben az A; C A és B; C B halmazokbol indulunk ki,
ahol |B;| < ¢ < L. Vessziik a Bj-beli elemek j-edik koordinatait, megtalaljuk
a maximalis modulo N vett hézagot, majd a fenti modszerrel megkonstruél-
juk c;-t. Ezzel egyértelmisitjik az a; és b; értékeket, ami kijeloli az A;; és
Bji1 nem iires részhalmazokat.

Az eljarast mind az n koordindtara végrehajtva eredményiil kapunk egy
c=(c,...,cn) € I vektort, valamint az A, 1 C A és B,1 C B halmazo-
kat. Mivel az A, 1-beli és a B, 1-beli vektoroknak mar minden koordinataja
egyértelmiien rogzitett (és az A, illetve B halmaz elemei eredetileg is paron-
ként kiilonbozdek voltak), ezért az A, 11 és B, 41 halmazok mindegyike pon-
tosan egyetlen vektort tartalmaz. Tehat az a+ b = ¢ (mod N) egyenletnek
pontosan egy megoldasa van, amivel belattuk, hogy az A halmaz valoban
L-jo. OJ
5.7. Tétel. Legyen N,n € N, n: I}, — {—1,4+1} egy bindris rdcsfigguény.

Legyenek vy, va, ..., vi € I3 olyan pdronként kiilonbozd vektorok, amelyeknek

tetszdleges j-edik (1 < j < n) koordindtdjdra teljesil, hogy
N
0<v;: < —.
—_— v ) L

Definidljuk a v = Fy(v1,Va,...,Vvg) rdcsot a 3.1. definicido szerint. Ekkor
0 < L esetén

o

Qu(v) < Qu(v) < max Q,(n) < (k0 +1)" max Qu(n).

T 1<s<k¢ 1<s<kt

Bizonyitds. Alkalmazzuk a 5.6. lemmat az A = {vy,vy,..., vy} halmazra.
Ekkor megkapjuk, hogy A L-j6, és kordbban lattuk, hogy ekkor minden
1 < ¢ < L esetén teljesiil, hogy

Qu(v) < Quv) < max Q,(n) < (k0+1)" max Q,(n). [

T 1<s<ke 1<s<kl
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5.4. A nem ciklikus eset

Eddig a ciklikus esetet vizsgaltuk. Most azt az esetet nézziik meg, amikor
a konstruélt rdcs mérete valtozhat.
Legyen n : Iy — {—1,+1} racs rogzitett, k, L € N, L < N és legyenek

Vi,Va,..., Vv, € I} kiilonboz6 vektorok.

5.8. Definici6. Legyen
F]>I\</—L(V17V27 cee 7Vk:) =v: I};L[_L — {—1, +1},

ahol
V(%) = 0%+ VOm(K+ va) - (V).

Ekkor F}_; az Fl csonkitott valtozata.
Legyenek dy,ds,...,d, € Iy kiilonbozéek, B box N-racs ugy, hogy
B+ dl,B+d2,...,B+dg g ]};L,_L. EkkOI‘

ZV*<X—|—d1)V*(X+d2>. *(x +dy)

xeB

ZHHU x+v;+d;)|.

xeB 1=1 j=1

Itt minden tényezében x + v; +d; € I}.
Legyen A = {vy,vs,..., v}, B = {dy,ds,...,d;} és legyen v* € A,
d* € B rendre az A és B halmaz lexikografikus rendezés szerinti legnagyobb
elemei. Ekkor (v* + d*)-nek ez az egyetlen eléallitasa v; + d; alakban, ahol
€ Aés d; € B. Legyen C azon ¢ € I}, vektorok halmaza, amelyekre
teljesiil, hogy a
vi+d;=c

megoldasszama paratlan. Mivel v* +d* € C, ezért 1 < |C| < kf. Ebbdl
kovetkezik, hogy

1315?2 . Qs(n).

ZV*(X+d1)V*<X+d2). *(x+dy)

xeB

NI

xeB ceC
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igy kapjuk, hogy
Qu(Fy_r) < max Q(n).

T 1<s<k¢

5.9. Definicié. Legyen K,T e N, T < N, T = (T,...,T). Ekkor

F(K,T)={Fy_7(vi,ve,...,vi1,T): 1 <k < K,vy,Vo,..., Vi1 € [}

6. A generalt racscsaladok komplexitasa

Eddig az egyes el6allitott racsokat vizsgaltuk. FEzekrél megmutattuk,
hogy megfelels feltételek mellett erds pszeudovéletlen tulajdonsagokkal ren-
delkeznek. Az alkalmazéasok sorédn azonban sokszor nem elég egyetlen "jo"
racs, hanem sziikség lenne ilyen racsok nagy csaladjara. Tovabba azt is szeret-
nénk, hogy a konstrualt racscsalad struktiraja "gazdag", "komplex" legyen,
sok egyméastol "fiiggetlen" raccsal. Az erre bevezetett mértékek koziil most

az egyik legfontosabbal, a csaladkomplexitassal fogunk foglalkozni.

6.1. Definiciok és a tételek racsokra

Gyarmati, Mauduit és Sarkozy [7]-ban binaris récsokra is definilta az

f-komplexitast.

6.1. Definicio. Legyen n : Iy — {—1,+1} bindris rdcs, j < N™, legyenek
X1,X2, ..., X; € I% kiilonbozd vektorok, és legyen (1,2, ...,&;) € {—1,+1}.
Ekkor

n(x1) = e1, n(x2) =2, ..., N(X5) = ¢

az m eqy j hosszi specifikdciojanak nevezzik.

6.2. Definicidé. Legyen F az I}-en értelmezett bindris rdacsok egy csalddja .
Ekkor F csaladkomplexitdsa vagy f-komplexitisa a legnagyobb j egész szam,
amelyre minden j hosszisdgu specifikdcio esetén létezik legaldbb eqy n € F,

ami kielégiti azt. Az F rdcscsaldd f-komplexitasdt T'(F)-fel jeloljik.

Koévetkezd célunk megmutatni, hogy a korabban definialt F(K), F(K, L)
és F*(K,T) csaladok (amelyek a korabbi tételek miatt erés pszeudovéletlen
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tulajdonsagokkal rendelkezé racsokbdl allnak) f-komplexitasa nagy. Ehhez
bebizonyitjuk a kivetkezs tételeket:

6.3. Tétel. Legyen n: I}, — {—1,+1} és F(K,L) az n-bdl generdlt csaldd.
Legyen
K ha K pdratlan,

K —1 ha K pdros.

K* =
Ha valamilyen R € N esetén

OR/K" tmax O,(n) < (L +1)", (14)

1<t<R

akkor
I(F(K,L)) > R,

Megjegyezziik, hogy ez a tétel F (K )-ra is also becslést ad, mivel F(K) =

F(K,N—1).
A tételben a 4.3. allitds miatt a feltételt kicserélhetjiik a kovetkezdre:

R/K* n n
2 lréltag%(t +1)"Qu(n) < (L+1)

6.4. Tétel. Legyenn: I}y — {—1,4+1} és F*(K,T) azn- bol generdlt csaldd.
Ha valamilyen R € N esetén

2D max Qq(n) < T, (15)

1<t<R

akkor
I(F(K,T)) > R

6.2. Tételek bizonyitasa

A két tételt parhuzamosan fogjuk bizonyitani. A 6.3. tételben vizsgalt
probléméra (F(K, L) vizsgalatara) 1. esetként fogunk hivatkozni, a 6.4. té-
telben szerepld problémat (az F*(K,T') vizsgalatat) pedig 2. esetnek nevez-
ziik. Az M szamot tgy definialjuk, hogy az 1. esetben M = N, a 2. esetben
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pedig M = N — T, tovabba F definicioja az 1. esetben F = F(K, L), a 2.
esetben pedig F = F*(K,T).
A tételek bizonyitasahoz elég azt belatni, hogy barmely kiilonb6zd

$1,82,...,8r € I} (16)
és
(617827"'7€R) S {_17+1}R (17)
esetén létezik olyan v : I}, — {—1,+1}, v € F, amelyre

v(s1) = €1, v(s2) =¢€9,...,V(SR) = ¢€pR. (18)

A kovetkez§ jelolést alkalmazzuk: ha aj, as,...,a; (nem feltétlentl kii-

16nb6z6) vektorok ugy, hogy

aj,ap,...,a, € I, 1. esetben
és
aj,az,...,a; € Iy, 2. esetben,
akkor legyen
F(a17a27"'7ak) :V(a17a2 ..... 2%) : ]]7\14 — {_1’+1}7 (19)

ahol
p@raza) (x) — p(x +a)n(x +ag)...n(x+a,) xely. (20)

Ekkor ha valamely 1 < u < v < k esetén a, = a,, akkor az (20) egyenlet
jobb oldalan szerepld n(x + a,)n(x + a,) szorzat értéke

n(x+a,)v(x+a,) = nx+a,))? =1,

igy ezt kitorolhetjiik a szorzatbol, (feltéve, hogy van legalabb egy tovabbi
n(x + a,) tényezd).
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Ha k pératlan, akkor az ilyen szorzatok kidobasaval az (20) jobb oldalét
egyszerisithetjiik gy, hogy a megmaradé n(x + a;) tényezékben kiilénbozs
a;-k szerepelnek, és mindegyik legalabb egyszer eléfordul. Ebbdl kévetkezik,

hogy minden F'(aj,as,...,ag)-re
F(aj,ag,...,a;) € F ha k paratlan és k < K. (21)

Bevezetjiik a kdvetkezs jeloléseket: R, N, Z, k€ N, Z = L+ 1 az 1. eset-
ben és Z =T+1 a 2. esetben, S = (s1, 9, ...,sg) kiilénbozs I}, - beli vekto-
rok sorozata és X = (1,29, ...,25) € {—1,+1}. Jeldlje V(n, Z, S, X, k) az
olyan (aj,ay,...,a;) k-asok szamat, ahol a; € I} (i = 1,2,...,k) és teljesiil

Fy = Fy(ag, ay, . .., a;) = v@32-3)_1ra hogy

Ekkor ha be tudjuk bizonyitani, hogy a 6.3. tétel feltételei mellett minden S

és minden X esetén, teljesiil, hogy
Vin,L+1,8,X,K*)=V(n,Z,5,X,K*) >0, (22)

akkor ezt X helyett (e1,e9,...,6g) - ra alkalmazva kapjuk, hogy létezik
olyan Fyy = Fy(ag, ag,...,ax~), ami teljesiti a (18)-t, és mivel (21) miatt
Fuy € F(K, L), ezért a 6.3. tételt belattuk.

A 2. eset ennél kicsit bonyolultabb. Itt azt kell bizonyitanunk, hogy

Vi, T,5, X, K —1)=V(n, 2,8 X,K—1) >0, (23)

Ahhoz, hogy a (18) megoldhatosiagat megkapjuk, a (22)-at fogjuk hasz-

nalni a kovetkezd X-szel:
X = (8177(81 + T)7 527](82 + T)? s 7€R7](SR + T>>7
ahol T = (T,T,...,T).

A (22) alapjan létezik olyan Fy; = Fys(ag, ay, ..., ax_1) = p@a2-ax-1)

33



a,ell 1<i<K-1

és
V(a1,a2 ..... aK—l)(Sj) = €j77<sj + T) , 1 S ] S R. (24)
Tekintsiik a kovetkezd sorozatot
F;\}:FM(al7'--,aK_1,T):l/(al """ aK*l’T),
Ekkor

= (€Zn(SZ+T))77(SZ+T) =&; ha i = 1,2,...,3.

Ebbdl kovetkezik, hogy Fj, teljesiti a (18)-t, tovabba

jobb oldalan a szorzatban az s; + T vektor kiilénbozik az oOsszes s; + a;
vektortol. Emiatt ha elvégezziik a korabbi egyszertsitést, akkor az s; + T
tényez6 az egyszertisités utan is a szorzatban marad. Ezért teljesiil, hogy
F;\} = FM(al,. .. ,aK_l,T) S .F*(K,T)
A 6.3. és 6.4. tételek bizonyitasahoz hasznaljuk a kévetkezd lemmat:

6.5. Lemma. A fenti jeloléseket haszndlva:

nk 2 k 1 tb
ZQR < (maX1<t<RQt(77))k az esetben (25)

(maxi<i<p Q:(n))" a 2. esetben,

Vn,Z,8,X, k) —

ahol Z = L+ 1 az 1. esetben, Z =T + 1 a 2.esetben és | X| = R.
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Bizonyitas.

an
V(T],Z,S,X,k})— 2R
R
’ RARRSS )
HD DD IR ppum | ISR
alel agEI akEIn ]:]_

1
:2_R Z ZZ Z H (a1,a2,..., ak) sz)

1<j1<<jt<R

an
9R

I1

y X aX yey e

T=(g1,-dt) 70 he{1,2,....R\T ajely azely apel} i=1
1<ji<<jt<R

k

21R > DI li[Hns]ﬂrar

T=(j1,e5t)#0  |ar1€l; azely apely i=1r=1
1<ji<<ji<R

IQLR 3 DIEEDD ﬁ(gn(sjﬁar))

jz(jlva]t)#@ alGIg aQEIg ake[g r=1
1< <-<Gt<R

ZQLR Z ZHT/(Sji—i_a

T=(415-:5t)#0 acly i=1
1<ji<<jt<R

A
|

k

A belss Gsszeg Qi(n) és Q,(n) definicidja alapjan a kévetkezGképpen be-

csulhetd: ]
Q.(n) az 1. esetben

Z Hn(sji + a) < ’ (26)

acly i—1 Q:(n) a 2. esetben.

Az els6 sszeg 7 kevesebb, mint 2F tagbol all, ezért a lemma allitasa
teljesiil. O

Hasznéaljuk a lemmét L + 1-re és K*-ra Z és k helyett. Ekkor
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a1€ly azely  apely  J=(ji,....je)#0 i=1 he{1,2,...,R\T

sz)




o (L o\
Ebbdl kovetkezik, hogy
o (L o\
VipL+1,8,x K% 2 ETT (e &) (29)

A 6.3. tétel feltételei miatt a jobb oldal pozitiv, és ezzel a tételt belattuk.
Hasonloan, T-t és (K — 1)-et helyettesitve Z és k helyére, a 6.4. tétel is
belathato.
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Nyilatkozat mesterséges intelligencia hasznalatarol

Alulirott, Takdcs Anita nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése és

végsG lektordlasa soran az alabb felsorolt feladatok elvégzésére a megadott

MI-alapt eszkozoket alkalmaztam:

Feladat

Felhasznalt eszkoz

Felhasznalas helye

Megjegyzés

Latex forraskod

Latex kodok Gemini A teljes dolgozatban - .
technikai formazasa
Megfogalmazas finomitasa Gemini A teljes dolgozatban kis mértékben
Helyesiras ellenérzése Gemini A teljes dolgozatban

A felsoroltakon tul méas MI-alapt eszkézt nem hasznaltam.
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