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1. fejezet

Bevezetés

Az arverések a gazdasagelmélet, a jatékelmélet és a valoszinliségszamitas hataran vannak.
Ennek koszonhetéen az arverések vizsgalata a mai napokban is folyamatosan fejlodik,
boviil. Ebben a dolgozatban matematikai eszkozokkel szeretnénk elemezni az arveréseket,
hogy kiilonboz6 attributumok alapjan 6sszehasonlithassuk oket.

Jelen dolgozatban arra fogunk koncentralni, hogy az arverezé arverésbol szarmazo
varhaté hozamat maximalizaljuk. Lehetne mas szempontok szerint is 6sszehasonlitani
az arveréseket, példaul a jolét maximalizdlasa szempontjabol. Egy arverés akkor lesz
jolét-maximalizald, ha az arverés targyat az a licitalo kapja meg, akinek a legmagasabb
a belso értéke a tételrol. Ebben a dolgozatban, habéar a kézzéppontban nem lesz ez az
attributum, igy is majd szép eredményeket kapunk majd ra.

A dolgozat 2-es fejezetben fogjuk a hasznalt fogalmak jelentGs részét megismerni. Az
itt szerepld definiciok fognak segiteni minket az arverések megértésében és elemzésében.
A 3-4-es fejezetben fogjuk elkezdeni konkrét arveréseket vizsgalni. Ezekben a részekben
fogjuk levezetni az optimalis, fliggetlen bels6 értéki, zart licites arveréseket.

A fliggetlen eset altalanositasaval az 5-6s fejezetben fogunk foglalkozni, ahol az eddig
latottakat alkalmazni fogjuk a mindennapokban gyakran hasznélt arverésekre.

A 6. fejezettol kezdve a figyelmiinket a fiiggetlen esetnél egy tdgabb modellre fogjuk
forditani. Ebbe a modellbe bele fognak tartozni a fiiggetlen belso értékii, illetve a kozos
bels6 értékli arverések is. A fiiggetlen esettdl eltérden az altaldnosabb modellben nem
fogjuk tudni szépen meghatarozni az altalanos optimalis arveréseket. Viszont hasznos
eredményeink fognak sziiletni az angol, a holland, az els6, illetve a masodik zart licites
arverésekrol.

Tovabba a 6-9. fejezetben elkezdjiikk majd vizsgalni az arverez6 informaciokozlési

sl

nem érdemes hazudnia a belsd informacioirdl.



2. fejezet

Arverezési probléma

Ebben a fejezetben elkezdjik az arverésekkel kapcsolatos fogalmak definidlasat a [1]
Tim Roughgarden: Algorithmic Game Theory, [3] Roger B. Myerson: Optimal Auction
Design, [5] Jonathan Levin: Auction Theory kényvek, cikkek alapjan.

Arverésekre mindenki latott mar példat, hiszen koriilvesznek minket a mindenna-
pokban. Egymastol teljesen kiilonbozo tertileteken hasznaljak az arveréseket targyak és
tételek eladdsdra. Arverésen értékesithetik egy miivész alkotdsait, de ugyanigy arverés
segitségével donthet a kormany arrdl is, hogy mely befektetének adja el egy teriilet
banyészati jogat. De éppenségel nap mint nap arverések millioi zajlanak automatizalt
rendszerek kozott hirdetési feliiletek eladasara.

Az arverések nem egyformak. Egy festmény értékesitése példaul torténhet angol
arverés szerint, ahol az eladd egyre magasabb arakat kialt ki, a licitalék pedig jelzik,
hogy még mindig hajlanddak-e megvasarolni a festményt az adott aron. Ezzel szemben
vegylik annak a példajat amikor egy piaci eladd a holland arverés szerint szetené eladni
egy csokor viragat. E soran az eladd egy magas arrél indulva fokozatosan csokkenti az
arat és az a licitalo kapja meg terméket, aki a legkorabban hajlandé megvasarolni azt
az aktualis aron.

Az elad6 célja az, hogy olyan arverési mechanizmust hozzon létre, amely szamara
valamilyen szempontbdl optimalis.

Ebben a dolgozatban olyan arverésekkel foglalkozunk, ahol az eladd egyetlen tételt
szeretne értékesiteni n licitalo kozott gy, hogy maximalis varhatd profitra tegyen szert.
Legyen a licitalok halmaza

N =A{1,2,...,n},
ahol j € N a j-edik licitalot jeloli.
Minden licitalonak van egy belsé értéke ¢; az eladandé tételre vonatkozdan. Az eladd

szamara ezek az értékek nem ismertek, ezért valoszinliségi valtozoként kezeli Oket.
Tartozzanak minden licitalohoz a;, b; konstansok, ahol b; > a;, valamint egy

fj . [(I],b]] — ]R+



stirliségfiiggvény, amely meghatarozza t; eloszlasat. gy a; a lehetséges érték also,
mig b; a felsd korlatja. Ezek a stirliségfiiggvények mind az eladd, mind a licitalok szdmara
ismertek, valamint feltessziik roluk, hogy

fj(tj> >0 Vt] S [aj, bj] VL] eN

Definidljuk a licitalok lehetséges belso értékeinek terét, valamint a tobbi licitald
lehetséges beslo értékeinek a terét a j-edik licitdld szemszogébol:

T = [al,bl] X [az,bg] X X [an;bn] C R"™.

T_j = [ar,ba] x -+ X [aj_1,0j-1] X [aj41,055a] X -+ X [an, by

Kezdetben vizsgaljuk azt az esetet, amikor a licitalok belsé értékei egymastol fiigget-
lenek. Ekkor az egyiittes stirliségfiiggvény, illetve a j-edik licitald szemszogébdl a tobbi
licitald belso értékeinek eggyiittes stirtiségfiiggvéyne:

f&) =11 fit:) (2.1)

1EN

foi(t—y) = I fit). (2.2)
ieN
i#]

A lehetséges arveréseink terét sziikitsiik a zart licites arverésekre. Ebben a modellben
minden licitalé kozli az eladdval a sajat belsé értékét, mikozben a tobbiek ajanlatait
nem ismeri meg. Az elad6 ezutan a beérkezett ajanlatok alapjan eldonti, hogy ki kapja
meg a tételt, illetve kinek mennyit kell fizetnie.

Legyen az eladé altal elore meghatérozott
p: T —R"

e: T —R"

a fizetési, illetve az allokacios fiiggvény.

Ekkor egy adott ¢t = (ty,...,t,) vektorhoz az elad6 kiszdmolja a p(t) illetve e(t)
értékeket.

A p(t); érték meghatarozza, hogy a j-edik licitdlénak mennyit kell fizetnie, mig e(?);
azt adja meg, hogy mekkora valoszinliséggel kapja meg a tételt.

A (p,e) parossal megfogalmazhat6 a licitalok varhaté haszna:

Uilp.e.ty) = [ (te(t) = p(0) /- (t-;)dt . (23)

—J



Ehhez feltételezziik, hogy a licitalok kockazatsemlegesek.

Ennek mintajara az eladd varhaté hozama, ty belsé értékekkel:

Uolpe) = [ (to (1 - e@-)) + Zp(t») £ () dt. (2.4

JEN JEN

Osszefoglalva az eladé feladata az, hogy (p, e) megfeleld megvélasztdsaval maximali-
zalja Uy értékét. Ugyanakkor nem minden (p, e) paros hatdroz meg értelmes arverési

rendszert, ezért tovabbi feltételek vizsgalata is sziikséges.



3. fejezet

Megvalosithatd arverések

Ebben a fejezetben a megvalésithatd arverésekkel fogunk foglalkozni, mint ahogyan az
megtalalhaté a [1] Tim Roughgarden: Algorithmic Game Theory, [3] Roger B. Myerson:
Optimal Auction Design és [5] Johnathan Levin: Auction Theory konyvekben, cikkekben.

Az e figgvény alakjara a kovetkezo feltételeknek teljesiilniiik kell. Ahhoz, hogy e
valéban egy valdszinliségi eloszlast irjon le, sziikséges, hogy az esélyek Osszege legfeljebb

1 legyen, illetve egyik licitalé se kaphassa meg a tételt negativ valdszintiséggel:

> ei(t) <1, e;(t)>0 Vie NVteT. (3.1)
jEN
Eszrevehetd, hogy megengedjiik a Yjen €j(t) < 1 esetet is, azaz az eladé donthet
ugy, hogy megtartja a tételt, és nem adja oda egyik licitalonak sem. Errol bévebben a
kikialtasi arak bevezetése utan lesz sz6.
A (p,e) parnak olyannak kell lennie, hogy a licitalék részt akarjanak venni az
arverésen. Ezt azzal biztosithatjuk, hogy a varhaté hozamuk nem negativ lesz, mivel

ekkor atlagosan megéri szamukra a részvétel:

Uj(p, e,tj) >0 VteT, th S [CL]‘, b]] (32)

Végezetiil azt is el kell érniink, hogy a licitaloknak ne érje meg hazudniuk a bels6
értékiikrol az eladonak. Ezt ugy fogalmazhatjuk meg, hogy az igazmondés egy Nash-
egyenstlyt alkot. Ekkor, ha a j-edik licital6 valodi belsd értéke ¢, akkor az s; értéket

jelentve nem novekedhet a varhaté haszna:

Uj(p.e,t;) > /T _(tj ej(t-j, ;) = pi(t—j,5)) f—(t—;) dt_,, (3.3)
\V/] c N7VSj,tj c [CLj,bj].

Azokat a (p, e) parokat, amelyek teljesitik az (5), (6) és (7) feltételeket, megvalésithatd
arveréseknek nevezziik. Az ilyen arverések kozott szeretnénk maximalizalni az eladd

varhatdé hozamat.



Bar a megvalésithatosag feltételei intuitivak, elsé rdanézésre nem latszik, hogyan
lehetne ezek segitségével optimdlis (p, e) part talalni. Ezért megprébéaljuk a megvaldsit-
hatosagot egy masik nézoépontbdl karakterizalni.

Legyen Qj(e,t;) annak a valészintisége, hogy a j-edik licitdlo kapja meg a tételt,
feltéve, hogy a bels6 értéke t;. Ekkor

Qj(e,t;) :/T o) [ () dt;.

—J
A Qj(e, t;) fuggvényrdl ésszertien elvarhatd, hogy nagyobb belsé érték esetén nagyobb
valoszintiséggel kapjuk meg a tételt, vagyis (); monoton névekvé t; szerint.
Ezzel egyiitt mar megfogalmazhatjuk a megvalésithato arverések 0j karakterizaciojat.

3.0.1. Tétel (Megvaldsithatéd arverések karakterizacidja). A (p,e) par akkor és csak

akkor meguvalosithato, ha
Qj(e’ Sj) < Qj(e’ tj)v ha tj > S5 (3'4)

VjeN, Vt;, 55 € lag, byl

tovabba

tj
Us(p, e, t;) = Us(p, e, ay) +/a} Q;(e. 5;) ds;, (3.5)

\V/] eN th S [CLJ', bj]

Uj(p,e,aj) 2 0, VJ € N, th € [aj,bj}, (36)
valamint teljesil az (5).

Bizonyitdis. A tételben megfogalmazott feltételek mellett hasznalni fogjuk az alabbi
egyenlGtlenséget:

Uj(p,e,t;) > Uj(p, e, 55) + (t; — 5;)Q;(e, t). (3.7)

El6szor lassuk be, hogy az (5), (6) és (7) feltételekbdl kovetkezik az (5), (8), (9) és
(10) feltételrendszer. Ehhez megmutatjuk, hogy (7)-bél kovetkezik (11):



p,e t /T (t]e] t*J?SJ p](tﬂasa))ffj(tfj) dt_;
((s; Dej(t—js7) = pilt—j,5;)) f-i(t—y) dt_;
(

sjej(t—j, s5) — pi(t—j, S]))-f—j (t—;)dt_;

h,

+ (8 — Sj)/T ej(t—j,s5)f—(t—z)dt_;

-

=Uj(p,e,sj) + (t; — s;)Q;(e, s;).

J

M

—Jj

Ezzel mar be tudjuk latni a (8), (9) és (10) allitasokat a (6), (7) és (11) feltételekbol.
A j-edik licital6 belso értéke ugyanigy lehet s;, mint ¢;, igy a két szdm felcserélésével:

Uj(p.e,s5) 2 Uj(p,e, ;) + (s; — £;)Qj(e, t;) = Us(p, e, t5) — (t; — 5;)Qj(e, 1)
Ezt a két egyenletet atrendezve és Osszegezve megkapjuk, hogy

(t; — 5;)Qji(e; s5) < Uj(p.e,t;) = Uj(p, e, s5) < (t; — s;)Qj(e, 1)

Feltehetjiik, hogy t; > s;. Ekkor (t; — s;)-vel leosztva azt kapjuk, hogy Q;(e,t;) >
Q,(e, s;), ami bizonyitja a (8)-at.
Bevezetve a 6 = t; — s; jelolést, azt kapjuk, hogy

0Q;(e, s5) < Uj(p, e, 85 +6) — Uj(p, e, 85) < 0Qj(e, 55+ 9).

Mivel Q;(e,s;) monoton névekvé s; szerint, ezért integralhaté s; szerint. Ezt

felhaszndlva megkapjuk a (9)-et:

tj
Qj(ev Sj) ds; = Uj<p7 €, tj) - Uj(p7 € aj)'
a;
Végiil (10) a (6) specidlis esete a (9) felhasznédlasaval. Ezzel belattuk, hogy a (5), (6)
és (7) feltételekbél kovetkeznek a (5), (8), (9) és (10)-es feltételek.
Most vizsgaljuk meg a masik irdnyt. Ismét hasznélni fogjuk a (11)-es segédfeltételt.
Tegytik fel ismét, hogy t; > s;. Ekkor:

10



Ujpre.t) = Uslpre.as) + [ Qy(enrar
~Upea)+ [CQendars [CQ e
=Uj(p,e, s5) + : Qj(e,r)dr
> Uj(p,e,s;) + /: Q,(e, s;)dr

=Uj(p.e,55) + (t; — 5;)Qj(e ;).

Itt felhaszndltuk a (9)-et az U; kibontdsanal, valamint a (8)-at az egyenl6tlenségnél.

Ezzel a (7) belathaté: elegendd a bizonyitas elsé felében szerepld szamolést visszafelé

elvégezni.
A (6) allitas kovetkezik a (9)-b6l, valamint abbdl, hogy @; definici6jabdl latszik:
Qj(e,tj) Z 0 Vt] S [aj,bj].
Ezzel belattuk a lemmat. [

11



4. fejezet

Optimalis arverések a fiiggetlen

esetben

Ebben a fejezetben szereplé eredmények meghatarozzak az optimalis arveréseket a
fiiggetlen bels6 értékek esetében. Tovabbi informacié taldlhaté [3] Roger B. Myerson:
Optimal Auction Design, [4] John G. Riley és William F. Samuelson: Optimal Auctions
cikkeikben.

Lezarva a megvaldsithato arverések karakterizalasat a zart licites modellben, készen
allunk, hogy meghatérozzunk egy olyan (p,e) parost az f; eloszlasok alapjan, amely a
megvaldsithatd arverések osztalyan belill maximalizélja az elad6 varhato bevételét .

4.0.1. Tétel. Legyen e olyan allokdcics figguény, amely teljesiti az (5) és (8) feltételeket,
és maximalizdlja az aldbbi kifejezést:

F(5 (0 52 <)o) s "

JEN

Itt F; : T — R"™ az f; striségfiggvényekhez tartozo eloszldsfiggvények, mig to az
elado belso értéke a tételrol.
Ha a fizetési fiigguényt az alabbi modon vdlasztjuk:

t

pilt) = &0t = [ ej(t-j.5))ds;, (4.2

a;j

akkor a (p,e) pdros egy optimdlis drverést hatdroz meg.

Bizonyitds. A (4)-es atrendezésével azt kapjuk, hogy

Uo(p, €) :/Ttof(t)dt+ Z/Tej(t)(tj—to)f(t) at
+ % [ (ms) = tyes0) F0) .

JEN

12



El6szor vizsgaljuk az utolsé tagot:

/ (ps(6) = te;(6)) (1) at

—/ ( / (tjes(tsnty) = pilt—snty)) (¢ )dt—j>fj(tj)dt
—— [ et () at

- [(v nm%+/’@e%nm)ﬁ<>

— _Uj(p,e,aj)/az £;(t;) dt; —/ajj /a]_j Qj(e, s5) fi(t;) ds; dt;

= ~Uip.ea) = [ Qyle.s)(1 = Bs) ds
~Ui(pesa) + [ (1= F(t))es(f-s(t-5)

~ e+ [ w0 a

Ezt behelyettesitve a (14)-be , azt kapjuk, hogy

Uo(p,e) = /T (Z (tj - W - t0> ej(t)> f(t)dt

JEN

+/t0f dt—ZU D, €, a;).

JEN

(4.4)

Ezt szeretnénk maximalizalni a (p, e) paros szerint a megvalésithatdsagi feltételek
mellett. Mivel az [, tof(t) dt tag nem fiigg sem p-tél, sem e-tél, ezért ezt elhagyhatjuk.

A megvalésithatdsagi feltételek kozott a p fuggvény csak a (6) és (8) feltételekben
szerepel. Ez a két feltétel 6sszevonhato:

0 < Uj(p, e, a;)
= Uj(p, e.t;) /Q]esg ds;
:/ (tje;(t) = pi(1)) f-5(t—y) dt
_/ / ejt—j,s;)fj(t—;)ds;dt_;
_ (tjej (t) —py(t) — /atj ej(t—j, s5) de) foj(t—g) dt ;.

T—; j

Mivel U;(p, e, a;) > 0, ezért ezek Osszege is nemnegativ. Igy az el6z8 optimalizalasi
problémaban az a legkedvezébb eset az, amikor ez az 0sszeg éppen nulla.

13



Ha p-t a (4.2) formuldnak megfelelden valasztjuk, akkor ez teljesiil. Ebbdl kovetkezik,
hogy a maximalizdlandé kifejezés:

1 — Fy(t)

Uo(p, ) = / (t- oAl —t0> e;(t) | f(t)dt. (4.5)
&\ )
Az (5) és (8) kiviil a tobbi feltételt mar beallitottuk tgy, hogy teljesiiljenek. Ennek
koszonhet6en mar csak a (5) és (8) szerint kell maximalizalni, ezzel belatva az allitdst.

]

A tételbol adddik, hogy definialjuk a

cit)) =t; — — 292

S /1(7)
latszolagos értékfiiggvényt. Eldszor tegyiik fel, hogy a ¢; fliggvény monoton novekvd
minden 7 € N esetén. Ekkor az e allokaciés fliggvény legyen olyan, amely a tételt a
legmagasabb latszolagos értéki licitalonak adja, feltéve hogy

max ¢;j(t;) > to.
Kiilénben az eladé megtartja a tételt. Igy e teljesiti az (5)-0s feltételt.
Emellett ekkor e maximalizalja az

S (e5(ty) — to)es (1) (4.6)

jJEN
kifejezést, mivel ha max;ecn ¢;(t;) < to, akkor az 6sszeg minden tagja nem pozitiv, tehat
a maximumat akkor veszi fel, ha e(t) = 0.
Igy e a (12)-es kifejezést is maximalizalja. Tehat ha e teljesiti a (8)-as feltételt, akkor

a beldle kiszamolhato p fizetési fliggvénnyel a (p, e) paros optimdlis arverést alkot.

Ennek belatashoz, felhasznaljuk, hogy ¢; monoton névé. Ha t; > s;, akkor

cj(t;) = cj(ss)-

Mivel e annak a licitalonak adja a tételt, akinek a legmagasabb a latszélagos értéke,
ezért ha a j-edik licitdlé kapta meg a tételt, amikor a bels6 értéke s; volt, akkor ¢;-t
mondva is megkapta volna azt. Emiatt e;(t) > e;(t_;, s;), amit integralva megkapjuk,
hogy

Qj(evtj) ZQj(easj)7 ha tj = 8j,

ami éppen a (8)-as feltétel.
Szamoljuk ki, hogy ehhez az e allokéaciés fiiggvényhez milyen p fizetési fliggvény
tartozik. Emlékezziink vissza, hogy p alakja:

14



£y
¢;(t—j,55) ds;.

pilt) = e;(0)t; = |

a;
Ehhez segitségként vezessitk be a z;(t_;) jelolést, ahol z;(t_;) legyen a j-edik licitalo
licitjeinek infimuma, amellyel még megkapja a tételt:

zi(t_;) = inf{sj ci(s;) > maX{to,ci(ti)}, i€ N, i# j}.

Ekkor .
J
/a ej(t_j, Sj) de = ﬂ{thzj(t,j)} (tj — Zj(t_j)). (47)

i

fgy ha e;(t) = 0, akkor p;(t) = 0, mig ha ¢;(t) = 1, akkor p;(t) = z;(t_;).

Ezzel megkaptuk az optimalis drverést abban az esetben, amikor ¢; monoton novo:
e;(t) = ]l{ (t_)}]l{cj'(tj)>ci(ti)V’i<j}'

cj(t;)=maxci(t;

pi(t) = Lie;n=13 25 (t—))-

Az allokaciés figgvényben a masodik indikator csak arra szolgal, hogy ha két
licitalonak ugyanakkora a latszolagos értéke, akkor az kapja a tételt, aki el6bb jelentkezett
az arverésre.

Fontos megjegyezni, hogy amikor ¢, = 0, még akkor is lehetséges, hogy az eladd
megtartja a tételt, ha a legnagyobb beérkezett licit kisebb, mint cj_l(to). Ebben az
eseteben a cj_l(to) értékre lehet mint egy kikialltasi arként gondolni. Habar igy megvan
annak az esélye, hogy az eladéndl marad a tétel, ami az eladénak 0 bevételt jelentene,
igy amikor van a kikalltasi ar felett licit, garantalva van, hogy z;(t_;) értéke legalabb
¢; ' (to). Vérhatéan meg fogja érni az cladénak garantalni a c; ' (fo) eladdsi arat, azért
cserébe, hogy néha nalad marad a tétel.

Abban az esetben, amikor a ¢; fiiggvény nem monoton névekvo, a fent hasznalt
arverés nem teljesiti a (8)-as feltételt, ezért nem lesz megvalésithaté. Emiatt 4j jeloléseket
kell bevezetniink.

Mivel f; > 0, ezért a hozzajuk tartozé Fj eloszlasfiiggvények szigortian monoton

novekvok, igy létezik az inverziik:

-1 .
F70 (0,1 = R,

amely egy monoton névekvé fiiggvény. Ekkor legyen tetszéleges s € [0, 1] esetén



Folytatva, legyen G; a H; als6 konvex burka:

G(s) = min{ij(rl) + (1 —w)H;(ry) |w, 1,72 € [0,1],
wry 4+ (1 —w)ry = s}.

Mivel
H;(0)=0,  H;j(1)=1,  Hj(s) >0,

ezért ezek a tulajdonsagok Gj-re is teljesiilnek.
Tovabbé, mivel G; konvex, ezért legfeljebb megszamlalhaté sok pont kivételével
derivalhato, tehat értelmes a

gi(s) = G'(s)

jelolés. Azokban a pontokban, amelyekben G nem derivalhato, a g; fiiggvényt ugy
terjesztjiik ki, hogy jobbrél folytonos maradjon.
Mivel G konvex, ezért g; monoton névekvo, igy az

fliggvény is monoton noévekvo lesz.
Ezzel az 1j c¢; figgvénnyel mar altaldnosan meg tudunk hatarozni egy optimalis
arverést. Legyen
M(t) = {z | to < (1) = max Ei(ti)}.
i€EN
Az M (t) halmaz azon licitdlokat tartalmazza, akiknek a médositott latszolagos értéke

maximalis.
4.0.2. Tétel (Optimdlis arverések). Legyen a p fizetési figguény és a € allokdcids
fagguény

1 :
e (t) = @) ha j € M(t)

0, ha j ¢ M(t)

tovabbad

t;
zi(t) = e;(t)t; —/ ej(t_;,s;)ds;
aj

Ekkor a (p,€) pdros egy optimdlis drverést hatdroz meg.

Bizonyitas. Parcidlis integralassal kapjuk, hogy
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Mivel

és
Gj(F;(b;)) = G;(1) =1 = H;(1) = H;(F;(by)),
ezért az elsé tag eltiinik.

Ezt felhaszndlva a 4.0.1.-es tétel atirhato:

1=Kl L
<t] fit) t0> SO dr

= [ 3 (eitts) — to)es( (1)
3 [ = g (Fy ) )es 070

-2 /bj (H;(Fj(t)) — G3(Fi(t;))) dQ; (e, t;).

jeN &

A monoton névekvo esethez hasonldan itt is e maximalizalja

/T (Z(Cj(tj) - to)ej(t)> F(t) dt.

jJEN
Tovabba, mivel H; > G;, ezért ha (p, €) teljesiti a (8) feltételt, akkor
b
[ (Hi(Fi (1)) = Gi(F3(t,))) dQj(e. ) = 0.
a;
e teljesiti a (8)-at, mert ¢;(t;) monoton névekvd fliggvény, igy €; is az, amibdl
kovetkezik, hogy @;(e, t;) szintén az, mint a monoton noveked§ latszélagos érték esetében.

17



Végiil, ha (p, €) maximalizalja a (12)-es kifejezést — ami biztosan teljesiil, ha

bj
| (B (1)) = G5 (F5(1))) d@Qs (e, ) = 0.
akkor (p, €) egy optimdlis arverést alkot.
Mivel G a H; als6 konvex burka, ezért ha G;(s) < H;(s), akkor s egy kornyezetében
G; linearis, azaz ott

Tehét az ennek megfelel$ intervallumon c; és (); konstansok.
lgy

/)

(H;( j<Fj<tj>>) dQ; (e, ;)
/ — G5 (F(1,))) 1,60y 4@y e, 1)

H
/ ) = G(F5(£))) a0 AQs (e, )
=04+0=0.

Ezzel beldttuk az allitést.
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5. fejezet

Nem zart licites arverések

Ebben a fejezetben kimondjuk a [1] Tim Roughgarden: Algorithmic Game Theory, [3]
Roger B. Myerson: Optimal Auction Design konyvben, cikkben talalhaté kinyilatkozta-
tasi elvet.

Eddig csak olyan arverésekkel foglalkoztunk, amelyek a zart licites modellen beliil
vannak. A mindennapokban azonban koézel sem teljesil, hogy minden arverés ilyen
formatumn lenne. Mind az angol, mind a holland arverés nem zart licites arverés.
Szeretnénk ezekben az esetekben is optimalis arveréseket keresni. Ebben a részben latni
fogunk egy tételt, amely megmutatja, hogy nagyon sok arverést — koztiik a holland
arverést és az angol arverés egy valtozatat is — vissza lehet vezetni a zart licites modellre.

Jelenleg nem egyértelmi, hogy az altalanos esetben mik lesznek a megvalosithato
arverések. Ehhez vezessiik be az alabbi fogalmakat.

Mint a zart licites rendszerben, itt is n licitalo versenyez egyetlen tétel megszerzéséért.
Minden licitdlénak van egy ©; stratégiahalmaza. Jelolje

O =(01,0...,0,)
a licitalok stratégidinak egyiittes halmazat. Legyen tovabba
0;: laj, b;] = ©;

az a fliggvény, amely az adott belso értékhez a valasztott stratégiat rendeli.

Most a valasztott stratégia csak a t; értékétdl fiigg, tehat a j-edik licitalé az arverés
lebonyolitasa soran nem kap informaciot a tobbi licitald stratégiairdl.

Ennek a megkotésnek az a szerepe, hogy ha a j-edik licitdl6 megismerné — akar csak
Ha az f;(t;) striiségfiggvények fuggetlenek, ahogyan az eddig vizsgalt modellekben
feltételeztiik, akkor ez nem adna a j-edik licitalonak extra informéaciot az arverés soran.

« /ey

s sz
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Az arverés lezajlasa utan az eladd eldonti, hogy ki kapja meg a tételt, és kinek
mennyit kell fizetnie. Ezeket rendre a

p: © = R"
fizetési fliggvény és a
e:0—-R"

allokéacids fiiggvény hatarozza meg.
A megvaldsithatosagi feltételeket az alabbi médon altalanositjuk.
Mivel az altalanos esetben is egyetlen tételt osztunk ki az n licitald kozott, ezért a

kovetkezo feltétel megmarad a zart licites esetbdl:
> éi(0) <1, 0<é;(f)<1 VjeN. (5.1)
JEN
Hasonl6 médon altalanosithatok a (6)-os és (7)-es feltételek is.
A nemnegativ hasznot az aldbbi feltétel garantdlja:

Ui (p.6,0;(t;)) >0 Vt; € [ay, by], (5.2)

ahol U; a j-edik licital6 virhat6 haszna.
Az igazmondésagi feltételt ugy altalanositjuk, hogy a j-edik licitdlé szaméara ne
legyen elényods eltérni a 60;(t;) altal meghatarozott stratégiatol. Vagyis:

U; (ﬁ,é, Hj(tj)) > /T__ (tj &; (94@7;’),19) —Pj (Oj(tj),ﬂ)>fj(tj) dt_;,
Vi € ©;.

(5.3)

Masképpen megfogalamzva, a licitalok startégidinak egy Nash egyensulyt kell alkot-
niuk.

Ezzel mar készen allunk a rész {6 tételének kimondasara.

5.0.1. Tétel (Kinyilatkoztatasi elv). Tetszdleges megualdsithats (p,é) drveréshez létezik
eqy (p, €) megualdsithato zart licites drverés, amely ugyanazt a vdrhaté hasznot adja az

eladonak és minden licitalonak.

Bizonyitds. Az elad6 ismeri a 0, fiiggvényeket. Emiatt, ha a licitalok kozlik az eladéval
belsd értékiiket, akkor az eladé tudni fogja, hogy ki melyik stratégiat alkalmaznd. Igy
az eladd szimuldlni tudja, hogyan zajlott volna le az eredeti arverés.

Ebbdl ki tudja szamolni a p(6(t)) és é(0(t)) értékeket. Most

0(t) = (01(t1), - Onltn))-
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Ha a (p, e) mechanizmust gy definidljuk, hogy

p(t) =p(0(),  e(t) =e((1),

akkor ugyanaz a licitalo kapja meg a tételt, és minden licitdlonak ugyanannyit kell
fizetnie, mint az eredeti arverésben.
Az altalanositott megvaldsithatosagi feltételek garantaljak, hogy (p,e) is megvaldsit-
haté legyen, ezzel bizonyitva az allitast.
m

Elsére a kinyilatkoztatasi elv hatdsara gy tiinik, hogy a nem zart licites arverésekkel
nem is kell foglalkoznunk, hiszen tetszéleges arverés visszavezethetd rajuk. FEzzel a
gondolatmenettel tobb gond is akad.

El6szor is, tegyiik fel, hogy van egy nem zart licites arverési modelliink, ami megva-
l6sithato. Ekkor a kinyilatkoztatasi elvet hasznalva megkapunk egy, az arverésiinkkel
ekvivalens zart licites arverést. A 4-es fejezetben leirtak alapjan a zart licites arveréshez
meg tudunk adni egy optimélis (p, e) parost. Ezt a (p, e) parost nem feltétlentil tudjuk
visszakonvertalni az eredeti modelliinkbe. Igy a kinyilatkoztatasi elv nem segit a nem
zart licites arverések lebonyolitasaban.

Masodszor, ahhoz, hogy tudjuk alkalmazni a kinyilatkoztatasi elvet, ismerniink kell
az eredeti arverési modellben a licitalok altal felvett Nash-egyenstulyi pontot. Nem
minden arverési modellben lesz az egyensilyi pont helye nyilvanvald, ezzel nehezitve a
kinyilatkoztatasi elv alkalmazasat.

Ezen akadalyok ellenére is a kinyilatkoztatasi elv sokszor segit nekiink optimalis
arveréseket talalni nem zart licites modellekben. Ennek példajaként vizsgaljunk meg két,
a mindennapokban jelentds, nem zart licites arverést: az angol és a holland arverést.

A 4.0.1.-es tételbdl adodik, hogy két megvaldsithatd, azonos e allokacids fliggvénnyel
és azonos Uj(p, e, a;) értékekkel rendelkezd arverésben az eladé varhaté haszna is azonos
lesz. Az elso illetve a masodik ara zart licites arverésekben mindig az kapja a tételt,
akinek a legmagasabb a belso értéke, igy e; = e;. Emellett mindkét arverésben egy
licitald a; belso értékkel 0 valoszintiséggel szerzi meg a tételt, igy a varhat6é hozama is
0 lesz. Ennek kovetkeztében a fiiggetlen esetben a két arverési forma azonos varhaté

hozamot hoz az eladdnak.

5.0.2. Tétel. Az angol drverésben egy Nash-eqyensilyi pont az a stratégia, amikor

minden licitalo a belsé értékéig hajlando licitdalni az darverés folyaman.

Bizonyitas. Vizsgaljuk az arverést a j-edik licitdld szemszogébdl, és tegyiik fel, hogy a

tobbi licitalo az allitasban megfogalmazott stratégiat alkalmazza. Akkor lesz a stratégiak

.......
R

.....
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t;. Ekkor, ha a j-edik licital6 nyeri meg a licitet, akkor az arverésbdl szdrmazé haszna:

bt =0
Tehat a j-edik licitdlénak megéri megszereznie a tételt. Amennyiben ¢;-ig licital, akkor
ez meg is torténik, hiszen minden maés licital6 kiesik az arverésbdl még ¢; eldtt.

A mésodik esetben max;enizi{t;} > t;. Igy a j-edik licitalé varhaté haszna, ha
megnyerné a licitet, negativ lenne. Tehat azzal, hogy a j-edik licitald ¢;-ig licital, nem &
fogja megnyerni a licitet, ezdltal nem okozva maganak negativ hasznot.

Osszegezve, mindkét esetben a legmagasabb hasznot, amit a j-edik licit4lé el tud érni,

Ezaltal megtalaltunk egy Nash-egyensulyt az angol arverésben. A kinyilatkoztatési
elv hasznalataval a kovetkezo fog torténni. Minden licitalo megmutatja az eladénak a
belso értékét. Ekkor az eladd leszimulalja az angol arverést, amelyben a legmagasabb
belso értékkel rendelkezo licitald nyer. Valamint annyit kell a tételért fizetnie, mint a
rajta kiviili legmagasabb belso érték. Ez pont a mésodik art zart licites arverés. Mivel
ez az angol arverés visszavezetése volt, igy a két arverés varhatd haszna azonos.

Végezetiil vizsgaljuk meg a holland arverést. Mivel a j-edik licitdlo belso értékét
nem befolydsolja a tobbi licitald belsé értéke, igy a b(t;) szint, amelyen szeretné a j-edik
licitalo6 megvenni a tételt, csak a belso értéktol fligg.

Azt szeretnénk belatni, hogy a b(t;) szint monoton novekszik ¢,-ben. Tegyiik fel,
hogy léteznek ¢, d € [a;, b;], hogy ¢ < d, de b(c) > b(d). Legyen

p=P( max b(t;) € [bg, be])

p- =P( max b(t;) < b)

Ekkor a varhaté hasznok ¢, illetve d esetén rendre p_(d—by) és (p+p_)(c—0b.). Mivel
c esetén bg-n is licitdlhattunk volna, de nem tettiik, ez azt jelenti, hogy p(c — b.) > 0.
Mivel d esetén b.-t is licitdlhattuk volna, de nem tettiik, igy p(d — by) < 0. Viszont
p(d —by) > p(c —b.). Ami ellentmondas, kivéve ha p = 0. Viszont fel van téve, hogy
fi >0, tehat p = 0-bol kovetkeznie kellene b, = bg-nek, ami ellentmondas.

Tehat a holland arverésben monoton novekvd a Nash-egyensulyt meghatarozo straté-
gia, igy alkalmazva ra a kinyilatkoztatasi elvet az els6 ara zart licites arverést kapjuk
meg. Arrdl pedig mar lattuk, hogy azonos varhat6é hasznot hoz, mint a masodik aru

zart licites arverés. ]

Osszegezve, a fiiggetlen esetben a 4 alaparverés azonos varhaté hasznot hoz az
eladénak.
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6. fejezet

Az egyértékes jelti modell

Ebben a fejezetben fogalmazzuk meg a nem fiiggetlen esett alap definicéit, mint a [2]
Paul R. Migron és Robert J. Weber: A Theory of Auction and Competitve Bidding és
[5] Jonathan Levin: Auction Theory cikkeikben.

Az eddigi fejezetben csak olyan arverésekkel foglalkoztunk, amelyekben a licita-
16k ismerték a bels6 értékeiket, valamint ezek egymastol fiiggetlenek voltak. Ezek a
feltételezések a gyakorlatban nem mindig teljesiilnek.

Vegytik példanak egy festmény arverését. Ha kétségbe vonhato a tétel hitelessége,
akkor a valédi értéke csak akkor valik ismertté a licitald szaméra, amikor megveszi a
festményt és megvizsgéltatja, hogy hamisitvany-e. Ennek kovetkeztében, ha egy licitald
tudomast szerezne arrdl, hogy masok alacsonyan értékelik a festményt, az arra adna
gyanit, hogy a t6ébbi licitdlénak van bizonyitéka a festmény hiteltelenségére. Igy a
licitalonak is csokkentenie kellene a bels6 értékbecslését.

Ezeket az ijonnan felmeriilé problémakat a fiiggetlen belso értékek modellje nem
tudja kezelni, ezért egy altalanosabb modellt vezetiink be. Olyan modellt szeretnénk
létrehozni ami magaba foglalja a fiiggetlen belso értékek esetét. Mivel tobbféle arverést
tudunk elemezni az j modelliink segitségével, emiatt ezeken beliil, az optimalis arve-
rések megtaldlasa megnehezedik. Ennek kovetkeztében az altalanos modellben csak a
leggyakrabban hasznalt angol, holland, elsé illetve masodik aru zart licites arveréseket
fogjuk kivizsgalni.

Mint a fliggetlen esetben, az eladd most is egyetlen tételt szeretne értékesiteni n
licital6o kozott. Minden licitaléhoz tartozik egy

X;:Q—>R, jeEN,

« /s

jelképezi. A modell fontos feltevése, hogy a megszerzett informacié reprezentalhaté egy
valds értékii jellel. Igy legyen a modellink neve az egyértékes jelit modell.
Emellett

S Q2 — R, 1=1,...,m,
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jeloli a nyilvanos informaciokat. Feltessziik, hogy az S; valtozok is rendelkeznek
stirtiségfiiggvénnyel.
A tovabbiakban az

X=(X1,.... X)), S=(5,...,5)

jeloléseket hasznaljuk.

A V; valtozo jeloli a j-edik licitalé belsé értékét. Ebben a modellben a belsé érték
maga is valészinfiségi valtozé az adott licitalé szdméra. Ertéke fiigg a megszerzett infor-
macioktol, beleértve azokat az informaciokat is, amelyeket a j-edik licitalo kozvetleniil
nem ismer.

Legyenek

uw:R™ =R, u;:R™ >R

olyan fiiggvények, hogy
V}:uj(kiX):u(SvXj’X*j) JEN.

Kovetkezetesen az u; fiiggvények nemnegativak és minden valtozéjukban monoton
novekedék. Az S informéaciok minden licitalora azonos médon hatnak, tovabba a j-
edik licitdlé szaméra a tobbi licitdld informacidja szimmetrikus szerepet jatszik. Végiil
feltessziik, hogy a bels6 értékek varhato értéke véges.

Legyen f(s,x) az S; és X; valtozok egyiittes stirtiségfiiggvénye. A modell egyik
alapfeltevése, hogy ezek a véaltozok kapcsoltak (affiliated). A modellben ez azt jelenti,
hogy minden z,w € R™™" esetén

fznw) f(zVw) = f(2) fw),

ahol A a koordinatankénti minimumot, mig V a koordinatankénti maximumot jeloli.

A kapcsoltsaghbol a kovetkezo allitasok kovetkeznek.

Ha 7, ..., Z; kapcsoltak és ¢, ..., gr monoton névekvok, 6.1)
akkor g1(Z1), ..., gx(Zx) is kapcsoltak. .
Ha Zy,...,Z, kapcsoltak, akkor 71, ..., Z,_; is kapcsoltak. (6.2)
Ha 71, ..., Zy kapcsoltak és H monoton névekvo, akkor
h(al,bl;...;ak,bk) = ]E[H(Zl,,Zk)‘&l S ZZ S bi7 1= 1,,k] (63)

szintén monoton novekvo fiiggvény.

Legyen Yy, ... Y, 1 az Xo, ..., X, valtozok rendezett mintaja tgy, hogy

Yi2Yo2>-- 2V,
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Ekkor a rendezett minta egyiittes stirtiségfiiggvénye

fsy(s,9) = (n = DVf(s,9) Lyy>>p, 1)
a strtiségtranszformacioé formulaja alapjan, ami szintén kapcsolt lesz.

fgy

Ha Xi,..., X, kapcsoltak, akkor X1,Y7,...,Y,_1,51,..., 5, is kapcsoltak.  (6.4)

A késobbi bizonyitasokhoz fel fogjuk tenni, hogy a

E[‘/l|X1:x7 le :yla"'aynflzynfl]

fliggvény szigortian monoton névekvo minden argumentumaban.

Lathato, hogy az egyértékes jelii modell magaban foglalja a fiiggetlen esetet is. Ez
az m = 0 specialis esetnek felel meg. A kapcsoltsagi feltétel automatikusan teljesiil a
figgetlen esetben, hiszen fsx = [l;en fx;.- Ebbdl

fsx(zAw) fsx(zVw) = T] fx,(z Aw;) fx,(z V w;)
JEN

= 11 /x,(z) fx, (w;),

JjEN

ami igazolja a kapcsoltsagi feltételt.
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7. fejezet
Masodik aru arverés

Ebben a fejezetben kezdjiik el a fogalmakat konkrét drverésekre hasznélni, mint [2]
Paul R. Milgron és Robert J. Weber: A Theory of Auction and Competitive Bidding
cikkében.

Ezennel készen allunk az arverések elemezésére. Mivel ez nem a fliggetlen eset, ezért
ujra meg kell keresniink a Nash-egyensilyi pontot. A masodik aru arverésben egy licitalo
stratégidja, hogy az X ;- bdl szerzett informaciot hasznalva eldonti, hogy mekkora értéket
jelentsen az eladénak. Azaz x; = X, esetén 0;(x;)-t fog irni a lapjara. Mivel az arverés
szimmetrikus, igy vizsgaljunk mindent az elsé licitdlod szemszogébol.

Tegyiik fel, hogy a tobbi licitalé, mar eldontotte, hogy milyen 0;stratégidkat fognak

alkalmazni az arverés alatt. Ekkor legyen

W = max 9;(X;)

oy az elsé licitdlé feladata egy olyan ) stratégia megvalasztdsa, ami maximalizdlja a
varhato hasznat. Ha kisebb értéket valaszt mint W, akkor nem 6 kapja meg a tételt,
ezaltal 0 lesz a haszna. Ha nagyobbat mint W, akkor a W-t kell fizetni a tételért. Igy

az lesz a legjobb stratégiaja, ami maximalizalja az aldbbi fiiggvényt
E[(Vi = W) Liwe, x| Xi = 2] (7.1)

Ezzel 0; egy legjobb véalasz lesz a 6,,. .., 0, stratégidkra. Ha (04,0, ...,0,)-ben
minden 6; legjobb valasz a maradék n — 1 stratégidra, akkor az n stratégia egyiitt
meghataroz egy Nash-egyenstlyi pontot.

A Nash-egyensulyi pont megtalalasahoz vezessiik be az alabbi segédfogalmat

v:R* =R v(zr,y) =EWV|X,=1,Y =1]

(24)-et felhasznélva v szigorian monoton novekvé lesz az elsé argumentumdaban. Ezzel
készen vagyunk a Nash-egyensilyi pont megkeresésével.

7.0.1. Tétel (Egyensulyi pont masodik ari arverésekben). Legyen 0*(z) = v(x,x).
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Ekkor a (0*,0%,...,0%) stratégidk eqy Nash-egyensilyi pontot alkotnak.

Bizonyitds. Mivel v az els6 véltozdjaban szigorian monoton novekedé volt, igy 0*(x) is
az. Emiatt W = 0*(Y1). Ezt behelyetesitve (26)- azt kapjuk.

E[(Vi — 0"(Y1)) 16+ (v1) <o)} | X1 = 7]

= E[E[(Vi —v(Y1, Y1) L= (vi<0(2)}| X1, Y1]| X1 = 2]
= E[(E[WVi[ X1, V1] — o(Y1, Y1) Lo+ (vi) <o} | X1 = 7]
= E[(v(X1, Y1) — (Y1, Y1) Lo+ (v1) <0y | X1 = 7]

9*1
—/ (xoz—voza)fyloda:

A toronyszabalyt hasznélva.

Itt fy, (x]|a) az Y; feltételes stirtiségfiiggvénye X; = z-re. Mivel v szigoriian monoton
névekedo az elsé argumentumaban, igy az integral belseje pontosan addig nem negativ,
amég = > a. Igy arra a f-ra veszi fel a maximumat, amire §*~1(6(z)) = z, azzaz,
minden x-re 0*(x) = 0(z) . 0* egy legjobb valasz a tobbi licitdl6 stratégidjara és igy a
(0*,0%,...,0%) startagiak egy Nash-egyensulyt alkotnak.

0

Vizsgéljuk azt az esetet amikor Vi = Vo = --- = V és vezessiink be egy n + 1-
edik licitalot egy X,,11-es becsléssel, a kozos V' értékrol. Legyen X, .1 olyan, hogy az
Jv.x x,., strtségfiggvényt fel lehessen bontani g(V, X)h(X,41]X1, Y1) alakira. Ekkor
az n + l-edik licitalonak nem lesz olyan stratégiaja, amivel pozitiv varhato haszonra
tehet szert.

7.0.2. Tétel. Legyen X, X, 11 mint feljebb, ekkor ha az elsé n licitdlo a 6% stratégidt
alkamazza, akkor nincs 0 stratégia, amivel az n + 1-edik licitdlo pozitiv varhaté haszonra
tenne szert. Valamint a (0%,...,0%0) stratégidk egyitt eqy Nash-egyensilyi pontot

hatdaroznak meg.

/////

Ekkor az n + 1-edik licitalé varhato haszna

E[(V = 0°(Z))|Xn41,{07(Z) < b}]

=E[E[V - 0(2))| X1, Y1, Xo1]| Xns1,{0°(Z) < b}]
E[([V]X1, Y1, Xoy1] = 07(Z2))[ Xy, {07(Z) < b}
E[(v(X1,Y1) —v(Z, Z))| X011, {0°(Z) < b}]

[smét toronyszabdlyt akamazva, illetve a felhasznalva X, .1 speciélis alakjat E[V| X,,,1, X3, V1] =

E[V|X1,Y1]. Mivel v monoton névekvd, igy a varhatd értéken beliil egy nem pozitiv
fliggvény van, ezaltal az n + 1-edik licitalé varhato haszna is kisebbegyenl6 0 lesz.
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Persze ha az n + 1 licitdlé barmilyen X, -et tapasztalva 0-at jelent, akkor a varhaté
haszna 0 lesz, ami szamara maximalis varhat6 hasznot jelent, igy a konstans 0 stratégia
egy legjobb valasz a tobbi licitalé 0* stratégiajaira.

O

A vizsgalt arveréseinkben még szeretnénk azt vizsgalni, hogy ha az elad6 hozzdjut egy
Xy informéaciohoz, akkor mikor éri meg neki az extra informaciét a licitalokkal k6zolni.
Az lenne a sejtés, hogy a licitalok szaméara pozitiv informaciékat érdemes jelenteni, de
a negativakat érdemes maganak egtartani. Azonban a kdvetkezo tételben latni fogjuk,

« sz

szamara a leghasznosabb stratégia, ha minden extra informéciét mindig kozzé tesz.
A tételhez vezessiik be az aldbbi fogalmakat. Legyen

w:R* =R wzy z)=EWX =Y =y X = 7]

(25)-0t felhaszndlva w is monoton novekvd. Az informéci6 kozzé tétele utdn az egytittes
stirtiségfiiggvény megvaltozik f(s,z|zo) alakira. Errél is be lehet latni, hogy kapcsolt,
igy a fenti szdmoldst tjra elvégezve kapunk egy (é, 0,... ,é), é(x,:vo) = w(z,z,x0)
Nash-egyenstlyi pontot.

7.0.3. Tétel. Legyen R, a vdrhaté eladdsi dar amikor Xo nincs a licitdlok tudtdra adva

és legyen Ry amikor Xo kozzé van téve. Fkkor R; > R,

Bizonyitas. Mivel szimmetrikus az arverés, a varhato eladasi ar ugyanaz lesz, mint a

varhaté eladdsi ar, feltéve, hogy az elsd licitdlé kapja meg a tételt. Igy

Ry = Efv(Y, V1)|[{ X1 > V1}]
R = E[w(Y1,Yr, Xo)|[{X1 > Y1}

Valamint a toronyszabalyt alkalmazva megkapjuk

v(z,y) =EVi|X; =2,Y) =y
E[E[W X4, Y1, Xo]| X7 = z,Y1 = y]
- E[w(X17}/17X0)|X1 - x7}/1 - y]

Tgy (22), (24), (25)-et felhasznalva

v(y,y) = Elw(Xq, Y1, Xo)| X1 =y, Y1 =y
[w(YDYDXO)’Xl =y, Y = y]
[w(}qayivXO)|X1 = $,Yi = y]

<
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Ezt vissza behelyetesitve Ry-be azt kapjuk, hogy

Ry =E[v(Y1,Y1){X: > Y1}
= E[E[w(Y1, Y1, Xo)| X1, Vi]{ X1 > Y1}
= Elw(Y1, Y1, Xo){ X1 > Y1} = R;

[smételten a toronyszabalyt hasznélva.
O

Ezzel belattuk, hogy Xo-t nyilvanosagra hozni atlagosan magasabb eladési arat hoz
az eladénak, mint semmilyen informéciét nem kozolni. Mar csak az a kérdés maradt,
hogy valéban megéri mindig minden informéciot kozzé tennie az eladonak, vagy létezik
olyan informaciokozlési stratégia, ami ennél magasabb varhato eladasi art biztosit.
szinliségi valtozot ami fliiggetlen minden eddigi valoszintiségi valtozoktol. Ekkor legyen
az eladé stratégidja r(Xo, Z), ahol X, az altala megfigyelt informacié. Tehat még azt is
megengedjiik, hogy az elad6 randomizalja az altala kozolt informaciét. Azonban ennek

a randomizaciénak is ismerik az elosztasat a licitalok.
7.0.4. Tétel. X, nyilvinossdgra hozni nem rosszabb az eladénak, mint X' = r(Xo, Z)-t

Bizonyitds. Mivel Z fiiggetlen az (S, X) értékektdl, igy X feltételes eloszlasasa (S, X )-re
csak Xo-tol fiigg. Legyen gx;(z]Xo) a megfeleld feltételes sfirfiségfiiggvény, és gxs ()
a perem stirtiségfiiggvény. Ekkor tetszoleges x, = X|-re a egyiittes feltételes stirtiség-
gfiiggvény fs x (s, )gx;(zg|T0)gx;(7g) lesz. Mivel fs x (s, ) kapcesolt, igy az egyiittes
feltételes stirtiségfiiggvény is az lesz, aminek hatasara lehet alkalmazni ra a 7.0.3.-as
tételt. Azaz varhatoan megéri az eladénnak Xy-t kozolnie. De miutan kozoltiikk Xg-at is
akkor az licitdlok szamara a X, X{-bdl kinyerhet6 szamukra jelentds informacié azonos
az Xo-bol kinyerhet$ informécioval. Tehat Xy, X(-t kézzé tenni, ami varhatéan jobban

megéri az eladénak, mint csak X{-t kozzé tenni, azonos csak X, kozétételével.

[]

Osszegezve, a masodik art zart licites drverésekben a licitdloknak a legjobb stratégi-
ajuk a 0*. Valamint az eladd legjobb informaciokozlési stratégiaja a minden informacié

nyilvanossagra hozésa.
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8. fejezet

Angol arverés

Ebben a fejezetben folytatjuk [2] Paul R. Milgron és Robert J. Weber: A Theory of
Auction and Competitive Bidding cikkében elemzett arverések vizsgalatat.

Az altalunk elemzett angol arverésben az ar folyamatosan novekszik. Minden licitdld
eldonti, hogy az adott arszinten még aktiv kivan-e maradni az arverésben, vagy ki kilépni
kivan beldle. A licitdlék minden idépillanatban ismerik a még aktiv licitalok szamaét,
valamint a mar kilépett licitalok kilépési szintjeit. Amikor az utols6 el6tti licitdld is
kilép, az arverés véget ér, és a megmaradd aktiv licitald szerzi meg a tételt az elobbi
kilépési aran.

Megjegyzendd, hogy n = 2 esetén a licitalok stratégidja csupan abbdl all, hogy az
arverés elején meghatarozzak, milyen arszinten lépnek ki. Emiatt ebben az esetben az
angol arverés stratégiailag ekvivalens a masodik aru zart licites arveréssel.

Altaldnosan egy licitdlé stratégidja azt irja le, hogy mikor 1ép ki az drverésbél,
feltéve, hogy addig k licitaldo mar kilépett a r; < ro < --- < 1 szinteken. Legyen

0* = (65, ...,0"_,) az alabbi médon definidlva:
Ole) =EWVi| Xy =2, V1= =Y, = 1],
6;:<x|p177pk>:E[‘/1|X1:x7 Yi:: n—k—1 = T,
ezfl(yn—k |p17 s 7pk—1> =DPky -+, QS(YH—I) - pl} .

8.0.1. Tétel. A (0%,...,0%) startégidk meghatdroznak egy Nash-egyensilyi pontot.

Bizonyitds. A (24)-bol kovetkezik, hogy 0 monoton névekvé az elsé argumentumaban.
Tegytik fel, hogy az elso licitalon kiviil mindenki a 6* stratégiat alkalmazza. Amikor
az els6 licitdlé nyeri meg az arverést, akkor E[V; | X1 =y, Y1 = v1,..., Y1 = yn_1]
osszeget fizet. Az elsd licitald belsd értékbecslése ezzel szemben E[V; | Xy = z,Y; =
Yly -y Y1 = Yn_1]. Mivel ezek az elsé argumentumban monoton névekednek, az elsé
licitalonak pontosan akkor nem negativ a varhaté haszna, ha = > y;. A 6* stratégia
alkalmazasa mellett az elso licitalé pontosan akkor nyer, ha x; > y, vagyis 6* legjobb

R

]
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8.0.2. Tétel. Az angol drverésbdl szirmazo varhato haszna az eladé szamdra nem kisebb,

mint a mdsodik dard zdrt licites drverés vdarhato haszna.

Bizonyitds. A bizonyitashoz felhasznéljuk a 7.0.3.-as tételt. Bontsuk az angol arverést
két szakaszra. Az els6 szakasz addig tart, amig ketténél tobb aktiv licitalé van. Mivel
a 0* stratégia monoton névekvo, ebben a szakaszban a legkisebb bels6 értékbecsléssel
rendelkez6 n — 2 licitalo 1ép ki.

A masodik szakaszban mar csak két aktiv licitalé marad. Mint korabban lattuk,
ekkor az angol arverés ekvivalens a masodik aru zart licites arveréssel. Azonban ebben
az esetben a két megmaradt licitalo rendelkezik azzal az informéacioval is, hogy a tobbi
licitalé milyen arszinteken lépett ki. Kordbban lattuk, hogy a nyilvanossagra hozott
informaciok a masodik aru zart licites arverésben nem csokkentik a varhaté bevételt. A
kilépési arszintek mint publikus informaciok ezért novelik a varhato eladasi arat a zart
licites esethez képest.

[]

8.0.3. Tétel. Az angol drverés soran az eladé szdmdra optimdlis informdciokdozlési

stratégia az, ha minden rendelkezésére dallo informdciot nyilvanossdgra hoz.
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9. fejezet

Holland arverés

Ebben a fejezetben, mint a [2] Paul R. Milgron és Robert J. Weber: A Theory of Auction
and Competitive Bidding cikkében, elemezziik ki a Holland illetve els6 aru zart licites
arveréseket.

Kezdjiik azzal a holland arverést, hogy megvizsgaljuk a licitalok altali lehetséges
stratégiakat. A j-edik licitalé akkor nyer, ha 6 donti azt el6szor, hogy az aktudlis eladasi
dron megveszi a tételt. Igy a stratégidk halmaza abbél all, hogy az arverés elején eldonti,
hogy mennyiért hajlandé megvasarolni a tételt. A Holland arverés igy ekvivalens az elso
ara zart licites arveréssel. Ennek kovetkeztében a vizsgalatunkat forditsuk a zart licites
valtozatra.

Mint ahogyan a mésodik zart licites illetve az angol arverésnél lattuk, most is
szeretnénk meghatarozni a licitalok altal felvett Nash-egyensilyi pontot, 6sszemérni a
holland arverést a masik két arveréssel varhato eladéasi ar szempontjabol. Valamint az
elad6 informaciokozlési stratégiakat szeretnénk osszehasonlitani.

A holland arverésben ugy fogjuk megkeresni a Nash-egyensulyi pontot, hogy feltessziik
a monoton névekvo (0%, ... 0%) differencidlhaté stratégiakrél, hogy egyensilyi pontot
alkotnak. Ekkor ha ki tudjuk szamolni az elso licitaloé legjobb valaszat a tobbi licitald
0* stratégiaira, akkor az pont 6* lesz.

Amikor X; = x informaciét figyel meg az els6 licitalo és b-t licital, akkor a varhaté

haszna, feltéve, hogy x az Y] tartéjanak az infimuma
110, 2) =E[(Vi — b)1Lipe(vi)<ry | X1 = 7]

E[E[(Vl - b)]l{(?*(Yl)<b} ’ X1,Y1] ’ X = x]
E[(v(X1,Y1) = b)Ljgevicpy | X1 = 1] (9-1)

0
/x (v(z, @) = b) fy, (e|z)der

A toronyszabdlyt hasznalva. Azt a b*-ot keressiik, amelyik maximalizilja [](b, z)-et.
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Tehat 2 T1(b, x)‘b:b*: O-nak teljesiilnie kell a megfelel6 b*-ra.

A P I Ll 12 il G2
ob L e = (1 ) B (071 ()

0 (9.2)

Mivel a 6* stratégidk egy Nash-egyensulyi pontot alkottak, igy 6* egy legjobb vélasz
az elsé licitdlonak, tehat [1(Z6*(x), ) = 0. 6*-ot behelyettesitve a képletbe az aldbbi
differencidlegyenletet kapjuk

v N R D)
0" (x) = (v(z,z) =0 (96))FY1 ) (9.3)

Ahhoz hogy 6* Nash-egyensulyt alkosson, ahhoz (29)-nak teljesiilnie kell. Mivel a
holland arverésben pontosan annyit fizetsz az eladénak amennyit licitaltal a tételre,
feltéve, hogy te nyered meg a licitet, igy ha v(z,z) — 6*(z) negativ lenne akkor a
licitdlénak a varhaté haszna is negativ lenne. Ahhoz hogy a licitalé részt vegyen az
arverésen eddig is feltételeztiik, hogy a varhaté hasznanak nem negativnak kell lennie,
igy

v(x,x) —0"(z) >0

Mivel x volt az Y; tartdjanak az infimuma, igy ha az elsé licitdldé X = z-et figyel meg
akkor 0 eséllyel nyeri meg a licitet és igy a varhato haszna 0 lesz. Tegytik fel, hogy
v(z,z) — 0*(z) > 0. Ekkor létezik olyan kicsi € > 0 szam, hogy ha az elsé licitdlo 6*(x)
helyett 0*(z) + e-t licitalna, akkor v(z,z) — € — 6*(x) pozitiv maradna. Valamint igy
mar nem 0 eséllyel nyerné meg a licitet, tehat a varhat6é haszna megnovekedne, azaz 6*
nem volt legjobb valasz.

Ezeket a peremfeltételeket felhasznalva készen allunk meghatarozni 6*-ot.

9.0.1. Tétel.

A (0%, ...,0") stratégidik Nash-egyensilyt alkotnak ahol
0% (z) = /xm, @)dL(alz)

L(alz) = exp( ax mds)

Bizonyitds. fy,(z|z) kapcsolt emiatt o < z, 2’ < z-re teljesiil, hogy

faal2) f 1) < fosal) s (o)
_ k) _ frlal?)

fri(xlz) = fn (2]2)

Amennyiben ezt integraljuk a (z,x) halmazon « szerint, akkor megkapjuk, hogy a
Fy, (z]2)
Py )

fliggvény monoton csokken z-ben.
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L(-,x), mint egy valészintiségi eloszlas (z,x)-en, monoton névekszik z-ben. Azaz
L(a, x) csokken z-ben. Mivel v(a, ) is monoton névekvé igy #*-nak is monoton
novekvének kell lennie.

A differencidlhat6 6*-ra vizsgéaljuk az elsé licitald stratégidjainak lehetéségét. Azt
szeretnénk belatni, hogy a 6* stratégia optiméalis a szamara. Mivel a tobbi licitalo licitjei
a 0* értékkészletén beliil lesz, igy az elso licitalonak sem szarmazik haszna, ha ezen az
intervallumon kiviili liciteket tenne. Ahhoz hogy beldssuk, hogy X; = z esetén 0*(z2)
optimélis, elég lesz belatni, hogy

0

— * >

0 (0" (x),z) >0 Vo < z,
a (0"(z),z) <0 Vo>
% x),z) < T >z

Ekkor behelyetesithetjiik (28) a b* = 0*(z) esetbe. Ekkor az aldbbit kapjuk:

Fy, (x]2)

a fY—l(x|Z) ’
— | 10% (), 2) = —F—F7=((v(z,2) — 0" (x)) — 0" (x)——=
55 11" (@).2) = S5 = (we,2) = °(2) = 67 (@) £ 0 5)
Felhaszndlva a (29)-es egyenletet z = x esetén a zar6jelen belili érték éppen 0. Vala-
Fy, (z|2)

mint felhasznalva monoton csokkenését z-ben, a zardjelen beliili rész nemnegativ

fry (]2)

lesz, ha z > x és nem pozitiv lesz, ha z < x. Pont ezt szerettiik volna belatni.
A tétel bizonyitasan beliill nem vizsgaltuk azt az esetet, amikor a kapott 6* fiiggvény
nem lesz differencialhaté. Az allitas ebben a helyzetben is teljesiil, de ebben a dolgozatban

nem fogjuk megvizsgalni. O]
A kovetkez6 tételekhez az alabbi segédallitas jol fog jonni.

9.0.2. Tétel. g, h differencidlhato figguények. Tudjuk, hogy g(x) > h(x), valamint ha
g(x) < h(x), akkor ¢'(x) > K (x). Ekkor g(z) > h(x) minden x > z-re.

Bizonyitds. Mivel g(z) > h(x), emiatt ha lenne x amire g(x) < h(x), akkor a Lagrange
kézépérték tétel alkalmazva g — h-ra, lenne olyan z amire h(z) > g(z).
O

9.0.3. Tétel. A vdarhato eladdsi dra a holland drverésnek nem nagyobb mint a mdsodik
arv zart licites drverésnek.

Bizonyitds. Jeloljik R(x,z)-vel az els6 licitalénak a varhaté bevételét, feltéve, hogy
X, = z, de azt hazudja maganak, hogy X; = x. Ekkor

R(z,2) = E[Vil{y,cay | X1 = 2]
Jelolje WM (z,2) az elsd licitalé varhat6 kiaddsit az M arverés alatt, feltéve, hogy

X = z, de gy kezeli, mintha X; = x lenne és 6 nyeri meg az arverést. Jelolje 1 az elso
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aru zart licites arverést, és 2 a masodik ara zart licites arverést. Ekkor
Wl(z, z) = 0*(x)

W2(z,2) = Eu(Yy, Y1) | Vi < 2, Xy = 2]

Ezeket Osszevetve egy tetszoleges arverésen belill a licitald feladata maximalizalni
R(z,2) — WM (x, 2)Fy, (z]|2)-t 2-ben. A licitdlok Nash-egyenstilyt meghatarozé stratégi-
ainak koszonhetéen az x = z-nek maximalizalnia kell a fenti képletet

0= Ri(z,2)| _—WM(x,2)| _ F(zlz) = WY (z,2) £, (2]2) (9-4)

Feltéve, hogy R; illetve W, a megfelel6 iranyu parcidlis derivaltak. A zart licites
drverésekre W (x,z) = 0, valamint a (24)-et felhasznalva WZ(x,z) > 0. Ha Wl(z, z) >
W?2(z,z), akkor LW? =W+ Wi > W + Wy = LW Felhaszndlva a WM (z,z) =
v(z, z) peremfeltételt. Teljesiilnek a 9.0.2.-as tétel feltételei, igy W2 > W, Mivel a
varhato bevétel azonos a két arverésben és a varhatd kiadas az els6 aru zart licites
arverésnél kisebb, igy az eladénak a masodik aru zart licites arverés hoz magasabb
varhato hasznot.

O

9.0.4. Tétel. Az elsd dri zart licites drverésben az elado vdrhatéan nem jar rosszul eqy
Xo informdcio nyilvanossdagra hozdsaval.
Bizonyitds. Jeléljik (-, s)-el a Nash-egyensilyi pontot meghatarozé stratégiakat miu-
tan az eladé nyilvanossagra hozta Xy = s-t. A (29) mintajara most

, v (z]z, s)

0" (z,s) = (w(x,z,s) — 0*(x, s))m (9.5)

Iy, (@]z,s)
Fy, (z|z,s)
et felhasznalva w(x,x,s) is monoton névekvd s-ben; teljestil a 6*(z,s) = w(z,z, s)

Mint a publikus informécié nélkiili esetben monoton noévekszik s-ben; (24)-
peremfeltétel. Ezek kovetkeztében, 9.0.2. felhasznalasaval 6*(z, s) monoton névekvd
s-ben.

Legyen W*(x, z) = E[6*(z, Xo) | Y1 < x, X1 = z]|. (24)-et felhasznalva megkapjuk,
hogy W*(z,z) > 0. Teljesil a W*(z,z) = Elw(z,z,s) | Y1 < 2, X; = z] = v(z,z)
ha az elsO licitdld mar ismeri az X; = z értéket, de Xy = s-et még nem, akkor a
legjobb licitje a 6*(z, 2) lesz. Ezeket Gsszesitve W* teljesiti a (30)-as egyenl6séget és igy
alkalmazva W*  Wlre a 9.0.2.-es tételt, megkapjuk, hogy W*(z,z) > Wl(z,x). Mivel
a varhato eladési drak E[W* (X, X1) | {X1 > Yi}] és E[WH( Xy, Xy | {Xy > Y1}, {gy az
Xy informaci6 kozzététele csak névelni tudja a varhato eladasi arat.

O

9.0.5. Tétel. Nincsen jobb informdciokdozlési stratégia a holland drverésben, mint minden

informdcio nyilvinossdgra hozdsa.
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Alulirott Horvath Balazs Szilveszter nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése

soran az alabb felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI alapu eszkozoket alkalmaz-

tam:
9.1. tablazat. Mesterséges intelligencia eszkozok hasznalata
Feladat Felhasznalt esz-| Felhasznalas helye Megjegyzés
koz
Nyelvhelyesség | ChatGPT-5.5 Teljes dolgozat -
ellenorzése

Tablazatkészités

Overleaf Al Assis-
tant

Mesterséges  intelligencia
hasznalatardl szo6l6 nyilatko-
zat

Latex jelolések
keresése

ChatGPT-5.5

Teljes dolgozat

A felsoroltakon til mas MI alapt eszkozt nem alkalmaztam.

37




