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1. fejezet

Bevezetés

Az árverések a gazdaságelmélet, a játékelmélet és a valószínűségszámítás határán vannak.
Ennek köszönhetően az árverések vizsgálata a mai napokban is folyamatosan fejlődik,
bővül. Ebben a dolgozatban matematikai eszközökkel szeretnénk elemezni az árveréseket,
hogy különböző attribútumok alapján összehasonlíthassuk őket.

Jelen dolgozatban arra fogunk koncentrálni, hogy az árverező árverésből származó
várható hozamát maximalizáljuk. Lehetne más szempontok szerint is összehasonlítani
az árveréseket, például a jólét maximalizálása szempontjából. Egy árverés akkor lesz
jólét-maximalizáló, ha az árverés tárgyát az a licitáló kapja meg, akinek a legmagasabb
a belső értéke a tételről. Ebben a dolgozatban, habár a közzéppontban nem lesz ez az
attribútum, így is majd szép eredményeket kapunk majd rá.

A dolgozat 2-es fejezetben fogjuk a használt fogalmak jelentős részét megismerni. Az
itt szereplő definíciók fognak segíteni minket az árverések megértésében és elemzésében.
A 3–4-es fejezetben fogjuk elkezdeni konkrét árveréseket vizsgálni. Ezekben a részekben
fogjuk levezetni az optimális, független belső értékű, zárt licites árveréseket.

A független eset általánosításával az 5-ös fejezetben fogunk foglalkozni, ahol az eddig
látottakat alkalmazni fogjuk a mindennapokban gyakran használt árverésekre.

A 6. fejezettől kezdve a figyelmünket a független esetnél egy tágabb modellre fogjuk
fordítani. Ebbe a modellbe bele fognak tartozni a független belső értékű, illetve a közös
belső értékű árverések is. A független esettől eltérően az általánosabb modellben nem
fogjuk tudni szépen meghatározni az általános optimális árveréseket. Viszont hasznos
eredményeink fognak születni az angol, a holland, az első, illetve a második zárt licites
árverésekről.

Továbbá a 6–9. fejezetben elkezdjük majd vizsgálni az árverező információközlési
stratégiáját, ahol talán szerencsés módon azt az eredményt kapjuk, hogy az árverezőnek
nem érdemes hazudnia a belső információiról.

4



2. fejezet

Árverezési probléma

Ebben a fejezetben elkezdjük az árverésekkel kapcsolatos fogalmak definiálását a [1]
Tim Roughgarden: Algorithmic Game Theory, [3] Roger B. Myerson: Optimal Auction
Design, [5] Jonathan Levin: Auction Theory könyvek, cikkek alapján.

Árverésekre mindenki látott már példát, hiszen körülvesznek minket a mindenna-
pokban. Egymástól teljesen különböző területeken használják az árveréseket tárgyak és
tételek eladására. Árverésen értékesíthetik egy művész alkotásait, de ugyanúgy árverés
segítségével dönthet a kormány arról is, hogy mely befektetőnek adja el egy terület
bányászati jogát. De éppenségel nap mint nap árverések milliói zajlanak automatizált
rendszerek között hirdetési felületek eladására.

Az árverések nem egyformák. Egy festmény értékesítése például történhet angol
árverés szerint, ahol az eladó egyre magasabb árakat kiált ki, a licitálók pedig jelzik,
hogy még mindig hajlandóak-e megvásárolni a festményt az adott áron. Ezzel szemben
vegyük annak a példáját amikor egy piaci eladó a holland árverés szerint szetené eladni
egy csokor virágát. E során az eladó egy magas árról indulva fokozatosan csökkenti az
árat és az a licitáló kapja meg terméket, aki a legkorábban hajlandó megvásárolni azt
az aktuális áron.

Az eladó célja az, hogy olyan árverési mechanizmust hozzon létre, amely számára
valamilyen szempontból optimális.

Ebben a dolgozatban olyan árverésekkel foglalkozunk, ahol az eladó egyetlen tételt
szeretne értékesíteni n licitáló között úgy, hogy maximális várható profitra tegyen szert.
Legyen a licitálók halmaza

N = {1, 2, . . . , n},

ahol j ∈ N a j-edik licitálót jelöli.
Minden licitálónak van egy belső értéke tj az eladandó tételre vonatkozóan. Az eladó

számára ezek az értékek nem ismertek, ezért valószínűségi változóként kezeli őket.
Tartozzanak minden licitálóhoz aj, bj konstansok, ahol bj ≥ aj, valamint egy

fj : [aj, bj] → R+
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sűrűségfüggvény, amely meghatározza tj eloszlását. Így aj a lehetséges érték alsó,
míg bj a felső korlátja. Ezek a sűrűségfüggvények mind az eladó, mind a licitálók számára
ismertek, valamint feltesszük róluk, hogy

fj(tj) > 0 ∀tj ∈ [aj, bj] ∀j ∈ N

.
Definiáljuk a licitálók lehetséges belső értékeinek terét, valamint a többi licitáló

lehetséges beslő értékeinek a terét a j-edik licitáló szemszögéből:

T = [a1, b1] × [a2, b2] × · · · × [an, bn] ⊂ Rn.

T−j = [a1, b1] × · · · × [aj−1, bj−1] × [aj+1, bj+1] × · · · × [an, bn]

Kezdetben vizsgáljuk azt az esetet, amikor a licitálók belső értékei egymástól függet-
lenek. Ekkor az együttes sűrűségfüggvény, illetve a j-edik licitáló szemszögéből a többi
licitáló belső értékeinek eggyüttes sűrűségfüggvéyne:

f(t) =
∏
i∈N

fi(ti) (2.1)

f−j(t−j) =
∏
i∈N
i̸=j

fi(ti). (2.2)

A lehetséges árveréseink terét szűkítsük a zárt licites árverésekre. Ebben a modellben
minden licitáló közli az eladóval a saját belső értékét, miközben a többiek ajánlatait
nem ismeri meg. Az eladó ezután a beérkezett ajánlatok alapján eldönti, hogy ki kapja
meg a tételt, illetve kinek mennyit kell fizetnie.

Legyen az eladó által előre meghatározott

p : T → Rn

e : T → Rn

a fizetési, illetve az allokációs függvény.
Ekkor egy adott t = (t1, . . . , tn) vektorhoz az eladó kiszámolja a p(t) illetve e(t)

értékeket.
A p(t)j érték meghatározza, hogy a j-edik licitálónak mennyit kell fizetnie, míg e(t)j

azt adja meg, hogy mekkora valószínűséggel kapja meg a tételt.
A (p, e) párossal megfogalmazható a licitálók várható haszna:

Uj(p, e, tj) =
∫

T−j

(tje(t) − p(t))f−j(t−j)dt−j. (2.3)
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Ehhez feltételezzük, hogy a licitálók kockázatsemlegesek.
Ennek mintájára az eladó várható hozama, t0 belső értékekkel:

U0(p, e) =
∫

T

t0

1 −
∑
j∈N

e(tj)
+

∑
j∈N

p(tj)
 f(t) dt. (2.4)

Összefoglalva az eladó feladata az, hogy (p, e) megfelelő megválasztásával maximali-
zálja U0 értékét. Ugyanakkor nem minden (p, e) páros határoz meg értelmes árverési
rendszert, ezért további feltételek vizsgálata is szükséges.
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3. fejezet

Megvalósítható árverések

Ebben a fejezetben a megvalósítható árverésekkel fogunk foglalkozni, mint ahogyan az
megtalálható a [1] Tim Roughgarden: Algorithmic Game Theory, [3] Roger B. Myerson:
Optimal Auction Design és [5] Johnathan Levin: Auction Theory könyvekben, cikkekben.

Az e függvény alakjára a következő feltételeknek teljesülniük kell. Ahhoz, hogy e

valóban egy valószínűségi eloszlást írjon le, szükséges, hogy az esélyek összege legfeljebb
1 legyen, illetve egyik licitáló se kaphassa meg a tételt negatív valószínűséggel:

∑
j∈N

ej(t) ≤ 1, ei(t) ≥ 0 ∀i ∈ N, ∀t ∈ T. (3.1)

Észrevehető, hogy megengedjük a ∑j∈N ej(t) < 1 esetet is, azaz az eladó dönthet
úgy, hogy megtartja a tételt, és nem adja oda egyik licitálónak sem. Erről bővebben a
kikiáltási árak bevezetése után lesz szó.

A (p, e) párnak olyannak kell lennie, hogy a licitálók részt akarjanak venni az
árverésen. Ezt azzal biztosíthatjuk, hogy a várható hozamuk nem negatív lesz, mivel
ekkor átlagosan megéri számukra a részvétel:

Uj(p, e, tj) ≥ 0 ∀t ∈ T, ∀tj ∈ [aj, bj]. (3.2)

Végezetül azt is el kell érnünk, hogy a licitálóknak ne érje meg hazudniuk a belső
értékükről az eladónak. Ezt úgy fogalmazhatjuk meg, hogy az igazmondás egy Nash-
egyensúlyt alkot. Ekkor, ha a j-edik licitáló valódi belső értéke tj, akkor az sj értéket
jelentve nem növekedhet a várható haszna:

Uj(p, e, tj) ≥
∫

T−j

(
tj ej(t−j, sj) − pj(t−j, sj)

)
f−j(t−j) dt−j, (3.3)

∀j ∈ N, ∀sj, tj ∈ [aj, bj].

Azokat a (p, e) párokat, amelyek teljesítik az (5), (6) és (7) feltételeket, megvalósítható
árveréseknek nevezzük. Az ilyen árverések között szeretnénk maximalizálni az eladó
várható hozamát.
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Bár a megvalósíthatóság feltételei intuitívak, első ránézésre nem látszik, hogyan
lehetne ezek segítségével optimális (p, e) párt találni. Ezért megpróbáljuk a megvalósít-
hatóságot egy másik nézőpontból karakterizálni.

Legyen Qj(e, tj) annak a valószínűsége, hogy a j-edik licitáló kapja meg a tételt,
feltéve, hogy a belső értéke tj. Ekkor

Qj(e, tj) =
∫

T−j

ej(t)f−j(t−j) dt−j.

A Qj(e, tj) függvényről ésszerűen elvárható, hogy nagyobb belső érték esetén nagyobb
valószínűséggel kapjuk meg a tételt, vagyis Qj monoton növekvő tj szerint.

Ezzel együtt már megfogalmazhatjuk a megvalósítható árverések új karakterizációját.

3.0.1. Tétel (Megvalósítható árverések karakterizációja). A (p, e) pár akkor és csak
akkor megvalósítható, ha

Qj(e, sj) ≤ Qj(e, tj), ha tj ≥ sj, (3.4)

∀j ∈ N, ∀tj, sj ∈ [aj, bj]

továbbá

Uj(p, e, tj) = Uj(p, e, aj) +
∫ tj

aj

Qj(e, sj) dsj, (3.5)

∀j ∈ N ∀tj ∈ [aj, bj]

és

Uj(p, e, aj) ≥ 0, ∀j ∈ N, ∀tj ∈ [aj, bj], (3.6)

valamint teljesül az (5).

Bizonyítás. A tételben megfogalmazott feltételek mellett használni fogjuk az alábbi
egyenlőtlenséget:

Uj(p, e, tj) ≥ Uj(p, e, sj) + (tj − sj)Qj(e, tj). (3.7)

Először lássuk be, hogy az (5), (6) és (7) feltételekből következik az (5), (8), (9) és
(10) feltételrendszer. Ehhez megmutatjuk, hogy (7)-ből következik (11):
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Uj(p, e, tj) ≥
∫

T−j

(
tjej(t−j, sj) − pj(t−j, sj)

)
f−j(t−j) dt−j

=
∫

T−j

(
(sj + (tj − sj))ej(t−j, sj) − pj(t−j, sj)

)
f−j(t−j) dt−j

=
∫

T−j

(
sjej(t−j, sj) − pj(t−j, sj)

)
f−j(t−j) dt−j

+ (tj − sj)
∫

T−j

ej(t−j, sj)f−j(t−j) dt−j

= Uj(p, e, sj) + (tj − sj)Qj(e, sj).

Ezzel már be tudjuk látni a (8), (9) és (10) állításokat a (6), (7) és (11) feltételekből.
A j-edik licitáló belső értéke ugyanúgy lehet sj , mint tj , így a két szám felcserélésével:

Uj(p, e, sj) ≥ Uj(p, e, tj) + (sj − tj)Qj(e, tj) = Uj(p, e, tj) − (tj − sj)Qj(e, tj).

Ezt a két egyenletet átrendezve és összegezve megkapjuk, hogy

(tj − sj)Qj(e, sj) ≤ Uj(p, e, tj) − Uj(p, e, sj) ≤ (tj − sj)Qj(e, tj).

Feltehetjük, hogy tj ≥ sj. Ekkor (tj − sj)-vel leosztva azt kapjuk, hogy Qj(e, tj) ≥
Qj(e, sj), ami bizonyítja a (8)-at.

Bevezetve a δ = tj − sj jelölést, azt kapjuk, hogy

δQj(e, sj) ≤ Uj(p, e, sj + δ) − Uj(p, e, sj) ≤ δQj(e, sj + δ).

Mivel Qj(e, sj) monoton növekvő sj szerint, ezért integrálható sj szerint. Ezt
felhasználva megkapjuk a (9)-et:

∫ tj

aj

Qj(e, sj) dsj = Uj(p, e, tj) − Uj(p, e, aj).

Végül (10) a (6) speciális esete a (9) felhasználásával. Ezzel beláttuk, hogy a (5), (6)
és (7) feltételekből következnek a (5), (8), (9) és (10)-es feltételek.

Most vizsgáljuk meg a másik irányt. Ismét használni fogjuk a (11)-es segédfeltételt.
Tegyük fel ismét, hogy tj ≥ sj. Ekkor:
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Uj(p, e, tj) = Uj(p, e, aj) +
∫ tj

aj

Qj(e, r) dr

= Uj(p, e, aj) +
∫ sj

aj

Qj(e, r) dr +
∫ tj

sj

Qj(e, r) dr

= Uj(p, e, sj) +
∫ tj

sj

Qj(e, r) dr

≥ Uj(p, e, sj) +
∫ tj

sj

Qj(e, sj) dr

= Uj(p, e, sj) + (tj − sj)Qj(e, sj).

Itt felhasználtuk a (9)-et az Uj kibontásánál, valamint a (8)-at az egyenlőtlenségnél.
Ezzel a (7) belátható: elegendő a bizonyítás első felében szereplő számolást visszafelé

elvégezni.
A (6) állítás következik a (9)-ből, valamint abból, hogy Qj definíciójából látszik:

Qj(e, tj) ≥ 0 ∀tj ∈ [aj, bj].

Ezzel beláttuk a lemmát.
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4. fejezet

Optimális árverések a független
esetben

Ebben a fejezetben szereplő eredmények meghatározzák az optimális árveréseket a
független belső értékek esetében. További információ található [3] Roger B. Myerson:
Optimal Auction Design, [4] John G. Riley és William F. Samuelson: Optimal Auctions
cikkeikben.

Lezárva a megvalósítható árverések karakterizálását a zárt licites modellben, készen
állunk, hogy meghatározzunk egy olyan (p, e) párost az fj eloszlások alapján, amely a
megvalósítható árverések osztályán belül maximalizálja az eladó várható bevételét .

4.0.1. Tétel. Legyen e olyan allokációs függvény, amely teljesíti az (5) és (8) feltételeket,
és maximalizálja az alábbi kifejezést:

∫
T

∑
j∈N

(
tj − 1 − Fj(tj)

fj(tj)
− t0

)
ej(t)

 f(t) dt. (4.1)

Itt Fj : T → Rn az fj sűrűségfüggvényekhez tartozó eloszlásfüggvények, míg t0 az
eladó belső értéke a tételről.

Ha a fizetési függvényt az alábbi módon választjuk:

pj(t) = ej(t)tj −
∫ tj

aj

ej(t−j, sj) dsj, (4.2)

akkor a (p, e) páros egy optimális árverést határoz meg.

Bizonyítás. A (4)-es átrendezésével azt kapjuk, hogy

U0(p, e) =
∫

T
t0f(t) dt +

∑
j∈N

∫
T

ej(t)(tj − t0)f(t) dt

+
∑
j∈N

∫
T

(
pj(t) − tjej(t)

)
f(t) dt.

(4.3)

12



Először vizsgáljuk az utolsó tagot:∫
T

(
pj(t) − tjej(t)

)
f(t) dt

=
∫ bj

aj

(
−
∫

T−j

(
tjej(t−j, tj) − pj(t−j, tj)

)
f−j(t−j) dt−j

)
fj(tj) dtj

= −
∫ bj

aj

Uj(p, e, tj)fj(tj) dtj

= −
∫ bj

aj

(
Uj(p, e, aj) +

∫ tj

aj

Qj(e, sj) dsj

)
fj(tj) dtj

= −Uj(p, e, aj)
∫ bj

aj

fj(tj) dtj −
∫ bj

aj

∫ tj

aj

Qj(e, sj)fj(tj) dsj dtj

= −Uj(p, e, aj) −
∫ bj

aj

Qj(e, sj)
(
1 − Fj(sj)

)
dsj

= −Uj(p, e, aj) +
∫

T

(
1 − Fj(tj)

)
ej(t)f−j(t−j) dt

= −Uj(p, e, aj) +
∫

T

1 − Fj(tj)
fj(tj)

ej(t)f(t) dt.

Ezt behelyettesítve a (14)-be , azt kapjuk, hogy

U0(p, e) =
∫

T

∑
j∈N

(
tj − 1 − Fj(tj)

fj(tj)
− t0

)
ej(t)

 f(t) dt

+
∫

T
t0f(t) dt −

∑
j∈N

Uj(p, e, aj).
(4.4)

Ezt szeretnénk maximalizálni a (p, e) páros szerint a megvalósíthatósági feltételek
mellett. Mivel az

∫
T t0f(t) dt tag nem függ sem p-től, sem e-től, ezért ezt elhagyhatjuk.

A megvalósíthatósági feltételek között a p függvény csak a (6) és (8) feltételekben
szerepel. Ez a két feltétel összevonható:

0 ≤ Uj(p, e, aj)

= Uj(p, e, tj) −
∫ tj

aj

Qj(e, sj) dsj

=
∫

T−j

(
tjej(t) − pj(t)

)
f−j(t−j) dt−j

−
∫

T−j

∫ tj

aj

ej(t−j, sj)f−j(t−j) dsj dt−j

=
∫

T−j

(
tjej(t) − pj(t) −

∫ tj

aj

ej(t−j, sj) dsj

)
f−j(t−j) dt−j.

Mivel Uj(p, e, aj) ≥ 0, ezért ezek összege is nemnegatív. Így az előző optimalizálási
problémában az a legkedvezőbb eset az, amikor ez az összeg éppen nulla.
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Ha p-t a (4.2) formulának megfelelően választjuk, akkor ez teljesül. Ebből következik,
hogy a maximalizálandó kifejezés:

U0(p, e) =
∫

T

∑
j∈N

(
tj − 1 − Fj(tj)

fj(tj)
− t0

)
ej(t)

 f(t) dt. (4.5)

Az (5) és (8) kívül a többi feltételt már beállítottuk úgy, hogy teljesüljenek. Ennek
köszönhetően már csak a (5) és (8) szerint kell maximalizálni, ezzel belátva az állítást.

A tételből adódik, hogy definiáljuk a

cj(tj) = tj − 1 − Fj(tj)
fj(tj)

látszólagos értékfüggvényt. Először tegyük fel, hogy a cj függvény monoton növekvő
minden j ∈ N esetén. Ekkor az e allokációs függvény legyen olyan, amely a tételt a
legmagasabb látszólagos értékű licitálónak adja, feltéve hogy

max
j∈N

cj(tj) ≥ t0.

Különben az eladó megtartja a tételt. Így e teljesíti az (5)-ös feltételt.
Emellett ekkor e maximalizálja az

∑
j∈N

(
cj(tj) − t0

)
ej(t) (4.6)

kifejezést, mivel ha maxj∈N cj(tj) < t0, akkor az összeg minden tagja nem pozitív, tehát
a maximumát akkor veszi fel, ha e(t) = 0.

Így e a (12)-es kifejezést is maximalizálja. Tehát ha e teljesíti a (8)-as feltételt, akkor
a belőle kiszámolható p fizetési függvénnyel a (p, e) páros optimális árverést alkot.

Ennek belátáshoz, felhasználjuk, hogy cj monoton növő. Ha tj ≥ sj, akkor

cj(tj) ≥ cj(sj).

Mivel e annak a licitálónak adja a tételt, akinek a legmagasabb a látszólagos értéke,
ezért ha a j-edik licitáló kapta meg a tételt, amikor a belső értéke sj volt, akkor tj-t
mondva is megkapta volna azt. Emiatt ej(t) ≥ ej(t−j, sj), amit integrálva megkapjuk,
hogy

Qj(e, tj) ≥ Qj(e, sj), ha tj ≥ sj,

ami éppen a (8)-as feltétel.
Számoljuk ki, hogy ehhez az e allokációs függvényhez milyen p fizetési függvény

tartozik. Emlékezzünk vissza, hogy p alakja:
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pj(t) = ej(t)tj −
∫ tj

aj

ej(t−j, sj) dsj.

Ehhez segítségként vezessük be a zj(t−j) jelölést, ahol zj(t−j) legyen a j-edik licitáló
licitjeinek infimuma, amellyel még megkapja a tételt:

zj(t−j) = inf
{

sj

∣∣∣∣ cj(sj) > max
{
t0, ci(ti)

}
, i ∈ N, i ̸= j

}
.

Ekkor ∫ tj

aj

ej(t−j, sj) dsj = 1{tj≥zj(t−j)}
(
tj − zj(t−j)

)
. (4.7)

Így ha ej(t) = 0, akkor pj(t) = 0, míg ha ej(t) = 1, akkor pj(t) = zj(t−j).
Ezzel megkaptuk az optimális árverést abban az esetben, amikor cj monoton növő:

ej(t) = 1{
cj(tj)=max

i∈N
ci(ti)

}1{cj(tj)>ci(ti) ∀i<j}.

pj(t) = 1{ej(t)=1} zj(t−j).

Az allokációs függvényben a második indikátor csak arra szolgál, hogy ha két
licitálónak ugyanakkora a látszólagos értéke, akkor az kapja a tételt, aki előbb jelentkezett
az árverésre.

Fontos megjegyezni, hogy amikor t0 = 0, még akkor is lehetséges, hogy az eladó
megtartja a tételt, ha a legnagyobb beérkezett licit kisebb, mint c−1

j (t0). Ebben az
eseteben a c−1

j (t0) értékre lehet mint egy kikiálltási árként gondolni. Habár így megvan
annak az esélye, hogy az eladónál marad a tétel, ami az eladónak 0 bevételt jelentene,
így amikor van a kikálltási ár felett licit, garantálva van, hogy zj(t−j) értéke legalább
c−1

j (t0). Várhatóan meg fogja érni az eladónak garantálni a c−1
j (t0) eladási árat, azért

cserébe, hogy néha nálad marad a tétel.
Abban az esetben, amikor a cj függvény nem monoton növekvő, a fent használt

árverés nem teljesíti a (8)-as feltételt, ezért nem lesz megvalósítható. Emiatt új jelöléseket
kell bevezetnünk.

Mivel fj > 0, ezért a hozzájuk tartozó Fj eloszlásfüggvények szigorúan monoton
növekvők, így létezik az inverzük:

F −1
j : [0, 1] → R,

amely egy monoton növekvő függvény. Ekkor legyen tetszőleges s ∈ [0, 1] esetén

hj(s) = cj

(
F −1

j (s)
)

= F −1
j (s) − 1 − s

fj

(
F −1

j (s)
) .

Legyen Hj a hj integrálfüggvénye:

Hj(s) =
∫ s

0
hj(r) dr.
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Folytatva, legyen Gj a Hj alsó konvex burka:

Gj(s) = min
{

ωHj(r1) + (1 − ω)Hj(r2)
∣∣∣∣ω, r1, r2 ∈ [0, 1],

ωr1 + (1 − ω)r2 = s
}

.

Mivel
Hj(0) = 0, Hj(1) = 1, Hj(s) ≥ 0,

ezért ezek a tulajdonságok Gj-re is teljesülnek.
Továbbá, mivel Gj konvex, ezért legfeljebb megszámlálható sok pont kivételével

deriválható, tehát értelmes a

gj(s) = G′
j(s)

jelölés. Azokban a pontokban, amelyekben Gj nem deriválható, a gj függvényt úgy
terjesztjük ki, hogy jobbról folytonos maradjon.

Mivel Gj konvex, ezért gj monoton növekvő, így az

c̄j(tj) = gj

(
Fj(tj)

)
függvény is monoton növekvő lesz.
Ezzel az új c̄j függvénnyel már általánosan meg tudunk határozni egy optimális

árverést. Legyen

M(t) =
{

i | t0 ≤ c̄i(ti) = max
i∈N

c̄i(ti)
}

.

Az M(t) halmaz azon licitálókat tartalmazza, akiknek a módosított látszólagos értéke
maximális.

4.0.2. Tétel (Optimális árverések). Legyen a p̄ fizetési függvény és a ē allokációs
függvény

ēj(t) =


1

|M(t)| , ha j ∈ M(t)

0, ha j /∈ M(t)

továbbá

x̄j(t) = ēj(t)tj −
∫ tj

aj

ēj(t−j, sj) dsj

Ekkor a (p̄, ē) páros egy optimális árverést határoz meg.

Bizonyítás. Parciális integrálással kapjuk, hogy
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∫
T

(
hj(Fj(tj)) − gj(Fj(tj))

)
ej(t)f(t) dt

=
∫ bj

aj

(
hj(Fj(tj)) − gj(Fj(tj))

)
Qj(e, tj)fj(tj) dtj

=
((

Hj(Fj(tj)) − Gj(Fj(tj))
)
Qj(e, tj)

)∣∣∣∣bj

tj=aj

−
∫ bj

aj

(
Hj(Fj(tj)) − Gj(Fj(tj))

)
dQj(e, tj).

Mivel
Gj(Fj(aj)) = Gj(0) = 0 = Hj(0) = Hj(Fj(aj)),

és
Gj(Fj(bj)) = Gj(1) = 1 = Hj(1) = Hj(Fj(bj)),

ezért az első tag eltűnik.
Ezt felhasználva a 4.0.1.-es tétel átírható:

∫
T

∑
j∈N

(
tj − 1 − Fj(tj)

fj(tj)
− t0

)
ej(t)f(t) dt

=
∫

T

∑
j∈N

(
hj(Fj(tj)) − t0

)
ej(t)f(t) dt

=
∫

T

∑
j∈N

(
c̄j(tj) − t0

)
ej(t)f(t) dt

+
∑
j∈N

∫
T

(
hj(Fj(tj)) − gj(Fj(tj))

)
ej(t)f(t) dt

=
∫

T

∑
j∈N

(
c̄j(tj) − t0

)
ej(t)

 f(t) dt

−
∑
j∈N

∫ bj

aj

(
Hj(Fj(tj)) − Gj(Fj(tj))

)
dQj(e, tj).

A monoton növekvő esethez hasonlóan itt is ē maximalizálja

∫
T

∑
j∈N

(c̄j(tj) − t0)ēj(t)
 f(t) dt.

Továbbá, mivel Hj ≥ Gj, ezért ha (p̄, ē) teljesíti a (8) feltételt, akkor
∫ bj

aj

(
Hj(Fj(tj)) − Gj(Fj(tj))

)
dQj(e, tj) ≥ 0.

ē teljesíti a (8)-at, mert c̄j(tj) monoton növekvő függvény, így ēj is az, amiből
következik, hogy Qj(e, tj) szintén az, mint a monoton növekedő látszólagos érték esetében.
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Végül, ha (p̄, ē) maximalizálja a (12)-es kifejezést — ami biztosan teljesül, ha
∫ bj

aj

(
Hj(Fj(tj)) − Gj(Fj(tj))

)
dQj(e, tj) = 0,

akkor (p̄, ē) egy optimális árverést alkot.
Mivel Gj a Hj alsó konvex burka, ezért ha Gj(s) < Hj(s), akkor s egy környezetében

Gj lineáris, azaz ott
G′′

j = g′
j = 0.

Tehát az ennek megfelelő intervallumon cj és Qj konstansok.
Így

∫ bj

aj

(
Hj(Fj(tj)) − Gj(Fj(tj))

)
dQj(e, tj)

=
∫ bj

aj

(
Hj(Fj(tj)) − Gj(Fj(tj))

)
1{Hj−Gj=0} dQj(e, tj)

+
∫ bj

aj

(
Hj(Fj(tj)) − Gj(Fj(tj))

)
1{Hj−Gj>0} dQj(e, tj)

= 0 + 0 = 0.

Ezzel beláttuk az állítást.
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5. fejezet

Nem zárt licites árverések

Ebben a fejezetben kimondjuk a [1] Tim Roughgarden: Algorithmic Game Theory, [3]
Roger B. Myerson: Optimal Auction Design könyvben, cikkben található kinyilatkozta-
tási elvet.

Eddig csak olyan árverésekkel foglalkoztunk, amelyek a zárt licites modellen belül
vannak. A mindennapokban azonban közel sem teljesül, hogy minden árverés ilyen
formátumú lenne. Mind az angol, mind a holland árverés nem zárt licites árverés.
Szeretnénk ezekben az esetekben is optimális árveréseket keresni. Ebben a részben látni
fogunk egy tételt, amely megmutatja, hogy nagyon sok árverést — köztük a holland
árverést és az angol árverés egy változatát is — vissza lehet vezetni a zárt licites modellre.

Jelenleg nem egyértelmű, hogy az általános esetben mik lesznek a megvalósítható
árverések. Ehhez vezessük be az alábbi fogalmakat.

Mint a zárt licites rendszerben, itt is n licitáló versenyez egyetlen tétel megszerzéséért.
Minden licitálónak van egy Θj stratégiahalmaza. Jelölje

Θ = (Θ1, Θ2, . . . , Θn)

a licitálók stratégiáinak együttes halmazát. Legyen továbbá

θj : [aj, bj] → Θj

az a függvény, amely az adott belső értékhez a választott stratégiát rendeli.
Most a választott stratégia csak a tj értékétől függ, tehát a j-edik licitáló az árverés

lebonyolítása során nem kap információt a többi licitáló stratégiáiról.
Ennek a megkötésnek az a szerepe, hogy ha a j-edik licitáló megismerné — akár csak

részben is — az i-edik licitáló stratégiáját, akkor ebből következtetni tudna a ti értékre.
Ha az fj(tj) sűrűségfüggvények függetlenek, ahogyan az eddig vizsgált modellekben
feltételeztük, akkor ez nem adna a j-edik licitálónak extra információt az árverés során.
Stratégiáját ugyanúgy folytatná, mintha semmit sem tudna a ti értékéről.

A későbbi fejezetekben fogjuk vizsgálni azt az esetet, amikor a belső értékek függnek
egymástól; ekkor már számítani fog a többi licitáló stratégiájából származó információ.

19



Az árverés lezajlása után az eladó eldönti, hogy ki kapja meg a tételt, és kinek
mennyit kell fizetnie. Ezeket rendre a

p̂ : Θ → Rn

fizetési függvény és a
ê : Θ → Rn

allokációs függvény határozza meg.
A megvalósíthatósági feltételeket az alábbi módon általánosítjuk.
Mivel az általános esetben is egyetlen tételt osztunk ki az n licitáló között, ezért a

következő feltétel megmarad a zárt licites esetből:

∑
j∈N

êj(θ) ≤ 1, 0 ≤ êj(θ) ≤ 1 ∀j ∈ N. (5.1)

Hasonló módon általánosíthatók a (6)-os és (7)-es feltételek is.
A nemnegatív hasznot az alábbi feltétel garantálja:

Uj

(
p̂, ê, θj(tj)

)
≥ 0 ∀tj ∈ [aj, bj], (5.2)

ahol Uj a j-edik licitáló várható haszna.
Az igazmondósági feltételt úgy általánosítjuk, hogy a j-edik licitáló számára ne

legyen előnyös eltérni a θj(tj) által meghatározott stratégiától. Vagyis:

Uj

(
p̂, ê, θj(tj)

)
≥
∫

T−j

(
tj êj

(
θ−j(t−j), ϑ

)
− p̂j

(
θ−j(t−j), ϑ

))
f−j(t−j) dt−j,

∀ϑ ∈ Θj.

(5.3)

Másképpen megfogalamzva, a licitálók startégiáinak egy Nash egyensúlyt kell alkot-
niuk.

Ezzel már készen állunk a rész fő tételének kimondására.

5.0.1. Tétel (Kinyilatkoztatási elv). Tetszőleges megvalósítható (p̂, ê) árveréshez létezik
egy (p, e) megvalósítható zárt licites árverés, amely ugyanazt a várható hasznot adja az
eladónak és minden licitálónak.

Bizonyítás. Az eladó ismeri a θj függvényeket. Emiatt, ha a licitálók közlik az eladóval
belső értéküket, akkor az eladó tudni fogja, hogy ki melyik stratégiát alkalmazná. Így
az eladó szimulálni tudja, hogyan zajlott volna le az eredeti árverés.

Ebből ki tudja számolni a p̂(θ(t)) és ê(θ(t)) értékeket. Most

θ(t) =
(
θ1(t1), . . . , θn(tn)

)
.
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Ha a (p, e) mechanizmust úgy definiáljuk, hogy

p(t) = p̂(θ(t)), e(t) = ê(θ(t)),

akkor ugyanaz a licitáló kapja meg a tételt, és minden licitálónak ugyanannyit kell
fizetnie, mint az eredeti árverésben.

Az általánosított megvalósíthatósági feltételek garantálják, hogy (p, e) is megvalósít-
ható legyen, ezzel bizonyítva az állítást.

Elsőre a kinyilatkoztatási elv hatására úgy tűnik, hogy a nem zárt licites árverésekkel
nem is kell foglalkoznunk, hiszen tetszőleges árverés visszavezethető rájuk. Ezzel a
gondolatmenettel több gond is akad.

Először is, tegyük fel, hogy van egy nem zárt licites árverési modellünk, ami megva-
lósítható. Ekkor a kinyilatkoztatási elvet használva megkapunk egy, az árverésünkkel
ekvivalens zárt licites árverést. A 4-es fejezetben leírtak alapján a zárt licites árveréshez
meg tudunk adni egy optimális (p, e) párost. Ezt a (p, e) párost nem feltétlenül tudjuk
visszakonvertálni az eredeti modellünkbe. Így a kinyilatkoztatási elv nem segít a nem
zárt licites árverések lebonyolításában.

Másodszor, ahhoz, hogy tudjuk alkalmazni a kinyilatkoztatási elvet, ismernünk kell
az eredeti árverési modellben a licitálók által felvett Nash-egyensúlyi pontot. Nem
minden árverési modellben lesz az egyensúlyi pont helye nyilvánvaló, ezzel nehezítve a
kinyilatkoztatási elv alkalmazását.

Ezen akadályok ellenére is a kinyilatkoztatási elv sokszor segít nekünk optimális
árveréseket találni nem zárt licites modellekben. Ennek példájaként vizsgáljunk meg két,
a mindennapokban jelentős, nem zárt licites árverést: az angol és a holland árverést.

A 4.0.1.-es tételből adódik, hogy két megvalósítható, azonos e allokációs függvénnyel
és azonos Uj(p, e, aj) értékekkel rendelkező árverésben az eladó várható haszna is azonos
lesz. Az első illetve a második árú zárt licites árverésekben mindig az kapja a tételt,
akinek a legmagasabb a belső értéke, így e1 = e2. Emellett mindkét árverésben egy
licitáló ai belső értékkel 0 valószínűséggel szerzi meg a tételt, így a várható hozama is
0 lesz. Ennek következtében a független esetben a két árverési forma azonos várható
hozamot hoz az eladónak.

5.0.2. Tétel. Az angol árverésben egy Nash-egyensúlyi pont az a stratégia, amikor
minden licitáló a belső értékéig hajlandó licitálni az árverés folyamán.

Bizonyítás. Vizsgáljuk az árverést a j-edik licitáló szemszögéből, és tegyük fel, hogy a
többi licitáló az állításban megfogalmazott stratégiát alkalmazza. Akkor lesz a stratégiák
összessége egy Nash-egyensúlyi pont, ha tj , mint a szint, ameddig a j-edik licitáló licitál,
egy legjobb válasz a többi licitáló stratégiájára.

Bontsuk ketté a többi licitáló lehetséges belső értékeit. Az első esetben a maxi∈N,i̸=j{ti} ≤
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tj. Ekkor, ha a j-edik licitáló nyeri meg a licitet, akkor az árverésből származó haszna:

tj − max
i∈N,i̸=j

{ti} ≥ 0

Tehát a j-edik licitálónak megéri megszereznie a tételt. Amennyiben tj-ig licitál, akkor
ez meg is történik, hiszen minden más licitáló kiesik az árverésből még tj előtt.

A második esetben maxi∈N,i̸=j{ti} > tj. Így a j-edik licitáló várható haszna, ha
megnyerné a licitet, negatív lenne. Tehát azzal, hogy a j-edik licitáló tj-ig licitál, nem ő
fogja megnyerni a licitet, ezáltal nem okozva magának negatív hasznot.

Összegezve, mindkét esetben a legmagasabb hasznot, amit a j-edik licitáló el tud érni,
akkor éri el, ha tj-ig licitál. Ezáltal tj egy legjobb válasz a többi licitáló stratégiájára.

Ezáltal megtaláltunk egy Nash-egyensúlyt az angol árverésben. A kinyilatkoztatási
elv használatával a következő fog történni. Minden licitáló megmutatja az eladónak a
belső értékét. Ekkor az eladó leszimulálja az angol árverést, amelyben a legmagasabb
belső értékkel rendelkező licitáló nyer. Valamint annyit kell a tételért fizetnie, mint a
rajta kívüli legmagasabb belső érték. Ez pont a második árú zárt licites árverés. Mivel
ez az angol árverés visszavezetése volt, így a két árverés várható haszna azonos.

Végezetül vizsgáljuk meg a holland árverést. Mivel a j-edik licitáló belső értékét
nem befolyásolja a többi licitáló belső értéke, így a b(tj) szint, amelyen szeretné a j-edik
licitáló megvenni a tételt, csak a belső értéktől függ.

Azt szeretnénk belátni, hogy a b(tj) szint monoton növekszik tj-ben. Tegyük fel,
hogy léteznek c, d ∈ [aj, bj], hogy c < d, de b(c) > b(d). Legyen

p = P( max
i∈N,i̸=j

b(ti) ∈ [bd, bc])

p− = P( max
i∈N,i̸=j

b(ti) < bd)

Ekkor a várható hasznok c, illetve d esetén rendre p−(d−bd) és (p+p−)(c−bc). Mivel
c esetén bd-n is licitálhattunk volna, de nem tettük, ez azt jelenti, hogy p(c − bc) ≥ 0.
Mivel d esetén bc-t is licitálhattuk volna, de nem tettük, így p(d − bd) ≤ 0. Viszont
p(d − bd) > p(c − bc). Ami ellentmondás, kivéve ha p = 0. Viszont fel van téve, hogy
fj > 0, tehát p = 0-ból következnie kellene bc = bd-nek, ami ellentmondás.

Tehát a holland árverésben monoton növekvő a Nash-egyensúlyt meghatározó straté-
gia, így alkalmazva rá a kinyilatkoztatási elvet az első árú zárt licites árverést kapjuk
meg. Arról pedig már láttuk, hogy azonos várható hasznot hoz, mint a második árú
zárt licites árverés.

Összegezve, a független esetben a 4 alapárverés azonos várható hasznot hoz az
eladónak.
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6. fejezet

Az egyértékes jelű modell

Ebben a fejezetben fogalmazzuk meg a nem független esett alap definícóit, mint a [2]
Paul R. Migron és Robert J. Weber: A Theory of Auction and Competitve Bidding és
[5] Jonathan Levin: Auction Theory cikkeikben.

Az eddigi fejezetben csak olyan árverésekkel foglalkoztunk, amelyekben a licitá-
lók ismerték a belső értékeiket, valamint ezek egymástól függetlenek voltak. Ezek a
feltételezések a gyakorlatban nem mindig teljesülnek.

Vegyük példának egy festmény árverését. Ha kétségbe vonható a tétel hitelessége,
akkor a valódi értéke csak akkor válik ismertté a licitáló számára, amikor megveszi a
festményt és megvizsgáltatja, hogy hamisítvány-e. Ennek következtében, ha egy licitáló
tudomást szerezne arról, hogy mások alacsonyan értékelik a festményt, az arra adna
gyanút, hogy a többi licitálónak van bizonyítéka a festmény hiteltelenségére. Így a
licitálónak is csökkentenie kellene a belső értékbecslését.

Ezeket az újonnan felmerülő problémákat a független belső értékek modellje nem
tudja kezelni, ezért egy általánosabb modellt vezetünk be. Olyan modellt szeretnénk
létrehozni ami magába foglalja a független belső értékek esetét. Mivel többféle árverést
tudunk elemezni az új modellünk segítségével, emiatt ezeken belül, az optimális árve-
rések megtalálása megnehezedik. Ennek következtében az általános modellben csak a
leggyakrabban használt angol, holland, első illetve második árú zárt licites árveréseket
fogjuk kivizsgálni.

Mint a független esetben, az eladó most is egyetlen tételt szeretne értékesíteni n

licitáló között. Minden licitálóhoz tartozik egy

Xj : Ω → R, j ∈ N,

abszolút folytonos valószínűségi változó, amely az adott licitáló privát információját
jelképezi. A modell fontos feltevése, hogy a megszerzett információ reprezentálható egy
valós értékű jellel. Így legyen a modellünk neve az egyértékes jelű modell.

Emellett

Si : Ω → R, i = 1, . . . , m,
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jelöli a nyilvános információkat. Feltesszük, hogy az Si változók is rendelkeznek
sűrűségfüggvénnyel.

A továbbiakban az

X = (X1, . . . , Xn), S = (S1, . . . , Sm)

jelöléseket használjuk.
A Vj változó jelöli a j-edik licitáló belső értékét. Ebben a modellben a belső érték

maga is valószínűségi változó az adott licitáló számára. Értéke függ a megszerzett infor-
mációktól, beleértve azokat az információkat is, amelyeket a j-edik licitáló közvetlenül
nem ismer.

Legyenek
u : Rm+n → R, uj : Rm+n → R

olyan függvények, hogy

Vj = uj(S, X) = u(S, Xj, X−j) j ∈ N.

Következetesen az uj függvények nemnegatívak és minden változójukban monoton
növekedők. Az S információk minden licitálóra azonos módon hatnak, továbbá a j-
edik licitáló számára a többi licitáló információja szimmetrikus szerepet játszik. Végül
feltesszük, hogy a belső értékek várható értéke véges.

Legyen f(s, x) az Si és Xj változók együttes sűrűségfüggvénye. A modell egyik
alapfeltevése, hogy ezek a változók kapcsoltak (affiliated). A modellben ez azt jelenti,
hogy minden z, w ∈ Rm+n esetén

f(z ∧ w) f(z ∨ w) ≥ f(z) f(w),

ahol ∧ a koordinátánkénti minimumot, míg ∨ a koordinátánkénti maximumot jelöli.
A kapcsoltságból a következő állítások következnek.

Ha Z1, . . . , Zk kapcsoltak és g1, . . . , gk monoton növekvők,
akkor g1(Z1), . . . , gk(Zk) is kapcsoltak.

(6.1)

Ha Z1, . . . , Zk kapcsoltak, akkor Z1, . . . , Zk−1 is kapcsoltak. (6.2)

Ha Z1, . . . , Zk kapcsoltak és H monoton növekvő, akkor
h(a1, b1; . . . ; ak, bk) = E[H(Z1, . . . , Zk) | ai ≤ Zi ≤ bi, i = 1, . . . , k]
szintén monoton növekvő függvény.

(6.3)

Legyen Y1, . . . , Yn−1 az X2, . . . , Xn változók rendezett mintája úgy, hogy

Y1 ≥ Y2 ≥ · · · ≥ Yn−1.
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Ekkor a rendezett minta együttes sűrűségfüggvénye

fS,Y (s, y) = (n − 1)! f(s, y)1{y1≥···≥yn−1},

a sűrűségtranszformáció formulája alapján, ami szintén kapcsolt lesz.
Így

Ha X1, . . . , Xn kapcsoltak, akkor X1, Y1, . . . , Yn−1, S1, . . . , Sm is kapcsoltak. (6.4)

A későbbi bizonyításokhoz fel fogjuk tenni, hogy a

E[V1 | X1 = x, Y1 = y1, . . . , Yn−1 = yn−1]

függvény szigorúan monoton növekvő minden argumentumában.
Látható, hogy az egyértékes jelű modell magában foglalja a független esetet is. Ez

az m = 0 speciális esetnek felel meg. A kapcsoltsági feltétel automatikusan teljesül a
független esetben, hiszen fS,X = ∏

j∈N fXj
.. Ebből

fS,X(z ∧ w) fS,X(z ∨ w) =
∏
j∈N

fXj
(zj ∧ wj)fXj

(zj ∨ wj)

=
∏
j∈N

fXj
(zj) fXj

(wj),

ami igazolja a kapcsoltsági feltételt.
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7. fejezet

Második árú árverés

Ebben a fejezetben kezdjük el a fogalmakat konkrét árverésekre használni, mint [2]
Paul R. Milgron és Robert J. Weber: A Theory of Auction and Competitive Bidding
cikkében.

Ezennel készen állunk az árverések elemezésére. Mivel ez nem a független eset, ezért
újra meg kell keresnünk a Nash-egyensúlyi pontot. A második árú árverésben egy licitáló
stratégiája, hogy az Xj- ből szerzett információt használva eldönti, hogy mekkora értéket
jelentsen az eladónak. Azaz xj = Xj esetén θj(xj)-t fog írni a lapjára. Mivel az árverés
szimmetrikus, így vizsgáljunk mindent az első licitáló szemszögéből.

Tegyük fel, hogy a többi licitáló, már eldöntötte, hogy milyen θjstratégiákat fognak
alkalmazni az árverés alatt. Ekkor legyen

W = max
j ̸=1

θj(Xj)

Így az első licitáló feladata egy olyan θ1 stratégia megválasztása, ami maximalizálja a
várható hasznát. Ha kisebb értéket választ mint W , akkor nem ő kapja meg a tételt,
ezáltal 0 lesz a haszna. Ha nagyobbat mint W , akkor a W -t kell fizetni a tételért. Így
az lesz a legjobb stratégiája, ami maximalizálja az alábbi függvényt

E
[
(V1 − W )1{W <θ1(X1)} | X1 = x1

]
(7.1)

Ezzel θ1 egy legjobb válasz lesz a θ2, . . . , θn stratégiákra. Ha (θ1, θ2, . . . , θn)-ben
minden θj legjobb válasz a maradék n − 1 stratégiára, akkor az n stratégia együtt
meghatároz egy Nash-egyensúlyi pontot.

A Nash-egyensúlyi pont megtalálásához vezessük be az alábbi segédfogalmat

v : R2 → R v(x, y) = E[V1|X1 = 1, Y1 = 1]

(24)-et felhasználva v szigorúan monoton növekvő lesz az első argumentumában. Ezzel
készen vagyunk a Nash-egyensúlyi pont megkeresésével.

7.0.1. Tétel (Egyensúlyi pont második árú árverésekben). Legyen θ∗(x) = v(x, x).
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Ekkor a (θ∗, θ∗, . . . , θ∗) stratégiák egy Nash-egyensúlyi pontot alkotnak.

Bizonyítás. Mivel v az első változójában szigorúan monoton növekedő volt, így θ∗(x) is
az. Emiatt W = θ∗(Y1). Ezt behelyetesítve (26)- azt kapjuk.

E[(V1 − θ∗(Y1))1{θ∗(Y1)<θ(x)}|X1 = x]
= E[E[(V1 − v(Y1, Y1))1{θ∗(Y1<θ(x)}|X1, Y1]|X1 = x]
= E[(E[V1|X1, Y1] − v(Y1, Y1))1{θ∗(Y1)<θ(x)}|X1 = x]
= E[(v(X1, Y1) − v(Y1, Y1))1{θ∗(Y1)<θ(x)}|X1 = x]

=
∫ θ∗−1

−∞

(
v(x, α) − v(α, α)

)
fY1(α|x)dα

A toronyszabályt használva.
Itt fY1(x|α) az Y1 feltételes sűrűségfüggvénye X1 = x-re. Mivel v szigorúan monoton

növekedő az első argumentumában, így az integrál belseje pontosan addig nem negatív,
amég x ≥ α. Így arra a θ-ára veszi fel a maximumát, amire θ∗−1(θ(x)) = x, azzaz,
minden x-re θ∗(x) = θ(x) . θ∗ egy legjobb válasz a többi licitáló stratégiájára és így a
(θ∗, θ∗, . . . , θ∗) startágiák egy Nash-egyensúlyt alkotnak.

Vizsgáljuk azt az esetet amikor V1 = V2 = · · · = V és vezessünk be egy n + 1-
edik licitálót egy Xn+1-es becsléssel, a közös V értékről. Legyen Xn+1 olyan, hogy az
fV,X,Xn+1 sűrűségfüggvényt fel lehessen bontani g(V, X)h(Xn+1|X1, Y1) alakúra. Ekkor
az n + 1-edik licitálónak nem lesz olyan stratégiája, amivel pozitív várható haszonra
tehet szert.

7.0.2. Tétel. Legyen X, Xn+1 mint feljebb, ekkor ha az első n licitáló a θ∗ stratégiát
alkamazza, akkor nincs θ stratégia, amivel az n + 1-edik licitáló pozitív várható haszonra
tenne szert. Valamint a (θ∗, . . . , θ∗, 0) stratégiák együtt egy Nash-egyensúlyi pontot
határoznak meg.

Bizonyítás. Legyen az n+1-edik licitáló által jelentett érték b, valamint Z = max{X1, Y1}.
Ekkor az n + 1-edik licitáló várható haszna

E[(V − θ∗(Z))|Xn+1, {θ∗(Z) < b}]
= E[E[V − θ∗(Z))|X1, Y1, Xn+1]|Xn+1, {θ∗(Z) < b}]
= E[([V |X1, Y1, Xn+1] − θ∗(Z))|Xn+1, {θ∗(Z) < b}]
= E[(v(X1, Y1) − v(Z, Z))|Xn+1, {θ∗(Z) < b}]

Ismét toronyszabályt akamazva, illetve a felhasználva Xn+1 speciális alakját E[V |Xn+1, X1, Y1] =
E[V |X1, Y1]. Mivel v monoton növekvő, így a várható értéken belül egy nem pozitív
függvény van, ezáltal az n + 1-edik licitáló várható haszna is kisebbegyenlő 0 lesz.
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Persze ha az n + 1 licitáló bármilyen Xn+1-et tapasztalva 0-át jelent, akkor a várható
haszna 0 lesz, ami számára maximális várható hasznot jelent, így a konstans 0 stratégia
egy legjobb válasz a többi licitáló θ∗ stratégiájaira.

A vizsgált árveréseinkben még szeretnénk azt vizsgálni, hogy ha az eladó hozzájut egy
X0 információhoz, akkor mikor éri meg neki az extra információt a licitálókkal közölni.
Az lenne a sejtés, hogy a licitálók számára pozitív információkat érdemes jelenteni, de
a negatívakat érdemes magának egtartani. Azonban a következő tételben látni fogjuk,
hogyha a licitálók előre ismerik az eladó információ megosztó stratégiáját, akkor az eladó
számára a leghasznosabb stratégia, ha minden extra információt mindig közzé tesz.

A tételhez vezessük be az alábbi fogalmakat. Legyen

w : R3 → R w(x, y, z) = E[V1|X1 = x, Y1 = y, X0 = z]

(25)-öt felhasználva w is monoton növekvő. Az információ közzé tétele után az együttes
sűrűségfüggvény megváltozik f(s, x|x0) alakúra. Erről is be lehet látni, hogy kapcsolt,
így a fenti számolást újra elvégezve kapunk egy (θ̂, θ̂, . . . , θ̂), θ̂(x, x0) = w(x, x, x0)
Nash-egyensúlyi pontot.

7.0.3. Tétel. Legyen Rn a várható eladási ár amikor X0 nincs a licitálok tudtára adva
és legyen RI amikor X0 közzé van téve. Ekkor RI ≥ Rn

Bizonyítás. Mivel szimmetrikus az árverés, a várható eladási ár ugyanaz lesz, mint a
várható eladási ár, feltéve, hogy az első licitáló kapja meg a tételt. Így

RN = E[v(Y1, Y1)|{X1 > Y1}]
RI = E[w(Y1, Y1, X0)|{X1 > Y1}]

Valamint a toronyszabályt alkalmazva megkapjuk

v(x, y) = E[V1|X1 = x, Y1 = y]
= E[E[V1|X1, Y1, X0]|X1 = x, Y1 = y]
= E[w(X1, Y1, X0)|X1 = x, Y1 = y]

Így (22), (24), (25)-et felhasználva

v(y, y) = E[w(X1, Y1, X0)|X1 = y, Y1 = y]
= E[w(Y1, Y1, X0)|X1 = y, Y1 = y]
≤ E[w(Y1, Y1, X0)|X1 = x, Y1 = y]
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Ezt vissza behelyetesítve RN -be azt kapjuk, hogy

RN = E[v(Y1, Y1)|{X1 > Y1}]
= E[E[w(Y1, Y1, X0)|X1, Y1]|{X1 > Y1}]
= E[w(Y1, Y1, X0)|{X1 > Y1}] = RI

Ismételten a toronyszabályt használva.

Ezzel beláttuk, hogy X0-t nyilvánoságra hozni átlagosan magasabb eladási árat hoz
az eladónak, mint semmilyen információt nem közölni. Már csak az a kérdés maradt,
hogy valóban megéri mindig minden információt közzé tennie az eladónak, vagy létezik
olyan információközlési stratégia, ami ennél magasabb várható eladási árt biztosít.

Az eladó információközlési stratégiáját, úgy jellemezzük, hogy vegyünk egy Z való-
színűségi változót ami független minden eddigi valószínűségi változóktól. Ekkor legyen
az eladó stratégiája r(X0, Z), ahol X0 az általa megfigyelt információ. Tehát még azt is
megengedjük, hogy az eladó randomizálja az általa közölt információt. Azonban ennek
a randomizációnak is ismerik az elosztását a licitálók.

7.0.4. Tétel. X0 nyilvánosságra hozni nem rosszabb az eladónak, mint X
′ = r(X0, Z)-t

Bizonyítás. Mivel Z független az (S, X) értékektől, így X ′
0 feltételes eloszlásása (S, X)-re

csak X0-tól függ. Legyen gX′
0
(x|X0) a megfelelő feltételes sűrűségfüggvény, és gX′

0
(x)

a perem sűrűségfüggvény. Ekkor tetszőleges x′
0 = X ′

0-re a együttes feltételes sűrűség-
gfüggvény fS,X(s, x)gX′

0
(x′

0|x0)gX′
0
(x′

0) lesz. Mivel fS,X(s, x) kapcsolt, így az együttes
feltételes sűrűségfüggvény is az lesz, aminek hatására lehet alkalmazni rá a 7.0.3.-as
tételt. Azaz várhatóan megéri az eladónnak X0-t közölnie. De miután közöltük X0-at is
akkor az licitálók számára a X0, X ′

0-ből kinyerhető számukra jelentős információ azonos
az X0-ból kinyerhető információval. Tehát X0, X ′

0-t közzé tenni, ami várhatóan jobban
megéri az eladónak, mint csak X ′

0-t közzé tenni, azonos csak X0 közétételével.

Összegezve, a második árú zárt licites árverésekben a licitálóknak a legjobb stratégi-
ájuk a θ∗. Valamint az eladó legjobb információközlési stratégiája a minden információ
nyilvánosságra hozása.
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8. fejezet

Angol árverés

Ebben a fejezetben folytatjuk [2] Paul R. Milgron és Robert J. Weber: A Theory of
Auction and Competitive Bidding cikkében elemzett árverések vizsgálatát.

Az általunk elemzett angol árverésben az ár folyamatosan növekszik. Minden licitáló
eldönti, hogy az adott árszinten még aktív kíván-e maradni az árverésben, vagy ki kílépni
kiván belőle. A licitálók minden időpillanatban ismerik a még aktív licitálók számát,
valamint a már kilépett licitálók kilépési szintjeit. Amikor az utolsó előtti licitáló is
kilép, az árverés véget ér, és a megmaradó aktív licitáló szerzi meg a tételt az elöbbi
kilépési árán.

Megjegyzendő, hogy n = 2 esetén a licitálók stratégiája csupán abból áll, hogy az
árverés elején meghatározzák, milyen árszinten lépnek ki. Emiatt ebben az esetben az
angol árverés stratégiailag ekvivalens a második árú zárt licites árveréssel.

Általánosan egy licitáló stratégiája azt írja le, hogy mikor lép ki az árverésből,
feltéve, hogy addig k licitáló már kilépett a r1 ≤ r2 ≤ · · · ≤ rk szinteken. Legyen
θ∗ = (θ∗

0, . . . , θ∗
n−2) az alábbi módon definiálva:

θ∗
0(x) = E[V1 | X1 = x, Y1 = · · · = Yn−1 = x] ,

θ∗
k(x | p1, . . . , pk) = E[V1 | X1 = x, Y1 = · · · = Yn−k−1 = x,

θ∗
k−1(Yn−k | p1, . . . , pk−1) = pk, . . . , θ∗

0(Yn−1) = p1
]

.

8.0.1. Tétel. A (θ∗, . . . , θ∗) startégiák meghatároznak egy Nash-egyensúlyi pontot.

Bizonyítás. A (24)-ből következik, hogy θ∗
k monoton növekvő az első argumentumában.

Tegyük fel, hogy az első licitálón kívül mindenki a θ∗ stratégiát alkalmazza. Amikor
az első licitáló nyeri meg az árverést, akkor E[V1 | X1 = y1, Y1 = y1, . . . , Yn−1 = yn−1]
összeget fizet. Az első licitáló belső értékbecslése ezzel szemben E[V1 | X1 = x, Y1 =
y1, . . . , Yn−1 = yn−1]. Mivel ezek az első argumentumban monoton növekednek, az első
licitálónak pontosan akkor nem negatív a várható haszna, ha x ≥ y1. A θ∗ stratégia
alkalmazása mellett az első licitáló pontosan akkor nyer, ha x1 > y1, vagyis θ∗ legjobb
válasz a többi licitáló stratégiájára.
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8.0.2. Tétel. Az angol árverésből származó várható haszna az eladó számára nem kisebb,
mint a második árú zárt licites árverés várható haszna.

Bizonyítás. A bizonyításhoz felhasználjuk a 7.0.3.-as tételt. Bontsuk az angol árverést
két szakaszra. Az első szakasz addig tart, amíg kettőnél több aktív licitáló van. Mivel
a θ∗ stratégia monoton növekvő, ebben a szakaszban a legkisebb belső értékbecsléssel
rendelkező n − 2 licitáló lép ki.

A második szakaszban már csak két aktív licitáló marad. Mint korábban láttuk,
ekkor az angol árverés ekvivalens a második árú zárt licites árveréssel. Azonban ebben
az esetben a két megmaradt licitáló rendelkezik azzal az információval is, hogy a többi
licitáló milyen árszinteken lépett ki. Korábban láttuk, hogy a nyilvánosságra hozott
információk a második árú zárt licites árverésben nem csökkentik a várható bevételt. A
kilépési árszintek mint publikus információk ezért növelik a várható eladási árat a zárt
licites esethez képest.

8.0.3. Tétel. Az angol árverés során az eladó számára optimális információközlési
stratégia az, ha minden rendelkezésére álló információt nyilvánosságra hoz.
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9. fejezet

Holland árverés

Ebben a fejezetben, mint a [2] Paul R. Milgron és Robert J. Weber: A Theory of Auction
and Competitive Bidding cikkében, elemezzük ki a Holland illetve első árú zárt licites
árveréseket.

Kezdjük azzal a holland árverést, hogy megvizsgáljuk a licitálók általi lehetséges
stratégiákat. A j-edik licitáló akkor nyer, ha ő dönti azt először, hogy az aktuális eladási
áron megveszi a tételt. Így a stratégiák halmaza abból áll, hogy az árverés elején eldönti,
hogy mennyiért hajlandó megvásárolni a tételt. A Holland árverés így ekvivalens az első
árú zárt licites árveréssel. Ennek következtében a vizsgálatunkat fordítsuk a zárt licites
változatra.

Mint ahogyan a második zárt licites illetve az angol árverésnél láttuk, most is
szeretnénk meghatározni a licitálók által felvett Nash-egyensúlyi pontot, összemérni a
holland árverést a másik két árveréssel várható eladási ár szempontjából. Valamint az
eladó információközlési stratégiákat szeretnénk összehasonlítani.

A holland árverésben úgy fogjuk megkeresni a Nash-egyensúlyi pontot, hogy feltesszük
a monoton növekvő (θ∗, . . . , θ∗) differenciálható stratégiákról, hogy egyensúlyi pontot
alkotnak. Ekkor ha ki tudjuk számolni az első licitáló legjobb válaszát a többi licitáló
θ∗ stratégiáira, akkor az pont θ∗ lesz.

Amikor X1 = x információt figyel meg az első licitáló és b-t licitál, akkor a várható
haszna, feltéve, hogy x az Y1 tartójának az infimuma

∏
(b, x) = E[(V1 − b)1{θ∗(Y1)<b} | X1 = x]

= E[E[(V1 − b)1{θ∗(Y1)<b} | X1, Y1] | X1 = x]
= E[(v(X1, Y1) − b)1{θ∗(Y1<b} | X1 = 1]

=
∫ θ∗−1(b)

x
(v(x, α) − b)fY1(α|x)dα

(9.1)

A toronyszabályt használva. Azt a b∗-ot keressük, amelyik maximalizálja ∏(b, x)-et.
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Tehát ∂
∂b

∏(b, x)
∣∣∣
b=b∗

= 0-nak teljesülnie kell a megfelelő b∗-ra.

0 = ∂

∂b

∏
(b, x)

∣∣∣
b=b∗

= (v(x, θ∗−1(b∗) − b)fY1(θ∗−1(b∗)|x)
θ∗′(θ∗−1(b∗))FY1(θ∗−1(b∗|x)

(9.2)

Mivel a θ∗ stratégiák egy Nash-egyensúlyi pontot alkottak, így θ∗ egy legjobb válasz
az első licitálónak, tehát ∏( ∂

∂b
θ∗(x), x) = 0. θ∗-ot behelyettesítve a képletbe az alábbi

differenciálegyenletet kapjuk

θ∗′(x) = (v(x, x) − θ∗(x)) fY1(x|x)
FY1(x|x) (9.3)

Ahhoz hogy θ∗ Nash-egyensúlyt alkosson, ahhoz (29)-nak teljesülnie kell. Mivel a
holland árverésben pontosan annyit fizetsz az eladónak amennyit licitáltál a tételre,
feltéve, hogy te nyered meg a licitet, így ha v(x, x) − θ∗(x) negatív lenne akkor a
licitálónak a várható haszna is negatív lenne. Ahhoz hogy a licitáló részt vegyen az
árverésen eddig is feltételeztük, hogy a várható hasznának nem negatívnak kell lennie,
így

v(x, x) − θ∗(x) ≥ 0

Mivel x volt az Y1 tartójának az infimuma, így ha az első licitáló X = x-et figyel meg
akkor 0 eséllyel nyeri meg a licitet és így a várható haszna 0 lesz. Tegyük fel, hogy
v(x, x) − θ∗(x) > 0. Ekkor létezik olyan kicsi ε > 0 szám, hogy ha az első licitáló θ∗(x)
helyett θ∗(x) + ε-t licitálna, akkor v(x, x) − ε − θ∗(x) pozitív maradna. Valamint így
már nem 0 eséllyel nyerné meg a licitet, tehát a várható haszna megnövekedne, azaz θ∗

nem volt legjobb válasz.
Ezeket a peremfeltételeket felhasználva készen állunk meghatározni θ∗-ot.

9.0.1. Tétel.

A (θ∗, . . . , θ∗) stratégiák Nash-egyensúlyt alkotnak ahol

θ∗(x) =
∫ x

x
v(α, α)dL(α|x)

L(α|x) = exp
(∫ x

α

fY1(s|s)
FY1(s|s)ds

)
Bizonyítás. fY1(x|z) kapcsolt emiatt α ≤ x, z′ ≤ z-re teljesül, hogy

fY1(α|z)fY1(x|z′) ≤ fY1(α|z′)fY1(x|z)

⇒fY1(α|z)
fY1(x|z) ≤ fY1(α|z′)

fY1(x|z′)

Amennyiben ezt integráljuk a (x, x) halmazon α szerint, akkor megkapjuk, hogy a
FY1 (x|z)
fY1 (x|z) függvény monoton csökken z-ben.
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L(·, x), mint egy valószínűségi eloszlás (x, x)-en, monoton növekszik x-ben. Azaz
L(α, x) csökken x-ben. Mivel v(α, α) is monoton növekvő így θ∗-nak is monoton
növekvőnek kell lennie.

A differenciálható θ∗-ra vizsgáljuk az első licitáló stratégiájainak lehetőségét. Azt
szeretnénk belátni, hogy a θ∗ stratégia optimális a számára. Mivel a többi licitáló licitjei
a θ∗ értékkészletén belül lesz, így az első licitálónak sem származik haszna, ha ezen az
intervallumon kívüli liciteket tenne. Ahhoz hogy belássuk, hogy X1 = z esetén θ∗(z)
optimális, elég lesz belátni, hogy

∂

∂b

∏
(θ∗(x), z) ≥ 0 ∀x < z,

∂

∂b

∏
(θ∗(x), z) ≤ 0 ∀x > z

Ekkor behelyetesíthetjük (28) a b∗ = θ∗(x) esetbe. Ekkor az alábbit kapjuk:

∂

∂b

∏
(θ∗(x), z) = fY −1(x|z)

θ∗′(x)
(
(v(z, x) − θ∗(x)) − θ∗′(x)FY1(x|z)

fY1(x|z)
)

Felhasználva a (29)-es egyenletet z = x esetén a zárójelen belüli érték éppen 0. Vala-
mint felhasználva FY1 (x|z)

fY1 (x|z) monoton csökkenését z-ben, a zárójelen belüli rész nemnegatív
lesz, ha z ≥ x és nem pozitív lesz, ha z ≤ x. Pont ezt szerettük volna belátni.

A tétel bizonyításán belül nem vizsgáltuk azt az esetet, amikor a kapott θ∗ függvény
nem lesz differenciálható. Az állítás ebben a helyzetben is teljesül, de ebben a dolgozatban
nem fogjuk megvizsgálni.

A következő tételekhez az alábbi segédállítás jól fog jönni.

9.0.2. Tétel. g, h differenciálható függvények. Tudjuk, hogy g(x) ≥ h(x), valamint ha
g(x) < h(x), akkor g′(x) ≥ h′(x). Ekkor g(x) ≥ h(x) minden x ≥ x-re.

Bizonyítás. Mivel g(x) ≥ h(x), emiatt ha lenne x amire g(x) < h(x), akkor a Lagrange
középérték tétel alkalmazva g − h-ra, lenne olyan z amire h(z) ≥ g(z).

9.0.3. Tétel. A várható eladási ára a holland árverésnek nem nagyobb mint a második
árú zárt licites árverésnek.

Bizonyítás. Jelöljük R(x, z)-vel az első licitálónak a várható bevételét, feltéve, hogy
X1 = z, de azt hazudja magának, hogy X1 = x. Ekkor

R(x, z) = E[V11{Y1<x} | X1 = z]

Jelölje W M(x, z) az első licitáló várható kiadását az M árverés alatt, feltéve, hogy
X1 = z, de úgy kezeli, mintha X1 = x lenne és ő nyeri meg az árverést. Jelölje 1 az első
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árú zárt licites árverést, és 2 a második árú zárt licites árverést. Ekkor

W 1(x, z) = θ∗(x)

W 2(x, z) = E[v(Y1, Y1) | Y1 < x, X1 = z]

Ezeket összevetve egy tetszőleges árverésen belül a licitáló feladata maximalizálni
R(x, z) − W M(x, z)FY1(x|z)-t x-ben. A licitálók Nash-egyensúlyt meghatározó stratégi-
áinak köszönhetően az x = z-nek maximalizálnia kell a fenti képletet

0 = R1(x, z)
∣∣∣
x=z

−W M
1 (x, z)

∣∣∣
x=z

FY1(z|z) − W M(z, z)fy1(z|z) (9.4)

Feltéve, hogy R1 illetve W1 a megfelelő irányú parciális deriváltak. A zárt licites
árverésekre W 1

2 (x, z) = 0, valamint a (24)-et felhasználva W 2
2 (x, z) ≥ 0. Ha W 1(z, z) >

W 2(z, z), akkor d
dz

W 2 = W 2
1 + W 2

2 ≥ W 1
1 + W 1

2 = d
dz

W 1. Felhasználva a W M(x, x) =
v(x, x) peremfeltételt. Teljesülnek a 9.0.2.-as tétel feltételei, így W 2 ≥ W 1. Mivel a
várható bevétel azonos a két árverésben és a várható kiadás az első árú zárt licites
árverésnél kisebb, így az eladónak a második árú zárt licites árverés hoz magasabb
várható hasznot.

9.0.4. Tétel. Az első árú zárt licites árverésben az eladó várhatóan nem jár rosszul egy
X0 információ nyilvánosságra hozásával.

Bizonyítás. Jelőljük θ∗(·, s)-el a Nash-egyensúlyi pontot meghatározó stratégiákat miu-
tán az eladó nyilvánosságra hozta X0 = s-t. A (29) mintájára most

θ∗′(x, s) = (w(x, x, s) − θ∗(x, s)) fY1(x|x, s)
FY1(x|x, s) (9.5)

Mint a publikus információ nélküli esetben fY1 (x|x,s)
FY1 (x|x,s) monoton növekszik s-ben; (24)-

et felhasználva w(x, x, s) is monoton növekvő s-ben; teljesül a θ∗(x, s) = w(x, x, s)
peremfeltétel. Ezek következtében, 9.0.2. felhasználásával θ∗(x, s) monoton növekvő
s-ben.

Legyen W ∗(x, z) = E[θ∗(x, X0) | Y1 < x, X1 = z]. (24)-et felhasználva megkapjuk,
hogy W ∗(x, z) ≥ 0. Teljesül a W ∗(x, x) = E[w(x, x, s) | Y1 < x, X1 = z] = v(x, x)
peremfeltétel. Ezek mellett mivel θ∗ az legjobb válasz volt a többi licitáló stratégiájára,
ha az első licitáló már ismeri az X1 = z értéket, de X0 = s-et még nem, akkor a
legjobb licitje a θ∗(z, z) lesz. Ezeket összesítve W ∗ teljesíti a (30)-as egyenlőséget és így
alkalmazva W ∗, W 1-re a 9.0.2.-es tételt, megkapjuk, hogy W ∗(x, x) ≥ W 1(x, x). Mivel
a várható eladási árak E[W ∗(X1, X1) | {X1 ≥ Y1}] és E[W 1(X1, X1 | {X1 ≥ Y1}], így az
X0 információ közzététele csak növelni tudja a várható eladási árat.

9.0.5. Tétel. Nincsen jobb információközlési stratégia a holland árverésben, mint minden
információ nyilvánosságra hozása.
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Alulírott Horváth Balázs Szilveszter nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészítése
során az alább felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI alapú eszközöket alkalmaz-
tam:

9.1. táblázat. Mesterséges intelligencia eszközök használata
Feladat Felhasznált esz-

köz
Felhasználás helye Megjegyzés

Nyelvhelyesség
ellenőrzése

ChatGPT-5.5 Teljes dolgozat –

Táblázatkészítés Overleaf AI Assis-
tant

Mesterséges intelligencia
használatáról szóló nyilatko-
zat

–

Latex jelölések
keresése

ChatGPT-5.5 Teljes dolgozat –

A felsoroltakon túl más MI alapú eszközt nem alkalmaztam.
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