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Köszönetnyilvánítás

Elsőként szeretném megköszönni a családomnak, akik akkor is megértőek voltak, amikor
lefoglaltak a leírandó bizonyítások, és bátorítottak, amikor elvesztettem a kedvem. Azért
pedig a legnagyobb elismeréssel adózom, hogy kísérletet tettek megérteni, mi fán terem az
"ekvi-valami".

Hálás vagyok évfolyamtársaimnak, akik szórakoztató élménnyé tették számomra a BSc-t;
változatos témákról folytatott beszélgetéseink mind jó emlékként maradnak meg. Köszönet
illeti tanáraimat, akik messze többet nyújtottak, mint a képletek felírása a táblára: meg
tudták mutatni a szépséget a formulák mögött. Hármójukat külön is szeretném megemlíteni.

Az ELTE-ről először Héger Tamást ismertem meg, amikor még gimis ÚNKP-aspiránsként
kutatási témát kerestem, és végül nála landoltam. Tamástól rengeteget tanultam arról, mit
jelent kutatni. Széles jókedvével és kimeríthetetlen energiájával mindig élvezetessé tette
találkozóinkat. Szakmailag és emberileg is példaképemként tekintek rá.

Kiemelem Imolay-Kocsis Anettet, aki öt féléven keresztül tartott nekem gyakorlatot
analízisből és halmazelméletből; mindig ezek az órák voltak a kedvenceim. Számomra Anett
híres-hírhedt csillagos példái voltak az első számú megoldandók, néha a házik rovására is.
Legjobban ezek a feladatok és Anett kötelező anyagon túli "meséi" formálták a matematikai
gondolkodásomat.

Legfőképpen pedig témavezetőmnek, Bursics Balázsnak szeretném megköszönni, hogy
ez a szakdolgozat egyáltalán elkészült. Balázs úgy tudja elmagyarázni a legnehezebb bizo-
nyítások legbonyolultabb lépéseit is, hogy az utána nem csupán érthetőnek, hanem teljesen
természetesnek is tűnik. Azzal, hogy még elsőéves koromban bevezetett a "matematika
alapjaiba", majd az utolsó félévben a leíró halmazelméletbe, az engem leginkább érdeklő
dolgokkal ismertetett meg. Konzultációink alkalmával pedig türelmével és figyelmes irány-
mutatásával mindig ki tudta hozni belőlem a legjobbat.
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Bevezetés

A Borel-kombinatorika egyik alapfeladata egy topologikus téren vett gráf Borel kromatikus
számának meghatározása; ennek értéke akár végtelen is lehet. Arra a kérdésre, hogy milyen
gráfokra lesz ez nem megszámlálható, a G0-dichotómia (4.4.) ad választ. A tétel állítása
szerint egy G Borel gráf Borel kromatikus száma pontosan akkor nagyobb mint ω, ha a
Cantor-halmazon vett G0 gráf éltartó és folytonos módon beleképezhető G-be. Ez alapján
pusztán annak megállapítása, hogy a Borel kromatikus szám kontinuum-e, a leíró halmaz-
elméleti értelemben "egyszerű"; a bonyolultság definíciója és a pontos állítás szerepel a [7]
jegyzetben.

A G0-dichotómia jelentősége többek között abban áll, hogy számos nehéz és mély állí-
tás bizonyításában is jól használható; példa erre az ekvivalenciarelációkra vonatkozó 5.1.,
illetve 5.2. dichotómiatétel. Maguk az ekvivalenciarelációk a gráfok egy szép tulajdonsá-
gú családjaként foghatóak fel. Egy ekivalenciaosztályokat megőrző Borel függvényt Borel
redukciónak nevezünk; a redukálhatóság megad egy természetes rendezést az ekvivalencia-
relációkon. Ezen hierarchia megértése különféle matematikai objektumok klasszifikációja
során nyújt segítséget. A teljesesség igénye nélkül néhányat felsorolva: [8] a torziómentes
Abel-csoportok, [9] az ergodikus mértéktartó transzformációk, [10] a szeparabilis Banach
terek, [11] a szeparabilis C∗-algebrák leírásával foglalkozik.

A szakdolgozatom fő célja a Borel ekvivalenciarelációk viszonyának tanulmányozása,
különös tekintettel az 5.5. következmény igazolására. Az odáig vezető út során több di-
chotómiatételt is felhasználok, ezek bizonyításában a [2] jegyzet felépítését követem. Az
1. fejezetben bevezetem a leíró halmazelmélet alapvető jelöléseit és fogalmait, miközben
több fontos állítást és tételt kimondok a bizonyításuk nélkül. A 2. fejezetet a gráfok és
ekvivalenciarelációk alaptulajdonságának ismertetésére szánom, néhány fontos példát is be-
mutatva. Majd a 3-5. fejezetben olvasható maguknak a dichotómiatételeknek a bizonyítása,
pár szükséges segédállításéval együtt. Kiemelt szerepet kap az említett G0-dichotómia a 4.
fejezetben. Végül a 6. fejezetben azt járom körbe, hogy mi mondható el a megszámlálható
számosságú osztályokat tartalmazó ekvivalenciarelációk esetében. Ezek alkalmas Borel cso-
porthatások orbitjaiból származtathatóak, amely tulajdonság kulcsszerepet játszik a 6.10.
maximalitási tétel bizonyításában.
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1. Alapismeretek

A szövegben többnyire a topológia és a leíró halmazelmélet elfogadott jelöléseit haszná-
lom, az egyszerűségre törekedve. Például az (X, τ) topologikus teret (X az alaphalmaz,
amin adott a τ topológia) X-szel rövidítem. A halmazelméleti konvencióknak megfelelő-
en az ω rendszám egyszerre jelöli a nála kisebb rendszámok, vagyis a természetes számok
{0, 1, 2 . . . } halmazát, illetve az ℵ0 számosságot. De amikor a természetes számokra mint
megszámlálható alaphalmazú diszkrét topologikus térre van szükség, akkor N-et írok. Az
egyértelműség kedvéért a következő jelöléseket is rögzítem: H a H ⊆ X topologikus lezártja
(a H-t tartalmazó zártak metszete), Br(x) az x középpontú, r sugarú zárt gömb, Hc pedig
H komplementere. Illetve a ↾ szimbólumot alkalmazom a megszorítás jelölésére: halmazok
esetén G ↾ H = G ∩ H, egy x ∈ 2ω sorozatra és n ∈ ω természetes számra x ↾ n pedig x
első n jegye.

A topológia alapfogalmait és fontosabb állításait ismertnek veszem, így a bevezetésben a
leíró halmazelmélet eszköztárának azon részére koncentrálok, ami a dolgozat megértéséhez
feltétlenül szükséges.

1.1. Lengyel terek

1.1. Definíció. Egy (X, τ) topologikus teret lengyel térnek nevezünk, ha M2 és teljesen
metrizálható. Vagyis τ -nak létezik megszámlálható bázisa, valamint van olyan d metrika,
amivel az (X, d) metrikus tér teljes, és ami a τ topológiát generálja. Az M2 tulajdonság
helyett néha szeparabilitást mondunk (létezik megszámlálható sűrű halmaz), mert metrikus
terekre a két fogalom megegyezik.

1.2. Példa. Lengyel tér R a szokásos topológiával ellátva, akárcsak N a diszkrét topológi-
ával. Könnyű ellenőrizni, hogy lengyel terek megszámlálható szorzata is lengyel tér, ezért
a következő, gyakran használt szorzatterek is lengyelek: 2ω, a Cantor-tér; [0, 1]ω, a Hilbert-
kocka; Nw, a Baire-tér és Rω.

A példában felsorolt szorzatterek jelentőségét az univerzalitási tételek adják meg.

1.3. Tétel (Univerzális lengyel terek). Az alábbi állítások teljesülnek:

1. Minden kompakt metrikus tér homeomorf [0, 1]ω egy zárt alterével: [0, 1]ω injektív uni-
verzális kompakt metrikus tér.

2. Minden nemüres kompakt metrikus tér előáll mint 2ω folytonos képe: 2ω projektív
univerzális kompakt metrikus tér.
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3. Minden lengyel tér homeomorf Rω egy zárt alterével: Rω injektív univerzális lengyel
tér.

4. Minden nemüres lengyel tér előáll mint Nω folytonos képe: Nω projektív univerzális
lengyel tér.

1.4. Megjegyzés. Minden kompakt metrikus tér egyben lengyel tér. Az injektív univerzális
tereknél a megfordítás is igaz: [0, 1]ω minden zárt altere kompakt, Rω minden zárt altere
lengyel. A projektív univerzális lengyel térnél viszont ez a tulajdonság nem kizárólagos:
mint később látni fogjuk, Nω nem minden folytonos képe lengyel.

Most átveszem a lengyel terek részhalmazainak néhány fontos típusát:

1.5. Definíció. Az X topologikus tér egy részhalmazát perfektnek mondjuk, ha zárt és nincs
izolált pontja. A Cantor-halmaz például perfekt. Sőt, a Cantor-halmaz konstrukcióját általá-
nosítva (ezt nevezik Cantor-sémának) jól jellemezhetők a perfekt halmazok. A Cantor-séma
pontos definíciója és egy alapvető állítás bizonyítása olvasható [1, 6.1]-ben.

1.6. Definíció (Hausdorff-metrika). Legyenek K1, K2 kompakt halmazok az (X, d) met-
rikus téren. A Hausdorff-távolságukat a dH(K1;K2) = inf{ε : K2 ⊆ (K1)ε ∧ K2 ⊆ (K1)ε}
kifejezés adja meg, ahol (K1)ε a K1-hez ε-nál közelebb lévő pontok halmaza, vagyis (K1)ε =

{x : ∃y ∈ K1 : d(x, y) < ε}.

1.7. Állítás. Jelölje K(X) az X topologikus tér kompakt halmazainak terét, ez a Hausdorff-
távolsággal ellátva metrikus tér. Ha (X, d) teljes, akkor K(X) is teljes; ha X lengyel, akkor
K(X) is lengyel.

1.8. Definíció. Az X topologikus tér Borel halmazainak nevezzük a τ topológia által gene-
rált σ-algebrát, amit B(X)-szel jelölünk. Egy függvényt akkor nevezünk Borel-mérhetőnek
vagy Borelnek, ha minden nyílt halmaz ősképe Borel.

1.9. Lemma (Alexandroff–Hausdorff). Borel halmazokra igaz a "kontinuumhipotézis":
|B| ≤ ω vagy 2w homeomorfan beágyazható B-be.

Egy f : X → Y függvényre parciális inverznek nevezünk egy olyan g : f(X) → X

függvényt, amire f ◦ g(y) = y, vagyis f parciális inverze egy ponthoz annak egyik f szerinti
ősképét rendeli. A következő lemma szerinti speciális Borel függvényekre Borel parciális
inverz létezése is garantálható:

1.10. Lemma. Legyen f : X → Y lengyel terek közötti Borel függvény, ahol minden pont
ősképe megszámlálható (vagyis ∀y ∈ Y : |f−1(y)| ≤ ω). Ekkor f(X) Borel Y -ban, és létezik
Borel parciális inverz.
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1.11. Állítás. Legyenek X és Y megegyező számosságú lengyel terek. Ekkor létezik közöttük
Borel izomorfizmus: olyan f : X → Y bijekció, amire f és f−1 is Borel függvény.

Az előző állítás következménye, hogy csak a Borelek struktúráját vizsgálva egyetlen adott
számosságú lengyel tér van. A szeparibilitás és a teljesség miatt egy nem megszámlálható
lengyel tér számossága pontosan c; ezt szokás standard Borel térnek nevezni.

Végül a dolgozatban gyakran használt Cantor-tér és Baire-tér néhány alaptulajdonságát
adom meg:

1.12. Állítás. A 0-1 sorozatok halmaza, 2ω és a természetes számok sorozatainak halmaza,
Nω lengyel tér a szorzattopológiával ellátva. Legyen 2<ω = ∪n∈ω2n és N<ω = ∪n∈ωNn.
Minden s ∈ 2<ω legyen Ns = {x ∈ 2ω : x ↾ |s| = s}, illetve minden t ∈ N<ω-ra legyen
Nt = {x ∈ Nω : x ↾ |t| = t}, vagyis az s-sel, illetve t-vel kezdődő sorozatok halmaza. Ekkor
Ns és Nt egyaránt nyílt-zárt halmazok a megfelelő szorzattérben, sőt, ezek bázisát adják a
szorzattopológiának.

1.13. Állítás. Az fk : 2ω → 2ω, f((x1, x2 . . . xk−1, (i), . . . )) = (x1, x2 . . . xk−1, (1 − i), . . . )

leképezés homeomorfizmus 2ω-n (k = 0-ra ez az identitás). Ebből az is következik, hogy egy
t = {t1, . . . tk} ∈ 2<ω halmazra a φt = f

(t1)
1 ◦ · · · ◦ f (tk)

k leképezés 2ω homeomorfizmusa (itt a
(t1) kitevő 0 értéke azt jelenti, hogy f 0

t1
=id2ω szerepel a kompozícióban, t1 = 1 esetén maga

f1).

1.2. A Boreleken túl

Bár meglepőnek tűnhet, egy Borel halmaz folytonos képe nem feltétlenül Borel. Ez motiválta
a Borel-hierarchiára emlékeztető analitikus hierarchia bevezetését. A dolgozat megértéséhez
elegendő, ha az első halmazosztályokat definiálom:

1.14. Definíció. Egy A ⊆ Y halmaz analitikus, ha egy lengyel tér folytonos képe (∃X
lengyel tér és f : X → Y folytonos függvény, hogy f(X) = A); koanalitikus, ha a komple-
mentere analitikus.

1.15. Lemma. Analitikus halmazok megszámlálható uniója és -metszete is analitikus.

1.16. Tétel (Analitikus halmazok ekvivalens jellemzése). A következők ekvivalensek:

(1) A ⊆ Y analitikus,

(2) ∃X lengyel tér, B ⊆ X Borel halmaz és f : X → Y Borel függvény, hogy f(B) = A.
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1.17. Megjegyzés. Abból, hogy van analitikus, de nem Borel halmaz, természetesen kö-
vetkezik, hogy van koanalitikus, de nem Borel halmaz. A (2) ekvivalens jellemzés alapján
látszik, hogy minden Borel egyben analitikus és koanalitikus is ( idX megfelelő Borel függ-
vény). Érdekes módon ennek a megfordítása is igaz: egy analitikus és egyben koanalitikus
halmaz mindenképp Borel. Az utóbbi irány bizonyítása a következő tétel felhasználásával
kellemesen egyszerű:

1.18. Tétel (Luzin szeparációs tétel). Legyenek A0, A1 diszjunkt analitikus halmazok az
X lengyel téren. Ekkor ∃B Borel, hogy A0 ⊆ B, A1 ∩B = ∅.

1.19. Következmény. Minden analitikus halmaz előáll mint Nω folytonos képe.

A következmény különösen hasznos, amikor az A analitikus halmaznak keressük adott
tulajdonságú részhalmazait. Ilyenkor elegendő a jól kezelhető Nω-ban legyártani egy konst-
rukciót, és azt folytonosan át tudjuk képezni A-ba. Erre a technikára a későbbiekben még
bőven látunk példát.

Ahogy mérték esetén a nullmértékű halmazokkal, úgy tisztán topologikus értelemben is
megfogalmazhatjuk, mit tekintünk "kis halmaznak". Erre szolgál a Baire-kategória fogalma:

1.20. Definíció. Egy halmazt I. kategóriájúnak nevezünk, ha megszámlálható sok sehol
sem sűrű halmaz uniója. II. kategóriájú, ha nem I. kategóriájú. Reziduálisnak hívjuk, ha a
komplementere I. kategóriájú.

Néhány alapvető állítás a kategóriáról:

1.21. Definíció. Egy F ⊊ P(X) halmazrendszert σ-ideálnak nevezünk, ha nemüres, illetve
zárt a megszámlálható unióra és a részhalmaz képzésére, vagyis An ∈ F ⇒ ∪An ∈ F és
B ⊆ A ∈ F ⇒ B ∈ F .

1.22. Állítás. Az I. kategóriájú halmazok σ-ideált alkotnak, ennek szokásos jelölése M.
Ugyanígy a Lebesgue-nullmértékű halmazok is σ-ideált alkotnak, amit N -nel jelölünk.

1.23. Tétel (Baire-kategóriatétel). (X, d) legyen teljes metrikus tér. Ekkor X minden
nemüres nyílt részhalmaza II. kategóriájú.

1.24. Megjegyzés. Azon topologikus tereket, amikben igaz a Baire-kategóriatétel, Baire-
tereknek nevezzük. A Baire-kategóriatétel következményeként a lengyel terek Baire-terek,
lévén teljesen metrizálhatóak. További példák a lokálisan kompakt T2 terek.

1.25. Lemma. Ha X teljes metrikus tér, akkor H pontosan akkor reziduális, ha H tar-
talmaz egy sűrű Gδ halmazt. Másrészt ha H egy Gδ halmaz, akkor H pontosan akkor I.
kategóriájú, ha sehol sem sűrű.
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A Baire-kategóratétel miatt egy nyílt halmazból I. kategóriájút kivonva egy II. kategóri-
ájú, lokálisan reziduális halmazt kapunk. Ezekkel tovább bővíthetjük a leírható halmazaink
körét:

1.26. Definíció. Egy halmazt Baire-mérhetőnek nevezünk, ha egy I. kategórájú halmazban
különbözik egy nyílt halmaztól. Precízen, H Baire-mérhető, ha ∃U nyílt és ∃M I. kategóriájú,
amire H = U △ M (U és M szimmetrikus differenciája). Egy függvény Baire-mérhető, ha
minden nyílt halmaz ősképe Baire-mérhető.

1.27. Állítás. A Baire-mérhető halmazok σ-algebrát alkotnak. Mivel minden nyílt halmaz
Baire-mérhető, a Borel-halmazok is Baire-mérhetőek.

1.28. Megjegyzés. Az analitikus halmazok (és így a koanalitikusak is) Baire-mérhetőek.
Emiatt B(X) ⊊ BM(X). Az viszont már nem eldönthető ZFC-ben, hogy a teljes analitikus
hierarchiának mekkora részét tartalmazza BM(X).

Baire-mérhető halmazokra is igaz a kontinuumhipotézis, vagyis számosságuk megszám-
lálható vagy kontinuum. Sőt, analitikus halmazokra egy erősebb állítás is bizonyítható:

1.29. Definíció (Perfekt halmaz-tulajdonság). Legyen Γ ⊆ P(X) halmazcsalád. Egy
H halmaz akkor rendelkezik a perfekt halmaz-tulajdonsággal, ha H vagy megszámlálható,
vagy létezik 2ω ↪→ H beágyazás. Γ-ra pedig akkor igaz a perfekt halmaz-tulajdonság, ha
∀H ∈ Γ-ra igaz.

1.30. Állítás. Az analitikus halmazok rendelkeznek a perfekt halmaz-tulajdonsággal.

Ahogy a "kis halmazok" említésekor már előrevetítettem, az I. kategóriájú- és a nullmér-
tékű halmazok (tágabban a Baire-mérhető és a Lebesgue-mérhető halmazok) között több
hasonlóság is van. Egy ilyen megfeleltetést ad meg az Erdős–Sierpinsky-dualitástétel: a kon-
tinuumhipotézist feltéve van olyan R → R bijekció, ami pontosan egymásnak felelteti meg
az I. kategóriájú- és a nullmértékű halmazokat, vagyis f(M) = {f(M) : M ∈ M} = N , és
fordítva, f−1(N ) = M. Ezen túl több, a mértékekre vonatkozó tételnek van analógiája a
kategóriára vonatkoztatva [12]. A következő állítás például a Fubini-tételre emlékeztet:

1.31. Tétel (Kuratowski–Ulam). [1, 8.41] Legyen H ⊆ X × Y , ahol X,Y lengyel terek.
Legyen H-ra igaz a következő tulajdonságok valamelyike: sehol sem sűrű, I. kategóriájú,
reziduális vagy Baire-mérhető. Legyen R azon x-ek halmaza, amire a Hx szekció mint
Hx ⊆ X halmaz rendelkezik ezzel a tulajdonsággal, vagyis sehol sem sűrű, I. kategóriájú,
reziduális vagy Baire-mérhető. Ekkor R reziduális halmaz X-ben.
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1.32. Megjegyzés. A fenti helyzetetet általánosan leírva, R legyen azon x-ek halmaza,
amikre a p tulajdonság teljesül. Ha R reziduális, azt mondjuk, hogy a p tulajdonság teljesül
a tipikus x-re. Az elnevezés mögött ismét az áll, hogy a kivételek X\R halmaza I. kategóriájú,
vagyis kicsi. A Kuratowski–Ulam-tétel egyik állítása például az, hogy ha H Baire-mérhető,
akkor a tipikus x-re Hx is Baire-mérhető.

1.33. Tétel (Kuratowski–Ulam, a másik irány). H legyen Baire-mérhető. Ekkor ha a
tipikus x-re Hx I. kategóriájú vagy reziduális, akkor maga H is I. kategóriájú vagy reziduális.
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2. Borel-kombinatorika

2.1. Gráfok

A Borel-kombinatorika egyik alapötlete a gráfok általánosítása topologikus terekre vagy
-csoportokra:

2.1. Definíció (Gráf). Gráfnak nevezzük az X téren X×X egy G részhalmazát, amennyi-
ben (x, y) ∈ G⇔ (y, x) ∈ G; az egyszerűség kedvéért xGy-nal jelölöm az (x, y) élt. Amikor X
topologikus tér, van értelme a szorzattopológia szerinti Borel, analitikus vagy Baire-mérhető
gráfokról beszélni.

2.2. Definíció. Legyenek G1, G2 gráfok X-en, illetve Y -on, és φ : X → Y leképezés. φ-t
homomorfizmusnak nevezzük, ha (x, y) ∈ G1 ⇒ (φ(x), φ(y)) ∈ G2, vagyis φ élt élbe visz;
azt ugyanakkor nem követeljük meg, hogy "nem élt" is "nem élbe" képezzen.

2.3. Definíció. Egy S ⊂ X halmaz független G-ben, ha S × S ∩G = ∅.

2.4. Definíció. Vezessük be egy H ⊆ X halmazból kiindulva a (H)2 := {(x, y) ∈ X×X|(x ̸=
y)∧(x, y) ∈ H×H} jelölést. Ha egy G gráfra van olyan P perfekt részhalmaza X-nek, amire
(P )2 ⊆ G , akkor azt mondjuk, hogy G tartalmaz perfekt klikket.

A gráfokat így általánosítva több kombinatorikus tulajdonságnak is szép megfeleltetését
kapjuk, például az x csúcs N(x) szomszédsága, azaz {y|(x, y) ∈ G} éppen a Hx szekció. A
színezések fogalma is természetesen adódik:

2.5. Definíció (Színezések és kromatikus számok). Legyen n nemnulla megszámlál-
ható számosság. A G gráf n-színezésének egy olyan c : V (G) → n függvényt nevezünk,
amire két azonos színű csúcs nincs összekötve G-ben, precízen ∀x, y ∈ V (G) : ((x, y) ∈ G⇒
c(x) ̸= c(y)). G kromatikus száma az a minimális n, amire létezik n-színezés.

Borel színezésnek akkor nevezzük, ha a színosztályok Borelek, vagy ezzel ekvivalensen, a
c színezés Borel függvény (emlékezzünk vissza, n lengyel tér a diszkrét topológiával). Ekkor
a G gráf Borel kromatikus száma, χB(G) az a minimális n, amire G-nek létezik Borel
n-színezése.

Egy színezés Baire-mérhető, ha az osztályok Baire-mérhető halmazok. A Baire-mérhető
kromatikus számot, χBM(G)-t az előzőhöz hasonlóan határozzuk meg.

2.6. Következmény. A Baire-mérhetőek σ-algebrája bővebb, mint a Boreleké, emiatt min-
den Borel-színezés egyben Baire-mérhető is; következtetésképpen χB(G) ≥ χBM(G).
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Az egyszerűség kedvéért csak a megszámlálható esetben definiáltam a kromatikus szá-
mot, de a fogalom könnyen kiterjeszthető nagyobb számosságokra is. Szerencsére a Borel
színezéseknél csak egy nem megszámlálható lehetőség van:

2.7. Állítás. Ha G gráf egy lengyel téren, akkor χB(G) megszámlálható vagy kontinuum.

Bizonyítás. Egy szeparábilis metrikus tér számossága legfeljebb kontinuum. Ha minden
csúcsot különböző színűnek választunk, akkor egy Borel színezést kapunk, tehát a Borel
kromatikus szám is mindig legfeljebb kontinuum. Ezért a színezést megválaszthatjuk egy
c : X → R Borel függvénynek, és c(X) minimális számossága adja meg χB(G)-t. De az
1.16. tétel miatt c(X) analitikus R-ben, így az 1.30. állítás szerint igaz rá a perfekt halmaz
tulajdonság, amiből következik a bizonyítandó állítás. □

Amikor azt bizonyítjuk, hogy a Borel kromatikus szám nem megszámlálható, általában
egy megfelelő részgráfot használunk tanúnak. A 2ω-n vett teljes gráfnak például az egyetlen
Borel színezése a bijekció a 2w számossággal; itt a perfekt klikk garantálja, hogy a kromatikus
szám legalább 2ω. Egy másik alkalmas tanú a G0 gráf: 4.1.

Végül egy egyszerű és közismert példát vázolok fel, annak illusztrálására, hogy a hagyo-
mányos értelemben vett χ kromatikus szám (a színosztályok tetszőleges halmazok lehetnek)
eltérhet a χB Borel kromatikus számtól:

2.8. Definíció. Vegyük S1-et, az egységkört a szokásos topológiával. α ∈ [0, π]-re jelölje Rα

az α-val vett forgatást pozitív irányban. A Gα gráfot az xGay ⇔ x = Rα(y) ∨ y = Rα(x)

összefüggéssel definiáljuk.

2.9. Állítás. Az előző definícióban α
π
-t irracionálisnak választva a Gα gráf 2-reguláris és

aciklikus. De amíg χ(Gα) = 2 (hiszen páros gráf), χB(α) = 3.

Bizonyítás. χB(α) ≤ 3: válasszunk egy olyan I körívet, aminek a középponti szöge kisebb
α-nál; ekkor I egy Gα-független halmaz. α

π
irracionalitása miatt ∀x ∈ S1-re létezik olyan

minimális nx, amire Rnx(x) ∈ I (itt Rnx az nxα szögű forgatás). A c színezést adjuk meg úgy,
hogy c(x) := 2, ha x ∈ I; máskülönben c(x) := 0, ha nx páros; c(x) := 1, ha nx páratlan.
Világos, hogy ez megfelelő, hiszen x1, x2 /∈ I, (x1, x2) ∈ Gα esetén |nx1 − nx2| = 1, vagyis
szomszédos csúcsokhoz mindig különböző színeket rendeltünk hozzá. Másrészt c−1(2) = I,
valamint c−1(0) = ∪k∈ω

(
R−2k \ ∪j<kR−(2j+1)

)
, így a színosztályok valóban Borelek.

χB(α) > 2: indirekten tegyük fel, hogy S1 = B1∪B2 Borel 2-színezés; ez azt jelenti, hogy
páratlan n-re x és Rn

α(x) különöző színű kell legyen. Lebesgue sűrűségi tétele miatt létezik
olyan I nyílt körív, hogy valamelyik Bi-re λ(Bi∩I)

λ(I)
> 2

3
. Hasonlóan tudunk találni olyan

páratlan n-t, hogy λ(Rn
α(I)∩I)
λ(I)

> 2
3
. A két egyenlőtlenségből következik, hogy λ(Rn

α(Bi)∩I)
λ(I)

> 1
3
;

de ez maga után vonja, hogy Bi ∩Rn
α(Bi) nemüres. □
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2.2. Ekvivalenciarelációk

Mielőtt a hierarchia leírásához hozzákezdenenénk, felidézem az ekvivalencia pontos feltéte-
leit:

2.10. Definíció. E egy ekvivalenciareláció X-en, ha E ⊂ X ×X és a következő feltételek
teljesülnek:

(1) (x, x) ∈ E, ∀x ∈ X.

(2) ha (x, y) ∈ E, akkor (y, x) ∈ E.

(3) ha (x, y) ∈ E és (y, z) ∈ E, akkor (x, z) ∈ E.

A jelölésben továbbra is (x, y) ∈ E ⇔ xEy.

2.11. Definíció. Legyen X lengyel tér. Ekkor az E ekvivalenciareláció X-en Borel, ha E
Borel részhalmaza X ×X-nek. Hasonlóan beszélhetünk analitikus és koanalitikus ekvivalen-
ciarelációkról.

2.12. Definíció (Megszámlálható osztályú ekvivalenciareláció). E megszámlálható
osztályú ha minden ekvivalenciaosztály megszámlálható. (Tehát nem ω sok osztály van,
hanem az egyes osztályok számossága ω.)

Világos, hogy az E ekvivalenciareláció egyben gráf is. Észrevehetjük, hogy az x pont
ekvivalenciaosztálya éppen x szomszédainak halmaza, vagyis az Ex ⊆ X szekció. E ekiva-
lenciaosztályai lényegében klikkeknek felelnek meg, annyi különbséggel, hogy xEx is teljesül,
amit egy klikk esetében nem követelünk meg. Ezért a ∆ := {(x, x) : x ∈ X} főátlót eltávolít-
va, E\∆ egy színezését véve egyértelmű, hogy a c színosztály minden ekvivalenciaosztályból
legfeljebb egy elemet tartalmaz.

A következőkben áttekintem a legegyszerűbb ekvivalenciarelációkat.

2.13. Definíció. Legyen X lengyel tér, és jelöljük =X-szel az X-en értelmezett triviális
ekvivalenciarelációt: x =X y ⇔ x = y.

2.14. Definíció (E0). Legyen X = 2ω, és xE0y teljesüljön pontosan akkor, ha x és y csak
véges sok jegyben különböznek.

E0 az első nemtriviális példánk megszámlálható osztályú ekvivalenciarelációra. Adott
x-re és t ∈ 2<ω-ra egyértelműen találunk olyan y-t, ami x-től pontosan azokban a jegyekben
különbözik, ahol t-ben 1 szerepel; másfelől minden x-szel ekvivalens y előáll ilyen alakban.
Így van 2<ω → (E0)x bijektív leképezésünk minden x-re.
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Még egy további megállapítást bizonyítok E0 ekvivalenciaosztályairól:

2.15. Állítás. Tegyük fel, hogy az A ⊆ 2ω Baire-mérhető halmaz teljes E0 osztályok uniója.
Ekkor A I. kategóriájú vagy reziduális.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy A II. kategóriájú. Ismert, hogy ha A = U∆M nem I. kategó-
riájú, akkor U ̸= ∅, így A reziduális az U -n vett altértopológiában. Sőt, ilyen tulajdonságú
bázisnyíltat is választhatunk, legyen ez Nt. Vegyük ∀s ∈ 2|t|-re a φs homeomorfizmusokat.
φs(A ↾ Nt) reziduális φs(Nt)-ben, és részhalmaza A-nak a feltétel miatt, hiszen xE0φs(x).
Mivel

⋃
s∈2n φs(Nt) = 2ω, ezért A valóban reziduális a Cantor-téren. □

Most pedig eljött az ideje, hogy a bevezetésben előrevetített redukció fogalmát tisztáz-
zam:

2.16. Definíció. Legyen E az X, F az Y halmazon értelmezett ekvivalenciareláció. Azt
mondjuk, hogy E redukálható F -re, ha ∃f : X → Y függvény, hogy xEx′ ⇔ f(x)Ff(x′).
Ezt a relációt E ≤ F -fel jelöljük. Amikor X és Y topologikus terek, beszélhetünk folytonos
és Borel-redukciókról: ilyenkor előírjuk, hogy az f függvény folytonos, illetve Borel legyen.
A megfelelő jelölések E ≤c F és E ≤B F . Ha pedig E ≤ F , de F ≰ E, akkor E < F -et
használok. Hasonlóan definiálom az E <c F és az E <B F jelöléseket.

2.17. Megjegyzés. Az E és F relációkat akkor mondjuk biredukálhatónak, amikor E ≤ F

és F ≤ E. Két biredukálható Borel ekvivalenciarelációt tekinthetünk ugyanannak ≤B reláció
szempontjából, sőt ezzel a feltételezéssel ≤B részbenrendezés lesz. (Most tulajdonképpen
magukon az ekvivalenciarelációkon vezettünk be egy ekvivalenciarelációt, és a faktortéren
vettük a részbenrendezést). Mint később látni fogjuk, ez valóban részbenrendezés: két Borel
ekvivalenciareláció nem feltétlenül hasonlítható össze.

2.18. Megjegyzés. Amikor G1, G2 gráfok X-en, illetve Y -on, G1 ≤c G2-t akkor használok,
ha van X → Y folytonos homomorfizmus G1 és G2 között.

Borel ekvivalenciarelációkkal foglalkozva alapesetben a Borel redukciót használjuk; de
persze ha az erősebb folytonos redukció is megadható két ekvivalenciareláció között, akkor
azt tüntetem fel.

A redukció segítségével most már könnyűszerrel összehasonlíthatjuk az eddig definiált
ekvivalenciarelációkat. Világos, hogy egy lengyel téren értelmezett, megszámlálható sok osz-
tályt tartalmazó ekvivalenciareláció az osztályok számossága szerint oda-vissza redukálható
=p-re, ahol p megszámlálható számosság; ha az osztályok Borelek, a Borel-redukálhatóság
is teljesül. Ezen túl =i≤=j-ből következik, hogy i ≤ j.

=2ω≤B E0 megadásához elég 2ω egy olyan P perfekt részhalmazát megadni, aminek
bármely 2 eleme végtelen sok jegyben tér el egymástól. Ehhez vegyünk egy ω =

⋃̇
Hn
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partíciót, ahol minden Hn végtelen halmaz. P legyen azon x ∈ 2ω pontok halmaza, amik
minden Hn-e megszorítva az azonosan 0 vagy azonosan 1 sorozatot adják.

Azokat az E ekvivalenciarelációkat, amik Borel redukálhatóak =2ω -ra, simának nevez-
zük. A következőkben megadom a sima ekvivalenciarelációk egy másik leírását, majd ennek
segítségével igazolom, hogy E0 ≰B=2ω , a [3]-ban olvasható gondolatmenetet követve.

2.19. Definíció (Borel transzverzális). Legyen E ekvivalenciareláció az X lengyel té-
ren. Egy T ⊆ X Borel halmaz transzverzális, ha T minden ekvivalenciaosztályból pontosan
egy elemet tartalmaz.

2.20. Definíció (Borel szelektor). Egy s : X → X Borel függvény szelektora E-nek, ha
∀x : xEs(x) és ∀x, y : xEy ⇒ s(x) = s(y). (Vagyis a szelektor egy ekvivalenciaosztály
elemeihez egy adott elemet rendel ugyanabból az osztályból.)

2.21. Tétel. Az X lengyel téren vett E megszámlálható osztályú Borel ekvivalenciarelációra
ekvivalensek:

(1) E sima,

(2) E tartalmaz Borel transzverzálist,

(3) E-nek van Borel szelektora.

Bizonyítás. (1) ⇒ (2) Legyen f : X → 2ω Borel redukció E és =2ω között; vegyük észre,
hogy egy megszámlálható ekvivalenciaosztály képe egyetlen pont. Az 1.10. lemma miatt
f -nek létezik g Borel parciális inverze. A g ◦ f(X) halmaz Borel, és minden ekvivalencia-
osztályból egyetlen pontot tartalmaz, tehát transzverzális.

(2) ⇒ (3) A T ⊆ X Borel transzverzálisból kiindulva vegyük a következő halmazt:
E ∩ (X × T ) = {(x, y) ∈ E : y ∈ T} olyan Borel, ami minden Ex szekciót pontosan
1 pontban metsz. Tehát ez egy s függvény grafikonja, ami Borel a szorzattéren; ebből
következik, hogy s mint függvény is Borel.

(3) ⇒ (1) Egy Borel szelektor valójában egy Borel redukció E és =X között, így
E ≤B=X . Másrészt =X≤B=2ω , hiszen egy X → 2ω injektív Borel függvény megfelelő.
Az egyenlőtlenségek láncolata épp a bizonyítandó állítást adja ki. □

E0 ≰B=2ω bizonyításához a nem-mérhető Vitali-halmaz konstrukcióját adaptálom E0-ra.
Ehhez szükség lesz egy Borel mértékre 2ω-n:

2.22. Definíció. Lássuk el a 2 halmazt a P(0) = P(1) = 1
2

valószínűségi mértékkel. A
standard µ mérték 2ω-n legyen ezen Bernoulli-mértékek szorzata. 2-n a nyílt - és a mérhető
halmazok megegyeznek, ezért a µ-mérhető halmazok 2ω-n éppen a Borelek. Az Nt bázisnyílt
mértéke 1

2|t|
, innen pedig a Carathéodory-féle kiterjesztési tétellel egyértelműen megkapható

µ.
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2.23. Lemma. E0 nem tartalmaz Borel transzverzálist.

Bizonyítás. Emlékezzünk vissza az 1.13. állításban definiált φt homeomorfizmusokra. Ve-
gyük észre, hogy egy E0-szerinti T transzverzálisra

⋃̇
t∈2<ωφt(T ) = 2ω; ez egy megszámlál-

ható diszjunkt unió.
Ha létezik T Borel transzverzális, akkor T mérhető is a standard mérték szerint. De

mennyi lehet a mértéke? A φt(T ) eltoltak szintén mérhetőek, és könnyű látni, hogy az
fk homeomorfizmusokra invariáns a standard mérték, így azok véges kompozíciójára is. A
σ-additivitás miatt µ(T ) = 0 esetén µ(2ω) = 0, µ(T ) > 0 esetén µ(2ω) = ∞ következne, de
egyik sem teljesül. □

Ezek után felírhatjuk a Borel-ekvivalenciarelációk hierarchiájának elejét:

=1<c=2<c · · · =N<B=2ω<B E0

Világos, hogy a felsoroltakon kívül nincs más =N-nél kisebb ekvivalenciareláció, de mi a
helyzet a nála nagyobbakkal? Vannak további ekvivalenciarelációk 2ω, illetve E0 alatt? A
továbbiakban ezeket a kérdéseket járom körbe.
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3. Nyílt és relatív nyílt halmazok a szorzattérben

Ebben a fejezetben megkezdem az előkészületeket a későbbi dichotómiatételek bizonyításá-
hoz. Előbb belátom a Mycielski–Kuratowski-tételt [1, 19.1.], amire később, az 5.1. Silver-
dichotómiánál lesz szükség. Utána pedig a [13]-ban megjelent nyílt gráf-dichotómiát igazo-
lom, ami hasznos bemelegítés a Borel gráfokra vonatkozó G0-dichotómiához; utóbbi bizo-
nyítása nagyon hasonló gondolatmenetet követ, noha összetettebb.

3.1. A Mycelski–Kuratowski-tétel

Először egy, a 3.4. tétel bizonyításában használt lemmával kezdem:

3.1. Lemma. Legyen X nem megszámlálható lengyel tér. A P := {K|K ̸= ∅, Kperfekt}
halmaz Gδ és reziduális K(X)-ben.

A lemma bizonyítása előtt belátok egy közismert állítást kompakt és zárt halmazok (nem
Hausdorff!) távolságáról:

3.2. Állítás. Az y ∈ (X, d) pont és a Z ⊆ (X, d) tetszőleges halmaz távolságának nevezzük
a d(y, Z) = inf{d(y, z) : z ∈ Z} mennyiséget, az Y, Z ⊆ X halmazok távolságának pedig
a d(Y, Z) = inf{d(y, z) : y ∈ Y, z ∈ Z} mennyiséget. Ha F zárt és K kompakt, akkor
van olyan y ∈ F és z ∈ K, hogy d(F,K) = d(y, z). Másrészt ha F és K diszjunktak,
d(F,K) > 0.

Bizonyítás. Ha F ∩K ̸= ∅, az állítás triviálisan teljesül.
Ha F és K diszjunkt, az infimum definíciójából adódóan létezik yn ∈ F , zn ∈ K, hogy

limn→∞ d(yn, zn) = d(F,K). Ekkor K kompaktsága miatt kiválasztható konvergens részso-
rozat zn-ből, aK-beli határérték legyen z∗. Azt állítjuk, hogy ∃k0, hogy ∀k > k0 : d(z

∗, zk) <
1
2

és d(yk, zk) < d(F,K) + 1
2

a konvergenciák miatt, így a háromszög-egyenlőtlenség szerint
∀k > k0 : d(yk, z

∗) < d(F,K) + 1. Ezután már csak annyit kell tennünk, hogy kihasznál-
juk a Bd(F,K)+1(z

∗) ∩ F halmaz kompaktságát (kompakt és zárt metszete), vagyis találunk
yk → y∗ ∈ F részsorozatot. Innentől könnyű meggondolni, hogy d(y∗, z∗) = d(F,K);
hiszen d(y∗, z∗) ≥ d(F,K) triviális, továbbá a konvergenciák miatt ∀n-re felírhatjuk a
d(y∗, z∗) < d(yk, z

∗)+d(yk, y
∗) < (d(F,K)+ 1

n
)+ 1

n
egyenlőtlenséget, amiből határátmenettel

a kívánt egyenlőtlenség adódik.
Ebből pedig következik, ha d(F,K) = 0, akkor ∃y ∈ F és ∃z ∈ K hogy d(y, z) = 0,

tehát F ∩K nemüres, ellentmondás. □

Hamar kiderül, hogy a halmazok fenti távolságdefiníciójának megvannak a maga korlátai;
például a kompakt halmazokra megszorítva sem ad metrikát, sőt még pszeudometrikát sem.
Viszont egy hasznos következményét a lemma bizonyításában jól tudjuk használni:
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3.3. Következmény. Ha F és K diszjunktak, akkor a távolságuk pozitív, ezért alkalmas
δ-val F és (K)δ is diszjunktak. Ami pedig azt is jelenti, hogy ∀x ∈ F : dH(x,K) > δ.

Ezek után belátom a 3.1. lemmát:
Bizonyítás. Legyen d a rögzített teljes metrika X-en, ami alapján dH-t definiáljuk. Tekint-
sük a szóban forgó P halmaz K(X)-beli I komplementerét. Ezek azon kompaktak, amiknek
van legalább egy izolált pontjuk; erről kell belátnunk, hogy I. kategóriájú Fσ. Ehhez kétfé-
leképpen állítjuk elő I-t: egyszer megszámlálható sok sehol sem sűrű, majd megszámlálható
sok zárt halmaz uniójaként.

Rögzített K ∈ I-re biztos, hogy akad legalább egy olyan bázisnyílt, ami csak egyetlen
(izolált) pontban metszi K-t. Megfordítva a gondolatmenetet, az izolált pontot tudjuk
egy alkalmas U bázisnyílttal tanúsítani, tehát I-t fel tudjuk írni megszámlálható unióként:
I =

⋃
Sn, ahol Sn := {K ∈ K(X) : |K ∩ Un| = 1}. Azt állítjuk, hogy az U bázisnyílthoz

tartozó S sehol sem sűrű; a bizonyításhoz tetszőleges K kompaktra és ε > 0-ra kell találnunk
olyan K ′ kompaktat és ε′ > 0-t, hogy Bε′(K

′) ⊆ Bε(K) és Bε′(K
′) ∩ Sn = ∅.

Egyértelmű, hogy ha van olyan K körüli gömb, ami nem metszi Sn-t, akkor meg is
találtunk egy jó Bε′(K

′)-t; tehát feltehetjük, hogy van Kn ∈ S sorozat, ami dH szerint
konvergálK-hoz. Mivel mindenKn halmaz egy pontban metszi U -t, K-nak metszenie kell U -
t. Ugyanis ellenkező esetben a 3.3. következményt felhasználva alkalmas δ-val dH(K,Kn) ≥
dH(K,Kn ∩ U) > δ.

Ekkor tudunk találni olyan két pontot tartalmazó K ′ = {x1, x2} ⊆ U kompakt halmazt,
hogy dH(K

′, K) < ε
2
. Ezután ε′-t válasszuk olyan kicsinek, hogy ε′ < d(x1,x2)

3
, ε′ < ε

2

és (K ′)ε′ ⊆ U is teljesüljön, amit meg tudunk tenni. Ilyen ε′-vel a Bε′(K
′) gömb csak

olyan kompaktakat tartalmazhat, amiknek U -ban legalább 2 pontjuk van, és a háromszög-
egyenlőtlenség miatt Bε(K)-ban vannak. Ezért Sn valóban sehol sem sűrű.

Ahhoz, hogy az Fσ tulajdonságot lássuk be, kicsit módosítunk az előző konstrukción.
Egy {xn ∈ X|n ∈ ω} megszámlálható sűrű halmazt figyelembe véve az U bázisnyílt előáll
mint xk ∈ U középpontú nyílt gömbök uniója, ezek a gömbök pedig előállnak a náluk kisebb
racionális sugarú, xk középpontú zárt gömbök uniójaként. Az előzőek alapján soroljuk fel az
(U,Bq(xn)) párokat, ahol q ∈ Q ésBq(xn) ⊆ U (világos, hogy ilyen párokból megszámlálható
sok van csak).

Legyen Fm a következő halmaz: Fm = {K : |K∩Bq(xn)| = |K∩U | = 1, ahol (U,Bq(xn))

az m. pár; tehát azon kompaktak, amiknek izolált pontjuk van Bq(xn)-en belül, de U -t más
pontban nem metszik. Bebizonyítjuk, hogy Fm zárt. Vegyünk egy Fm-en belüli, dH szerint
konvergens Kn sorozatot, a határértéke legyen a K kompakt halmaz. A 3.3. következményt
a zárt U c-re és a kompakt Bq(xn)-re alkalmazva kapjuk, hogy K-nak van Bq(xn)-n belüli
pontja: K ∈ Fm. Készen vagyunk. □
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3.4. Tétel (Mycielski–Kuratowski). Legyen X perfekt lengyel tér és U ⊆ X × X sűrű
nyílt halmaz. Ekkor {K ∈ K(X) : (K)2 ⊆ U} reziduális halmaz K(X)-ben. Továbbá ha X
nem megszámlálható, és G reziduális gráf X-en, akkor G tartalmaz perfekt klikket.

Bizonyítás. Először azt látjuk be, hogy a kérdéses H1 := {K ∈ K(X) : (K)2 ⊆ U}
halmaz Gδ K(X)-ben. Továbbra is legyen ∆ a főátló X × X-ben. X metrizálható, ezért
a topológiája T2; ismert, hogy egy topologikus tér pontosan akkor T2, ha a D főátló zárt
a szorzattopológiában. Vegyük az U ∪ ∆ bővítést; ennek segítségével áttérhetünk (K)2

vizsgálatáról K × K-ra, hiszen (K)2 ⊆ U ⇔ K × K ⊆ U ∪ ∆. Most váltsunk át X × X

kompakt halmazaira: azt igazoljuk, hogy a H2 = {L ∈ K(X ×X) : L ⊆ U ∪D} halmaz Gδ

K(X ×X)-ben.
Jelöljük Vn-nel az ∆ átló (∆)1/n környezetét (a szorzattér topológiáját generáló teljes

metrikával). Mivel ∆ zárt halmaz a szorzattopológiában, ∆ = ∆ = ∩Vn. Ez alapján
felírható, hogy {L ∈ K(X ×X) : L ⊆ U ∪∆} = ∩{L : L ⊆ Vn}. Az {L : L ⊆ Vn} halmaz
nyílt K(X)-ben; H2 megszámlálható sok nyílt metszete, vagyis Gδ.

Amit még észre kell vennünk: az f : K(X) → K(X × X), f(K) = (K)2 függvény
folytonos, és f−1(H2) = H1. Ezzel H1-et sikerült előállítanunk egy Gδ halmaz folytonos
ősképeként, ami azt jelenti, hogy H1 is Gδ.

Következőnek bebizonyítjuk, hogy H1 sűrű részhalmaza K(X)-ben. Ismert állítás, hogy
csak a véges elemszámú halmazok is sűrűek K(X)-ben (hiszen minden véges halmaz kom-
pakt), ezért a K kompakt körüli ε/2 sugarú nyílt gömb, Bε/2(K) tartalmaz egy K2 véges
kompakt halmazt. Induktívan generálunk egy K3, szintén véges kompakt halmazt: az i.
lépésben kiválasztunk K2 i. elemétől legfeljebb ε/2 távolságra (X metrikája szerint) egy xi
pontot úgy, hogy

(
(x1, x2 . . . xi)

)2 ⊆ U ; ezt U sűrűsége miatt mindig meg tudjuk tenni. Az
így kapott K3 kompakt legfeljebb ε/2 távolságra van K2-től, így a háromszög-egyenlőtlenség
miatt legfeljebb ε távolságra van K-tól. Ezzel megmutattuk, hogy a Bε(K) sugarú kör
tartalmaz H1-beli pontot tetszőleges K-ra és ε-ra, tehát H1 valóban sűrű. Innen már a
rezidualitás az 1.25. lemma miatt automatikusan adódik.

Az utolsó állításhoz HG := {K ∈ K(X) : K ×K ⊆ G}-ról belátjuk, hogy reziduális. Ha
G reziduális gráf, tartalmaz sűrű Gδ halmazt, amit elő tudunk állítani az Un sűrű nyíltak
metszeteként. Használjuk a tétel már bebizonyított részét ezen Un-ekre, így kapjuk, hogy
a Hn = {K ∈ K(X) : K × K ⊆ Un} halmazok reziduálisak K(X)-ben. {K ∈ K(X) :

K × K ⊆ ∩Un} ⊆ {K ∈ K(X) : K × K ⊆ G}; az előbbi halmaz a reziduális Hn-ek
megszámlálható metszete, vagyis reziduális, így a metszetet tartalmazó HG is az. Mivel X
nem megszámlálható, a 3.1. lemma miatt {K : K ̸= ∅, Kperfekt} halmaz reziduális. Ezt a
reziduális HG metszi, így találtunk egy perfekt K-t, amire K ×K ⊆ G. □
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3.2. Nyílt gráf-dichotómia

3.5. Tétel (Nyílt gráf-dichotómia, Feng). Legyen G nyílt gráf A csúcshalmazzal, ahol
A analitikus részhalmaz az X lengyel téren és G ⊆ A2 relatív nyílt. Ekkor pontosan egy
teljesül:

(1) χ(G) ≤ ω,

(2) G tartalmaz egy perfekt klikket.

Az (1) eset ekvivalensen megfogalmazva:

(1’) A lefedhető megszámlálható sok G-független zárt halmazzal.

Bizonyítás. Először belátjuk (1) és (1)’ ekvivalenciáját. Ez az alábbi lemmán alapul:

3.6. Lemma. Legyen S egy független halmaz G-ben. Ekkor S is független G-ben.

Bizonyítás. Indirekten tegyük fel, hogy S × S belemetsz G-be (x, y)-ban. S definíciója
alapján léteznek xn, yn sorozatok, hogy xn → x, yn → y és (xn, yn) ∈ S. De G nyílt
halmaz, ezért létezik U × V bázisnyílt környezete, ami a konvergencia miatt elég nagy N -re
tartalmazza (xN , yN)-t. Ami ellentmond annak, hogy G ∩ (S × S) üres. □

A lemmából triviálisan adódik (1) ⇔ (1)′, hiszen a színosztályok függetlenek G-ben, így
lezárásaik megszámlálható uniója fedi G-t.

Az, hogy (1) és (2) kizárja egymást, világos: a perfekt klikk csúcsainak számossága
kontinuum, így biztosan nem fedhető le megszámlálható sok színnel.

A tétel bizonyításához először belátjuk, hogy elég Nω analitikus részhalmazait vizsgálni.
Először is meg tudunk adni egy Nω → A folytonos szürjekciót az 1.19. következménynek
köszönhetően, így g : Nω×Nω → A×A folytonos szürjekciónk is van. Emiatt G′ := g−1(G)

nyílt gráf Nω-n. Ha erre igazoljuk a tételt, akkor abból már az általános eset is következik,
hiszen G′-beli független halmazok g szerinti képe is független marad, tehát a megszámlálható
színezést át lehet vinni G′-ről G-re; a másik esetben pedig egy G′-beli perfekt klikk folytonos
képe is tartalmazni fog perfekt klikket, ha A nem megszámlálható (emlékezzünk vissza a
1.30. állításra: a G′-beli klikk csúcsosztályának képe analitkus A-ban, ezért van 2ω-val
homeomorf részhalmaza; erre megszorítva G-t meg is kaptuk a perfekt klikket). Feltehetjük
tehát, hogy G nyílt gráf Nω-n.

Nt továbbra is jelölje Nω bázisnyíltjait. Vezessük be az alábbi Y ⊆ Nω → Y ′ műveletet
a ZY segédhalmazok felhasználásával:

ZY =
⋃

{Nt : (G ↾ Nt ∩ Y = ∅) ∧ (Y ∩Nt ̸= ∅)}
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Az Y ′ halmaz pedig legyen Y \ ZY .
Egy lépésben tehát csökkentjük Y -t azzal, hogy elhagyjuk belőle azokat a bázisnyíltakat,

amik Y -t metszik ugyan, de G ↾ Y -t nem; vagyis Y-ból minden esetben egy G-független
halmazt távolítunk el. Persze előfordulhat, hogy miután elhagytuk Y egy részét, találunk
egy új bázisnyíltat, ami nem metszi G ↾ Y -t, ezért iteráljuk a műveletet transzfinit rekur-
zióval Y0 = Nω-ból kiindulva. Vagyis egy rákövetkező α + 1 rendszámra Yα+1 := Y ′

α, egy β
limeszrendszámra Yβ :=

⋂
α<β Yα.

Y ′ ⊆ Y miatt minden bázisnyílt legfeljebb egy lépésben szerepel. Mivel megszámlálható
sok van belőlük, ezért van α megszámlálható rendszám, hogy Y ′

α = Yα.
Ha Yα = ∅, akkor Nω =

⋃
α<β ZYα . Ekkor ZYα megszámlálható sok G-független halmaz,

és az uniójuk kiadja Nω-t, vagyis a tétel (1) esete teljesül.
Ha Yα ̸= ∅, vegyük észre, hogy ha Yα ∩Nt ̸= ∅, akkor G ↾ (Nt ∩ Y ) tartalmaz élt.
Ezután a Cantor-sémához hasonlóan megadunk egy 2ω-val homeomorf csúcshalmazú

klikket G-ben.
Induktívan olyan φn : 2n → N<ω leképezéseket konstruálunk, amik teljesítik a következő

feltételeket:
(1) s ∈ 2i, t ∈ 2j és s ⊊ t esetén φi(s) ⊊ φj(t),
(2) s ̸= t ∈ 2n esetén Nφn(s) ×Nφn(t) ⊂ G,
(3) s ∈ 2n-re Nφn(s) ∩ Y ̸= ∅.
Először n = 1-re könnyen meg tudunk adni egy ilyen leképezést: legyen t olyan, hogy az

Nt bázisnyílt metssze Y -t, ami azt jelenti, hogy Nt∩Y tartalmaz G-beli élt. G nyílt halmaz,
így ennek az élnek van egy G-beli Nt′ bázisnyílt környezete, és φ(1) := t′ megfelelő.

Ha adott n-re már definiáltuk φn-t, rögzítsünk le egy t ∈ 2n sorozatot, és nézzük meg
a két folytatását, t⌢0-t és t⌢1-t. Ezeken φn+1-t úgy kell megadnunk, hogy két különböző
G ↾ Y -t metsző bázisnyílt legyenek, amik közül egyik sem tartalmazza a másikat. Ezt pedig
meg tudjuk tenni. (1)-ből következik Nφj(t) ⊊ Nφi(s)), vagyis φn+1-gyel az előző lépésben φn
által megadott bázisnyíltak valódi, egymást nem metsző részhalmazait választjuk ki.

Végül ψ(x) := ∩φn(x ↾ n). Ez egy jóldefiniált 2ω → Nω folytonos leképezés G csúcs-
halmazába, ezért már csak azt kell belátnunk, hogy a perfekt 2ω csúcshalmazú teljes gráf
éleit valóban G-beli élekbe viszi (azaz ψ homomorfizmus). De ez a (2) feltétel miatt teljesül:
(ψ(x), ψ(y)) =

⋂
Nφn(x↾n) × Nφn(t↾n), ahol a jobb oldal G-beli nyílt-zárt halmazok nemüres

metszete, tehát (ψ(x), ψ(y)) valóban él. □
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4. G0-dichotómia

Az eredmény először [14]-ben jelent meg, én a [2]-ben leírt bizonyítást veszem alapul. Először
lássuk G0 precíz meghatározását:

4.1. Definíció (A G0 gráf). Rögzítsünk le egy sn ∈ 2n sorozatot (s0 = ∅), hogy ∀t ∈ 2<ω

∃n, amivel sn ↾ |t| = t. Ekkor G0-t definiáljuk azon 2ω csúcshalmazú gráfként, amiben
(x, y) ∈ G⇔ x = s⌢n i

⌢z ∧ y = s⌢n (1− i)⌢z, ahol i ∈ {0, 1} és z ∈ 2ω.

4.2. Állítás. G0 biredukálhatóság erejéig nem függ attól, hogy milyen sn sorozat szerint
definiáltuk: ha sn, tn két sorozat, ami kielégíti a feltételeket, akkor az általuk generált G0

gráfok homomorfan egymásba képezhetőek.

4.3. Lemma (G0 alaptulajdonságai). Igazak a következőek:

(1) G0 aciklikus.

(2) G0 összefüggőségi komponensei E0 ekvivalenciaosztályai.

(3) χBM(G0) > ω.

Bizonyítás. (1) Indirekten tegyük fel, hogy van egy kör G0-ban, és vegyünk ezek közül
egy minimális hosszúságút. Ha ezen a körön végigmegyünk, minden élen egyetlen számje-
gyet változtatunk meg, ezért a kör élein sétálva összesen véges sok jegyet módosítottunk.
Válasszuk ki ezen jegyek indexei közül a legnagyobbat: ezt a jegyet csak akkor változtat-
hatjuk, ha előtte pont sk szerepel valamilyen k-ra. De ez azt jelenti, hogy a k + 1. jegy két
változtatása között csak sk jegyeit módosíthattuk, és mivel adott k-ra csak egyféle sk van,
ezért a két változtatás között már vagy meg kellett tennünk egy kisebb kört, vagy kétszer
mentünk végig egy élen. Mindkét esetben ellentmondást kapunk.

(2) Azt kell belátnunk, hogy ha két 0-1 sorozat véges sok jegyben külöbözik, van közöttük
egy G0-beli út. Indukcióval bizonyítunk: a feltevésünk szerint ha két 0-1 sorozat a k. jegytől
kezdve megegyezik, akkor van közöttük út G0-ban; ebből igazoljuk, hogy ha az u, v 0-1
sorozatok a k + 1. jegytől kezdve egyeznek meg, akkor is van közöttük út. Ehhez belátjuk,
hogy u-ból el lehet jutni egy olyan w 0-1 sorozatba, ami v-vel már a k. jegytől kezdve
megegyezik, ekkor az indukciós feltevés miatt meg tudunk adni egy utat w és v között. u-
ból egy ilyen w-be úgy tudunk eljutni, hogy az indukciós feltevés szerint u ↾ k-t lecseréljük
sk-ra, majd a G0-beli él mentén megcseréljük a (k + 1) jegyet. Az így kapott Uuw, illetve a
Uwv utakat egymás után fűzve egy Suv sétát kapunk, amit át lehet alakítani egy Uuv úttá.
Végül pedig n = 1-re igaz a feltevésünk: ha u és v csak az első jegyében különbözik, s0
miatt össze vannak kötve.
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(3) Az látjuk be, hogy G0 tetszőleges Baire-mérhető színezése esetén minden színosztály
I. kategóriájú. Ebből következik, hogy χBM(G0) ≤ ω nem állhat fenn, hiszen azzal meg-
számlálható sok I. kategóriájú halmaz uniójaként állítanánk elő a 2ω lengyel teret. Vegyünk
tehát a c−1(i) ⊆ 2ω azonos színű pontokat; a Baire-mérhetőség miatt c−1(i) = Ui △ Mi, és
tudjuk, hogy van i, amire Ui nemüres; ez legyen U , és erre látunk be ellentmondást. A G0

definíciójában lerögzített sn sorozat adja meg a Vn bázisnyíltakat: Vn := {x : x ↾ n = sn}.
Mivel minden t ∈ 2k-t kiterjeszt valamilyen sn, ezért lesz egy olyan Vn, amire Vn ⊂ U .
Ekkor Vn-t két részre osztják az V 0

n := s⌢n 0 és V 1
n = s⌢n 1 bázisnyíltak; G0 definíciója szerint

∀x ∈ V 0
n -ra (x, f2n+1(x)) ∈ G0, tehát ez a két pont nem lehet azonos színű. Visszatérve

c−1(i)-re U △M = U \M1 ∪M2, vagyis c−1(i) reziduális részhalmaz U -ban és minden rész-
halmazában, így V 0

n -ban és V 1
n -ben is. Ekkor V 1

n ∩ c−1(i) és fn+1(V
0
n ) két reziduális halmaz

V 1
n -ben, tehát a metszetük nemüres. Ami azt jelenti, hogy egy G0-beli él két végpontja

egyaránt az i színnel lett színezve. □

A lemma 3. állításából a korábban elmondottakból már következik, hogy χB(G0) = c.
Ennyi előkészület után minden készen áll, hogy kimondjam magát a tételt:

4.4. Tétel (G0-dichotómia, Kechris–Solecki–Todorcevic). Legyen G Borel gráf az X
lengyel téren. Ekkor pontosan egy igaz:

1. χB(G) ≤ ℵ0

2. G0 ≤c G

Bizonyítás. A bizonyítás több lépcsőből fogva állni. Fel fogom használni az 1.18. tétel egy
gráfos verzióját:

4.5. Tétel. Ha G analitikus gráf X-en, A pedig analitikus G-független halmaz, akkor ∃B
G-független Borel, hogy A ⊆ B.

Vegyük észre, hogy a két eset kizárja egymást: G0 ≤c Gmaga után vonja, hogy χB(G0) ≤
χB(G), vagyis χB(G) ≥ 2ω. Mivel G analitikus, X pedig lengyel, fixáljuk le a ϕG : Nω → G

és ϕX : Nω → X folytonos szürjekciókat, így dolgozhatunk Nω-n.
Tegyük fel, hogy (1) nem teljesül; ekkor kell találnunk egy folytonos f : 2ω → X függ-

vényt, ami homomorfizmus G0-ból G-be. A nehézség abban áll, hogy az utóbbi tulajdonsá-
got nem tudjuk olyan egyszerűen garantálni, mint a nyílt gráf-dichotómiánál a perfekt klikk
beágyazását. Ezért két leképezést is felépítünk Nω-ban: φ : 2ω → Nω kódolja el G0 csúcsait,
ψ : G0 → Nω pedig az éleket; és le kell ellenőriznünk, hogy a két függvény összhangban van
egymással.
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Először megadunk véges Gn segédgráfokat: Gn alaphalmaza legyen 2n, és az éleket így
definiáljuk:

xGny ⇔ ∃j < n : (x = s⌢j (i)⌢r) ∧ (y = s⌢j (1− i)⌢r)

G0-t a Gn gráfok segítségével approximáljuk. Ezt formalizálja a következő definíció:

4.6. Definíció. Egy közelítés olyan a = (na, ϕa, ψa) hármas, ahol na ∈ N, ϕa : 2na → Nna

és ψa : Gna → Nna. Vagyis ϕa képezi le Gna csúcsait, ψa pedig magát Gna-t. Azt mondjuk,
hogy egy a′ közelítés egy lépésben kiterjeszti a-t, ha az alábbi feltételek teljesülnek:
(1) na′ = na + 1,
(2) ∀s ∈ 2n

a′ , ϕa(s ↾ na) ⊆ ϕa
′
(s),

(3) ∀s, t ∈ 2n
a′ , ha s ↾ na ̸= t ↾ na és s, t ∈ Gna′ , akkor ψa(s ↾ na, t ↾ na) ⊊ ψa

′
(s, t).

Egy közelítés során lényegében Nω bázisnyíltjai között húzunk be éleket. Azonban nem
egyértelmű, hogy amikor ezekből a csúcsokat és G0 éleit is Nω-ba képező függvényeket állí-
tunk össze, akkor Gn éleivel valóban a pontok eltoltjait adjuk meg. Ezt kiküszöbölendő kell
bevezetni a konfigurációkat:

4.7. Definíció. Konfigurációnak nevezünk egy γ = (nγ, ϕγ, ψγ)) hármast, ha nγ ∈ N, ϕγ :

2n
γ → Nω és ψγ : Gnγ → Nω, illetve ∀(s, t) ∈ Gnγ -ra

ϕG(ψγ(s, t)) = ϕX(ϕγ(s)), ϕX(ϕγ(t))

4.8. Definíció. Egy γ konfiguráció és egy a közelítés kompatibilis egymással, ha az alábbiak
teljesülnek:
(1) nγ = na

(2) ∀s ∈ 2n
γ -ra ϕa(s) ⊆ ϕγ(s),

(3) ∀(s, t) ∈ Gnγ -ra ψa(s, t) ⊆ ψγ(s, t).

Egy a-val kompatibilis konfiguráció azt tanúsítja, hogy a közelítés még nem rossz, Gn-t el
tudjuk kódolni Nω-ban úgy, hogy az összhangban legyen a közelítéssel. De azt is figyelembe
kell vennünk, hogy végül az X alaphalmazú G-be képezzük G0-t, ezért a konstrukció során
X részhalmazain is vizsgálni kell a konfigurációkat és a közelítéseket:

4.9. Definíció. Azt mondjuk, hogy a γ konfiguráció kompatibilis Y ⊆ X-szel, ha teljesül
ϕX ◦ ϕγ(2n

γ
) ⊆ Y . Az a közelítés Y -ban terminál, ha nincs Y -nal kompatibilis a′, ami egy

lépésben kiterjeszti a-t.
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Rögzítsük le az a közelítést és az Y halmazt, és tekintsük a mindkettővel kompatibilis
konfigurációk halmazát:

A(a, Y ) = {ϕX ◦ ϕγ(snγ ) : γ kompatibilis a-val, illetve Y -nal}

4.10. Lemma. Legyen Y ⊆ X analitikus és a egy Y -ban termináló közelítés. Ekkor létezik
olyan G-független B(a, Y ) Borel, hogy A(a, Y ) ⊆ B(a, Y ).

Bizonyítás. Vegyük észre, hogy A(a, Y ) analitikus halmaz. Fix snγ -ra az a-val kompati-
bilis γ konfigurációkat véve ϕγ(snγ ) végigfut az Nϕa(snγ ) bázisnyílton, így snγ képe Y -ban,
ϕX(Nϕa(snγ )) ∩ Y tényleg analitikus, A(a, Y ) pedig ezek megszámlálható uniója.

Most a 4.5. tétel alapján elég azt belátnunk, hogy A(a, Y ) független G-ben. Ehhez
indirekten tegyük fel, hogy ∃(x0, x1) ∈

(
A(a, Y )

)
∩ G; ekkor léteznek γ0, γ1 konfigurá-

ciók, amik kompatibilisek a-val, és xi = ϕX ◦ ϕγi(snγi ). Ezután megadunk egy γ kon-
figurációt: nγ := na + 1, ϕγ(s⌢i) := ϕγi(s). ψγ összetebb, ezért definiáljuk esetszét-
választással: ψγ(s⌢i, t⌢i) := ψγi(s, t) minden (s⌢i, t⌢i) ∈ Gnγ -ra; illetve ∀s ∈ 2n

γ -ra
ϕG ◦ ψγ(s⌢(0), s⌢(1)) := (x0, x1). Ezen túl nem kell több esetet megnéznünk, mert Gnγ -
t úgy határoztuk meg, hogy más csúcsok között nem futnak élek. Világos, hogy γ olyan
konfiguráció, ami kompatibilis Y -nal; és könnyen látszik, hogy meg tudunk adni olyan a′-t,
ami egy lépésben kiterjeszti a-t, és kompatibilis γ-val. Ez pedig ellentmond annak, hogy a
terminál Y -ban. □

A nyílt gráf-dichotómia bizonyításához hasonlóan definiáljuk az alábbi műveletet:

Y ′ = Y \
⋃

a terminál Y -ban

B(a, Y )

Alkalmazzuk ezt transzfiniten iterálva X0 = X-ből indulva: rákövetkező α rendszámra
Xα+1 := (Xα)′ ha pedig α limeszrendszám, Xα :=

⋂
β<αX

β.
Megszámlálható sok lehetséges közelítés van, és ahogy Xα csökken, az Xα-ban termi-

náló közelítések halmaza is csökken. Így lesz olyan α < ω1 rendszám, hogy Xα = Xα+1.
Rögzítsük le ezt az α-t, és vizsgáljuk meg az Xα-ban termináló közelítéseket.

Ha minden a közelítés terminál Xα-ban, akkor Xα = ∅. Indirekten, ha x ∈ Xα, akkor
r := ϕ−1

X (x) ∈ Nω. Válasszuk ki a triviális közelítést, amikor na = 0, és ϕa, ψa egyaránt az
üreshalmazhoz rendeli az üreshalmazt. Majd konstruálunk egy ezzel kompatibilis konfigu-
rációt: nγ := 0, ϕγ(∅) := r és ψγ(∅, ∅) := ϕ−1

G (ϕX(r), ϕX(r)), de ez azt jelenti, hogy a nem
terminálhat Xα-ban.

Amikor viszont Xα üres, az elhagyott megszámlálható sok G-független, Borel B(a,Xα)

lefedi X-et, ellentmondva a feltételezésünknek, hogy a tétel (1) esete nem áll fenn.
Amennyiben van egy Xα-ban nem termináló a közelítés, az alábbi lemmát fogjuk hasz-

nálni:
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4.11. Lemma. Ha a nem terminál Xα-ban, van olyan a′ közelítés, ami egy lépésben kiter-
jeszti a-t, és szintén nem terminál Xα-ban.

Bizonyítás. Mivel a nem terminálXα-ban, megadható olyan a′, ami egy lépésben kiterjesz-
ti a-t, és egy olyan γ konfiguráció, ami Xα+1 = Xα-val és a′-vel is kompatibilis. Indirekten,
ha a′ terminálna Xα-ban, akkor (Xα)′ konstrukciója során Xα-ból elhagynánk B(a′, Xα)-t,
ami tartalmazza a nemüres A(a′, Xα)-t. Ellentmondás. □

Rekurzívan alkalmazva a 4.11. lemmát Xα-ra, an approximációk egy olyan sorozatát
kapjuk, ahol an+1 egy lépésben kiterjeszti an-t, nem terminál Xα-ban és nan+1 = n + 1.
Definiáljuk a végleges ϕ és ψ leképezésünket mint a közelítéseink felszálló uniója: ϕ = ∪nϕan
és ψ = ∪nψan . Ekkor ϕX ◦ ϕ : 2ω → X folytonos leképezés, míg ψ egy G0 → Nω leképezés,
ϕG ◦ ψ pedig G0-ból képez X ×X-be.

Megmutatjuk, hogy ϕX ◦ ϕ homomorfizmus G0 és G között, amihez ψ-t használjuk fel.
Legyen (x0, x1) ∈ G0, ahol xi = s⌢n (i)⌢r. A következő azonosságot látjuk be:

ϕG ◦ ψ((x0, x1)) = (ϕX ◦ ϕ(x0), ϕX ◦ ϕ(x1))

ami nyilván bizonyítja, hogy ψ élt élbe visz. Ahhoz, hogy ez teljesülön, a topológia egyik
ismert trükkjére támaszkodunk. Belátjuk, hogy ha U, V tetszőleges bázisnyíltak, amik rend-
re tartalmazzák ϕG ◦ ψ((x0, x1))-t és

(
ϕX ◦ ϕ(x0), ϕX ◦ ϕ(x1)

)
-t, akkor U ∩ V ̸= ∅, amiből

következik, hogy a két pont ugyanaz. (Indirekten, ha különböznének, a T2 tulajdonság miatt
el lehetne választani a kettőt egymástól bázisnyíltakkal).

A függvények folytonossága miatt találni olyan m0 küszöbindexet, hogy ∀m > m0-ra
teljesül ϕG

(
Nψam (x0↾m,x1↾m)

)
⊆ U , illetve ϕX

(
Nϕam (x0↾m)

)
× ϕX

(
Nϕam (x1↾m)

)
⊆ V (vagyis

az am közelítések tetszőlegesen kis környezeteit meg tudjuk adni az egyenlőség mindkét
oldalának). Ekkor olyan γ konfiguráció is létezik, ami kompatibilis am-mel. A kompatibilitás
fogalmát pedig úgy határoztuk meg, hogy teljesüljön

ϕG ◦ ψγ(x0 ↾ m,x1 ↾ m) ∈ ϕG
(
Nψam (x0↾m,x1↾m)

)
⊆ U

és

(
ϕX ◦ ϕγ(x0 ↾ m), ϕX ◦ ϕγ(x1 ↾ m)

)
∈ ϕX

(
Nϕam (x0↾m)

)
× ϕX

(
Nϕam (x1↾m)

)
⊆ V.

De a γ konfigurációt épp úgy definiáltuk, hogy

ϕG ◦ ψγ(x0 ↾ m,x1 ↾ m) =
(
ϕX ◦ ϕγ(x0 ↾ m), ϕX ◦ ϕγ(x1 ↾ m)

)
vagyis U ∩V ̸= ∅. A keresett ellentmondás megállapításával beláttuk, hogy G0-t valóban

beágyaztuk G-be. □
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5. Tételek a hierarchiáról

A fejezetben a Borel esetnél általánosabb dichotómiatételeket igazolok: megvizsgálom, mit
mondhatunk el egyes analitikus és koanalitikus ekvivalenciarelációkról. Itt derül ki, mennyi-
re hasznos a G0-dichotómia: mindkét tétel bizonyítását erre vezetem vissza.

5.1. Egy koanalitikus dichotómia: Silver

5.1. Tétel (Silver-dichotómia). Legyen E koanalitikus ekvivalenciareláció az X lengyel
téren. Ekkor pontosan egy teljesül az alábbiak közül:

1. E ≤B=N,

2. =2ω≤c E.

Bizonyítás. Legyen a G gráf E komplementere, vagyis xGy ⇔ x¬Ey; G analitikus gráf.
Ha χB(G) ≤ ω, akkor a színosztályok G-független halmazok, így E-ben egy ekvivalencia-
osztályban vannak, vagyis legfeljebb megszámlálható sok osztálya van E-nek.

Ha χB(G) > ω, alkalmazzuk a G0-dichotómiát G-re: létezik φ : 2w → X folytonos in-
jekció, amivel φ(G0) ⊆ G. Legyen E ′ = φ−1(E). Azt fogjuk belátni, hogy E ′ I. kategóriájú.
E ′ ⊆ 2ω × 2ω, ezért a Kuratowski–Ulam-tétel 1.33. szerint elég azt igazolni, hogy a szekciói
I. kategóriájúak (E ′ Baire-mérhető, elvégre a koanalitikus E Baire-mérhető az 1.27. állítás
miatt, és I. kategóriájú halmaz injektív, folytonos ősképe is I. kategóriájú).

Ugyancsak a Kuratowski–Ulam-tételnek köszönhetően a Baire-mérhető E ′ tipikus szek-
ciója is Baire-mérhető, ami a 4.3. lemma miatt azt jelenti, hogy ha az Ux nyílt nemüres,
E ′
x × E ′

x biztosan tartalmaz G0-beli élt (a lemma 3. állításának bizonyításakor éppen ezt
láttuk be). De ez ellentmond annak, hogy G0 részhalmaza E ′ komplementerének. Tehát a
tipikus x-re E ′

x I. kategóriájú.
A Mycielski–Kuratowski-tétel 3.4. szerint ∃h : 2ω → 2ω folytonos injekció, amire h(2ω)

E ′-független. Ez pedig pont azt jelenti, hogy a ϕ◦h folytonos függvény, ami =2ω -ra redukálja
E-t: =2ω≤ E. □

5.2. Egy analitikus dichotómia: Glimm–Effros

5.2. Tétel (E0-dichotómia, Glimm–Effros-dichotómia). Legyen E analitikus ekviva-
lenciareláció az X lengyel téren. Ekkor pontosan egy teljesül az alábbiak közül:

1. E ≤B=2ω ,

2. E0 ≤c E.
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Az általános tételnek most csak egy egyszerűbb változatát látjuk be, ahol E egy meg-
számlálható osztályú ekvivalenciareláció. A következő állításra lesz szükségünk:

5.3. Tétel. Legyenek E ⊆ F ekvivalenciarelációk az X lengyel téren úgy, hogy E sűrű
X ×X-ben, és előáll megszámlálható sok X → X homeomorfizmus gráfjának uniójaként. F
I. kategóriájú. Ekkor E0 ≤c F .

Bizonyítás. A 1.25. állítás miatt megadhatunk Vn ⊆ X2 sűrű nyílt halmazokat úgy, hogy
Vn+1 ⊆ Vn és ∩Vn nem metszi F -et. Ezután konstruálunk Un ⊆ X nemüres nyíltakat és
γn : X → X homeomorfizmusokat, hogy gr(γn) ⊆ E és t ∈ 2<ω γt := γ

(t0)
0 ◦· · ·◦f (tk)

k . Ezeket
úgy fogjuk megadni, hogy az alábbi feltételek teljesüljenek:

(1) ∀n ∈ ω, ∀s, t ∈ 2n : γs⌢(0)(Un+1)× γt⌢(1)(Un+1) ⊆ Vn,
(2) ∀n ∈ ω Un+1 ∪ γt(Un+1) ⊆ Un,
(3) ∀n ∈ ω, t ∈ 2n : diam

(
γt(Un+1)

)
≤ 1

n+1
.

Legyen U0 = X, és tegyük fel, hogy Un-t és a (γk)k<n homeomorfizmusokat is meghatá-
roztuk. Rögzítsünk egy nemüres U ′

n nyíltat úgy, hogy U ′
n ⊆ Un és diam(U ′

n) ≤ 1
n+1

. Minden
s, t ∈ 2n-re Vs,t := γs × γ−1

t (Vn) sűrű és nyílt. Ezért tudunk találni olyan V és W nyíltakat,
hogy V × W ⊆

⋂
s,t∈2n Vs,t és V,W ⊆ U ′

n. Mivel E sűrű, és homeomorfizmusok gráfjai-
nak uniója, ezért ∃(x0, x1) ∈ E ∩ V ×W és ∃γn hogy γn(x0) = x1. Válasszuk Un+1-nek
V ∩ γ−1

n (W )-t; könnyű ellenőrizni, hogy ezek kielégítik a 3 feltételt.
Miután megvannak az Un nyíltak és γn homeomorfizmusok, vegyük fel a φ : 2ω → X

leképezést úgy, hogy φ(x) :=
⋂
n∈ω γx↾n(Un). Megállapíthatjuk, hogy a csökkenő átmérő

miatt φ(x) jóldefiniált, valamint φ folytonos; így már csak azt kell megmutatnunk, hogy
homomorfizmus E0 és F között. Ahhoz, hogy E0 egy élét F -beli élbe viszi, elég azt látni,
hogy ha x ↾ k = (0, . . . 0), y ↾ k = t és valamilyen r ∈ 2ω-val x = x ↾ k⌢r, illetve
y = y ↾ k⌢r, akkor φ(x)Eφ(y). A γt leképezés definíciója alapján ekkor γt ◦φ(x) = φ(y), és
φ(x)Fφ(y), mert γt gráfját tartalmazza E ⊆ F . Másrészt x¬E0y esetén x és y végtelen sok
jegyben térnek el, ezért az (1) feltétel miatt (φ(x), φ(y) ∈ ∩Vn, tehát φ(x)¬Fφ(y). Tehát
φ valóban folytonos redukció. □

Bizonyítás. (E0-dichotómia) Gondoljunk az E ′ := E\∆ ekvivalenciarelációra egyszerűen
egy gráfként, és vizsgáljuk ennek a Borel-kromatikus számát:

5.4. Lemma. Ha χB(E ′) ≤ ω, akkor E ≤B=2ω .

Bizonyítás. Legyenek Bn a színosztályok, és nézzük meg, milyen lehet egy E-beli ekviva-
lenciaosztály. Vegyük észre, hogy

⋃
n{x ∈ Bn : ∀k < n : Bk ∩ Ex = ∅} Borel transzverzális,

vagyis a 2.21. lemma miatt E ≤B=2ω valóban teljesül. □
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A lemma alapján χB(E) ≤ ω esetén a tétel (1) állítása teljesül. χB(E) > ω esetén a
G0-dichotómia miatt van φ leképezés, ami G0 éleit E-be viszi, és legyen E ′ a φ−1(E) ekvi-
valenciareláció 2ω-n. Azt állítjuk, hogy E ′ I. kategóriájú, és a bizonyításhoz a Kuratowski–
Ulam-tételt (1.33.) hívjuk segítségül. Eszerint ha E ′ nem lenne I. kategóriájú, akkor lenne
egy II. kategóriájú E ′

x szekciója. Ez ugyebár E0 ⊆ E ′ miatt teljes E0 osztályok uniója, tehát
az 2.15 állítás szerint E ′

x reziduális 2ω-ban. De ekkor G0 komponenseinek sűrűsége és φ
folytonossága miatt 2ω egyetlen E ekvivalenciaosztályba képződne. Vagyis G0-nak lenne
megszámlálható Baire-mérhető színezése, ellentmondva a 4.3. lemmának.

Tehát megmutattuk, hogy E ′ I. kategóriájú, és tartalmazza a 2ω×2ω-n sűrű E0-t, ami ter-
mészetesen előáll mint a véges sok jegyet megcserélő homeomorfizmusok gráfjainak uniója.
Így a 5.3. állítás minden feltétele teljesül, vagyis E0 ≤c E

′, és persze E0 ≤c E. □

5.3. Következmények

5.5. Következmény. Legyen E Borel ekvivalenciareláció. Ekkor pontosan egy igaz:

(1) E ≤B=N,

(2) E biredukálható =2ω-ra,

(3) E0 ≤c E.

Bizonyítás. E Borel, ezért alkalmazhatjuk a 5.1. és a 5.2. dichotómiatételt is. □

Végül megmutatjuk, hogy a G0-dichotómiából egyszerűen belátható a Luzin–Novikov-
tétel is (a [15]-ben szereplő bizonyítás alapján):

5.6. Tétel (Luzin–Novikov). Legyenek X,Y lengyel terek és B ⊆ X×Y Borel úgy, hogy
a Bx szekciók mind megszámlálhatóak. Ekkor ∃Ci, i ∈ ω, hogy Ci Borel, ∪Ci = B és
|(Ci)x| ≤ 1.

Bizonyítás. Definiáljuk a G gráfot a következőképpen: a csúcshalmaza legyen X × Y , és
az (x, y1), (x, y2) pontok között pontosan akkor fusson él, ha (x, y1) ∈ B és (x, y2) ∈ B. (Ha
az első koordináta nem egyezik, akkor nem fut él. Tehát a B-n kívüli pontok izoláltak, így
tetszőleges színűek lehetnek).

Erre a gráfra alkalmazva a G0-dichotómiát, először tegyük fel, hogy G0 folytonosan G-
be képezhető egy ψ : 2ω → X × Y homomorfizmussal, a folytonos koordinátafüggvények
legyenek ψ1 : 2ω → X és ψ2 : 2ω → Y . Vegyük észre, hogy ψ G0 egy összefüggőségi
komponensét G egy összefüggőségi komponensébe képzi. G egy összefüggőségi komponense
részhalmaza {x} × Y -nek valamilyen x-re, tehát G0 egy komponensének ψ1 szerinti képe
egyetlen pont. Tudjuk, hogy G0 minden összefüggőségi komponense sűrű 2ω-n, illetve ψ1
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folytonos, tehát ψ1(2
ω) ⊆ {x} × Y . De χB(G ↾ {x} × Y ) ≤ ω, hiszen |B ∩

(
{x} × Y

)
| ≤ ω,

és a B-n kívüli pontok foka 0. Ebből viszont következne, hogy χB(G0) ≤ ω, hiszen ψ(G0)

egy c Borel ω-színezését véve, c ◦ ψ egy Borel ω-színezése G0-nak.
Tehát a másik lehetőség teljesül, G-nek létezik c Borel ω-színezése. A Ci halmazokat

definiáljuk c−1(i) ∩ B-ként, vagyis a B-be eső i. színű pontokként. Világos, hogy egy Bx

szekció legfeljebb egy pontot tartalmazhat Ci-ből, és Ci Borel. Ezt akartuk elérni. □
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6. Mi történik E0 fölött?

Az előzőekben sikeresen karakterizáltuk azokat az E Borel ekvivalenciarelációkat, amik
E ≤B E0-ra redukálhatóak; ezzel a redukálhatósági hierarchia egy kezdőszeletét kaptuk
meg. Viszont az E0-nál nagyobb ekvivaelenciarelációk már nem írhatóak le ilyen egyszerű-
en, ahogy azt az alábbi tétel mutatja:

6.1. Tétel (Kechris–Louveau, [4]). Legyen E Borel ekvivaelenciareláció. Ha E0 <B E,
akkor létezik olyan F Borel ekvivaelenciareláció, ami nem összehasonlítható E-vel, tehát
E ≰B F és F ≰B E.

A hierarchia összetettségéről tovább olvashatunk [5]-ben.
A Borel ekvivaelenciarelációk osztályozása ma is kutatott terület, de az előző tételekhez

híven a hierarchia E0 fölötti pontos szerkezete kevéssé ismert. Viszont ekvivalenciarelációk
egyes speciális fajtáiról érdekes és szép tételek születtek, lásd például [6]-ban. Ebben a
fejezetben a már említett megszámlálható osztályú Borel ekvivalenciarelációkkal foglalkozom
(magyar rövidítése MOBER, angolban cber). A szükséges csoportelméleti ismertető után
először belátom a Feldmann–Moore-tételt, ami Borel csoporthatások felől írja le a MOBER-
eket. Majd bizonyítom a [6]-ban szereplő tételt, ami szerint a MOBER-ek között van a
Borel redukcióra nézve maximális elem.

6.1. Csoporthatások

A továbbiakban G már nem gráfot, hanem csoportot jelöl, a szorzással mint művelettel és
az e egységelemmel. Fn legyen az n elemmel generált szabad csoportot, n = ∞ esetén ez ω
sok generátort jelent.

6.2. Definíció (Csoporthatás). Legyen G topologikus csoport és X lengyel tér. A G cso-
porthatása X-en egy olyan h : G×X → X leképezés, ami teljesíti a következő két feltételt:
h(e, x) = x és h(g1, h(g2, x)) = h(g1g2, x). Ennek jelölésére a h(g, x) = g.x rövidítést hasz-
nálom. A h csoporthatás Borel, ha a h függvény Borel.

6.3. Definíció (Orbit-ekvivalenciareláció). Legyen G csoport és X lengyel tér, és a
g.x csoporthatás E orbit-ekvivalenciarelációját definiáljuk a következő összefüggés szerint:
xEy ⇔ ∃g ∈ G : g.x = y. Könnyen meggyőződhetünk róla, hogy ez valóban ekvivalenciare-
láció.

6.4. Definíció. Legyen G csoport és X lengyel tér, és vegyük a G → X függvények XG

halmazát, ennek egy elemére gondolhatunk úgy, mint az {xg : g ∈ G} halmazra. G hatását

31



XG-n definiáljuk a következő egyenlőség szerint: g.f(h) = f(g−1h). A f1 és f2 függvények
pontosan akkor legyenek ekvivalensek, ha ∃g ∈ G g.f1 = f2. Ezt az orbit-ekvivalenciarelációt
E(G,X)-szel jelöljük.

6.5. Tétel (Feldmann–Moore-tétel). Legyen E MOBER X-en. Ekkor léteznek olyan hi
involúciói X-nek, hogy E =

⋃
i∈ω gr(hi). (hi : X → X involúció, ha h ◦ h = idX).

Bizonyítás. Használjuk fel a Luzin–Novikov-tételt ebben a speciális esetben. Eszerint E
gráfja előáll mint Pn függvénygrafikonok uniója; a grafikonok részekre bontásával és azok
szimmetrizálásával fogjuk megkapni az involúciókat. ∀(m,n) párra Pm,n := Pm ∩ P T

n , ahol
P T
n := {(y, x) : (x, y) ∈ Pn}. Továbbra is igaz, hogy E = ∪Pm,n, illetve Pm,n függőleges

és vízszintes szekciói egyaránt legfeljebb 1 eleműek; tehát ez egy injektív parciális függvény
grafikonja. Bontsuk további részekre Pm,n-t: az U, V diszjunkt bázisnyíltakra Pm,n,U,V :=

Pm,n∩U×X ∩X×V . Ekkor Pm,n,U,V egy U és V közötti bijektív függvény E-n belüli Borel
grafikonja. Azt állítjuk, ez már könnyen kiterjeszthető X-re E-beli involúcióként: hm,n,U,V
az U nyílton legyen Pm,n,U,V , a V nyílton Pm,n,U,V inverze, X \ (U ∪V )-re megszorítva pedig
az identitás; mivel U és V diszjunktak, a függvény jóldefiniált, és a grafikonja E-beli az
ekvivalenciarelációk reflexivitása és szimmetriája miatt. Ha még a h0 := idX involúciót is
hozzávesszük a megszámlálható sok hm,n,U,V uniójához, akkor valóban megkapjuk E-t. Ezt
akartuk bizonyítani. □

6.6. Következmény. Minden E MOBER előáll egy alkalmas megszámlálható csoport Borel
hatásának orbit-ekvivalenciarelációjaként.

Bizonyítás. Vegyük E-nek a 6.5. tétel szerinti felbontását a hn involúciók grafikonjaként.
Tekintsük az AutB(X) csoportban, vagyis X Borel automorfizmusainak csoportjában a hn
által generált megszámlálható részcsoportot. Ez megadja X-en a természetes hn.x := hn(x)

csoporthatást, aminek az orbit-ekvivalenciarelációja éppen E. □

6.7. Megjegyzés. Az előző következményben a megszámlálható csoportot választhatjuk Fω-
nak, hisz minden megszámlálható csoport izomorf Fω egy részcsoportjával.

6.2. A maximális MOBER

6.8. Definíció (E∞). E∞ legyen az E(F2, 2) orbit-ekvivalenciareláció.

Az orbit-ekvivalenciarelációkat összehasonlításához jól jön a következő megfigyelés:

6.9. Lemma. Legyen F ≤ G részcsoport. Ekkor E(F,X) ≤B E(G,X)
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6.10. Tétel. Minden E MOBER-re E ≤B E∞.

Bizonyítás. Borel redukciók egy sorozatát igazoljuk E és E∞ között. A bizonyítás során
φ-vel jelölöm a csoporthomomorfizmusokat, ψ-vel a Borel redukciókat.

1. E ≤B E(F∞, 2
ω).

A 6.5. tétel miatt E redukálható Fω egy g.x Borel hatására 2ω-n. ψ(x) = f pontosan
akkor, ha ∀g ∈ F∞f(g) = g−1(x). Ekkor ψ Borel redukció E és E(F∞, 2

ω) között.
2. E(F∞, 2

ω) ≤B E(F2, 2
ω).

A 6.9. lemma miatt elegendő azt belátni, hogy van F∞ → F2 injektív csoporthomo-
morfizmus. A generátorok rendre legyenek xn és a, b; ekkor könnyű leellenőrizni, hogy
φ(xn) = anbn megfelelő.

3. E(F2, 2
ω) ≤B E(F2 × Z, 3).

Világos, hogy E(F2, 2
ω) ≤B E(F, 2Z\{0}) teljesül. A redukció legyen a következő: egy

{xg} halmazhoz (xg ∈ 2Z) rendelje az {yg,j} : g ∈ F2, j ∈ Z} halmazt, ahol j ̸= 0 esetén
yg,j = xg(j), vagyis az xg sorozat j. jegye; j = 0 esetén pedig yg,0 = 2. (Annak ellenőrzését
elhagyjuk, hogy ez valóban Borel redukció).

4. E(F2 × Z, 3) ≤B E(F2 × Z× Z2, 2).
Az előzőhöz hasonló módon adjuk meg a redukciót: egy {xg,n : g ∈ F2, n ∈ Z} halmazhoz

(xg ∈ 2) rendeljük az {yg,n,i} halmazt, amit megint csak esetszétválasztással adunk meg:
yg,n,i := 0, ha xg,n = 0 vagy ha xg,n = 1 és i = 0; valamint yg,n,i := 1, ha xg,n = 2 vagy
xg,n = 1 és i = 1.

5. E(F2 × Z× Z2, 2) ≤B E(F2, 2).
F∞-nek van F2×Z×Z2-vel izomorf részcsoportja: a generátorok előző jelölését megtartva

a φ(a) := x0, φ(b) := x1 és y ∈ F2-re φ((y, n, i)) := x
(2i−1)n
2 yx

(2i−1)n
2 módon definiált

leképezés injektív csoporthomomorfizmus. F∞ ≤ F2-t pedig már beláttuk, így ismét a 6.9.
lemma miatt kész vagyunk. □
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