EOTVOS LORAND TUDOMANYEGYETEM

TERMESZETTUDOMANYI KAR

Bognar Andras Karoly

BOREL EKVIVALENCIARELACIOK

Szakdolgozat
Matematika BSc

Témavezets:
Bursics Baldzs
Analizis Tanszék

frin)
&

ELTEITTK

TERMESZETTUDOMANYI KAR

Budapest, 2026



Koszonetnyilvanitas

Els6ként szeretném megkoszonni a csaldadomnak, akik akkor is megértéek voltak, amikor
lefoglaltak a leirand6 bizonyitasok, és batoritottak, amikor elvesztettem a kedvem. Azért
pedig a legnagyobb elismeréssel ad6zom, hogy kisérletet tettek megérteni, mi fan terem az
"ekvi-valami".

Halas vagyok évfolyamtarsaimnak, akik szorakoztato élménnyé tették szamomra a BSc-t;
valtozatos téméakrol folytatott beszélgetéseink mind j6 emlékként maradnak meg. Koszonet
illeti tandraimat, akik messze tobbet nyujtottak, mint a képletek felirdsa a tablara: meg
tudtak mutatni a szépséget a formulak mogott. Harmojukat kiilon is szeretném megemliteni.

Az ELTE-16] el6szor Héger Tamast ismertem meg, amikor még gimis UNKP-aspiransként
kutatési témat kerestem, és végiil nala landoltam. Taméstol rengeteget tanultam arrél, mit
jelent kutatni. Széles jokedvével és kimerithetetlen energidjaval mindig élvezetessé tette
talalkozoinkat. Szakmailag és emberileg is példaképemként tekintek ra.

Kiemelem Imolay-Kocsis Anettet, aki 6t féléven keresztiil tartott nekem gyakorlatot
analizisbdl és halmazelméletbdl; mindig ezek az 6rak voltak a kedvenceim. Szamomra Anett
hires-hirhedt csillagos példai voltak az els6 szamu megoldandok, néha a hazik rovasara is.
Legjobban ezek a feladatok és Anett kotelez6 anyagon tuli "meséi" formaltak a matematikai
gondolkodasomat.

Legfcképpen pedig témavezetGmnek, Bursics Balazsnak szeretném megkoszonni, hogy
ez a szakdolgozat egyéltalan elkésziilt. Balazs tgy tudja elmagyarazni a legnehezebb bizo-
nyitasok legbonyolultabb lépéseit is, hogy az utana nem csupéan érthetének, hanem teljesen
természetesnek is tinik. Azzal, hogy még elsGéves koromban bevezetett a "matematika
alapjaiba", majd az utols6 félévben a leir6 halmazelméletbe, az engem leginkabb érdekls
dolgokkal ismertetett meg. Konzultacidéink alkalmaval pedig tiirelmével és figyelmes irany-

mutatisaval mindig ki tudta hozni belSlem a legjobbat.
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Bevezetés

A Borel-kombinatorika egyik alapfeladata egy topologikus téren vett graf Borel kromatikus
szamanak meghatarozéasa; ennek értéke akar végtelen is lehet. Arra a kérdésre, hogy milyen
grafokra lesz ez mem megszdmldalhato, a Gy-dichotémia ) ad valaszt. A tétel allitasa
szerint egy G Borel graf Borel kromatikus szama pontosan akkor nagyobb mint w, ha a
Cantor-halmazon vett Gy graf éltarté és folytonos moédon beleképezhets G-be. Ez alapjan
pusztan annak megéllapitasa, hogy a Borel kromatikus szam kontinuum-e, a leir6 halmaz-
elméleti értelemben "egyszertd"; a bonyolultsag definicidja és a pontos allitas szerepel a [7|
jegyzetben.

A Gy-dichotomia jelentGsége tobbek kozott abban all, hogy szamos nehéz és mély alli-
tas bizonyitasdban is jol hasznéalhato; példa erre az ekvivalenciarelaciokra vonatkozo [5.1},
illetve [5.2 dichotomiatétel. Maguk az ekvivalenciarelaciok a grafok egy szép tulajdonsa-
gu csaladjaként foghatoak fel. Egy ekivalenciaosztalyokat megérzé Borel fiiggvényt Borel
redukcionak neveziink; a redukalhatosdg megad egy természetes rendezést az ekvivalencia-
relaciokon. Ezen hierarchia megértése kiilonféle matematikai objektumok klasszifikacidja
soran nyujt segitséget. A teljesesség igénye nélkiil néhanyat felsorolva: [8] a torzidmentes
Abel-csoportok, [9] az ergodikus mértéktartd transzformaciok, [10] a szeparabilis Banach
terek, [11] a szeparabilis C*-algebrak leirasaval foglalkozik.

A szakdolgozatom {6 célja a Borel ekvivalenciarelaciok viszonyanak tanulméanyozésa,
kiilonos tekintettel az [5.5] kovetkezmény igazolasara. Az odaig vezetS ut soran tobb di-
chotomiatételt is felhasznalok, ezek bizonyitasaban a [2] jegyzet felépitését kovetem. Az
1. fejezetben bevezetem a leiré halmazelmélet alapvets jeloléseit és fogalmait, mikozben
tobb fontos allitast és tételt kimondok a bizonyitasuk nélkil. A 2. fejezetet a grafok és
ekvivalenciarelaciok alaptulajdonsaganak ismertetésére szdnom, néhany fontos példat is be-
mutatva. Majd a 3-5. fejezetben olvashaté maguknak a dichotémiatételeknek a bizonyitésa,
par sziikséges segédallitaséval egyiitt. Kiemelt szerepet kap az emlitett Gy-dichotémia a 4.
fejezetben. Végiil a 6. fejezetben azt jarom korbe, hogy mi mondhaté el a megszamlalhato
szamossagu osztalyokat tartalmazo ekvivalenciarelaciok esetében. Ezek alkalmas Borel cso-
porthatasok orbitjaibol szarmaztathatoak, amely tulajdonsig kulcsszerepet jatszik a [6.10

maximalitasi tétel bizonyitasdban.



1. Alapismeretek

A szovegben tobbnyire a topologia és a leird halmazelmélet elfogadott jeldléseit haszna-
lom, az egyszertiségre torekedve. Példaul az (X, 7) topologikus teret (X az alaphalmaz,
amin adott a 7 topologia) X-szel roviditem. A halmazelméleti konvencioknak megfelels-
en az w rendszam egyszerre jeloli a nala kisebb rendszamok, vagyis a természetes szamok
{0,1,2...} halmazat, illetve az Wy szamossagot. De amikor a természetes szamokra mint
megszamlalhatd alaphalmazt diszkrét topologikus térre van sziikség, akkor N-et irok. Az
egyértelmiiség kedvéért a kovetkezd jeloléseket is rogzitem: H a H C X topologikus lezdrtja
(a H-t tartalmazo zartak metszete), B,.(x) az x kdzépponti, r sugart zart gémb, H® pedig
H komplementere. Illetve a | szimbolumot alkalmazom a megszoritas jelolésére: halmazok
esetén G | H = G N H, egy x € 2¥ sorozatra és n € w természetes szamra x | n pedig x
els6 n jegye.

A topologia alapfogalmait és fontosabb allitasait ismertnek veszem, igy a bevezetésben a
leir6 halmazelmélet eszkoztaranak azon részére koncentralok, ami a dolgozat megértéséhez
feltétlentil sziikséges.

1.1. Lengyel terek

1.1. Definicio. Egy (X, 7) topologikus teret lengyel térnek neveziink, ha My és teljesen
metrizdlhato. Vagyis T-nak létezik megszamldlhato bazisa, valamint van olyan d metrika,
amivel az (X,d) metrikus tér teljes, és ami a T topoldgidt generdlja. Az My tulajdonsdg
helyett néha szeparabilitist mondunk (létezik megszamldlhato sird halmaz), mert metrikus

terekre a két fogalom megegyezik.

1.2. Példa. Lengyel tér R a szokdsos topologidval elldtva, akdrcsak N a diszkrét topoldgi-
dval. Konnyt ellendrizni, hogy lengyel terek megszamldalhato szorzata is lengyel tér, ezért
a kovetkezd, gyakran haszndlt szorzatterek is lengyelek: 2%, a Cantor-tér; [0,1]%, a Hilbert-

kocka; N*, a Baire-tér és R¥.
A példaban felsorolt szorzatterek jelentGségét az univerzalitasi tételek adjak meg.
1.3. Tétel (Univerzalis lengyel terek). Az aldbbi dllitdsok teljesiilnek:

1. Minden kompakt metrikus tér homeomorf [0, 1] egy zdrt alterével: [0,1]* injektiv uni-

verzdlis kompakt metrikus tér.

2. Minden nemiires kompakt metrikus tér elddll mint 2¥ folytonos képe: 2% projektiv

univerzalis kompakt metrikus tér.



3. Minden lengyel tér homeomorf R* eqy zdart alterével: R injektiv univerzalis lengyel

ter.

4. Minden nemiires lengyel tér eldall mint N* folytonos képe: N* projektiv univerzalis

lengyel tér.

1.4. Megjegyzés. Minden kompakt metrikus tér egyben lengyel tér. Az injektiv univerzdlis
tereknél a megforditds is igaz: [0,1]* minden zdrt altere kompakt, R* minden zdrt altere
lengyel. A projektiv univerzdlis lengyel térnél viszont ez a tulajdonsdg nem kizdrolagos:

mint késébb ldtni fogjuk, N¥ nem minden folytonos képe lengyel.
Most atveszem a lengyel terek részhalmazainak néhany fontos tipusét:

1.5. Definicié. Az X topologikus tér eqy részhalmazdt perfektnek mondjuk, ha zdrt és nincs
izoldlt pontja. A Cantor-halmaz példdul perfekt. Sot, a Cantor-halmaz konstrukcidjat dltald-
nositva (ezt nevezik Cantor-sémdnak) jol jellemezhetdk a perfekt halmazok. A Cantor-séma

pontos definicidja és eqy alapvetd dllitds bizonyitdsa olvashato [1l, 6.1/-ben.

1.6. Definici6 (Hausdorff-metrika). Legyenek K1, Ky kompakt halmazok az (X, d) met-
rikus téren. A Hausdorff-tavolsagukat a dy(Ky; Ks) = inf{e : Ky C (Ky). A Ky C (Ky)_}

kifejezés adja meg, ahol (K1), a Ki-hez e-ndl kézelebb lévd pontok halmaza, vagyis (K1), =
{z:3ye K, :d(x,y) <e}.

1.7. Allitas. Jelolje K(X) az X topologikus tér kompakt halmazainak terét, ez a Hausdorff-
tavolsdggal ellatva metrikus tér. Ha (X, d) teljes, akkor IC(X) is teljes; ha X lengyel, akkor
K(X) is lengyel.

1.8. Definici6é. Az X topologikus tér Borel halmazainak nevezziik a T topoldgia dltal gene-
rdlt o-algebrdat, amit B(X)-szel jelolink. Egy figguényt akkor neveziink Borel-mérhetének

vagy Borelnek, ha minden nyilt halmaz dsképe Borel.

1.9. Lemma (Alexandroff-Hausdorff). Borel halmazokra igaz a "kontinuumhipotézis”:

|B| < w vagy 2 homeomorfan bedgyazhaté B-be.

Egy f : X — Y fiiggvényre parcidlis inverznek neveziink egy olyan g : f(X) — X
fiiggvényt, amire f o g(y) =y, vagyis f parcialis inverze egy ponthoz annak egyik f szerinti
Gsképét rendeli. A kovetkezd lemma szerinti specialis Borel fiiggvényekre Borel parcialis

inverz létezése is garantalhato:

1.10. Lemma. Legyen f : X — Y lengyel terek kozotti Borel fligguény, ahol minden pont
dsképe megszamldlhato (vagyis Yy € Y : |f~*(y)| < w). Ekkor f(X) Borel Y -ban, és létezik

Borel parcidlis inverz.



1.11. Allitas. Legyenek X ésY megegyezd szamossdqi lengyel terek. Ekkor létezik kozottik

Borel izomorfizmus: olyan f : X — Y bijekcio, amire f és =1 is Borel fiigguény.

Az el6z6 allitas kovetkezménye, hogy csak a Borelek struktirajat vizsgéilva egyetlen adott
szamossagu lengyel tér van. A szeparibilitas és a teljesség miatt egy nem megszamlalhato
lengyel tér szamossiga pontosan c; ezt szokas standard Borel térnek nevezni.

Végiil a dolgozatban gyakran hasznalt Cantor-tér és Baire-tér néhany alaptulajdonsagat

adom meg:

1.12. Allitas. A 0-1 sorozatok halmaza, 2% és a természetes szamok sorozatainak halmaza,
N« lengyel tér a szorzattopoldgidval elldtva. Legyen 2<¢ = U,e,2" és N = U, ,N".
Minden s € 2<% legyen Ny = {x € 2¥ : x [ |s| = s}, illetve minden t € N<“-ra legyen
Ny ={x € N : x| |t| =t}, vagyis az s-sel, illetve t-vel kezdddd sorozatok halmaza. Ekkor
N, és N; egyardnt nyilt-zdrt halmazok a megfeleld szorzattérben, sét, ezek bdzisdt adjik a

szorzattopologidanak.

1.13. Allitas. Az fi, : 2¥ — 2% f((x1, 2. .. 2p_1, (1),...)) = (z1,20. .. 2p1, (1 —4),...)
leképezés homeomorfizmus 2¥-n (k = 0-ra ez az identitds). Ebbdl az is kovetkezik, hogy egy
t ={t1,...tx} € 2<% halmazra a p; = fl(tl) o---0 f,gtk) leképezés 2¥ homeomorfizmusa (itt a
(t1) kitevd 0 értéke azt jelenti, hogy ffl =idyw szerepel a kompozicioban, t; = 1 esetén maga

fi).

1.2. A Boreleken tual

Bar meglepdének ttinhet, egy Borel halmaz folytonos képe nem feltétlentil Borel. Ez motivélta
a Borel-hierarchiara emlékeztets analitikus hierarchia bevezetését. A dolgozat megértéséhez

elegendd, ha az els6é halmazosztalyokat definidlom:

1.14. Definicié. Egy A C Y halmaz analitikus, ha egy lengyel tér folytonos képe (X
lengyel tér és f : X — Y folytonos figguény, hogy f(X) = A); koanalitikus, ha a komple-

mentere analitikus.
1.15. Lemma. Analitikus halmazok megszdamldlhato unidja €s -metszete is analitikus.

1.16. Tétel (Analitikus halmazok ekvivalens jellemzése). A kivetkezdk ekvivalensek:
(1) ACY analitikus,

(2) 3X lengyel tér, B C X Borel halmaz és f : X — 'Y Borel figguény, hogy f(B) = A.



1.17. Megjegyzés. Abbol, hogy van analitikus, de nem Borel halmaz, természetesen ko-
vetkezik, hogy van koanalitikus, de nem Borel halmaz. A (2) ekvivalens jellemzés alapjin
latszik, hogy minden Borel egyben analitikus és koanalitikus is (idx megfeleld Borel fiigg-
vény). Erdekes mddon ennek a megforditdsa is igaz: eqy analitikus és egyben koanalitikus
halmaz mindenképp Borel. Az utobbi irdny bizonyitdsa a kévetkezd tétel felhaszndldsdval

kellemesen eqyszeri:

1.18. Tétel (Luzin szeparacios tétel). Legyenek Ay, Ay diszjunkt analitikus halmazok az
X lengyel téren. Ekkor 3B Borel, hogy Ao C B, A; N B = ().

1.19. Kovetkezmény. Minden analitikus halmaz eldall mint N¥ folytonos képe.

A kovetkezmény kiilonosen hasznos, amikor az A analitikus halmaznak keressiik adott
tulajdonsagu részhalmazait. Ilyenkor elegendd a jol kezelhet§ N“-ban legyartani egy konst-
rukciot, és azt folytonosan at tudjuk képezni A-ba. Erre a technikara a késébbiekben még
béven latunk példat.

Ahogy mérték esetén a nullmértéki halmazokkal, ugy tisztan topologikus értelemben is

megfogalmazhatjuk, mit tekintiink "kis halmaznak". Erre szolgal a Baire-kategoria fogalma:

1.20. Definicié. Egy halmazt 1. kategoriajunak neveziink, ha megszamldlhato sok sehol

sem sird halmaz unioja. 11. kategoriaja, ha nem 1. kategoridji. Rezidualisnak hivjuk, ha a

v

Néhény alapvetd allitas a kategoriarol:

1.21. Definici6. Egy F C P(X) halmazrendszert o-idedlnak neveziink, ha nemiires, illetve
zdrt a megszdmldlhato uniora és a részhalmaz képzésére, vagyis A, € F = UA, € F és
BCAe F=BeF.

1.22. Allitas. Az I. kategoridji halmazok o-idedlt alkotnak, ennek szokdsos jeldlése M.

Ugyanigy a Lebesgue-nullmértékid halmazok is o-idedlt alkotnak, amit N -nel jelolink.

1.23. Tétel (Baire-kategoriatétel). (X, d) legyen teljes metrikus tér. Ekkor X minden

nemdiires nyilt részhalmaza I1. kategoridgi.

1.24. Megjegyzés. Azon topologikus tereket, amikben igaz a Baire-kategoriatétel, Baire-
tereknek nevezziik. A Baire-kategoriatétel kovetkezményeként a lengyel terek Baire-terek,

lévén teljesen metrizdlhatoak. Tovabbi példdk a lokdlisan kompakt T, terek.

1.25. Lemma. Ha X teljes metrikus tér, akkor H pontosan akkor rezidudlis, ha H tar-
talmaz eqy sird Gs halmazt. Madsrészt ha H eqy Gs halmaz, akkor H pontosan akkor I

kategoriajgi, ha sehol sem siri.
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aju, lokalisan rezidualis halmazt kapunk. Ezekkel tovabb bévithetjiik a leirhaté halmazaink
korét:

1.26. Definicié. Egy halmazt Baire-mérhetének neveziink, ha eqy I. kategordju halmazban
ktilonbozik egy nyilt halmaztol. Precizen, H Baire-mérhetd, ha 3U nyilt és AM 1. kategoridji,
amire H=U A M (U és M szimmetrikus differencidja). Egy figguény Baire-mérhetd, ha
minden nyilt halmaz dsképe Baire-mérhetd.

1.27. Allitas. A Baire-mérheté halmazok o-algebrdt alkotnak. Mivel minden nyilt halmaz

Baire-mérhetd, a Borel-halmazok is Baire-mérhetdek.

1.28. Megjegyzés. Az analitikus halmazok (és igy a koanalitikusak is) Baire-mérhetdek.
Emiatt B(X) C BM(X). Az viszont mdr nem eldonthetd ZFC-ben, hogy a teljes analitikus
hierarchianak mekkora részét tartalmazza BM(X).

Baire-mérheté halmazokra is igaz a kontinuumhipotézis, vagyis szamossaguk megszam-

lalhato vagy kontinuum. S6t, analitikus halmazokra egy erésebb allitas is bizonyithato:

1.29. Definici6é (Perfekt halmaz-tulajdonsag). Legyen I' C P(X) halmazcsaldd. Egy
H halmaz akkor rendelkezik a perfekt halmaz-tulajdonsaggal, ha H vagy megszamldlhato,
vagy létezik 2¥ — H bedgyazds. 1'-ra pedig akkor igaz a perfekt halmaz-tulajdonsdg, ha
VH € I'-ra igaz.

1.30. Allitas. Az analitikus halmazok rendelkeznek a perfekt halmaz-tulajdonsdggal.

tékd halmazok (tagabban a Baire-mérhetd és a Lebesgue-mérhets halmazok) kozott tobb
hasonlosag is van. Egy ilyen megfeleltetést ad meg az Erdgs—Sierpinsky-dualitastétel: a kon-
tinuumhipotézist feltéve van olyan R — R bijekcid, ami pontosan egymasnak felelteti meg
az 1. kategoridju- és a nullmértékd halmazokat, vagyis f(M) = {f(M): M € M} =N, és
forditva, f~*(N) = M. Ezen til t6bb, a mértékekre vonatkozo tételnek van analogidja a

kategoriara vonatkoztatva [12]. A kovetkezd allitas példaul a Fubini-tételre emlékeztet:

1.31. Tétel (Kuratowski—Ulam). [1, 8.41] Legyen H C X x Y, ahol X, Y lengyel terek.
Legyen H-ra igaz a kéovetkezd tulajdonsdagok valamelyike: sehol sem sird, 1. kategoridji,
rezidudlis vagy Baire-mérhetd. Legyen R azon x-ek halmaza, amire a H, szekcio mint
H, C X halmaz rendelkezik ezzel a tulajdonsdggal, vagyis sehol sem sirid, 1. kategoridji,

rezidudlis vagy Baire-mérhetd. Ekkor R rezidudlis halmaz X -ben.



1.32. Megjegyzés. A fenti helyzetetet dltaldnosan leirva, R legyen azon x-ek halmaza,
amikre a p tulajdonsdg teljesiil. Ha R rezidudlis, azt mondjuk, hogy a p tulajdonsdg teljestil
a tipikus x-re. Az elnevezés magott ismét az dll, hogy a kivételek X\ R halmaza I. kategoridji,
vagyis kicsi. A Kuratowski—Ulam-tétel eqyik dllitdsa példaul az, hogy ha H Baire-mérhetd,

akkor a tipikus x-re H, is Baire-mérhetd.

1.33. Tétel (Kuratowski—Ulam, a masik irany). H legyen Baire-mérhetd. Ekkor ha a

tipikus x-re H, 1. kategoridaji vagy rezidudlis, akkor maga H is I. kategoridji vagy rezidudlis.
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2. Borel-kombinatorika

2.1. Grafok

A Borel-kombinatorika egyik alapdtlete a grafok altalanositasa topologikus terekre vagy

-csoportokra:

2.1. Definicié (Graf). Grafnak nevezzik az X téren X x X egy G részhalmazdt, amennyi-
ben (xz,y) € G < (y,x) € G; az egyszeriség kedvéért xGy-nal jelolom az (x,y) €lt. Amikor X
topologikus tér, van értelme a szorzattopologia szerinti Borel, analitikus vagy Baire-mérhetd

grafokrol beszélna.

2.2. Definicié. Legyenek G, Gy grdifok X-en, illetve Y-on, és ¢ : X — Y leképezés. -t
homomorfizmusnak nevezziik, ha (z,y) € Gi = (¢(z),0(y)) € Ga, vagyis ¢ €lt élbe visz;

azt ugyanakkor nem koveteljik meg, hogy "nem €élt" is "nem élbe" képezzen.
2.3. Definicié. Egy S C X halmaz fiiggetlen G-ben, ha S x SN G = (.

2.4. Definicié. Vezessiik be eqy H C X halmazbdl kitndulva a (H)? := {(x,y) € X x X|(x #
Y)A(z,y) € Hx H} jelolést. Ha eqy G grdfra van olyan P perfekt részhalmaza X -nek, amire
(P)? C G, akkor azt mondjuk, hogy G tartalmaz perfekt klikket.

A grafokat igy altalanositva tobb kombinatorikus tulajdonsagnak is szép megfeleltetését
kapjuk, példaul az x cstics N(x) szomszédsaga, azaz {y|(z,y) € G} éppen a H, szekcio. A

szinezések fogalma is természetesen adodik:

2.5. Definici6é (Szinezések és kromatikus szamok). Legyen n nemnulla megszdmldl-
hato szdmossdg. A G grdf n-szinezésének egy olyan ¢ : V(G) — n fligguényt neveziink,
amire két azonos szind csiucs nincs dsszekotve G-ben, precizenVr,y € V(G) : ((z,y) € G =
c(z) # c(y)). G kromatikus szdma az a minimdlis n, amire létezik n-szinezés.

Borel szinezésnek akkor nevezziik, ha a szinosztdlyok Borelek, vagy ezzel ekvivalensen, a
¢ szinezés Borel fiigguény (emlékezziink vissza, n lengyel tér a diszkrét topoldgidval). Ekkor
a G graf Borel kromatikus szama, xp(G) az a minimdlis n, amire G-nek létezik Borel
n-szinezése.

Egy szinezés Baire-mérhets, ha az osztdlyok Baire-mérhetd halmazok. A Baire-mérhets

kromatikus szamot, xpa(G)-t az el6z6hoz hasonléan hatdrozzuk meg.

2.6. Kovetkezmény. A Baire-mérhetdek o-algebrdja bdvebb, mint a Boreleké, emiatt min-

den Borel-szinezés eqyben Baire-mérhetd is; kovetkeztetésképpen xp(G) > xpm(G).
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Az egyszeriiség kedvéért csak a megszamlalhato esetben definidltam a kromatikus szé-
mot, de a fogalom konnyen kiterjesztheté nagyobb szamossagokra is. Szerencsére a Borel

szinezéseknél csak egy nem megszémlalhato lehetdség van:
2.7. Allitas. Ha G grdf egy lengyel téren, akkor xp(G) megszdmldlhatd vagy kontinuum.

Bizonyitas. Egy szeparabilis metrikus tér szamossaga legfeljebb kontinuum. Ha minden
cstcsot kiilonbo6z6 szintinek valasztunk, akkor egy Borel szinezést kapunk, tehat a Borel
kromatikus szam is mindig legfeljebb kontinuum. Ezért a szinezést megvélaszthatjuk egy
¢ : X — R Borel fiiggvénynek, és ¢(X) minimalis szamossaga adja meg xp(G)-t. De az
[1.16] tétel miatt ¢(X) analitikus R-ben, gy az[1.30] allitas szerint igaz rd a perfekt halmaz
tulajdonséig, amibdl kovetkezik a bizonyitandoé allitas. [

Amikor azt bizonyitjuk, hogy a Borel kromatikus szam nem megszamlélhato, altalaban
egy megfelels részgrafot hasznélunk taninak. A 2¢-n vett teljes grafnak példaul az egyetlen
Borel szinezése a bijekcio a 2% szamosséggal; itt a perfekt klikk garantalja, hogy a kromatikus
szam legalabb 2¢. Egy masik alkalmas tana a Gq graf: [£.1]

Végiil egy egyszerti és kozismert példat vazolok fel, annak illusztralasara, hogy a hagyo-
ményos értelemben vett x kromatikus szam (a szinosztalyok tetszéleges halmazok lehetnek)

eltérhet a xp Borel kromatikus szamtol:

2.8. Definici6. Vegyiik S*-et, az egységkort a szokdsos topoldgidval. o € [0, 7]-re jeldlje R,
az a-val vett forgatdst pozitiv irdnyban. A G grifot az xG,y < x = R.(y) Vy = Ru(x)
osszefliggéssel definidljuk.

2.9. Allitas. Az el6z6 definicidban 2-t irraciondlisnak vdlasztva a G, grdf 2-reguldris €és

aciklikus. De amig x(Go) = 2 (hiszen pdros grdf), xp(a) = 3.

Bizonyitas. yp(«a) < 3: valasszunk egy olyan [ korivet, aminek a kézépponti szoge kisebb
a-nél; ekkor I egy G,-fiiggetlen halmaz. 2 irracionalitdsa miatt Vo € S Lre létezik olyan
minimalis n,, amire R™ (z) € I (itt R™ az n,« szogi forgatas). A ¢ szinezést adjuk meg ugy,
hogy ¢(z) := 2, ha = € I; maskiilonben c¢(z) := 0, ha n, paros; c¢(z) := 1, ha n, paratlan.
Vilagos, hogy ez megfelels, hiszen 1,29 ¢ I, (x1,22) € G, esetén |n,, — n,,| = 1, vagyis
szomszédos csicsokhoz mindig kiilonboz6 szineket rendeltiink hozza. Masrészt ¢ 1(2) = 1,
valamint ¢71(0) = Uge,, (R \ Uj<x R~®1)), {gy a szinosztalyok valoban Borelek.

xs(a) > 2: indirekten tegyiik fel, hogy S' = B;U B, Borel 2-szinezés; ez azt jelenti, hogy

paratlan n-re x és R (z) kiilon6z6 szind kell legyen. Lebesgue stirtiségi tétele miatt létezik
A(B;NI)

olyan [ nyilt koriv, hogy valamelyik B;-re N % Hasonléan tudunk talalni olyan
paratlan n-t, hogy % . A két egyenl6tlenséghdl kovetkezik, hogy MEa(Bi)OT) (( ))m) > :

de ez maga utan vonja, hogy BZ N R} (B;) nemiires. [J
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2.2. Ekvivalenciarelaciok

Miel6tt a hierarchia leirasahoz hozzékezdenenénk, felidézem az ekvivalencia pontos feltéte-
leit:

2.10. Definicié. FE egy ekvivalenciarelacio X-en, ha E C X x X és a kovetkezd feltételek

teljestilnek:
(1) (z,z) € E, Vo € X.
(2) ha (z,y) € E, akkor (y,x) € E.
(3) ha (x,y) € E és (y,z) € E, akkor (z,2) € E.
A jelslésben tovibbra is (x,y) € E < xEy.

2.11. Definicié. Legyen X lengyel tér. Ekkor az E ekvivalenciareldcio X -en Borel, ha FE
Borel részhalmaza X x X -nek. Hasonloan beszélhetink analitikus és koanalitikus ekvivalen-

ciareldciokrol.

2.12. Definicié (Megszamlalhato osztalya ekvivalenciarelacié). E megszamlalhato
osztalya ha minden ekvivalenciaosztdly megszdmldlhato. (Tehdt nem w sok osztdly van,

hanem az egyes osztilyok szdmossdga w.)

Vilagos, hogy az E ekvivalenciarelacié egyben graf is. Eszrevehetjiik, hogy az = pont
ekvivalenciaosztalya éppen x szomszédainak halmaza, vagyis az E, C X szekci6. E ekiva-
lenciaosztalyai lényegében klikkeknek felelnek meg, annyi kiilonbséggel, hogy x Ex is teljesiil,
amit egy klikk esetében nem koveteliink meg. Ezért a A := {(z,z) : x € X} f6atlot eltavolit-
va, '\ A egy szinezését véve egyértelmi, hogy a ¢ szinosztaly minden ekvivalenciaosztalybol
legfeljebb egy elemet tartalmaz.

A kovetkezSkben attekintem a legegyszertibb ekvivalenciarelaciokat.

2.13. Definicié. Legyen X lengyel tér, és jelolyik =x-szel az X-en értelmezett trividlis

ekvivalenciareldciot: © =x y < x = y.

2.14. Definicio (Eq). Legyen X = 2%, és xEgy teljesilion pontosan akkor, ha x ésy csak

véges sok jegyben kiilonboznek.

Eq az els6 nemtrividlis példank megszamlalhato osztélyu ekvivalenciareléciora. Adott
x-re és t € 2<“-ra egyértelmiien talalunk olyan y-t, ami 2-t6l pontosan azokban a jegyekben
kiilénbozik, ahol ¢-ben 1 szerepel; masfel6l minden z-szel ekvivalens y elGéll ilyen alakban.

Igy van 2<% — (), bijektiv leképezésiink minden z-re.
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Még egy tovabbi megallapitast bizonyitok E, ekvivalenciaosztalyairol:

2.15. Allitas. Tegyiik fel, hogy az A C 2* Baire-mérhetd halmaz teljes Eq osztdlyok unidja.
Ekkor A I. kategoriaji vagy rezidudlis.

c s

riaju, akkor U # (), igy A rezidualis az U-n vett altértopologiaban. Sét, ilyen tulajdonsagnu
bazisnyiltat is valaszthatunk, legyen ez N;. Vegyiik Vs € 2/l-re a ¢, homeomorfizmusokat.
ws(A [ Ny) rezidudlis pg(NV;)-ben, és részhalmaza A-nak a feltétel miatt, hiszen xEgp,(x).
Mivel (J,con 0s(Ny) = 2%, ezért A valoban rezidualis a Cantor-téren. [

Most pedig eljott az ideje, hogy a bevezetésben elGrevetitett redukcié fogalméat tisztaz-

zZaql:

2.16. Definici6é. Legyen E az X, F az Y halmazon értelmezett ekvivalenciareldcio. Azt
mondjuk, hogy E redukalhatdo F-re, ha 3f : X — Y figguény, hogy vEx' < f(x)F f(2).
Ezt a reliciot E < F-fel jeloljik. Amikor X és'Y topologikus terek, beszélhetiink folytonos
és Borel-redukciokrol: ilyenkor eldirjuk, hogy az f fiigguény folytonos, illetve Borel legyen.
A megfeleld jelolések E <. F és E <p F. Ha pedig E < F, de F £ E, akkor E < F-et

haszndlok. Hasonloan definidlom az E <. F és az E <g F jeloléseket.

2.17. Megjegyzés. Az E és F relaciokat akkor mondjuk biredukilhatonak, amikor £ < F
és F' < E. Két biredukalhato Borel ekvivalenciareldciot tekinthetink ugyanannak <g reldcio
szempontjabol, sét ezzel a feltételezéssel <p részbenrendezés lesz. (Most tulajdonképpen
magukon az ekvivalenciareldciokon vezettiink be egy ekvivalenciarelaciot, és a faktortéren
vettiik a részbenrendezést). Mint késdbb latni fogjuk, ez valéban részbenrendezés: két Borel

ekvivalenciareldacio nem feltétlenil hasonlithatd dssze.

2.18. Megjegyzés. Amikor Gy, Gy grifok X -en, illetve Y -on, G <. Ga-t akkor haszndlok,
ha van X —'Y folytonos homomorfizmus G1 és Go kizott.

Borel ekvivalenciarelaciokkal foglalkozva alapesetben a Borel redukciot hasznaljuk; de
persze ha az erésebb folytonos redukcié is megadhato két ekvivalenciarelacié kozott, akkor
azt tlintetem fel.

A redukci6é segitségével most mar konnytiszerrel osszehasonlithatjuk az eddig definialt
ekvivalenciarelaciokat. Vilagos, hogy egy lengyel téren értelmezett, megszdmlalhato sok osz-
talyt tartalmazo ekvivalenciarelacié az osztalyok szamossaga szerint oda-vissza redukalhato
=p-re, ahol p megszamlalhatoé szamossag; ha az osztalyok Borelek, a Borel-redukélhatosig
is teljesiil. Ezen tul =;<=;-bdl kovetkezik, hogy i < j.

=w<p Ey megadisahoz elég 2* egy olyan P perfekt részhalmazat megadni, aminek

barmely 2 eleme végtelen sok jegyben tér el egymastol. Ehhez vegyiink egy w = UHn
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particiot, ahol minden H, végtelen halmaz. P legyen azon x € 2 pontok halmaza, amik
minden H,-e megszoritva az azonosan (0 vagy azonosan 1 sorozatot adjak.

Azokat az E ekvivalenciarelaciokat, amik Borel redukilhatéak =sw-ra, simdnak nevez-
ziik. A kovetkezSkben megadom a sima ekvivalenciarelaciok egy maésik leirasat, majd ennek

segitségével igazolom, hogy Ey £ =0, a [3]-ban olvashaté gondolatmenetet kivetve.

2.19. Definicié (Borel transzverzalis). Legyen E ekvivalenciareldicio az X lengyel té-
ren. Eqy T C X Borel halmaz transzverzalis, ha T minden ekvivalenciaosztdlybol pontosan

egy elemet tartalmaz.

2.20. Definicié (Borel szelektor). Egy s : X — X Borel fiigguvény szelektora E-nek, ha
Vo @ xEs(z) és Vr,y : xEBy = s(z) = s(y). (Vagyis a szelektor eqy ekvivalenciaosztdly

elemeihez egy adott elemet rendel ugyanabbol az osztdlybol.)

2.21. Tétel. Az X lengyel téren vett E megszdmldlhato osztdlyi Borel ekvivalenciareldciora

ekvivalensek:
(1) E sima,
(2) E tartalmaz Borel transzverzdlist,
(3) E-nek van Borel szelektora.

Bizonyitas. (1) = (2) Legyen f : X — 2% Borel redukcio E és =g kozott; vegyiik észre,
hogy egy megszamlalhato ekvivalenciaosztély képe egyetlen pont. Az [[.10] lemma miatt
f-nek létezik g Borel parcialis inverze. A g o f(X) halmaz Borel, és minden ekvivalencia-
osztalybol egyetlen pontot tartalmaz, tehat transzverzéalis.

(2) = (3) AT C X Borel transzverzalisbol kiindulva vegyiik a kovetkezd halmazt:
EN(X xT) ={(x,y) € E :y € T} olyan Borel, ami minden F, szekciét pontosan
1 pontban metsz. Tehat ez egy s fiiggvény grafikonja, ami Borel a szorzattéren; ebbdl
kovetkezik, hogy s mint fiiggvény is Borel.

(3) = (1) Egy Borel szelektor valojaban egy Borel redukcio E és =x kozott, igy
E <p=x. Masrészt =x<p=sw, hiszen egy X — 2“ injektiv Borel fiiggvény megfeleld.
Az egyenlétlenségek lancolata épp a bizonyitando allitast adja ki. [

Eg ﬁ B=ow bizonyitasadhoz a nem-mérhets Vitali-halmaz konstrukcidjat adaptéalom Eg-ra.
Ehhez sziikség lesz egy Borel mértékre 2“-n:

2.22. Definicié. Ldssuk el a 2 halmazt a P(0) = P(1) = § wvaldszintségi mértékkel. A

standard p mérték 2¥-n legyen ezen Bernoulli-mértékek szorzata. 2-n a nyilt - és a mérhetd
halmazok megegyeznek, ezért a p-mérhetd halmazok 2¥-n éppen a Borelek. Az N; bazisnyilt

meértéke ﬁ, innen pedig a Carathéodory-féle kiterjesztési tétellel egyértelmiien megkaphato

L.
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2.23. Lemma. Eq nem tartalmaz Borel transzverzalist.

Bizonyitas. Emlékezziink vissza az[1.13] allitasban definialt ¢, homeomorfizmusokra. Ve-
gyiik észre, hogy egy Ey-szerinti T' transzverzalisra Ute%w 0i(T) = 2¥; ez egy megszamlal-
hato diszjunkt unio.

Ha létezik T Borel transzverzalis, akkor T mérhetd is a standard mérték szerint. De
mennyi lehet a mértéke? A ¢, (T') eltoltak szintén mérhetSek, és konnyd latni, hogy az
o-additivitas miatt p(7) = 0 esetén p(2¥) = 0, u(T) > 0 esetén p(2¥) = oo kovetkezne, de
egyik sem teljesiil. [

Ezek utén felirhatjuk a Borel-ekvivalenciarelaciok hierarchidjanak elejét:

=1<=2<; - =n<p=2<p K

Vilagos, hogy a felsoroltakon kiviil nincs més =y-nél kisebb ekvivalenciarelacio, de mi a
helyzet a nala nagyobbakkal? Vannak tovabbi ekvivalenciarelaciok 2¢; illetve £, alatt? A

tovabbiakban ezeket a kérdéseket jarom korbe.

16



3. Nyilt és relativ nyilt halmazok a szorzattérben

Ebben a fejezetben megkezdem az elGkésziileteket a késébbi dichotomiatételek bizonyitasa-
hoz. El6ébb belatom a Mycielski-Kuratowski-tételt [I, 19.1.], amire késébb, az . Silver-
dichotémianal lesz sziikség. Utana pedig a [I3]-ban megjelent nyilt graf-dichotomiat igazo-
lom, ami hasznos bemelegités a Borel grafokra vonatkozo Gy-dichotémidhoz; utébbi bizo-

nyitasa nagyon hasonlé gondolatmenetet kévet, noha Gsszetettebb.

3.1. A Mycelski-Kuratowski-tétel

El6szor egy, a[3.4] tétel bizonyitasaban hasznalt lemmaval kezdem:

3.1. Lemma. Legyen X nem megszamldlhatd lengyel tér. A P := {K|K # 0, K perfekt}
halmaz G és rezidudlis K(X)-ben.

A lemma bizonyitéasa el6tt belatok egy kozismert allitast kompakt és zéart halmazok (nem

Hausdorff!) tavolsagarol:

3.2. Allitas. Azy € (X,d) pont és a Z C (X, d) tetszdleges halmaz tdvolsdgdnak nevezziik
ad(y,Z) = inf{d(y,z) : z € Z} mennyiséget, azY,Z C X halmazok tdvolsiginak pedig
a dY,Z) = inf{d(y,2) : y € Y,z € Z} mennyiséget. Ha F zdrt és K kompakt, akkor
van olyan y € F és z € K, hogy d(F,K) = d(y,z). Masrészt ha F és K diszjunktak,
d(F, K) > 0.

Bizonyitas. Ha F'N K # (), az allitas trividlisan teljesiil.

Ha F és K diszjunkt, az infimum definiciéjabol adédoan létezik vy, € F, z, € K, hogy
lim,, o0 d(Yn, 2,) = d(F, K). Ekkor K kompaktsdga miatt kivalaszthato konvergens részso-
rozat z,-bol, a K-beli hatarérték legyen z*. Azt allitjuk, hogy kg, hogy Vk > ko : d(2*, zx) <
1 6s d(yr, zx) < d(F, K) + 1 a konvergenciak miatt, {gy a haromszog-egyenlétlenség szerint
Vk > ko @ d(yx, 2*) < d(F,K) + 1. Ezutan mar csak annyit kell tenniink, hogy kihasznal-
juk a Bgpk)+1(2*) N F halmaz kompaktsagat (kompakt és zart metszete), vagyis talalunk
yp — y* € F részsorozatot. InnentSl konnyid meggondolni, hogy d(y*, z2*) = d(F, K);
hiszen d(y*,z*) > d(F,K) trivialis, tovabba a konvergenciak miatt Vn-re felirhatjuk a
d(y*, z*) < d(y, ) +d(ye, y*) < (d(F, K)+ )+~ egyenltlenséget, amibdl hatératmenettel
a kivant egyenlGtlenség adodik.

Ebbdl pedig kovetkezik, ha d(F, K) = 0, akkor Jy € F és 3z € K hogy d(y,z) = 0,
tehat F' N K nemiires, ellentmondas. [
példaul a kompakt halmazokra megszoritva sem ad metrikat, s6t még pszeudometrikat sem.

Viszont egy hasznos kovetkezményét a lemma bizonyitdsaban jol tudjuk hasznélni:
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3.3. Kovetkezmény. Ha F és K diszjunktak, akkor a tdvolsdiguk pozitiv, ezért alkalmas
d-val F és (K)s is diszjunktak. Ami pedig azt is jelenti, hogy Vo € F : dg(z, K) > 6.

Ezek utan belatom a lemmat:

Bizonyitas. Legyen d a rogzitett teljes metrika X-en, ami alapjan dy-t definidljuk. Tekint-
stik a szoban forgd P halmaz KC(X)-beli I komplementerét. Ezek azon kompaktak, amiknek
van legalabb egy izolalt pontjuk; errdl kell beldtnunk, hogy I. kategériaju F,,. Ehhez kétfé-
leképpen allitjuk els I-t: egyszer megszamlalhato sok sehol sem stird, majd megszamlalhato
sok zart halmaz uni¢jaként.

Rogzitett K € I-re biztos, hogy akad legalabb egy olyan béazisnyilt, ami csak egyetlen
(izolalt) pontban metszi K-t. Megforditva a gondolatmenetet, az izolalt pontot tudjuk
egy alkalmas U bazisnyilttal tanusitani, tehat I-t fel tudjuk irni megszdmlalhatd unioként:
I =J8S,, ahol S, .= {K € K(X) : |[KNU,| = 1}. Azt allitjuk, hogy az U bazisnyilthoz
tartozo S sehol sem stir; a bizonyitashoz tetszéleges K kompaktra és € > 0-ra kell taldlnunk
olyan K’ kompaktat és ¢’ > 0-t, hogy B.(K') C B.(K) és B.(K')N S, = 0.

Egyértelmt, hogy ha van olyan K korili gobmb, ami nem metszi 5,-t, akkor meg is
talaltunk egy jo B.(K’)-t; tehat feltehetjiik, hogy van K, € S sorozat, ami dy szerint
konvergal K-hoz. Mivel minden K, halmaz egy pontban metszi U-t, K-nak metszenie kell U-
t. Ugyanis ellenkezé esetben a . kovetkezményt felhasznalva alkalmas 0-val dy (K, K,,) >
dy(K,K,NU) > ¢.

Ekkor tudunk talalni olyan két pontot tartalmazo K’ = {1, 2} C U kompakt halmazt,
hogy dp(K', K) < 5. Ezutan &'-t valasszuk olyan kicsinek, hogy &' < M, e < ¢
és (K)o C U is teljesiiljon, amit meg tudunk tenni. Ilyen &’-vel a B.(K') gomb csak
olyan kompaktakat tartalmazhat, amiknek U-ban legalabb 2 pontjuk van, és a haromszog-
egyenl6tlenség miatt B.(K)-ban vannak. Ezért S, valoban sehol sem stri.

Ahhoz, hogy az F, tulajdonsigot lassuk be, kicsit modositunk az el6z6 konstrukcion.
Egy {z, € X|n € w} megszamlalhato stird halmazt figyelembe véve az U bazisnyilt eldall
mint z, € U kézépponti nyilt gdmbdk unidja, ezek a gombok pedig elGallnak a naluk kisebb
racionalis sugaru, xy kézéppontu zart gombok unidjaként. Az elézGek alapjan soroljuk fel az
(U, By(,)) parokat, ahol ¢ € Q és B,(x,) C U (vildgos, hogy ilyen parokbol megszamlalhato
sok van csak).

Legyen F,, a kévetkezs halmaz: F,, = {K : |[KNB,(x,)| = |KNU| = 1, ahol (U, By(z,))
az m. par; tehit azon kompaktak, amiknek izolalt pontjuk van B,(z,)-en beliil, de U-t mas
pontban nem metszik. Bebizonyitjuk, hogy F), zart. Vegyiink egy F,,-en beliili, dy szerint
konvergens K, sorozatot, a hatarértéke legyen a K kompakt halmaz. A kovetkezményt
a zart Uc-re és a kompakt B,(z,)-re alkalmazva kapjuk, hogy K-nak van B,(z,)-n beliili
pontja: K € F,,. Készen vagyunk. []
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3.4. Tétel (Mycielski-Kuratowski). Legyen X perfekt lengyel tér és U C X x X siri
nyilt halmaz. Ekkor {K € K(X) : (K)? C U} rezidudlis halmaz K(X)-ben. Tovdbbd ha X

nem megszamldalhato, és G rezidudlis graf X -en, akkor G tartalmaz perfekt klikket.

Bizonyitas. Elészor azt latjuk be, hogy a kérdéses H, = {K € K(X) : (K)* C U}
halmaz Gs K(X)-ben. Tovabbra is legyen A a f6atlo X x X-ben. X metrizalhato, ezért
a topologiaja Ty; ismert, hogy egy topologikus tér pontosan akkor 75, ha a D f6atld zart
a szorzattopologiaban. Vegyiik az U U A bévitést; ennek segitségével attérhetiink (K )?
vizsgdlatarol K x K-ra, hiszen (K)? C U & K x K C U UA. Most valtsunk 4t X x X
kompakt halmazaira: azt igazoljuk, hogy a Hy = {L € K(X x X) : L C U U D} halmaz Gs
K(X x X)-ben.

metrikival). Mivel A zart halmaz a szorzattopolégidban, A = A = NV,. Ez alapjan
felirhato, hogy {L e K(X x X): LCUUA}={L: LCV,}. Az {L: L CV,} halmaz
nyilt K(X)-ben; Hy megszamlalhato sok nyilt metszete, vagyis Gs.

Amit még észre kell venniink: az f : K(X) = K(X x X), f(K) = (K)? fiiggvény
folytonos, és f~1(H,) = H,. Ezzel Hi-et sikeriilt elgallitanunk egy Gs halmaz folytonos
Gsképeként, ami azt jelenti, hogy H; is Gs.

Kovetkezonek bebizonyitjuk, hogy H; siiri részhalmaza IC(X)-ben. Ismert allitas, hogy
csak a véges elemszamu halmazok is stirtiek K(X)-ben (hiszen minden véges halmaz kom-
pakt), ezért a K kompakt koriili /2 sugara nyilt gomb, B./»(K) tartalmaz egy K, véges
kompakt halmazt. Induktivan generdlunk egy K3, szintén véges kompakt halmazt: az 1.
lépésben kivalasztunk K i. elemétsl legfeljebb e/2 tavolsagra (X metrikdja szerint) egy x;
pontot tgy, hogy (([El, Ty .. xl))2 C U; ezt U stirtisége miatt mindig meg tudjuk tenni. Az
igy kapott K3 kompakt legfeljebb e /2 tavolsagra van K,-t8l, igy a haromszog-egyenlStlenség
miatt legfeljebb e tavolsagra van K-tol. Ezzel megmutattuk, hogy a B.(K) sugara kor
tartalmaz Hi-beli pontot tetszéleges K-ra és e-ra, tehat H; valoban stird. Innen mar a
rezidualitas az lemma miatt automatikusan adodik.

Az utolso allitashoz Hg := {K € K(X) : K x K C G}-16l belatjuk, hogy rezidualis. Ha
G rezidualis graf, tartalmaz stirii Gs halmazt, amit el6 tudunk allitani az U, stird nyiltak
metszeteként. Hasznaljuk a tétel mar bebizonyitott részét ezen U, -ekre, igy kapjuk, hogy
a H, = {K € K(X) : K x K C U,} halmazok reziduélisak (X)-ben. {K € K(X) :
KxK CnU,} € {K € K(X): K x K C G}; az elébbi halmaz a rezidualis H,-ek
megszamlalhato metszete, vagyis rezidualis, igy a metszetet tartalmaz6é Hg is az. Mivel X
nem megszamlalhato, a 3.1} lemma miatt {K : K # (), Kperfekt} halmaz rezidualis. Ezt a
rezidualis Hg metszi, igy taldltunk egy perfekt K-t, amire K x K C G. [
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3.2. Nyilt graf-dichotémia

3.5. Tétel (Nyilt graf-dichotéomia, Feng). Legyen G nyilt graf A csicshalmazzal, ahol
A analitikus részhalmaz az X lengyel téren és G C A? relativ nyilt. Ekkor pontosan egy

teljestil:

(1) x(G) < w,

(2) G tartalmaz egy perfekt klikket.
Az (1) eset ekvivalensen megfogalmazva:
(1°) A lefedhetd megszamldlhato sok G-fiiggetlen zdrt halmazzal.
Bizonyitas. Elgszor belatjuk (1) és (1)’ ekvivalenciajat. Ez az alabbi lemmén alapul:
3.6. Lemma. Legyen S egy fiiggetlen halmaz G-ben. Ekkor S is fiiggetlen G-ben.

Bizonyitas. Indirekten tegyiik fel, hogy S x S belemetsz G-be (x,y)-ban. S definicidja
alapjan léteznek x,,y, sorozatok, hogy =, — z,y, — vy és (zn,y,) € S. De G nyilt
halmaz, ezért létezik U x V' bézisnyilt kornyezete, ami a konvergencia miatt elég nagy N-re
tartalmazza (zy,yn)-t. Ami ellentmond annak, hogy G N (S x 5) iires. O

A lemmabdl trivialisan adodik (1) < (1), hiszen a szinosztalyok fiiggetlenek G-ben, igy
lezarasaik megszamlalhato unioja fedi G-t.

Az, hogy (1) és (2) kizarja egymaést, vilagos: a perfekt klikk csiicsainak szamossaga
kontinuum, igy biztosan nem fedheté le megszamlalhato sok szinnel.

A tétel bizonyitasdhoz elGszor belatjuk, hogy elég N* analitikus részhalmazait vizsgélni.
El6szor is meg tudunk adni egy N* — A folytonos sziirjekciot az [I.19] kovetkezménynek
koszonhetSen, igy g : N¥ x N¥ — A x A folytonos sziirjekcionk is van. Emiatt G’ := ¢~ (G)
nyilt graf N“-n. Ha erre igazoljuk a tételt, akkor abbol mar az altaldnos eset is kovetkezik,
hiszen G’-beli fiiggetlen halmazok g szerinti képe is fiiggetlen marad, tehat a megszamlalhato
szinezést at lehet vinni G'-r6l G-re; a méasik esetben pedig egy G’-beli perfekt klikk folytonos
képe is tartalmazni fog perfekt klikket, ha A nem megszamlalhato (emlékezziink vissza a
1.30, allitasra: a G’-beli klikk cstucsosztalyanak képe analitkus A-ban, ezért van 2“-val
homeomorf részhalmaza; erre megszoritva G-t meg is kaptuk a perfekt klikket). Feltehetjiik
tehat, hogy G nyilt graf N“-n.

N; tovabbra is jelolje N¥ bazisnyiltjait. Vezessiik be az alabbi Y C N¥ — Y’ miiveletet

a Zy segédhalmazok felhasznalésaval:

Zy =\ J{N: : (G I N,nY = 0) A (Y N N, # 0)}
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Az Y’ halmaz pedig legyen Y \ Zy.

Egy lépésben tehat csokkentjiik Y-t azzal, hogy elhagyjuk beléle azokat a bazisnyiltakat,
amik Y-t metszik ugyan, de G | Y-t nem; vagyis Y-bol minden esetben egy G-fiiggetlen
halmazt tavolitunk el. Persze el6fordulhat, hogy miutan elhagytuk Y egy részét, talalunk
egy 1j bazisnyiltat, ami nem metszi G | Y-t, ezért iterdljuk a miveletet transzfinit rekur-
zioval Yy = N¥-bol kiindulva. Vagyis egy rakovetkez6 a + 1 rendszamra Y, 1 := Y., egy /8
limeszrendszamra Vs := (1,4 Ya-

Y’ C Y miatt minden béazisnyilt legfeljebb egy 1épésben szerepel. Mivel megszamlalhato
sok van beldliik, ezért van o megszamlalhato rendszam, hogy Y, =Y.

Ha Y, = 0, akkor N¥ = 5 Zy,. Ekkor Zy, megszamlalhato sok G-figgetlen halmaz,
és az uniojuk kiadja N¥-t, vagyis a tétel (1) esete teljesiil.

Ha Y, # 0, vegyiik észre, hogy ha Y, N N; # 0, akkor G | (N; NY) tartalmaz élt.

Ezutdn a Cantor-séméhoz hasonléan megadunk egy 2*-val homeomorf csicshalmazi
klikket G-ben.

Induktivan olyan ¢, : 2" — N<“ leképezéseket konstrualunk, amik teljesitik a kévetkezs
feltételeket:

(1) s €2t €27 és s Ctesetén p;(s) C ¢;(t),

(2) s #t € 2" esetén N, (s) X Ny, ) C G,

(3) s € 2™re N, 5y NY # 0.

El6szor n = 1-re konnyen meg tudunk adni egy ilyen leképezést: legyen t olyan, hogy az
N bazisnyilt metssze Y-t, ami azt jelenti, hogy N;NY tartalmaz G-beli élt. G nyilt halmaz,
igy ennek az élnek van egy G-beli Ny béazisnyilt kornyezete, és ¢(1) := ¢’ megfeleld.

Ha adott n-re mér definidltuk ¢,-t, rogzitsiink le egy ¢t € 2" sorozatot, és nézziik meg
a két folytatasat, t0-t és t—1-t. Ezeken ¢, 1-t ugy kell megadnunk, hogy két kiilonbozs
G | Y-t metszd béazisnyilt legyenek, amik koziil egyik sem tartalmazza a masikat. Ezt pedig
meg tudjuk tenni. (1)-bdl kdvetkezik Ny ) & Ny, (s)), vagyis n41-gyel az el6z6 1épésben @,
altal megadott bazisnyiltak valodi, egymast nem metszd részhalmazait valasztjuk ki.

Veégil (z) := Nep(x | n). Ez egy joldefinialt 2@ — N¢ folytonos leképezés G cstics-
halmazaba, ezért mar csak azt kell belatnunk, hogy a perfekt 2¢ csticshalmazi teljes graf
éleit valoban G-beli élekbe viszi (azaz ) homomorfizmus). De ez a (2) feltétel miatt teljestl:
((x),Y(y)) = (| Nep@in) X Ne,(tn), ahol a jobb oldal G-beli nyilt-zart halmazok nemiires
metszete, tehat (¢ (x),1(y)) valoban él. O
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4. Go-dichotémia

Az eredmény elGszor [14]-ben jelent meg, én a [2]-ben leirt bizonyitast veszem alapul. ElGszor

lassuk Gq preciz meghatarozasat:

4.1. Definicié (A Gq graf). Rogzitsink le eqy s, € 2™ sorozatot (so = 0), hogy Vt € 2<%
dn, amivel s, | |t| = t. Ekkor Go-t definidaljuk azon 2* csicshalmazi grdifként, amiben
(ry) eGorx=s,i"zNy=s,(1—1i)"z, aholi € {0,1} és z € 2*.

4.2. Allitas. G, biredukdlhatdsdg erejéig nem fiigg attél, hogy milyen s, sorozat szerint
definidaltuk: ha s,, t, két sorozat, ami kielégiti a feltételeket, akkor az dltaluk genmerdlt Gy

grdafok homomorfan eqymdsba képezhetdek.

4.3. Lemma (G, alaptulajdonsagai). Igazak a kévetkezdek:
(1) Gg aciklikus.
(2) Gg oOsszefiiggdségi komponensei By ekvivalenciaosztdlyas.

(3) XBM(GO) > w.

Bizonyitas. (1) Indirekten tegyiik fel, hogy van egy kor Go-ban, és vegyiink ezek koziil
egy minimalis hosszusagut. Ha ezen a koron végigmegyiink, minden élen egyetlen szdmje-
gyet valtoztatunk meg, ezért a kor élein sétalva Osszesen véges sok jegyet modositottunk.
Vélasszuk ki ezen jegyek indexei koziil a legnagyobbat: ezt a jegyet csak akkor valtoztat-
hatjuk, ha el6tte pont s; szerepel valamilyen k-ra. De ez azt jelenti, hogy a k + 1. jegy két
valtoztatasa kozott csak s jegyeit modosithattuk, és mivel adott k-ra csak egyféle s; van,
ezért a két valtoztatas kozott mar vagy meg kellett tenniink egy kisebb kort, vagy kétszer
mentiink végig egy élen. Mindkét esetben ellentmondast kapunk.

(2) Azt kell belatnunk, hogy ha két 0-1 sorozat véges sok jegyben kiilobozik, van kozottiik
egy Go-beli ut. Indukcioval bizonyitunk: a feltevésiink szerint ha két 0-1 sorozat a k. jegytol
kezdve megegyezik, akkor van kozottiikk ut Gy-ban; ebbdl igazoljuk, hogy ha az u,v 0-1
sorozatok a k + 1. jegytdl kezdve egyeznek meg, akkor is van koézottiik ut. Ehhez belatjuk,
hogy u-bol el lehet jutni egy olyan w 0-1 sorozatba, ami v-vel mar a k. jegytdl kezdve
megegyezik, ekkor az indukcios feltevés miatt meg tudunk adni egy utat w és v kozott. u-
bol egy ilyen w-be gy tudunk eljutni, hogy az indukcids feltevés szerint u | k-t lecseréljiik
si-ra, majd a Go-beli él mentén megceseréljitk a (k + 1) jegyet. Az igy kapott Uy, illetve a
U,., utakat egymas utan fiizve egy 9,, sétat kapunk, amit at lehet alakitani egy U,, utta.
Végiil pedig n = 1-re igaz a feltevésiink: ha u és v csak az elsé jegyében kiilonbozik, s

miatt 0ssze vannak kotve.
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(3) Az latjuk be, hogy Gy tetszbleges Baire-mérhetd szinezése esetén minden szinosztély
szamlalhato sok I. kategoriaju halmaz unidjaként allitanank el6 a 2 lengyel teret. Vegytlink
tehat a ¢~ !(i) C 2 azonos szinl pontokat; a Baire-mérhetség miatt ¢~1(:) = U; A M;, és
tudjuk, hogy van i, amire U; nemiires; ez legyen U, és erre latunk be ellentmondast. A Gy
definiciojaban lerogzitett s, sorozat adja meg a V,, bazisnyiltakat: V,, .= {z : x [ n = s,}.
Mivel minden t € 2*-t kiterjeszt valamilyen s, ezért lesz egy olyan V,, amire V,, C U.
Ekkor V-t két részre osztjak az V) := 570 és VI = 51 bazisnyiltak; G, definicioja szerint
Vo € VV-ra (z, fani1(x)) € Gy, tehat ez a két pont nem lehet azonos szintd. Visszatérve
c1(i)re U A M = U\ M, UM,, vagyis ¢ (i) rezidualis részhalmaz U-ban és minden rész-
halmazaban, igy V-ban és V!-ben is. Ekkor V! Nnc™1(i) és fn1(V?) két rezidualis halmaz
Vlben, tehat a metszetiik nemiires. Ami azt jelenti, hogy egy Gg-beli él két végpontja
egyarant az i szinnel lett szinezve. [

A lemma 3. allitasabol a korabban elmondottakbol mar kovetkezik, hogy xp(Gg) = c.

Ennyi el6késziilet utan minden készen all, hogy kimondjam magat a tételt:

4.4. Tétel (Go-dichotomia, Kechris—Solecki—-Todorcevic). Legyen G Borel graf az X

lengyel téren. Ekkor pontosan eqy igaz:

2. Go <. G

Bizonyitas. A bizonyitéas tobb 1épcsébdl fogva allni. Fel fogom hasznalni az[1.18] tétel egy

grafos verzidjat:

4.5. Tétel. Ha G analitikus grdif X-en, A pedig analitikus G-fiiggetlen halmaz, akkor 3B
G-fiiggetlen Borel, hogy A C B.

Vegyiik észre, hogy a két eset kizarja egymast: Gy <. G maga utan vonja, hogy x5(Gg) <
x5(G), vagyis xp(G) > 2. Mivel G analitikus, X pedig lengyel, fixaljuk le a ¢¢ : N — G
és ¢ox : N¥ — X folytonos sziirjekciokat, igy dolgozhatunk N*-n.

Tegyiik fel, hogy (1) nem teljesiil; ekkor kell talalnunk egy folytonos f : 2* — X fligg-
vényt, ami homomorfizmus Gy-bol G-be. A nehézség abban all, hogy az utobbi tulajdonsa-
got nem tudjuk olyan egyszertien garantalni, mint a nyilt graf-dichotémianal a perfekt klikk
beagyazasat. Ezért két leképezést is felépitiink N¥-ban: ¢ : 2¢ — N¥ kodolja el Gg cstcsait,
Y Go — N¥ pedig az éleket; és le kell ellendrizniink, hogy a két fiiggvény 6sszhangban van

egymassal.
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El6szor megadunk véges GG, segédgrafokat: (,, alaphalmaza legyen 2", és az éleket igy
definialjuk:

Gy < Jj<n:(z=s;0)"r)AN(y=s;(1—-14)"7)

Go-t a G, grafok segitségével approximéljuk. Ezt formalizalja a kovetkezd definicio:

4.6. Definicié. Egy kozelités olyan a = (n%, ¢%, 1) hdrmas, ahol n® € N, ¢ : 27 — N™*
és Y 1 Gpa — N, Vagyis ¢* képezi le Gpa csticsait, 1 pedig magdt Gpe-t. Azt mondjuk,
hogy eqy a' kozelités egy lépésben kiterjeszti a-t, ha az aldbbi feltételek teljesiilnek:

(1) n% =n®+1,

(2) Vs € 27, ¢°(s | n®) C ¢ (s),

(3) Vs, t € 2”“1, ha s [ n®#t ] n® éss,t €G, a0, akkor (s [ nt [ n®) C % (s,t).

Egy kozelités soran lényegében N bazisnyiltjai kozott huzunk be éleket. Azonban nem
egyértelmt, hogy amikor ezekbdl a cstucsokat és Gy éleit is N¥-ba képezd fiiggvényeket Alli-
tunk 0Ossze, akkor GG, éleivel valoban a pontok eltoltjait adjuk meg. Ezt kikiiszobolendd kell

bevezetni a konfiguraciokat:

4.7. Definici6. Konfiguracionak neveziink egy v = (n?,¢?,17)) hdrmast, ha n” € N, ¢7 :
20— N és )7 1 G — N¥dlletve V(s,t) € Gpr-ra

¢ (hy(s,1)) = Ox(d4(s)), dx(d4(1))

4.8. Definicid. Egqy v konfigurdcio és egy a kozelités kompatibilis eqgymdssal, ha az alabbiak
teljestilnek:

(1) n? =n®

(2) ¥s € 2710 %(s) € ¢7(s),

(3) ¥(s,t) € Gpv-1a (s, t) T P7(s,t).

Egy a-val kompatibilis konfiguraci6 azt tantsitja, hogy a kozelités még nem rossz, G,,-t el
tudjuk kodolni N¥-ban tugy, hogy az 6sszhangban legyen a kozelitéssel. De azt is figyelembe
kell venniink, hogy végiil az X alaphalmazt G-be képezziik G¢-t, ezért a konstrukcié soran

X részhalmazain is vizsgalni kell a konfiguraciokat és a kozelitéseket:

4.9. Definicié. Azt mondjuk, hogy a v konfigurdcio kompatibilis Y C X-szel, ha teljesiil
dx 0 d,(2") C Y. Az a kézelités Y-ban terminal, ha nincs Y -nal kompatibilis o', ami egy

lépésben kiterjeszti a-t.
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Rogzitsiik le az a kozelitést és az Y halmazt, és tekintsiik a mindkettével kompatibilis

konfiguraciok halmazat:

A(a,Y) = {¢x o ¢,(spv) : v kompatibilis a-val, illetve Y-nal}

4.10. Lemma. Legyen Y C X analitikus és a eqy Y -ban termindalo kozelités. Ekkor létezik
olyan G-fiiggetlen B(a,Y) Borel, hogy A(a,Y) C B(a,Y).

Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy A(a,Y’) analitikus halmaz. Fix s,,-ra az a-val kompati-
bilis v konfiguraciokat véve ¢, (sp+) végigfut az Nya(s, ) bazisnyilton, igy s, képe Y-ban,
¢x(Nga(s,,)) NY tényleg analitikus, A(a,Y’) pedig ezek megszamlalhaté unidja.

Most a [£.5] tétel alapjan elég azt belatnunk, hogy A(a,Y) fiiggetlen G-ben. Ehhez
indirekten tegyiik fel, hogy 3(zo,z1) € (A(a,Y)) N G; ekkor léteznek 7o, 71 konfigura-

ciok, amik kompatibilisek a-val, és z; = ¢x o @"(s,). Ezutdn megadunk egy ~ kon-
figuraciot: n? = n® 4+ 1, ¢7(s71) = @%(s). 7 Osszetebb, ezért definidljuk esetszét-
valasztéssal: 7 (s7i,t71) = i(s,t) minden (s7i,t7i) € Gpo-ra; illetve Vs € 2" -ra

dc o (s7(0),s7(1)) := (zo,21). Ezen tul nem kell tobb esetet megnézniink, mert G-
t ugy hataroztuk meg, hogy més cstucsok kozott nem futnak élek. Vildgos, hogy v olyan
konfiguracié, ami kompatibilis Y-nal; és konnyen latszik, hogy meg tudunk adni olyan a'-t,
ami egy lépésben kiterjeszti a-t, és kompatibilis y-val. Ez pedig ellentmond annak, hogy «a
termindl Y-ban. [J

A nyilt graf-dichotomia bizonyitasidhoz hasonldéan definialjuk az alabbi miiveletet:

Y =Y\ U  BlaYy)

a terminal Y-ban

Alkalmazzuk ezt transzfiniten iteralva X° = X-b6l indulva: rakovetkezé o rendszamra
Xt .= (X*) ha pedig o limeszrendszam, X := Nsea X7,

Megszamlalhato sok lehetséges kozelités van, és ahogy X® csokken, az X*-ban termi-
nalo kozelitések halmaza is csokken. Igy lesz olyan a < w; rendszam, hogy X = Xt
Rogzitsiik le ezt az a-t, és vizsgaljuk meg az X “-ban terminal6 kozelitéseket.

Ha minden a kozelités terminal X*ban, akkor X< = (). Indirekten, ha x € X<, akkor
r = ¢5 (r) € N. Valasszuk ki a trividlis kozelitést, amikor n® = 0, és ¢, 1)® egyarant az
iireshalmazhoz rendeli az iireshalmazt. Majd konstrualunk egy ezzel kompatibilis konfigu-
raciot: n? == 0, ¢7(0) :=r &s V(0,0) = ¢ (dx (1), dx(r)), de ez azt jelenti, hogy a nem
terminalhat X *-ban.

Amikor viszont X tires, az elhagyott megszamlalhato sok G-fiiggetlen, Borel B(a, X)
lefedi X-et, ellentmondva a feltételezésiinknek, hogy a tétel (1) esete nem all fenn.

Amennyiben van egy X“-ban nem terminald a kozelités, az alabbi lemmat fogjuk hasz-

néalni:
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4.11. Lemma. Ha a nem termindl X“-ban, van olyan o' kézelités, ami eqy lépésben kiter-

jeszti a-t, és szintén nem termindl X *-ban.

Bizonyitas. Mivel a nem terminal X “-ban, megadhato olyan o', ami egy lépésben kiterjesz-
ti a-t, és egy olyan 7 konfiguracio, ami X% = X“val és a'-vel is kompatibilis. Indirekten,
ha o’ terminalna X“ban, akkor (X®)" konstrukci6ja soran X-bol elhagynank B(a’, X)-t,
ami tartalmazza a nemiires A(a’, X“)-t. Ellentmondas. [

Rekurzivan alkalmazva a [£.11] lemmat X*-ra, a, approximaciok egy olyan sorozatat
kapjuk, ahol a,.; egy lépésben kiterjeszti a,-t, nem terminal X*-ban és n®+* = n + 1.
Definialjuk a végleges ¢ és ¥ leképezésiinket mint a kozelitéseink felszallo unidja: ¢ = U, @,
és Y = Upt),, . Ekkor ¢x 0 ¢ : 2% — X folytonos leképezés, mig ¢ egy Gy — N* leképezés,
¢ o ¥ pedig Go-bol képez X x X-be.

Megmutatjuk, hogy ¢x o ¢ homomorfizmus Gy és G kozott, amihez -t hasznéljuk fel.

Legyen (xg,x1) € Gy, ahol z; = s, (i) " r. A kovetkezd azonossagot latjuk be:

¢c © Y((20,21)) = (dx © P(20), Ox © P(21))
ami nyilvan bizonyitja, hogy 1 élt élbe visz. Ahhoz, hogy ez teljesiilon, a topologia egyik
ismert triikkkjére tamaszkodunk. Belatjuk, hogy ha U,V tetszéleges bazisnyiltak, amik rend-
re tartalmazzak ¢ o ¥((zo,21))-t és (¢x © ¢(x0), dx o ¢(z1))-t, akkor U NV % (), amibsl
kovetkezik, hogy a két pont ugyanaz. (Indirekten, ha kiilonboznének, a Ts tulajdonséag miatt
el lehetne valasztani a kettét egyméastol bazisnyiltakkal).

A fiiggvények folytonossaga miatt talalni olyan myg kiiszobindexet, hogy Vm > mg-ra
teljesiil ¢g (Nwam(ﬂvofm,v’vlfm)) C U, illetve ¢x (N¢am(x0[m)) X ox (quam(m (m)) C V (vagyis
az a,, kozelitések tetszGlegesen kis kornyezeteit meg tudjuk adni az egyenlGség mindkét
oldalanak). Ekkor olyan 7 konfiguracio is létezik, ami kompatibilis a,,-mel. A kompatibilitas

fogalmat pedig gy hataroztuk meg, hogy teljesiiljon

b 0V (x0 [ myx1 [ m) € b (Nyam (motmantmy) U

és

(¢x 0 " (xo [ M), dx 0 @7 (21 [ m)) € dx (Ngom(woim)) X Ox (Ngam (z11m)) C V-

De a v konfiguraciot épp tgy definidltuk, hogy

¢c o (zo [ m,xy [ m) = (dx 0 ¢ (x0 | M), dx 0 ¢7(x1 | M)
vagyis UNV # (). A keresett ellentmondés megéllapitasaval belattuk, hogy Go-t valoban
bedgyaztuk G-be. [
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5. Tételek a hierarchiarol

A fejezetben a Borel esetnél altalanosabb dichotomiatételeket igazolok: megvizsgalom, mit
mondhatunk el egyes analitikus és koanalitikus ekvivalenciarelaciokrol. Itt deril ki, mennyi-

re hasznos a Gy-dichotomia: mindkét tétel bizonyitasat erre vezetem vissza.

5.1. Egy koanalitikus dichotémia: Silver

5.1. Tétel (Silver-dichotémia). Legyen E koanalitikus ekvivalenciareldcio az X lengyel

téren. Ekkor pontosan eqy teljesil az aldbbiak koziil:
1. K SB:N;

2. —w SC E

Bizonyitas. Legyen a GG graf E komplementere, vagyis Gy < x—FEy; G analitikus graf.
Ha xp(G) < w, akkor a szinosztalyok G-fliggetlen halmazok, igy E-ben egy ekvivalencia-
osztalyban vannak, vagyis legfeljebb megszamlalhato sok osztélya van E-nek.

Ha x5(G) > w, alkalmazzuk a Gy-dichotomiat G-re: létezik ¢ : 2 — X folytonos in-
jekei6, amivel (Gy) C G. Legyen E' = o 1(E). Azt fogjuk belatni, hogy E’ I. kategoriaja.
E' C 2% x 2% ezért a Kuratowski-Ulam-tétel [1.33] szerint elég azt igazolni, hogy a szekcioi
L. kategoridjuak (E' Baire-mérhet6, elvégre a koanalitikus £ Baire-mérhet6 az [1.27] allitas
miatt, és I. kategoriaju halmaz injektiv, folytonos &sképe is 1. kategoriaju).

Ugyancsak a Kuratowski—Ulam-tételnek koszonhetGen a Baire-mérhets E’ tipikus szek-
cioja is Baire-mérhetd, ami a [4.3] lemma miatt azt jelenti, hogy ha az U, nyilt nemiires,
E! x E! biztosan tartalmaz Go-beli élt (a lemma 3. allitdsanak bizonyitasakor éppen ezt
lattuk be). De ez ellentmond annak, hogy Gq részhalmaza E’ komplementerének. Tehat a
tipikus x-re E! 1. kategoriaju.

A Mycielski-Kuratowski-tétel . szerint Jh : 2¥ — 2 folytonos injekcio, amire h(2¥)
E'-fiiggetlen. Ez pedig pont azt jelenti, hogy a ¢oh folytonos fiiggvény, ami =q.-ra redukalja

E-t: =< E. 0O

5.2. Egy analitikus dichotémia: Glimm—Effros

5.2. Tétel (Eqo-dichotémia, Glimm—Effros-dichotéomia). Legyen E analitikus ekviva-

lenciareldcio az X lengyel téren. Ekkor pontosan eqy teljestil az aldbbiak kozil:
1. E SB:2w7

2. Ko <. E.
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Az altalanos tételnek most csak egy egyszertibb valtozatat latjuk be, ahol E egy meg-

szamlalhato osztalyu ekvivalenciarelacio. A kdvetkezs allitasra lesz sziikségilink:

5.3. Tétel. Legyenek E C F' ekvivalenciareldciok az X lengyel téren gy, hogy E sird
X x X-ben, €és eldall megszamldalhato sok X — X homeomorfizmus grdfjanak uniojaként. F
1. kategoridju. Fkkor Ey <. F.

Bizonyitas. A . allitas miatt megadhatunk V,, C X? stird nyilt halmazokat tgy, hogy
Vi1 €V, és NV, nem metszi F-et. Ezutan konstrudlunk U, C X nemiires nyiltakat és
Y+ X — X homeomorfizmusokat, hogy gr(vy,) C F ést € 2% v, := yéto) o-- -of,itk). Ezeket
ugy fogjuk megadni, hogy az alabbi feltételek teljesiiljenek:

(1) ¥n € w, ¥s,t € 2" : Yo~(0)(Unt1) X Ye~1)(Unt1) C Vi,

(2) Vn € w mumg Un,

(3) Vn € w, t € 2" : diam (v,(Up41)) < 717

Legyen Uy = X, és tegylik fel, hogy U,-t és a (& )k<, homeomorfizmusokat is meghata-
roztuk. Rogzitsiink egy nemiires U/ nyiltat tgy, hogy U’/ C U, és diam(U’) < n+r1 Minden
s,t € 2"re V; 1= 7, x 5 +(V},) stirti és nyilt. Ezért tudunk talalni olyan V és W nyiltakat,
hogy V- x W C ﬂs,t€2"
nak unio6ja, ezért I(xg,z1) € ENV x W és Iy, hogy vn(xo) = x1. Véalasszuk U, 1-nek
V N, L(W)-t; konnyt ellendrizni, hogy ezek kielégitik a 3 feltételt.

Miutéan megvannak az U, nyiltak és 7, homeomorfizmusok, vegyiik fel a ¢ : 2 — X

Ve €s VW C U, Mivel E stird, és homeomorfizmusok grafjai-

leképezést gy, hogy p(x) = (), Yo (Un). Megallapithatjuk, hogy a csokkend atmérs
miatt p(z) joldefinialt, valamint ¢ folytonos; igy mar csak azt kell megmutatnunk, hogy
homomorfizmus Eq és F kozott. Ahhoz, hogy Ey egy élét F-beli élbe viszi, elég azt latni,
hogy ha = [ &k = (0,...0), y [ k = t és valamilyen r € 2¥val x = x | k7, illetve
y =1y | k~r, akkor p(x)Ep(y). A v leképezés definicidja alapjan ekkor v 0 p(x) = ¢(y), és
o(x)Fp(y), mert v, grafjat tartalmazza F C F. Masrészt x—Eqy esetén x és y végtelen sok
jegyben térnek el, ezért az (1) feltétel miatt (p(z), ¢(y) € NV, tehat (z)-Fp(y). Tehat
@ valéban folytonos redukci6. [

Bizonyitas. (E,-dichotémia) Gondoljunk az E' := E'\ A ekvivalenciarelaciora egyszerten

egy grafként, és vizsgaljuk ennek a Borel-kromatikus szamat:
5.4. Lemma. Ha xp(E') <w, akkor E <p=g..

Bizonyitas. Legyenek B, a szinosztéilyok, és nézziik meg, milyen lehet egy E-beli ekviva-
lenciaosztaly. Vegyiik észre, hogy |J,{z € B, : Vk < n: B, N E, = 0} Borel transzverzalis,
vagyis a[2.21] lemma miatt £ <p=s. valoban teljesiil. [
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A lemma alapjan xp(E) < w esetén a tétel (1) allitasa teljesiil. xp(E) > w esetén a
Go-dichotémia miatt van ¢ leképezés, ami Gy éleit E-be viszi, és legyen E' a o '(E) ekvi-
valenciarelacio 2¥-n. Azt allitjuk, hogy E’ I. kategoriaja, és a bizonyitashoz a Kuratowski—
Ulam-tételt (1.33]) hivjuk segitségiil. Eszerint ha E’ nem lenne 1. kategoriaju, akkor lenne
az [2.17] allitas szerint E! reziduélis 2“-ban. De ekkor G, komponenseinek siirtisége és ¢
folytonossiaga miatt 2 egyetlen E ekvivalenciaosztalyba képzddne. Vagyis Gg-nak lenne
megszamlalhato Baire-mérhetd szinezése, ellentmondva a[4.3] lemmanak.
mészetesen elGall mint a véges sok jegyet megceserélé homeomorfizmusok grafjainak unidja.
Igy a . allitas minden feltétele teljesiil, vagyis Eg <. F’, és persze Ey <. F. [

5.3. Kovetkezmények

5.5. Kovetkezmény. Legyen E Borel ekvivalenciareldcio. Ekkor pontosan egy igaz:

(1) E SB:N;
(2) E biredukdlhato =4.-ra,
(3) Eo <. E.

Bizonyitas. E Borel, ezért alkalmazhatjuk a[5.1] és a[5.2] dichotomiatételt is. O
Végiil megmutatjuk, hogy a Gy-dichotémiabol egyszertien belathaté a Luzin—Novikov-

tétel is (a [I5]-ben szerepls bizonyitas alapjan):

5.6. Tétel (Luzin—Novikov). Legyenek X,Y lengyel terek és B C X xY Borel 1gy, hogy
a B, szekciok mind megszdmlalhatook. FEkkor 3C;, v € w, hogy C; Borel, UC; = B és

Bizonyitas. Definidljuk a G grafot a kovetkezSképpen: a cstcshalmaza legyen X x Y, és
az (x,141), (x,y2) pontok kozott pontosan akkor fusson él, ha (x,y;) € B és (z,y2) € B. (Ha
az elsé koordinata nem egyezik, akkor nem fut él. Tehat a B-n kiviili pontok izolaltak, igy
tetszoleges szintiek lehetnek).

Erre a grafra alkalmazva a Gy-dichotomiét, elGszor tegyiik fel, hogy Gy folytonosan G-
be képezhets egy ¢ : 2¥ — X X Y homomorfizmussal, a folytonos koordinatafiiggvények
legyenek ¢y : 2¢¥ — X és 1)y : 2¥ — Y. Vegyiik észre, hogy v Gy egy Osszefliggdségi
komponensét G egy Osszefiiggdségi komponensébe képzi. G egy Osszefliggdségi komponense
részhalmaza {z} X Y-nek valamilyen z-re, tehat Gy egy komponensének v szerinti képe

egyetlen pont. Tudjuk, hogy Gy minden 0OsszefiiggGségi komponense stird 2“-n, illetve 1y
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folytonos, tehét 11(2¥) C {z} x Y. De xp(G | {2} x Y) <w, hiszen |[BN ({z} x V)| < w,
és a B-n kiviili pontok foka 0. Ebbdl viszont kiévetkezne, hogy x5(Go) < w, hiszen ¢ (Gy)
egy ¢ Borel w-szinezését véve, c o 1 egy Borel w-szinezése Gg-nak.

Tehéat a masik lehet&ség teljesiil, G-nek létezik ¢ Borel w-szinezése. A C; halmazokat
definialjuk ¢~'(i) N B-ként, vagyis a B-be es6 i. szinii pontokként. Vilagos, hogy egy B,
szekcio legfeljebb egy pontot tartalmazhat C;-bél, és C; Borel. Ezt akartuk elérni. [
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6. Mi torténik E; folott?

Az el6z6ekben sikeresen karakterizaltuk azokat az E Borel ekvivalenciarelaciokat, amik
E <p Ej-ra redukalhatoak; ezzel a redukilhatosagi hierarchia egy kezddszeletét kaptuk
meg. Viszont az Ej-nél nagyobb ekvivaelenciarelaciok mar nem irhatoak le ilyen egyszert-

en, ahogy azt az aldbbi tétel mutatja:

6.1. Tétel (Kechris—Louveau, [4]). Legyen E Borel ekvivaelenciareldcio. Ha Ey <p F,

akkor létezik olyan ' Borel ekvivaelenciareldcio, ami nem dsszehasonlithato E-vel, tehdt

EﬁBFéSFfBE

A hierarchia Osszetettségérdl tovabb olvashatunk [5]-ben.

A Borel ekvivaelenciarelaciok osztalyozéasa ma is kutatott teriilet, de az el6z6 tételekhez
hiven a hierarchia E, f6lotti pontos szerkezete kevéssé ismert. Viszont ekvivalenciarelaciok
egyes specialis fajtairol érdekes és szép tételek sziilettek, lasd példaul [6]-ban. Ebben a
fejezetben a mar emlitett megszamlalhato osztalyt Borel ekvivalenciarelacidkkal foglalkozom
(magyar roviditése MOBER, angolban cber). A sziikséges csoportelméleti ismertetd utén
el6szor beldtom a Feldmann—Moore-tételt, ami Borel csoporthatasok feldl irja le a MOBER-
eket. Majd bizonyitom a [6]-ban szerepld tételt, ami szerint a MOBER~ek kézott van a

Borel redukciéra nézve maximalis elem.

6.1. Csoporthatasok

A tovabbiakban G méar nem grafot, hanem csoportot jeldl, a szorzéssal mint miivelettel és
az e egységelemmel. F, legyen az n elemmel generalt szabad csoportot, n = oo esetén ez w

sok generatort jelent.

6.2. Definicié (Csoporthatas). Legyen G topologikus csoport és X lengyel tér. A G cso-
porthatdisa X-en eqy olyan h : G x X — X leképezés, ami teljesiti a kovetkezd két feltételt:
h(e,x) = = és h(g1, h(ga,x)) = h(g192, ). Ennek jeldlésére a h(g,x) = g.x réviditést hasz-
ndlom. A h csoporthatds Borel, ha a h fligguény Borel.

6.3. Definicié (Orbit-ekvivalenciarelacid). Legyen G csoport és X lengyel tér, és a

c stz

xBy < dg e G: g.x =y. Konnyen meggydzodhetiink rola, hogy ez valoban ekvivalenciare-

ldcid.

6.4. Definicié. Legyen G csoport és X lengyel tér, és vegyiik a G — X fiigguények X©

halmazdt, ennek egy elemére gondolhatunk gy, mint az {x, : g € G} halmazra. G hatdsdt
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XCYn definidljuk a kovetkezd egyenldség szerint: g.f(h) = f(g~th). A fi és fo fiigguények
pontosan akkor legyenek ekvivalensek, ha 3g € G g.f1 = fo. Ezt az orbit-ekvivalenciareldciot
E(G, X)-szel jeloljiik.

6.5. Tétel (Feldmann—Moore-tétel). Legyen E MOBER X-en. Ekkor léteznek olyan h;
involicioi X -nek, hogy E = J,c,, gr(hi). (hi : X — X involicid, ha h o h = idx ).

Bizonyitas. Hasznaljuk fel a Luzin—Novikov-tételt ebben a specialis esetben. Eszerint F
grafja el6all mint P, fliggvénygrafikonok unidja; a grafikonok részekre bontasaval és azok
szimmetrizéalasaval fogjuk megkapni az involuciokat. V(m,n) parra B, := P, N P, ahol
PT = {(y,x) : (z,y) € P,}. Tovabbra is igaz, hogy E = UP,,,, illetve P,,,, fiiggsleges
és vizszintes szekcioi egyarant legfeljebb 1 elemtek; tehat ez egy injektiv parciélis fiiggvény
grafikonja. Bontsuk tovabbi részekre P, ,-t: az U,V diszjunkt bazisnyiltakra P, ,uvv =
Po,NUxXNX xV. Ekkor P, ,uv egy U és V kozotti bijektiv fiiggvény E-n beliili Borel
grafikonja. Azt allitjuk, ez mar konnyen kiterjesztheté X-re E-beli involucioként: hy, , vy
az U nyilton legyen P, , yv, a V nyilton P, , vy inverze, X \ (U UV )-re megszoritva pedig
az identitas; mivel U és V diszjunktak, a fliggvény joldefinialt, és a grafikonja E-beli az
ekvivalenciarelaciok reflexivitasa és szimmetriaja miatt. Ha még a hy := idx involiciot is
hozzévessziik a megszamlalhato sok h,, , v uni6jahoz, akkor valoban megkapjuk E-t. Ezt

akartuk bizonyitani. [J

6.6. Kovetkezmény. Minden E MOBER elddll eqy alkalmas megszamldlhato csoport Borel

hatdsanak orbit-ekvivalenciareldciojaként.

Bizonyitas. Vegyiik E-nek a[6.5] tétel szerinti felbontaséat a h,, involiciok grafikonjaként.
Tekintsiik az Autg(X) csoportban, vagyis X Borel automorfizmusainak csoportjaban a h,,
altal generalt megszamlalhato részcsoportot. Ez megadja X-en a természetes hy,.x := h, ()

csoporthatést, aminek az orbit-ekvivalenciarelacidja éppen E. [

e

6.7. Megjegyzés. Az eldzd kivetkezményben a megszamldlhato csoportot vdlaszthatjuk F,,-

nak, hisz minden megszamldlhato csoport izomorf F,, eqy részcsoportjdaval.
6.2. A maximalis MOBER
6.8. Definicidé (E.. ). E. legyen az E(IFy,2) orbit-ekvivalenciareldcio.
Az orbit-ekvivalenciarelaciokat osszehasonlitasahoz jol jon a kovetkezd megfigyelés:

6.9. Lemma. Legyen F < G részcsoport. Ekkor E(F,X) < E(G,X)
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6.10. Tétel. Minden E MOBER-re E <p E..

Bizonyitas. Borel redukciok egy sorozatat igazoljuk E és E., kozott. A bizonyités soran
p-vel jelolom a csoporthomomorfizmusokat, 1-vel a Borel redukciokat.

1. E<p E(F,2%).

A . tétel miatt F redukilhato F, egy g.x Borel hatasara 2“-n. ¢(x) = f pontosan
akkor, ha Vg € F f(g9) = g~ '(x). Ekkor ¢ Borel redukcié F és E(F.,2¥) kozott.

2. B(Fy,2¥) <p E(Fy,2%).

A 6.9 lemma miatt elegendS azt belatni, hogy van Fo, — Fy injektiv csoporthomo-
morfizmus. A generatorok rendre legyenek x, és a,b; ekkor kénnytd leellendrizni, hogy
o(z,) = a™b™ megfelels.

3. E(Fy,2¥) <p E(Fy x Z,3).

Vilagos, hogy E(F,,2¢) <p E(F,22\{%) teljesiil. A redukci6 legyen a kovetkezs: egy
{x,} halmazhoz (z, € 2%) rendelje az {y,;} : g € Fy,j € Z} halmazt, ahol j # 0 esetén
Yg; = T4(J), vagyis az x, sorozat j. jegye; j = 0 esetén pedig y,0 = 2. (Annak ellenérzését
elhagyjuk, hogy ez valoban Borel redukcio).

4. E(Fy X Z,3) <p E(Fy X Z X Zs,2).

Az €l6z6h6z hasonlo modon adjuk meg a redukeiot: egy {z,,, : g € Fa,n € Z} halmazhoz
(z, € 2) rendeljitk az {y,,:} halmazt, amit megint csak esetszétvalasztassal adunk meg:
Ygni = 0, ha z,, = 0 vagy ha z,, = 1 és ¢ = 0; valamint y,,,; := 1, ha 2,4, = 2 vagy
Tgn =16 1=1

5. E(Fy X Z X Zy,2) <p E(F,,?2).

Fo-nek van Fy X Z X Zo-vel izomorf részcsoportja: a generatorok el6zé jelolését megtartva
a o(a) = zo, p(b) = x1 és y € Fore o((y,n,)) = a{¥ yzlFD"
leképezés injektiv csoporthomomorfizmus. F., < Fo-t pedig mar belattuk, igy ismét a

modon definiélt

lemma miatt kész vagyunk. [J
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Alulirott Bognar Andras Karoly nyilatkozom, hogy a szakdolgozatom készitése soran

nem hasznaltam MI alapt eszkozoket.
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