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Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni témavezetémnek, Nagy Zoltan Lorantnak a rengeteg segit-
séget, amit a szakdolgozat irasa kozben nytjtott. Otletei és tanacsai nélkiil ez a dolgozat
nem johetett volna létre. Koszonom neki a téma ajanlasat, amely nemcsak sok érdekes-
séget tartalmazott, hanem bevezetett a matematikai kutatasba is. Az elmilt évek kozos
munkajat és a rendszeres konzultaciokat mind nagyon élveztem.

Halas vagyok tanaraimnak, akik szamtalan izgalmas és hasznos ismeretet adtak at
nekem. Koszonettel tartozom barataimnak, akik tovabb szinesitették a képzés éveit, és
motivald kornyezetet biztositottak szamomra.

Végiil, de nem utolsésorban szeretném megkoszonni csaladomnak, hogy kiskorom
Ota végig tdmogattak, és odafigyeltek arra, hogy minél jobban kibontakoztathassam a

matematikai képességeimet.
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1. Bevezetés

Az extremalis grafelmélet a grafelmélet egyik {6 aga, mely a XX. szazad kozepétsl kezd-
ve rengeteg hires eredménnyel rendelkezik. A problémakor megalapozaséban kiemelkedd
érdeme van tobbek kozott Turan Pélnak és Erdds Pélnak is. Az extremalis grafelméle-
ti problémak n-csucsu (hiper)grafokban keresik az élek vagy hiperélek maximaélis (vagy
minimalis) szamat, amelyek teljesitenek bizonyos eldirasokat és feltételeket. Ilyen lehet
példaul bizonyos tartalmazésra nézve kizart részgraf, mint a Turan tipust kérdéskorben.
Ebben a dolgozatban vizsgalatunk targya tekinthets egy hasonl6 extremaélis probléménak,
mely alapjaul az egész szdmok algebrai strukturaja szolgal. Az a kérdésiink, hogy egy n
nemnulla egész szambol all6 multihalmazban mi azon r-elemi 6sszegek maximalis szama
amelyek Osszege nulla.

Szakdolgozatom célja ennek a kérdésnek a teljes megvalaszolasa, valamint ehhez kapcso-

16d6 elméleti problémak felvetése, megoldasa, és sejtések megfogalmazasa.

Jeloljiik a nemnulla egészek halmazat Z* := Z \ {0}-gal. Formalisan a kovetkezs a dolgo-

zatunk alapkérdése.

1.1. Probléma. Legyenek 1 < r < n egész szamok és jelolje A az n nemnulla egész
szdmunk multihalmazdt. Jelolje Hz, 1y(A,7) azon r-elemi A" C A részhalmazait A-nak,

amelyekre Y, v = 0. Hatdrozzuk meg hiz y(n,r) := maxacz-n |[Hz+) (A, )| értékeét.

Ez a kérdés jol beleillik a nulldsszeg-problémakdrbe, amelynek korabbi eredményeit
Gao és Geroldinger foglalta 6ssze 2006-ban [6]. A témakér napjainkban is népszeri
a szakirodalomban, tobb frissen megjelend sejtéssel és eredménnyel. A dolgozat elsé
részében az 1.1-es probléméval foglalkozunk és hz 1)(n,r) értékét keressiik, amit meg-
adunk elébb r < 5, illetve r > 7 esetén sajit eredményként, majd bemutatunk egy
friss bizonyitast hz 4)(n,r) értékére tetszéleges r mellett. A kérdés nem csak az egész
szamok korében tehetd fel, hanem értelmezhets tetszéleges G Abel-csoportban is, ahol ez

a kovetkezSképpen szol. Egy G-beli n-elemi sorozatban mi azon r-elemi részsorozatok

maximalis szama, amelyeknek az 0sszege GG nulleleme?

Jeloljiik a G' csoport nullelemét 0-val, tovabbé jeldljiikk a G csoportot a nulleleme nélkiil
G* .= G\ {0}-gal. A dolgozatban végig feltessziik, hogy G nemtrivialis csoport, ekkor

nemiires G*. Formalisan a kovetkezd probléméval foglalkozunk.
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1.2. Probléma. Legyen G egy additiv csoport és 1 < r < n egész szamok. Jeldlje
A az n nemnulla csoportelembdl dllo G-beli sorozatot. Jelolje Ha(A,r) azon r-elemd
A" C A részsorozatait A-nak, amelyekre ) _, v = 0. Hatdrozzuk meg hg(n,r) =

Igy dolgozatunk kiindulo kérdése valojaban megegyezik ezzel a problémaval G = (Z, +)
csoport esetén. Az 1.2-es problémaban a kiindulasi 1.1-es nulldsszeg problémat terjesztjiik
ki altalanos additiv csoportok esetére. A dolgozat masodik részében tériink at a (Z,+)
csoporttol eltéré G Abel-csoportok vizsgalatara, illetve altalanosan is megadjuk hg(n, )
értékét bizonyos feltételek mellett kis r értékekre. Amikor nem az egészek kozott

targyaljuk a kérdést, a nullésszeg helyett a 0-0sszeg elnevezést hasznaljuk.

Ez az altalanosabb megkozelités egy természetes kapcsolodd kérdés a problémakorben,
a jol ismert Davenport-konstans és az Erdds-Ginzburg-Ziv-témakor szellemében. Az
Erddss-Ginzburg-Ziv-tétel allitasa szerint a (Zy, +) csoportban 2k — 1 elem kézott biztosan
talalhato k elem 0-Osszeggel. Ennek fényében egy G véges Abel-csoport Erdés-Ginzburg-
Ziv-konstansa az a legkisebb s(G) szam, amelyre minden legalabb s(G) elembdl allo
G-beli sorozatnak van exp(G)-elemii, 0-Gsszegi részsorozata, mig a Davenport-konstans
az a legkisebb D(G) szam a G véges Abel-csoporthoz, amire teljesiil, hogy minden
D(G)-elemtd sorozatban talalhaté nemiires 0-Osszegi részsorozat. Az ezzel kapcsolatos
kutatasokhoz lasd a [4, 6, 7] hivatkozasokat.

Ehhez kapcsoloddan, Bialostocki kérdésként a kovetkezs sejtést fogalmazta meg.

1.3. Sejtés (Bialostocki, [2]). Legyen A = {ay,aq,...,a,} egészekbdl dllo sorozat. Ekkor

A tartalmaz legaldbb (L”T{L 2J) + ([”n/l ﬂ) 0-0sszeqii, m-hosszi részsorozatot (mod m).

Ezt a sejtést Kisin latta be 1994-ben [11] abban az esetben, amikor m egy p" primhatvany,
vagy pedig p” - ¢ alaki, ahol p,q primek, mig Fiiredi és Kleitman 1993-ban igazolta
azokban az esetekben, amikor m = pq alakban irhato, vagy n elég nagy m-hez képest
[5]. Késsbb Grynkiewicz belatta a sejtést akkor is, amikor n nem tul nagy m-hez képest,
egzaktan abban az esetben, amikor n < £m teljesiil [9].

Tehat, az 1.3-as sejtés az ilyen Osszegeknek a minimadlis szaméra kivancsi, mig az
1.2-es probléma a 0-Osszegek lehetséges mazimumat keresi, ellentétben a korabbi Erdds-

Ginzburg-Ziv tipustu kérdéssel.
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Dolgozatunkban vizsgélunk egy, az 1.1-es problémahoz hasonlo jellegti kérdést is, ahol
nem nullosszegeket keresiink, hanem irracionalis szamokbol szeretnénk a lehets legtobb
racionalis 0sszeget képezni.

Jeloljiik az irraciondlis szamok halmazat Q* := R\ Q-val. Forméalisan a kérdés:

1.4. Probléma. Jeldlje A az n darab irraciondlis szamunk halmazdt és legyen r > 1
pozitiv egész. Jeldlje Ho+(A,r) azon r-elem@ A’ C A részhalmazait A-nak, amelyekre

Y owew T € Q. Hatdrozzuk meg ho«(n,r) := maxacg+» [Ho+(A,7)| értékét.

Ez a probléma sok parhuzamot mutat az 1.1-es alapkérdéssel, az 5-0s fejezetben vissza-
vezetjlik ezt a kérdést a kiindulasi probléméankra. Célunk minél tobb r esetén altalanos
eredményt adni az 1.1-es és az 1.2-es problémara, igy az 1.4-es probléma motivalja

dolgozatunkat, hiszen azt is igazoljuk, hogy hg-(n,7) = h(z 1)(n,r).

r = 2 esetén az 1.4-es probléma egy jol ismert feladat. Ha az irracionélis szamokat egy
graf cstuicsainak feleltetjiik meg, amelyben két cstcsot pontosan akkor kotiink Gssze éllel,
ha a hozzajuk tartozo a;, a; értékek osszege racionalis, akkor kénnyen igazolhato, hogy a
kapott n csticst grafban paratlan hosszt korék nem szerepelnek. Igy a racionalis dsszegek
maximalis szama nem haladhatja meg az élek maximalis szaméat egy n cstcsi paros
grafban. Masrészt vegylink egy « tetszéleges irraciondlis szamot és legyen A = Ay U As,
ahol A; minden eleme ¢ + « alakt valamilyen kiilonbozé ¢ € Q szamokra és A minden
eleme ¢ — « alaka. Ha ||[A;] — |As]| < 1, akkor ez a konstrukcié megad L"zzj racionalis
Osszeget. Igy az eredménybdl és a felss becslésbol kovetkezSen hg-(n,2) = Vﬁ;j Megje-
gyezzik, hogy ez az eredmény a Mantel-tételbdl is megkaphato, igy az 1.4-es kérdést a

hozza kapcsolodd extremélis grafelméleti vonatkozas szintén motivalja.

Szémos korabban vizsgalt extremélis probléma rendelkezik ismert eredménnyel, ahol az
alaphalmaz a valos szamok egy részhalmaza, mig a graf (hiper)éleihez bizonyos Gsszegek
tartoznak. Itt megemlithetjitk a jol ismert Manickam-Miklos-Singhi-tételt [12, 13| és az
ehhez tartozo 0j eredményeket a sejtéssel kapcsolatban. A sejtés allitasa, hogy pozitiv
egész n,r esetén, ahol n > 4r, minden n valés szadmbol all6 halmaz, melyek Osszege
nemnegativ, tartalmaz legalabb (?j) darab r elemi részhalmazt melyekben az Osszeg
szintén nemnegativ. A korabbi legjobb ismert eredmény Alon, Huang és Sudakov-tol
szarmazott, akik belattak a sejtést, amikor n > 33r? [1]. Ezt a korlatot és eredményt

tovabb javitotta Alexey Pokrovskiy 2015-ben [15], amikor igazolta, hogy létezik olyan C'
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konstans, hogy n > Cr esetén teljesiil a sejtés. Ezzel mar csak egy konstansszoros eltérés

van a legjobb ismert korlat és a sejtés allitasa kozott.

A dolgozat 6-os fejezetében az 1.2-es probléméval G = (Zy?, +) esetén fogunk foglalkozni,
ami tekinthet§ egy d-dimenziés vektortérnek Z, felett, ahol az Osszeadés, mint csoport-
mivelet, koordinatanként hat. A 7-es fejezetben altalanos allitasokat is megfogalmazunk
r = 2,3 esetén tetsz6leges G Abel-csoportban taldlhatd 0-0sszegek szamara vonatkozoan.

Az alabbi eredményeket igazoljuk dolgozatunkban.

1.5. Tétel. Tetszdleges n pozitiv egész esetén

M

h(Z’+)<n7 2) = L%J
hiz+)(n,3) =m- (*"*)  han=3m+1 alaki
hiz1y(n,4) =m- (37%”) ha n = 4m + 1 alaki

1.6. Tétel. Har > 7,

akkor hz y(n,r) = (n_l), ha r = 3, akkor hz 4) (n,r) = 2(n_2)'

r—1 r—1

1.7. Definicié. Optimélis konstrukcionak nevezziik az olyan n nemnulla elemekbdl dllo

G-beli sorozatot, amiben adott r-re a 0-0sszeqt, r-elemi részsorozatok szdma mazimdalis.

Az 1.1-es probléméban a bizonyitasok soran az optimélis konstrukciok minden esetben
kétosztalytak lesznek, azaz csupan két kiilonbozs értéket tartalmaznak. Eredményeink
alapjan azt a sejtést fogalmaztuk meg, hogy az extremalis struktira altalaban is kétosz-

talyu, fliggetleniil r-t6l, és a kétosztalyu konstrukcio altal adott alabbi becslés éles Vr-re.

1.8. Allitas. Legyenek n > r > 1 pozitiv egészek. hz 1y (n,r) > ("_L%J) 12

r—1

Erre a sejtésre a szakdolgozat irasanak ideje alatt adott friss bizonyitast Jing Huang
[10], melyet szintén bemutatunk a dolgozatban. Ezzel az 1j eredménnyel altalanosan is
megvalaszoljuk az 1.1-es problémét. Bar az j eredmény minden r esetén valaszt ad a
probléméra, a dolgozat tartalmazza a sajat eredményeinket is r < 5 és r > 7 esetén
a 2-es és a 3-as fejezetekben. Ezek az eredmények idérendben kordbban sziilettek, és a
probléma megkdozelitése is jelentGsen eltér a friss cikkben olvashat6 bizonyitastol, igy ezek
bemutatasa mélyebb betekintést ad a témakorbe. A dolgozatban bemutatott sajat ered-
ményeink egy része szerepel korabban megjelent sajat cikkiinkben is, amelybdl részleteket

itt is ismertetiink [14].

1.9. Tétel. Legyenek n > r > 1 pozitiv egészek. bz )(n,r) = ("_L?J) 2.

r— T
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1.10. Tétel. Tetszdleges G Abel-csoport esetén hg(n,2) = (g), ha G tartalmaz mdsod-

rendd elemet, és hg(n,2) = L”%J kiilonben.

1.11. Tétel.

ha(n,3) = [5] - [%5H] - [52) ha G = (2", +) (d>2).
he(n,3) = (5) ha G tartalmaz harmadrendi elemet.
he(n,3) = ([%"1) -5 ha G nem tartalmaz mdsod- és harmadrendd elemet sem.

Kézenfekvs vizsgalni a problémékat olyan esetekben is, ahol az 0sszeadandok szama nem
kotott az Osszegekben. Szakdolgozatunk harmadik részében kapcsolodo kérdésként ilyen
problémakat vizsgalunk. E kérdéseket kicsit eltérd kontextusban vetettiik fel sajat korabbi
cikkiinkben [14]. Az egyik altalunk vizsgalt esetben az egészek kozotti nullosszeg problé-
méban vagy az erre visszavezethets irracionalis szamok kozti problémaban képezziik az
n-elemt sorozat Gsszes részsorozatanak 0sszegét, és ezek koziil szeretnénk a lehetd legtobb

nullésszeget vagy racionalis 0sszeget garantalni.

1.12. Probléma. Jelslje A az n nemnulla egész szambol dallo sorozatot. Jelolje H(A)
az olyan A" C A részsorozatok halmazat, amelyekre ) _, v = 0. Hatdrozzuk meg
h(n) := maxaezn |H(A)| értékét.

1.13. Tétel. h(n) = (LZJ) a nullosszeqil részsorozatok maximdlis szama az n-elemi egé-
2

szekbdl dllo sorozatok 0sszes részsorozata kozott.

A kapott maximum megegyezik a klasszikus Sperner-tétel allitasanak szamszeri eredmé-
nyével. A 8-as fejezetben az allitas bizonyitasaban a Sperner-tétel bizonyitasaval rokon
gondolatokat fogunk hasznélni (lasd [8]), nevezetesen lancfelbontésokat és ezek leszamo-
lasat.

A szakdolgozat végén vizsgaljuk a cikkiinkben targyalt masik kapcsolodo kérdést. Ez az
irracionalis szdmok problémajanak a kovetkezd variansa, kihasznélva, hogy az alaphalma-

zon létezik egy természetes rendezés.

1.14. Probléma. Jeldlje A az n darab irraciondlis szamunk halmazdt, amelyek kozott
a; < ag < ... < ap_1 < ay. Jelolje Ho(A) az olyan A’ = AN I alaki részhalmazok
halmazdt, amelyekre Y ., x € Q é I C R egy intervallum. Hatdrozzuk meg
he(n) := maxaen |H<(A)| értékeét.

2

1.15. Tétel. ho(n) = || a raciondlis dsszegek mazimdlis szdma.
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A dolgozat utolsé fejezetében Osszefoglaljuk eredményeinket és nyitott kérdéseket, sejté-

seket fogalmazunk meg a témaéaval kapcsolatban.



I. rész

2. Egész szamok kozti nullosszegek, r < 5

Ebben a fejezetben az 1.1-es probléméval foglalkozunk r < 5 esetén. Ahogy a bevezetés-
ben is emlitettiik, ez a probléma megyegyezik az 1.2-es probléméaval G = (Z,+) esetén.
Megadjuk a nullosszegek szamanak fels6 korlatjat és az ezt elérd extremaélis strukturat.
Belatjuk az 1.5-0s tétel allitasat, miszerint hez 4y(n,2) = [”TQJ, hiz,4)(n,3) = m- (*57),
han =3m+j és hgiy(n,4) =m- (3"?1), ha n =4m+ 1, ahol m € N és j € {0,1, 2},
[ € {0,1,2,3}. A fels6 korlat bizonyitasaban leszamolasokat fogunk alkalmazni a lehet-
séges nullosszegekre, mig az alsé becsléshez konstrukciét adunk. A probléma roviden a

kovetkezdképpen fogalmazhatd meg:

2.1. Probléma. Adott eqy n darab nemnulla egész szambol dllo multihalmaz. Mi a ma-

ximdlis szdma a nulla dsszeqt, r-elemd részhalmazoknak?

Egy nullosszegbe biztosan keriil pozitiv és negativ szam is, igy tudjuk, hogy két halmazba

oszthatok a szamok tgy, hogy minden nullésszeg tartalmaz mindkét halmazbol elemet.
2.2. Allitas. r = 2 esetén legfeljebb L"IQJ nullosszeq lehetséges.

Bizonyitds. Minden 0sszeg egyik szama pozitiv, a mésik negativ kell, hogy legyen. Ha p
darab pozitiv és n — p darab negativ szam van, akkor a nullosszegek maximalis szama
(n—pp < [5][5] =

LZ—QJ a szamtani és mértani kozepek kozti egyenlStlenség miatt. [

2.3. Konstrukcioé. Enny: nullosszeg elérhetd a felsd becslésbdl adodoan: legyen azn darab
egész szamunkbol |5 | darab +1-es és 5] darab —1-es. Ekkor mind az |5] - [5] = L%J

pozitiv-negativ Gsszeq nulldsszeq lesz. Eles a felsd becslés, hz,1)(n,2) = L”IQJ

2.4. Allitas. r = 3 esetén van olyan optimdlis konstrukeid, amiben minden Gsszegben két

pozitiv €s eqy megativ szdm szerepel vagy forditva.

Bizonyitds. Minden 0Osszeg vagy kett§ pozitiv és egy negativ, vagy egy pozitiv és két
negativ szambol all. Legyen a pozitiv szamok szama p, ekkor a negativak szama n — p.
Feltehets, hogy p > n — p. Ekkor elérhets (n — p) - (’2’) darab nulla 6sszeg, ha minden
pozitiv szam 1l-es és minden negativ szam —2-es, hiszen minden 1 + 1 4 (—2) = 0 sszeg

nullésszeg lesz.
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Tetsz6leges szamhalmazbol akarhogyan is valasztunk ki egy pozitiv és egy negativ szédmot,
Osszegiik alapjan egyértelmi, hogy a harmadik 6sszeadand6 milyen elGjeltd, igy egy ilyen
szampér legfeljebb max(p — 1,n —p — 1) = p — 1 darab nulla Gsszegben lehet. Osszesen
(n —p) - p modon tudunk ilyen szampart kivalasztani, és minden Gsszeget két szamparnal
megszamolunk. Azaz legfeljebb (n — p)p - @ = (n—p) - (§) darab nulldsszeg érhets
el. Err6l mar lattuk, hogy elérheté egy olyan esetben, amikor minden pozitiv-negativ
szamparhoz rendelt harmadik 6sszeadando is pozitiv. Van olyan optimalis konstrukcio,
amiben csak az egyik fajta Osszeg szerepel a nullosszegek kozt, ezek koziil pedig az 6sszes

lehetséges 0sszeg megfeleld. O]

2.5. Megjegyzés. Az dllitds bizonyitdasabol kévetkezik, hogy p > n — p esetén a felsd
becslés a nulldsszegek szamdra csak gy érhetd el, ha minden pozitiv-negativ szampdrhoz
tartozo harmadik dsszeadando pozitiv és az dsszes ilyen 0sszeg nullésszeqg. Ez igazn—p > p
esetén is csak a negativ szdmokkal. Eqyedil p = n—p esetén lehetne elképzelhetd mds ext-
remdlis struktiura, azonban ez n > 4 esetén mdr nem lesz optimdlis a kovetkezd dllitdsban
szerepld szdmtani-mértani kozepek kozti becslés miatt. Igy ebben az esetben izomorfia ere-

j€ig eqyetlen extremdlis struktira létezik.
2.6. Allitas. r = 3 esetén legfeljebb m - (2”;+l) nullosszeg lehetséges, ha n = 3m + 1.

Bizonyitds. A 2.4-es allitds miatt (n—p)- (5) értékét szeretnénk maximalizalni. A szémtani
3 ) C . . Y PR R . (-1
és mértani kozepek kozti egyenl6tlenségbdl ismét kovetkezik, hogy (n —p) - & - 5= <

m - 2t 2] Sazaz (n—p) - (5) <m- (2";H). Ezzel belattuk az allitast. O

2.7. Konstrukcié. Ennyi nullosszeq elérhetd, a konstrukcio a bizonyitdsbol adodik:

n = 3m + | esetén vegyink 2m + 1 darab +1-et és m darab —2-t. Ekkor a nullésszegek

2m-+1 2m+l)
9 .

2 ), azaz €les a felsd becslés, hiz y(n,3) =m - (

szama m - (

Belattuk az 1.5-0s tétel eredményeit r = 2,3 esetén. Most attériink az r = 4 esetére a
problémanak. Egy négytagt nullosszeg struktiraja tobbféle lehet, igy a leszdmolés soran

a megszamolt Gsszegeket kiilonbo6zs stlyokkal fogjuk szamitani.

2.8. Allitas. Ha n = 4m + 1 alaki, aholm € N és 1 € {0,1,2,3}, akkor

3m +1
h(z,+)(”;4)2m'< 3 )

2.9. Konstrukcié. Vegyiink m példanyt a —3-bol és 3m + [ példanyt a +1-bdl.
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Ekkor a négytagt nullosszegek azok lesznek, amelyekben egy darab —3 és harom darab

3m+l

+1 szerepel. Ebbél pontosan m - ( 5

) darab Gsszeg van, ezzel belattuk a 2.8-as allitast.
Jelolje P az n szam koziil a pozitivak halmazat és N a negativak halmazat.

Minden 6sszegben szerpelnie kell pozitiv és negativ egésznek is, igy a nullésszegeket az
ilyen {a, b} szamparok mentén szamoljuk 6ssze, ahol a € N,b € P. Izomorfia szempontja-
bol kétféle nullosszegi szamnégyest kiilonboztetiink meg: vannak két-két pozitiv és negativ
szamot tartalmazo négyesek és vannak olyan négyesek, amelyben az egyik elGjeld szam-
bol 3, a masikbol 1 darab van. Ha minden {a, b} szampéar esetén megszamoljuk az adott
szampart tartalmazoé szamnégyeseket, akkor az el6bbi tipust négyeseket 4-szer, utobbi
tipustiakat 3-szor szamoljuk meg. Ezért minden {a,b} szampéarra az elgbbi nullosszegi
négyeseket %‘—szeres sullyal, utobbiakat %—szoros sallyal szorozva szémoljuk le, hogy min-
den nullosszeget pontosan egyszer kapjunk meg az Osszes {a, b} szamparra vald Gsszegzés

soran.

2.10. Definicié. Legyen egy {a,b} szampdr (a € N,b € P) sulya azon nullosszegd szdm-

négyesek sulyozott osszege, amelyek a-t €s b-t is tartalmazzdk. Jeloljik ezt a sulyt w, p-vel.

2.11. Allitas. Ha a +b > 0, akkor az ket tartalmazd nullosszeqi szimnégyesben biztos

lesz mdsik negativ szam is, mig ha a + b < 0, akkor lesz benne mdsik pozitiv szam.

2.12. Allitas. Egy nullosszeqi szamnégyesben hdrom szdm meghatdrozza a negyedik szdm

elajelét.

2.13. Kovetkezmény. A 2.11-es és a 2.12-es dllitasok miatt eqy {a,b}, a+b > 0 szampdrt
(a € N,b € P) tartalmazo nullosszegii szamnégyesek kétféle struktirdjiak: {a,b,cq,co},
ahol c1,co € N vagy {a,b,d,e}, ahol d € N,e € P és biarmely két kilonbozd struktirdji
szamnégyes esetén d # c;. Szimmetrikusan ugyanez igaz a + b < 0 szdmpdr esetén is

ellentétes eldjelekkel.

2.14. Definicio. Rdgzitett {a,b}, a +b > 0 szdmpdrra (a € N,b € P), legyen N, € N
azon negativ szdmok halmaza, amelyek abszolit értéke kisebb vagy egyenld |a + b|-vel.
Nop:={ce N:|c| <l|a+0b|}. Hasonldan a+b <0 esetén P, :={c € P :|c| <|a+b|}.

2.15. Kovetkezmény. a + b > 0 esetén
1 1
U)a’b = E g =+ E Z

¢,d€EN, p cEN\Ng p,deP
a+b+c+d=0 a+b+c+d=0
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Hasonloan a + b < 0 esetén

1 1

vw= D gt DL g
c:dEPa,b CGP\Pa,bvdeN
a+b+c+d=0 a+b+c+d=0

(\N|2—1
3

2.16. Allitas. a +b > 0 esetén Wap < maX{(‘M*l)ﬁf'P‘*l), >} €s szimmetrikusan

|[P|—1
{(\N|—1)4(IPI—1>7( 2 )} teljestil.

a+b<0 esetén w,p < max

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a + b > 0, ehhez a rogzitett {a,b} szampérhoz a veliik
nullosszeget alkotd szamparokat kell silyozva leszamolni. A 2.15-6s kdvetkezmény alapjan

két negativ szamot valaszthatunk N, ,-bél, vagy egy pozitivat és egy negativat N \ N, -

bol. Legyen | N, p| = x € {0, 1, ..., |[N|—1} és szamoljuk meg az Gsszes lehetséges szampart.
Wap < =57+ w. A jobb oldalon z-ben egy konvex mésodfoku egyenlet szerepel,

igy ez akkor maximalis, ha x = |[N| — 1 vagy ha x = 0. El6bbi esetben a jobb oldalon

("MF s (IN[=1)(|P|=1) (I G
~——= All, utobbi esetben “——3—— 1 S }

Szimmetrikusan ugyanez igaz a P halmazban is, ha a+0b < 0, igy belattuk az allitast. [

, igy valoban w,;, < max{(

Feltehetd, hogy |P| > |N|, mivel a —1-gyel valo szorzas nem valtoztat a nullosszegeken.

2.17. Kovetkezmény. Minden rogzitett {a,b} (a € N,b € P) szampdrra

("5 (N] - 1)(P] - 1)
wavbgmax{ T 1 }

|P|—1 IN|—1
Bizonyitds. Ha |P| > |N|, akkor ( 3 ) > ( 2 ), igy a 2.16-os allitasbol megkapjuk a

becslést w, p-re mindkét esetben. O

2.18. Allitas. Han = 4m + 1 alaki, akkor hz 4 (n,4) <m- (3%“)-

Bizonyitds. A nullosszegti szamnégyesek szama:

> wap < |N|-|P| - max{uw,,}.

aEN,bEP

Ez feliilr6l becsiilhet6 a 2.17-es kovetkezmény alapjan:

3 3

vagy |N| - |P| - max{w.,} < |N|-|P|- (V] — 1)4(|P| -1 _ <|];f|) <|§|>

(") |P|
vagy |N|-|P| - max{w.,} < |N|-|P|-~—2—~ =|N]|-
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Mivel |N| + |P| = n, igy alkalmazhatjuk a szdmtani és mértani kozepek kozti egyen-
I6tlenséget a kifejezések maximalizélasara. ('g |) (“23 |) (L J) ([21) szimmetria miatt, mig

‘N‘.(\P\):ﬂ.’]\[’.ﬂm_—lm_—?< LEJ([?]) mivel ‘N|_|_|P|+|P| L Pl=2

Awz 333_4n ) i ’
2 e ()05 15D}

Minden n-re (L%J) ( [%W) <% ({37”) ami kis n-ek esetén konnyen ellendérizhetd, nagy n-ek
esetén pedig aszimptotikusan rendre ——hez es 2 ——hez fognak tartani a kifejezések. Azaz
a nullosszegl szamnégyesek szama legfeljebb LZJ ([ g])‘ Ebbe behelyettesitve n = 4m + -
et, megkapjuk az allitast. O

Megkaptuk, hogy hz 1y(n,4) = m - (3"§+l) han = 4m + [ alaka. Ezzel belattuk az

1.5-6s tétel fels6 korlatjait és konstrukcioval igazoltuk az élességiiket, igy r < 5 esetben

megvalaszoltuk az 1.1-es problémat.



3. Egész szamok kozti nullosszegek, r > g

Ebben a fejezetben az 1.1-es probléméval foglalkozunk r > % esetén. Igazoljuk az 1.6-os
tétel allitasat, miszerint hiz y(n,7) = (fj), har> 2, és hizp(n,r) = 2(’:?), ha r = 3.

Ehhez bevezetiink egy 1j ¢ fliggvényt, amely egy n,r parhoz rendel egy értéket.

3.1. Definicio. Jelolje S.(A, m) az olyan r-elemd A-beli részhalmazok szamdt, amelyek
0sszege m. Legyen

n,r) = max max Sr(A,m).
gn,r) meZ Ae(Z*)"\(m/r)" ( )

Azaz g(n,r) értéke azzal eqyezik meg, hogy n szdm esetén legfeljebb mennyi azonos dsszeq,

r-elemi részhalmaz lehet, ha az n szam nem mind azonos.

3.2. Megjegyzés. Ha minden szam azonos lenne, az azt jelentené, hogy az dsszeq biztosan

nem lehet nulla, hiszen a szamok nemnulla egészek.
3.3. Lemma. g(n,r) = g(n,n —r)

Bizonyitds. Sy(A,m) = Sp_(A,—m + Y ,c4a), azaz ha van egy konstrukci6é n,r ese-
tén, ami tartalmaz g(n,r) azonos értékii Osszeget, akkor vehetjiik ezeknek az Ossze-
geknek a komplementereit. Ez egy ugyanennyi elemi konstrukcié n,n — r esetén, igy

g(n,r)=gn,n—r). O

3.4. Lemma.

("_11) ha r >

r—

g(n,r) > 2(7::%) ha r

(”;1) ha r<

Il
WIS oz IS

Bizonyitds. Har # %, akkor vegyiink n—1 darab a egész szamot és egy tetszéleges ezektdl

kiilonboz6 b egészet. Ekkor nem minden szam azonos, és ha r > 7, akkor b kivalasztasaval

n—1

és r — 1 darab a szdmot véve el tudunk érni (T_l 2

) azonos Osszeget. Ha pedig r < 7,

akkor az n — 1 darab a koziil tetszéleges r-et valasztva elérhetd (";1) megegyezl Osszeg.

(A két esetben az also becslés kiilonb6zd, mert (2:11) és (”:1) koziil eltérs, hogy melyik

n
PR

egészet. Egy b valasztésaval és r — 1 darab a valasztasaval elérhetd 2(

a nagyobb.) Ha r = 2, vegytink két példanyt b-bdl, és ezektdl kiilonb6z6 n — 2 darab a

n—2
r—1

Ezzel belattuk, a lemma allitasat. O]

) azonos 0sszeg.

n 1

3.5. Lemma. Vagy g(n,r) < g(n—1,7)- "= vagy g(n,r) = (:":1) vagy g(n,r) = (";1)
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Bizonyitds. Ha van n — 1 azonos szam az n kozt, akkor az n. szam ezektdl eltérd, igy
vagy legfeljebb (:f:ll) vagy (";1) azonos Osszeg lehet attol fliggben, hogy az eltérs szamot
belevessziik e az r-elemd részhalmazba (erre a 3.4-es lemméban lattuk a konstrukciot).
Ha nincsen n — 1 megegyezs szam az n kozott, akkor szdmoljuk le az azonos Osszegeket
azokbol a szamokbol nézve, amelyek nincsenek benne az adott r-es Osszegben. Mivel a
kivalasztott szam nincs benne a leszamolt Osszegekben, ezért ezekhez a maradék n — 1
szambol kell r-t kivalasztani. A maradék n — 1 szam nem mind azonos, igy ¢ definicidja
miatt legfeljebb g(n—1, r) ilyen 6sszeg létezhet. Mind az n szam esetén legfeljebb g(n—1,r)
ilyen Osszeget szamolunk le és egy r-elemi részhalmazt pontosan n — r-szer szamoltunk

meg. Ekkor dsszesen legfeljebb g(n — 1,7) - " azonos értékid dsszeg lehet n, r-re. O

n—1

3.6. Lemma. g(n,r) < g(n — 1,7 — 1) + g(n — 1,r) vagy g(n,r) = ("2;) vagy
gln,r) = (7).

Bizonyitds. Ha létezik n — 1 azonos egész szam, akkor a 3.4-es lemmaban adott konst-

n—1

") vagy g(n,r) = (”;1) Ha nincs ennyi

rukciok adjak a maximumot, igy g(n,r) = (
megegyezl szam, akkor valasszunk ki egy tetszéleges egészet. Vannak r-elemi 0sszegek,
amiben ez nem szerepel, igy a maradék n — 1 szambodl kell r darabot venni, és vannak
r-esek, amiben a kitiintetett szam szerepel, azaz a maradék n — 1 szambol r — 1-et kell az
Osszegbe bevenni. Nem egyezik meg mind az n—1 szam, ezért ezekbdl legfeljebb g(n—1,r)
és g(n — 1,r — 1) darab 6sszeg lehet azonos. Ekkor g(n,r) < g(n — 1,7 —1)+g(n —1,7),

minden Osszeget pontosan egyszer szamoltunk meg. O

3.7. Tétel. Har < 3,

akkor g(n,r) = ("").

T

A bizonyitas el6tt kimondjuk a tétel azonnali kévetkezményét.

3.8. Kovetkezmény. A 5.5-as lemma és a 3.7-es tétel miatt tetszdleges v < 5 esetén
gn,n—r)=gn,r) = (":1) = (ﬂﬁ:l) Mivel n —r > %, ezért han > 1 > 3, akkor a
tétel szerint g(n,l) = (7__11)

Bizonyitds. Bizonyitsunk r szerinti indukciéval. » = 1 esetén Osszesen n darab Osszeg

van, de nem lehet minden szdm azonos g definicidja miatt, igy legfeljebb n — 1 azonos
Osszeg lehet. g(n, 1) = (”Il) teljesiil. Tegytik fel, hogy r-ig belattuk az allitast és nézziik
meg r + l-re. Tudjuk, hogy g(n,r + 1) = (”;1), ha n < 2r 4+ 1, hiszen a 3.3-as lemma

n—1

n—r—1

Tovébba a 3.5-6s lemma miatt g(2r 4+ 2,7 +1) < g(2r + 1,7 +1) - 22 = (*) -2 az

miatt g(n,r 4+ 1) = g(n,n —r —1) = ( ) = ("') az indukciot hasznalva.
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el6bbit hasznalva vagy ¢(2r + 2,7 + 1) = (2::11) = (27":1), de ez utébbi kisebb. Igy
2

g2r+2,r+1) < 2(2:), de a 3.4-es lemma alapjan g(n,r) > 2(:‘:1
g2r+2,r+1)> 2(2:). Megkaptuk, hogy egyenléség teljesiil: g(2r + 2,7 4+ 1) = 2(27").

T

), ha r = 3, azaz

7+ 1-re megkaptuk eddig g(n,r+1) értékét, ha § < r+1. Most vizsgaljuk g(2r +3,r+1)
7 - Pa 2z .. . . 2T+2
értékét és tegyiik fel indirekten, hogy ¢(2r + 3,7 + 1) > (TJrl
(2r + 3 darab) szamunk halmaza A, és vegyiink két tetszéleges egészet, k-t és l-et. Azon

). Legyen az 0Osszes

Osszegekbdl, amik tartalmazzak k-t, (a) legfeljebb g(2r + 2,r) azonos értékd lehet, ami

2r+1

1), vagy (b) van legalabb 2r + 2 azonos a szamok kozt. El6szér az (a)

indukecio miatt (

esetet targyaljuk, a (b) lehet&ségre a bizonyitas végén tériink vissza.

(a) Tegyiik fel, hogy k-t tartalmazo 6sszegekbdl legfeljebb g(2r+2,r) = (QT;’I) azonos érté-

QTT12) - (QT;F 1) = (2::11)

azonos r + 1-elemt Osszegnek kell lennie, ami nem tartalmazza k-t. Jeloljiik ezen 0sszegek

2r+1
r+1

Nézziik azt a C) darab Osszeget, ami nem tartalmazza k-t. Ebbdél ¢ darab menjen at [-en

kit van. Igy ahhoz, hogy az indirekt feltevés teljesiiljon, t6bb mint (

szamat Cj, > ( )—val. Szimmetrikusan ugyanez elmondhato6 [-rdl is.

és Cy — ¢ darab [-en kiviil. Tudjuk, hogy az l-et tartalmazo ¢, darab 6sszeg A\ {k}-beli
komplementerei is azonos Osszegek lesznek, és ezek se l-et, se k-t nem tartalmazzak,
de tovabbra is 2r + 2 — (r + 1) = r + 1 elemii Gsszegek. Igy van egyrészt Cj, — ¢y,
darab azonos értékid r + l-elemd Gsszeg A \ {k,[}-ben, valamint még ¢, darab ilyen.
Cp, —c+c, = Cp > (2&':1), azonban A \ {k,[}-bol Gsszesen (2;:“11) darab r + 1-elemi
részhalmaz vélaszthato ki. Igy kell lennie a k-t nem tartalmazo osszegek koziil olyannak,
amelynek a komplementere is A \ {k}-beli kivalasztott osszeg. Mivel a komplementerek
egymassal azonos értéktiek voltak és ezek koziil valamelyik értéke megegyezik egy
eredetileg kivalasztott Osszeggel skatulyaelv miatt, ezért ekkor minden [-et tartalmazo
Osszegnek a komplementere is ilyen értékid kell, hogy legyen.
Azaz ezek elemszamaira Cy — ¢, = ¢, igy ¢ = % > %(%fjll
A\ {k,l}-ben. Szimmetrikusan elmondhatjuk ezt [-bdl is: ha ehhez C; azonos értékd

), ennyi azonos 0sszeg van

r + l-elemd Osszeg tartozik, ami nem tartalmazza [-et, amelyek koziil C; — ¢ nem

2r+1>.

tartalmazza k-t se, akkor hasonléan C; — ¢, = ¢ = % > %(7’-‘1-1

Igy A\ {k,[}-ben 6sszesen talaltunk r + I-elemt Gsszegekb6l Cy — ¢ + Cp — ¢ > (2::11)

darab azonos értékitt, ami tobb, mint az Osszes lehet&ség, igy van koztiik, amit mindkét

iranybol megszamoltunk. Egy ilyen Osszegnek az A \ {k}, illetve az A \ {l}-beli komple-
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menterei is ki lesznek valasztva, amelyek igy megegyeznek, kivéve, hogy az egyik k-t, a
mésik [-et tartalmazza. Mivel ezek a komplementer halmazbol képzett 6sszegek is azonos
értékiek, ezért k és [ is meg kell, hogy egyezzen.

Ezzel belattuk, hogy tetszbleges két szam értéke azonos, ami ellentmondas, mivel
nem lehet minden szam megegyezd ¢ definicivja miatt. Ebben az esetben valoban

g2r+3,r+1) < (QTTIQ).

(b) Ha van 2r + 2 azonos szam a 2r + 3 darab szamunk koziil, akkor ugy kapjuk a
legtobb azonos Osszeget, ha ezek koziil valasztunk ki tetsz6leges r + 1 darabot, hiszen

(2:112) > (2T:2). Ez szintén legfeljebb (2:112) azonos értékd Osszeg.

2r+2

Igazoltuk, hogy g(2r + 3,r +1) < (T+1

). Innent6l ha n > 2r + 3, akkor a 3.5-6s lemma

miatt

(n,r41) < g(n—1,r+1) n < n—2 n < n—2 n—1 n—1
n,r n—1,r4+1)— _ — =

g, =9 ’ n—r—1-"\r+1)n—r—1"\r+1/n—r—-2 r+1
indukciobol vagy g(n,r + 1) = (";1) vagy g(n,7r + 1) = (::11) Mivel r +1 < 3, ezért

(”;1) < (:f;ll), igy mindegyik esetben teljesiil g(n,r + 1) < (::}) Belattuk az allitast

r 4+ 1-re minden n esetén, azaz tovabb tudtunk lépni r + 1-re indukcioval.

Emellett a 3.4-es lemma miatt g(n,r+1) > (::11), ha r+1 < 3. Tehat egyenléség teljesiil,
gn,r+1) = (’;ﬁ), ha r +1 < . Indukciéval belattuk a 3.7-es tételt, azaz minden n-re,
ha r < 2, akkor g(n,r) = (" 1). O

r

3.9. Allitas. r > 5 esetén hiz y(n,r) = (n_l)'

r—1

n—1

Bizonyitds. A 3.8-as kovetkezmény miatt tudjuk, hogy most g(n,r) = (7«—1)’ azaz legfel-
jebb ennyi azonos értékd Osszeg lehet, specidlisan nullosszeghdl is. Vegyiink egy —(r — 1)
egészet és n — 1 darab +1-est. Ekkor pontosan (Z:ll) nullosszegt, r-elemi részhalmaz lesz

az n szam kozott, igy ez tényleg a maximumot eléré extremalis struktura. O]

3.10. Allitas. r =2 esetén hyz 1)(n,r) =2(""7).

Bizonyitds. A 3.7-es tétel bizonyitasabol tudjuk, hogy g(2r,r) = 2(2:__12

), azaz legfeljebb
ennyi Osszeg lehet nullosszeg. Ennyi nullosszeg elérhets két darab —(r — 1) egészet és
n — 2 = 2r — 2 darab 1-et tartalmazé multihalmazzal. Ekkor pontosan 2(:}:?) = 2(2::12)

nullosszegt, r-elemd részhalmaz lesz az n szam kozott. ]

Belattuk az 1.6-os tétel eredményeit és megadtuk az ezt elérd extremalis struktirat is

mindkét esetben.



4. Egész szamok kozti nullosszegek, a sejtés bizonyitasa

A 2-es és a 3-as fejezetben leirt eredményeinkben azt kaptuk, hogy az optimalis konstruk-
ciok kétosztéalytak r < 5 ésr > 7 esetén, azaz csupan két kiilonboz6 értéket tartalmaznak

az extremalis strukturak. Ez alapjan a kdvetkezd sejtést fogalmaztuk meg.

4.1. Sejtés. Legyenek n > r > 1 pozitiv egészek. Az n-elemd nemnulla egészekbdl dllo
multihalmazok esetén az optimdlis konstrukcioban csupdn két kiilonbozd érték szerepel az

n elem kézott. Tovdbbd he, 4y(n,r) = (”;}?J) SEp

Az egzakt értéket hz y(n,7)-re a kbovetkezd konstrukcié motivalta. Vegyiink n — [%]
darab —1l-est és || darab r — 1 egészt. Ekkor mivel » — 1+ (r — 1) - (1) = 0, ezért
ez a konstrukcio tartalmaz (";_%J) - [ 2] darab nullosszeget. Ez megadja az 1.8-as éllitas
alsd becslését, amirsl azt sejtettiik, hogy éles. Ezt a sejtést a szakdolgozat irasa kdzben
latta be Jing Huang [10]. Ebben a fejezetben Huang friss bizonyitasat Osszegezziik és
egyszerisitjik. ElGszor bemutatjuk annak az igazolésat, hogy tetszéleges n > r > 1
értékekre az extremalis struktura kétosztalyt, majd kiszamoljuk ennek a maximumat és

megadjuk hez 4y(n,r) pontos értékeét.

Jeloljiik [n)-nel az {1, 2, ...,n} halmazt és legyen az n nemnulla egészbdl 4ll6 multihalmaz
A={ay,a9,...,a,}.

4.2. Definicio. Legyen P = {i € [n] : a; > 0} a pozitiv egészek indezeinek halmaza A-ban
és N = {i € [n] : a; < 0} a negativaké. Ezek elemszdma legyen |P| =p és |[N| =q=n—p.

4.3. Definicid. Jelolje Sp és Sy a szimmetrikus csoportjat P-nek és N-nek. Ekkor ezek

mérete |Sp| = p! és |Sy| = q!.

4.4. Allitas. hy,)(n,r) < maxi<<, 1 (9)(,7)

r—t
Bizonyitds. Feltehetjiik, hogy p, ¢ > 1, kiilénben nem johetne létre nullosszeg. Legyen X' =
{(5,T): S CP,TCN,|S|+|T'| =r} halmaz. Tehat X-ben a pozitiv és negativ szamok
indexeinek olyan részhalmaz parjai szerepelnek, amelyek egyiitt egy r-elemi részhalmazt

alkotnak A-ban. Vegyiik a kovetkezd részbenrendezést X elemein:
(S,T) = (8"\T") — SCSeéeT CT.

Ez a relacié valoban reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv, azaz (X, <) egy részbenren-
dezett halmaz. Mivel |S| + |T| = r = |S| + |T"|, ezért ha szigoruan (S,T) < (S',7"),
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akkor S'\ S és T\ T” se iiresek. Igy i qim @i — Y sesur @ > 0, mert S\ S-ben csak
pozitiv szamok indexei, T\ T"-ben pedig csak negativ szamok indexei szerepelnek és
nemiiresek. Azt kaptuk, hogy (S,7) < (S',7") esetén a két részhalmazpéar kiilénbo6zé
Osszegt, r-elemt részhalmazokhoz tartozik, specialisan csak legfeljebb az egyik tartozhat

nullosszeghez.

Egy tetsz6leges B 0-Osszegti, r-elemt részhalmazra legyen P(B) = PNB és N(B) = NNB.
lgy a A= {(P(B), N(B)) : |B| = r, B nullésszeg} egy antilanc X-ben és |A| megegyezik
az r-elemi nullosszegek szamaval A-ban. Most valoszintiségi modszerrel becsiiljiik meg
az A halmaz méretét. Legyen az események halmaza ) = Sp x Sy, igy az eseménytér
mérete |2 = p!-q!. Ezen az eseménytéren vegyiink egy egyenletes valoszintiségi mértéket,

igy minden w = (7, 0) € Q elemi eseményre P(w) = }%q,.

4.5. Definicié. Minden w = (m,0) € Q-ra és r —q < s < p egészre legyen

Cs(w) == ({m, ooy ms by {01, ooy 0p—s}). -

Definicio6 szerint C(w) < Csyq(w), igy a C(w) := {Cs(w) : r — ¢ < s < p} halmaz minden
w-ra egy lancot fog alkotni X-ben.

4.6. Definicio. Legyen X : Q — R waldszindségi vdltozo, amely az A antildnc €és a

véletlenszertd C(w) ldnc metszetének méretét adja meg. X (w) := | ANC(w)|

4.7. Definicid. Minden riogzitett e = (S,T) € A antildncbeli elemre definidljunk eqy
I, : Q — {0, 1} indikator valdszinidségi vdltozdt, amire I.(w) =1 <= e € C(w).

Mivel egy antilanc és egy lanc legfeljebb egy elemben metszheti egymast, ezért tud-
juk, hogy minden w € Q-ra X(w) < 1, igy E(X) < 1. Masrészt definicio szerint

X(w) = ccale(w), igy a varhato érték linearitasa miatt

E(X) =) E(L)=) P(ecCw).
ecA ecA
Most a becsléshez kiszamoljuk a P(e € C(w)) valoszintséget egy adott e = (S,7) € A
antilancbeli elemre, ahol |S| = s és |T| =r — s. e € C(w) pontosan akkor fordul el6, ha 7
els6 s eleme pontosan az S halmazt adja, mig o els6 r — s eleme pontosan T'. Ilyen 7 € Sp

permutéciobol s!- (p—s)! darab, mig ilyen o € Sy permutéciobol pedig (r—s)!-(g—r+s)!
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darab van. Ebbdl

slip—s)l(r—s)l(g—r+s)! 1 1
Ple € C(w)) = = — < 1.
ESEE) plq! (\g|) (|%\) - (5%:64 (|§|) (\%) B

Jeloljik 1 < ¢t < r — 1 esetén hs;-vel azon r-elemd nullosszegeket A-ban, amelyek

pontosan t negativ szadmot tartalmaznak. Ekkor ezt a jelolést az el6bbi becslésbe irva

:;11 W < 1. Igy ebbdl az A-beli r-elemii nullosszegek szamara a becslés:

r—t)\t

r—1 r—1
> (e (000) S = ()0 2)

Tehéat megkaptuk az allitast, miszerint hez 4y(n,7) < maxj<i<,—1 (‘g) (Tf t). O

Vegyiink p darab ¢ pozitiv egészt és ¢ = n—p darab ¢t —r negativ egészt. Ebben az n-elemi
multihalmazban lesz (¢) ( ?,) darab r-elemt nullosszeg, mivel (r—t)-t+t-(t—r) = 0. Ezzel
a 4.1-es sejtés azon részét belattuk, hogy elérheté a maximum kétosztalyu konstrukcioval.

A sejtés teljes bizonyitdsahoz és az altalanos valasz megadasihoz még sziikségiink van
maxo<q<n, Maxi<i<,—1 (1) ("7) értékére, azaz a kétosztalyd struktira nullosszegeinek

maximalis szdmara. Belatjuk, hogy ez minden n > r > 1 egészre |[Z] - (”;ﬁj), igy a

4.4-es allitassal egyiitt igazoljuk a 4.1-es sejtést.

Nézziik meg elGszor rogzitett ¢ esetén milyen ¢ értékre lesz a kifejezés maximaélis. Legyen

n = mr + [ alakid, ahol 0 < <r — 1.

4.8. Allitas. Rigzitett 1 < t < r — 1 esetén maxo<q<, (1) ("7 = (%)("_%), ahol
G = Lt(njl)J '

Bizonyitds. Legyen 0 < g < n esetén Fy(q) = (Z) (Z:tq) Ha q <t vagy ¢ > n—r+t, akkor

a szorzat 0, igy elég t < q < n —r +t esetén vizsgalni az értékét. Ekkor
Fl¢+1)  ¢g+1 mn—qg—r+t
Fi(q) q+1-t n—q

Ezt atrendezve azt kapjuk, hogy

Flg+1) 2 F(q) < (@+)n-—qg-—r+t) = (¢+1-1)(n—q)
— (g+1)(t—r)>tlg—n) < tin+1)—r >rq.

t(n:—l) >tésn—7“+t+1—@:w>ovigy

Mivel n > r, ezért .

t < q = Lt("T—H)J < n —r + t. Tovibba az F, novekvésére kapott feltétel alapjan F}
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monoton né t < q < ¢; — 1 esetén és monoton csokken ¢ < g < n —r + t. Azaz megkap-
tuk, hogy Fi(q) maximalis ¢ = LMJ—ben, tehat maxo<g<n (7) ("27) = (%) ("%). 0

r r—t t r—t

4.9. Kovetkezmény. Adott n > r > 1-re elég a maxj<i<,—1 (qtt) (T;jff) értéket meghatd-

rOZN1.

Mivel n = mr + 1, ezért ¢ = mt + a, ahol a = LMJ Legyen b = | — a, igy n — q; =

T

(r—t)m+0b. Mivel t <r—1, ezért a = LMJ < [. Emiatt 0 <[ — a = b, masrészt pedig

r

b:l—a:l—LwJ = ”—WH)W = ((T_t)r(lﬂ)}—lﬁr—t—l, hiszen [ <r — 1.

T T

4.10. Allitas. Fy(q) = (™) ("2%) < m("2").

t r—t r—1

Bizonyitds. Ehhez legyen u = m(t — 1) + a, igy mt + a = u + m. Ekkor (mt“) = (“””) =

t t
S, (™) (,",), amit megszorozva ("_%)-vel azt kapjuk, hogy

A =3 (7)) (L1

Ezt az Osszeget tagonként becsiiljiik feliilr6l. Elgszor ¢ = 0-ra hasznalva a b < r —t — 1
egyenlGtlenséget

1) n—g—rtt+l  (r—t)(m—1)+b+1 _

(rnf_tgtl) N r—t r—t B

azaz (1) ("5) < m(7) (50)-

m,

Most legyen 1 < ¢ < t. Ezen tagokat a kovetkezd lemméaban megfogalmazott becsléssel

fogjuk feliilr6l becstilni.

411 Lemma. (7)(17%) <m(7%,)

Bizonyitdas. i = 1-re egyenlGséget kapunk a két oldal kozott, mig ha ¢ > m, akkor
a bal oldalon 0 all, ezért elegends 2 < ¢ < min{t, m}-re vizsgalni a becslést. Mivel

(T_"tjrgt_l) = (";_(f) H;;ll %ﬁfj_”l, igy elég megmutatni, hogy minden 1 < j <i— 1-re

m—j<n—qt—r+t—j—|—1
j+1 = r—t+j '

(1)

A bal oldalon j < i —1 < m — 1 miatt pozitiv szam all, igy az (1)-es egyenlGtlenséget
Osszeszorozhatjuk minden j értékre, amelyet m-mel megszorozva azt kapjuk, hogy

i1 i1 .
- g —rtt—j+1
mHm jSmHn &TH .j+ .
j:1j+1 ey r—t+j
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A bal oldalon pontosan (T) all, azaz ("r}t) vel megszorozva az egyenlGtlenséget, megkap-
nank a lemma allitasat. Mar csak az (1)-es egyenlétlenséget kell ellendrizni 1 < 7 < i—1-re.

Ehhez ismét hasznaljuk az n — ¢, = (r — t)m + b atirast.

G+l n—qg—-—r+t—7+1)—(m—74)(r—=t+j7)
=@ +D(r=0)m=-1)+b—j+1)—(m—j)r—1t+))
= m == ) G+ Db+ 1= P — (=) —t+))
=jmr—t=1)—(r—-+G+o+1>jr—t—1)—(r—t)+1

G- —t-1)20

Ezzel belattuk (1)-et, ami igazolja a 4.11-es lemma allitasat 1 < i < t-re. O

Most tegylik Ossze az ¢ = O-ra és az 1 <1 < t-re adott becsléseket.
mt—l—a n — q u' n — q szt: u. n—qt
r—t t—1 r—t — t—1)\r—t+i—1
r—1
o ()("I%)fmi(‘-‘x”I”)=m(“*”1%>
=\ \r=1-7 S \iJ\r =1 r—
(r—=)m+b—a (r—=1)m+1 n—m
=m =m =1m
r—1 r—1 r—1

Ezzel belattuk a 4.10-es allitast, feliilrsl becsiiltiik Fy(q;) értékét. O

Az allitds miatt maxy<i<,—1 (qt‘) ("T__‘f) < m( ) Masrészt t = 1 esetén ¢, = LnHJ —m,

igy ekkor valoban eléri a bal oldalon all6 kifejezés a jobb oldal értékét.

max max =m ,
0<g<n 1<t<r—1 \ { r—t r—1

erre pedig konstrukciot is adtunk a fejezet elején. Ezzel belattuk a teljes 4.1-es sejtést,

amivel megkaptuk az 1.9-es tétel eredményét.

4.12. Eredmény. Tetszdleges n > 1 > 1 egészekre hz y(n,r) = (”;_L?) 2]

Ezzel az eredménnyel teljessé valt az 1.1-es probléma megvalaszolasa, azaz az 1.2-es prob-
léma G = (Z, +) esete is.



5. Irracionalis szamok kozti racionalis osszegek

Az eddig vizsgélt 1.1-es problémahoz hasonld kérdést vet fel az 1.4-es probléma, mellyel
ebben a fejezetben foglalkozunk. Itt vizsgalatunk targya tekinthetd egy extremaélis problé-
méanak, melyben a csicshalmaz (irracionélis szamok) algebrai strukturaja adott. Mi a ma-
ximalis szdma az olyan r-elemi 6sszegeknek, amelyek racionalis értéket adnak egy n irra-
cionélis szambol all6 halmazban? A fejezetben ezt a probléméat vektortér-homomorfizmus
alkalmazasaval visszavezetjiik az el6z6 fejezetekben vizsgalt egész szamok kozti nullossze-

gek esetére és ennek segitségével megvalaszoljuk a kérdést tetszéleges r esetén.

5.1. Lemma. Jelolje R az irraciondlis szamaink halmazat. Vegyiik az R dltal generdlt vek-
torteret Q felett, (R) C R. Létezik olyan dsszegtartd homomorfizmus ezen a vektortéren,

amely magtere pontosan a raciondlis szamok halmaza.

Bizonyitds. Ennek a vektortérnek véges bazisa van Q felett, vegyiik ennek egy by, bo, ..., by,
béazisat. Legyen ¢ : (R) — R vektortér-homomorfizmus tgy, hogy #(1) = 0 és

o(b;) = a; Vi, ahol a; linearisan nem Osszefiiggs valos szamok Q felett. Ekkor erre

ker(¢) = Q. O

5.2. Kovetkezmény. Ez a vektortér-homomorfizmus minden raciondlis szamot a 0-ba

MSZ.

A vektortér-homomorfizmust elvégezve tudjuk, hogy az irracionalis szamok nem nulla
valosakba keriilnek. Minden racionalis 0sszeg a 0-ba keriil, ezért most a lehets legtobb

nullosszeget keressiik az 1j szamaink kozott.

5.3. Allitas. Az optimdlis konstrukcidban a raciondlis szdmok vektortere csupdn eqy ir-

racionalis szammal van bévitve.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy legalabb két kiilonb6z6 irracionalis szammal bévitettiik Q-t,
legyen két kiilonbozé baziselem by és by. A feladatban szerepl§ irracionalis szémaink a
béziselemek linearis kombinacioi, ezeknek vizsgaljuk az Osszegeit, amelyek koziil a lehetd
legtobb nullosszeget szeretnénk elérni. Minden nullésszegben a béziselemek egyiitthatoi
pontosan 0-ra kell, hogy Osszeadddjanak. Megmutatjuk, hogy I\ € R, hogy a by — by
béziscserével a nullosszegek szdma nem csokken. Minden nullésszegben a csere el6tt a
baziselemek egyiitthatoinak dsszege kiilon-kiilon 0 volt, ez a csere utan is megmarad, hi-

szen a A € R-val val6 szorzas meghagyja az egytitthatok osszegét 0-nak. Az lehet csupan
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probléma, ha valamelyik korabbi irracionalis szambol a csere utdn racionélis lesz, azaz
a1by + asby — a1by + asAby = (a1 + Aag)by € Q. Véges sok szamunk van, ezért meg tudjuk
olyannak valasztani A-t, hogy semelyik szamra se legyen a; 4+ Aas = 0, igy mindegyik szam
irracionélis maradjon. Ezutan a baziscsere utéan az elsé két baziselemet (b, Aby) egybe-
vonhatjuk, igy eggyel kevesebb baziselem esetén is talalunk legalabb annyi nullosszeget,
mint kordbban. Amig a vektortér dimenzidja legalabb 2, ezt ismételhetjiik, mig elériink

egy 1-dimenziés konstrukcidig. O

5.4. Kovetkezmény. A nullosszegek mazimdlis szama felvétetik olyan konstrukcioban
18, ahol Q csak eqy irraciondlis szammal van bévitve, azaz a szdmaink kozott csak egy
B irraciondlis szam ractondlis tobbszorosei szerepelnek. Minden szamot B-val leosztva a
nullosszegek halmaza nem vdltozik. Ezzel a probléma dtfogalmazhato nemnulla raciondlis

szamokra, amelyek kozott a lehetd legtdbb nulldsszeget keressiik.

Ha adott véges sok nemnulla racionélis szam, akkor az Gsszes szamot felszorozhatjuk az
Osszes nevez$ szorzataval, hiszen a nullosszegeket ez sem befolyasolja. Ezzel megkaptuk,
hogy az 1.4-es probléma val6jaban visszavezetheté az 1.1-es probléméra, elég nemnulla
egészek kozott keresni a nullosszegeket. Ezt a problémat mar vizsgaltuk a 2-es, 3-as és 4-es
fejezetekben, ahol belattuk a bevezetésben megadott szamszerd eredményeket tetszéleges
n > r > 1 esetén (1.9). Most is ezeket az eredményeket kapjuk, amikor n irracionélis szam

kozott szeretnénk a lehetd legtobb racionélis Osszeget elérni.

5.5. Eredmény. hq-(n,r) = [%] - ("*L%J)'

r—1

A korabbi fejezetekben lattuk, hogy ezen értékek kozt valoban egyenl@ség all fenn, a 2-es,
3-as és 4-es fejezetekben a fels§ becslések mellett megadtuk az ezeket eléré extremélis
struktirakat is. Most az 1.4-es problémaban az extremaélis struktdra annyiban moédosul,
hogy a (Z,+) eset +1-esei helyett o szamokat vesziink valamilyen o € Q*-ra, mig a —1-
esek helyett —a szémokat tesziink a struktturéaba. Ebben a probléméban még az is elérhetd,
hogy az extremalis struktiraban csupa kiilénb6z6 irracionélis szam szerepeljen, hiszen
tetszéleges irracionélis szamhoz valamilyen racionalis szamot hozzaadva nem modosul a
racionalis Osszegek halmaza. Igy az a és —a szamokhoz kiilonbozd racionalis szamokat

hozzaadva is extremalis strukturat kapunk, mar csupa kiilonbo6zé irracionalis szammal.

5.6. Megjegyzés. A kulcsgondolat ebben a problémdban az 5.1-es lemma volt a vektortér-
homomorfizmusrol. Ezt a lemmdt és ennek a lemmdnak az 5.4-es kévetkezményét a dolgo-

zat végén szerepld kapcsolodd kérdésekben (8) is alkalmazhatjuk, igy ekvivalens, hogy éppen
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a G = (Z,+) esetrdl vagy az irraciondlis szdmok kiozti raciondlis dsszegek problémdjdrol

beszélink-e.



I1. rész

6. G = (Zy", +) csoport

Ebben a fejezetben az 1.2-es problémaval foglalkozunk G = (Z,%, +) Abel-csoport esetén.
Zy"ben egy elem x = (1,Ts,...,24) alakd, ahol Vi : z; = 0 vagy 1, azaz ez egy Z,
feletti d-dimenzios vektortér, a vektorokat Z, felett koordinatanként adjuk ossze. Mivel
a csoportban nemnulla elemek Osszegeit vizsgaljuk, ezért a csupa 0 koordinataju vektor
nem lehet az n-elemi sorozatban. Belatjuk az 1.10-es és 1.11-es tételek ide vonatkozo

eredményeit.

6.1. Allitas. Ha r pdros, akkor elérhetd, hogy mind az (:f) darab r-elemi részsorozat

osszege 0 legyen.

Bizonyitds. Legyen az n-elemt részsorozat dsszes eleme azonos, a # 0 csoportelem. Ekkor

minden r-elemtd részsorozat Osszege r-a =2k -a =2 - (ka) = 0. O]

Innentdl feltessziik, hogy r > 1 paratlan. Ekkor ha d = 1, akkor G* = {1}, azaz egyetlen
nemnulla elem szerepel a csoportban. Ezt r-szer 0sszeadva 1-et kapunk, igy itt nem létezik

0-Osszegii, r-elemi részsorozat. Emiatt feltessziik, hogy d > 2, azaz G # Z,.

| darab (0,..,0,0,1) € Zy* elemet, || darab
| darab (0,...,0,1,1) € Zy* elemet.

6.2. Konstrukci6. Vegyiink

(0,...,0,1,0) € Zy* elemet és |t

5
+2

Ez [2] + %] + [ %2] = n csoportelem és (0, (0,...,0,1,0)+(0,...,0,1,1) =

1)+
(0,...,0,0,0), ezért ebben a konstrukciéban letrejo L%J |2 J | 2£2] darab 0-Osszegt,

haromelemi részsorozat. Igy hga y(n,3) > [ 5] - |25 - [ 222
A fels6 korlat bizonyitésa el6tt egy segédlemmaéat kimondunk.

6.3. Lemma. Minden 0-0sszeg hdarom kiilonbozd csoportelem dsszegeként dll eld.

Bizonyitds. Ha két azonos elemet valasztunk egy osszegbe, akkor ezek 6sszege 0 Zy%ben,

igy a harmadik 6sszeadand6 csak a nullelem lehetne, ami ellentmondés. O]

6.4. Allitas. h,a\(n,3) < 2] - [22] - | 22].
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Bizonyitds. A csoport elemeit pontokkal, a 0-6sszegli harmasokat pedig egyenesekkel
jelolve, a 0-Osszegek a csoport elemein minden d > 2 értékre egy véges projektiv sik
egyeneseihez hasonlé strukturat alkotnak, mivel a+b+c =0 <= a+0b = c egy egyenest
hataroz meg. Példéul d = 3 esetén hét nemnulla eleme van a csoportnak, és mivel barmely
két Osszeadand6d meghatarozza a harmadikat, amivel 0-0sszeget alkotnak, (;) . % =7
kiilénb6z6 haromelemt 0-6sszeg van. Ebben az esetben a pontokkal és egyenesekkel valo
megfeleltetésben a Fano-sikot kapjuk vissza strukturaként. Megjegyezziik, hogy r > 3
esetén ez mar nem teljesiil, mert ekkor egy 0-6sszeghe méar valaszthatunk azonos elemeket

1S.

d = 2 esetén harom nemnulla elem szerepel a csoportban: (0,1),(1,0),(1,1), igy
minden 0-6sszegben egy-egy szerepel mindharom elembdl. Legyen az n-elemd sorozat-

ban ezek darabszama ai,ay és agz, ekkor a 0-Osszegli harmasok széma ajasaz. Mivel
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aminek a kiilonbsége legalabb 2, és ezeket egymas felé tolva 1-gyel, ndne a szorzat. Igy

Dz, (n,3) < [5]- 1% 1552

a; + as + az = n, ezért ajasaz < | |- L”T”J, kiilonben lenne két darabszam,

d > 3 esetén azt fogjuk megmutatni, hogy létezik olyan sorozat, amiben egyetlen egyenes
mentén talalhaté mind az n elem, és legalabb annyi hédromelelmt 0-Gsszeget tartalmaz,
mint az eredeti sorozat. G*-ban ekkor 2¢ — 1 darab elem van, jeldljiik ezeket g, ..., gga_1-
gyel, mig minden ¢-re jelolje a; az n-elemi sorozatban a g; csoportelem darabszémat.
Szimmetria miatt feltehetd, hogy V' 1 <4 < j < 2?—1:a; > a;. Minden 0-8sszegben
harom kiilonb6z6 elemet adunk 6ssze és két elem meghatarozza a harmadikat, ezért a ren-

dezési tétel miatt olyan 0-0sszegekbdl, amelyekben a legkisebb indext elem g,,, legfeljebb
| 2=t

E A O +2k—1Am+-2k
k=1

darab lehet. Cseréljiik le ezt a kovetkezd n-elemti sorozatra: a; darab (0,0, ...,0,0,1) € 75,
2d71_1 d . 2d71—1 d
w—1 g darab (0,0,...,0,1,0) € Zy" és Y ,_,  aok+1 darab (0,0,...,0,1,1) € Zy

elem. Ebben Osszesen a; - Zz(:*l Ao - Zid:_llfl ask41 darab 0-Osszeg van. A kovetkezd al-

litdssal megmutatjuk, hogy ez legaldbb annyi 0-0sszeg, mint amennyi eredetileg szerepelt.
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6.5. Allitas.

d_y_
9d_g =] 2d-1_1 2d-1_1
g E U U2k —1 02k < A7 - g oy, - g A2k+1-
m=1 k=1 k=1 k=1

Bizonyitds. Kiilon feliilrél becsiiljiik a bal oldalon all6 6sszeadandokat, amikor m paratlan,

majd amikor m paros. Ha m péaratlan, akkor
| 2=t | 2=t | 2=t

E U U2k —1 A2k < E Uy A2k A2k < E 102k Gmi2 (1).

A jobb oldalon kapott 6sszeadandok szerepelnek a bizonyitand6 egyenlétlenség jobb olda-
lan is, és minden Gsszeadando legfeljebb egyszer jelent meg (1)-ben, hiszen adott m esetén
olyan szorzatokat kaptunk, amiben az utolso6 tényezd indexe m-mel nagyobb a mésodiknél.
Ha pedig m paros, akkor

L”*%J L%%J Lﬂ%J

E W U 4-2k—1 A2k < E U Q125 Q2% +1 < g 1ok aok 1 (2),
k=1 k=1 k=1

amely Osszeadandok ismét megjelennek Gsszeadandoként a bizonyitandd egyenlStlenség
jobb oldalan. Minden 6sszeadandé legfeljebb egyszer szerepel (2)-ben is, adott m esetén
olyan szorzatokat kaptunk, amiben az utolsé tényezd indexe m — 1-gyel kisebb a méasodik

indexnél. Igy az (1) és (2) becslést dsszetéve megkapjuk az allitast. ]

Ezzel belattuk, hogy d > 3 esetén is visszavezethet§ a kérdés a d = 2-es esetre, ami-
kor az m-elemi sorozat egy egyenes mentén fekszik. Errsl belattuk, hogy legfeljebb
[2] - [%H] - [2£2] darab haromelemt, 0-sszegili részsorozatot tartalmazhat, azaz iga-

zoltuk, hogy d > 2 esetén hz,a ) (n,3) < 5] R O

A 6.2-es konstrukcié és a 6.4-es allitas egyiitt megadja az 1.11-es tétel ide vonatkozo

eredményét, miszerint h,a y(n,3) = [2] - [%2] - [22].

6.6. Allitas. Tetszbleges r esetén d > 2 mellett, ha eqy sorozatban valamelyik nemnulla
csoportelem nem szerepel, akkor a 0-osszegek szama feliilrdl becsiilhetd eqy d —1-dimenzios

sorozat 0-dsszegeinek szamdval.

Bizonyitds. A csoportelemek szimmetriaja miatt feltehets, hogy a (0,0, ...,0, 1, 1) elembdl

nincs az n-elemi sorozatban. Ekkor vegyiik azt a ¢4 : Foa — Foa—1 leképzést, amire

Ga (21, %, ooy Tag—o, Ta—1, Ta) —> (T1, T2, ..., Tg—a, Ta—1 + ).
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A ¢4 leképzés szerint minden d-dimenzidban 1évS 0-Gsszegili harmas képe egy d — 1-
dimenzidban 1év6 0-6sszegii harmas, hiszen koordinatanként az Osszegek 0-k voltak,
és ezt megtartja a leképzés. Tovabba semelyik elem sem keriil a nullelembe, hiszen
kerpg = {0;(0,...,0,1,1)} és ilyen elemek nem szerepeltek a sorozatban. A leképzés
megad egy d — 1-dimenzi6s sorozatot, amiben legaldbb annyi 0-Osszeg szerepel, mint a

d-dimenziosban. O

Péros 7 és r = 3 esetén megvizsgaltuk a kérdést a (Zy?, +) csoportban, igy most atté-
riink részeredményeinkre nagyobb paratlan r esetén. Az r = 3 mellett latott optimélis

konstrukcié r = 5-re a kdvetkezs becslést adja.

6.7. Allitas. d > 2 esetén

(g) - 3a? ha n = 3a alaki
hz,a 4y (n,5) > (a;rl) - (3a? — 4a) han = 3a+ 1 alaku
(“*) - (Ba®+a—2) han=3a+2 alaki.
6.8. Konstrukcié. Vegyiink |3 | darab (0,0, ...,0,0,1) elemet, L”T“j darab (0,0, ...,0,1,0)
elemet és | 2| darab (0,0, ...,0,1,1) elemet.

3

Ekkor minden olyan 6t6s, ami az egyik elembdl harmat, a masik kett6bdl egyet-egyet
tartalmaz, 0-Osszegid lesz, hiszen (0,0,...,0,0,1) + (0,0,...,0,1,0) + (0,0,...,0,1,1) =

(0,0,...,0,0,0). Igy a 6.8-as konstrukciéban n = 3a esetén a 0-Gsszegl, Otelemd rész-

sorozatok szama 3(;) - a?

2<§>a(a+1) 4 (“gl)cﬂ _ (“;1)(za(a—2)+a2) _ (“;1) (302 — da),

mig ha n = 3a + 2, akkor ez

2 <a ;: 1)a(a+1)+ (g) (at+1)? = (a ; 1) (2a%+2a+(a+1)(a—2)) = (a + 1) (3a*+a—2).

, n = 3a+ 1 esetén ezek szama

3

Ezzel bizonyitottuk a 6.7-es allitast.

6.9. Megjegyzés. Bizonyithato, hogy ha r = 5 esetén eqy n-elemi sorozatban létezik a

6.8-as konstrukciondl tobb 0-osszeget tartalmazo sorozat, akkor van olyan nemnulla cso-

20

s (n —6) darab szerepel az n-elemi sorozatban. Ha n-et

portelem, amelybdl tobb, mint
noveljiik, akkor ;—(l)(n — 6) aszimptotikusan tart %n—h@z, azaz elég nagy n-re lesz olyan

csoportelem, ami a sorozatnak nagyjdbol a negyedét kiteszi. Ez az dllitds eqy kétszeres
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leszdmldssal igazolhato, minden 0-0sszegi, dtelemi részsorozatot megszamolhatunk tetszd-
leges négy elem wrdnydbol, mivel négy elembdl egyértelmi az 6todik is eqy 0-6sszegben. n-et
3a+b alakba irva, ahol b € {0, 1,2}, megkapjuk a megadott becslést a legnagyobb darabszd-
mii csoportelemre. Felsd becslést ebbol a gondolatmenetbdl nem kapunk hg a \(n,5) érté-
kére, de azt az intuitiv sejtést alatamasztja, hogy a mazrimalis szami 0-6sszegek eléréséhez
a kiilonbozd csoportelemekbdl nem egyenletesen kell az n-elemi sorozatnak tartalmaznia,

kell lennie olyan elemnek, aminek a darabszdma jelentdsen nagyobb.

Ebben a problémaban az r = 3-as extremélis struktira alapjan az a sejtésiink, hogy
a (ng,—i-) csoportban nagyobb paratlan r esetén is hasonléan 2-dimenzioban elfér az
extremalis struktira, azaz csupan haromféle nemnulla csoportelembdl szerepel az n-elemt

sorozatban. Ezt a kovetkez6 sejtésben fogalmazzuk meg.

6.10. Sejtés. Pdratlan r > 3 esetén a G = (Zy, +)-beli n-elemi sorozatok kézitt az
optimdlis konstrukcio a kovetkezd. |%] darab (0,0,...,0,0,1) € Zy% elem, L"THJ darab
(0,0,...,0,1,0) € Zy* elem és L”T”J darab (0,0, ...,0,1,1) € Zy* elem. Specidlisan a 6.7-

es dllitasban valojaban eqyenldség szerepel.



7. GG Abel-csoport, r < 4

Ebben a fejezetben az 1.2-es problémaval foglalkozunk r < 4 esetén. Altalanos G Abel-
csoport esetén belatjuk az 1.10-es tétel eredményét, azaz 2-elemi részsorozatok esetén
a 0-0sszegek maximalis szamét. Ezt kovetGen attériink az r = 3 eset vizsgalatara, ahol
igazoljuk az 1.11-es tétel eredményeit. Ennek egy alesetét mar vizsgaltuk a 6-os fejezet-
ben, ahol G = (ZQd, +) Abel-csoport esetén megadtuk a 3-elemii, 0-0sszegii részsorozatok
maximalis szamat és az ezt elérs strukturat is leirtuk. Ezeket a problémékat vizsgaltuk a
(Z,+) Abel-csoport esetén is, ahol belattuk tetszéleges r mellett az 1.9-es tétel allitasat
a korabbi fejezetekben (2, 3, 4).

7.1. Definici6. Nevezziik g1 € G*-et és go € G*-t fliggetlennek, ha nincs olyan r-elemi,

0-0sszeqt részsorozat az n-elemi sorozatban, amiben g, €s go is szerepel.

7.2. Allitas. Ha G tartalmaz mdsodrendd g € G elemet, akkor hg(n,2) = (3).

Bizonyitds. Ha az n-elemt sorozat minden eleme ¢, akkor mind az (g) részsorozat Osszege

2.9 =0 lesz. [

7.3. Allitas. Ha G egy Abel-csoport, amiben nincsen mdsodrendd elem, akkor
ha(n,2) = [5]-[51 = %]

Bizonyitds. Minden nemnulla csoportelem pontosan egy mésik csoportelemmel alkot O-

Osszeget, mégpedig az inverzével. g € G esetén g + (—g) = 0 és g # —g, kiilénben g
masodrendd elem lenne, tovabba g # 0 miatt —g # 0. g # h esetén —g # —h, igy a
0-0sszegek diszjunkt parokat alkotnak a csoportelemek kozt. Ha az n-elemi sorozatban
szerepelnek csoportelemek legalabb két diszjunkt 0-6sszegt parbol, akkor tudjuk novelni
az ilyen parok szamat. Jelolje kg, k_g, ki, k_p, a g,—g,h, —h elemek darabszdmat az n
elemd sorozatban, ahol h # ¢ és h # —g. Feltehetd, hogy k,,k_;, > 0, ekkor ezek kozt
kg - k_g + ky - k_j, 0-0sszeg szerepel. Ha ezen elemek helyett vesziink %, + kj; darab g-t
és k_y + k_j, darab —g-t, akkor (k, + k) - (k—g + k_p) > kg - k_g + ky, - k_j, 0-Osszeg lesz
koztiik, mig a tobbi 0-6sszeg ugyanaz maradt. Igy névelhetjiik a 0-0sszegek szamat addig,
amig mér csak g és —g elemek szerepelnek a sorozatban. Ekkor k, - k_y < |5] - [5] a
szamtani-mértani kozepek kozti egyenlStlenség miatt. Legfeljebb |2 |- [5] darab 2-elemt
0-0sszeg lehet egy ilyen Abel-csoportban, amennyi el is érhetd, ha vesziink egy g # 0

elembdl | 2| darabot és —g-b6l [2] darabot. Igy ha G nem tartalmaz masodrendii elemet,
2

akkor hg(n,2) = %] O
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Ezzel belattuk az 1.10-es tételt. A koévetkez6kben r = 3 esetén vizsgéljuk az Abel-
csoportokat és hg(n, 3) értékét.

7.4. Allitas. Ha G tartalmaz harmadrendi g € G elemet, akkor hg(n,3) = (3).

n
3

3-9=0 lesz. O

Bizonyitds. Ha az n-elemi sorozat minden eleme ¢, akkor mind az ( ) részsorozat Osszege

7.5. Tétel. Ha G egy Abel-csoport, amiben nincsen sem mdsodrendd, sem harmadrendi

csoportelem, akkor hg(n,3) = ( Qgﬂ) 2.

A tétel igazolasa el6tt még elSkészitjiikk a bizonyitast fogalmak bevezetésével, és a tétel
grafelméleti vizsgédlataval. Kimondunk és beldtunk két lemmat, amelyek segitségével
igazoljuk, hogy legfeljebb U%ﬂ) - |5 darab 3-elemt, 0-Gsszegii részsorozat lehet a
sorozatban és megadjuk az ezt eléré konstrukciot is.

Mivel feltettiik, hogy G-ben nincsen harmadrendd elem, ezért minden 3-elemd, 0-6sszegt
részsorozat tartalmaz legalabb két kiilonbozs elemet. Igy egy g € G elem haromféle 0-
Osszegben szerepelhet: g + h + f = 0 harom kiilonbo6z6 csoportelemmel, 2g + d = 0 vagy

g+ 2c = 0 két kiilonbo6z6 csoportelemmel.

7.6. Definicio. Hivjuk a csak két kiilonbozd csoportelemet tartalmazo 0-dsszegeket elfa-
juldé 0-dsszegnek. Nevezziik az elfajulo dsszeg fejének azt a csoportelemet, amibdl az adott

elfajulo dsszeqg kettdt is tartalmaz.
7.7. Allitas. Minden g € G* elem legfeljebb kétféle elfajuld 0-6sszegben lehet.

Bizonyitdas. 2g+d = 0 csak akkor teljesiil, ha d = —2¢g, azaz d a 2¢g elem inverze. Tovabba
ha g+ 2c¢; =0 és g+ 2¢5 = 0, akkor 2(¢; — ¢3) = 0, de mivel G-ben nincsen masodrendii

elem, ezért ez csak ugy teljesiilhet, ha ¢; —co =0 <= ¢; = cs. ]

7.8. Lemma. Létezik olyan optimdlis konstrukcio, amelyben nem szerepel fiiggetlen f és

g csoportelem.

Bizonyitds. Indirekten tegyiik fel, hogy az optimalis konstrukciéban szerepel két fliggetlen
csoportelem, f € G* és g € G*. Legyen az f elem darabszdma a sorozatban F', mig a g
elemé G, és jeloljiik hasonloan a darabszamokat a tobbi csoportelem esetén is. a+b+f =0

esetén A- B - F 0-6sszeget kapunk, 2c+ f = 0 tovabbi (g) - " 0-6sszeget ad, mig 2f+d =0
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pedig (g ) - D 0-6sszeget ad. Igy az f csoportelemet tartalmazo 0-6sszegek szama felirhato
(5) - X J’f + F- WJ'C alakban. Ekkor mivel f és g fliggetlenek, ezért az f-et vagy a g-t

tartalmazo 0-0sszegek szama:
F / ! G / / . 2 2
5 X+ W+ 5 Xo+GW, = FE X+ FWi+G" X +GW, (X, Xy, F,G > 0) (1)

7.9. Allitas. Vagy a sorozatban szerepld f csoportelemek mindegyik példdanydt g-re cserél-
ve vagy a sorozatban szerepeld g csoportelemek dsszes példanydt f-re cserélve a 0-0sszegi

hdrmasok szdma nem csokken.

Bizonyitds. Mivel nincsen f-et és g-t egyszerre tartalmazo 0-Osszeg, ezért csak kiilon az
f-et tartalmazo és a g-t tartalmazo 0-Osszegek széma fog valtozni az elemek cseréjekor. A

0-Osszegek lehetséges szama a kétféle csere utan
(F+G)’X;+(F+G)W; (2) vagy (F+G)PX,+(F+G&GW, (3)

lesz. Ha mindkét cserével csokkent volna a 0-Gsszegek szédma, akkor mindketts kisebb

lenne az eredeti darabszamnal: (1) > (2) és (1) > (3). Azaz
F°X;+ FW; + G*X, + GW, > (F + G)’X; + (F + G)W;
6s 2 X+ FW; + G*X, + GW, > (F + G)*X, + (F + G)W,
ezeket rendezziik at.
G*X,+GW, > G*X; +2FGX; + GW; és F*X;+ FW; > F?°X, +2FGX, + FW,
GXy+Wy>GX;+2F X, +Wyp & FXp+W;>FX,+2GX, + W,

A kapott két egyenlGtlenséget Osszeadva:

GXg+Wy+FX;+W;>GXp +2F Xy + Wi+ FX, +2GX, + W, <=

< O>FXf+FXg+GXf—|—GXg:(F+G)'<Xf—|—Xg)ZO

Ez viszont ellentmondés, 0 > 0 nem teljesiilhet. Igy valamelyik cserével nem csékkent a

0-0sszegek szama, ezzel igazoltuk a 7.9-es allitéast. O

Az allitasbol egyenesen kovetkezik a lemma allitésa is, hiszen azt kaptuk, hogy lehet olyan
optimaélis konstrukciot is adni, amiben nincsen olyan f és g csoportelem, amik fliggetlenek.

Ezzel belattuk a 7.8-as lemmat. O
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Ebbdl kovetkezGen, ha egy optimalis konstrukcioban szerepel a g csoportelem, akkor fel-
tehets, hogy —g nem szerepel benne. Mivel GG-ben nincsen masodrendi és harmadrendi
elem sem, ezért nem lehet benne 2k-rendd, illetve 3k-rendi elem sem, kiilénben k - g egy

mésodrendd vagy harmadrendd nemnulla elem lenne a csoportban.

7.10. Lemma. Létezik olyan optimalis konstrukcio, amelyben legfeljebb hdrom kiilonbézd

csoportelem szerepel.

Bizonyitds. Indirekten tegyiik fel, hogy legalabb négy kiilonb6z6 csoportelem szerepel az
optimélis konstrukcioban. Ekkor van koztiik 3 kiilléonb6z6 a, b és ¢ csoportelem, amelyre
a+b+c# 0. A 7.8-as lemma miatt feltehets, hogy nem szerepel a sorozatban —a, —b, —c.
Mivel a és b szerepelnek az optimélis konstrukcioban, ezért nem fiiggetlenek, igy lesz a
sorozatban —a — b is, hiszen ezzel alkotnak 0-Gsszeget. —a — b # 0, mivel —a # b, de
el6fordulhat, hogy —a — b megegyezik a, b, ¢ elemek valamelyikével. Hasonléan —a — ¢ és
—b — ¢ csoportelemek is el6fordulnak a konstrukcibban. —a — b # —a — ¢, mivel b # ¢, igy
—a — b és —a — c se fliggetlenek, azaz szerepel a 2a + b + ¢ csoportelem is a sorozatban.
2a + b+ c # —b— ¢, killonben 2(a + b+ ¢) = 0 miatt az a + b + ¢ nemnulla csoportelem
masodrendii lenne, ami ellentmondés. Igy ahhoz, hogy a 2a + b+ ¢ és a —b — ¢ se legyen
fiiggetlen, kell lennie —2a-nak is a sorozatban. —2a # 0, mivel nincs masodrendd elem G-
ben. Hasonl6an el6fordul —2b és —2c¢ is a konstrukciéban, ahol ezek tovabbra is kiilonb6zé

nemnulla csoportelemek és —2a — 2b — 2¢ # 0 is teljesiil.

7.11. Allitas. Tetszdleges egész l-re lesz a sorozatban (31 + 1) - a csoportelem.

Bizonyitas. Mar tudjuk, hogy az a,b, c mellett a —2a, —2b, —2c¢ csoportelemek is szere-
pelnek a sorozatban és ezekre is teljesiil, hogy az Osszegiik nemnulla. Az el6bbi 1épéseket
ismételjiik meg a —2a, —2b, —2c¢ elemekre, igy azt kapjuk, hogy a 4a elembdl is lesz az
n-elemi sorozatban. a # 4a, mivel a # 0 nem harmadrendi elem. Mivel a és 4a is sze-
repel a sorozatban, ezért —ba is benne lesz a konstrukciéban, hogy a és 4a ne legyenek
fiiggetlen elemek. Hasonlo érveléssel a —2a és a —5a elemek miatt 7a is lesz a sorozatban.
a # Ta, mivel 6a # 0, hiszen nincsen 2k-rendi elem a csoportban, igy a és 7a miatt —8a
is szerepelni fog a konstrukcioban. Ezt folytatva indukcioval azt kapjuk, hogy (3k + 1)a
és (3k+4)a miatt —(6k +5)a, mig (3k+ 1)a és (3k + 7)a miatt —(6k + 8)a is el6fordulnak

a sorozatban. Ezzel minden egész l-re (31 + 1) - a is lesz a sorozatban. ]

7.12. Megjegyzés. Ezen elemek kozt lehetnek azonosak, példdul ha a rendje 5, akkor
a = 16a teljestil.
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Most a 7.11-es allitas segitségével folytatjuk a lemma bizonyitasat. Ha nincs olyan k, amire
k-a =0, akkor a (3l + 1) - a csoportelemek mind kiilénbozéek, igy a sorozatban mind-
egyikbdl kéne lennie példanynak, ami ellentmondas, hiszen a sorozat véges sok elembdl
all. Ha a rendje 3m + 1 alaka, akkor 7.11 alapjan szerepel a sorozatban (3m +1)-a = 0,
ami szintén ellentmondas. Ha pedig a rendje 3m + 2 alaki, akkor szerepel a sorozatban
(32m+1)+1)-a=2-(3m+ 2)a = 0-nak, ami szintén ellentmondas. Mindkét esetben
a nullelem is szerepelne a sorozatban, ha nem lenne két fliggetlen csoportelem. A 7.8-as
lemma miatt tudjuk, hogy van olyan optimalis konstrukci6, amiben nincsenek fiiggetlen
elemek, igy ebben legfeljebb harom kiilonb6z6 csoportelem lehet, raadasul az osszegiik a

nullelem lehet csak a bizonyitas alapjan. Ezzel belattuk a 7.10-es lemmat. O]

A 7.5-0s tétel bizonyitdsa. Ha G egy Abel-csoport, amiben nincsen se masodrendd, se
harmadrendd csoportelem, akkor a 7.10-es lemma alapjan az optimalis konstrukcié két-
féle lehet. Vagy a, b, c elemek szerepelnek benne, ahol a + b+ ¢ = 0 vagy f és g ele-
mek, ahol 2f + ¢ = 0. Mindkét konstrukcié csak egyfajta 0-Osszeget tartalmaz, mivel
f+29=0= f—g=0 <= f = gnem lehetséges, mig 2a+b =0 <= a = csem telje-
siilhet és szimmetrikusan a tobbi 6sszeg sem lehet nulla. El6bbi esetben a struktara A-B-C'
darab 0-0sszegt, 3-elemi részsorozatot tartalmaz, utoébbi esetben (5) - G darabot, ahol
A+B+C = n = F+G. Mivel a szorzotényez6k dsszege n, ezért A-B-C' < | 2]-| %] [2£2].

Hasonléan, (1) -G < ( %n]) - [ 3]. Ennyi 0-6sszeg valoban el is érhetd, ha az n-elemt so-

rozatba J%ﬂ darab f # 0 elemet és |%] darab g := —22f # 0 elemet valasztunk. Mivel
Vn-re ([gﬂ) 2] > B[22, ezért hg(n, 3) = Ugnw) -3 ]. Ezzel belattuk a 7.5-6s
tételt és igazoltuk az 1.11-es tétel ide tartozo eredményét. O]

7.13. Megjegyzés. A 7.5-0s tétel belatisanak kulcsgondolata a figgetlen csoportelemek
mentén valo optimalizdlas volt, belattuk, hogy létezik olyan optimdlis konstrukcio is, amai-
ben nincsenek figgetlen csoportelemek. Ehhez a kilonbozd dsszegek (elfajulo és nemelfajulo
hdrmasok) struktirdjdat vizsgdltuk. A bizonyitds egy az egyben alkalmazhats a (Z,+) esetre
is, hiszen ez sem tartalmaz mdsodrendd, illetve harmadrendd elemet. Igy a kapott szdm-
szerd eredmény érthetd modon megegyezik a 2.6-o0s dllitas eredményével. Hasonlo megko-
zelités alkalmazhato az 1.4-es probléma r = 3-as esetében is. Ezzel adhato egy bizonyitds
az 5-0s fejezetben haszndlt vektortér-homomorfizmus nélkil is a mazimalis szami raci-
ondlis 0sszegre az irraciondlis szamok halmazaban. Itt is készithetink egy hipergrifot az
n darab irraciondlis szambdl, melyben a raciondlis dsszeql szamhdrmasokat feleltethetjiik

meq eqy-eqy hiperélnek. Ebben a grdfban bizonyos részgrifok kizdrt strukturdk lesznek, igy
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kereshetiink fiiggetlen csucspdarokat, mikézben a lehetséges elfajulo raciondlis dsszegekre is
figyeliink. Ez a bizonyitds hosszabb és technikdsabb, mint az dltalunk adott gondolatmenet
az egészek kozti problémdra vald dtfogalmazdssal, viszont szép pdarhuzamban dll a 7.5-ds

tétel elobb bemutatott bizonyitdsdval.

7.14. Allitas. Ha G Abel-csoport nem a (Za,+) csoport, és G-ben minden nemnulla
L5 152

Bizonyitds. Ebben az esetben GG izomorf egy elemi Abel 2-csoporttal, amirél belattuk a

csoportelem mdsodrendd, akkor hg(n,3) = [%] -

6.4-es allitasban, hogy legfeljebb [ %] - [ 25| . |22 ] darab 3-clem, 0-9sszeg( részsorozatot

tartalmazhat. Erre konstrukciot is adtunk (6.2). O

7.15. Sejtés. Ha G egy Abel-csoport, amiben nincsen harmadrendd csoportelem, de tar-

n

talmaz mdsodrendd és nagyobb rendi csoportelemet is, akkor hg(n,3) = ([%ﬂ]) 5]

Ezt a sejtést a kovetkezs konstrukcidé motivéilja. Ha G tartalmaz 4 < k-adrendt elemet

is, akkor vegyiink egy ilyen g € G* elemet, és vegyiik még h := —2g # 0-t is. Ek-

2n
3

( %ﬂ) - | 3] darab haromelemti, 0-6sszegii részsorozat. Ez megadja a sejtésbeli egyenlGség-

kor ha az n-elemt sorozat [%'| darab g-t és |%| darab h-t tartalmaz, akkor létrejon

bél a hg(n,3) > ([%ﬂ]) - [ 3] egyenlétlenséget. A korabbi optimélis konstrukciok alapjan
az a sejtésiink, hogy ez az egyenlGtlenség éles és ebben az esetben is kétosztalyu lesz az

extremalis struktura.
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8. Kérdések kiilonboz6 elemszamu osszegekkel

Ebben a fejezetben attértink a kiindulasi problémahoz hasonldé kapcsolodd kérdések
targyalasara. Eddig az 0sszegek minden esetben rogzitett méretiiek voltak, de kézenfekvs
vizsgalnunk olyan kérdést is, ahol ez nem adott. Elgszor a G = (Z, +) csoport felett vizs-
galunk kapcsolodo problémét, amire az 5-0s fejezet alapjén visszavezethetd az irracionalis
szamok kozti probléma is. Igy az itt kapott eredmény megegyezik azzal, amit irracionalis
szamok kozott a racionalis 6sszegekre kapnank. Vegyiik az n-elemi G*-beli sorozat 0sszes
részsorozatanak Osszegét. A kérdésiink, hogy ezek koziil legfeljebb mennyi Osszeg lehet
nullosszeg. Belatjuk az 1.13-as tétel allitasat, miszerint h(n) = (Lg J)' A fejezet késsbbi
részében egy mésik kapcsolodo kérdést vizsgalunk, amely az 1.4-es probléma egy varidnsa.
Itt az irracionalis szamaink olyan Osszegeivel foglalkozunk, amelyek Osszeadandoi egy

intervallumbol keriilnek ki, és ezek kozott keressiik, hogy legfeljebb mennyi Gsszeg lehet

n2

racionalis. Belatjuk az 1.15-0s tétel allitasat, miszerint ho(n) = |- ].

El6szor az 1.12-es problémaéval foglalkozunk, ahol n darab nemnulla egész kozott képezziik

az 0sszes részsorozat osszegét.

8.1. Konstrukcio6. Vegyiink | %] darab —1-est és [5] 1-est.

8.2. Allitas. Ez a konstrukcio (LZ J) darab nullosszeqi részsorozatot tartalmaz.
2

Bizonyitds. Azok az Osszegek lesznek nulldk, amelyekben ugyanannyi 1-es és -1-es van.

(U) ((

darab van, igy h(n) > (H).

2

Ebbdl Osszesen

ﬁ
NIE

] ‘ 1

<. N3
<. N3

1=

o

[]

8.3. Definici6. Nevezziik eqy részsorozat elGjeles elemszaménak a benne lévd pozitiv egé-

szek darabszdmdnak és a benne lévd negativ egészek darabszdamdnak a kiilonbségét.
[gy egy részsorozat elGjeles elemszéma negativ is lehet.

8.4. Allitas. h(n) < (\u))
2
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Bizonyitds. A bizonyitasban két kisebb lemmat fogunk hasznalni, amelyeket a bizonyi-
tason beliil latunk be. ElGszor el6készitjiik a két lemmat. Legyen A az n-elemii Z*-beli
sorozat. Vegyiik A Osszes lehetséges részsorozatat és ezek legyenek egy iranyitott graf
csticsai. Akkor fusson iranyitott él a B C A részsorozatbol egy C' C A részsorozatba, ha
|C| = |B|+1 és C'\ B egyetlen pozitiv egészet tartalmaz, vagy ha |B| = |C|+1 és B\ C
egyetlen negativ szdmot tartalmaz. Azaz minden részsorozatbol az élek a néala eggyel na-
gyobb elGjeles elemszamu részsorozatok koziil néhanyba mutatnak. Legyen N a legkisebb
elGjeles elemszamu részsorozat és legyen P a legnagyobb ilyen. Ekkor N csak negativ

egészeket tartalmaz, de abbol az Osszeset, azaz N = AN Z<° és hasonléan P = AN Z>°.
8.5. Definicié. Nevezziink lancnak egy iranyitott utat N-bol P-be.

8.6. Lemma. Minden linc n+ 1 kiilonbozd részsorozatot tartalmaz és dsszesen n! kiilon-

bozd ldnc van.

Bizonyitds. Egy lancon lépkedve minden pozitiv egész pontosan egyszer keriil bele a rész-
sorozatba és utana benne marad, mig minden negativ egész pontosan egyszer keriil ki
bel6le és onnantol nem keriilhet vissza. Egy él mentén pontosan az egyik torténik a két
lehet&séghdl, igy n szam esetén ez n 1épés, azaz n + 1 részsorozatot tartalmaz egy lanc.
N-ben az Gsszes negativ szam szerepel, és semelyik pozitiv sem szerepel. Minden lépésben
eldonthetjiik, hogy az addig nem valtoztatott szamok koziil melyiket valtoztatjuk meg
(negativ esetén kivessziik, pozitiv esetén betessziik a részsorozatba), mig eljutunk P-be.

Ez 6sszesen n- (n — 1) -...-2-1 = n! darab kiilonb6z6 lanc. O

Mivel egy él mentén végighaladva vagy egy pozitiv egész keriil be a részsorozatba vagy egy
negativ keriil ki belGle, ezért az 0sszegek szigoriian monoton nének egy lancon lépkedve.

Igy egy lancban legfeljebb egy nulldsszegi részsorozat lehet.

8.7. Lemma. Minden részsorozat legaldbb |5 |!- [5]! darab lancban van benne.

Bizonyitas. Ha p darab pozitiv egésziink van, akkor P elGjeles elemszama p, mig N elGjeles

elemszama —(n — p) = p — n. Ha egy D részsorozat elGjeles elemszéama k, akkor innen

még p — k 1épés kell, hogy eljussunk P-be. Emellett miel6tt D-be eljutottunk N-bdl,

mar n — p + k 1épés megtortént. Ezek a 1épések tetszoleges sorrendben lehettek, igy a D

részsorozat legalabb (p —k)! - (n —p+k)! > [5]!- [5]! kiilonb6z6 lanchan szerepel. [
|

Ekkor a nullosszegek széma legfeljebb W, mivel Osszesen n! lanc van, és minden
245121

lancban csak egy nullosszegii részsorozat lehet. — iy = ( " ), azaz h(n) < ( " ) O]
I.QJ"’Q"' I_QJ |—2J
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Ekkor 6sszevetve a 8.1-es konstrukciot a 8.4-es allitassal, azt kapjuk, hogy h(n) = (LZ J)'
2
Ezzel belattuk az 1.13-as tétel allitasat.

8.8. Megjegyzés. A 8.4-es dllitds bizonyitdsa sok rokonsdgot mutat a Sperner-tétel bizo-
nyitdasaval, valojaban ugyanolyan struktirdji halmazrendszerben dolgozunk. Mindkét eset-
ben a ldncok leszamoldsdn maulik a felsé becslés. Igy nem véletlen, hogy a szdmszeri ered-

meény is megegyezik az 1.12-es problémdaban €és a klasszikus Sperner-tételben.

Most attériink a mésik felvetett kapcsolodo kérdésre, az 1.14-es probléméra. Itt kiilonb6z6
irracionalis szamok kozott szeretnénk minél tobb racionélis Gsszeget elérni, az 6sszeadan-
dok szama nem kotott, de csak bizonyos relacioban allo szamok 6sszegeivel foglalkozunk.
Legyen A az n irracionalis szamunk halmaza. Ekkor n+(n—1)4...4+2+1 = w darab
A" = AN alaka részhalmaza van A-nak, hiszen Vi = 1,...n-re i-elemi részhalmazbol
pontosan n + 1 — ¢ kiilonb6z6 van. Belatjuk az 1.15-0s tétel allitasat, miszerint legfeljebb

ho(n) = L”ZQJ raciondlis Osszeg érhetd el.

8.9. Allitas. Elérhetd ["TQJ raciondlis osszeq.
Megjegyezzik, hogy ez koriilbelil az 6sszes A’ = AN I alaka részhalmaz szaménak a fele.

Bizonyitds. Legyen n = 2m + [, ahol [ € {0,1}. Vegyiink m + [ darab példanyt a v/2-bsl
és m darabot a —v/2-b6l. A v/2-khoz adjunk hozza kiilonboz6 ¢; € Q racionélis szamokat,
feltehets, hogy q1 +v2 < g2 +v2 < ... < @yt + V2. Ezutan adjunk a —/2 példanyaihoz
agy rx € Q racionalis szamokat, hogy Yk = 1,...,mre gs + V2 < 1, — V2 < @rs1 + V2
teljesiiljon. Ekkor barmilyen paros sok elembdl allo A’ = A N [ részhalmazban a szamok
Osszege raciondlis lesz. Vk = 1, ..., m-re 2k-elemi részhalmazbol pontosan n — 2k + 1 darab

van. gy Osszesen

Zn+1—2k’:nm+m—2<m; ):2m2+(l+1)m—m2+m:m2+lm:L%J
k=1

darab raciondlis 0Osszeg szerepel ebben a konstrukcioban. Ezzel igazoltuk, hogy
2

h<(n) > LHIJ L

Legyen az n irracionalis szam novekvé sorrendben a1 < ap < ... < a

n-

8.10. Definici6. Nevezzik Gsszeglancnak a Cy == {31 a;: k € {s,s +1,...,n}} alaki

dsszegek halmazdt valamilyen 1 < s < n egészre. Legyen a Cs 0sszeglinc kezdGeleme as.
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Ekkor minden s = 1,...,n egészre [Cs| =n — s+ 1.
8.11. Lemma. Minden A" = ANI részhalmaz dsszege pontosan eqy dsszeglancban szerepel.

Bizonyitds. Legyen a,, = mingca a’ és ay = maxyea a’. Ekkor az A’ részhalmaz ele-
meinek Osszege szerepel C,,-ben, hiszen ) .” a; € C,,. Mas Osszeglancban viszont nem
szerepelhet, mert azoknak a kezdGelemiik nem a,,. Minden 0sszeg pontosan egy Osszeg-

lancban szerepel. O
8.12. Lemma. A C, dsszegldncban legfeljebb L”‘T“”HJ osszeg lehet raciondlis.

Bizonyitds. Y ;__ a; = as € Cs egy egyelemii Osszeg, ami irracionalis. Minden Cg-beli

1=s

. 1. t . .o, . t—1 t .. . . 1.
racionalis ) . a; Osszegre a szintén Ce-beli Y ._ a; = > . a; — a; Osszeg irracionalis,

=S i=s ¢
mert a; € Q*. Igy minden racionélis 0sszeget megeléz az Osszeglancban egy irracionélis

n—s+1
2

Osszeg, azaz legfeljebb | | sszeg lehet racionalis. ]

8.13. Allitas. ho(n) < |2

Bizonyitds. Legyen n = 2m + [, ahol [ € {0,1}. Osszesen n darab 6sszeglancunk van
és a 8.12-es lemma alapjan ezekben egyenként feliilr6l becsiilhetjiik a racionalis 0sszegek

szaméat. Ebbdl

n—s+1J fm#—l—l

m 1 + m +Im=m?+Im = n_2
2 2 N L4

igazolja az allitast. O

J+...—|—1+1+O:

A 8.9-es allitas és a 8.13-as allitas megadja a keresett egyenléséget, azaz ho(n) = L”IQJ

Ezzel belattuk az 1.15-6s tétel allitasat erre a kapcsolodo kérdésre.



9. Osszefoglalas és nyitott kérdések

Kutatasunk soréan nullosszeg problémékat vizsgaltunk, kiilonb6z6 alaphalmazokon. ElGbb
az egész szamok kozott vizsgaltuk kiindulési kérdéstinket, majd ezt altaldnositva G
Abel-csoportokban targyaltuk a problémét. Minden esetben kiilon figyelmet forditottunk
az optimalis konstrukci6 megadasara és leirasara, amelyek a tovabbi eredményekhez
¢és sejtésekhez tamaszpontot adhatnak. A dolgozatban megadtuk hz 4)(n,r) értékét
tetszéleges n > r > 1 pozitiv egészek esetén. Azt kaptuk, hogy az optimalis konstrukcio
kétosztalyd, azaz csupan két kiillonbozs értéket tartalmaz a maximélis szamu r-elemd,
nullosszeget elérd n-elemd multihalmaz. Erre a problémara r < 4 és r > 7 esetén kiilon-
b6z6 megkozelitéseket is adtunk, majd bemutattuk az altaldnos eredmény bizonyitasat.
Megallapitottuk, hogy ez a probléma megegyezik az irracionalis szamok kozotti racionalis

Osszeg keresési 1.4-es problémaval.

Altalanossagban, az 1.4-es probléma kérdése értelmezhetd tigy, hogy adott egy V vektortér
egy hozza tartozo W altérrel, és a célunk minél tobb olyan Osszeget talalni, amely W-be
esik tgy, hogy az ¢sszeadandok mind W-n kiviiliek. Egy olyan vektortér-homomorfizmust
elvégezve, amelynek magja pontosan W, a probléma atfogalmazodik nullosszegek kere-
sésére. Az 5-0s fejezetben pontosan megadtuk ezt a vektrotérhomomorfizmust az 5.1-es

lemmaban.

Tetsz6leges G Abel-csoport esetén megadtuk hg(n, 2) értékét, tovabba tobb esetben meg-
adtuk hg(n, 3) pontos értékét is. Olyan G Abel-csoportokra viszont nem adtuk meg, amely
csoport nem tartalmaz harmadrendi elemet, de tartalmaz méasodrendi és nagyobb rendd
elemet is. Ebben az esetben sejtést fogalmaztunk meg a korabbi eredmények és a kétoszta-
lyt optimaélis konstrukciok alapjan (7.15). Ez a sejtés egyeldre nyitott kérdés, igazolaséval

teljessé valik a hg(n, 3) érték megadasa.

9.1. Sejtés. Ha G eqy Abel-csoport, amiben nincsen harmadrendd csoportelem, de tar-

talmaz mdsodrendd és nagyobb rendi csoportelemet is, akkor hg(n,3) = ([%1) - 1%]

Részletesebben vizsgéltuk a G = (ng, +) Abel-csoportot, amelyben &ltalanos sejtést fo-
galmaztunk meg az optimalis konstrukciordl paratlan » > 3 esetén 6.10. Ez is természete-
sen adodo sejtés a korabbi eredmények alapjan, a G = (ng, +) csoportban az optimaélis

konstrukecié eszerint hdromértékd minden péaratlan r > 3-ra.
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9.2. Sejtés. Pdratlan r > 3 esetén a G = (Zy, +)-beli n-elemi sorozatok kizott az
optimdlis konstrukcié a kévetkezd. |3 | darab (0,0,...,0,0,1) € Zy" elem, |24 darab

(0,0,...,0,1,0) € Zy* elem és L"T*ZJ darab (0,0, ...,0,1,1) € Zy* elem.

A dolgozat végén kapcsolodd kérdéseket vizsgaltunk, tobbek kozott belattuk, hogy
h(n) = (@ J)’ azaz egy n-elemid nemnulla egészekbdl allo sorozatnak legfeljebb (Lg J)
részsorozata lehet nullosszegli. Ramutattunk a probléma és a Sperner-tétel kozti par-
huzamra, mely a szamszert eredmény azonossigiban is megmutatkozik. Megjegyezziik,
hogy a 8.4-es &llitasban és a Sperner-tétel bizonyitédsaban is elSkeriil§ részbenrendezés
valojaban megegyezik a 4-es fejezet 4.4-es allitdsdban szerepld részbenrendezéssel is.
Igy a Sperner-tétel bizonyitasanak otlete az egészek kozti 1.1-es probléma altalanos

megoldasaban is kulcsfontossagi volt.
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