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Köszönetnyilvánítás

Szeretném megköszönni témavezetőmnek, Nagy Zoltán Lórántnak a rengeteg segít-
séget, amit a szakdolgozat írása közben nyújtott. Ötletei és tanácsai nélkül ez a dolgozat
nem jöhetett volna létre. Köszönöm neki a téma ajánlását, amely nemcsak sok érdekes-
séget tartalmazott, hanem bevezetett a matematikai kutatásba is. Az elmúlt évek közös
munkáját és a rendszeres konzultációkat mind nagyon élveztem.

Hálás vagyok tanáraimnak, akik számtalan izgalmas és hasznos ismeretet adtak át
nekem. Köszönettel tartozom barátaimnak, akik tovább színesítették a képzés éveit, és
motiváló környezetet biztosítottak számomra.

Végül, de nem utolsósorban szeretném megköszönni családomnak, hogy kiskorom
óta végig támogattak, és odafigyeltek arra, hogy minél jobban kibontakoztathassam a
matematikai képességeimet.
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1. Bevezetés

Az extremális gráfelmélet a gráfelmélet egyik fő ága, mely a XX. század közepétől kezd-
ve rengeteg híres eredménnyel rendelkezik. A problémakör megalapozásában kiemelkedő
érdeme van többek között Turán Pálnak és Erdős Pálnak is. Az extremális gráfelméle-
ti problémák n-csúcsú (hiper)gráfokban keresik az élek vagy hiperélek maximális (vagy
minimális) számát, amelyek teljesítenek bizonyos előírásokat és feltételeket. Ilyen lehet
például bizonyos tartalmazásra nézve kizárt részgráf, mint a Turán típusú kérdéskörben.
Ebben a dolgozatban vizsgálatunk tárgya tekinthető egy hasonló extremális problémának,
mely alapjául az egész számok algebrai struktúrája szolgál. Az a kérdésünk, hogy egy n

nemnulla egész számból álló multihalmazban mi azon r-elemű összegek maximális száma
amelyek összege nulla.
Szakdolgozatom célja ennek a kérdésnek a teljes megválaszolása, valamint ehhez kapcso-
lódó elméleti problémák felvetése, megoldása, és sejtések megfogalmazása.

Jelöljük a nemnulla egészek halmazát Z∗ := Z \ {0}-gal. Formálisan a következő a dolgo-
zatunk alapkérdése.

1.1. Probléma. Legyenek 1 < r < n egész számok és jelölje A az n nemnulla egész
számunk multihalmazát. Jelölje H(Z,+)(A, r) azon r-elemű A′ ⊆ A részhalmazait A-nak,
amelyekre

∑
x∈A′ x = 0. Határozzuk meg h(Z,+)(n, r) := maxA∈(Z∗)n |H(Z,+)(A, r)| értékét.

Ez a kérdés jól beleillik a nullösszeg-problémakörbe, amelynek korábbi eredményeit
Gao és Geroldinger foglalta össze 2006-ban [6]. A témakör napjainkban is népszerű
a szakirodalomban, több frissen megjelenő sejtéssel és eredménnyel. A dolgozat első
részében az 1.1-es problémával foglalkozunk és h(Z,+)(n, r) értékét keressük, amit meg-
adunk előbb r < 5, illetve r ≥ n

2
esetén saját eredményként, majd bemutatunk egy

friss bizonyítást h(Z,+)(n, r) értékére tetszőleges r mellett. A kérdés nem csak az egész
számok körében tehető fel, hanem értelmezhető tetszőleges G Abel-csoportban is, ahol ez
a következőképpen szól. Egy G-beli n-elemű sorozatban mi azon r-elemű részsorozatok
maximális száma, amelyeknek az összege G nulleleme?

Jelöljük a G csoport nullelemét 0-val, továbbá jelöljük a G csoportot a nulleleme nélkül
G∗ := G \ {0}-gal. A dolgozatban végig feltesszük, hogy G nemtriviális csoport, ekkor
nemüres G∗. Formálisan a következő problémával foglalkozunk.
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1.2. Probléma. Legyen G egy additív csoport és 1 < r < n egész számok. Jelölje
A az n nemnulla csoportelemből álló G-beli sorozatot. Jelölje HG(A, r) azon r-elemű
A′ ⊆ A részsorozatait A-nak, amelyekre

∑
x∈A′ x = 0. Határozzuk meg hG(n, r) :=

maxA∈(G∗)n |HG(A, r)| értékét.

Így dolgozatunk kiinduló kérdése valójában megegyezik ezzel a problémával G = (Z,+)

csoport esetén. Az 1.2-es problémában a kiindulási 1.1-es nullösszeg problémát terjesztjük
ki általános additív csoportok esetére. A dolgozat második részében térünk át a (Z,+)

csoporttól eltérő G Abel-csoportok vizsgálatára, illetve általánosan is megadjuk hG(n, r)

értékét bizonyos feltételek mellett kis r értékekre. Amikor nem az egészek között
tárgyaljuk a kérdést, a nullösszeg helyett a 0-összeg elnevezést használjuk.

Ez az általánosabb megközelítés egy természetes kapcsolódó kérdés a problémakörben,
a jól ismert Davenport-konstans és az Erdős-Ginzburg-Ziv-témakör szellemében. Az
Erdős-Ginzburg-Ziv-tétel állítása szerint a (Zk,+) csoportban 2k−1 elem között biztosan
található k elem 0-összeggel. Ennek fényében egy G véges Abel-csoport Erdős-Ginzburg-
Ziv-konstansa az a legkisebb s(G) szám, amelyre minden legalább s(G) elemből álló
G-beli sorozatnak van exp(G)-elemű, 0-összegű részsorozata, míg a Davenport-konstans
az a legkisebb D(G) szám a G véges Abel-csoporthoz, amire teljesül, hogy minden
D(G)-elemű sorozatban található nemüres 0-összegű részsorozat. Az ezzel kapcsolatos
kutatásokhoz lásd a [4, 6, 7] hivatkozásokat.

Ehhez kapcsolódóan, Bialostocki kérdésként a következő sejtést fogalmazta meg.

1.3. Sejtés (Bialostocki, [2]). Legyen A = {a1, a2, . . . , an} egészekből álló sorozat. Ekkor
A tartalmaz legalább

(⌊n/2⌋
m

)
+
(⌈n/2⌉

m

)
0-összegű, m-hosszú részsorozatot (mod m).

Ezt a sejtést Kisin látta be 1994-ben [11] abban az esetben, amikor m egy ph prímhatvány,
vagy pedig ph · q alakú, ahol p, q prímek, míg Füredi és Kleitman 1993-ban igazolta
azokban az esetekben, amikor m = pq alakban írható, vagy n elég nagy m-hez képest
[5]. Később Grynkiewicz belátta a sejtést akkor is, amikor n nem túl nagy m-hez képest,
egzaktan abban az esetben, amikor n < 19

3
m teljesül [9].

Tehát, az 1.3-as sejtés az ilyen összegeknek a minimális számára kíváncsi, míg az
1.2-es probléma a 0-összegek lehetséges maximumát keresi, ellentétben a korábbi Erdős-
Ginzburg-Ziv típusú kérdéssel.
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Dolgozatunkban vizsgálunk egy, az 1.1-es problémához hasonló jellegű kérdést is, ahol
nem nullösszegeket keresünk, hanem irracionális számokból szeretnénk a lehető legtöbb
racionális összeget képezni.
Jelöljük az irracionális számok halmazát Q∗ := R \Q-val. Formálisan a kérdés:

1.4. Probléma. Jelölje A az n darab irracionális számunk halmazát és legyen r > 1

pozitív egész. Jelölje HQ∗(A, r) azon r-elemű A′ ⊆ A részhalmazait A-nak, amelyekre∑
x∈A′ x ∈ Q. Határozzuk meg hQ∗(n, r) := maxA∈(Q∗)n |HQ∗(A, r)| értékét.

Ez a probléma sok párhuzamot mutat az 1.1-es alapkérdéssel, az 5-ös fejezetben vissza-
vezetjük ezt a kérdést a kiindulási problémánkra. Célunk minél több r esetén általános
eredményt adni az 1.1-es és az 1.2-es problémára, így az 1.4-es probléma motiválja
dolgozatunkat, hiszen azt is igazoljuk, hogy hQ∗(n, r) = h(Z,+)(n, r).

r = 2 esetén az 1.4-es probléma egy jól ismert feladat. Ha az irracionális számokat egy
gráf csúcsainak feleltetjük meg, amelyben két csúcsot pontosan akkor kötünk össze éllel,
ha a hozzájuk tartozó ai, aj értékek összege racionális, akkor könnyen igazolható, hogy a
kapott n csúcsú gráfban páratlan hosszú körök nem szerepelnek. Így a racionális összegek
maximális száma nem haladhatja meg az élek maximális számát egy n csúcsú páros
gráfban. Másrészt vegyünk egy α tetszőleges irracionális számot és legyen A = A1 ∪ A2,
ahol A1 minden eleme q + α alakú valamilyen különböző q ∈ Q számokra és A2 minden
eleme q − α alakú. Ha ||A1| − |A2|| ≤ 1, akkor ez a konstrukció megad ⌊n2

4
⌋ racionális

összeget. Így az eredményből és a felső becslésből következően hQ∗(n, 2) = ⌊n2

4
⌋. Megje-

gyezzük, hogy ez az eredmény a Mantel-tételből is megkapható, így az 1.4-es kérdést a
hozzá kapcsolódó extremális gráfelméleti vonatkozás szintén motiválja.

Számos korábban vizsgált extremális probléma rendelkezik ismert eredménnyel, ahol az
alaphalmaz a valós számok egy részhalmaza, míg a gráf (hiper)éleihez bizonyos összegek
tartoznak. Itt megemlíthetjük a jól ismert Manickam-Miklós-Singhi-tételt [12, 13] és az
ehhez tartozó új eredményeket a sejtéssel kapcsolatban. A sejtés állítása, hogy pozitív
egész n, r esetén, ahol n ≥ 4r, minden n valós számból álló halmaz, melyek összege
nemnegatív, tartalmaz legalább

(
n−1
r−1

)
darab r elemű részhalmazt melyekben az összeg

szintén nemnegatív. A korábbi legjobb ismert eredmény Alon, Huang és Sudakov-tól
származott, akik belátták a sejtést, amikor n ≥ 33r2 [1]. Ezt a korlátot és eredményt
tovább javította Alexey Pokrovskiy 2015-ben [15], amikor igazolta, hogy létezik olyan C
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konstans, hogy n ≥ Cr esetén teljesül a sejtés. Ezzel már csak egy konstansszoros eltérés
van a legjobb ismert korlát és a sejtés állítása között.

A dolgozat 6-os fejezetében az 1.2-es problémával G = (Z2
d,+) esetén fogunk foglalkozni,

ami tekinthető egy d-dimenziós vektortérnek Z2 felett, ahol az összeadás, mint csoport-
művelet, koordinátánként hat. A 7-es fejezetben általános állításokat is megfogalmazunk
r = 2, 3 esetén tetszőleges G Abel-csoportban található 0-összegek számára vonatkozóan.
Az alábbi eredményeket igazoljuk dolgozatunkban.

1.5. Tétel. Tetszőleges n pozitív egész esetén
h(Z,+)(n, 2) = ⌊n2

4
⌋

h(Z,+)(n, 3) = m ·
(
2m+l

2

)
ha n = 3m+ l alakú

h(Z,+)(n, 4) = m ·
(
3m+l

3

)
ha n = 4m+ l alakú

1.6. Tétel. Ha r > n
2
, akkor h(Z,+)(n, r) =

(
n−1
r−1

)
, ha r = n

2
, akkor h(Z,+)(n, r) = 2

(
n−2
r−1

)
.

1.7. Definíció. Optimális konstrukciónak nevezzük az olyan n nemnulla elemekből álló
G-beli sorozatot, amiben adott r-re a 0-összegű, r-elemű részsorozatok száma maximális.

Az 1.1-es problémában a bizonyítások során az optimális konstrukciók minden esetben
kétosztályúak lesznek, azaz csupán két különböző értéket tartalmaznak. Eredményeink
alapján azt a sejtést fogalmaztuk meg, hogy az extremális struktúra általában is kétosz-
tályú, függetlenül r-től, és a kétosztályú konstrukció által adott alábbi becslés éles ∀r-re.

1.8. Állítás. Legyenek n > r > 1 pozitív egészek. h(Z,+)(n, r) ≥
(
n−⌊n

r
⌋

r−1

)
· ⌊n

r
⌋.

Erre a sejtésre a szakdolgozat írásának ideje alatt adott friss bizonyítást Jing Huang
[10], melyet szintén bemutatunk a dolgozatban. Ezzel az új eredménnyel általánosan is
megválaszoljuk az 1.1-es problémát. Bár az új eredmény minden r esetén választ ad a
problémára, a dolgozat tartalmazza a saját eredményeinket is r < 5 és r ≥ n

2
esetén

a 2-es és a 3-as fejezetekben. Ezek az eredmények időrendben korábban születtek, és a
probléma megközelítése is jelentősen eltér a friss cikkben olvasható bizonyítástól, így ezek
bemutatása mélyebb betekintést ad a témakörbe. A dolgozatban bemutatott saját ered-
ményeink egy része szerepel korábban megjelent saját cikkünkben is, amelyből részleteket
itt is ismertetünk [14].

1.9. Tétel. Legyenek n > r > 1 pozitív egészek. h(Z,+)(n, r) =
(
n−⌊n

r
⌋

r−1

)
· ⌊n

r
⌋.
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1.10. Tétel. Tetszőleges G Abel-csoport esetén hG(n, 2) =
(
n
2

)
, ha G tartalmaz másod-

rendű elemet, és hG(n, 2) = ⌊n2

4
⌋ különben.

1.11. Tétel.
hG(n, 3) = ⌊n

3
⌋ · ⌊n+1

3
⌋ · ⌊n+2

3
⌋ ha G = (Z2

d,+) (d ≥ 2).

hG(n, 3) =
(
n
3

)
ha G tartalmaz harmadrendű elemet.

hG(n, 3) =
(⌈ 2n

3
⌉

2

)
· ⌊n

3
⌋ ha G nem tartalmaz másod- és harmadrendű elemet sem.

Kézenfekvő vizsgálni a problémákat olyan esetekben is, ahol az összeadandók száma nem
kötött az összegekben. Szakdolgozatunk harmadik részében kapcsolódó kérdésként ilyen
problémákat vizsgálunk. E kérdéseket kicsit eltérő kontextusban vetettük fel saját korábbi
cikkünkben [14]. Az egyik általunk vizsgált esetben az egészek közötti nullösszeg problé-
mában vagy az erre visszavezethető irracionális számok közti problémában képezzük az
n-elemű sorozat összes részsorozatának összegét, és ezek közül szeretnénk a lehető legtöbb
nullösszeget vagy racionális összeget garantálni.

1.12. Probléma. Jelölje A az n nemnulla egész számból álló sorozatot. Jelölje H(A)

az olyan A′ ⊆ A részsorozatok halmazát, amelyekre
∑

x∈A′ x = 0. Határozzuk meg
h(n) := maxA∈(Z∗)n |H(A)| értékét.

1.13. Tétel. h(n) =
(

n
⌊n
2
⌋

)
a nullösszegű részsorozatok maximális száma az n-elemű egé-

szekből álló sorozatok összes részsorozata között.

A kapott maximum megegyezik a klasszikus Sperner-tétel állításának számszerű eredmé-
nyével. A 8-as fejezetben az állítás bizonyításában a Sperner-tétel bizonyításával rokon
gondolatokat fogunk használni (lásd [8]), nevezetesen láncfelbontásokat és ezek leszámo-
lását.
A szakdolgozat végén vizsgáljuk a cikkünkben tárgyalt másik kapcsolódó kérdést. Ez az
irracionális számok problémájának a következő variánsa, kihasználva, hogy az alaphalma-
zon létezik egy természetes rendezés.

1.14. Probléma. Jelölje A az n darab irracionális számunk halmazát, amelyek között
a1 < a2 < . . . < an−1 < an. Jelölje H<(A) az olyan A′ = A ∩ I alakú részhalmazok
halmazát, amelyekre

∑
x∈A′ x ∈ Q és I ⊂ R egy intervallum. Határozzuk meg

h<(n) := maxA∈(Q∗)n |H<(A)| értékét.

1.15. Tétel. h<(n) = ⌊n2

4
⌋ a racionális összegek maximális száma.
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A dolgozat utolsó fejezetében összefoglaljuk eredményeinket és nyitott kérdéseket, sejté-
seket fogalmazunk meg a témával kapcsolatban.



I. rész

2. Egész számok közti nullösszegek, r < 5

Ebben a fejezetben az 1.1-es problémával foglalkozunk r < 5 esetén. Ahogy a bevezetés-
ben is említettük, ez a probléma megyegyezik az 1.2-es problémával G = (Z,+) esetén.
Megadjuk a nullösszegek számának felső korlátját és az ezt elérő extremális struktúrát.
Belátjuk az 1.5-ös tétel állítását, miszerint h(Z,+)(n, 2) = ⌊n2

4
⌋, h(Z,+)(n, 3) = m ·

(
2m+j

2

)
,

ha n = 3m + j és h(Z,+)(n, 4) = m ·
(
3m+l

3

)
, ha n = 4m + l, ahol m ∈ N és j ∈ {0, 1, 2},

l ∈ {0, 1, 2, 3}. A felső korlát bizonyításában leszámolásokat fogunk alkalmazni a lehet-
séges nullösszegekre, míg az alsó becsléshez konstrukciót adunk. A probléma röviden a
következőképpen fogalmazható meg:

2.1. Probléma. Adott egy n darab nemnulla egész számból álló multihalmaz. Mi a ma-
ximális száma a nulla összegű, r-elemű részhalmazoknak?

Egy nullösszegbe biztosan kerül pozitív és negatív szám is, így tudjuk, hogy két halmazba
oszthatók a számok úgy, hogy minden nullösszeg tartalmaz mindkét halmazból elemet.

2.2. Állítás. r = 2 esetén legfeljebb ⌊n2

4
⌋ nullösszeg lehetséges.

Bizonyítás. Minden összeg egyik száma pozitív, a másik negatív kell, hogy legyen. Ha p

darab pozitív és n − p darab negatív szám van, akkor a nullösszegek maximális száma
(n− p)p ≤ ⌊n

2
⌋⌈n

2
⌉ = ⌊n2

4
⌋ a számtani és mértani közepek közti egyenlőtlenség miatt.

2.3. Konstrukció. Ennyi nullösszeg elérhető a felső becslésből adódóan: legyen az n darab
egész számunkból ⌊n

2
⌋ darab +1-es és ⌈n

2
⌉ darab −1-es. Ekkor mind az ⌊n

2
⌋ · ⌈n

2
⌉ = ⌊n2

4
⌋

pozitív-negatív összeg nullösszeg lesz. Éles a felső becslés, h(Z,+)(n, 2) = ⌊n2

4
⌋.

2.4. Állítás. r = 3 esetén van olyan optimális konstrukció, amiben minden összegben két
pozitív és egy negatív szám szerepel vagy fordítva.

Bizonyítás. Minden összeg vagy kettő pozitív és egy negatív, vagy egy pozitív és két
negatív számból áll. Legyen a pozitív számok száma p, ekkor a negatívak száma n − p.
Feltehető, hogy p ≥ n − p. Ekkor elérhető (n − p) ·

(
p
2

)
darab nulla összeg, ha minden

pozitív szám 1-es és minden negatív szám −2-es, hiszen minden 1 + 1 + (−2) = 0 összeg
nullösszeg lesz.
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Tetszőleges számhalmazból akárhogyan is választunk ki egy pozitív és egy negatív számot,
összegük alapján egyértelmű, hogy a harmadik összeadandó milyen előjelű, így egy ilyen
számpár legfeljebb max(p − 1, n − p − 1) = p − 1 darab nulla összegben lehet. Összesen
(n− p) · p módon tudunk ilyen számpárt kiválasztani, és minden összeget két számpárnál
megszámolunk. Azaz legfeljebb (n − p)p · (p−1)

2
= (n − p) ·

(
p
2

)
darab nullösszeg érhető

el. Erről már láttuk, hogy elérhető egy olyan esetben, amikor minden pozitív-negatív
számpárhoz rendelt harmadik összeadandó is pozitív. Van olyan optimális konstrukció,
amiben csak az egyik fajta összeg szerepel a nullösszegek közt, ezek közül pedig az összes
lehetséges összeg megfelelő.

2.5. Megjegyzés. Az állítás bizonyításából következik, hogy p > n − p esetén a felső
becslés a nullösszegek számára csak úgy érhető el, ha minden pozitív-negatív számpárhoz
tartozó harmadik összeadandó pozitív és az összes ilyen összeg nullösszeg. Ez igaz n−p > p

esetén is csak a negatív számokkal. Egyedül p = n−p esetén lehetne elképzelhető más ext-
remális struktúra, azonban ez n ≥ 4 esetén már nem lesz optimális a következő állításban
szereplő számtani-mértani közepek közti becslés miatt. Így ebben az esetben izomorfia ere-
jéig egyetlen extremális struktúra létezik.

2.6. Állítás. r = 3 esetén legfeljebb m ·
(
2m+l

2

)
nullösszeg lehetséges, ha n = 3m+ l.

Bizonyítás. A 2.4-es állítás miatt (n−p)·
(
p
2

)
értékét szeretnénk maximalizálni. A számtani

és mértani közepek közti egyenlőtlenségből ismét következik, hogy (n − p) · p
2
· (p−1)

2
≤

m · 2m+l
2

· 2m+l−1
2

, azaz (n− p) ·
(
p
2

)
≤ m ·

(
2m+l

2

)
. Ezzel beláttuk az állítást.

2.7. Konstrukció. Ennyi nullösszeg elérhető, a konstrukció a bizonyításból adódik:
n = 3m + l esetén vegyünk 2m + l darab +1-et és m darab −2-t. Ekkor a nullösszegek
száma m ·

(
2m+l

2

)
, azaz éles a felső becslés, h(Z,+)(n, 3) = m ·

(
2m+l

2

)
.

Beláttuk az 1.5-ös tétel eredményeit r = 2, 3 esetén. Most áttérünk az r = 4 esetére a
problémának. Egy négytagú nullösszeg struktúrája többféle lehet, így a leszámolás során
a megszámolt összegeket különböző súlyokkal fogjuk számítani.

2.8. Állítás. Ha n = 4m+ l alakú, ahol m ∈ N és l ∈ {0, 1, 2, 3}, akkor

h(Z,+)(n, 4) ≥ m ·
(
3m+ l

3

)
.

2.9. Konstrukció. Vegyünk m példányt a −3-ból és 3m+ l példányt a +1-ből.
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Ekkor a négytagú nullösszegek azok lesznek, amelyekben egy darab −3 és három darab
+1 szerepel. Ebből pontosan m ·

(
3m+l

3

)
darab összeg van, ezzel beláttuk a 2.8-as állítást.

Jelölje P az n szám közül a pozitívak halmazát és N a negatívak halmazát.
Minden összegben szerpelnie kell pozitív és negatív egésznek is, így a nullösszegeket az
ilyen {a, b} számpárok mentén számoljuk össze, ahol a ∈ N, b ∈ P . Izomorfia szempontjá-
ból kétféle nullösszegű számnégyest különböztetünk meg: vannak két-két pozitív és negatív
számot tartalmazó négyesek és vannak olyan négyesek, amelyben az egyik előjelű szám-
ból 3, a másikból 1 darab van. Ha minden {a, b} számpár esetén megszámoljuk az adott
számpárt tartalmazó számnégyeseket, akkor az előbbi típusú négyeseket 4-szer, utóbbi
típusúakat 3-szor számoljuk meg. Ezért minden {a, b} számpárra az előbbi nullösszegű
négyeseket 1

4
-szeres súllyal, utóbbiakat 1

3
-szoros súllyal szorozva számoljuk le, hogy min-

den nullösszeget pontosan egyszer kapjunk meg az összes {a, b} számpárra való összegzés
során.

2.10. Definíció. Legyen egy {a, b} számpár (a ∈ N, b ∈ P ) súlya azon nullösszegű szám-
négyesek súlyozott összege, amelyek a-t és b-t is tartalmazzák. Jelöljük ezt a súlyt wa,b-vel.

2.11. Állítás. Ha a + b ≥ 0, akkor az őket tartalmazó nullösszegű számnégyesben biztos
lesz másik negatív szám is, míg ha a+ b ≤ 0, akkor lesz benne másik pozitív szám.

2.12. Állítás. Egy nullösszegű számnégyesben három szám meghatározza a negyedik szám
előjelét.

2.13. Következmény. A 2.11-es és a 2.12-es állítások miatt egy {a, b}, a+b ≥ 0 számpárt
(a ∈ N, b ∈ P ) tartalmazó nullösszegű számnégyesek kétféle struktúrájúak: {a, b, c1, c2},
ahol c1, c2 ∈ N vagy {a, b, d, e}, ahol d ∈ N, e ∈ P és bármely két különböző struktúrájú
számnégyes esetén d ̸= ci. Szimmetrikusan ugyanez igaz a + b ≤ 0 számpár esetén is
ellentétes előjelekkel.

2.14. Definíció. Rögzített {a, b}, a + b ≥ 0 számpárra (a ∈ N, b ∈ P ), legyen Na,b ⊆ N

azon negatív számok halmaza, amelyek abszolút értéke kisebb vagy egyenlő |a + b|-vel.
Na,b := {c ∈ N : |c| ≤ |a+ b|}. Hasonlóan a+ b ≤ 0 esetén Pa,b := {c ∈ P : |c| ≤ |a+ b|}.

2.15. Következmény. a+ b ≥ 0 esetén

wa,b =
∑

c,d∈Na,b

a+b+c+d=0

1

3
+

∑
c∈N\Na,b,d∈P
a+b+c+d=0

1

4
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Hasonlóan a+ b ≤ 0 esetén

wa,b =
∑

c,d∈Pa,b

a+b+c+d=0

1

3
+

∑
c∈P\Pa,b,d∈N
a+b+c+d=0

1

4

2.16. Állítás. a + b ≥ 0 esetén wa,b ≤ max
{ (|N |−1)(|P |−1)

4
,
(|N|−1

2 )
3

}
és szimmetrikusan

a+ b ≤ 0 esetén wa,b ≤ max
{ (|N |−1)(|P |−1)

4
,
(|P |−1

2 )
3

}
teljesül.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy a + b ≥ 0, ehhez a rögzített {a, b} számpárhoz a velük
nullösszeget alkotó számpárokat kell súlyozva leszámolni. A 2.15-ös következmény alapján
két negatív számot választhatunk Na,b-ből, vagy egy pozitívat és egy negatívat N \Na,b-
ből. Legyen |Na,b| = x ∈ {0, 1, ..., |N |−1} és számoljuk meg az összes lehetséges számpárt.

wa,b ≤
(x2)
3
+ (|N |−x−1)(|P |−1)

4
. A jobb oldalon x-ben egy konvex másodfokú egyenlet szerepel,

így ez akkor maximális, ha x = |N | − 1 vagy ha x = 0. Előbbi esetben a jobb oldalon
(|N|−1

2 )
3

áll, utóbbi esetben (|N |−1)(|P |−1)
4

, így valóban wa,b ≤ max
{ (|N |−1)(|P |−1)

4
,
(|N|−1

2 )
3

}
.

Szimmetrikusan ugyanez igaz a P halmazban is, ha a+ b ≤ 0, így beláttuk az állítást.

Feltehető, hogy |P | ≥ |N |, mivel a −1-gyel való szorzás nem változtat a nullösszegeken.

2.17. Következmény. Minden rögzített {a, b} (a ∈ N, b ∈ P ) számpárra

wa,b ≤ max

{(|P |−1
2

)
3

,
(|N | − 1)(|P | − 1)

4

}
.

Bizonyítás. Ha |P | ≥ |N |, akkor (|P |−1
2 )
3

≥ (|N|−1
2 )
3

, így a 2.16-os állításból megkapjuk a
becslést wa,b-re mindkét esetben.

2.18. Állítás. Ha n = 4m+ l alakú, akkor h(Z,+)(n, 4) ≤ m ·
(
3m+l

3

)
.

Bizonyítás. A nullösszegű számnégyesek száma:∑
a∈N,b∈P

wa,b ≤ |N | · |P | ·max{wa,b}.

Ez felülről becsülhető a 2.17-es következmény alapján:

vagy |N | · |P | ·max{wa,b} ≤ |N | · |P | ·
(|P |−1

2

)
3

= |N | ·
(
|P |
3

)

vagy |N | · |P | ·max{wa,b} ≤ |N | · |P | · (|N | − 1)(|P | − 1)

4
=

(
|N |
2

)(
|P |
2

)
.
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Mivel |N | + |P | = n, így alkalmazhatjuk a számtani és mértani közepek közti egyen-
lőtlenséget a kifejezések maximalizálására.

(|N |
2

)(|P |
2

)
≤

(⌊n
2
⌋

2

)(⌈n
2
⌉

2

)
szimmetria miatt, míg

|N | ·
(|P |

3

)
= 27

6
· |N | · |P |

3
|P |−1

3
|P |−2

3
≤ ⌊n

4
⌋ ·

(⌈ 3n
4
⌉

3

)
, mivel |N |+ |P |

3
+ |P |−1

3
+ |P |−2

3
= n− 1.

Azaz ∑
a∈N,b∈P

wa,b ≤ max

{(
⌊n
2
⌋

2

)(
⌈n
2
⌉

2

)
,

⌊
n

4

⌋(
⌈3n

4
⌉

3

)}
.

Minden n-re
(⌊n

2
⌋

2

)(⌈n
2
⌉

2

)
≤ ⌊n

4
⌋
(⌈ 3n

4
⌉

3

)
, ami kis n-ek esetén könnyen ellenőrizhető, nagy n-ek

esetén pedig aszimptotikusan rendre n4

64
-hez és 9

8
· n4

64
-hez fognak tartani a kifejezések. Azaz

a nullösszegű számnégyesek száma legfeljebb ⌊n
4
⌋
(⌈ 3n

4
⌉

3

)
. Ebbe behelyettesítve n = 4m+ l-

et, megkapjuk az állítást.

Megkaptuk, hogy h(Z,+)(n, 4) = m ·
(
3m+l

3

)
ha n = 4m + l alakú. Ezzel beláttuk az

1.5-ös tétel felső korlátjait és konstrukcióval igazoltuk az élességüket, így r < 5 esetben
megválaszoltuk az 1.1-es problémát.



3. Egész számok közti nullösszegek, r ≥ n
2

Ebben a fejezetben az 1.1-es problémával foglalkozunk r ≥ n
2

esetén. Igazoljuk az 1.6-os
tétel állítását, miszerint h(Z,+)(n, r) =

(
n−1
r−1

)
, ha r > n

2
, és h(Z,+)(n, r) = 2

(
n−2
r−1

)
, ha r = n

2
.

Ehhez bevezetünk egy új g függvényt, amely egy n, r párhoz rendel egy értéket.

3.1. Definíció. Jelölje Sr(A,m) az olyan r-elemű A-beli részhalmazok számát, amelyek
összege m. Legyen

g(n, r) = max
m∈Z

max
A∈(Z∗)n\(m/r)n

Sr(A,m).

Azaz g(n, r) értéke azzal egyezik meg, hogy n szám esetén legfeljebb mennyi azonos összegű,
r-elemű részhalmaz lehet, ha az n szám nem mind azonos.

3.2. Megjegyzés. Ha minden szám azonos lenne, az azt jelentené, hogy az összeg biztosan
nem lehet nulla, hiszen a számok nemnulla egészek.

3.3. Lemma. g(n, r) = g(n, n− r)

Bizonyítás. Sr(A,m) = Sn−r(A,−m +
∑

a∈A a), azaz ha van egy konstrukció n, r ese-
tén, ami tartalmaz g(n, r) azonos értékű összeget, akkor vehetjük ezeknek az össze-
geknek a komplementereit. Ez egy ugyanennyi elemű konstrukció n, n − r esetén, így
g(n, r) = g(n, n− r).

3.4. Lemma.

g(n, r) ≥


(
n−1
r−1

)
ha r > n

2
,

2
(
n−2
r−1

)
ha r = n

2
,(

n−1
r

)
ha r < n

2
.

Bizonyítás. Ha r ̸= n
2
, akkor vegyünk n−1 darab a egész számot és egy tetszőleges ezektől

különböző b egészet. Ekkor nem minden szám azonos, és ha r > n
2
, akkor b kiválasztásával

és r − 1 darab a számot véve el tudunk érni
(
n−1
r−1

)
azonos összeget. Ha pedig r < n

2
,

akkor az n− 1 darab a közül tetszőleges r-et választva elérhető
(
n−1
r

)
megegyező összeg.

(A két esetben az alsó becslés különböző, mert
(
n−1
r−1

)
és

(
n−1
r

)
közül eltérő, hogy melyik

a nagyobb.) Ha r = n
2
, vegyünk két példányt b-ből, és ezektől különböző n − 2 darab a

egészet. Egy b választásával és r − 1 darab a választásával elérhető 2
(
n−2
r−1

)
azonos összeg.

Ezzel beláttuk, a lemma állítását.

3.5. Lemma. Vagy g(n, r) ≤ g(n− 1, r) · n
n−r

vagy g(n, r) =
(
n−1
r−1

)
vagy g(n, r) =

(
n−1
r

)
.
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Bizonyítás. Ha van n − 1 azonos szám az n közt, akkor az n. szám ezektől eltérő, így
vagy legfeljebb

(
n−1
r−1

)
vagy

(
n−1
r

)
azonos összeg lehet attól függően, hogy az eltérő számot

belevesszük e az r-elemű részhalmazba (erre a 3.4-es lemmában láttuk a konstrukciót).
Ha nincsen n − 1 megegyező szám az n között, akkor számoljuk le az azonos összegeket
azokból a számokból nézve, amelyek nincsenek benne az adott r-es összegben. Mivel a
kiválasztott szám nincs benne a leszámolt összegekben, ezért ezekhez a maradék n − 1

számból kell r-t kiválasztani. A maradék n − 1 szám nem mind azonos, így g definíciója
miatt legfeljebb g(n−1, r) ilyen összeg létezhet. Mind az n szám esetén legfeljebb g(n−1, r)

ilyen összeget számolunk le és egy r-elemű részhalmazt pontosan n − r-szer számoltunk
meg. Ekkor összesen legfeljebb g(n− 1, r) · n

n−r
azonos értékű összeg lehet n, r-re.

3.6. Lemma. g(n, r) ≤ g(n − 1, r − 1) + g(n − 1, r) vagy g(n, r) =
(
n−1
r−1

)
vagy

g(n, r) =
(
n−1
r

)
.

Bizonyítás. Ha létezik n − 1 azonos egész szám, akkor a 3.4-es lemmában adott konst-
rukciók adják a maximumot, így g(n, r) =

(
n−1
r−1

)
vagy g(n, r) =

(
n−1
r

)
. Ha nincs ennyi

megegyező szám, akkor válasszunk ki egy tetszőleges egészet. Vannak r-elemű összegek,
amiben ez nem szerepel, így a maradék n − 1 számból kell r darabot venni, és vannak
r-esek, amiben a kitüntetett szám szerepel, azaz a maradék n− 1 számból r− 1-et kell az
összegbe bevenni. Nem egyezik meg mind az n−1 szám, ezért ezekből legfeljebb g(n−1, r)

és g(n− 1, r− 1) darab összeg lehet azonos. Ekkor g(n, r) ≤ g(n− 1, r− 1) + g(n− 1, r),
minden összeget pontosan egyszer számoltunk meg.

3.7. Tétel. Ha r < n
2
, akkor g(n, r) =

(
n−1
r

)
.

A bizonyítás előtt kimondjuk a tétel azonnali következményét.

3.8. Következmény. A 3.3-as lemma és a 3.7-es tétel miatt tetszőleges r < n
2

esetén
g(n, n − r) = g(n, r) =

(
n−1
r

)
=

(
n−1

n−r−1

)
. Mivel n − r > n

2
, ezért ha n > l > n

2
, akkor a

tétel szerint g(n, l) =
(
n−1
l−1

)
.

Bizonyítás. Bizonyítsunk r szerinti indukcióval. r = 1 esetén összesen n darab összeg
van, de nem lehet minden szám azonos g definíciója miatt, így legfeljebb n − 1 azonos
összeg lehet. g(n, 1) =

(
n−1
1

)
teljesül. Tegyük fel, hogy r-ig beláttuk az állítást és nézzük

meg r + 1-re. Tudjuk, hogy g(n, r + 1) =
(
n−1
r

)
, ha n ≤ 2r + 1, hiszen a 3.3-as lemma

miatt g(n, r + 1) = g(n, n− r − 1) =
(

n−1
n−r−1

)
=

(
n−1
r

)
az indukciót használva.

Továbbá a 3.5-ös lemma miatt g(2r + 2, r + 1) ≤ g(2r + 1, r + 1) · 2r+2
r+1

=
(
2r
r

)
· 2 az
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előbbit használva vagy g(2r + 2, r + 1) =
(
2r+1
r+1

)
=

(
2r+1
r

)
, de ez utóbbi kisebb. Így

g(2r + 2, r + 1) ≤ 2
(
2r
r

)
, de a 3.4-es lemma alapján g(n, r) ≥ 2

(
n−2
r−1

)
, ha r = n

2
, azaz

g(2r + 2, r + 1) ≥ 2
(
2r
r

)
. Megkaptuk, hogy egyenlőség teljesül: g(2r + 2, r + 1) = 2

(
2r
r

)
.

r+1-re megkaptuk eddig g(n, r+1) értékét, ha n
2
≤ r+1. Most vizsgáljuk g(2r+3, r+1)

értékét és tegyük fel indirekten, hogy g(2r + 3, r + 1) >
(
2r+2
r+1

)
. Legyen az összes

(2r + 3 darab) számunk halmaza A, és vegyünk két tetszőleges egészet, k-t és l-et. Azon
összegekből, amik tartalmazzák k-t, (a) legfeljebb g(2r + 2, r) azonos értékű lehet, ami
indukció miatt

(
2r+1
r

)
, vagy (b) van legalább 2r+ 2 azonos a számok közt. Először az (a)

esetet tárgyaljuk, a (b) lehetőségre a bizonyítás végén térünk vissza.

(a) Tegyük fel, hogy k-t tartalmazó összegekből legfeljebb g(2r+2, r) =
(
2r+1
r

)
azonos érté-

kű van. Így ahhoz, hogy az indirekt feltevés teljesüljön, több mint
(
2r+2
r+1

)
−
(
2r+1
r

)
=

(
2r+1
r+1

)
azonos r+1-elemű összegnek kell lennie, ami nem tartalmazza k-t. Jelöljük ezen összegek
számát Ck >

(
2r+1
r+1

)
-val. Szimmetrikusan ugyanez elmondható l-ről is.

Nézzük azt a Ck darab összeget, ami nem tartalmazza k-t. Ebből ck darab menjen át l-en
és Ck − ck darab l-en kívül. Tudjuk, hogy az l-et tartalmazó ck darab összeg A \ {k}-beli
komplementerei is azonos összegek lesznek, és ezek se l-et, se k-t nem tartalmazzák,
de továbbra is 2r + 2 − (r + 1) = r + 1 elemű összegek. Így van egyrészt Ck − ck

darab azonos értékű r + 1-elemű összeg A \ {k, l}-ben, valamint még ck darab ilyen.
Ck − ck + ck = Ck >

(
2r+1
r+1

)
, azonban A \ {k, l}-ból összesen

(
2r+1
r+1

)
darab r + 1-elemű

részhalmaz választható ki. Így kell lennie a k-t nem tartalmazó összegek közül olyannak,
amelynek a komplementere is A \ {k}-beli kiválasztott összeg. Mivel a komplementerek
egymással azonos értékűek voltak és ezek közül valamelyik értéke megegyezik egy
eredetileg kiválasztott összeggel skatulyaelv miatt, ezért ekkor minden l-et tartalmazó
összegnek a komplementere is ilyen értékű kell, hogy legyen.
Azaz ezek elemszámaira Ck − ck = ck, így ck = Ck

2
> 1

2

(
2r+1
r+1

)
, ennyi azonos összeg van

A \ {k, l}-ben. Szimmetrikusan elmondhatjuk ezt l-ből is: ha ehhez Cl azonos értékű
r + 1-elemű összeg tartozik, ami nem tartalmazza l-et, amelyek közül Cl − cl nem
tartalmazza k-t se, akkor hasonlóan Cl − cl = cl =

Cl

2
> 1

2

(
2r+1
r+1

)
.

Így A \ {k, l}-ben összesen találtunk r + 1-elemű összegekből Ck − ck + Cl − cl >
(
2r+1
r+1

)
darab azonos értékűt, ami több, mint az összes lehetőség, így van köztük, amit mindkét
irányból megszámoltunk. Egy ilyen összegnek az A \ {k}, illetve az A \ {l}-beli komple-
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menterei is ki lesznek választva, amelyek így megegyeznek, kivéve, hogy az egyik k-t, a
másik l-et tartalmazza. Mivel ezek a komplementer halmazból képzett összegek is azonos
értékűek, ezért k és l is meg kell, hogy egyezzen.
Ezzel beláttuk, hogy tetszőleges két szám értéke azonos, ami ellentmondás, mivel
nem lehet minden szám megegyező g definíciója miatt. Ebben az esetben valóban
g(2r + 3, r + 1) ≤

(
2r+2
r+1

)
.

(b) Ha van 2r + 2 azonos szám a 2r + 3 darab számunk közül, akkor úgy kapjuk a
legtöbb azonos összeget, ha ezek közül választunk ki tetszőleges r + 1 darabot, hiszen(
2r+2
r+1

)
>

(
2r+2
r

)
. Ez szintén legfeljebb

(
2r+2
r+1

)
azonos értékű összeg.

Igazoltuk, hogy g(2r + 3, r + 1) ≤
(
2r+2
r+1

)
. Innentől ha n > 2r + 3, akkor a 3.5-ös lemma

miatt

g(n, r+1) ≤ g(n−1, r+1)
n

n− r − 1
≤

(
n− 2

r + 1

)
n

n− r − 1
≤

(
n− 2

r + 1

)
n− 1

n− r − 2
=

(
n− 1

r + 1

)
indukcióból vagy g(n, r + 1) =

(
n−1
r

)
vagy g(n, r + 1) =

(
n−1
r+1

)
. Mivel r + 1 < n

2
, ezért(

n−1
r

)
<

(
n−1
r+1

)
, így mindegyik esetben teljesül g(n, r + 1) ≤

(
n−1
r+1

)
. Beláttuk az állítást

r + 1-re minden n esetén, azaz tovább tudtunk lépni r + 1-re indukcióval.
Emellett a 3.4-es lemma miatt g(n, r+1) ≥

(
n−1
r+1

)
, ha r+1 < n

2
. Tehát egyenlőség teljesül,

g(n, r + 1) =
(
n−1
r+1

)
, ha r + 1 < n

2
. Indukcióval beláttuk a 3.7-es tételt, azaz minden n-re,

ha r < n
2
, akkor g(n, r) =

(
n−1
r

)
.

3.9. Állítás. r > n
2

esetén h(Z,+)(n, r) =
(
n−1
r−1

)
.

Bizonyítás. A 3.8-as következmény miatt tudjuk, hogy most g(n, r) =
(
n−1
r−1

)
, azaz legfel-

jebb ennyi azonos értékű összeg lehet, speciálisan nullösszegből is. Vegyünk egy −(r− 1)

egészet és n− 1 darab +1-est. Ekkor pontosan
(
n−1
r−1

)
nullösszegű, r-elemű részhalmaz lesz

az n szám között, így ez tényleg a maximumot elérő extremális struktúra.

3.10. Állítás. r = n
2

esetén h(Z,+)(n, r) = 2
(
n−2
r−1

)
.

Bizonyítás. A 3.7-es tétel bizonyításából tudjuk, hogy g(2r, r) = 2
(
2r−2
r−1

)
, azaz legfeljebb

ennyi összeg lehet nullösszeg. Ennyi nullösszeg elérhető két darab −(r − 1) egészet és
n − 2 = 2r − 2 darab 1-et tartalmazó multihalmazzal. Ekkor pontosan 2

(
n−2
r−1

)
= 2

(
2r−2
r−1

)
nullösszegű, r-elemű részhalmaz lesz az n szám között.

Beláttuk az 1.6-os tétel eredményeit és megadtuk az ezt elérő extremális struktúrát is
mindkét esetben.



4. Egész számok közti nullösszegek, a sejtés bizonyítása

A 2-es és a 3-as fejezetben leírt eredményeinkben azt kaptuk, hogy az optimális konstruk-
ciók kétosztályúak r < 5 és r ≥ n

2
esetén, azaz csupán két különböző értéket tartalmaznak

az extremális struktúrák. Ez alapján a következő sejtést fogalmaztuk meg.

4.1. Sejtés. Legyenek n > r > 1 pozitív egészek. Az n-elemű nemnulla egészekből álló
multihalmazok esetén az optimális konstrukcióban csupán két különböző érték szerepel az
n elem között. Továbbá h(Z,+)(n, r) =

(
n−⌊n

r
⌋

r−1

)
· ⌊n

r
⌋.

Az egzakt értéket h(Z,+)(n, r)-re a következő konstrukció motiválta. Vegyünk n − ⌊n
r
⌋

darab −1-est és ⌊n
r
⌋ darab r − 1 egészt. Ekkor mivel r − 1 + (r − 1) · (−1) = 0, ezért

ez a konstrukció tartalmaz
(
n−⌊n

r
⌋

r−1

)
· ⌊n

r
⌋ darab nullösszeget. Ez megadja az 1.8-as állítás

alsó becslését, amiről azt sejtettük, hogy éles. Ezt a sejtést a szakdolgozat írása közben
látta be Jing Huang [10]. Ebben a fejezetben Huang friss bizonyítását összegezzük és
egyszerűsítjük. Először bemutatjuk annak az igazolását, hogy tetszőleges n > r > 1

értékekre az extremális struktúra kétosztályú, majd kiszámoljuk ennek a maximumát és
megadjuk h(Z,+)(n, r) pontos értékét.

Jelöljük [n]-nel az {1, 2, ..., n} halmazt és legyen az n nemnulla egészből álló multihalmaz
A = {a1, a2, ..., an}.

4.2. Definíció. Legyen P = {i ∈ [n] : ai > 0} a pozitív egészek indexeinek halmaza A-ban
és N = {i ∈ [n] : ai < 0} a negatívaké. Ezek elemszáma legyen |P | = p és |N | = q = n−p.

4.3. Definíció. Jelölje SP és SN a szimmetrikus csoportját P -nek és N-nek. Ekkor ezek
mérete |SP | = p! és |SN | = q!.

4.4. Állítás. h(Z,+)(n, r) ≤ max1≤t≤r−1

(
q
t

)(
p

r−t

)
Bizonyítás. Feltehetjük, hogy p, q ≥ 1, különben nem jöhetne létre nullösszeg. Legyen X =

{(S, T ) : S ⊆ P, T ⊆ N, |S|+ |T | = r} halmaz. Tehát X -ben a pozitív és negatív számok
indexeinek olyan részhalmaz párjai szerepelnek, amelyek együtt egy r-elemű részhalmazt
alkotnak A-ban. Vegyük a következő részbenrendezést X elemein:

(S, T ) ⪯ (S ′, T ′) ⇐⇒ S ⊆ S ′ és T ′ ⊆ T .

Ez a reláció valóban reflexív, antiszimmetrikus és tranzitív, azaz (X ,⪯) egy részbenren-
dezett halmaz. Mivel |S| + |T | = r = |S ′| + |T ′|, ezért ha szigorúan (S, T ) ≺ (S ′, T ′),
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akkor S ′ \ S és T \ T ′ se üresek. Így
∑

i∈S′∪T ′ ai −
∑

i∈S∪T ai > 0, mert S ′ \ S-ben csak
pozitív számok indexei, T \ T ′-ben pedig csak negatív számok indexei szerepelnek és
nemüresek. Azt kaptuk, hogy (S, T ) ≺ (S ′, T ′) esetén a két részhalmazpár különböző
összegű, r-elemű részhalmazokhoz tartozik, speciálisan csak legfeljebb az egyik tartozhat
nullösszeghez.

Egy tetszőleges B 0-összegű, r-elemű részhalmazra legyen P (B) = P∩B és N(B) = N∩B.
Így a A = {(P (B), N(B)) : |B| = r, B nullösszeg} egy antilánc X -ben és |A| megegyezik
az r-elemű nullösszegek számával A-ban. Most valószínűségi módszerrel becsüljük meg
az A halmaz méretét. Legyen az események halmaza Ω = SP × SN , így az eseménytér
mérete |Ω| = p! · q!. Ezen az eseménytéren vegyünk egy egyenletes valószínűségi mértéket,
így minden ω = (π, σ) ∈ Ω elemi eseményre P(ω) = 1

p!q!
.

4.5. Definíció. Minden ω = (π, σ) ∈ Ω-ra és r − q ≤ s ≤ p egészre legyen
Cs(ω) := ({π1, ..., πs}, {σ1, ..., σr−s}).

Definíció szerint Cs(ω) ≺ Cs+1(ω), így a C(ω) := {Cs(ω) : r − q ≤ s ≤ p} halmaz minden
ω-ra egy láncot fog alkotni X -ben.

4.6. Definíció. Legyen X : Ω → R valószínűségi változó, amely az A antilánc és a
véletlenszerű C(ω) lánc metszetének méretét adja meg. X(ω) := |A ∩ C(ω)|

4.7. Definíció. Minden rögzített e = (S, T ) ∈ A antiláncbeli elemre definiáljunk egy
Ie : Ω → {0, 1} indikátor valószínűségi változót, amire Ie(ω) = 1 ⇐⇒ e ∈ C(ω).

Mivel egy antilánc és egy lánc legfeljebb egy elemben metszheti egymást, ezért tud-
juk, hogy minden ω ∈ Ω-ra X(ω) ≤ 1, így E(X) ≤ 1. Másrészt definíció szerint
X(ω) =

∑
e∈A Ie(ω), így a várható érték linearitása miatt

E(X) =
∑
e∈A

E(Ie) =
∑
e∈A

P(e ∈ C(ω)).

Most a becsléshez kiszámoljuk a P(e ∈ C(ω)) valószínűséget egy adott e = (S, T ) ∈ A
antiláncbeli elemre, ahol |S| = s és |T | = r − s. e ∈ C(ω) pontosan akkor fordul elő, ha π

első s eleme pontosan az S halmazt adja, míg σ első r−s eleme pontosan T . Ilyen π ∈ SP

permutációból s! ·(p−s)! darab, míg ilyen σ ∈ SN permutációból pedig (r−s)! ·(q−r+s)!
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darab van. Ebből

P(e ∈ C(ω)) = s!(p− s)!(r − s)!(q − r + s)!

p!q!
=

1(
p
|S|

)(
q
|T |

) ⇒
∑

(S,T )∈A

1(
p
|S|

)(
q
|T |

) ≤ 1.

Jelöljük 1 ≤ t ≤ r − 1 esetén ht-vel azon r-elemű nullösszegeket A-ban, amelyek
pontosan t negatív számot tartalmaznak. Ekkor ezt a jelölést az előbbi becslésbe írva∑r−1

t=1
ht

( p
r−t)(

q
t)

≤ 1. Így ebből az A-beli r-elemű nullösszegek számára a becslés:

r−1∑
t=1

ht ≤
(

max
1≤t≤r−1

(
q

t

)(
p

r − t

))
·
r−1∑
t=1

ht(
p

r−t

)(
q
t

) ≤ max
1≤t≤r−1

(
q

t

)(
p

r − t

)
.

Tehát megkaptuk az állítást, miszerint h(Z,+)(n, r) ≤ max1≤t≤r−1

(
q
t

)(
p

r−t

)
.

Vegyünk p darab t pozitív egészt és q = n−p darab t−r negatív egészt. Ebben az n-elemű
multihalmazban lesz

(
q
t

)(
p

r−t

)
darab r-elemű nullösszeg, mivel (r−t)·t+t·(t−r) = 0. Ezzel

a 4.1-es sejtés azon részét beláttuk, hogy elérhető a maximum kétosztályú konstrukcióval.
A sejtés teljes bizonyításához és az általános válasz megadásához még szükségünk van
max0≤q≤n max1≤t≤r−1

(
q
t

)(
n−q
r−t

)
értékére, azaz a kétosztályú struktúra nullösszegeinek

maximális számára. Belátjuk, hogy ez minden n > r > 1 egészre ⌊n
r
⌋ ·

(
n−⌊n

r
⌋

r−1

)
, így a

4.4-es állítással együtt igazoljuk a 4.1-es sejtést.

Nézzük meg először rögzített t esetén milyen q értékre lesz a kifejezés maximális. Legyen
n = mr + l alakú, ahol 0 ≤ l ≤ r − 1.

4.8. Állítás. Rögzített 1 ≤ t ≤ r − 1 esetén max0≤q≤n

(
q
t

)(
n−q
r−t

)
=

(
qt
t

)(
n−qt
r−t

)
, ahol

qt = ⌊ t(n+1)
r

⌋.

Bizonyítás. Legyen 0 ≤ q ≤ n esetén Ft(q) =
(
q
t

)(
n−q
r−t

)
. Ha q < t vagy q > n− r+ t, akkor

a szorzat 0, így elég t ≤ q ≤ n− r + t esetén vizsgálni az értékét. Ekkor

Ft(q + 1)

Ft(q)
=

q + 1

q + 1− t
· n− q − r + t

n− q
.

Ezt átrendezve azt kapjuk, hogy

Ft(q + 1) ≥ Ft(q) ⇐⇒ (q + 1)(n− q − r + t) ≥ (q + 1− t)(n− q)

⇐⇒ (q + 1)(t− r) ≥ t(q − n) ⇐⇒ t(n+ 1)− r ≥ rq.

Mivel n > r, ezért t(n+1)
r

> t és n − r + t + 1 − t(n+1)
r

= (r−t)(n−r+1)
r

> 0, így
t ≤ qt = ⌊ t(n+1)

r
⌋ ≤ n − r + t. Továbbá az Ft növekvésére kapott feltétel alapján Ft
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monoton nő t ≤ q ≤ qt − 1 esetén és monoton csökken qt ≤ q ≤ n− r + t. Azaz megkap-
tuk, hogy Ft(q) maximális qt = ⌊ t(n+1)

r
⌋-ben, tehát max0≤q≤n

(
q
t

)(
n−q
r−t

)
=

(
qt
t

)(
n−qt
r−t

)
.

4.9. Következmény. Adott n > r > 1-re elég a max1≤t≤r−1

(
qt
t

)(
n−qt
r−t

)
értéket meghatá-

rozni.

Mivel n = mr + l, ezért qt = mt + a, ahol a = ⌊ t(l+1)
r

⌋. Legyen b = l − a, így n − qt =

(r− t)m+ b. Mivel t ≤ r− 1, ezért a = ⌊ t(l+1)
r

⌋ ≤ l. Emiatt 0 ≤ l− a = b, másrészt pedig
b = l − a = l − ⌊ t(l+1)

r
⌋ = ⌈l − t(l+1)

r
⌉ = ⌈ (r−t)(l+1)

r
⌉ − 1 ≤ r − t− 1, hiszen l ≤ r − 1.

4.10. Állítás. Ft(qt) =
(
mt+a

t

)(
n−qt
r−t

)
≤ m

(
n−m
r−1

)
.

Bizonyítás. Ehhez legyen u = m(t− 1)+ a, így mt+ a = u+m. Ekkor
(
mt+a

t

)
=

(
u+m
t

)
=∑t

i=0

(
m
i

)(
u
t−i

)
, amit megszorozva

(
n−qt
r−t

)
-vel azt kapjuk, hogy

Ft(qt) =
t∑

i=0

(
m

i

)(
u

t− i

)(
n− qt
r − t

)
.

Ezt az összeget tagonként becsüljük felülről. Először i = 0-ra használva a b ≤ r − t − 1

egyenlőtlenséget(
n−qt
r−t

)(
n−qt
r−t−1

) =
n− qt − r + t+ 1

r − t
=

(r − t)(m− 1) + b+ 1

r − t
≤ m,

azaz
(
u
t

)(
n−qt
r−t

)
≤ m

(
u
t

)(
n−qt
r−t−1

)
.

Most legyen 1 ≤ i ≤ t. Ezen tagokat a következő lemmában megfogalmazott becsléssel
fogjuk felülről becsülni.

4.11. Lemma.
(
m
i

)(
n−qt
r−t

)
≤ m

(
n−qt

r−t+i−1

)
.

Bizonyítás. i = 1-re egyenlőséget kapunk a két oldal között, míg ha i > m, akkor
a bal oldalon 0 áll, ezért elegendő 2 ≤ i ≤ min{t,m}-re vizsgálni a becslést. Mivel(

n−qt
r−t+i−1

)
=

(
n−qt
r−t

)
·
∏i−1

j=1
n−qt−r+t−j+1

r−t+j
, így elég megmutatni, hogy minden 1 ≤ j ≤ i−1-re

m− j

j + 1
≤ n− qt − r + t− j + 1

r − t+ j
. (1)

A bal oldalon j ≤ i − 1 ≤ m − 1 miatt pozitív szám áll, így az (1)-es egyenlőtlenséget
összeszorozhatjuk minden j értékre, amelyet m-mel megszorozva azt kapjuk, hogy

m

i−1∏
j=1

m− j

j + 1
≤ m

i−1∏
j=1

n− qt − r + t− j + 1

r − t+ j
.
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A bal oldalon pontosan
(
m
i

)
áll, azaz

(
n−qt
r−t

)
-vel megszorozva az egyenlőtlenséget, megkap-

nánk a lemma állítását. Már csak az (1)-es egyenlőtlenséget kell ellenőrizni 1 ≤ j ≤ i−1-re.
Ehhez ismét használjuk az n− qt = (r − t)m+ b átírást.

(j + 1)(n− qt − r + t− j + 1)− (m− j)(r − t+ j)

= (j + 1)((r − t)(m− 1) + b− j + 1)− (m− j)(r − t+ j)

= (r − t)(jm+m− j − 1) + (j + 1)b+ 1− j2 − (m− j)(r − t+ j)

= jm(r − t− 1)− (r − t) + (j + 1)b+ 1 ≥ j(r − t− 1)− (r − t) + 1

= (j − 1)(r − t− 1) ≥ 0

Ezzel beláttuk (1)-et, ami igazolja a 4.11-es lemma állítását 1 ≤ i ≤ t-re.

Most tegyük össze az i = 0-ra és az 1 ≤ i ≤ t-re adott becsléseket.(
mt+ a

t

)(
n− qt
r − t

)
=

t∑
i=0

(
m

i

)(
u

t− i

)(
n− qt
r − t

)
≤ m

t∑
i=0

(
u

t− i

)(
n− qt

r − t+ i− 1

)

= m
t∑

j=0

(
u

j

)(
n− qt

r − 1− j

)
≤ m

r−1∑
j=0

(
u

j

)(
n− qt

r − 1− j

)
= m

(
u+ n− qt

r − 1

)
= m

(
(r − 1)m+ b− a

r − 1

)
= m

(
(r − 1)m+ l

r − 1

)
= m

(
n−m

r − 1

)
Ezzel beláttuk a 4.10-es állítást, felülről becsültük Ft(qt) értékét.

Az állítás miatt max1≤t≤r−1

(
qt
t

)(
n−qt
r−t

)
≤ m

(
n−m
r−1

)
. Másrészt t = 1 esetén qt = ⌊n+1

r
⌋ = m,

így ekkor valóban eléri a bal oldalon álló kifejezés a jobb oldal értékét.

max
0≤q≤n

max
1≤t≤r−1

(
q

t

)(
n− q

r − t

)
= m

(
n−m

r − 1

)
,

erre pedig konstrukciót is adtunk a fejezet elején. Ezzel beláttuk a teljes 4.1-es sejtést,
amivel megkaptuk az 1.9-es tétel eredményét.

4.12. Eredmény. Tetszőleges n > r > 1 egészekre h(Z,+)(n, r) =
(
n−⌊n

r
⌋

r−1

)
· ⌊n

r
⌋.

Ezzel az eredménnyel teljessé vált az 1.1-es probléma megválaszolása, azaz az 1.2-es prob-
léma G = (Z,+) esete is.



5. Irracionális számok közti racionális összegek

Az eddig vizsgált 1.1-es problémához hasonló kérdést vet fel az 1.4-es probléma, mellyel
ebben a fejezetben foglalkozunk. Itt vizsgálatunk tárgya tekinthető egy extremális problé-
mának, melyben a csúcshalmaz (irracionális számok) algebrai struktúrája adott. Mi a ma-
ximális száma az olyan r-elemű összegeknek, amelyek racionális értéket adnak egy n irra-
cionális számból álló halmazban? A fejezetben ezt a problémát vektortér-homomorfizmus
alkalmazásával visszavezetjük az előző fejezetekben vizsgált egész számok közti nullössze-
gek esetére és ennek segítségével megválaszoljuk a kérdést tetszőleges r esetén.

5.1. Lemma. Jelölje R az irracionális számaink halmazát. Vegyük az R által generált vek-
torteret Q felett, ⟨R⟩ ⊂ R. Létezik olyan összegtartó homomorfizmus ezen a vektortéren,
amely magtere pontosan a racionális számok halmaza.

Bizonyítás. Ennek a vektortérnek véges bázisa van Q felett, vegyük ennek egy b1, b2, ..., bk

bázisát. Legyen ϕ : ⟨R⟩ → R vektortér-homomorfizmus úgy, hogy ϕ(1) = 0 és
ϕ(bi) = ai ∀i, ahol ai lineárisan nem összefüggő valós számok Q felett. Ekkor erre
ker(ϕ) = Q.

5.2. Következmény. Ez a vektortér-homomorfizmus minden racionális számot a 0-ba
visz.

A vektortér-homomorfizmust elvégezve tudjuk, hogy az irracionális számok nem nulla
valósakba kerülnek. Minden racionális összeg a 0-ba kerül, ezért most a lehető legtöbb
nullösszeget keressük az új számaink között.

5.3. Állítás. Az optimális konstrukcióban a racionális számok vektortere csupán egy ir-
racionális számmal van bővítve.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy legalább két különböző irracionális számmal bővítettük Q-t,
legyen két különböző báziselem b1 és b2. A feladatban szereplő irracionális számaink a
báziselemek lineáris kombinációi, ezeknek vizsgáljuk az összegeit, amelyek közül a lehető
legtöbb nullösszeget szeretnénk elérni. Minden nullösszegben a báziselemek együtthatói
pontosan 0-ra kell, hogy összeadódjanak. Megmutatjuk, hogy ∃λ ∈ R, hogy a b2 → λb1

báziscserével a nullösszegek száma nem csökken. Minden nullösszegben a csere előtt a
báziselemek együtthatóinak összege külön-külön 0 volt, ez a csere után is megmarad, hi-
szen a λ ∈ R-val való szorzás meghagyja az együtthatók összegét 0-nak. Az lehet csupán
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probléma, ha valamelyik korábbi irracionális számból a csere után racionális lesz, azaz
a1b1 + a2b2 → a1b1 + a2λb1 = (a1 +λa2)b1 ∈ Q. Véges sok számunk van, ezért meg tudjuk
olyannak választani λ-t, hogy semelyik számra se legyen a1+λa2 = 0, így mindegyik szám
irracionális maradjon. Ezután a báziscsere után az első két báziselemet (b1, λb1) egybe-
vonhatjuk, így eggyel kevesebb báziselem esetén is találunk legalább annyi nullösszeget,
mint korábban. Amíg a vektortér dimenziója legalább 2, ezt ismételhetjük, míg elérünk
egy 1-dimenziós konstrukcióig.

5.4. Következmény. A nullösszegek maximális száma felvétetik olyan konstrukcióban
is, ahol Q csak egy irracionális számmal van bővítve, azaz a számaink között csak egy
β irracionális szám racionális többszörösei szerepelnek. Minden számot β-val leosztva a
nullösszegek halmaza nem változik. Ezzel a probléma átfogalmazható nemnulla racionális
számokra, amelyek között a lehető legtöbb nullösszeget keressük.

Ha adott véges sok nemnulla racionális szám, akkor az összes számot felszorozhatjuk az
összes nevező szorzatával, hiszen a nullösszegeket ez sem befolyásolja. Ezzel megkaptuk,
hogy az 1.4-es probléma valójában visszavezethető az 1.1-es problémára, elég nemnulla
egészek között keresni a nullösszegeket. Ezt a problémát már vizsgáltuk a 2-es, 3-as és 4-es
fejezetekben, ahol beláttuk a bevezetésben megadott számszerű eredményeket tetszőleges
n > r > 1 esetén (1.9). Most is ezeket az eredményeket kapjuk, amikor n irracionális szám
között szeretnénk a lehető legtöbb racionális összeget elérni.

5.5. Eredmény. hQ∗(n, r) = ⌊n
r
⌋ ·

(
n−⌊n

r
⌋

r−1

)
.

A korábbi fejezetekben láttuk, hogy ezen értékek közt valóban egyenlőség áll fenn, a 2-es,
3-as és 4-es fejezetekben a felső becslések mellett megadtuk az ezeket elérő extremális
struktúrákat is. Most az 1.4-es problémában az extremális struktúra annyiban módosul,
hogy a (Z,+) eset +1-esei helyett α számokat veszünk valamilyen α ∈ Q∗-ra, míg a −1-
esek helyett −α számokat teszünk a struktúrába. Ebben a problémában még az is elérhető,
hogy az extremális struktúrában csupa különböző irracionális szám szerepeljen, hiszen
tetszőleges irracionális számhoz valamilyen racionális számot hozzáadva nem módosul a
racionális összegek halmaza. Így az α és −α számokhoz különböző racionális számokat
hozzáadva is extremális struktúrát kapunk, már csupa különböző irracionális számmal.

5.6. Megjegyzés. A kulcsgondolat ebben a problémában az 5.1-es lemma volt a vektortér-
homomorfizmusról. Ezt a lemmát és ennek a lemmának az 5.4-es következményét a dolgo-
zat végén szereplő kapcsolódó kérdésekben (8) is alkalmazhatjuk, így ekvivalens, hogy éppen
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a G = (Z,+) esetről vagy az irracionális számok közti racionális összegek problémájáról
beszélünk-e.



II. rész

6. G = (Z2
d,+) csoport

Ebben a fejezetben az 1.2-es problémával foglalkozunk G = (Z2
d,+) Abel-csoport esetén.

Z2
d-ben egy elem x = (x1, x2, ..., xd) alakú, ahol ∀i : xi = 0 vagy 1, azaz ez egy Z2

feletti d-dimenziós vektortér, a vektorokat Z2 felett koordinátánként adjuk össze. Mivel
a csoportban nemnulla elemek összegeit vizsgáljuk, ezért a csupa 0 koordinátájú vektor
nem lehet az n-elemű sorozatban. Belátjuk az 1.10-es és 1.11-es tételek ide vonatkozó
eredményeit.

6.1. Állítás. Ha r páros, akkor elérhető, hogy mind az
(
n
r

)
darab r-elemű részsorozat

összege 0 legyen.

Bizonyítás. Legyen az n-elemű részsorozat összes eleme azonos, a ̸= 0 csoportelem. Ekkor
minden r-elemű részsorozat összege r · a = 2k · a = 2 · (ka) = 0.

Innentől feltesszük, hogy r > 1 páratlan. Ekkor ha d = 1, akkor G∗ = {1}, azaz egyetlen
nemnulla elem szerepel a csoportban. Ezt r-szer összeadva 1-et kapunk, így itt nem létezik
0-összegű, r-elemű részsorozat. Emiatt feltesszük, hogy d ≥ 2, azaz G ̸= Z2.

6.2. Konstrukció. Vegyünk ⌊n
3
⌋ darab (0, ..., 0, 0, 1) ∈ Z2

d elemet, ⌊n+1
3
⌋ darab

(0, ..., 0, 1, 0) ∈ Z2
d elemet és ⌊n+2

3
⌋ darab (0, ..., 0, 1, 1) ∈ Z2

d elemet.

Ez ⌊n
3
⌋+ ⌊n+1

3
⌋+ ⌊n+2

3
⌋ = n csoportelem és (0, ..., 0, 0, 1) + (0, ..., 0, 1, 0) + (0, ..., 0, 1, 1) =

(0, ..., 0, 0, 0), ezért ebben a konstrukcióban létrejön ⌊n
3
⌋ · ⌊n+1

3
⌋ · ⌊n+2

3
⌋ darab 0-összegű,

háromelemű részsorozat. Így h(Z2
d,+)(n, 3) ≥ ⌊n

3
⌋ · ⌊n+1

3
⌋ · ⌊n+2

3
⌋.

A felső korlát bizonyítása előtt egy segédlemmát kimondunk.

6.3. Lemma. Minden 0-összeg három különböző csoportelem összegeként áll elő.

Bizonyítás. Ha két azonos elemet választunk egy összegbe, akkor ezek összege 0 Z2
d-ben,

így a harmadik összeadandó csak a nullelem lehetne, ami ellentmondás.

6.4. Állítás. h(Z2
d,+)(n, 3) ≤ ⌊n

3
⌋ · ⌊n+1

3
⌋ · ⌊n+2

3
⌋.
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Bizonyítás. A csoport elemeit pontokkal, a 0-összegű hármasokat pedig egyenesekkel
jelölve, a 0-összegek a csoport elemein minden d ≥ 2 értékre egy véges projektív sík
egyeneseihez hasonló struktúrát alkotnak, mivel a+b+c = 0 ⇐⇒ a+b = c egy egyenest
határoz meg. Például d = 3 esetén hét nemnulla eleme van a csoportnak, és mivel bármely
két összeadandó meghatározza a harmadikat, amivel 0-összeget alkotnak,

(
7
2

)
· 1

3
= 7

különböző háromelemű 0-összeg van. Ebben az esetben a pontokkal és egyenesekkel való
megfeleltetésben a Fano-síkot kapjuk vissza struktúraként. Megjegyezzük, hogy r > 3

esetén ez már nem teljesül, mert ekkor egy 0-összegbe már választhatunk azonos elemeket
is.

d = 2 esetén három nemnulla elem szerepel a csoportban: (0, 1), (1, 0), (1, 1), így
minden 0-összegben egy-egy szerepel mindhárom elemből. Legyen az n-elemű sorozat-
ban ezek darabszáma a1, a2 és a3, ekkor a 0-összegű hármasok száma a1a2a3. Mivel
a1 + a2 + a3 = n, ezért a1a2a3 ≤ ⌊n

3
⌋ · ⌊n+1

3
⌋ · ⌊n+2

3
⌋, különben lenne két darabszám,

aminek a különbsége legalább 2, és ezeket egymás felé tolva 1-gyel, nőne a szorzat. Így
h(Z2

2,+)(n, 3) ≤ ⌊n
3
⌋ · ⌊n+1

3
⌋ · ⌊n+2

3
⌋.

d ≥ 3 esetén azt fogjuk megmutatni, hogy létezik olyan sorozat, amiben egyetlen egyenes
mentén található mind az n elem, és legalább annyi háromelelmű 0-összeget tartalmaz,
mint az eredeti sorozat. G∗-ban ekkor 2d − 1 darab elem van, jelöljük ezeket g1, ..., g2d−1-
gyel, míg minden i-re jelölje ai az n-elemű sorozatban a gi csoportelem darabszámát.
Szimmetria miatt feltehető, hogy ∀ 1 ≤ i ≤ j ≤ 2d − 1 : ai ≥ aj. Minden 0-összegben
három különböző elemet adunk össze és két elem meghatározza a harmadikat, ezért a ren-
dezési tétel miatt olyan 0-összegekből, amelyekben a legkisebb indexű elem gm, legfeljebb

⌊ 2d−1−m
2

⌋∑
k=1

amam+2k−1am+2k

darab lehet. Cseréljük le ezt a következő n-elemű sorozatra: a1 darab (0, 0, ..., 0, 0, 1) ∈ Z2
d,∑2d−1−1

k=1 a2k darab (0, 0, ..., 0, 1, 0) ∈ Z2
d és

∑2d−1−1
k=1 a2k+1 darab (0, 0, ..., 0, 1, 1) ∈ Z2

d

elem. Ebben összesen a1 ·
∑2d−1−1

k=1 a2k ·
∑2d−1−1

k=1 a2k+1 darab 0-összeg van. A következő ál-
lítással megmutatjuk, hogy ez legalább annyi 0-összeg, mint amennyi eredetileg szerepelt.
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6.5. Állítás.

2d−3∑
m=1

⌊ 2d−1−m
2

⌋∑
k=1

amam+2k−1am+2k ≤ a1 ·
2d−1−1∑
k=1

a2k ·
2d−1−1∑
k=1

a2k+1.

Bizonyítás. Külön felülről becsüljük a bal oldalon álló összeadandókat, amikor m páratlan,
majd amikor m páros. Ha m páratlan, akkor

⌊ 2d−1−m
2

⌋∑
k=1

amam+2k−1am+2k ≤
⌊ 2d−1−m

2
⌋∑

k=1

ama2kam+2k ≤
⌊ 2d−1−m

2
⌋∑

k=1

a1a2kam+2k (1).

A jobb oldalon kapott összeadandók szerepelnek a bizonyítandó egyenlőtlenség jobb olda-
lán is, és minden összeadandó legfeljebb egyszer jelent meg (1)-ben, hiszen adott m esetén
olyan szorzatokat kaptunk, amiben az utolsó tényező indexe m-mel nagyobb a másodiknál.
Ha pedig m páros, akkor

⌊ 2d−1−m
2

⌋∑
k=1

amam+2k−1am+2k ≤
⌊ 2d−1−m

2
⌋∑

k=1

amam+2ka2k+1 ≤
⌊ 2d−1−m

2
⌋∑

k=1

a1am+2ka2k+1 (2),

amely összeadandók ismét megjelennek összeadandóként a bizonyítandó egyenlőtlenség
jobb oldalán. Minden összeadandó legfeljebb egyszer szerepel (2)-ben is, adott m esetén
olyan szorzatokat kaptunk, amiben az utolsó tényező indexe m− 1-gyel kisebb a második
indexnél. Így az (1) és (2) becslést összetéve megkapjuk az állítást.

Ezzel beláttuk, hogy d ≥ 3 esetén is visszavezethető a kérdés a d = 2-es esetre, ami-
kor az n-elemű sorozat egy egyenes mentén fekszik. Erről beláttuk, hogy legfeljebb
⌊n
3
⌋ · ⌊n+1

3
⌋ · ⌊n+2

3
⌋ darab háromelemű, 0-összegű részsorozatot tartalmazhat, azaz iga-

zoltuk, hogy d ≥ 2 esetén h(Z2
d,+)(n, 3) ≤ ⌊n

3
⌋ · ⌊n+1

3
⌋ · ⌊n+2

3
⌋.

A 6.2-es konstrukció és a 6.4-es állítás együtt megadja az 1.11-es tétel ide vonatkozó
eredményét, miszerint h(Z2

d,+)(n, 3) = ⌊n
3
⌋ · ⌊n+1

3
⌋ · ⌊n+2

3
⌋.

6.6. Állítás. Tetszőleges r esetén d ≥ 2 mellett, ha egy sorozatban valamelyik nemnulla
csoportelem nem szerepel, akkor a 0-összegek száma felülről becsülhető egy d−1-dimenziós
sorozat 0-összegeinek számával.

Bizonyítás. A csoportelemek szimmetriája miatt feltehető, hogy a (0, 0, ..., 0, 1, 1) elemből
nincs az n-elemű sorozatban. Ekkor vegyük azt a ϕd : F2d → F2d−1 leképzést, amire

ϕd : (x1, x2, ..., xd−2, xd−1, xd) 7→ (x1, x2, ..., xd−2, xd−1 + xd).
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A ϕd leképzés szerint minden d-dimenzióban lévő 0-összegű hármas képe egy d − 1-
dimenzióban lévő 0-összegű hármas, hiszen koordinátánként az összegek 0-k voltak,
és ezt megtartja a leképzés. Továbbá semelyik elem sem kerül a nullelembe, hiszen
kerϕd = {0; (0, ..., 0, 1, 1)} és ilyen elemek nem szerepeltek a sorozatban. A leképzés
megad egy d − 1-dimenziós sorozatot, amiben legalább annyi 0-összeg szerepel, mint a
d-dimenziósban.

Páros r és r = 3 esetén megvizsgáltuk a kérdést a (Z2
d,+) csoportban, így most átté-

rünk részeredményeinkre nagyobb páratlan r esetén. Az r = 3 mellett látott optimális
konstrukció r = 5-re a következő becslést adja.

6.7. Állítás. d ≥ 2 esetén

h(Z2
d,+)(n, 5) ≥


(
a
3

)
· 3a2 ha n = 3a alakú(

a+1
3

)
· (3a2 − 4a) ha n = 3a+ 1 alakú(

a+1
3

)
· (3a2 + a− 2) ha n = 3a+ 2 alakú.

6.8. Konstrukció. Vegyünk ⌊n
3
⌋ darab (0, 0, ..., 0, 0, 1) elemet, ⌊n+1

3
⌋ darab (0, 0, ..., 0, 1, 0)

elemet és ⌊n+2
3
⌋ darab (0, 0, ..., 0, 1, 1) elemet.

Ekkor minden olyan ötös, ami az egyik elemből hármat, a másik kettőből egyet-egyet
tartalmaz, 0-összegű lesz, hiszen (0, 0, ..., 0, 0, 1) + (0, 0, ..., 0, 1, 0) + (0, 0, ..., 0, 1, 1) =

(0, 0, ..., 0, 0, 0). Így a 6.8-as konstrukcióban n = 3a esetén a 0-összegű, ötelemű rész-
sorozatok száma 3

(
a
3

)
· a2, n = 3a+ 1 esetén ezek száma

2

(
a

3

)
a(a+ 1) +

(
a+ 1

3

)
a2 =

(
a+ 1

3

)
(2a(a− 2) + a2) =

(
a+ 1

3

)
· (3a2 − 4a),

míg ha n = 3a+ 2, akkor ez

2

(
a+ 1

3

)
a(a+1)+

(
a

3

)
(a+1)2 =

(
a+ 1

3

)
(2a2+2a+(a+1)(a−2)) =

(
a+ 1

3

)
·(3a2+a−2).

Ezzel bizonyítottuk a 6.7-es állítást.

6.9. Megjegyzés. Bizonyítható, hogy ha r = 5 esetén egy n-elemű sorozatban létezik a
6.8-as konstrukciónál több 0-összeget tartalmazó sorozat, akkor van olyan nemnulla cso-
portelem, amelyből több, mint 20

81
(n − 6) darab szerepel az n-elemű sorozatban. Ha n-et

növeljük, akkor 20
81
(n − 6) aszimptotikusan tart 20

81
n-hez, azaz elég nagy n-re lesz olyan

csoportelem, ami a sorozatnak nagyjából a negyedét kiteszi. Ez az állítás egy kétszeres
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leszámlással igazolható, minden 0-összegű, ötelemű részsorozatot megszámolhatunk tetsző-
leges négy elem irányából, mivel négy elemből egyértelmű az ötödik is egy 0-összegben. n-et
3a+b alakba írva, ahol b ∈ {0, 1, 2}, megkapjuk a megadott becslést a legnagyobb darabszá-
mú csoportelemre. Felső becslést ebből a gondolatmenetből nem kapunk h(Z2

d,+)(n, 5) érté-
kére, de azt az intuitív sejtést alátámasztja, hogy a maximális számú 0-összegek eléréséhez
a különböző csoportelemekből nem egyenletesen kell az n-elemű sorozatnak tartalmaznia,
kell lennie olyan elemnek, aminek a darabszáma jelentősen nagyobb.

Ebben a problémában az r = 3-as extremális struktúra alapján az a sejtésünk, hogy
a (Z2

d,+) csoportban nagyobb páratlan r esetén is hasonlóan 2-dimenzióban elfér az
extremális struktúra, azaz csupán háromféle nemnulla csoportelemből szerepel az n-elemű
sorozatban. Ezt a következő sejtésben fogalmazzuk meg.

6.10. Sejtés. Páratlan r ≥ 3 esetén a G = (Z2
d,+)-beli n-elemű sorozatok között az

optimális konstrukció a következő. ⌊n
3
⌋ darab (0, 0, ..., 0, 0, 1) ∈ Z2

d elem, ⌊n+1
3
⌋ darab

(0, 0, ..., 0, 1, 0) ∈ Z2
d elem és ⌊n+2

3
⌋ darab (0, 0, ..., 0, 1, 1) ∈ Z2

d elem. Speciálisan a 6.7-
es állításban valójában egyenlőség szerepel.



7. G Abel-csoport, r < 4

Ebben a fejezetben az 1.2-es problémával foglalkozunk r < 4 esetén. Általános G Abel-
csoport esetén belátjuk az 1.10-es tétel eredményét, azaz 2-elemű részsorozatok esetén
a 0-összegek maximális számát. Ezt követően áttérünk az r = 3 eset vizsgálatára, ahol
igazoljuk az 1.11-es tétel eredményeit. Ennek egy alesetét már vizsgáltuk a 6-os fejezet-
ben, ahol G = (Z2

d,+) Abel-csoport esetén megadtuk a 3-elemű, 0-összegű részsorozatok
maximális számát és az ezt elérő struktúrát is leírtuk. Ezeket a problémákat vizsgáltuk a
(Z,+) Abel-csoport esetén is, ahol beláttuk tetszőleges r mellett az 1.9-es tétel állítását
a korábbi fejezetekben (2, 3, 4).

7.1. Definíció. Nevezzük g1 ∈ G∗-et és g2 ∈ G∗-t függetlennek, ha nincs olyan r-elemű,
0-összegű részsorozat az n-elemű sorozatban, amiben g1 és g2 is szerepel.

7.2. Állítás. Ha G tartalmaz másodrendű g ∈ G elemet, akkor hG(n, 2) =
(
n
2

)
.

Bizonyítás. Ha az n-elemű sorozat minden eleme g, akkor mind az
(
n
2

)
részsorozat összege

2 · g = 0 lesz.

7.3. Állítás. Ha G egy Abel-csoport, amiben nincsen másodrendű elem, akkor
hG(n, 2) = ⌊n

2
⌋ · ⌈n

2
⌉ = ⌊n2

4
⌋.

Bizonyítás. Minden nemnulla csoportelem pontosan egy másik csoportelemmel alkot 0-
összeget, mégpedig az inverzével. g ∈ G esetén g + (−g) = 0 és g ̸= −g, különben g

másodrendű elem lenne, továbbá g ̸= 0 miatt −g ̸= 0. g ̸= h esetén −g ̸= −h, így a
0-összegek diszjunkt párokat alkotnak a csoportelemek közt. Ha az n-elemű sorozatban
szerepelnek csoportelemek legalább két diszjunkt 0-összegű párból, akkor tudjuk növelni
az ilyen párok számát. Jelölje kg, k−g, kh, k−h a g,−g, h,−h elemek darabszámát az n

elemű sorozatban, ahol h ̸= g és h ̸= −g. Feltehető, hogy kg, k−h > 0, ekkor ezek közt
kg · k−g + kh · k−h 0-összeg szerepel. Ha ezen elemek helyett veszünk kg + kh darab g-t
és k−g + k−h darab −g-t, akkor (kg + kh) · (k−g + k−h) > kg · k−g + kh · k−h 0-összeg lesz
köztük, míg a többi 0-összeg ugyanaz maradt. Így növelhetjük a 0-összegek számát addig,
amíg már csak g és −g elemek szerepelnek a sorozatban. Ekkor kg · k−g ≤ ⌊n

2
⌋ · ⌈n

2
⌉ a

számtani-mértani közepek közti egyenlőtlenség miatt. Legfeljebb ⌊n
2
⌋ · ⌈n

2
⌉ darab 2-elemű

0-összeg lehet egy ilyen Abel-csoportban, amennyi el is érhető, ha veszünk egy g ̸= 0

elemből ⌊n
2
⌋ darabot és −g-ből ⌈n

2
⌉ darabot. Így ha G nem tartalmaz másodrendű elemet,

akkor hG(n, 2) = ⌊n2

4
⌋.
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Ezzel beláttuk az 1.10-es tételt. A következőkben r = 3 esetén vizsgáljuk az Abel-
csoportokat és hG(n, 3) értékét.

7.4. Állítás. Ha G tartalmaz harmadrendű g ∈ G elemet, akkor hG(n, 3) =
(
n
3

)
.

Bizonyítás. Ha az n-elemű sorozat minden eleme g, akkor mind az
(
n
3

)
részsorozat összege

3 · g = 0 lesz.

7.5. Tétel. Ha G egy Abel-csoport, amiben nincsen sem másodrendű, sem harmadrendű
csoportelem, akkor hG(n, 3) =

(⌈ 2n
3
⌉

2

)
· ⌊n

3
⌋.

A tétel igazolása előtt még előkészítjük a bizonyítást fogalmak bevezetésével, és a tétel
gráfelméleti vizsgálatával. Kimondunk és belátunk két lemmát, amelyek segítségével
igazoljuk, hogy legfeljebb

(⌈ 2n
3
⌉

2

)
· ⌊n

3
⌋ darab 3-elemű, 0-összegű részsorozat lehet a

sorozatban és megadjuk az ezt elérő konstrukciót is.

Mivel feltettük, hogy G-ben nincsen harmadrendű elem, ezért minden 3-elemű, 0-összegű
részsorozat tartalmaz legalább két különböző elemet. Így egy g ∈ G elem háromféle 0-
összegben szerepelhet: g + h + f = 0 három különböző csoportelemmel, 2g + d = 0 vagy
g + 2c = 0 két különböző csoportelemmel.

7.6. Definíció. Hívjuk a csak két különböző csoportelemet tartalmazó 0-összegeket elfa-
juló 0-összegnek. Nevezzük az elfajuló összeg fejének azt a csoportelemet, amiből az adott
elfajuló összeg kettőt is tartalmaz.

7.7. Állítás. Minden g ∈ G∗ elem legfeljebb kétféle elfajuló 0-összegben lehet.

Bizonyítás. 2g+d = 0 csak akkor teljesül, ha d = −2g, azaz d a 2g elem inverze. Továbbá
ha g + 2c1 = 0 és g + 2c2 = 0, akkor 2(c1 − c2) = 0, de mivel G-ben nincsen másodrendű
elem, ezért ez csak úgy teljesülhet, ha c1 − c2 = 0 ⇐⇒ c1 = c2.

7.8. Lemma. Létezik olyan optimális konstrukció, amelyben nem szerepel független f és
g csoportelem.

Bizonyítás. Indirekten tegyük fel, hogy az optimális konstrukcióban szerepel két független
csoportelem, f ∈ G∗ és g ∈ G∗. Legyen az f elem darabszáma a sorozatban F , míg a g

elemé G, és jelöljük hasonlóan a darabszámokat a többi csoportelem esetén is. a+b+f = 0

esetén A ·B ·F 0-összeget kapunk, 2c+f = 0 további
(
C
2

)
·F 0-összeget ad, míg 2f+d = 0
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pedig
(
F
2

)
·D 0-összeget ad. Így az f csoportelemet tartalmazó 0-összegek száma felírható(

F
2

)
· X ′

f + F · W ′
f alakban. Ekkor mivel f és g függetlenek, ezért az f -et vagy a g-t

tartalmazó 0-összegek száma:(
F

2

)
X ′

f+FW ′
f+

(
G

2

)
X ′

g+GW ′
g =: F 2Xf+FWf+G2Xg+GWg (Xf , Xg, F,G ≥ 0) (1)

7.9. Állítás. Vagy a sorozatban szereplő f csoportelemek mindegyik példányát g-re cserél-
ve vagy a sorozatban szerepelő g csoportelemek összes példányát f -re cserélve a 0-összegű
hármasok száma nem csökken.

Bizonyítás. Mivel nincsen f -et és g-t egyszerre tartalmazó 0-összeg, ezért csak külön az
f -et tartalmazó és a g-t tartalmazó 0-összegek száma fog változni az elemek cseréjekor. A
0-összegek lehetséges száma a kétféle csere után

(F +G)2Xf + (F +G)Wf (2) vagy (F +G)2Xg + (F +G)Wg (3)

lesz. Ha mindkét cserével csökkent volna a 0-összegek száma, akkor mindkettő kisebb
lenne az eredeti darabszámnál: (1) > (2) és (1) > (3). Azaz

F 2Xf + FWf +G2Xg +GWg > (F +G)2Xf + (F +G)Wf

és F 2Xf + FWf +G2Xg +GWg > (F +G)2Xg + (F +G)Wg

ezeket rendezzük át.

G2Xg +GWg > G2Xf + 2FGXf +GWf és F 2Xf + FWf > F 2Xg + 2FGXg + FWg

GXg +Wg > GXf + 2FXf +Wf és FXf +Wf > FXg + 2GXg +Wg

A kapott két egyenlőtlenséget összeadva:

GXg +Wg + FXf +Wf > GXf + 2FXf +Wf + FXg + 2GXg +Wg ⇐⇒

⇐⇒ 0 > FXf + FXg +GXf +GXg = (F +G) · (Xf +Xg) ≥ 0

Ez viszont ellentmondás, 0 > 0 nem teljesülhet. Így valamelyik cserével nem csökkent a
0-összegek száma, ezzel igazoltuk a 7.9-es állítást.

Az állításból egyenesen következik a lemma állítása is, hiszen azt kaptuk, hogy lehet olyan
optimális konstrukciót is adni, amiben nincsen olyan f és g csoportelem, amik függetlenek.
Ezzel beláttuk a 7.8-as lemmát.
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Ebből következően, ha egy optimális konstrukcióban szerepel a g csoportelem, akkor fel-
tehető, hogy −g nem szerepel benne. Mivel G-ben nincsen másodrendű és harmadrendű
elem sem, ezért nem lehet benne 2k-rendű, illetve 3k-rendű elem sem, különben k · g egy
másodrendű vagy harmadrendű nemnulla elem lenne a csoportban.

7.10. Lemma. Létezik olyan optimális konstrukció, amelyben legfeljebb három különböző
csoportelem szerepel.

Bizonyítás. Indirekten tegyük fel, hogy legalább négy különböző csoportelem szerepel az
optimális konstrukcióban. Ekkor van köztük 3 különböző a, b és c csoportelem, amelyre
a+b+c ̸= 0. A 7.8-as lemma miatt feltehető, hogy nem szerepel a sorozatban −a,−b,−c.
Mivel a és b szerepelnek az optimális konstrukcióban, ezért nem függetlenek, így lesz a
sorozatban −a − b is, hiszen ezzel alkotnak 0-összeget. −a − b ̸= 0, mivel −a ̸= b, de
előfordulhat, hogy −a− b megegyezik a, b, c elemek valamelyikével. Hasonlóan −a− c és
−b− c csoportelemek is előfordulnak a konstrukcióban. −a− b ̸= −a− c, mivel b ̸= c, így
−a − b és −a − c se függetlenek, azaz szerepel a 2a + b + c csoportelem is a sorozatban.
2a + b + c ̸= −b− c, különben 2(a + b + c) = 0 miatt az a + b + c nemnulla csoportelem
másodrendű lenne, ami ellentmondás. Így ahhoz, hogy a 2a+ b+ c és a −b− c se legyen
független, kell lennie −2a-nak is a sorozatban. −2a ̸= 0, mivel nincs másodrendű elem G-
ben. Hasonlóan előfordul −2b és −2c is a konstrukcióban, ahol ezek továbbra is különböző
nemnulla csoportelemek és −2a− 2b− 2c ̸= 0 is teljesül.

7.11. Állítás. Tetszőleges egész l-re lesz a sorozatban (3l + 1) · a csoportelem.

Bizonyítás. Már tudjuk, hogy az a, b, c mellett a −2a,−2b,−2c csoportelemek is szere-
pelnek a sorozatban és ezekre is teljesül, hogy az összegük nemnulla. Az előbbi lépéseket
ismételjük meg a −2a,−2b,−2c elemekre, így azt kapjuk, hogy a 4a elemből is lesz az
n-elemű sorozatban. a ̸= 4a, mivel a ̸= 0 nem harmadrendű elem. Mivel a és 4a is sze-
repel a sorozatban, ezért −5a is benne lesz a konstrukcióban, hogy a és 4a ne legyenek
független elemek. Hasonló érveléssel a −2a és a −5a elemek miatt 7a is lesz a sorozatban.
a ̸= 7a, mivel 6a ̸= 0, hiszen nincsen 2k-rendű elem a csoportban, így a és 7a miatt −8a

is szerepelni fog a konstrukcióban. Ezt folytatva indukcióval azt kapjuk, hogy (3k + 1)a

és (3k+4)a miatt −(6k+5)a, míg (3k+1)a és (3k+7)a miatt −(6k+8)a is előfordulnak
a sorozatban. Ezzel minden egész l-re (3l + 1) · a is lesz a sorozatban.

7.12. Megjegyzés. Ezen elemek közt lehetnek azonosak, például ha a rendje 5, akkor
a = 16a teljesül.
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Most a 7.11-es állítás segítségével folytatjuk a lemma bizonyítását. Ha nincs olyan k, amire
k · a = 0, akkor a (3l + 1) · a csoportelemek mind különbözőek, így a sorozatban mind-
egyikből kéne lennie példánynak, ami ellentmondás, hiszen a sorozat véges sok elemből
áll. Ha a rendje 3m+ 1 alakú, akkor 7.11 alapján szerepel a sorozatban (3m+ 1) · a = 0,
ami szintén ellentmondás. Ha pedig a rendje 3m + 2 alakú, akkor szerepel a sorozatban
(3(2m + 1) + 1) · a = 2 · (3m + 2)a = 0-nak, ami szintén ellentmondás. Mindkét esetben
a nullelem is szerepelne a sorozatban, ha nem lenne két független csoportelem. A 7.8-as
lemma miatt tudjuk, hogy van olyan optimális konstrukció, amiben nincsenek független
elemek, így ebben legfeljebb három különböző csoportelem lehet, ráadásul az összegük a
nullelem lehet csak a bizonyítás alapján. Ezzel beláttuk a 7.10-es lemmát.

A 7.5-ös tétel bizonyítása. Ha G egy Abel-csoport, amiben nincsen se másodrendű, se
harmadrendű csoportelem, akkor a 7.10-es lemma alapján az optimális konstrukció két-
féle lehet. Vagy a, b, c elemek szerepelnek benne, ahol a + b + c = 0 vagy f és g ele-
mek, ahol 2f + g = 0. Mindkét konstrukció csak egyfajta 0-összeget tartalmaz, mivel
f+2g = 0 ⇒ f−g = 0 ⇐⇒ f = g nem lehetséges, míg 2a+b = 0 ⇐⇒ a = c sem telje-
sülhet és szimmetrikusan a többi összeg sem lehet nulla. Előbbi esetben a struktúra A·B·C
darab 0-összegű, 3-elemű részsorozatot tartalmaz, utóbbi esetben

(
F
2

)
· G darabot, ahol

A+B+C = n = F+G. Mivel a szorzótényezők összege n, ezért A·B·C ≤ ⌊n
3
⌋·⌊n+1

3
⌋·⌊n+2

3
⌋.

Hasonlóan,
(
F
2

)
· G ≤

(⌈ 2n
3
⌉

2

)
· ⌊n

3
⌋. Ennyi 0-összeg valóban el is érhető, ha az n-elemű so-

rozatba ⌈2n
3
⌉ darab f ̸= 0 elemet és ⌊n

3
⌋ darab g := −2f ̸= 0 elemet választunk. Mivel

∀n-re
(⌈ 2n

3
⌉

2

)
· ⌊n

3
⌋ ≥ ⌊n

3
⌋ ·⌊n+1

3
⌋ ·⌊n+2

3
⌋, ezért hG(n, 3) =

(⌈ 2n
3
⌉

2

)
· ⌊n

3
⌋. Ezzel beláttuk a 7.5-ös

tételt és igazoltuk az 1.11-es tétel ide tartozó eredményét.

7.13. Megjegyzés. A 7.5-ös tétel belátásának kulcsgondolata a független csoportelemek
mentén való optimalizálás volt, beláttuk, hogy létezik olyan optimális konstrukció is, ami-
ben nincsenek független csoportelemek. Ehhez a különböző összegek (elfajuló és nemelfajuló
hármasok) struktúráját vizsgáltuk. A bizonyítás egy az egyben alkalmazható a (Z,+) esetre
is, hiszen ez sem tartalmaz másodrendű, illetve harmadrendű elemet. Így a kapott szám-
szerű eredmény érthető módon megegyezik a 2.6-os állítás eredményével. Hasonló megkö-
zelítés alkalmazható az 1.4-es probléma r = 3-as esetében is. Ezzel adható egy bizonyítás
az 5-ös fejezetben használt vektortér-homomorfizmus nélkül is a maximális számú raci-
onális összegre az irracionális számok halmazában. Itt is készíthetünk egy hipergráfot az
n darab irracionális számból, melyben a racionális összegű számhármasokat feleltethetjük
meg egy-egy hiperélnek. Ebben a gráfban bizonyos részgráfok kizárt struktúrák lesznek, így
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kereshetünk független csúcspárokat, miközben a lehetséges elfajuló racionális összegekre is
figyelünk. Ez a bizonyítás hosszabb és technikásabb, mint az általunk adott gondolatmenet
az egészek közti problémára való átfogalmazással, viszont szép párhuzamban áll a 7.5-ös
tétel előbb bemutatott bizonyításával.

7.14. Állítás. Ha G Abel-csoport nem a (Z2,+) csoport, és G-ben minden nemnulla
csoportelem másodrendű, akkor hG(n, 3) = ⌊n

3
⌋ · ⌊n+1

3
⌋ · ⌊n+2

3
⌋.

Bizonyítás. Ebben az esetben G izomorf egy elemi Abel 2-csoporttal, amiről beláttuk a
6.4-es állításban, hogy legfeljebb ⌊n

3
⌋·⌊n+1

3
⌋·⌊n+2

3
⌋ darab 3-elemű, 0-összegű részsorozatot

tartalmazhat. Erre konstrukciót is adtunk (6.2).

7.15. Sejtés. Ha G egy Abel-csoport, amiben nincsen harmadrendű csoportelem, de tar-
talmaz másodrendű és nagyobb rendű csoportelemet is, akkor hG(n, 3) =

(⌈ 2n
3
⌉

2

)
· ⌊n

3
⌋.

Ezt a sejtést a következő konstrukció motiválja. Ha G tartalmaz 4 ≤ k-adrendű elemet
is, akkor vegyünk egy ilyen g ∈ G∗ elemet, és vegyük még h := −2g ̸= 0-t is. Ek-
kor ha az n-elemű sorozat ⌈2n

3
⌉ darab g-t és ⌊n

3
⌋ darab h-t tartalmaz, akkor létrejön(⌈ 2n

3
⌉

2

)
· ⌊n

3
⌋ darab háromelemű, 0-összegű részsorozat. Ez megadja a sejtésbeli egyenlőség-

ből a hG(n, 3) ≥
(⌈ 2n

3
⌉

2

)
· ⌊n

3
⌋ egyenlőtlenséget. A korábbi optimális konstrukciók alapján

az a sejtésünk, hogy ez az egyenlőtlenség éles és ebben az esetben is kétosztályú lesz az
extremális struktúra.



III. rész

8. Kérdések különböző elemszámú összegekkel

Ebben a fejezetben áttérünk a kiindulási problémához hasonló kapcsolódó kérdések
tárgyalására. Eddig az összegek minden esetben rögzített méretűek voltak, de kézenfekvő
vizsgálnunk olyan kérdést is, ahol ez nem adott. Először a G = (Z,+) csoport felett vizs-
gálunk kapcsolódó problémát, amire az 5-ös fejezet alapján visszavezethető az irracionális
számok közti probléma is. Így az itt kapott eredmény megegyezik azzal, amit irracionális
számok között a racionális összegekre kapnánk. Vegyük az n-elemű G∗-beli sorozat összes
részsorozatának összegét. A kérdésünk, hogy ezek közül legfeljebb mennyi összeg lehet
nullösszeg. Belátjuk az 1.13-as tétel állítását, miszerint h(n) =

(
n

⌊n
2
⌋

)
. A fejezet későbbi

részében egy másik kapcsolódó kérdést vizsgálunk, amely az 1.4-es probléma egy variánsa.
Itt az irracionális számaink olyan összegeivel foglalkozunk, amelyek összeadandói egy
intervallumból kerülnek ki, és ezek között keressük, hogy legfeljebb mennyi összeg lehet
racionális. Belátjuk az 1.15-ös tétel állítását, miszerint h<(n) = ⌊n2

4
⌋.

Először az 1.12-es problémával foglalkozunk, ahol n darab nemnulla egész között képezzük
az összes részsorozat összegét.

8.1. Konstrukció. Vegyünk ⌊n
2
⌋ darab −1-est és ⌈n

2
⌉ 1-est.

8.2. Állítás. Ez a konstrukció
(

n
⌊n
2
⌋

)
darab nullösszegű részsorozatot tartalmaz.

Bizonyítás. Azok az összegek lesznek nullák, amelyekben ugyanannyi 1-es és -1-es van.
Ebből összesen

⌊n
2
⌋∑

i=0

(
⌊n
2
⌋
i

)
·
(
⌈n
2
⌉
i

)
=

⌊n
2
⌋∑

i=0

(
⌊n
2
⌋

⌊n
2
⌋ − i

)
·
(
⌈n
2
⌉
i

)
=

(
n

⌊n
2
⌋

)
darab van, így h(n) ≥

(
n

⌊n
2
⌋

)
.

8.3. Definíció. Nevezzük egy részsorozat előjeles elemszámának a benne lévő pozitív egé-
szek darabszámának és a benne lévő negatív egészek darabszámának a különbségét.

Így egy részsorozat előjeles elemszáma negatív is lehet.

8.4. Állítás. h(n) ≤
(

n
⌊n
2
⌋

)
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Bizonyítás. A bizonyításban két kisebb lemmát fogunk használni, amelyeket a bizonyí-
táson belül látunk be. Először előkészítjük a két lemmát. Legyen A az n-elemű Z∗-beli
sorozat. Vegyük A összes lehetséges részsorozatát és ezek legyenek egy irányított gráf
csúcsai. Akkor fusson irányított él a B ⊆ A részsorozatból egy C ⊆ A részsorozatba, ha
|C| = |B|+1 és C \B egyetlen pozitív egészet tartalmaz, vagy ha |B| = |C|+1 és B \C
egyetlen negatív számot tartalmaz. Azaz minden részsorozatból az élek a nála eggyel na-
gyobb előjeles elemszámú részsorozatok közül néhányba mutatnak. Legyen N a legkisebb
előjeles elemszámú részsorozat és legyen P a legnagyobb ilyen. Ekkor N csak negatív
egészeket tartalmaz, de abból az összeset, azaz N = A ∩ Z<0 és hasonlóan P = A ∩ Z>0.

8.5. Definíció. Nevezzünk láncnak egy irányított utat N-ből P -be.

8.6. Lemma. Minden lánc n+1 különböző részsorozatot tartalmaz és összesen n! külön-
böző lánc van.

Bizonyítás. Egy láncon lépkedve minden pozitív egész pontosan egyszer kerül bele a rész-
sorozatba és utána benne marad, míg minden negatív egész pontosan egyszer kerül ki
belőle és onnantól nem kerülhet vissza. Egy él mentén pontosan az egyik történik a két
lehetőségből, így n szám esetén ez n lépés, azaz n + 1 részsorozatot tartalmaz egy lánc.
N -ben az összes negatív szám szerepel, és semelyik pozitív sem szerepel. Minden lépésben
eldönthetjük, hogy az addig nem változtatott számok közül melyiket változtatjuk meg
(negatív esetén kivesszük, pozitív esetén betesszük a részsorozatba), míg eljutunk P -be.
Ez összesen n · (n− 1) · . . . · 2 · 1 = n! darab különböző lánc.

Mivel egy él mentén végighaladva vagy egy pozitív egész kerül be a részsorozatba vagy egy
negatív kerül ki belőle, ezért az összegek szigorúan monoton nőnek egy láncon lépkedve.
Így egy láncban legfeljebb egy nullösszegű részsorozat lehet.

8.7. Lemma. Minden részsorozat legalább ⌊n
2
⌋! · ⌈n

2
⌉! darab láncban van benne.

Bizonyítás. Ha p darab pozitív egészünk van, akkor P előjeles elemszáma p, míg N előjeles
elemszáma −(n − p) = p − n. Ha egy D részsorozat előjeles elemszáma k, akkor innen
még p − k lépés kell, hogy eljussunk P -be. Emellett mielőtt D-be eljutottunk N -ből,
már n− p+ k lépés megtörtént. Ezek a lépések tetszőleges sorrendben lehettek, így a D

részsorozat legalább (p− k)! · (n− p+ k)! ≥ ⌊n
2
⌋! · ⌈n

2
⌉! különböző láncban szerepel.

Ekkor a nullösszegek száma legfeljebb n!
⌊n
2
⌋!·⌈n

2
⌉! , mivel összesen n! lánc van, és minden

láncban csak egy nullösszegű részsorozat lehet. n!
⌊n
2
⌋!·⌈n

2
⌉! =

(
n

⌊n
2
⌋

)
, azaz h(n) ≤

(
n

⌊n
2
⌋

)
.
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Ekkor összevetve a 8.1-es konstrukciót a 8.4-es állítással, azt kapjuk, hogy h(n) =
(

n
⌊n
2
⌋

)
.

Ezzel beláttuk az 1.13-as tétel állítását.

8.8. Megjegyzés. A 8.4-es állítás bizonyítása sok rokonságot mutat a Sperner-tétel bizo-
nyításával, valójában ugyanolyan struktúrájú halmazrendszerben dolgozunk. Mindkét eset-
ben a láncok leszámolásán múlik a felső becslés. Így nem véletlen, hogy a számszerű ered-
mény is megegyezik az 1.12-es problémában és a klasszikus Sperner-tételben.

Most áttérünk a másik felvetett kapcsolódó kérdésre, az 1.14-es problémára. Itt különböző
irracionális számok között szeretnénk minél több racionális összeget elérni, az összeadan-
dók száma nem kötött, de csak bizonyos relációban álló számok összegeivel foglalkozunk.
Legyen A az n irracionális számunk halmaza. Ekkor n+(n−1)+ ...+2+1 = n(n+1)

2
darab

A′ = A ∩ I alakú részhalmaza van A-nak, hiszen ∀i = 1, . . . n-re i-elemű részhalmazból
pontosan n+ 1− i különböző van. Belátjuk az 1.15-ös tétel állítását, miszerint legfeljebb
h<(n) = ⌊n2

4
⌋ racionális összeg érhető el.

8.9. Állítás. Elérhető ⌊n2

4
⌋ racionális összeg.

Megjegyezzük, hogy ez körülbelül az összes A′ = A∩ I alakú részhalmaz számának a fele.

Bizonyítás. Legyen n = 2m+ l, ahol l ∈ {0, 1}. Vegyünk m+ l darab példányt a
√
2-ből

és m darabot a −
√
2-ből. A

√
2-khöz adjunk hozzá különböző qj ∈ Q racionális számokat,

feltehető, hogy q1+
√
2 < q2+

√
2 < . . . < qm+l+

√
2. Ezután adjunk a −

√
2 példányaihoz

úgy rk ∈ Q racionális számokat, hogy ∀k = 1, . . . ,m-re qk +
√
2 < rk −

√
2 < qk+1 +

√
2

teljesüljön. Ekkor bármilyen páros sok elemből álló A′ = A ∩ I részhalmazban a számok
összege racionális lesz. ∀k = 1, ...,m-re 2k-elemű részhalmazból pontosan n−2k+1 darab
van. Így összesen

m∑
k=1

n+ 1− 2k = nm+m− 2

(
m+ 1

2

)
= 2m2 + (l + 1)m−m2 +m = m2 + lm = ⌊n

2

4
⌋

darab racionális összeg szerepel ebben a konstrukcióban. Ezzel igazoltuk, hogy
h<(n) ≥ ⌊n2

4
⌋.

Legyen az n irracionális szám növekvő sorrendben a1 ≤ a2 ≤ ... ≤ an.

8.10. Definíció. Nevezzük összegláncnak a Cs := {
∑k

i=s ai : k ∈ {s, s + 1, . . . , n}} alakú
összegek halmazát valamilyen 1 ≤ s ≤ n egészre. Legyen a Cs összeglánc kezdőeleme as.
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Ekkor minden s = 1, . . . , n egészre |Cs| = n− s+ 1.

8.11. Lemma. Minden A′ = A∩I részhalmaz összege pontosan egy összegláncban szerepel.

Bizonyítás. Legyen am = mina′∈A′ a′ és aM = maxa′∈A′ a′. Ekkor az A′ részhalmaz ele-
meinek összege szerepel Cm-ben, hiszen

∑M
i=m ai ∈ Cm. Más összegláncban viszont nem

szerepelhet, mert azoknak a kezdőelemük nem am. Minden összeg pontosan egy összeg-
láncban szerepel.

8.12. Lemma. A Cs összegláncban legfeljebb ⌊n−s+1
2

⌋ összeg lehet racionális.

Bizonyítás.
∑s

i=s ai = as ∈ Cs egy egyelemű összeg, ami irracionális. Minden Cs-beli
racionális

∑t
i=s ai összegre a szintén Cs-beli

∑t−1
i=s ai =

∑t
i=s ai − at összeg irracionális,

mert at ∈ Q∗. Így minden racionális összeget megelőz az összegláncban egy irracionális
összeg, azaz legfeljebb ⌊n−s+1

2
⌋ összeg lehet racionális.

8.13. Állítás. h<(n) ≤ ⌊n2

4
⌋

Bizonyítás. Legyen n = 2m + l, ahol l ∈ {0, 1}. Összesen n darab összegláncunk van
és a 8.12-es lemma alapján ezekben egyenként felülről becsülhetjük a racionális összegek
számát. Ebből

h<(n) ≤
n∑

s=1

⌊
n− s+ 1

2

⌋
= m+

⌊
2m+ l − 1

2

⌋
+ . . .+ 1 + 1 + 0 =

=

(
m+ 1

2

)
+

(
m

2

)
+ lm = m2 + lm =

⌊
n2

4

⌋
igazolja az állítást.

A 8.9-es állítás és a 8.13-as állítás megadja a keresett egyenlőséget, azaz h<(n) = ⌊n2

4
⌋.

Ezzel beláttuk az 1.15-ös tétel állítását erre a kapcsolódó kérdésre.



9. Összefoglalás és nyitott kérdések

Kutatásunk során nullösszeg problémákat vizsgáltunk, különböző alaphalmazokon. Előbb
az egész számok között vizsgáltuk kiindulási kérdésünket, majd ezt általánosítva G

Abel-csoportokban tárgyaltuk a problémát. Minden esetben külön figyelmet fordítottunk
az optimális konstrukció megadására és leírására, amelyek a további eredményekhez
és sejtésekhez támaszpontot adhatnak. A dolgozatban megadtuk h(Z,+)(n, r) értékét
tetszőleges n > r > 1 pozitív egészek esetén. Azt kaptuk, hogy az optimális konstrukció
kétosztályú, azaz csupán két különböző értéket tartalmaz a maximális számú r-elemű,
nullösszeget elérő n-elemű multihalmaz. Erre a problémára r ≤ 4 és r ≥ n

2
esetén külön-

böző megközelítéseket is adtunk, majd bemutattuk az általános eredmény bizonyítását.
Megállapítottuk, hogy ez a probléma megegyezik az irracionális számok közötti racionális
összeg keresési 1.4-es problémával.

Általánosságban, az 1.4-es probléma kérdése értelmezhető úgy, hogy adott egy V vektortér
egy hozzá tartozó W altérrel, és a célunk minél több olyan összeget találni, amely W -be
esik úgy, hogy az összeadandók mind W -n kívüliek. Egy olyan vektortér-homomorfizmust
elvégezve, amelynek magja pontosan W , a probléma átfogalmazódik nullösszegek kere-
sésére. Az 5-ös fejezetben pontosan megadtuk ezt a vektrotérhomomorfizmust az 5.1-es
lemmában.

Tetszőleges G Abel-csoport esetén megadtuk hG(n, 2) értékét, továbbá több esetben meg-
adtuk hG(n, 3) pontos értékét is. Olyan G Abel-csoportokra viszont nem adtuk meg, amely
csoport nem tartalmaz harmadrendű elemet, de tartalmaz másodrendű és nagyobb rendű
elemet is. Ebben az esetben sejtést fogalmaztunk meg a korábbi eredmények és a kétosztá-
lyú optimális konstrukciók alapján (7.15). Ez a sejtés egyelőre nyitott kérdés, igazolásával
teljessé válik a hG(n, 3) érték megadása.

9.1. Sejtés. Ha G egy Abel-csoport, amiben nincsen harmadrendű csoportelem, de tar-
talmaz másodrendű és nagyobb rendű csoportelemet is, akkor hG(n, 3) =

(⌈ 2n
3
⌉

2

)
· ⌊n

3
⌋.

Részletesebben vizsgáltuk a G = (Z2
d,+) Abel-csoportot, amelyben általános sejtést fo-

galmaztunk meg az optimális konstrukcióról páratlan r ≥ 3 esetén 6.10. Ez is természete-
sen adódó sejtés a korábbi eredmények alapján, a G = (Z2

d,+) csoportban az optimális
konstrukció eszerint háromértékű minden páratlan r ≥ 3-ra.
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9.2. Sejtés. Páratlan r ≥ 3 esetén a G = (Z2
d,+)-beli n-elemű sorozatok között az

optimális konstrukció a következő. ⌊n
3
⌋ darab (0, 0, ..., 0, 0, 1) ∈ Z2

d elem, ⌊n+1
3
⌋ darab

(0, 0, ..., 0, 1, 0) ∈ Z2
d elem és ⌊n+2

3
⌋ darab (0, 0, ..., 0, 1, 1) ∈ Z2

d elem.

A dolgozat végén kapcsolódó kérdéseket vizsgáltunk, többek között beláttuk, hogy
h(n) =

(
n

⌊n
2
⌋

)
, azaz egy n-elemű nemnulla egészekből álló sorozatnak legfeljebb

(
n

⌊n
2
⌋

)
részsorozata lehet nullösszegű. Rámutattunk a probléma és a Sperner-tétel közti pár-
huzamra, mely a számszerű eredmény azonosságában is megmutatkozik. Megjegyezzük,
hogy a 8.4-es állításban és a Sperner-tétel bizonyításában is előkerülő részbenrendezés
valójában megegyezik a 4-es fejezet 4.4-es állításában szereplő részbenrendezéssel is.
Így a Sperner-tétel bizonyításának ötlete az egészek közti 1.1-es probléma általános
megoldásában is kulcsfontosságú volt.
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