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1. Bevezetés

A lambda-kalkulust Alonzo Church talalta fel 1930 koriil (részben) a magasabb-
rendt fiiggvények (olyan fiiggvények, amiknek a bemenetei fiiggvények) for-
malis leiraséra. Ez a rendszer sok programozasi nyelv alapjaul szolgal (példa-
ul Haskell, OCaml, Lisp) és majdnem minden modern programozasi nyelv-
ben szerepelnek lambda absztrakciok, mint anonim fiiggvények (példaul Ja-
vaScript, Python, Java, C++). Ezzel parhuzamosan a kombinétor-kalkulus,
amit Moses Schonfinkel (1920) és Haskell Curry alapozott meg, ugyanazokat
a szamitasi fogalmakat képes kifejezni, de lényegesen egyszeriibb nyelvtannal.

A szakirodalom (példaul [4]) ezeket a rendszereket hagyomanyosan szin-
taktikus dton, az egyszertsitési szabélyok &ltal generélt ekvivalenciarelaci-
okkal faktorizalt kifejezéshalmazokként definidlja. Ez a szakdolgozat ezzel
szemben a két nyelvet valamilyen kategéridk inicidlis objektumaként adja
meg. Ennek a megkozelitésnek a f6 elénye, hogy a tételek igazolasa kizé-
rolag az inicialitds univerzalis tulajdonsigan fog milni, igy az eredmények
fliggetlenek az inicidlis modell konkrét konstrukciojatol.

Ahhoz, hogy ezeket a nyelveket elméletek inicialis modelljeként tudjuk
megadni, el§szor be kell vezetniink, hogy itt milyen elméletekre gondolunk, és
mit jelent az inicidlis modell. Ezt a 2-3., majd 5. fejezetben fogjuk felépiteni.

A szakdolgozatban azt fogjuk megmutatni, hogy ez a két nyelv kifejezési
képességében valamilyen modon megegyezik. Amit belatunk tulajdonképpen
azzal egyezik meg, hogy létezik egy jobb adjungélt funktor az egyik nyelv
modelljeinek a kategoriajabol a mésikba, amely az inicialis objektumot meg-
6rzi. Arra, hogy az altalunk igazolt allitasokbodl hogyan kdvetkezik, hogy a
két nyelv ugyanazokat a szamitasi fogalmakat képes kifejezni, a 14. fejezetben

adunk par példat.

2. Tobbszorta logika

Ebben a fejezetben nagyon réviden és vazlatosan bemutatjuk a tobbszorta
logikat (ezt magyar irodalomban inkabb tobbfajtaju logikanak szoktak hivni,
angolul: "many sorted logic"). Megmutatjuk, hogyan lehet az elsérendd lo-

gikéat kiterjeszteni ugy, hogy a modelleknek ne csak egy alaphalmaza legyen.



A fejezet célja az, hogy mutassunk példat olyan modellfogalomra, ahol tobb
alaphalmaz van, hiszen az 5. fejezettdl kezdve majdnem minden elmélet ilyen
jellegii lesz.

Elgszor emlékezziink vissza, hogy mi az els6rendd logika: Kell egy nyelv,
ennek van egy fix része (valtozojelek: g, x1,. .., logikai jelek: V, =, 3, = és el-
valasztojelek: , , ) és van egy valtozo része (fiiggvényszimbolumok: F,
relaciok: R, aritas: v). Ezutan definidljuk a kifejezéseket (induktivan fel-
épitve valtozo és fliggvényszimbolumokbol), majd definiadljuk a formulakat
(induktivan felépitve kifejezések kozti relaciokbol és logikai jelekbdl). Végiil
pedig definidljuk a modelleket, modellen beliil kiértékelést és szemanti-
kus igazsagot (F).

A nyelv és szignatura szavak ugyanazt jelentik, és mindkett6t fogjuk hasz-
nélni.

A tobbszorti logikdban ugyanez az alapfelallas, annyi kiilonbséggel, hogy
a modelleknek lehet tobb alaphalmaza. Specidlisan, ha csak 1 szortot adunk
meg, akkor teljesen megegyezik az els6rendii logikaval. Kifejezéképességében
is megegyezik ( [8] VI, 8. rész). Azért szeretnénk mégis kiterjeszteni ilyen
modon az elsérendi logikit, mert vannak elméletek, amiket természetesebb
tobbszortu logikdban megadni (példaul . Most csak a szignatara és mo-
dell fogalmat definidljuk tobbszorta logikara.

2.1. Definicié. Tobbszortt logikai szignattura: ([8] VI, 2.1 def)

S : Szortok halmaza.

F : Fliggvényszimbolumok halmaza.

R : Relacidk halmaza.

v : FUR — S*(=5"Y) : Aritas

Fix rész : Mint az alap els6rendi nyelvben, annyi kiilonbséggel,

hogy most minden s € S-re vannak kiilon valtozojelek: xj, x7, . ..

Itt az aritds azt mondja meg, hogy az egyes bemenetek milyen szortbol

szarmaznak. Fiiggvényszimbolumok esetén még azt is meg kell kétni, hogy

()= 1.

2.2. Definicié. Modell: ( [§] VI, 2.2 def)



Ha ¥ = (S, F,R,v) egy tobbszortu szignatira, akkor egy ¥-modell (vagy
Y-struktura) a kovetkezskbdol all.
o = ({As}sess {f%}fe]-‘, {R‘W}R€R> ahol:

As :Set (Minden s € S-re)
9 Ay X .. X A, — A, (w(f) = (s0,.--,5n))
RY C Ay x ... % A, (V(R) = (50,---,5n))

Ez [8]-ben kicsit mashogyan van megadva. Ott van egy extra 0 € S feltétel
a szignaturara, és Ag = {T', F'} feltétel a modellekre. A relaciokat ott A, x
X ... x A, — Ap figgvényként definialjak.

2.3. Definici6é. Homomorfizmus -struktardk kozott.
Legyen 4 = ({M}, {f"},{R"}) &s A = ({N},{f"}.{R"}) ket ©
struktura. Ekkor egy ¢ : A4 — A4 homomorfizmus a kovetkezs:

s : Mg — Ng

Amire

v(f) = (s0,---,5n),mo € Mgy, ...,mp_1 € M; esetén:

n—1
@sn(f'%(mOa s vmnfl)) = fw(¢80(m0)a .. '7¢Sn—1(mn*1))
v(R) = (S0,-..,8n),mp € Ms,,...,m, € M, esetén:
(m()v cee 7mn) € R/// < (@So(mO)a .- 7908n(mn)) € RJV

s helyett altalaban csak -t fogunk irni. Kontextusbol egyértelm lesz, hogy
melyik p;-re gondolunk.

Ezutéan definialhatjuk a kifejezéseket, formulakat induktivan az egyszorta
logikédhoz hasonléan. Végiil pedig definidljuk a helyettesitést, kiértékelést és

szemantikus igazsagot. Ezeket most nem fogjuk megesinalni.

3. Algebrai Elmélet

Ebben a fejezetben bevezetjiik az algebrai elmélet fogalmat, ami az els6rendd

logikai elmélet fogalmanak egy gyengitése. Kevesebb dolog lesz leirhatd, mint



algebrai elmélet, cserében sokkal erésebb allitasokat tudunk réla mondani. A
fejezet soran (3.3 rész kivételével) egyszortu logikaban fogunk dolgozni. Az
Osszes allitas, amit belatunk, mtikodik tobbszortu algebrai elméletekre is, ezt
nem fogjuk bizonyitani. A fejezet célja az, hogy megmutassuk hogyan lehet
inicidlis modellt konstruédlni egy olyan elméletnek aminek az axiémaéi kiza-
rolag elemi kifejezések kozotti egyenlségek. Az 5. fejezettdl kezdve ennek
a fogalomnak egy altalanositott valtozatdban fogunk dolgozni, specidlisan a
lambda-kalkulust és kombinator-kalkulust altaldnositott algebrai elméletek-

ként fogjuk megadni.

3.1. Definicié. (Elemi formula):

ko, k1 kifejezések esetén:

¢ = (ko = k1)
elemi formula.

3.2. Definicio. (Algebrai Elmélet):
Ha ¥ egy els6rendii logikai szignatiira, ami csak fiiggvényszimboélumokat tar-
talmaz, I' pedig ¥ feletti elemi formulak halmaza, akkor (3,I") paros egy

algebrai elmélet.

Fontos, hogy minden ¢ € I' elemi formula, vagyis csak két kifejezés ko-
z0tti egyenlGséget mondhat ki. Ugyanigy lehet tobbszorti algebrai elmélet is
definiélni.

Az alabbi példa régtén mutatja, hogy az algebrai elméletekrsl sokkal

erésebb allitasokat tudunk mondani mint az elsérendd elméletekrsl.

3.3. Példa. Trivialis modell létezése:
Minden algebrai elméletnek létezik 1 elemid modellje. Legyen I' tetszéleges

algebrai elmélet, ennek szeretnénk modellt konstrualni:
M = {x}
f'// =k

M = (M AS7Y)



Kell: # ET

ME(k=2s) tetszbleges (k = s) € I'-ra &
M E (k=s)le] Ve:{xo,x1,...} = M értékelésre <
k7] = s”[e] Ye:{xo,x1,...} = M értékelésre

M = {x} miatt k7[e] = s”[e] = »-ra értékel6dik ki minden kifejezés. (Ezt

teljesen formalisan kifejezésindukcidval lehet latni)

3.4. Allitas. (X,T)) algebrai elmélet modelljei a homomorfizmusra katego-

riat alkotnak.

Bizonyitds. M, N, L legyenek I' modellek. ¢ : # — N és ) : N — L

homomorfizmusok. Ekkor 1 o ¢ homomorfizmus hiszen:

D(e(f7 (mo, ... ;mi)) = D(f (p(ma), . p(my)) = fZ (@(p(mo)), - .., ((my)))

Tovabba id 4 o ¢, poid y = ¢:

idy (o(f (mo, ..., mp))) = idy (f (o(mo),- .., p(my))

3.1. Inicialis modell létezése

Mostantol egy fix (F,T") algebrai elméletben dolgozunk. Tudjuk, hogy a mo-
dellek kategoriat alkotnak, most megadjuk azt a modellt, ami ebben a kate-

géridban inicialis objektum lesz.

3.5. Definicié. Inicialis modell (.#):
Vegyiik a kovetkezs halmazt: VMK := {k | k valtozomentes kifejezés}, és

ezen vezessiik be a kovetkezd ekvivalencia relaciot.

k~s <= T'E(k=ys)



Ez valéban ekvivalencia relaci6, mert:

Reflexiv IE(k

k)
s)=TE(s=k)
s, PE(s=1)=TF(k=1I)

Szimmetrikus : I' F (k
k

Tranzitiv T E(

Ezeket fix # = T modell és e értékelés mellett le lehet ellenérizni.
Most mér meg tudjuk adni az inicialis modellt: & := (A, {fj}fejr)

A = VMK/~
£ ko), - TRucpy—a]) = [f (Ko, - - =)

Ellendrizziik le, hogy f~ joldefinialt, vagyis hogy ko ~ so,.. kypy—1 ~
~ 8y(p)—1 esetén f(ko, ..., kyp—1) ~ f(S0, -, 8u(p)—1)- Ezt elég leelendrizni
fix # E T és e értékelés mellet. Mivel valtozomentes kifejezésekkel dolgo-

zunk, k7 [e] = k7.

(f(ko, - s kuipy—1)) 7Tl = £k k) (Kiértékelés def.)
= s 3%,[)—1) (k" = s77)

= (f(50, -2 8u(p)-1))"e]  (Kiértekelés def.)
Most be szeretnénk latni, hogy .# E I'. Ehhez fog kelleni par segédallitas.

3.6. Megjegyzés. k kifejezésben szerepls valtozok halmazat V(k)-val fog-
juk jeldlni.
3.7. Megjegyzés. k kifejezés V(k) C {xg...zn}, ko, ..., kn € VMK esetén

k(ko, ..., kn)-€l jeloljik a k(zo/ko)(z1/k1) ... (xn/kn) helyettesitést. Ekkor

k(ko, ..., kyn) valtozomentes kifejezés lesz.

3.8. Megjegyzés. e : {xo,z1,...} — VMK esetén € : {zg,x1,...} —
VMK/ ~ legyen a kovetkezs: é(z;) := [e(x;)]. Minden €' : {zg,x1,...} —
VMK/ ~-ba meng kiértékeléshez létezik e : {xg,x1,...} — VMK, amire

¢ = €' (Minden ekvivalenciaosztalybol valasztunk egy reprezentéanst).

3.9. Allitas. V(k) C {z0,...,2,}, e : {z0,...} — VMK esetén k”[¢] =
= [k(e(xo),...,e(zy))]. Olvashatosag kedvéért e(x;)-t e;-vel fogjuk jeldlni.



Bizonyitds. Formulaindukci6 k-ra:

k=ux
k7 [e] = (Kiértékelés def. + & def.)
le(z;)] = (Helyettesités def.)
[k(eo, ..., en)]

k=c

¢’ [e] = (Kiértékelés def. + ¢ def.)
[c] = (Helyettesités def.)
[c(eo, ..., en)]

k= f(so,.-.,8m) Aholm =v(f)—1.

(f(s0,---,5m))7[€] = (Kiértékelés def.)
A4 = (Indukcio)
7 ([soleo, .- -en)], .- [Smleo, ... en)]) = (f7 def.

)
[f(so(eo, .- yen)s--ysmleo,...,en))] = (Helyettesités def.)
[(f(s0y--y8m))(€0,---,en)]

3.10. Megjegyzés. k € VMK viltozomentes kifejezés kiértékelésénél nem
szamit, hogy mi a kiértekelés fiiggvény. Ezért sokszor k# [e] helyett egysze-

riien k#-et fogunk frni.

3.11. Allitas. . F T tetszoleges I' modell, V(k) C {zo,..., 20}, €0,...,6n €

€ VMK esetén (k(eq, ..., en)) " =k?lef,...,e"].
EZ[ed, ... e"] alatt azt értjiik, hogy k-t kiértékeljiik az .# modellben egy

olyan kiértékelés mellett ami x;-hez e'i//‘/ -et rendel 7 < n esetén, ¢ > n-re meg

akérmit rendelhet.

Bizonyitds. Formulaindukci6 k-ra:



kEf(So,...

Ty

(zi(eg, ... en))" = (Helyettesités def)
e’ = (Kiértékelés def)
ey’ e

k=c
(cleg, ... en))” = (Helyettesités def)
c” = (Kiértékelés def)
e’ el

ySm) Ahol m =v(f) — 1.

((f(50,---s8m))(en, ... en))” = (Helyettesités def)
(f(s0(€0s---r€n)s- s 5mleo, ... en)))? = (Kiértékelés def)
7 ((soleg, - en)) ... (smleo, ... en)) ) = (Indukcid)
Fsledl,....e",....s e ,....e"]) = (Kiértékelés def)

(f(507 B Sn))'///[elollv e 76{1]

O
Most mar készen allunk arra, hogy igazoljuk, hogy . F I.

3.12. Allitas. .# ET, vagyis .# valoban I' modell.

Bizonyitds. Igazolnunk kell, hogy minden (k = s) € I''ra & FE (k = s).
Legyen V(k),V(s) C {zo,...,zn}. Ezt elég egy fix e : {xg,...} = VMK-ra

€ mellett leelendrizni. 3.7-es allitasbol tudjuk, hogy:

k7 (€] = [k(eo, - -, en)]

d

s é] = [8(60,...,€n)]

Azt kell belatni, hogy [k(eq, - .., en)] = [s(eo, - - ., en)], vagyis hogy k(eg, . .., en) ~
~ s(eg,...,ey). Ha visszagondolunk ~ definiciojara, ehhez az kell, hogy tet-

sz6leges .# E T modellre és tetszoleges €' : {xq,...} — M kiértékelésre:

(k(eo,....en)) €] = (s(eo, ... en)) " [¢]



Mivel k(eg, ..., e,) valtozomentes kifejezés, az €’ kiértékelés nem fog szami-

tani.
(k(eo, ... en))” = (3.9 4ll)
K e, el (M = (k=s))
s?ed,....e"] (3.9 all)
(s(eos--ren))”

U

3.13. Allitas. .7 inicialis eleme a I" modellek kategoriajanak.

Bizonyitds. Meg kell mutatnunk, hogy tetsz6leges .# F T'-ra létezik egy
egyértelmid ¢ : & — .# homomorfizmus.
: ©([k]) := k Ellenérizziik le, hogy ez tényleg egy homomorfizmus.

Joldefinialt, mert k ~ s < ' E (k = s) specidlisan 4 F (k = s) = k7 =

=57,
C’] .
p(c”) = p([d) = ¢”
7 ([s0],--.,[sm]) : Ahol m = v(f) — 1, sq,...,5m € VMK
e(f7 ([sols- - [sm])) = (f def)
e([f(s0,---,5m)]) = (¢ def)
(f(505---s5m)) ™ = (Kiértekelés def)
Flsd,. 87 = (¢ def)
£ (e((s0))s - > 9([sm]))

m: Legyen ¢ : & — A tetsz6leges homomorfizmus. Léssuk be kifejezésin-
dukcioval, hogy k € VMK-ra 1([k]) = k7, vagyis 1 = ¢.

k = x; : k valtozomentes kifejezés, igy ezt az esetet nem kell vizsgélni.

k

Cc



k= f(so,...

,8m) Ahol m =v(f) —1, s0,...,8m € VMK

V([ (50,5 5m)]) = (f7 def)
(7 (sl [sml)) = (Homomorfizmus def)
7@ (o)), - - ¥ ([sm))) = (Indukcio)
FOsE . s = (Kiértékelés def)

(f(s0,--.5m))"”"

3.2. Hogyan dontjiik el egy elméletrsl, hogy algebrai

Legyen X = (F,v) egy fix (algebrai) szignatura. Ekkor Mod(X) jelolje a
Y-strukturdk osztalyat. M C Mod(X) algebrai elmélet, ha létezik T' elemi
formulakbol all6 halmaz, amire .# € M < # E I'. Vagyis egy elmélet akkor
algebrai, ha axiomatizilhat6 egyenlGségekkel.

Az "algebrai elmélet" kifejezést két kiillonb6z8 dologra is hasznaljuk. I'-ra
azt mondjuk, hogy "algebrai elmélet", ha csak elemi formulakat tartalmaz,
ekkor az "algebrai elmélet" formulédk halmaza. M-re azt mondjuk, "algebrai
elmélet", ha axiomatizalhato elemi formulékkal, ekkor az "algebrai elmélet"
Y-struktiraknak egy osztalya.

Ebben a részben belatunk egy tulajdonsagot algebrai elméletekrél, ami-
vel majd igazolni tudjuk, hogy a (kis) kategoriak elmélete nem algebrai. Ez
a tulajdonsag a Birkhoff-féle HSP-tétel (ami klasszifikdlja az algebrai elmé-
leteket) H (homomorphic image) tulajdonsaganak felel meg.

A tételhez kelleni fog a kovetkezd segédéllitas:

3.14. Allitas. .#, N tetszoleges Y-strukturak, ¢ : M — N tetszbleges

(nem feltétleniil sziirjektiv) homomorfizmus esetén: p(k[e]) = k" [p o €]

Bizonyitds. (Kifejezésindukeio)

:;L’z



]{ZEf(ko,..

NA
Il
O

ykm): Aholm =v(f) -1

ek e]) = o((f(ko,- ..
= o(f7 (k" le],- ... kX e]))
= 1" (kg [e]), - .

¢ (Homomorfizmus def)

Km)) [e])

(Kiértékelés def)

co(k?le]))  (Homomorfizmus def)
k

=Yk [poe],....k ) [poe]) (Indukeio)
= (f(ko,. .., km))" [poe] (Kiértékelés def)
= k" [poe]

3.15. Tétel. Algebrai elmélet zart a sziirjektiv homomorfizmus szerinti kép-

re:

Legyenek .4 = (M, {f”}), / = (N,{f"}) S-struktirak, T algebrai elmé-
let, .# E T'. Tovabba legyen ¢ : M — N sziirjektiv homomorfizmus. Ekkor

N ET.

Bizonyitds. Kell: /' F (k=s),V(k=s)eTl.

Legyen e :

{zg,z1,...} — N tetszbleges kiértékelés. Mivel ¢ sziirjektiv,

letezik é : {xq,z1,...} — M amire é(x;) € ¢~ (e(x;)) vagyis, e = p o é.
Azt kell igazolnunk, hogy A E (k = s)[e]:

ME (k=s)= k") =s7[e

(Feltétel, kiértékelés def)

= p(k7[e]) = p(s”[e])

= k" [pod
= NE (k=s)|poeé
= N E(k=s)e]

= s (3.12 all)

(Kiértékelés def)

@oeél

(e=poé)



3.3. A (kis) kategoriak elmélete nem algebrai.

El6szor megadjuk a kategériak nyelvét relaciok nélkiil, aztan mutatunk egy
homomorfizmust (kategoriabol), aminek a képe nem alkot kategoriat.
Ebben a fejezetben felhasznaljuk, hogy a korabban igazolt allitasok tébb-

szortu logikaban is teljesiilnek.

3.16. Definicio. (Kategoridk) Az Lo szignatira 3 szortbol és 6 egyval-

tozos fliggvényszimbolumbol all. [5]

CompPairs

T'cqt az alabbi elmélet:
1. V7 € CompPairs : cod(71(7)) = dom(ma(7))

2. Vf,g € Arr : (cod(f) = dom(g) = 37 € CompPairs : m (1) = f A
Amo(T) = 9)

3. Yz € Ob V7 € CompPairs : (m(7) = id(z) = o(T) = m2(7))
4. Vx € Ob V7 € CompPairs : (ma(7) = id(z) = o(7) = m1(7))

5. V71, 7T2,0,p € CompPairs : (ma(11) = m1(m2) Ami(0) = o(11) A (o) =
= ma(72) Ami(p) = mi(m1) Ama(p) = o(72) = (o) = o(p))

6. Vx € Ob : dom(id(z)) = =

7. Yz € Ob: cod(id(z)) =

3.17. Megjegyzés. A kis kategoridk pont a I'oqs-modellek. A kis kategoriak

kozotti funktorok pont a modellek kézotti homomorfizmusok lesznek.

Most megadok két L struktarat (C-t és D-t) és egy kozottik mend

homomorfizmust ().



CompPairs®

A Top =
{f.9} {f,9} {f.9}

cod id dom

{A’ B’ C7 D}

id4,1dp,idc, idp-t nem tintettiik fel, de képzeljiik oda. CompPair ¢ =
= {(ida,ida),
(idp,idp), (id¢,ide), (idp, idp), (f,ida), (ids, f), (9,idc), (idp, g) }-

Vegyiik észre, hogy C E I'cqr vagyis C egy kategoria.

CompPairs?

X——=Y —1Z {u,v} {u,v} {u,v}

cod dom

{X,Y, 7}

idy, idy,id z-t nem tiintettiik fel, de képzeljiik oda. CompPair P = {(idx,idy),
(idy, idy), (idz, idz), (u, idx), (idy, u)), (’U, idy), (idz, U)}
Vegyiik észre, hogy D ¥ T ¢y, hiszen a 2. axioma elromlik: cod? (u) =

= domP(v) , de nincs 7 € CompPairs? : 7P (1) = u A 7P (1) = v.



¥ CompPairs * PArr: $Ob:

(id4,id4) — (idx,idx) f — U A =X
(idp,idp), (id¢,ide) = (idy,idy) g v B,C—Y
(idp,idp) — (idz,idyz) idg — idx D —Z
(f,ida) = (widy)  idp,ide s idy

(idp, f) — (idy, u) idp — idy

(9,idc) = (v,idy)

(idp, g) = (idz, v)

Itt ¢ 3 figgvényt jeldl egyszerre kontextusbol mindig egyértelmi lesz,
hogy melyikre gondolunk. Ellenérizziik le, hogy ¢ valéban Lcyy struktarak

kozotti homomorfizmus. Igazolni kell, hogy:

@(cod®(h)) = codP(p(h)) (Minden h € Arr®-re)
@(dom®(h)) = domP (¢ (h)) (Minden h € Arr®-re)
(id(X)) =1idP(p(X)) (Minden X € Ob®-re)
o(7§ (1)) =7P(p(1)) (Minden 7 € CompPairs®-re)
e(S(r)) =L (p(1)) (Minden 7 € CompPairs®-re)
e(C(1)) = 0oP(p(1)) (Minden 7 € CompPairs®-re)

Ezek kézzel ellen6rizhetSek, példaul:

p(cod®(f)) = p(B) =Y = cod”(u) = cod”(¢(f))

D egy olyan Lyt struktura, amiben nem teljesiil ['cyt. Specidlisan nem
teljesiil a 2. axidoma u, v-re.

Tehat ¢ egy sziirjektiv homomorfizmus egy kategoriabol egy olyan Logs
struktiraba, ami nem kategoria tehat a kis kategoridkat nem lehet kizardlag

egyenlGségekkel axiomatizalni, nem algebrai elmélet.

4. Tipusozatlan Kombinator-kalkulus

Ebben a fejezetben megadjuk a tipusozatlan kombinator-kalkulust egyszortu

algebrai elméletként. Kés6bb nem ezzel a verzioval fogunk dolgozni.



4.1. Definici6. (Tipusozatlan kombinator-kalkulus)

Lsk = {app, S,K}. S és K konstansszimbolumok, app pedig egy kétvaltozos
fliggvényszimbolum.

A késébbiekben az app(z,y)-t x - y-al fogjuk jelolni (app = - ).

T'sk az alabbi elmélet:
. (Kez) y==x
2. ((52)-y)-z2=(x-2) (y2)

4.2. Példa. Irjunk par nagyon egyszert programot (kombinatort):

1. (Identitas): Kell I kifejezés amire I'six F (I 2 = x).

[:=(S-K) K
(S-K)-K)-z=K-z) - (K-x) (2. axibma)
=z (1. axioma)
2. (2. elem visszaadasa)
(K-I)-z)-y=1-y (1. axiéma)
—y (Identitas)

Mivel ez algebrai elmélet, van inicialis modellje. Hagyoményosan (pél-
daul [4]-ban) eldszor ugy definialjak a kombinator-kalkulust mint ennek az
algebrai elméletnek az inicidlis modellje. Pontosabban megkonstrualnak egy
konkrét inicialis modellt és onnantdl azzal dolgoznak.

Ha .# és ./ inicialis modellek, akkor persze izomorfak, létezik ¢ : A4 —
N (A inicialitdsa miatt) és létezik ¢ : A — A (A inicialitdsa miatt),
po1p =id 4 (A inicialitdsa miatt) és 1 o ¢ =id 4 (. inicialitasa miatt).

Igy is vannak veszélyei, ha egy konkrét konstrukcioval dolgozunk és nem
altalanosabban az inicidlis modellel, hiszen lehet, hogy vannak olyan allita-
sok, amik egy konkrét inicidlis modell alaphalmazara igazak de nem mind-

egyikre. Ezért mi késébb nem tgy fogunk dolgozni a kombinator-kalkulussal



és lambda-kalkulussal mint [4]-ban, hanem tgy, mint valamilyen elméletek
inicidlis modelljei. Minden &llitast kizarolag az inicialitas felhasznalasaval
fogunk bizonyitani, igy tudjuk, hogy az &llitdsaink teljesiilni fognak attol
fliggetleniil, hogy az inicialis modell hogyan van konkrétan megkonstrualva.

Nézziink példat egy olyan allitasra, ami nem az inicialis modellrél beszél,
hanem a konkrét konstrukciorol. A természetes szamokat be lehet vezetni az

alabbi algebrai elmélet inicialis modelljeként :

4.3. Definicio. NAT
Ly ar = {zero,suc}. zero egy konstansszimbolum, suc pedig egy egyvéltozos

fliggvényszimbolum. Axiomak nincsenek.

4.4. Definici6é. Neumann-féle természetes szamok:

Készitsiink (.#") NAT modellt a Neumann rendszamok segitségével.
N =w
zero =
sucz =z U{z}

4.5. Definici6. Zermelo-féle természetes szamok:
Készitsiink (.#) NAT modellt.

Mo=A{0, {0}, {{0}},.. .}
0

Ekkor igazolhatd, hogy .# és .4 is inicidlis a NAT modellek kategoridjé-
ban, de példaul az az allitas, hogy 0 € 2 (pontosabban zero € suc(suc(zero)))
A -re teljesiil de . -re nem.

5. Altalanositott Algebrai Elmélet (GAT)

A GAT (Generalised Algebraic Theory) fogalmat eredetileg John Cartmell |3]
vezette be. Célja egy erGsebb, de még mindig csak egyenléségekkel axiomati-
zalt elmélet fogalom készitése. Ezt motivélja a[3.3}mas rész, hiszen a katego-
ridkat mar nem lehetett algebrai elméletként megadni, de GAT-ként nagyon

egyszeriien megadhatoak.



El6szor beszéljiink egy kicsit az elméletek és modellek fogalmarol. El-
s6rendi logikdban ezekhez a szavakhoz formalis definiciok kotédnek, egy el-
meélet valamilyen ¥ = (F, R, v) szignatura (nyelv) feletti formulak halmaza,
egy modell pedig egy .4 = (H,{f‘///}fef, {R”}rer) halmaz. De ezeket
a szavakat intuitivan is szoktuk hasznélni a matematikdban, ilyenkor ugy
adunk meg egy elméletet, hogy megmondjuk, hogyan néznek ki a modelljei.

Példaul Turing-gépek "elméletét" igy adtuk meg. Megmondtuk, hogy a
(k,%,T, a, B,7) 6-0s egy Turing-gép ha teljesit valamilyen szabalyokat. Igy
a Turing-gépek "elméletének" egy modellje alatt egy konkrét turing gépet
értiink, a Turing-gépek "elmélete" alatt pedig a turing gépek osztalyat értjiik.

Hasonl6an, amikor el6szor definialtuk a csoportok elméletét akkor nem
azt csindltuk, hogy megadtunk egy szignaturat és axidomakat, hanem egy-
szertien elmondtuk, hogy micsoda egy csoport. Vagyis azt mondtuk, hogy
a csoportok elméletének egy modellje abbél all, hogy adunk egy G halmazt
ecGésegy - :GxG— G figgvényt, amik teljesitenek valamilyen sza-
balyokat. Most ezt értjiik az alatt, hogy egy elméletet a modelljeivel adunk
meg.

A 6 kiilonbség az, hogy ha valamit elsérendd elméletként adunk meg,
akkor kapunk egy homomorfizmus fogalmat és azt is tudjuk, hogy erre a
homomorfizmus fogalomra az elmélet modelljei kategériat alkotnak. Ha a
csoportokat a modelljeivel definidljuk, akkor ezt a munkat kézzel kell elvé-
gezniink.

Hasonl6an, ha valamit algebrai elméletként adunk meg, akkor felhasz-
nalhatjuk, hogy a kapott homomorfizmus fogalomra teljesiil, hogy sziirjektiv
homomorfizmus képe is teljesiti az axiémakat. Ha a csoportokat a modellje-
ivel definidltuk, akkor ezt is kiilon be kell 1atni.

Most a GAT-okat nem fogjuk formélisan definidlni, tehat azt nem irjuk
le, hogy mi az a GAT szignatura, hogyan néznek ki egy adott szignaturahoz
a GAT modellek és mik a GAT homomorfizmusok. Helyette, amikor meg-
adunk egy GAT-ot akkor megmondjuk, hogy hogyan néznek ki a modelljei
és adunk egy homomorfizmus fogalmat a modellek k6z6tt. Ezutan mindig
felhasznaljuk (bizonyitas nélkiil), hogy ez tényleg egy GAT, ezért a modell-
jei kategoriat alkotnak az altalunk megadott homomorfizmus fogalomra (ez

altalaban viszonylag egyszertien kézzel is ellendrizhets) és van inicialis mo-



dellje, hiszen minden GAT-nak van inicialis modellje [7] szerint (ezt altalaban

nem egyszeri kézzel ellendrizni).

5.1. Példa. Adjuk meg a (kis) kategoriakat:
Szortok:

Ob : Set
Hom(z,y) : Set (Minden z,y € Ob-ra)

Fiiggvényszimbolumok :

id, € Hom(z, x)

comp, , . : Hom(y, z) x Hom(z,y) — Hom(z, 2)
Axiomak:

idrg,,  :comp, ., (f,ids) = f
idl HCOMPyy  (1dy, 9) = g

asSzy 2w compx,27w(h,compx,y7z(gv f) = compLW(compy,Z’w(h,g)7 f)

Ez azt jelenti, hogy a kis kategéridknak egy modellje tigy néz ki, hogy
adunk egy Ob halmazt, minden z,y € Ob-ra adunk egy Hom(z, y) halmazt,
minden x € Ob-ra adunk egy id, € Hom(z,x)-et és minden z,y, z € Ob-ra
adunk egy Hom(y, z) x Hom(z,y) — Hom(z, z) fiiggvényt ugy, hogy ezek
teljesitsék a szabalyokat.

Ha .# = (ObM Hom™,id™  compM), .4 = (Ob", Hom",id", comp™)
két kis kategoria akkor egy .# — .4 homomorfizmus a kévetkezs:

p : ObM — ObY
¢ : Hom™ (z,y) — Hom™ (¢ (), ¢(y))
Amire teljesiil, hogy:
p(id}") =id},

@(Comp%y,z(f7 g, h)) = Compg(x),go(y),go(z) (So(f)a @(9)7 (,O(h))



Itt ¢ igazabdl egyszerre tobb fiiggvényt jelent, de ez nem fog problémat okoz-
ni, kés6bb is hasznos lesz ezt igy hasznalni. Vegyiik észre, hogy most igazabol
a funktor fogalmat adtuk meg, ott sem szokott zavarni, hogy egyszerre tobb

fliggvényt kodolunk el egy funktorral.

A tovabbiakban mindig tobbé-kevésbé ilyen formatumban fogjuk megad-
ni, hogy egy adott GAT-nak, hogyan néznek ki a modelljei. Erre tigy érdemes
gondolni mint egy recept, ami lépésrdl 1épésre elmondja miket kell megadni,
hogy legyen egy modelliink.

Bar intuitivan a kompoziciéra gy szoktunk gondolni, hogy egy fiiggvény,
itt a kompozici6é valéban fiiggvények gytjteménye: minden z,y, z-re van egy
kiilon comp, ,, . figgvényiink. Ilyenkor z, y, 2-t comp implicit paramétereinek
szokés nevezni. Ezeket az implicit paramétereket amikor kategériakkal dolgo-
zunk nem szokas kiirni mert a hasznélat kontextusaboél egyértelmi, hogy mik.
Hasonléan a kés6bbickben megadott GAT-oknal is gyakran lesznek implicit
paraméterek, amiket az olvashatosag kedvéért nem fogunk mindig kiirni.

A tovabbiakban tobbszor el6fordul, hogy olvashatosag kedvéért tetszd-
leges f fiiggvényre, f(x) helyett (f x)-et vagy f x-et irunk. Az is el§ fog
fordulni, hogy « € H helyett = : H-t irunk.

6. Indukci6 algebrai elméleteken

Ebben a fejezetben egy példan keresztiil bemutatunk egy modszert amivel
be lehet latni allitasokat AT-ok és GAT-ok inicidlis modelljére. Ezt a mod-
szert indukciénak fogjuk nevezni, a fejezet soran remélhetéleg kitisztul, hogy

miért.

6.1. Definicio. INT (Egész szamok)

Int : Set
zero € Int
suc : Int — Int

pred : Int — Int



EgyenlGségek :
sp, : suc(pred(z)) = x
ps, : pred(suc(z)) = x

M = IntM zeroM  sucM  pred™), 4 = (IntV,zeroV,suc?, pred’V) esetén

egy M — A INT-homomorfizmus:
¢ : IntM — Int™v

Amire teljesiil, hogy:

o(zero™) = zeroV

p(suc(z)) = suc™(p(x))
o(pred™ (z)) = pred" (p(z))

Tudjuk, hogy ez egy GAT (igazabol AT is). Tehat tudjuk, hogy van INT-nek

I

inicialis modellje ez legyen . = (IntI, zero!  suc!, pred1>. Elgszor lassuk be,

hogy . nem trivialis.

6.2. Allitas. Int’ # {x}.

Bizonyitds. Készitsiik el a kovetkezs () INT modellt:

Int™ =7
zeroM =0
sucM(z) =2 +1

predM(z) == 2 — 1
Ellenérizziik le az egyenlGségeket :

sucM (pred™(z)) =sucM(z —1)=(z - 1) +1 =2z
pred™ (suc” (z)) = pred(z + 1) = (z+1) -1 ==
Tehat .4 valoban INT modell, igy létezik egy ¢ : & — .# homomorfizmus.
Most indirekten tegyiik fel, hogy Int! = {x}. Ekkor zero! = suc!(zero!) =
= *.

M

0 = zero™ = cp(zerol) =

= p(suc! (zero!)) = sucM (p(zerol)) = suc™ (zero) =0+ 1=1



Ez ellentmondés, hiszen Z-ben 0 # 1. [

Most vezessiik be .Z-n az dsszeadést.
6.3. Allitas. Létezik @  :Int! x Int! — Int’ amire:
I _
zero- Dy =y

suc!(z) @y =sucl(z @ y)
pred (z) @ y = pred (z © y)
Bizonyitds. Vegytk a kovetkezd (.#) INT modellt:
Int = (Int! )IntI (Int! — Int! fiiggvények halmaza)
zeroM =gy
suc () =y = suc! (£(y))
pred™ (f) =y = pred’(f(y))

Ellenérizziik le az egyenlGségeket :

sucM (pred™ (£)) = suc (y - pred! (f(y))) = y - suc (pred! (F(1)) L y > f(y) = f

pred (suc™ (£)) = pred™ (y - suc’ (F)) = y = pred’ (suc’ (F()) = y = f(y) = f

Tehéat .4 valoban INT modell, igy 1étezik egy ¢ : & — # homomorfizmus.

T @y = ¢(x)(y)
Ellenérizziik le az allitdsban megszabott feltételeket:
M(y) =@ a)(y) =y
suc’(z) @y = p(suc’ (z))(y) =suc(p(z))(y) =suc!(p(x)(y)) =suc’(zDy)
pred’ (z) ® y = p(pred’ (z))(y) = pred (p(z))(y) = pred’ (¢(z)(y)) = pred’ (z ® y)

zero! ®y = p(zero’)(y) = zero

O

Ez az els§ fajta indukcid, amit sokszor fogunk hasznélni. Itt mindig az a
cél, hogy definialni akarunk valamilyen fliggvényt az inicidlis modellen. Eh-
hez épitiink egy modellt amibe az inicidlis modellbdl mend homomorfizmus

segitségével megadhatjuk ezt a fiiggvényt.



Most lassuk be, hogy & kommutativ. Ezt 3 1épésben tessziik meg el&szor

lassuk be, hogy zero!

-vel mindenki felcserélhetd.

6.4. Allitas. Minden z € Int! esetén zero! @ z = z @ zero!

Bizonyitds. Készitsiik el a kovetkezs (.#) INT modellt:

IntM

zeroM

SUCM

= {z € Int! | zero! @z = 2 @ zero’}

= ZGI‘OI

= SUC]

pred™ := pred’

Ez egy részmodell, minden mitveletet .#-bdl 6rokoltiik. Ekkor az egyenlGsé-

gek automatikusan teljesiilnek. Nézziik meg példaul sp-t:

suc

M (predM (z)) = suc! (pred! (x)) 2 x

Ahhoz, hogy ez modell legyen azt kell leelenérizni, hogy az alaphalmaz zart

a miiveletekre:

Kell: zeroM = zero! € Int™ vagyis zero! @ zero! = zero! @ zero!

Kell: z € IntM = sucM(z) € IntM vagyis

zero! Dxr ==

bizonyitasok sor

I

@ zero! = zero! @ suc!(z) = suc!(z) @ zero! Ilyen

an z € IntM-et fogjuk indukcios feltételnek nevezni.

zero! @ suc! (z) = (@ def)
suc! (z) = (@ def)
suc! (zero! @ z) = (Indukcios feltétel)
suc! (z @ zero!) = (@ def)
suc! () @ zero!

Kell: zero! @ z = & ® zero! = zero! @ pred! (z) = pred! (z) @ zero!

zero! @ pred! (z) = (@ def)

pred’ (z) = (@ def)

pred! (zero! & x) = (Indukcios feltétel)

pred! (z @ zero!) = (@ def)
(

pred! (z) © zero!



Tehat .4 valoban INT modell, igy létezik egy ¢ : & — .# homomorfizmus.

Tovabba a bedgyazéas ¢ : A4 — 7 is egy homomorfizmus hiszen:

(zeroM) = i(zero!) = zero!
vsucM(z)) = i(suc!(z)) = sucl (z) = suc! (u(z)
(pred (z)) = t(pred! (z)) = pred! (z) = pred! (i(z))

Ekkor top egy .# — # homomorfizmus mert tudjuk, hogy az INT modellek
kategoriat alkotnak az adott homomorfizmus fogalomra. (Ezt kézzel is le
lehetne ellendrizni.) id #, 0 két & — # homomorfizmus, mivel .# inicilis

ezek egyenlGek. Tehét tetszoleges = € Int! esetén:

z=idy(z) = (e(x)) = ()
Tovébba z = ¢(z) € Int™ miatt: zero! ® z = x ® zero! O
Ez a maéasodik fajta indukcio, amit sokszor fogunk hasznalni. Ezt akkor
hasznéljuk, ha igazolni szeretnénk valamilyen feltételt egy GAT inicialis mo-
delljére. Vessziik az alaphalmaznak azt a részhalmazat, ami teljesiti ezt a
feltételt és belatjuk, hogy ez a halmaz zart a miveletekre. Ekkor megkapjuk,

hogy a feltétel az alaphalmaz minden elemére teljestil.

Igazoljuk, hogy suc!,pred! kommutal @& -al.

6.5. Allitas. Minden z,y € Int! esetén suc! (z) ® y = = @ suc! (y) és
pred! (z) © y = = ® pred’ (y).

Bizonyitds.

P(z) & Vy e Int! :sucl(z) dy =z @sucl(y)
Q(z) © Vy € Int! : pred!(z) ® y = = @ pred!(y)

A részmodell (#) alaphalmaza legyen a kovetkezs:

Int" := {z € Int’ | P(z) és Q(2)}



A miiveleteket ismét .#-bsl 6rokoljuk. Ahhoz, hogy zart legyen a mitvele-
tekre be kell latni, hogy: P(zero!), Q(zero!), P(z) A Q(z) = P(suc!(z)) A

A Q(suc! (z)),
P(z) AQ(x) = P(pred’(x)) A Q(pred’ (z)).
P(zero!) : suc! (zero!) @ y = suc! (zero! @ y) 6441

1644l ol @ suc! (y)

6.4.41l Suc[(y o zerol) _ suCI(y) @ zero
6.4.411

Q(zero!) : pred! (zero') @ y = pred! (zero’ @ y)
644l pred! (y & zero!) = pred! (y) & zero! 648l ool @ pred! (y)

P(z)

P(suc! (2)) :suc!(suc!(z)) @ y = suc! (suc! () © y)
Flo) suc! (z @ suc! (y)) = suc! (z) @ suc’ (y) S suc! (sucl (y))

P(pred! (z)) : suc! (pred! (z)) @ y = suc! (pred! (z) @ y) = suc! (pred (z @ y)) =
Z2ray 2z pred (suc (y)) ) pred” (z) @ suc! (y)
Q(x)

U o @ pred! (pred’ (y))

Q(pred! (z)) : pred! (pred! (z)) ® y = pred! (pred! (z) @ y)
Ue) pred! (z @ pred (y)) = pred! (z) @ pred! (y)

Q(suc!(x)) : pred!(suc!(z)) &y = pred! (suc! (z) & y) = pred! (suc! (z @ y)) =

o) suc! () @ pred’ (y)

Eroy 2z osuc!(pred!(y))
Tehat .# valoban INT modell, ismét léteznek ¢ : I — A ésv: M — F

homomorfizmusok, ismét ¢ o ¢ = id ». Igy tetszSleges x € Int! esetén:

z=ids(z) = up(x)) = ¢(z)

Tovabba x = ¢(x) € IntM miatt: Q(x) és P(x) is teljesiil. O
Végiil lassuk be, hogy @&  kommutativ.
6.6. Allitas. Minden z,y € Int! esetén y®z =z @y

Bizonyitds.
P)evVyent! :y@wz=zay



A részmodell (#) alaphalmaza legyen a kovetkezs:
Int" = {z € Int’ | P(z)}

Igazolni kell, hogy P(zero!), P(z) = P(suc!(x)), P(x) = P(pred!(z)).

P(zerol) s zero! @y 6440 y @ zero!

P(suc!(z)) :sucl(z) @y =sucl(z®y) P sucl (y @ z) = sucl (y) @ 6.5 41 y @ suc! ()

P(z

P(pred!(z)) : pred!(z) @ y = pred! (z @ y) @) pred (y @ x) = pred (y) ® = 6:5.all

y @ pred’ (z)

7. Tipusok, kontextusok (CON)

A késébbiekben definialt nyelvek megadéasahoz kelleni fognak tipusok és kon-
textusok. (Lasd: [2]| 2. szekci6 eleje) Innentdl legyen:

Ty : Set

= TyxTy—Ty

egy tetsz6leges halmaz és rajta egy tetszéleges fliggvény. Ezt most lefixaltuk,
tehat akarmikor késébb azt irjuk, hogy Ty, akkor az itt meghatarozott Ty
halmazra gondolunk.

= -t mindig jobbra zarojelezzik: A= B = C = A= (B = C).

7.1. Példa. Két példa Ty definidlasara.

1:Ty={x}x=>%=%

2 : Ty = {X alaphalmazon =  altal szabadon generalt szavak}
r=>y="2=>y"

A kontextusokat egy szabalyok nélkiili GAT-al definialjuk:



7.2. Definicio. CON

Con : Set
o : Con

> :Con x Ty — Con

Ha .# = (Con™ oM, M Ves 4 = (Con™, o, >N ) két CON modell
akkor egy A4 — .# CON-homomorfizmus a kovetkez§ fliggvény:

¢ : Con™ — Con®

Amire teljesiil hogy:

pM) =N

P05 4) = () >V A

_ > -t mindig balra zardjelezzik: ' A> B> C = (I'> A)> B)>C
Mivel ez egy GAT, van inicidlis modellje a CON-homomorfizmusra: ¢ =
= (Con!, !, ). Mostantol Con := Con’,o :=of, > := ! | tehat
alapértelmezetten mindig az inicialis modellben dolgozunk.

Algebrai elmélet inicialis modelljéhez hasonléan Con-ra is Ggy érdemes
gondolni mint o> Ay >...> A, alaka formalis szavak halmaza. A kévetkezd

két allitassal ezt részben igazlojuk.

7.3. Allitas. VI € Con, A€ Ty: 0 #T'> A

Bizonyitds. Vegylk a kovetkezd (.#) CON modellt:

Con™ :=1{0,1}
oM =0

IoMA =1
Ez valoban egy CON modell, a miiveletek joldefinidltak és nem vezetnek

ki Con™-bél. Con inicialitasa miatt létezik ¢ : Con — Con™ homomorfiz-

mus. Indirekten tegyiik fel, hogy van I' € Con, A € Ty amire ¢ = I'> A.



Ekkor

Oz(p(o) (<>ZFI>A)
= o(I'> A) (¢ homomorfizmus)
= o) >MA (>M def)
=1

0 = 1 ellentmondas OJ

7.4. Allitas. T' # o esetén I'A € Con, A € Ty : I' = A A.

Bizonyitds. Vegyiik a kovetkezs (.#) CON modellt:

Con? = (Con x Ty) W {¢}
<>M =<

oMpMA = (6, A)
(I,B)bMA .= (I'> B, A)

M

M megadasanal kiilon kezeltiik, hogy € Con™ a diszjunkt tnié6 melyik

felébsl van. Ez valoban egy modell tehat létezik ¢ : Con — Con™ homomor-
fizmus.
Visszafelé pedig tudjuk adni a kovetkezs ¢ : Con™ — Con homomorfiz-

must:
PM) =0
P A) =T A
Ellendrizziik le, hogy v valéban homomorfizmus:
UG =9(0) =0

P(MeMA)  =p(o, A) =o> A =¢Y(o)> A
Y((T,B)pMA) =(T'>B,A)=T>BrA=y((T,B)> A

Mivel Con inicialis csak egy Con — Con homomorfizmus léteizik, tehat 1 o

o ¢ = idcon.



: Legyen I € Con, T" # ©.

I'=4(p(l)) #o
= o) #o
= o) =(AA) (Valamilyen A € Con, A € Ty-ra)

T = (D) = $(AA) = Ab A
m: Legyen I' € Con,I" # ¢, amire I' = A> A = A’ > A'. Igazolni kell,
hogy A= A" és A = A/,
p(0) = p(ArA) =p(A)>MA = (p(A),4)
p(T) = p(A' > A") = p(A") b M A" = (p(A"), A)

(p(A),A) = (p(A"), A"y = A= A", p(A) = p(A"). Tovabba:

A =(p(A)) = ¢(p(A)) = A

8. STCC (Simply Typed Combinator Calculus)

Funkcionalis programozasban "kis" fliggvényekbdl épitiink fel egyre nagyobb
fliggvényeket. Arra, hogy le tudjuk irni, hogy ezeket a kis fliggvényeket mi-
lyen médon kombinéljuk Gssze, kit hivjunk meg kire, kell valamilyen jel6lés-
rendszer. Az STCC pont egy ilyen magasabbrendd fliggvények megadasara
szolgéld rendszert ad meg. Ha STCC-ben valodi programokat szeretnénk ir-
ni, akkor még be kell vezetni par extra tipust és fliggvényt a nyelviinkbe.

Erre fogunk latni egy révid példat a 9. fejezetben.

8.1. Definicio. STCC ( 2] 2.1-es rész)

Tm(A) :Set (A eTy)
_+ap_ :Tm(A= B) x Tm(4) — Tm(B) (A, B € Ty)
Kap :Tm(A= B= A) (A, B € Ty)

)

Saupc Tm(A=B=C)=(A=B)=A=C) (A, BCeTy



_ -t mindig balra zarojelezzik: z-y-z=(z-y) -z

Egyenldségek:

Kz y==x Kp szabily
Sz y-z=x-2-(y-2z) SP szabaly

Bevezetiink még par szabalyt, amik késébb kelleni fognak. Ezeket a sza-
bélyokat azért vehetjiik be, mert minket az extenzionalis STCC érdekel, ahol
Vt:x-t=1y-t-bdl kovetkezik, hogy x = y, de ezt nem vehetjiik be axiéma-
ként mert nem irhaté le egyszeri egyenlGségekkel. Ezért helyette bevessziik
a kovetkezd 4 egyenldséget (az implicit paramétereket nem irjuk ki, a as

allitas fogja motivalni ezeket):

lamKg :S-(K-S)-(S-(K-K)) =K

lamSf = S- (K- (S-(K-85)))-(S-(K-5)-(S-(K-5)))
=5-(S-(K-5)-(S-(K-K)-(S-(K-5)-(S-(K-(5-(K-5)))-5)))) - (K-5)

lamwk- : S- (K-K)=S-(S-(K-S)-(S-(K-K)-(S-(K-S)-K)))-(K-K)

n :S-K-K=S-(S:-(K-S)-K)- (K- (S-K-K))

—~

FEzeket a szabalyokat mind igazolni lehet extenzionalitéssal.

8.2. Példa. 7
SKKay =Kz (Ka)y (SB)
=y (KB)
S(S(KS)K) (K(SKK))zy=SKS)Kz (K(SKK)z)y (SB)
—KSz(Kz)(K(SKK)z)y  (SB)
=S (Kz) (K(SKK)z)y (KB)
=Kazy(K(SKK)zy) (SB)
=2 (SKKy) (2 x KB)
=z (Ky (Ky)) (SB)
=y (KB)



Legyen A = (Tm", N KV SM)és.# = (TmM, M KM M) ket
STCC modell. Ekkor egy ¢ : A — .# STCC-homomorfizmus a kovetkezs
fliggvény :

¢ : Tm™(A) — Tm™(A)

Amire teljesiil, hogy:

o(x-Ny) = o) - Mo(y)
p(KY) = KM
p(sN) =sM

Ismét p-vel egyszerre tobb fliggvényt jeloliink, minden A € Ty esetén ¢
egy Tm™ (A) — Tm™(A) fiiggvény. Mint ahogy a kategoridknal sem zavar
az, hogy egy funktor egyszerre fliggvény az objektumokon és a morfizmuso-
kon, ez itt sem fog probléméat okozni.
Mivel STCC GAT, van inicidlis modellje, amit mostant6l C = (Tm®, € K€ SC)-

vel fogunk jeldlni.

8.3. Példa. (Halmaz modell)

Vegyiik az aldbbi halmazelméletbsl ismert konstrukciot:

=
i

0
Vo :=P(V,—1) aholn >0

Vw::UVn

new

Most megadjuk a halmaz modellt, Ty = V,, és A = B = B4 esetén.

Tm(A):= A

2y i=a(y)

K =g (y— )

ST = frr (g (@ f(2)(9(2))))



Ebben a konstrukcié miatt teljesiil K5 és S5. Mivel fiiggvényekre teljesiil az

extenzionalitas, lamK 3, lamSS, lamwk- és 7 is teljesiilnek.

A halmaz modell segitségével I's-hoz hasonléan meg tudjuk mutatni,

hogy az STCC inicidlis modellje nem trivialis.

8.4. Tétel. STCC inicialis modellje Ty = V,,, A = B = B* esetén nem

trivialis.

Bizonyitds.
Meg kell mutatnunk, hogy valamilyen B € Ty esetén Tm®(B) legalabb két-
elemd. Legyen ¢ : C — H az egyértelmi homomorfizmus az inicialis modell-

b6l a halmaz modellbe.

A:{Q,O} EVw
t =KC.9SC.CKC.°K®) e Tm® (A = A= A)
u =K° eTm® (A= A= A)

Indirekten tegyiik fel, hogy ¢ = u. Ekkor a ¢(t) = ¢(u).
O(K(SKK)) =x— y—yés o(K) =x +— y+— z amik nem egyenls-
ek mint fiiggvények, hiszen o(K(SKK))(V)(O) = O # O = o(K)(V)(¢). O

Hasonl6 mo6don lehetne bizonyitani, hogy STCC inicialis modellje nem
trivialis, ha Ty szabadon generdlt =

felett.

_Aaltal valamilyen X alaphalmaz

Ha Ty = {x}, = = x, akkor a 4. fejezetben definiélt, tipusozatlan
kombinator-kalkulushoz hasonlé elméletet kapunk, annyi a kiilonbség, hogy
ott nincsenek meg az extenzionalitasi axiomak. Erre is meg lehet mutatni,
hogy az inicialis modell nem trividlis, de ez joval nehezebb. Extenzionalitas

nélkil, [6] 21. feladata alapjan lehet adni konstrukeiot.

9. STLC (Simply Typed Lambda Calculus)

Miel6tt definidljuk STLC-t, probaljuk megérteni intuitivan, hogy mi az a
lambda-kalkulus [4] bevezetése alapjan. A lambda-kalkulus legegyszertibb



formajaban egy jelolésrendszer fiiggvények, kifejezetten magasabbbrendi fligg-
vények definidlasara. Ezt az motivalja, hogy a magasabbrendd fiiggvények
hasznalata a programozason beliil (kifejezetten funkciondlis programozéason
beliil) nagyon fontos szerepet jatszik.

Amit szokasosan igy irunk, hogy:

Lambda-kalkulusban igy irjuk, hogy:
Az.(z —y)

Tobbvaltozos fiiggvényeket az tigy nevezett "Curryzéssel" kezeljik, vagy-

is:
h(z,y) ==z —y
Lambda-kalkulus beli megfelel&je:
Az \y.(x —y)
Ez a matematikdban szokéisos jeloléssel:
iz (y—x—y)

Fiiggvénynek felel meg, de persze h és h* ugyanannyi informéciét hordoz,

vagyis h-bol megkaphatjuk h*-ot és forditva.
9.1. Definicio. STLC ( [2] 2.3 rész)

TmI'A : Set (T' € Con, A € Ty)
SubI' A : Set (I'y A € Con)

A kovetkez§ par fiiggvényszimbolum és egyenl@ség azt mondja ki, hogy

Con egy kategoria, ahol SubI' A a I' — A morfizmusok halmaza, ¢ egy



terminélis objektum, er pedig a I'-bél o-be mend egyértelmd morfizmus.

o :SubI'AxSub®OI — Sub© A

id :SubI'T’
€ :SubT'o
ass :(cop)oT=0c0(porT)

idl cooid=o0

idr :idoo =0

on o=¢ (Minden o € Sub A ¢ esetén)
A kovetkezo fiiggvényszimbolumok és egyenldségek a termek (TmI' A elemei)

egymassal valo viselkedését és kontextusokkal vald viselkedését hatarozzak

meg:

Egyenlségek : Fiiggvényszimbolumok :

:TmI' (A= B)xTmI'A—TmIB
[id] :tid =t lam :Tm('>A) B — TmTI (A= B)
>08; :po(o,t)=0 ] :TmT AxSubAT - TmA A
:SubAT x TmA A — SubA (I'> A)

= 8 : (lam?) - u = t[id, u] p :Sub(TpA)T

lam]] : (lam t)[o] = lam(tlo op,q]) a4  :Tm (T A) A

I (- w)o] = (to]) - (u[o])

> o= (poo,qlo) (Minden o € Sub A (I'> A) esetén)
=7 :t = lam(t[p] - q) (Minden ¢ € T T (A = B) esetén)

Most az implicit paramétereket nem irtuk ki, de formalisan a fliggvény-
szimbolumok széma fligg a Ty, Con, TmI" A, SubT’ A halmazoktol. Példaul a
lam megadaséhoz kell adnunk egy lamp 4 g : Tm (I'> A) B — TmI' (A = B)
fliggvényt minden I' € Con és A, B € Ty esetén.

Hasonloan a teljesitends egyenlGségek széama is fligg ezektsl. Példaul [o]
esetében az egyenléségek halmaza minden I, A,© € Con, A € Ty-ra tartal-
mazza [o]pr A @ .4-t ami azt mondja ki, hogy t € TmT' A,0 € SubAT,p €
€ Sub © A esetén t[o o p| = t[o][p].



Ez els6 ranézésre bonyolultnak tiinhet, tovabbra is azt a képet érdemes
fejben tartani, hogy most csak leirtuk mit kell adni ahhoz, hogy legyen egy
STLC modelliink. Ha meg tudjuk adni az alaphalmazokat és rajta a fiiggveé-
nyeket tgy, hogy teljesitsék a megszabott egyenlségeket, akkor kaptunk egy
STLC modellt. Példaul, ha TmT' A = {x}, SubT' A = {x} a fliggvényszimbo-
lumokat csak egy modon lehet megadni, az egyenlGségek pedig teljesiilnek,
hiszen akarmit kiértékeliink -t kapunk.

Ha # és .4 két STLC modell, akkor egy ¢ : # — 4 STLC-homomorfizmus
a kovetkezskbdl all:

@ :TmMTrA—-Tm T A
¢ :SubM T A - SubVT A
Teljesen formalisan ¢-vel mindig a kovetkezs fiiggvények egyikére gondolunk:

©Tm,TI, A, PSub,r,A- Olvashatosag kedvéért csak ¢-t fogunk frni.

p-t6l a kovetkezdket varjuk el:

o(o0oMp) = () o Neo(p)

e(idM)  =idV

p(e™) =&V

o(t-Mu) = () - No(u)
Mgy =

tlo]™) = o(t)[e(o)
oMt) = (o) N o(t)

pM)  =p"
M

€ €

(
(
(
(
p(lam
(
(
(
(

) =4

)

Mivel STLC egy GAT, tudjuk, hogy létezik egy inicidlis modellje az
STLC-homomorfizmusra. Ezt az inicialis modellt mostantél L-el fogjuk je-

161ni.

Most megadunk kézzel egy STLC modellt, hogy jobban megértsiik, ho-
gyan miikodik.

9.2. Példa. (Halmaz modell)
Mivel a cél STLC intuitiv megértése, lefixaljuk Con-t és Ty-t gy, hogy a



modell megadasa minél egyszertibb legyen:

Ty =V,
A= B :=B4 (A — B fiiggvények halmaza)
Con =V,
o = {*}

I'bA =T'x A

Con-bol egy terminalis objektummal rendelkezs kategoriat kell csinal-

nunk:
Sub T A = AT (T — A fiiggvények)
id#! = id
el =1 x
oo Hp ‘=o0op

Ezekrél tudjuk, hogy teljesitik az ass, idl, idr és on egyenlGségeket.
A termek (kontextus — tipus) fiiggvények lesznek. Ez intuitivan azt je-
lenti, hogy ha egy termnek megadunk egy kontextust, 6 megadja nekiink a

tipus egy elemét.
Tmf T A := A" (T — A fiiggvények)
t[s] =tos (TmI' Ax SubAT — Tm A A)
Itt a kompozicié miikédik, hiszen:
AT 154
Egy kontextus az valdjadban egy lista, aminek minden koordinatajaban

egy tipusnak egy eleme all:

(£,70) = (fit) = 2 = (f(2), t())
(A—T)x (A= A) = (A— (T x A))

pf =m =(ry) e
(I' x A) — T fuggvény ami Sub (I'> A) I eleme.
' =m o=@y ey

(' x A) — A fiiggvény ami Tm (I'> A) A eleme.



Ezekre rogton latszik, hogy a 51, >0, >n egyenlGségek teljesiilni fognak:

> By :pt o H (0, 1) =m o (o,t) =0
> B+ g o, 1] =m0 (0,1) =1
>n coeSubf A(T>A) =(A—=TxA4) =

o= (71-1 00,y OU) = (pH OHU,H CIH[U]H)

Lambda intuitivan pont a kordbban emlitett "Curryzést" fogja csinélni:
teTm? (I'> A) B=(I' x A) = B esetén:

lam t := v = (2 t(v,2))

fgy lamt € Tm” T (A= B) =T — (A — B).
Az applikaciot is elég konnyen meg tudjuk adni.
teTm’T(A=B)=T - (A= B)ésuecTm’T A=T — A esetén:

t- M=y e t(y) (u(y))

Valéban t-u € Tm? T B=T — B.
Most ellendrizziik le a megmaradt egyenlGségeket :
[o]: te Tm T' A, 0 € Sub? AT,p e Sub” © A esetén:

H 1H

tloo " p] =to(cop)
=(too)op

= t[o]"[p]"
[id]: t € Tm T A, id” € Sub? I' T esetén:
thid? 7 =toid =1t
= B: te Tmf (T'>A) B, u € Tm ' A esetén:

(lam™t) - Fu = 5 — (lam™t) (v) (u(7))
=7 = (x = t(y,2))(u(y))
=7 = t(y,u(y))
=to (id,u)

= t[id", u] "



lam[]: t € Tm (I'> A) B, 0 € Sub” AT esetén:

(lamt)[0]? = (lam®t) o &

= (= (= t(y,2))o0

=0 (z—t(o(d),x))

=0 (v t(o(m(d,x)),m2(,x)))
=0 (x> (to(ocom,m))(d,x))
=0+ (x> tlo o, |7 (6,2))
=0+ (x> tlo o Hp H M (5, 2))

= lam™ (t[o o ™ 1 "))

[l: teTmf I (A= B),uc Tm T A o5 € Sub”? AT esetén:

=n: tcTm T' (A= B) esetén:

t=n(z—i(y)(2))
=7 (x = tm(y,2))(m2(y,2)))
=y (@ ((tom) - Tm)(y,2))
=lam ((tomy) - my)

= lam” (¢[p"] - Hqf)

9.3. Allitas. Tetszdleges STLC modellben teljesiil, hogy t[p]-q = #'[p]-q =
t = t. Ezt a tulajdonsagot funext-nek (functional extensionality) fogjuk

nevezni.

=0

Bizonyitds. t = lam(¢[p] - q) = lam(¢'[p] - q) = ¢/ O



A funext tulajdonsag tobbszoros applikaciora is miikodik:

funext
=

(t[p] - @)[p] -a = (¢'[p] - a)[p] - a tlp]-a=1tp]-q

Tovabba: (t[p] - q)[p] - q il tlp][p] - alp] - a. Ezt a mintat kovetve 3-szor is
hasznalhatunk funext-et. A kovetkezG alakban lesz vele a legkényelmesebb

dolgozni:

funext
=

t=1t

10. Programozas STCC és STLC-ben

Ennek a fejezetnek az a lényege, hogy kapjunk egy kis intuiciét arra, hogy
hogyan lehet STCC-ben és STLC-ben programozni. Tm" T' A és Tm® A
elemeirdl nem tudjuk pontosan, hogy hogyan néznek ki. Tehat ha példaul
szeretnénk adni egy STCC termet (mondjuk Tm® (A = B = A)-nak egy
elemét) azt ugy tudjuk, hogy megadunk egy formalis kifejezést a fliggvény-

szimbo6lumokbol

t:=Ku=p=a),c=p=c) Kap Kcp,
aztan ezt kiértékeljiik a modelliinkben:
t¢ =K. ®KC.“K® e Tm® (A = B = A).

Tlyenkor azt fogjuk mondani, hogy a t€ € Tm® (A= B = A)-nak a t forméa-
lis kifejezés egy reprezentansa. Ha t-n elvégziink egy egyszertisitési szabalyt
(pl.: t " Kap =: t') akkor megkapjuk tC-nek egy masik reprezentansat.
Mint formalis kifejezések ¢ # t' de mivel a modellben teljesiilnek az egyen-
16ségek t€ = ¢/ ©. Ez minden modellben igy miikodik, nem csak az inicidlis
modellben.

Egy program (formalis kifejezés az adott nyelv fiiggvényszimbolumaibol)
futtatédsa abbdl all, hogy probaljuk alkalmazni az egyes egyszertsitési sza-
bélyokat addig, amig nem tudunk tovabb egyszertisiteni. A futtatis soran
akarmikor kiértékeljiik a kifejezést a modelliinkben, ugyanazt a termet kap-
juk. Tehat a futtatias abbol all, hogy megprobaljuk megkeresni egy term

"legegyszeribb" reprezentansat.



Persze mindig lehetne tovabb “egyszertsiteni”, ha forditva kezdjiik alkal-
mazni a szabélyokat (pl.: ¢/ <2 t), ezért most ezt a végss allapotot, amit el
szeretnénk érni csak intuitivan fogjuk kezelni. Persze ezt formélisan is meg
lehet oldani az tgy nevezett normalforméak bevezetésével [1|, ami minden
kifejezéshez rendel egy normélformat, amire gy tekintiink, hogy a kifejezés
legegyszertibb alakja.

Mindkét nyelvhez, hozzavesziink egy Bool tipust, hogy lehessen benniik
egyszeri programokat frni.

A fejezet soran legyen Ty, Bool, =  a kovetkez6 GAT inicialis mo-

dellje szerint definialva:

Ty € Set
Bool €Ty
= TyxTy—Ty

10.1. Definici6é. STCC + Bool:

A korabbi definicidhoz hozzavessziik az aldbbiakat:

true, false : Tm(Bool)

itea :Tm(Bool= A= A= A)
itef tite-true-x -y ==
itefy site-false-z-y =y

10.2. Definici6é. STLC + Bool:

A korabbi definicidhoz hozzavessziik az aldbbiakat:

true, false : Tm I" Bool I' € Con
iter 4 :TmT (Bool= A= A= A)

iteSq Dite-true-x -y =2

itef3y tite-false -z -y =y

ite]] s itelo] = ite

true] : true[o] = true

false[] : false[o] = false



Az ite azt roviditi, hogy "if - then - else".

10.3. Példa. Par egyszert program Bool-ok felhasznalasaval: Olvashatosag

kedvéért az " - "

miveletet és implicit paramétereket nem fogjuk mindig

kiirni.
Nem

STCC : S (Site (K false)) (K true) : Tm (Bool = Bool)

Tetszdleges a € Tm Bool esetén:

S (Site (K false)) (K true) a

5, Site (K false) a (K true a)

5 itea (K false a) (K true a)
X, ite a false (K true a)

£ ite - a - false - true

STLC : lam(ite - q - false - true)

Tetszéleges a € Tm ¢ Bool esetén:

lam(ite - q - false - true) - a

=5, (ite - q - false - true)|id, a

2L, itefid, a) - afid, o] - falsefid, a] - truefid, o

LEN ite[id, a] - a - false[id, a] - true[id, a]

—)iteﬂ’trueﬂ falsel ite - a - false - true



:
STCC : S(S(K(S(S(KS)(S(KK)S))(KK)))ite) (Kfalse) : Tm (Bool =
Bool = Bool)
(S(K(S(S(KS)(S(KK)S)) (KK))) ite) (K false) a b
(S ( S) (S
(K(

(S(
=8 (
(

S
S
RN

2

S
S(S(KS)(S(KK)S)) (KK)))itea (K false a) b
K

w2

(S(KS) (S (KK)S)) (KK))) iteafalse b
(KS) (S (KK)S)) (K
(K S)
S)

(KK)) a (ite a) false b
S) (S (KK) S)) (K K) (ite a) false b
)
(

v W

=S (S(KK)S) (ite a) (K K(ite a)) false b

K S (K S) (S (KK)S) (ite a) K false b
5, K S (ite a) (S (K K) S (ite a)) K false b
K S(S(KK)S (ite a)) K false b
5 S (KK) S (ite a) false (K false) b
5, KK (ite a) (S (ite a)) false (K false) b
5 K (S (ite a)) false (K false) b

5 (ite a) (K false) b

5 iteab (K false b)

S ite a b false

STLC : lam(lam(ite - q[p] - q - false)) € Tm ¢ (Bool = Bool = Bool)

Tetszéleges a,b € Tm ¢ Bool esetén:
lam(lam(ite - q[p] - q - false)) -a - b

=5, lam(ite - q[p] - q - false)[id, a] - b

lam][]

—— lam((ite - q[p] - q - false)[(id, a) o p,q]) - b

—H> lam(ite[(id, a) o p,q] - q[p][(id, a) o p,q] - q[(id, a) o p, q] - false[(id, a) o p,q]) - b

RELEE, Jam(ite - q[p][(id, @) o p,a] - q - false) - b

b, lam(ite - q[p o ((id,a) o p,q)] - q - false) - b



LN lam(ite - q[(id, a) o p] - q - false) - b

o, lam(ite - q[id, a][p] - q - false) - b

LN lam(ite - a[p] - q - false) - b

=5, (ite - a[p] - q - false)[id, b]

4% -[|+ite[]+false[]

ite - a[p][id, b] - q[id, b] - false

RN a[p o (id, b)] - b - false

M)ite-wb-false

: ite a true b

STCC : Site (K true)
STLC : lam(lam(ite - q[p] - true - q))

Bar a levezetések hasonld hossziiak, azért észrevehetjiik, hogy STLC-
ben sokkal természetesebb programozni, mint STCC-ben. Arra, hogy STCC-
ben kitalaljuk, milyen kombinator sorozatot kell irni, kbzel semmi intuiciénk
nincs. Ezzel szemben STLC-ben, ha van egy sorozat egymaéasba agyazott lam-

unk ahhoz, hogy a beliilrdl i-edik lam altal kotott termet elérjiik q[p o ... o p]-
——

%

t kell irnunk.
Példaul:

lam(lam(lam(lam(q - q[popop|-q[p]-q)))) - @1 -T2 - T3 - T4 = T4 - X1 - T3 - T4

3 2 1 0

Itt az els6 lam az xi-et koti, a masodik xo-t és igy tovabb. Beliil g-val a
legbelss lam altal kotott z4-et érjitk el. q[p o p o p] pedig azt mondja ne-
kiink, hogy 3 lam-ot kell visszamenni, vagyis az els6 lam altal kotott xq-re

hivatkozik.

11. STCCyx

Megadunk egy nyelvet, ami valahol az STCC és az STLC kozott helyezkedik

el. Ez tulajdonképpen ugyanaz, mint az STCC, csak bevezetjik a kontex-



tusokat, tovabba a wk (weakening) mitiveletet. Intuitivan gy érdemes erre
gondolni, hogy Tm I' A-nak akkor tudjuk megadni egy elemét, ha I" kontex-
tus felhasznalasaval tudunk késziteni egy A tipust dolgot. Igy a weakening
annyit mond, hogy ha I'-bél tudtunk csinalni A-t akkor persze I'> B-bél (ami
egy "gyengébb" kontextus) is kell tudnunk A-t csinalni.

11.1. Definicié. STCCyy ( [2] 2.1 rész)
A kovetkezs dolgok kellenek, hogy kapjunk egy STCCy modellt:

TmI'A  :Set (T' € Con, A € Ty)

_rap_ TmI'(A=B)xTmI'A— TmI B

Kr,aB €eTmI' (A= B= A)

Srapc €Tml'(A=B=C)=(A=B)=A=C

qr,A €eTm(I'>A) A

wkrap TmI'A—Tm(I'>B)A

Mostantol az implicit paramétereket altalaban nem fogjuk kifrni. Szabalyok:

K K-t-u=t
S8 :S-t-u-v=t-v-(u-v)
wk- wk(t-u) = wk(t) - wk(u)
wkK : wk(K) = K
(Implicit paraméterekkel: wkr (= p— 4) c(Kr,a,8) = K(rs0),4,8)

wkS :wk(S) =S

Van most is még 4 szabdaly ami csak kés6bb lesz érdekes. Itt annyi extra

triikk van, hogy ezeket a szabalyokat csak az iires kontextusra koveteljiik

meg, tehat most K alatt K, -ra és S alatt S, -ra fogunk gondolni.

lamKg :S-(K-S)-(S-(K-K)) =K

lamSB :S- (K- (S-(K-S)))-(S-(K-S)-(S-(K-9)))
=5-(5-(K-85)-(5-(K-K)-(5-(K-5)-(5-(K-(5-(K-5)))-5)))) - (K-S)

lamwk- : S- (K- K)=S-(S-(K-S)-(S-(K-K)-(S-(K-S)-K))) - (K-K)

n S K-K=S-(S-(K-S)-K)-(K-(S-K-K))

—~~



Legyen .4 = <TmM,_-M_,KM,SM,qM,WkM) és N = <TmN,_-N_,KN,SN,qN,WkN>
két STCCyk modell. ¢ : Tm™ T A — TV T A egy M — N STCCyi-

homomorfizmus ha:

p(KM)  =KY

p(sMy =8V

ed)  =4"
p(t-Mu) = o(t) - No(u)
p(wkM (1)) = wk™ ((1))

Most ismét fel fogjuk hasznalni, hogy mivel STCCyy egy GAT, létezik
inicidlis modellje az STCCyi-homomorfizmusra. STCCyy inicidlis modelljét

mostantdl Cy-val fogjuk jeldlni.

11.2. Allitas. .4 legyen tetszéleges STCCyy modell. Ekkor lamK3, lamS 3, lamwk-, 7

minden kontextusban teljesiil, nem csak ¢-ben, az iires kontextusban.

Bizonyitds. (Csak lamK/j esetében, a tobbi is ugyanigy megy.)

Vezessiik be a kovetkezé predikédtumot :
P(T) & Sf - (K-S - (S - (K - KYY)) = K¢Y

Tehat P igaz I' € Con-ra pontosan akkor ha .4 "-ben teljesiil lamKg a T’
kontextusra. Készitsiik el a kovetkezs (.#) CON modellt:

Con™ :={I' € Con | P(I)}
oM =0
I>MA:=TrA
Ahhoz, hogy .# valoban CON modell legyen le kell ellendrizni, hogy Con™

zart a megadott miveletekre:
[¢] Kell: P(¢) ami teljesiil hiszen .4~ STCCyi modell.

Kell: P(T') = P(I'> A) Az implicit kontextus paramétert mindig csak



az els6 tagra fogjuk kifrni, S, K, wk alatt S, KV, wk™-et értiink.

Srea - (K-8) - (S (K-K)) = (wkS, wkK)
wk(Sr) - (Wk(K) - wk(S)) - (wk(S) - (Wk(K) - wk(K))) = (wk-)
wk(Sp - (K- S) - (S- (K- K))) = (P(I))
wk(Kr) = (WkK)
Krya

M valoban CON modell, ¢ : Con — Con™, 1 : Con™ — Con, 1o ¢ =
= idcon. Tetszbleges I' € Con-ra:

@(T') € Con™ miatt P(p(I")) igaz. Tovabba T' = 1(p(T)) = ¢(I') miatt
P(T) is igaz.

Belattuk, hogy minden I' € Con-ra teljesiil P(I"), vagyis teljesiil lamKg

a I' kontextusban.
O

Ezt késébb fogjuk felhasznalni. Nagyon hasznos lesz, hogy STCCyk mo-
dell készitéséhez elég belatni ezeket a szabalyokat az tires kontextusra. Most
mar tudjuk, hogy ebben az esetben minden kontextusra teljesiilni fognak.

Még egy adag szabalyt le kell vezetni ezekbdl késGbbre.

lamK3 :S-(S-(K-K)-t)-u =u

lamSB" :S-(S-(S-(K-S)-t)-u)-v=S-(S-t-u)-(S-u-v)
lamwk - : K- (t-u) =S-(K-t)-(K-u)

n it =S-(K-t)-(S-K-K)

11.3. Allitas. Legyen .4 tetsz6leges STCCyi modell. Ekkor teljesiil A/ -
ben lamKg'.



Bizonyitds.

S (S (K-K) 1) - (K5)
K-S-t-(S-(K-K)-t)-u = (SB)
S-(K-9)-(S-(K-K))-t-u= (lamKp)
K-t-u = (Kp)
t

lamSp’, lamwk -/ és 1’ levezetése megtalalhato [2] Appendix A-ban, ott

lamSA3”, lamwk - 7, " a neviik.

12. Tm® A~ Tm%*o A

Ebben a fejezetben megadunk egy bijekciot STCC és STCCyy inicidlis mo-
delljeinek a termjei kozott. (|2 3. rész)

Terv: megadunk ¢€ : Tm® 4 — Tm%* o A és egy f€: Tm* o A —
Tm® A fiiggvényt, aztan belatjuk, hogy ¢€ o € = idp Cuke 4 €8 fCogC =
= idpc 4-

12.1. Allitas. Létezik g€ : Tm® A — Tm®* o A amire:
g (K®) = KO
go(8%) = 8%
9% (u-“t) = g(u) - Sg°(1)
Bizonyitds. Készitsiik el a kovetkezs (#) STCC modellt, Cyy segitségével:

Tm™ A .= Tm%x o A

KM = K%
sM = g0
. M J— . Cwk

A M fiiggvény valoban egy TmM (A = B) - Tm™ A — TmM B
fliggvény.



Ahhoz, hogy # tényleg STCC modell legyen, le kell ellenérizni az egyen-
16ségeket. Ezek azért fognak teljesiilni mert STCCy-ban is teljesiilnek.
Nézziik meg példaul a K3 szabalyt. Tetsz6leges u € Tm™ A = Tm%* o A

ést e Tm™B = Tm®« o B esetén:

KM . My My — RCwic. Cwicyy . Cwicy (Cwi KB)

=Uu

Tehat .# egy STCC modell, létezik ¢© : C — .# homomorfizmus. Az

STCC-homomorfizmus definiciojat felhasznélva a kovetkezSket kapjuk:

g“(KY) =KM = KO
go(s9) =8 = 5%
g%(u- ) = g%u) - MgO(t) = g (u) - OxgC(t)

A masik irdnyhoz sziikségiink lesz az alabbi segédfiiggvényre:
12.2. Allitas. Létezik [ ] : Con — Set amire:

[e]  ={x}
[T A] = [I] x Tm®(A)

Bizonyitds. Készitsiik el a kovetkezd (.#) CON modellt:

Con™ := Set
oM = {x}

I'oMA =T x Tm®(A)
Létezik ¢ : Con — Con™ homomorfizmus.

[T] := ()



Feltételek ellenérzése:

[l =¢(o)
=M
= {x}
[T>A] =p(T>A)
=()>MA

= [I] x Tm®(A)

12.3. Allitas. Létezik f€: Tm®* o A — Tm® A amire:
fC(KCWk) — KC
fC(SCWk) — SC
FO(u- St = fO(u) - CFO(1)

Bizonyitds. Készitsiik el a kovetkezs (#) STCCyyk modellt, C segitségével.
A bizonyitas soran Tm, -, K, S alatt Tm®, ¢, K€, SC-t értiink.

Tm™ T A := (Tm A)['] ([T] — Tm A fiiggvények halmaza)
t-Mu =y i) u(y)

KM =v—=K

sM =S

q = (7,t) = t

(M eTm™ ' A)A=[>A] - TmA=[I] x Tm A — Tm A)

wkM () = (. u) = 1)

Tudjuk, hogy t,u € TmMT' A esetén v =t < Vy € [T : u(y) = t(v).

Szabalyok igazolésa:



Kg

SB

wk- :

wkK :

wkS

(KM M) - My (y) = (KM - M) (y) - u(v)
= KM(7) - t(7) - u(v)
= K-t(y) - u(y)
=t(7)

(SM M My My)(9) = SM(y) - t(7) - ul(y) - v(7)
=S-t(7) - uly) -v(y)
=t(7) - v(7) - (u(v) - v(7))
= (t- Mo M(u-Mv))(v)

wkM (¢ - Mu) (v, 0) = (- Mu)(y)

t(y) - u(v)
wk () (v, 0) - wk™ (u) (v, v)
= (wkM(#) - MwkM () (v, 0)

wk(Kp')(7, 1) = K¥ (7)

= K%B (77 t)

wk(SE)(v,t) = S (7)
—3

= STA‘I{B (’77 t)



lamK g, lamSg, lamwk, n : Ezeket mind ugyantigy kell bizonyitani, nézziik meg lamKg-ra.

(SM - MM MG MM A MKM)) (1) =S - (K- 8) - (8- (K- K))
(lamKp STCC)

—K
=K"(v)

Tehat .# valoban STCCy modell, igy 1étezik egy ¢ : Cyix — A STCCyi-

homomorfizmus.

FORES) =
FOSO) = (89 () = $M (x) = 5°
(

12.4. Allitas. f€o g% =idp,c s
Bizonyitds. Készitsiik el a kovetkezs (#) STCC modellt:

Tm" (4) == {t € Tm®(4) | f(¢°()) = t}

A miiveleteket C-bdl 6rokoljiik. A szabéalyok mind teljesiilnek (részmodell),

csak azt kell leellenérizni, hogy Tm™ valoban zéart a miveletekre. Tehét kell,

hogy:



Persze pont tgy konstrualtuk meg az ¢© és fC fiiggvényeket, hogy ezek

teljesiiljenek. Példaul az applikacié esetében:

FOC - Mu)) = (g%t - © ))
= fCg°(t) - g (u))
= 9 1)) - Cfc( () (f9g°(1) =t fC(g°(w)) = u)
=t -Cu=t-

A valdban egy modell, létezik ¢ : C — A és 1 : . #4 — C STCC-
homomorfizmus, ¢ o ¢ = idg. Igy tetszoleges t € Tm®(A)-ra:

o(t) € T (4) = (e (0 (1)) = o (t)
t= up(t) = o(t) tehat FO(gO (1) = ¢

12.5. Allitas. ¢ o fC =idp oo
Bizonyitds. Vezessiik be a kovetkez6 predikdtumot :

gefeW) =t T =0
igaz #o

Pr(t) =

Készitsiik el a kovetkezd (.#) STCCyy modellt:

TmMI A .= {t € TmOT A | Pr(t)}

A miiveleteket Cy-bol 6rokoljik.
Szabalyok teljesiilnek, mert részmodell. Annyit kell leellenérizni, hogy

Tm™ valoban zart a miveletekre. Tehat kell, hogy:
Pr(K¢')
Pr(st)
Pr(t), Pr(u) = Pr(t- M)
S FDA(QIM,A)
Pr(t) = Proa(wk™(t))



o £ I'> A miatt az utols6 ketts definicio szerint teljesiil. A tobbire eset-
bontast kell csinalni, I' # ¢ esetén definicié szerint teljesiilnek, I' = ¢ esetén
pedig ¢ és f€ tulajdonsagait kell felhasznalni ugyanigy, mint az el6z6 lem-

maban. Nézziik meg ezt KM esetében:
Po(K3') & g (fOKS™)) = Ko

g (fOKS™)) = g(KS) = Kg™
Ismét kapunk egy ¢ : Cyx — A és egy v : M — Cyx homomorfizmust.
Ezeknek a kompozicidja most is identitas. Tetszoleges t € Tm® o A esetén:
p(t) € Tm™ o A = g%(f(p(t))) = ¢(t)
t = u(p(t)) = (t) tehat g°(f(t)) = ¢

Az utols6 két lemmaval megkaptuk, hogy ¢€ : Tm® A — Tm®x o A
bijekcio és (¢€)~ = fC. Ezzel belattuk, hogy Tm® A = Tm%* o A.

13. TmC* I A~ Tm T A

A terv ismét az, hogy adunk egy ¢¥ : Tm®* ' A — Tm T A és egy f& :
Tm T4 — Tm®*T A fiiggvényt, aztan belatjuk, hogy a kompozicié mindkét

irAnyban identités.

13.1. Allitas. Legyen .4 tetszéleges STLC modell. Ekkor létezik ¢V : Tm®<T'4 —

Tm™ T' A amire:

gV (t-Ou) = gN(t) - g (u)

gV (K%)= lam(lam(q[p]))

g™ (89) lam(lam(lam(q[p o p] - q - (a[p] - 9))))
gV (@™ =q

g™ (wk (1)) = (™ () [p]

Ahol nem irjuk ki, az .4 -beli mtiveletre gondolunk.



Bizonyitds. A bizonyitas soran ha nincs mas irva mindig az .4 modellbeli
valtozatat értjik az adott fliggvényszimboélumnak. Készitsiik el a kivetkezd
(M) STCCyxk modellt:

TmMT A :=TmTl A

t- My, =t-u

KM = lam(lam(q[p]))

sM = lam(lam(lam(q[p o p] - q - (q[p] - q))))
oM =V

wkM(t) = t[p]

Le kell ellenérizni a szabalyokat :

Kp : (SP is hasonloan levezethets)

KM . My My — Jam(lam(q[p])) - ¢ (= B)
= (lam(q[p]))[id, t] - u (lam(])
= lam(q[p][(id, t) o p,q]) - u ([o])

lam( [po((id,t)op,q)]) - u (>p1)
am(q[(id, ) o p]) - u ([o])
= lam(q[id, t][p]) - u (>52)
lam(¢[p]) - u (= B)
= t[p][id, u] ([o])
= t[p o (id, u)] (>p1)
= t[id] ([id])

=1

wk- :

wkM (t - u) = (¢t - u)[p] ([



wkK : (wkS hasonloan levezethetd)

wk KM = lam (lam(q[p])) [p] (laml])
= lam(lam(q[p])[p o p, q]) (lam]))
= lam(lam(q[p][(p o p,q) ° p,q])) ([o])
= lam(lam(q[p o ((p ° p,q) © p, q)])) (>51)
= lam(lam(q[(p © p,q) o p])) ([o])
= lam(lam(q[p o p, q][p])) (>52)
= lam(lam(q[p]))

lamKg,lamSgS, lamwk-, n igazolasahoz a funext tulajdonsagot fogjuk fel-
hasznélni. Nézziik meg példaul lamKj3-t:
Elég igazolnunk, hogy:

(S-(K-S)-(S-(K-K)))[plplp] - alplp] - alp] - a = K[p]p]p] - alplp] - alp] - a

ahol K = KM S = SM_ A levezetés soran fel fogjuk hasznalni, hogy a tSbbi

egyenlGséget mar igazoltuk .#-re:

(S-(K-S)-(5-(K-K)))pl[plp] -alplp] - alp] - a = Qi)
(S[p] - (K[p] - S[p]) - (S[p] - (K[p] - K[p])))[pl[P] - alp][p] - a[p] - a =
(wkK, wkS)
(S-(K-S)-(S-(K-K)))[plp]-alplp]-alp] -q = (2x tdjra)
S-(K-8)-(S-(K-K))-apl[p]-alp] -q = (SB)
K-S-q[p][p] - (S (K-K)-alp][p]) -alp] - a = (KB)
S-(S-(K-K)-apl[p]) -alp] -q = (SB)
S- (K-K)-afp][p] - a- (alp] - a) = (SB)
K-K-q-(afp][p]-a) - (alp] - a) = (KB)
K- (a[pl[p] - a) - (a[p] - a) = (KB)
a[plp] - q = (KB)
K- alp][p] - alp] - q =
(3 x WkK)



A valéban STCCyi modell, létezik ¢ : Tm®*« A —» TmM T A =
= TmV T' A, ¢V := ¢. Ez egy STCCyi-homomorfizmus tehét teljesiti az
allitasban megszabott feltételeket. (I

Most kaptunk minden .4 STLC modellre egy Tm®*T' A — Tm™ T A
fiiggveényt, specialisan g~ : Tm®* ' A — Tm" T A.
Ahhoz, hogy a forditott iranyt megcsinajuk, be kell vezetniink még par

segédfiiggvényt Cyi-n és Con-on.
13.2. Allitas. Létezik Sub®vk : Con x Con — Set amire:

Sub®k A o = {xa}
Sub®wk A (I'> A) = Sub®x AT x Tm®* A A

Bizonyitds. Fix A € Con mellett vegytik a kovetkezd (.#) CON modellt:
Con™ := Set

<>M = {*A}

spA =sxTm® A A
Létezik ¢ : Con — Con™ homomorfizmus.
Sub®k AT := (T
A feltételek teljesiilnek, hiszen:

Sub®vk Ao = (o) = oM = {xa}
Sub® A (T'> A) = p(T'> A) = p(T) > M A = Sub® AT x Tm®* A A

O

Itt elkeriilhetd a Set hasznélata, meg tudjuk mondani, hogy melyik hal-

mazba képez a fliggvény:

Hy := {Tm“*T A|T € Con, A € Ty} U{{+p}|T € Con}

H, ={zxyl|z e Hy1,y € Ho} (n>=1)
H =] H,
neN

Igy Sub®x : Con x Con — H fiiggvény.



13.3. Allitas. Létezik [ O : TmO T' A x Sub®* AT — Tm%x A A

amire:

(t- o] = (o] <) - (ulo]Px)
Kp[o]Cwk =Ka

Sp[o] 9w =Sa

qlo, 1] =t

Bizonyitds. Fix A mellett készitsiik el a kovetkezs (.#) STCCyk modellt.

Az implicit tipusokat nem fogjuk kiirni olvashatosag kedvéért.

TmM™T A ={(t,f) [t € TmO* T A, f : Sub®* AT — Tm* A A}
(t, 1) - M(u,g) == (t- “u,0 = f(o) - “g(0))
K = (Kp"*, 0 — K{™)
SM (scwk o s SQk)
at! = (qp"*, (0,1) = 1)

A 2. koordinataban 1évé fliggvény:

Sub®k A (I'> A) = Sub®* AT x Tm* A A — Tm%* A A
wki' (8, /) = (WkO(E), (0,u) = f(0))

A 2. koordinataban 1évé fliggvény :
Sub®k A (I'> A) = Sub®* AT x Tm®* A A — Tm* A A
f pedig Sub®* AT — Tm®* A A

Ellenérizziik le az egyenlGségeket. Ahol nem irjuk ki, hogy a mitvelet

honnan van ott a Cy-beli miiveletre gondolunk.

Kp : (Sp is ugyanigy megcsinalhato)

£)- Mt g) - M (u,h) =
K-t,0+ (o) 9(0)) - M (u, ) =
K-t-u,0—K-g(o)-h(oc)) = (KB%* mindkét koordinataban)

(K,
(
(
(u,0 — h(0))



wk-

wkK

lamK g

Tehét .4 valoban STCCyy modell, 1étezik egy ¢ : Tm“**T'A — Tm™T A

wkM((t, £) - M (u,9))
WkM(t cu,0 = f(o)-g(o))

(wk(t - u), (0,v) = f(o) - g

(w

wk(t, £) - Mwk™ (u, )

: (wkS is ugyanigy megcsinalhato)

wh' (Kp')

(WkF(KF), o KA)

(Krpa,0 — Ka)

k(t -
(wk(t) - wk(u), (9,v) = f(0) - g(9))
k(t), (0,v) = f(0)) - M (wk(u), (0,v) = g(0))

_ 1M
- KFDA

: (lamSp, lamwk-, ) is ugyanigy megcsinalhato)

S M (KM )

(

(
(
(

1. koordinatédban lamK5%wk)

2. koordinatéaban hasznaljuk fel, hogy lamKA“* minden kontextusban igaz)

K,UHKA)

homomorfizmus.

SQ~(K-K)-(S~(K-K)),UI—>SA~(KA

Ka) - (Sa- (Ka

t[o] O = (ma(p(1))) (o)

-Ka)))

= KM



Ez teljesiti a lemmaban megszabott kovetelményeket :

(t- o] = (ma(p(t) - Meo(u))(o)
= ma(p(t)(9)) - m2(p(u)(0))

= o] - ulo]

Kr[o] v = (m (K1) (o)
— K

Srlo] % = (m2(Sr)) (o)
—Sa

Q[Ga t]CWk = (Wz(qM))(O', t)
=1

O

Mostantol nem fogjuk végigesinalni mindegyik indukciot, lesz, hogy csak
leirjuk, melyik GAT-ra kell csindlni az indukciét. Ezt azért is tehetjiik meg,
mert az allitas kimondasaban megadjuk az induktiv 1épéseket. Ezutan a mo-

dell konstrukcioja mar nem tal érdekes.

13.4. Allitas. Létezik o vk : Sub® AT x Sub®*© A — Sub®+OT

amire:

*AOCWkp = *@

(0,t) 0 Owkp = (g 0 Owkp, ¢[p] Ok

Bizonyitds. Indukcié CON-on. [J

13.5. Allitas. Létezik wksp : Sub* AT — Sub® (A A) T amire:

WkSQ * A = XApA

wksrpa(o,t) = (wksr o, Wkg‘"k t)



Bizonyitds. Indukcié CON-on. [J

13.6. Allitas. Létezik idlgwk € Sub®wk I' T amire:

idgwk = *¢

idSek = (whsp(idovk), go*)

Bizonyitds. Indukcié CON-on. [J

13.7. Definicié. wks és idOvk segitségével be tudjuk vezetni pCvk € Sub©wk (I'>
> A) I'-t.

plng := wksp id©wk
Végiil pedig be kell vezetniink a lam-ot.

13.8. Allitas. Létezik lam© : Tm®* (I'> A) B — Tm®* T (4 = B)

amire:

lam@(t - u) =S+ (lam* ¢) - (lam v u)

lam“** K =K-K
lam©wk S =K-S
Jlam©x ¢ =S-K-K

lam©k (wkt) = K - ¢

Bizonyitds. Készitsiik el a kovetkezs (.#) STCCyx modellt. A definialas
soran felhasznaljuk, hogy minden I' € Con-ra vagy I' = ¢ vagy 1étezik egyér-
telmi A € Con, A € Ty amire I' = A A. Ahol nem irjuk ki, ott a Cyi-beli



fliggvényre gondolunk.

]

Tm™ ¢ A:=Tm o A Tm™ (I'> A) B := Tm®* T (A = B)

t-My =t-u t-My =S-t-u
KM =K KM =K-K

sM =S sM =K-S

M : o-re nem kell M =S-K-K
wkM ¢ =Kot wkM ¢ =K-(wkt-q)

Az iires kontextusra (Tm™ o B elemeire) csak megorokoljitk a Cy-beli
viselkedést. ¢ € TmM (I'> A) A, igy T'> A # o miatt azt ebben az esetben
ezt nem kell megadni. Egyetlen érdekesebb eset a wk, ami t € Tm™ o A
esetén wk™t € TmM (o> B)A = Tmo (B = A), tehat K-t € Tmo (B = A)
jO definicio lesz.

I'> A esetben vizsgaljuk meg kozelebbrol, hogy mit csinalnak a miiveletek.
Olvashatosag kedvéért a definicioban nem irtuk ki az implicit paramétereket,
de sokszor nem teljesen egyértelmi, hogy hogyan lehet ezeket j6l megvalasz-

tani. Implicit paramétereket azért sem irtuk ki, mert példaul KM esetén a

kovetkezst kellett volna frnunk: K%D A)B,C = Kg”(vj“g SCSB)A Kgﬁc
M
teTm™ TvA)(B=C) =Tml (A= B=C)
uweTm™ (I'sA)B =TmT (A= B)
cel:t-MyeTm™ (I A)C =TmT (A= C)
Valoban: t - My =Sp-t-u € TmT (A= O)
KM .

KM eTm™ I'b A)(B=C=B)=TmIl' (A= B=C= B)
Legyen

KieTmI'((B=C=B)= A= (B=C= B))
Ky e TmI'(B = C = B)



SM

Ekkor valoban KM = K; - Ky € TmT' (A= B = C = B)
X =B=C=D)=(B=C)=B=0D

SMeTm™ (I A) X =TmT (A= X)
Legyen

KeTmI (X = A= X)
SeTmI'X

Ekkor valoban S¥ = K-S € TmT (A = X)

q™ e Tm™ ((I'>A)>B)B=Tm (I'>A) (B = B)

Ekkor valoban g™ = Srpa-Krpa-Krea € Tm(I'>A) (B = B). (Korabbi
fejezetben mar lattuk, hogy S K K az identitas)

wkM .

teTm™ (IT'v A)C =TmT (A= 0O)
cel:wkMt e Tm™ (I'> A> B) C =Tm (I'> A) (B = C)
Megfelel6 implicit paraméterek vilasztasa mellett:
wkteTm (I'> A) (A= C)
q €Tm(TrA)A
K €eTm(IrA)(C=B=2C)

Ekkor wkt-q € Tm (I'> A) C
Valoban: wkM t = K - (wkt-q) € Tm (I'> A) (B = C)

Most ellendrizni kell STCCy egyenlGségeit. Itt fogjuk felhasznélni, hogy

lamK g, lamSgS, lamwk-, n-t csak az iires kontextusra kell igazolni, ahol au-

tomatikusan teljesiilnek, hiszen ott ugyanazok a miiveletek mint Cyi-ban.

Hasonloan K és S5 is teljesiil az {ires kontextusra.

A kovetkezs egyenlGségek igazoldsa soran fogjuk felhasznalni a Cy-ban

levezetett lamK/', lamS/3’, lamwk -/, i’ szabalyokat.

Elsszor igazoljuk wk-, wkK, wkS-t az tires kontextusra:



wk- :t€Tm™ o (A= B),uc TmM o A

wkM (t - Mu) = wkM(t - u)
=Ko (t-u) (lamwk - )
— S0 (Ko 1) (Ko )
Itt Ko-t € Tm o (C = A= B)=Tm" (6> C) (A= B))

= (KO‘t)‘M(KO'U)

= (wkM t) - M (wkM )
wkK : (wkS hasonloan)
WkM(Ki\j[A,B) = Ko,(A:>B:>A),C Ko a,B= K%DC),A,B

Most pedig igazoljuk az egyenlGségeket I' > A esetében:

wk- :te Tm™ (I'> A) (B= C),uc Tm™ (I'v A) B

=K-(wk(S-t-u)-q) (2 x wk - + wkS)
=K-(S-(wkt)- (wku)-q) (SB)
=K-(wkt-q-(wku-q)) (lamwk - )
=S-(K-(wkt-q))- (K- (wku-q))

wkK : (wkS hasonloan)

wkM(KM) = wkM (K - K)

=K (wk(K-K)-q) (wk - + 2 x wkK)
K- (KK-q) (Kp)
—K-K

=KM



Kg

=S-(S-(K-K)-t)-u (lamKp")

SB

Az egyenlGségek teljesiilnek tehat .# valéoban STCCy, modell, létezik ¢ :
TmT A — Tm™ T' A homomorfizmus. t € Tm (T'> A) B esetén:

lam“* t := p(t) € Tm™ (> A) B=TmT (A= B)
Ellenérizziik le az allitds kimondasaban megszabott feltételeket:

lamCwk (t - u) = o(t - u) = o(t) - Mp(u) =S - (lamcwk t) - (lamCWk w)

(
lam“* K = p(K) =KY =K-K
lam“x S =p(S) =sM =K-S
lam©wk =plqQ = g —S.K-K

STCCyx-n indukcioval igazolhato, hogy t € Tm ¢ B-re p(t) = t. Az
utolsd feltétel igazoldsahoz kell még egy indukcié STCCyy-n. Be szeretnénk
latni, hogy minden ¢t € TmI' A, T" # o-re wk(p(t)) - q =t.

Vegyiik Cyy-nak a kovetkezs (.47) részmodelljét:



Tm" o B :=Tm o B
Tm®™ (P> A) B := {t € Tm (I'> A) B| wk(p(t))-q =t}

A miiveleteket Cy-bol 6rokoljiik, részmodellben az egyenléségek automati-

kusan teljesiilnek, csak azt kell belatni, hogy a modell zart a miiveletekre.
wk : ¢t € Tm ¢ B-re kell, hogy wk(p(wkt)) - q=wkt:
wk(p(wkt)) - q = wk(wk™ ¢(1) -
=wk(K-t)-q
=K-wkt-q
=wkt

t € Tm (I'> A) B-re kell, hogy wk o(t) -q =t = wk(p(wkt))-q =wkt

wk(p(wkt)) - q = wk(wk™ ¢()) - q (wk™ def)
=wk(K- (wke(t)-q))-q (wk - + wkK)
=K-wk(wke(t)-q) q (KB)
= wk(wk ¢(t) - q) (Indukcios feltétel)
=wkt
K:
wk p(K)-q =wk K . q

=wk(K-K)-q (wk - + 2 x wkK)
=K-K-q (KB)

S

wk ©(S)-q=wkSM . q
=wk(K-S)-q (wk - + wkK 4+ wkS)
=K-S-q (Kp)



wk o(q) -q=wkq" - q
=wk(S-K-K)-q (2 x wk -+ wkS + 2 x wkK)
~S-K-K-q (SK K identitas)
=q

_teTm(IvA)(B = C),u € Tm(I'bA)B-re wkp(t)-q = t, wkp(u)-q =
= u. Ekkor igazolni kell, hogy wk o(t-u)-q =1 u:

wkp(t - u) - q = wk (@(t) - Mp(u))

q
=wk(S-p(t) - p(u)) -q (2 x wk - +wkS)
=S-wko(t) - wko(u) - q (SB)
= (wkp(t) - q) - (wko(u) -q) (Indukcios feltétel)

=t -u

Maér tobbszor lattuk, hogy inicialis modell részmodellje muszaj, hogy
megegyezzen vele. Tehat minden T' # ¢, ¢t € TmI A-ra tudjuk, hogy wko(t)-q =
=t.

Végiil ellendrizziik le az utolso feltételt, amit az allitas kimondasédban

megszabtunk lam®v*-ra. Ha t € Tm ¢ B:
lamCx (wk ) = p(w £) = wkM (p(t)) = wkM(t) = K - ¢
Hate Tm (I'> A) B:
lamCx (wk £) = (wkt) = wkM (p(t) = K - (wko(t) - ) = K - ¢

O

Most mér készen vagyunk egy STLC modell megadasara Cy felhaszné-

lasval.

13.9. Allitas. fY: Tm"T' 4 — Tm®< T A, f&: Sub” AT — Sub®* AT



fliggvény amire:

fHoop) = fH(o) o T fH(p)
fHid) = idO

ffe)  =x

fitlo]) = A (o) O
Moty = (M), (1)
o) =pO

Ma)  =q%

fH(lam t) = lam v f(t)
FEt-u) = fUE) - O M)

Itt is fU egyszerre tobb fiiggvényt jeldl, de ez nem fog nekiink probléméat

okozni.

Bizonyitds. Készitsiik el a kovetkezs (#) STLC modellt:

SubM T' A := Sub®w« ' A
TmM T A = Tm%«T A

oM = o Cwk
i iqCk
eM =%
M Cyw
(] = _[_ ]
M =, (A szokasos (o,t) € Sub® AT x Tm%x A A)
p" = pO
" = O
lam™ Jam ©k
M . Cuk

Most le kell ellendrizni a szabalyokat, mindenhol az .# modellbeli miive-

letekre gondolunk. Kimondunk pér szabalyt wks-re is amit kés6bbi szabalyok



igazolasara fogunk hasznalni.

: oo ] = t[o][)

indukcié STCCy-n

ass :(cop)oTr=0c0o(poT) indukci6 CON-on
wkso : (wkso)o (p,u) =cop indukci6 CON-on
idl :idoo=0 indukci6 CON-on
[wks] : t[wks o] = wk(t[o]) indukcié STCCyi-n
[id] :tid =t indukcié STCCyg-n
idr :ooid=o¢ indukcié CON-on

on :{VoeSubl'o}o=c¢ definicié szerint
>f1 :po(o,t) =wksido (0,t) =idoo =0 levezethetd

> By :qlo,t] =t
>y :(o,t) = (po(o,t),t) = (po(o,t),qo,t]) levezethets

= :{Vt € Tm (I'> A) B}lam ¢ - u = t[id, u] indukci6 STCCyx-n
=n :t =lam({[p] - ¢)

lam] : (lam )[o] = lam(t[o o p, )

1=t wlo] = (to]) - (ulo])

definici6 szerint

levezethetd n'-vel
indukcié STCCy-n
definici6 szerint
)% def
]9 def

Ezek levezetései szerepelnek [2] Appendix B-ben.

13.10. Példa. [o]
Készitsiink (47) STCCyyk modellt:

TmVTA={te Tm“*T A|Yo,p:tloop| =tlo][p]}

Az Ssszes tobbi miivelet a Cyi-beli mivelet lesz. Be kell 1atni, hogy Tm™¥ I" 4

zart a miveletekre:
Ko o p] = Klo][p]: (S-re ugyanigy)
Kloop| =K
= Ko][p]

(_[]Owe def)



to 0 p] = t{o]lp] = (wk t)[(0,u) o p] = (wk D)o u][s]:
o€ SubAT,p e SubO At € TmI' A,wkt € Tm (I'> B) A,u €
€ TmA B, (o,u) € SubA (I'> B).

(wk)[(,) 0 p] = (wk t)[o o p, ulg]
t

[o0p]

= (- u)[o]p]

Tehat .# valoban STLC modell, igy létezik egy ¢ : L — .# homomor-

fizmus.
ff=e

Az allitasban megszabott szabalyok mind egyszertien latszanak abbol, hogy

p egy STLC homomorfizmus. [J

A kompoziciok ellendrzése elétt még gt ki kell terjeszteniink Sub®+k-ra.
13.11. Allitas. Létezik g Sub® AT — Sub"” AT amire:
gx)  =c
gtoa(0,t) = (95(0), g~ (1))
Bizonyitds. Indukcié CON-on. OJ

Most, hogy g"-t kiterjesztettiik, igazoljuk rola a kovetkezs egyenlGsé-

geket, ezeket fel fogjuk hasznélni a kompozicidk ellenérzésénél. Mindenhol



abbol a modellbdl vessziik a miiveletet, amire értelmes a kifejezés.

g wks : g% (wks o) = g¥(0) op (Indukci6 CON-on)
glid  :ghid) =id (Indukecio CON-on)
g'p  :g"(p) = g%(wksid) 9" ks g~ (id) o p gLid idop dl p (Levezethetd)
g :gt(te]) = (g8 t)[g* o] (Indukcio STCCyy-n)
g¥o i g%(oop) = (g~ 0)o(g"p) (Indukci6 CON-on)
g"lam : g%(lam t) = lam (g~ t) (Indukcié STCCyy-n)

13.12. Példa. g"[] : g% (t[0]®*) = (g% t)[g" o]"
Bizonyitis. Fix ¢ € Con mellett készitsiik el a kovetkezs (.#) STCCyi
modellt:

TmM T A:={tc Tm®* T A |V o € Sub®* AT : g8(t[o]9*) = (g% t)[g" o]*}

A miiveleteket Cyi-bol 6rokoljiik, csak azt kell igazolni, hogy Tm zart a

miiveletekre.

Kell: o € Sub®* A T-ra g“(K[o]) = (¢* K)[g" o]. (S hasonloan)

(¢" K)[g" 0] = lam(lam(q[p)))[¢" o] (2 x lam[] + [0])
= lam(lam(q[p o ((¢"(0) o p,a) o p,q)])) (51 + [o])
= lam(lam(q[g" (o) © p, q][p])) (>52)
= lam(lam(q[p]))
= g"(K) (X[)
= g"(K[o])

Kell: ¢ € Sub®* AT, t € TmT A (wkt € Tm (I'> B) A), u € Tm A B
((o,u) € Sub®* A (I'> B)) mellett:



g"(tlo]) = (9" )g" o] = g"((wkt)[o,u]) = (g~ (wkt))[g"(0, u)]
g (WK £)[o, u] O) = (L[] def)
g~ (o)) = (Indukcios feltétel)
g (t)lg" (o))" = (>51)
g )" o M (g"(0), g ()" = ([o])
g")pllg" (), g™ (u)] = (2 x g~ def)
" (wkO 1) [g" (o, w)]
@ Kell: 0 € Sub®* AT, u € Tm A A-ra:
g9"(alo.u]) = g"(a)[g" (o, u)]
gH(@ o, u] O = (L[] def)
g"(u = (>B2)
a“lg" (o), g ()" = (2 x g~ def)
9" (@) [g" (o, u))"

I:| Kell: o € Sub®k A T'-ra:

g (tla]) = (¢~ t)lg" o], g"(ulo] = (9" w)[g" o]
=g"(t-u)[g" o]

(- Cm)lo o) =

g~ (t[o] W“'kau[ J9w)

g"(t[o]) - g (ulo])

(g" t)lg" o] - “(g" w)[g" o]

(g"(t) - g"(w))[g" o]

g~ (t - u)g" o]

(L[] def)

(g" def)
(Indukcios feltétel)
0

(g~ def)

Ekkor tudjuk, hogy minden o € Sub® AT, t € Tm®* I' A-ra g"(t[o]) =

= (g t)[g" 0]. O

Most pedig térjiink a kompoziciok igazolasara:

13.13. Allitas. V¢ € Tm* T A: fL(g(t)) =t



Bizonyitds. Keészitsiik el a kovetkezs (.#) STCCyy modellt:
TmM T A:={te Tm®+T A| fL(g"t)) =t}

A miiveleteket mind Cy,-bol 6rokoljiik, ismét csak azt kell igazolni, hogy az

alaphalmaz zart a miiveletekre:
[ ] Kell: fX(g™(t) =t, fH(g"(u)) =u= fU(g"(t-u)) =t u
FHgH (- Ou)) = Ut () - gt (w) = fH(gm ) - O g W) =t
@] Kell: f1(6(@) = a
FH(g"(a%%) = fH(a") = g

Kell: fX(g"(t)) =t = fU(g"(wkt)) = wkt

FH(g" (wk O ) = FR((g" (1) pM")
= (g @) [f (")) O (Indukcios feltétel)
= t[p©e] e (pCuk def)
= tfwks idOwe] v ([whs])
= Wk (tfid ) ) (fic)
— wkCwk ¢

Kell: fX(g%(K)) =K
FH(gM(KO) = fH(lam® (lam" (g~ [p"]"))) = lam v (lam O (g [p&ek] Ovi))

Az f¥ definidlasahoz készitett STLC modellben bebizonyitottuk, hogy
lam©wk qOwic pCwk [ ]Cwk teljesitenek minden STLC beli egyenlssé-
get. Bzt a kifejezést lam©vk, qCwk, pCuic [ ]Cwk definicioja szerint ki-
bonthatnank, és kapnank egy hosszi SOk KOk wkCwk ¢Cwk_hol allo
kifejezést. Ehelyett most az STLC-beli szabélyokkal fogjuk ezt a kifeje-
zést egyszertisiteni. Péld4ul a funext tulajdonsagot is alkalmazhatjuk,
hiszen az csak a = n-n milik, ami szintén teljesiil lam©~k-re. A kovet-

kezG levezetés soran, ahol nem irjuk ki, mindig a Cyy beli miiveletre



gondolunk.

lam(lam(q[p]))[p][p] - alp] - q = (2 x lam[])
lam(lam(q[p][(pop,q) op,d]))[p] -alp]-a = ([o])
lam(lam(q[p o ((p o p,a) o p,a)]))[p] - alp] - a = (>51)
lam(lam(q[(p o p,q) o p]))[p] - a[p] - q = ([])
lam(lam(q[p o p, q][p]))[p] - a[p] - a = (>B2)
lam(lam(q[p]))[p] - a[p] - a =

(Ugyanezt mégegyszer)

lam(lam(q[p])) - a[p] - q =
(Korabban igazoltuk)

alp] = (KB)
K-q[p]-q = (2 x K[}
K[pl[p] - alp] - a

Tehat fU(gh(KCwx)) = KCwx,

Kell: fX(g~(S)) =S
Ezt ugyanigy lehet megcsindlni mint K-ra, csak itt 3-szor kell a funext-

et alkalmazni.

Ekkor tudjuk, hogy minden ¢ € Tm®x T' A-ra fU(g"(t)) = ¢.
]

13.14. Allitas. Vt e Tm T A : gV (fH(t)) =t

Bizonyitds. Készitsiik el a kovetkezd .# részmodellt:

TmMT A ={teTmT A|g"(f" ) =t}
SubM AT := {0 € Sub" AT | ¢“(f*(0)) = o}

A miiveleteket L-bdl 6rokoljik, ismét csak azt kell igazolni, hogy az alaphal-

mazok zartak a miveletekre.



[o] Kell: g (o)) = 0, g"(f*(p)) = p = g"(fM(g0p)) =0c0p

g (fH(o 0" p)) = g"(fH (o) 0 Pk fH(p)) )
= g"(f%(0)) o Bg™ (X (p)) (Indukcios feltétel)

:o’OLp

Kell: g¥(f=(id)) = id
gM (1 (id") = gt (%) 72 i
Kell: g4(fL(e)) =
gH () = gt () = €

Kell: g=(f1(1)) = t,g"(f(0)) = o = g“(f“(tlo])) = t[o]

g"(fH(to]™)) = g (fL @) [f (o) O (")
= gL(fL(t))[gL(fL(U))]L (Indukcios feltétel)
= t[o]"

Kell: g"(f1(0)) = 0. g“(f4(1)) = t = g“(f(0.1)) = (0.1)
g (FH o 1) = g (74(0).O% (1) = g (o) L g (L) = (o)

[p] Kell: g"(f*(p)) =p

[a] Kell: g~(f"(a)) =q
g"(f* (") = g"(q“) ="
Kell: g¥(f2(t)) = t = ¢~(f“(lam t)) = lam ¢

g"(f"(lam" £)) = g~ (lam S (f4(1))) (¢"1am)
= lam®™(¢"(f“(1))) (Indukcios feltétel)

= lam"(t)



[ ] Kell: g(f(1) = t,g"(f"(w)) =u= g"(f*(t - w)) =t u
gt Pa) = g () - O (W) = gH () - Rt () =t - P

Ekkor tudjuk, hogy minden ¢ € Tm" I" A-ra g“(f"(t)) = t. S6t, az is igaz
lesz, hogy minden o € Sub® A T-ra g%(f“(0)) = 0. O

Most mar valoban kimondhatjuk, hogy Tm“T'A = Tm®*<I" A. A korabbi
fejezetben szerepls bijekcioval Gsszerakva a kivetkezd allitast igazoltuk: gl o
0 fC:Tm® A~ Tm o A.

14. Par alkalmazas

Hasonloéan az algebrai elméletek inicidlis modelljéhez, C-ben, Cyi-ban és
L-ben egy term az formalis kifejezések ekvivalencia osztalya, ami zart az
adott elméletben szerepls egyenlségekre. A bijekcidt az ekvivalenciaosztély
reprezentansain adtuk meg és a bizonyitas soran azt is megkaptuk, hogy ez a
fliggvény joldefinialt az ekvivalencia osztalyokon. Amikor ellendriztiik, hogy
az adott elmélet egyenlGségeit teljesiti-e a fiiggvény, akkor tulajdonképpen
ezt a munkat végeztiik el.

STCC-ben és STLC-ben egy program futtatéasa abbol all, hogy alkalmaz-
zuk ré az egyenlGségeket valamilyen sorrendben. Pontosabban vesziink egy
reprezentanst (pl. S- K- K- z) és erre ahogy alkalmazzuk a szabalyokat, egy
ekvivalenciaosztalyon beliil mozgunk. Mivel a bijekcionk joldefinialt az ekvi-
valenciaosztalyokon meg tudjuk csinalni, hogy 4tmegyilink a méasik elméletbe,
ott végrehajtunk pér egyszeriisitést, aztan visszatériink. Ilyenkor ugyanazt a
termet kapjuk vissza.

Most nézziink meg par példat, hogy ezt hogyan lehet felhasznalni. A
kovetkezs példékban végig a tipus nélkiili verzioval fogunk dolgozni. Mivel
a bizonyitasunk tetszéleges Ty, = mellett miitkodik, most legyen Ty =
= {*},A = B := % Mivel Ty 1 elemii, Tm® A, Tm"™ I' 4 helyett csak
Tm®, Tm" -t frunk. Legyen ¢ : Tm® < Tm" : ¢ a korabbiakbol megkapott
bijekcio.



14.1. Példa. ¢(S-K-K) -z =z minden 2 € Tm" o esetén.

P(5-K-K)-2=¢(S-K-K)-o((z))
=¢(S-K-K-¢(z)) (S8)
= (K- 9(z) - (K- 9(x))) (KB)
= (¥(z))

Tehat C-beli identités képe L-ben is identitasként viselkedik.

A kovetkezg allitasra kézzel konstrualni megoldést, mar n = 3 esetén is

nagyon bonyolult.

14.2. Allitas. Legyen n € N>0 és o € S, tetszéleges permutécio. Ekkor 1é-
tezik t € TmC, hogy minden y1,...,y, € TmC-re Ly Yn = Yo(1)" - Yo (n)-

Bizonyitds. Elgszor oldjuk meg STLC-ben. Ha van egy n lam-unk egymaésba

agyazva akkor beliil az i-edik valtozora q[p o ... o pl-vel tudunk hivatkozni.
\W'—/

n—
Adott n, o mellett:
=lamlam... lam(q[po...op] ... gq[po...op])
—_— e ———
n n—o(1) n—o(n)
Ekkor tetszéleges z1, . .., z, € Tm" ¢ esetén:
U- I Tn = To(1) Lo(n)

Most legyen y1, ..., yn € Tm tetszéleges. Ekkor:

U(u) -y Yn = V(u) - P(e(y1)) - - - V(e(yn))
=t(u-py1) - o(yn))
=V(e(Yo)) - PYo(n)))
= w(w(yaa )+ V(e WYo )
=Yo(1) "+ Yo(n)

Tehat t = ¢(u) € Tm® jo lesz. O



15. Kitekintés, tovabbi kérdések

A szakirodalomban (példaul |4]-ben) az STCC és STLC inicialis modellje-
inek ekvivalencidjat egy konkrét, egyelemd Ty halmaz mellett igazoljak. A
dolgozatban bemutatott bizonyitas azért altalanosabb, mert tetszéleges Ty
halmaz mellett érvényes, és azért is, mert biztosak lehetiink benne, hogy nem
fiigg az inicialis modell konkrét konstrukciojatol. Erdekes lenne megvizsgél-
ni, hogy a [4]-ban adott bizonyitas (a 9. fejezetben) hogyan vezethets le az
altalunk bemutatott keretrendszerbdl.

Tovabbi érdekes kérdés az, hogy mit tudunk, ha STCC-bdl elhagyunk
az extenzionalis (lamKp, lamSp3, lamwk-, n) szabalyok koziil valamennyit. El-
képzelhets, hogy példaul ha elhagyjuk STCC-bél és STLC-bél is az n sza-
balyt, akkor tovabbra is teljesiil ez az ekvivalencia.

A Lean, Agda és Coq tipust modern bizonyitasellenérzé programozasi
nyelvek az STLC-hez hasonldé de osszetettebb rendszereken alapulnak. Az
ezekben irt formélis bizonyitasok hasonlitanak a dolgozatban kézzel elvégzett
indukciokhoz. Erdekes lenne megvizsgalni, hogy a bemutatott elvek pontosan

hogyan épiilnek be ezen programozasi nyelvekbe.
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Nyilatkozat Mesterséges Intelligencia hasznalatarol

Alulirott Viczidn Andrds nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése

soran az alabb felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI alapt eszkozoket

alkalmaztam :

Feladat Felhasznalt eszko6z Felhasznalas helye Megjegyzés

Helyesiras ellenér- | Gemini 3.1 A teljes dolgozatban

zése

Diagram készités | Gemini 3.1 3.3-mas rész A kategoridk nyel-
vét szemléltets di-
agram elkészitéséhez
hasznaltam.

Fogalmazas Gemini 3.1 Bevezetés, kitekintés Egyes  szovegrészek
stilusanak csiszolasa

MI  nyilatkozat | Gemini 3.1 MI nyilatkozat Ennek a nyilatkozat-

tablazat

nak elkészitése

A felsoroltakon tul mas MI alapi eszk6zt nem hasznéltam.




	Bevezetés
	Többszortú logika
	Algebrai Elmélet
	Iniciális modell létezése
	Hogyan döntjük el egy elméletről, hogy algebrai
	A (kis) kategóriák elmélete nem algebrai.

	Típusozatlan Kombinátor-kalkulus
	Általánosított Algebrai Elmélet (GAT)
	Indukció algebrai elméleteken
	Típusok, kontextusok (CON)
	STCC (Simply Typed Combinator Calculus)
	STLC (Simply Typed Lambda Calculus)
	Programozás STCC és STLC-ben
	STCCwk
	TmCA .5-.5.5-.5.5-.5.5-.5TmCwk "2205 A
	TmCwkA .5-.5.5-.5.5-.5.5-.5TmLA
	Pár alkalmazás
	Kitekintés, további kérdések

