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1. Bevezetés

A lambda-kalkulust Alonzo Church találta fel 1930 körül (részben) a magasabb-

rendű függvények (olyan függvények, amiknek a bemenetei függvények) for-

mális leírására. Ez a rendszer sok programozási nyelv alapjául szolgál (példá-

ul Haskell, OCaml, Lisp) és majdnem minden modern programozási nyelv-

ben szerepelnek lambda absztrakciók, mint anonim függvények (például Ja-

vaScript, Python, Java, C++). Ezzel párhuzamosan a kombinátor-kalkulus,

amit Moses Schönfinkel (1920) és Haskell Curry alapozott meg, ugyanazokat

a számítási fogalmakat képes kifejezni, de lényegesen egyszerűbb nyelvtannal.

A szakirodalom (például [4]) ezeket a rendszereket hagyományosan szin-

taktikus úton, az egyszerűsítési szabályok által generált ekvivalenciareláci-

ókkal faktorizált kifejezéshalmazokként definiálja. Ez a szakdolgozat ezzel

szemben a két nyelvet valamilyen kategóriák iniciális objektumaként adja

meg. Ennek a megközelítésnek a fő előnye, hogy a tételek igazolása kizá-

rólag az inicialitás univerzális tulajdonságán fog múlni, így az eredmények

függetlenek az iniciális modell konkrét konstrukciójától.

Ahhoz, hogy ezeket a nyelveket elméletek iniciális modelljeként tudjuk

megadni, először be kell vezetnünk, hogy itt milyen elméletekre gondolunk, és

mit jelent az iniciális modell. Ezt a 2-3., majd 5. fejezetben fogjuk felépíteni.

A szakdolgozatban azt fogjuk megmutatni, hogy ez a két nyelv kifejezési

képességében valamilyen módon megegyezik. Amit belátunk tulajdonképpen

azzal egyezik meg, hogy létezik egy jobb adjungált funktor az egyik nyelv

modelljeinek a kategóriájából a másikba, amely az iniciális objektumot meg-

őrzi. Arra, hogy az általunk igazolt állításokból hogyan következik, hogy a

két nyelv ugyanazokat a számítási fogalmakat képes kifejezni, a 14. fejezetben

adunk pár példát.

2. Többszortú logika

Ebben a fejezetben nagyon röviden és vázlatosan bemutatjuk a többszortú

logikát (ezt magyar irodalomban inkább többfajtájú logikának szokták hívni,

angolul : "many sorted logic"). Megmutatjuk, hogyan lehet az elsőrendű lo-

gikát kiterjeszteni úgy, hogy a modelleknek ne csak egy alaphalmaza legyen.



A fejezet célja az, hogy mutassunk példát olyan modellfogalomra, ahol több

alaphalmaz van, hiszen az 5. fejezettől kezdve majdnem minden elmélet ilyen

jellegű lesz.

Először emlékezzünk vissza, hogy mi az elsőrendű logika: Kell egy nyelv,

ennek van egy fix része (változójelek: x0, x1, . . ., logikai jelek: ∨,¬, ∃,= és el-

választójelek: ( , ) , , ) és van egy változó része (függvényszimbólumok: F ,

relációk: R, aritás: ν). Ezután definiáljuk a kifejezéseket (induktívan fel-

építve változó és függvényszimbólumokból), majd definiáljuk a formulákat

(induktívan felépítve kifejezések közti relációkból és logikai jelekből). Végül

pedig definiáljuk a modelleket, modellen belül kiértékelést és szemanti-

kus igazságot (⊨).

A nyelv és szignatúra szavak ugyanazt jelentik, és mindkettőt fogjuk hasz-

nálni.

A többszortú logikában ugyanez az alapfelállás, annyi különbséggel, hogy

a modelleknek lehet több alaphalmaza. Speciálisan, ha csak 1 szortot adunk

meg, akkor teljesen megegyezik az elsőrendű logikával. Kifejezőképességében

is megegyezik ( [8] VI, 8. rész). Azért szeretnénk mégis kiterjeszteni ilyen

módon az elsőrendű logikát, mert vannak elméletek, amiket természetesebb

többszortú logikában megadni (például 3.16). Most csak a szignatúra és mo-

dell fogalmát definiáljuk többszortú logikára.

2.1. Definíció. Többszortú logikai szignatúra: ( [8] VI, 2.1 def)

S : Szortok halmaza.

F : Függvényszimbólumok halmaza.

R : Relációk halmaza.

ν : F ∪· R → S∗(= S<ω) : Aritás

Fix rész : Mint az alap elsőrendű nyelvben, annyi különbséggel,

hogy most minden s ∈ S-re vannak külön változójelek: xs0, x
s
1, . . .

Itt az aritás azt mondja meg, hogy az egyes bemenetek milyen szortból

származnak. Függvényszimbólumok esetén még azt is meg kell kötni, hogy

|ν(f)| ≥ 1.

2.2. Definíció. Modell : ( [8] VI, 2.2 def)



Ha Σ = ⟨S,F ,R, ν⟩ egy többszortú szignatúra, akkor egy Σ-modell (vagy

Σ-struktúra) a következőkből áll.

A = ⟨{As}s∈S, {fA }f∈F , {RA }R∈R⟩ ahol:

As : Set (Minden s ∈ S-re)

fA : As0 × . . .×Asn−1 → Asn (ν(f) = (s0, . . . , sn))

RA ⊆ As0 × . . .×Asn (ν(R) = (s0, . . . , sn))

Ez [8]-ben kicsit máshogyan van megadva. Ott van egy extra 0 ∈ S feltétel

a szignatúrára, és A0 = {T, F} feltétel a modellekre. A relációkat ott As0 ×
× . . .×Asn → A0 függvényként definiálják.

2.3. Definíció. Homomorfizmus Σ-struktúrák között.

Legyen M = ⟨{Ms}, {fM }, {RM }⟩ és N = ⟨{Ns}, {fN }, {RN }⟩ két Σ

struktúra. Ekkor egy φ : M → N homomorfizmus a következő:

φs :Ms → Ns

Amire

ν(f) = (s0, . . . , sn),m0 ∈Ms0 , . . . ,mn−1 ∈Msn−1 esetén:

φsn(f
M (m0, . . . ,mn−1)) = fN (φs0(m0), . . . , φsn−1(mn−1))

ν(R) = (s0, . . . , sn),m0 ∈Ms0 , . . . ,mn ∈Msn esetén:

(m0, . . . ,mn) ∈ RM ⇔ (φs0(m0), . . . , φsn(mn)) ∈ RN

φs helyett általában csak φ-t fogunk írni. Kontextusból egyértelmű lesz, hogy

melyik φs-re gondolunk.

Ezután definiálhatjuk a kifejezéseket, formulákat induktívan az egyszortú

logikához hasonlóan. Végül pedig definiáljuk a helyettesítést, kiértékelést és

szemantikus igazságot. Ezeket most nem fogjuk megcsinálni.

3. Algebrai Elmélet

Ebben a fejezetben bevezetjük az algebrai elmélet fogalmát, ami az elsőrendű

logikai elmélet fogalmának egy gyengítése. Kevesebb dolog lesz leírható, mint



algebrai elmélet, cserében sokkal erősebb állításokat tudunk róla mondani. A

fejezet során (3.3 rész kivételével) egyszortú logikában fogunk dolgozni. Az

összes állítás, amit belátunk, működik többszortú algebrai elméletekre is, ezt

nem fogjuk bizonyítani. A fejezet célja az, hogy megmutassuk hogyan lehet

iniciális modellt konstruálni egy olyan elméletnek aminek az axiómái kizá-

rólag elemi kifejezések közötti egyenlőségek. Az 5. fejezettől kezdve ennek

a fogalomnak egy általánosított változatában fogunk dolgozni, speciálisan a

lambda-kalkulust és kombinátor-kalkulust általánosított algebrai elméletek-

ként fogjuk megadni.

3.1. Definíció. (Elemi formula):

k0, k1 kifejezések esetén:

φ = (k0 = k1)

elemi formula.

3.2. Definíció. (Algebrai Elmélet):

Ha Σ egy elsőrendű logikai szignatúra, ami csak függvényszimbólumokat tar-

talmaz, Γ pedig Σ feletti elemi formulák halmaza, akkor (Σ,Γ) páros egy

algebrai elmélet.

Fontos, hogy minden φ ∈ Γ elemi formula, vagyis csak két kifejezés kö-

zötti egyenlőséget mondhat ki. Ugyanígy lehet többszortú algebrai elmélet is

definiálni.

Az alábbi példa rögtön mutatja, hogy az algebrai elméletekről sokkal

erősebb állításokat tudunk mondani mint az elsőrendű elméletekről.

3.3. Példa. Triviális modell létezése:

Minden algebrai elméletnek létezik 1 elemű modellje. Legyen Γ tetszőleges

algebrai elmélet, ennek szeretnénk modellt konstruálni :

M := {⋆}

fM :≡ ⋆

M := ⟨M, {fM }⟩



Kell : M ⊨ Γ

M ⊨ (k = s) tetszőleges (k = s) ∈ Γ-ra ⇔

M ⊨ (k = s)[e] ∀e : {x0, x1, . . .} →M értékelésre ⇔

kM [e] = sM [e] ∀e : {x0, x1, . . .} →M értékelésre

M = {⋆} miatt kM [e] = sM [e] = ⋆-ra értékelődik ki minden kifejezés. (Ezt

teljesen formálisan kifejezésindukcióval lehet látni)

3.4. Állítás. (Σ,Γ) algebrai elmélet modelljei a homomorfizmusra kategó-

riát alkotnak.

Bizonyítás. M ,N ,L legyenek Γ modellek. φ : M → N és ψ : N → L

homomorfizmusok. Ekkor ψ ◦ φ homomorfizmus hiszen:

ψ(φ(fM (m0, . . . ,mk))) = ψ(fN (φ(m0), . . . , φ(mk)) = fL (ψ(φ(m0)), . . . , ψ(φ(mk)))

Továbbá idN ◦ φ,φ ◦ idM = φ :

idN (φ(fM (m0, . . . ,mk))) = idN (fN (φ(m0), . . . , φ(mk))

= fN (φ(m0), . . . , φ(mk))

= φ(fM (m0, . . . ,mk))

□

3.1. Iniciális modell létezése

Mostantól egy fix (F ,Γ) algebrai elméletben dolgozunk. Tudjuk, hogy a mo-

dellek kategóriát alkotnak, most megadjuk azt a modellt, ami ebben a kate-

góriában iniciális objektum lesz.

3.5. Definíció. Iniciális modell (I ):

Vegyük a következő halmazt: VMK := {k | k változómentes kifejezés}, és

ezen vezessük be a következő ekvivalencia relációt.

k ∼ s ⇐⇒ Γ ⊨ (k = s)



Ez valóban ekvivalencia reláció, mert:

Reflexív : Γ ⊨ (k = k)

Szimmetrikus : Γ ⊨ (k = s) ⇒ Γ ⊨ (s = k)

Tranzitív : Γ ⊨ (k = s),Γ ⊨ (s = l) ⇒ Γ ⊨ (k = l)

Ezeket fix M ⊨ Γ modell és e értékelés mellett le lehet ellenőrizni.

Most már meg tudjuk adni az iniciális modellt : I := ⟨A, {fI }f∈F ⟩

A := VMK/∼

fI ([k0], . . . , [kν(f)−1]) := [f(k0, . . . , kν(f)−1)]

Ellenőrizzük le, hogy fI jóldefiniált, vagyis hogy k0 ∼ s0, . . . , kν(f)−1 ∼
∼ sν(f)−1 esetén f(k0, . . . , kν(f)−1) ∼ f(s0, . . . , sν(f)−1). Ezt elég leelenőrizni

fix M ⊨ Γ és e értékelés mellet. Mivel változómentes kifejezésekkel dolgo-

zunk, kM [e] = kM .

(f(k0, . . . , kν(f)−1))
M [e] = fM (kM

0 , . . . kM
ν(f)−1) (Kiértékelés def.)

= fM (sM
0 , . . . , sM

ν(f)−1) (kM
i = sM

i )

= (f(s0, . . . , sν(f)−1))
M [e] (Kiértékelés def.)

Most be szeretnénk látni, hogy I ⊨ Γ. Ehhez fog kelleni pár segédállítás.

3.6. Megjegyzés. k kifejezésben szereplő változók halmazát V(k)-val fog-

juk jelölni.

3.7. Megjegyzés. k kifejezés V(k) ⊆ {x0 . . . xn}, k0, . . . , kn ∈ VMK esetén

k(k0, . . . , kn)-el jelöljük a k(x0/k0)(x1/k1) . . . (xn/kn) helyettesítést. Ekkor

k(k0, . . . , kn) változómentes kifejezés lesz.

3.8. Megjegyzés. e : {x0, x1, . . .} → VMK esetén ẽ : {x0, x1, . . .} →
VMK/ ∼ legyen a következő: ẽ(xi) := [e(xi)]. Minden e′ : {x0, x1, . . .} →
VMK/ ∼-ba menő kiértékeléshez létezik e : {x0, x1, . . .} → VMK, amire

ẽ = e′ (Minden ekvivalenciaosztályból választunk egy reprezentánst).

3.9. Állítás. V(k) ⊆ {x0, . . . , xn}, e : {x0, . . .} → VMK esetén kI [ẽ] =

= [k(e(x0), . . . , e(xn))]. Olvashatóság kedvéért e(xi)-t ei-vel fogjuk jelölni.



Bizonyítás. Formulaindukció k-ra:

k ≡ xi

kI [ẽ] = (Kiértékelés def. + ẽ def.)

[e(xi)] = (Helyettesítés def.)

[k(e0, . . . , en)]

k ≡ c

cI [ẽ] = (Kiértékelés def. + cI def.)

[c] = (Helyettesítés def.)

[c(e0, . . . , en)]

k ≡ f(s0, . . . , sm) Ahol m = ν(f)− 1.

(f(s0, . . . , sm))I [ẽ] = (Kiértékelés def.)

fI (sI
0 [ẽ], . . . , sI

m [ẽ]) = (Indukció)

fI ([s0(e0, . . . , en)], . . . , [sm(e0, . . . , en)]) = (fI def.)

[f(s0(e0, . . . , en), . . . , sm(e0, . . . , en))] = (Helyettesítés def.)

[(f(s0, . . . , sm))(e0, . . . , en)]

□

3.10. Megjegyzés. k ∈ VMK változómentes kifejezés kiértékelésénél nem

számít, hogy mi a kiértékelés függvény. Ezért sokszor kM [e] helyett egysze-

rűen kM -et fogunk írni.

3.11. Állítás. M ⊨ Γ tetszőleges Γ modell, V(k) ⊆ {x0, . . . , xn}, e0, . . . , en ∈
∈ VMK esetén (k(e0, . . . , en))

M = kM [eM0 , . . . , eMn ].

kM [eM0 , . . . , eMn ] alatt azt értjük, hogy k-t kiértékeljük az M modellben egy

olyan kiértékelés mellett ami xi-hez eMi -et rendel i ≤ n esetén, i > n-re meg

akármit rendelhet.

Bizonyítás. Formulaindukció k-ra:



k ≡ xi

(xi(e0, . . . , en))
M = (Helyettesítés def)

eMi = (Kiértékelés def)

xM
i [eM0 , . . . , eMn ]

k ≡ c

(c(e0, . . . , en))
M = (Helyettesítés def)

cM = (Kiértékelés def)

cM [eM0 , . . . , eMn ]

k ≡ f(s0, . . . , sm) Ahol m = ν(f)− 1.

((f(s0, . . . , sm))(e0, . . . , en))
M = (Helyettesítés def)

(f(s0(e0, . . . , en), . . . , sm(e0, . . . , en)))
M = (Kiértékelés def)

fM ((s0(e0, . . . , en))
M , . . . , (sm(e0, . . . , en))

M ) = (Indukció)

fM (sM
0 [eM0 , . . . , eMn ], . . . , sM

m [eM0 , . . . , eMn ]) = (Kiértékelés def)

(f(s0, . . . , sn))
M [eM0 , . . . , eMn ]

□

Most már készen állunk arra, hogy igazoljuk, hogy I ⊨ Γ.

3.12. Állítás. I ⊨ Γ, vagyis I valóban Γ modell.

Bizonyítás. Igazolnunk kell, hogy minden (k = s) ∈ Γ-ra I ⊨ (k = s).

Legyen V(k),V(s) ⊆ {x0, . . . , xn}. Ezt elég egy fix e : {x0, . . .} → VMK-ra

ẽ mellett leelenőrizni. 3.7-es állításból tudjuk, hogy:

kI [ẽ] = [k(e0, . . . , en)]

sI [ẽ] = [s(e0, . . . , en)]

Azt kell belátni, hogy [k(e0, . . . , en)] = [s(e0, . . . , en)], vagyis hogy k(e0, . . . , en) ∼
∼ s(e0, . . . , en). Ha visszagondolunk ∼ definíciójára, ehhez az kell, hogy tet-

szőleges M ⊨ Γ modellre és tetszőleges e′ : {x0, . . .} →M kiértékelésre:

(k(e0, . . . , en))
M [e′] = (s(e0, . . . , en))

M [e′]



Mivel k(e0, . . . , en) változómentes kifejezés, az e′ kiértékelés nem fog számí-

tani.

(k(e0, . . . , en))
M = (3.9 áll)

kM [eM0 , . . . , eMn ] (M ⊨ (k = s))

sM [eM0 , . . . , eMn ] (3.9 áll)

(s(e0, . . . , en))
M

□

3.13. Állítás. I iniciális eleme a Γ modellek kategóriájának.

Bizonyítás. Meg kell mutatnunk, hogy tetszőleges M ⊨ Γ-ra létezik egy

egyértelmű φ : I → M homomorfizmus.

∃ : φ([k]) := kM Ellenőrizzük le, hogy ez tényleg egy homomorfizmus.

Jóldefiniált, mert k ∼ s ⇔ Γ ⊨ (k = s) speciálisan M ⊨ (k = s) ⇒ kM =

= sM .

cI :

φ(cI ) = φ([c]) = cM

fI ([s0], . . . , [sm]) : Ahol m = ν(f)− 1, s0, . . . , sm ∈ VMK

φ(fI ([s0], . . . , [sm])) = (fI def)

φ([f(s0, . . . , sm)]) = (φ def)

(f(s0, . . . , sm))M = (Kiértékelés def)

fM (sM
0 , . . . , sM

m ) = (φ def)

fM (φ([s0]), . . . , φ([sm]))

! : Legyen ψ : I → M tetszőleges homomorfizmus. Lássuk be kifejezésin-

dukcióval, hogy k ∈ VMK-ra ψ([k]) = kM , vagyis ψ = φ.

k ≡ xi : k változómentes kifejezés, így ezt az esetet nem kell vizsgálni.

k ≡ c

ψ([k]) = ψ(cI ) = cM = kM



k ≡ f(s0, . . . , sm) Ahol m = ν(f)− 1, s0, . . . , sm ∈ VMK

ψ([f(s0, . . . , sm)]) = (fI def)

ψ(fI ([s0], . . . , [sm])) = (Homomorfizmus def)

fM (ψ([s0]), . . . , ψ([sm])) = (Indukció)

fM (sM
0 , . . . , sM

m ) = (Kiértékelés def)

(f(s0, . . . , sm))M

□

3.2. Hogyan döntjük el egy elméletről, hogy algebrai

Legyen Σ = ⟨F , ν⟩ egy fix (algebrai) szignatúra. Ekkor Mod(Σ) jelölje a

Σ-struktúrák osztályát. M ⊆ Mod(Σ) algebrai elmélet, ha létezik Γ elemi

formulákból álló halmaz, amire M ∈ M ⇔ M ⊨ Γ. Vagyis egy elmélet akkor

algebrai, ha axiomatizálható egyenlőségekkel.

Az "algebrai elmélet" kifejezést két különböző dologra is használjuk. Γ-ra

azt mondjuk, hogy "algebrai elmélet", ha csak elemi formulákat tartalmaz,

ekkor az "algebrai elmélet" formulák halmaza. M-re azt mondjuk, "algebrai

elmélet", ha axiomatizálható elemi formulákkal, ekkor az "algebrai elmélet"

Σ-struktúráknak egy osztálya.

Ebben a részben belátunk egy tulajdonságot algebrai elméletekről, ami-

vel majd igazolni tudjuk, hogy a (kis) kategóriák elmélete nem algebrai. Ez

a tulajdonság a Birkhoff-féle HSP-tétel (ami klasszifikálja az algebrai elmé-

leteket) H (homomorphic image) tulajdonságának felel meg.

A tételhez kelleni fog a következő segédállítás:

3.14. Állítás. M , N tetszőleges Σ-struktúrák, φ : M → N tetszőleges

(nem feltétlenül szürjektív) homomorfizmus esetén: φ(kM [e]) = kN [φ ◦ e]

Bizonyítás. (Kifejezésindukció)

k ≡ xi :

φ(xM
i [e]) = φ(e(xi)) = xN

i [φ ◦ e]



k ≡ c :

φ(cM [e]) = φ(cM )

= cN (Homomorfizmus def)

= cN [φ ◦ e]

k ≡ f(k0, . . . , km) : Ahol m = ν(f)− 1

φ(kM [e]) = φ((f(k0, . . . , km))M [e])

= φ(fM (kM
0 [e], . . . , kM

m [e])) (Kiértékelés def)

= fN (φ(kM
0 [e]), . . . , φ(kM

m [e])) (Homomorfizmus def)

= fN (kN
0 [φ ◦ e], . . . , kN

m [φ ◦ e]) (Indukció)

= (f(k0, . . . , km))N [φ ◦ e] (Kiértékelés def)

= kN [φ ◦ e]

□

3.15. Tétel. Algebrai elmélet zárt a szürjektív homomorfizmus szerinti kép-

re:

Legyenek M = ⟨M, {fM }⟩,N = ⟨N, {fN }⟩Σ-struktúrák, Γ algebrai elmé-

let, M ⊨ Γ. Továbbá legyen φ : M → N szürjektív homomorfizmus. Ekkor

N ⊨ Γ.

Bizonyítás. Kell : N ⊨ (k = s) , ∀(k = s) ∈ Γ.

Legyen e : {x0, x1, . . .} → N tetszőleges kiértékelés. Mivel φ szürjektív,

létezik ẽ : {x0, x1, . . .} →M amire ẽ(xi) ∈ φ−1(e(xi)) vagyis, e = φ ◦ ẽ.
Azt kell igazolnunk, hogy N ⊨ (k = s)[e] :

M ⊨ (k = s) ⇒ kM [ẽ] = sM [ẽ] (Feltétel, kiértékelés def)

⇒ φ(kM [ẽ]) = φ(sM [ẽ])

⇒ kN [φ ◦ ẽ] = sN [φ ◦ ẽ] (3.12 áll)

⇒ N ⊨ (k = s)[φ ◦ ẽ] (Kiértékelés def)

⇒ N ⊨ (k = s)[e] (e = φ ◦ ẽ)

□



3.3. A (kis) kategóriák elmélete nem algebrai.

Először megadjuk a kategóriák nyelvét relációk nélkül, aztán mutatunk egy

homomorfizmust (kategóriából), aminek a képe nem alkot kategóriát.

Ebben a fejezetben felhasználjuk, hogy a korábban igazolt állítások több-

szortú logikában is teljesülnek.

3.16. Definíció. (Kategóriák) Az LCat szignatúra 3 szortból és 6 egyvál-

tozós függvényszimbólumból áll. [5]

CompPairs

Arr Arr Arr

Ob

π1 ◦
π2

cod dom
id

ΓCat az alábbi elmélet:

1. ∀τ ∈ CompPairs : cod(π1(τ)) = dom(π2(τ))

2. ∀f, g ∈ Arr : (cod(f) = dom(g) ⇒ ∃! τ ∈ CompPairs : π1(τ) = f ∧
∧ π2(τ) = g)

3. ∀x ∈ Ob ∀τ ∈ CompPairs : (π1(τ) = id(x) ⇒ ◦(τ) = π2(τ))

4. ∀x ∈ Ob ∀τ ∈ CompPairs : (π2(τ) = id(x) ⇒ ◦(τ) = π1(τ))

5. ∀τ1, τ2, σ, ρ ∈ CompPairs : (π2(τ1) = π1(τ2) ∧ π1(σ) = ◦(τ1) ∧ π2(σ) =
= π2(τ2) ∧ π1(ρ) = π1(τ1) ∧ π2(ρ) = ◦(τ2) ⇒ ◦(σ) = ◦(ρ))

6. ∀x ∈ Ob : dom(id(x)) = x

7. ∀x ∈ Ob : cod(id(x)) = x

3.17. Megjegyzés. A kis kategóriák pont a ΓCat-modellek. A kis kategóriák

közötti funktorok pont a modellek közötti homomorfizmusok lesznek.

Most megadok két LCat struktúrát (C-t és D-t) és egy közöttük menő

homomorfizmust (φ).



C :

A B

C D

f

g

CompPairsC

{f, g} {f, g} {f, g}

{A,B,C,D}

π1 ◦
π2

cod dom
id

idA, idB, idC , idD-t nem tűntettük fel, de képzeljük oda. CompPair C =

= {(idA, idA),

(idB, idB), (idC , idC), (idD, idD), (f, idA), (idB, f), (g, idC), (idD, g)}.
Vegyük észre, hogy C ⊨ ΓCat vagyis C egy kategória.

D :

X Y Zu v

CompPairsD

{u, v} {u, v} {u, v}

{X,Y, Z}

π1 ◦
π2

cod dom
id

idX , idY , idZ-t nem tüntettük fel, de képzeljük oda. CompPair D = {(idX , idX),

(idY , idY ), (idZ , idZ), (u, idX), (idY , u)), (v, idY ), (idZ , v)}.
Vegyük észre, hogy D ⊭ ΓCat, hiszen a 2. axióma elromlik: codD(u) =

= domD(v) , de nincs τ ∈ CompPairsD : πD1 (τ) = u ∧ πD2 (τ) = v.



φ :

φCompPairs :

(idA, idA) 7→ (idX , idX)

(idB, idB), (idC , idC) 7→ (idY , idY )

(idD, idD) 7→ (idZ , idZ)

(f, idA) 7→ (u, idX)

(idB, f) 7→ (idY , u)

(g, idC) 7→ (v, idY )

(idD, g) 7→ (idZ , v)

φArr :

f 7→ u

g 7→ v

idA 7→ idX

idB, idC 7→ idY

idD 7→ idZ

φOb :

A 7→ X

B,C 7→ Y

D 7→ Z

Itt φ 3 függvényt jelöl egyszerre kontextusból mindig egyértelmű lesz,

hogy melyikre gondolunk. Ellenőrizzük le, hogy φ valóban LCat struktúrák

közötti homomorfizmus. Igazolni kell, hogy:

φ(codC(h)) = codD(φ(h)) (Minden h ∈ ArrC-re)

φ(domC(h)) = domD(φ(h)) (Minden h ∈ ArrC-re)

φ(idC(X)) = idD(φ(X)) (Minden X ∈ ObC-re)

φ(πC1 (τ)) = πD1 (φ(τ)) (Minden τ ∈ CompPairsC-re)

φ(πC2 (τ)) = πD2 (φ(τ)) (Minden τ ∈ CompPairsC-re)

φ(◦C(τ)) = ◦D(φ(τ)) (Minden τ ∈ CompPairsC-re)

Ezek kézzel ellenőrizhetőek, például:

φ(codC(f)) = φ(B) = Y = codD(u) = codD(φ(f))

D egy olyan LCat struktúra, amiben nem teljesül ΓCat. Speciálisan nem

teljesül a 2. axióma u, v-re.

Tehát φ egy szürjektív homomorfizmus egy kategóriából egy olyan LCat

struktúrába, ami nem kategória tehát a kis kategóriákat nem lehet kizárólag

egyenlőségekkel axiomatizálni, nem algebrai elmélet.

4. Típusozatlan Kombinátor-kalkulus

Ebben a fejezetben megadjuk a típusozatlan kombinátor-kalkulust egyszortú

algebrai elméletként. Később nem ezzel a verzióval fogunk dolgozni.



4.1. Definíció. (Típusozatlan kombinátor-kalkulus)

LSK = {app, S,K}. S és K konstansszimbólumok, app pedig egy kétváltozós

függvényszimbólum.

A későbbiekben az app(x, y)-t x · y-al fogjuk jelölni (app = _ · _).

ΓSK az alábbi elmélet:

1. (K · x) · y = x

2. ((S · x) · y) · z = (x · z) · (y · z)

4.2. Példa. Írjunk pár nagyon egyszerű programot (kombinátort):

1. (Identitás): Kell I kifejezés amire ΓSK ⊨ (I · x = x).

I := (S · K) · K

((S · K) · K) · x = (K · x) · (K · x) (2. axióma)

= x (1. axióma)

2. (2. elem visszaadása)

((K · I) · x) · y = I · y (1. axióma)

= y (Identitás)

Mivel ez algebrai elmélet, van iniciális modellje. Hagyományosan (pél-

dául [4]-ban) először úgy definiálják a kombinátor-kalkulust mint ennek az

algebrai elméletnek az iniciális modellje. Pontosabban megkonstruálnak egy

konkrét iniciális modellt és onnantól azzal dolgoznak.

Ha M és N iniciális modellek, akkor persze izomorfak, létezik φ : M →
N (M inicialitása miatt) és létezik ψ : N → M (N inicialitása miatt),

φ ◦ ψ = idN (N inicialitása miatt) és ψ ◦ φ = idM (M inicialitása miatt).

Így is vannak veszélyei, ha egy konkrét konstrukcióval dolgozunk és nem

általánosabban az iniciális modellel, hiszen lehet, hogy vannak olyan állítá-

sok, amik egy konkrét iniciális modell alaphalmazára igazak de nem mind-

egyikre. Ezért mi később nem úgy fogunk dolgozni a kombinátor-kalkulussal



és lambda-kalkulussal mint [4]-ban, hanem úgy, mint valamilyen elméletek

iniciális modelljei. Minden állítást kizárólag az inicialitás felhasználásával

fogunk bizonyítani, így tudjuk, hogy az állításaink teljesülni fognak attól

függetlenül, hogy az iniciális modell hogyan van konkrétan megkonstruálva.

Nézzünk példát egy olyan állításra, ami nem az iniciális modellről beszél,

hanem a konkrét konstrukcióról. A természetes számokat be lehet vezetni az

alábbi algebrai elmélet iniciális modelljeként:

4.3. Definíció. NAT

LNAT = {zero, suc}. zero egy konstansszimbólum, suc pedig egy egyváltozós

függvényszimbólum. Axiómák nincsenek.

4.4. Definíció. Neumann-féle természetes számok:

Készítsünk (N ) NAT modellt a Neumann rendszámok segítségével.

N := ω

zero := ∅

suc x := x ∪ {x}

4.5. Definíció. Zermelo-féle természetes számok:

Készítsünk (M ) NAT modellt.

M := {∅, {∅}, {{∅}}, . . .}

zero := ∅

suc x := {x}

Ekkor igazolható, hogy M és N is iniciális a NAT modellek kategóriájá-

ban, de például az az állítás, hogy 0 ∈ 2 (pontosabban zero ∈ suc(suc(zero)))

N -re teljesül de M -re nem.

5. Általánosított Algebrai Elmélet (GAT)

A GAT (Generalised Algebraic Theory) fogalmát eredetileg John Cartmell [3]

vezette be. Célja egy erősebb, de még mindig csak egyenlőségekkel axiomati-

zált elmélet fogalom készítése. Ezt motiválja a 3.3-mas rész, hiszen a kategó-

riákat már nem lehetett algebrai elméletként megadni, de GAT-ként nagyon

egyszerűen megadhatóak.



Először beszéljünk egy kicsit az elméletek és modellek fogalmárol. El-

sőrendű logikában ezekhez a szavakhoz formális definíciók kötődnek, egy el-

mélet valamilyen Σ = ⟨F ,R, ν⟩ szignatúra (nyelv) feletti formulák halmaza,

egy modell pedig egy M = ⟨H, {fM }f∈F , {RM }R∈R⟩ halmaz. De ezeket

a szavakat intuitívan is szoktuk használni a matematikában, ilyenkor úgy

adunk meg egy elméletet, hogy megmondjuk, hogyan néznek ki a modelljei.

Például Turing-gépek "elméletét" így adtuk meg. Megmondtuk, hogy a

⟨k,Σ,Γ, α, β, γ⟩ 6-os egy Turing-gép ha teljesít valamilyen szabályokat. Így

a Turing-gépek "elméletének" egy modellje alatt egy konkrét turing gépet

értünk, a Turing-gépek "elmélete" alatt pedig a turing gépek osztályát értjük.

Hasonlóan, amikor először definiáltuk a csoportok elméletét akkor nem

azt csináltuk, hogy megadtunk egy szignatúrát és axiómákat, hanem egy-

szerűen elmondtuk, hogy micsoda egy csoport. Vagyis azt mondtuk, hogy

a csoportok elméletének egy modellje abból áll, hogy adunk egy G halmazt

e ∈ G és egy _ ·_ : G×G→ G függvényt, amik teljesítenek valamilyen sza-

bályokat. Most ezt értjük az alatt, hogy egy elméletet a modelljeivel adunk

meg.

A fő különbség az, hogy ha valamit elsőrendű elméletként adunk meg,

akkor kapunk egy homomorfizmus fogalmat és azt is tudjuk, hogy erre a

homomorfizmus fogalomra az elmélet modelljei kategóriát alkotnak. Ha a

csoportokat a modelljeivel definiáljuk, akkor ezt a munkát kézzel kell elvé-

geznünk.

Hasonlóan, ha valamit algebrai elméletként adunk meg, akkor felhasz-

nálhatjuk, hogy a kapott homomorfizmus fogalomra teljesül, hogy szürjektív

homomorfizmus képe is teljesíti az axiómákat. Ha a csoportokat a modellje-

ivel definiáltuk, akkor ezt is külön be kell látni.

Most a GAT-okat nem fogjuk formálisan definiálni, tehát azt nem írjuk

le, hogy mi az a GAT szignatúra, hogyan néznek ki egy adott szignatúrához

a GAT modellek és mik a GAT homomorfizmusok. Helyette, amikor meg-

adunk egy GAT-ot akkor megmondjuk, hogy hogyan néznek ki a modelljei

és adunk egy homomorfizmus fogalmat a modellek között. Ezután mindig

felhasználjuk (bizonyítás nélkül), hogy ez tényleg egy GAT, ezért a modell-

jei kategóriát alkotnak az általunk megadott homomorfizmus fogalomra (ez

általában viszonylag egyszerűen kézzel is ellenőrizhető) és van iniciális mo-



dellje, hiszen minden GAT-nak van iniciális modellje [7] szerint (ezt általában

nem egyszerű kézzel ellenőrizni).

5.1. Példa. Adjuk meg a (kis) kategóriákat:

Szortok:

Ob : Set

Hom(x, y) : Set (Minden x, y ∈ Ob-ra)

Függvényszimbólumok:

idx ∈ Hom(x, x)

compx,y,z : Hom(y, z)× Hom(x, y) → Hom(x, z)

Axiómák:

idrx,y : compx,x,y(f, idx) = f

idlx,y : compx,y,y(idy, g) = g

assx,y,z,w : compx,z,w(h, compx,y,z(g, f)) = compx,y,w(compy,z,w(h, g), f)

Ez azt jelenti, hogy a kis kategóriáknak egy modellje úgy néz ki, hogy

adunk egy Ob halmazt, minden x, y ∈ Ob-ra adunk egy Hom(x, y) halmazt,

minden x ∈ Ob-ra adunk egy idx ∈ Hom(x, x)-et és minden x, y, z ∈ Ob-ra

adunk egy Hom(y, z) × Hom(x, y) → Hom(x, z) függvényt úgy, hogy ezek

teljesítsék a szabályokat.

Ha M = ⟨ObM ,HomM , idM , compM ⟩, N = ⟨ObN ,HomN , idN , compN ⟩
két kis kategória akkor egy M → N homomorfizmus a következő:

φ : ObM → ObN

φ : HomM (x, y) → HomN (φ(x), φ(y))

Amire teljesül, hogy:

φ(idM
x ) = idN

φ(x)

φ(compM
x,y,z(f, g, h)) = compN

φ(x),φ(y),φ(z)(φ(f), φ(g), φ(h))



Itt φ igazából egyszerre több függvényt jelent, de ez nem fog problémát okoz-

ni, később is hasznos lesz ezt így használni. Vegyük észre, hogy most igazából

a funktor fogalmát adtuk meg, ott sem szokott zavarni, hogy egyszerre több

függvényt kódolunk el egy funktorral.

A továbbiakban mindig többé-kevésbé ilyen formátumban fogjuk megad-

ni, hogy egy adott GAT-nak, hogyan néznek ki a modelljei. Erre úgy érdemes

gondolni mint egy recept, ami lépésről lépésre elmondja miket kell megadni,

hogy legyen egy modellünk.

Bár intuitívan a kompozícióra úgy szoktunk gondolni, hogy egy függvény,

itt a kompozíció valóban függvények gyűjteménye: minden x, y, z-re van egy

külön compx,y,z függvényünk. Ilyenkor x, y, z-t comp implicit paramétereinek

szokás nevezni. Ezeket az implicit paramétereket amikor kategóriákkal dolgo-

zunk nem szokás kiírni mert a használat kontextusából egyértelmű, hogy mik.

Hasonlóan a későbbiekben megadott GAT-oknál is gyakran lesznek implicit

paraméterek, amiket az olvashatóság kedvéért nem fogunk mindig kiírni.

A továbbiakban többször előfordul, hogy olvashatóság kedvéért tetsző-

leges f függvényre, f(x) helyett (f x)-et vagy f x-et írunk. Az is elő fog

fordulni, hogy x ∈ H helyett x : H-t írunk.

6. Indukció algebrai elméleteken

Ebben a fejezetben egy példán keresztül bemutatunk egy módszert amivel

be lehet látni állításokat AT-ok és GAT-ok iniciális modelljére. Ezt a mód-

szert indukciónak fogjuk nevezni, a fejezet során remélhetőleg kitisztul, hogy

miért.

6.1. Definíció. INT (Egész számok)

Int : Set

zero ∈ Int

suc : Int → Int

pred : Int → Int



Egyenlőségek:

spx : suc(pred(x)) = x

psx : pred(suc(x)) = x

M = ⟨IntM , zeroM , sucM , predM ⟩, N = ⟨IntN , zeroN , sucN , predN ⟩ esetén

egy M → N INT-homomorfizmus:

φ : IntM → IntN

Amire teljesül, hogy:

φ(zeroM ) = zeroN

φ(sucM (x)) = sucN (φ(x))

φ(predM (x)) = predN (φ(x))

Tudjuk, hogy ez egy GAT (igazábol AT is). Tehát tudjuk, hogy van INT-nek

iniciális modellje ez legyen I = ⟨IntI , zeroI , sucI , predI⟩. Először lássuk be,

hogy I nem triviális.

6.2. Állítás. IntI ̸= {⋆}.

Bizonyítás. Készítsük el a következő (M ) INT modellt :

IntM := Z

zeroM := 0

sucM (x) := x+ 1

predM (x) := x− 1

Ellenőrizzük le az egyenlőségeket:

sucM (predM (x)) = sucM (x− 1) = (x− 1) + 1 = x

predM (sucM (x)) = predM (x+ 1) = (x+ 1)− 1 = x

Tehát M valóban INT modell, így létezik egy φ : I → M homomorfizmus.

Most indirekten tegyük fel, hogy IntI = {⋆}. Ekkor zeroI = sucI(zeroI) =

= ⋆.

0 = zeroM = φ(zeroI) =

= φ(sucI(zeroI)) = sucM (φ(zeroI)) = sucM (zeroM ) = 0 + 1 = 1



Ez ellentmondás, hiszen Z-ben 0 ̸= 1. □

Most vezessük be I -n az összeadást.

6.3. Állítás. Létezik _ ⊕ _ : IntI × IntI → IntI amire:

zeroI ⊕ y = y

sucI(x)⊕ y = sucI(x⊕ y)

predI(x)⊕ y = predI(x⊕ y)

Bizonyítás. Vegyük a következő (M ) INT modellt :

IntM := (IntI)IntI (IntI → IntI függvények halmaza)

zeroM := y 7→ y

sucM (f) := y 7→ sucI(f(y))

predM (f) := y 7→ predI(f(y))

Ellenőrizzük le az egyenlőségeket:

sucM (predM (f)) = sucM (y 7→ predI(f(y))) = y 7→ sucI(predI(f(y)))
spI

= y 7→ f(y) = f

predM (sucM (f)) = predM (y 7→ sucI(f(y))) = y 7→ predI(sucI(f(y))) psI
= y 7→ f(y) = f

Tehát M valóban INT modell, így létezik egy φ : I → M homomorfizmus.

x⊕ y := φ(x)(y)

Ellenőrizzük le az állításban megszabott feltételeket:

zeroI ⊕ y = φ(zeroI)(y) = zeroM (y) = (x 7→ x)(y) = y

sucI(x)⊕ y = φ(sucI(x))(y) = sucM (φ(x))(y) = sucI(φ(x)(y)) = sucI(x⊕ y)

predI(x)⊕ y = φ(predI(x))(y) = predM (φ(x))(y) = predI(φ(x)(y)) = predI(x⊕ y)

□

Ez az első fajta indukció, amit sokszor fogunk használni. Itt mindig az a

cél, hogy definiálni akarunk valamilyen függvényt az iniciális modellen. Eh-

hez építünk egy modellt amibe az iniciális modellből menő homomorfizmus

segítségével megadhatjuk ezt a függvényt.



Most lássuk be, hogy ⊕ kommutatív. Ezt 3 lépésben tesszük meg először

lássuk be, hogy zeroI -vel mindenki felcserélhető.

6.4. Állítás. Minden x ∈ IntI esetén zeroI ⊕ x = x⊕ zeroI

Bizonyítás. Készítsük el a következő (M ) INT modellt :

IntM := {x ∈ IntI | zeroI ⊕ x = x⊕ zeroI}

zeroM := zeroI

sucM := sucI

predM := predI

Ez egy részmodell, minden műveletet I -ből örököltük. Ekkor az egyenlősé-

gek automatikusan teljesülnek. Nézzük meg például sp-t:

sucM (predM (x)) = sucI(predI(x))
spI

= x

Ahhoz, hogy ez modell legyen azt kell leelenőrizni, hogy az alaphalmaz zárt

a műveletekre:

zero Kell : zeroM = zeroI ∈ IntM vagyis zeroI ⊕ zeroI = zeroI ⊕ zeroI

suc Kell : x ∈ IntM ⇒ sucM (x) ∈ IntM vagyis

zeroI ⊕ x = x ⊕ zeroI ⇒ zeroI ⊕ sucI(x) = sucI(x) ⊕ zeroI Ilyen

bizonyítások során x ∈ IntM -et fogjuk indukciós feltételnek nevezni.

zeroI ⊕ sucI(x) = (⊕ def)

sucI(x) = (⊕ def)

sucI(zeroI ⊕ x) = (Indukciós feltétel)

sucI(x⊕ zeroI) = (⊕ def)

sucI(x)⊕ zeroI

pred Kell : zeroI ⊕ x = x⊕ zeroI ⇒ zeroI ⊕ predI(x) = predI(x)⊕ zeroI

zeroI ⊕ predI(x) = (⊕ def)

predI(x) = (⊕ def)

predI(zeroI ⊕ x) = (Indukciós feltétel)

predI(x⊕ zeroI) = (⊕ def)

predI(x)⊕ zeroI



Tehát M valóban INT modell, így létezik egy φ : I → M homomorfizmus.

Továbbá a beágyazás ι : M → I is egy homomorfizmus hiszen:

ι(zeroM ) = ι(zeroI) = zeroI

ι(sucM (x)) = ι(sucI(x)) = sucI(x) = sucI(ι(x)

ι(predM (x)) = ι(predI(x)) = predI(x) = predI(ι(x))

Ekkor ι◦φ egy I → I homomorfizmus mert tudjuk, hogy az INT modellek

kategóriát alkotnak az adott homomorfizmus fogalomra. (Ezt kézzel is le

lehetne ellenőrizni.) idI , ι◦φ két I → I homomorfizmus, mivel I iniciális

ezek egyenlőek. Tehát tetszőleges x ∈ IntI esetén:

x = idI (x) = ι(φ(x)) = φ(x)

Továbbá x = φ(x) ∈ IntM miatt: zeroI ⊕ x = x⊕ zeroI □

Ez a második fajta indukció, amit sokszor fogunk használni. Ezt akkor

használjuk, ha igazolni szeretnénk valamilyen feltételt egy GAT iniciális mo-

delljére. Vesszük az alaphalmaznak azt a részhalmazát, ami teljesíti ezt a

feltételt és belátjuk, hogy ez a halmaz zárt a műveletekre. Ekkor megkapjuk,

hogy a feltétel az alaphalmaz minden elemére teljesül.

Igazoljuk, hogy sucI , predI kommutál _ ⊕ _-al.

6.5. Állítás. Minden x, y ∈ IntI esetén sucI(x)⊕ y = x⊕ sucI(y) és

predI(x)⊕ y = x⊕ predI(y).

Bizonyítás.

P (x) ⇔ ∀y ∈ IntI : sucI(x)⊕ y = x⊕ sucI(y)

Q(x) ⇔ ∀y ∈ IntI : predI(x)⊕ y = x⊕ predI(y)

A részmodell (M ) alaphalmaza legyen a következő:

IntM := {x ∈ IntI | P (x) és Q(x)}



A műveleteket ismét I -ből örököljuk. Ahhoz, hogy zárt legyen a művele-

tekre be kell látni, hogy: P (zeroI), Q(zeroI), P (x) ∧ Q(x) ⇒ P (sucI(x)) ∧
∧Q(sucI(x)),

P (x) ∧Q(x) ⇒ P (predI(x)) ∧Q(predI(x)).

P (zeroI) : sucI(zeroI)⊕ y = sucI(zeroI ⊕ y)
6.4.áll
=

6.4.áll
= sucI(y ⊕ zeroI) = sucI(y)⊕ zeroI 6.4.áll

= zeroI ⊕ sucI(y)

Q(zeroI) : predI(zeroI)⊕ y = predI(zeroI ⊕ y)
6.4.áll
=

6.4.áll
= predI(y ⊕ zeroI) = predI(y)⊕ zeroI 6.4.áll

= zeroI ⊕ predI(y)

P (sucI(x)) : sucI(sucI(x))⊕ y = sucI(sucI(x)⊕ y)
P (x)
=

P (x)
= sucI(x⊕ sucI(y)) = sucI(x)⊕ sucI(y)

P (x)
= x⊕ sucI(sucI(y))

P (predI(x)) : sucI(predI(x))⊕ y = sucI(predI(x)⊕ y) = sucI(predI(x⊕ y))
sp
=

sp
= x⊕ y

ps
= x⊕ predI(sucI(y))

Q(x)
= predI(x)⊕ sucI(y)

Q(predI(x)) : predI(predI(x))⊕ y = predI(predI(x)⊕ y)
Q(x)
=

Q(x)
= predI(x⊕ predI(y)) = predI(x)⊕ predI(y)

Q(x)
= x⊕ predI(predI(y))

Q(sucI(x)) : predI(sucI(x))⊕ y = predI(sucI(x)⊕ y) = predI(sucI(x⊕ y))
ps
=

ps
= x⊕ y

sp
= x⊕ sucI(predI(y))

P (x)
= sucI(x)⊕ predI(y)

Tehát M valóban INT modell, ismét léteznek φ : I → M és ι : M → I

homomorfizmusok, ismét ι ◦ φ = idI . Így tetszőleges x ∈ IntI esetén:

x = idI (x) = ι(φ(x)) = φ(x)

Továbbá x = φ(x) ∈ IntM miatt: Q(x) és P (x) is teljesül. □

Végül lássuk be, hogy _ ⊕ _ kommutatív.

6.6. Állítás. Minden x, y ∈ IntI esetén y ⊕ x = x⊕ y

Bizonyítás.

P (x) ⇔ ∀y ∈ IntI : y ⊕ x = x⊕ y



A részmodell (M ) alaphalmaza legyen a következő:

IntM := {x ∈ IntI | P (x)}

Igazolni kell, hogy P (zeroI), P (x) ⇒ P (sucI(x)), P (x) ⇒ P (predI(x)).

P (zeroI) : zeroI ⊕ y
6.4. áll
= y ⊕ zeroI

P (sucI(x)) : sucI(x)⊕ y = sucI(x⊕ y)
P (x)
= sucI(y ⊕ x) = sucI(y)⊕ x

6.5. áll
= y ⊕ sucI(x)

P (predI(x)) : predI(x)⊕ y = predI(x⊕ y)
P (x)
= predI(y ⊕ x) = predI(y)⊕ x

6.5. áll
= y ⊕ predI(x)

□

7. Típusok, kontextusok (CON)

A későbbiekben definiált nyelvek megadásához kelleni fognak típusok és kon-

textusok. (Lásd: [2] 2. szekció eleje) Innentől legyen:

Ty : Set

_ ⇒ _ : Ty × Ty → Ty

egy tetszőleges halmaz és rajta egy tetszőleges függvény. Ezt most lefixáltuk,

tehát akármikor később azt írjuk, hogy Ty, akkor az itt meghatározott Ty

halmazra gondolunk.

_ ⇒ _-t mindig jobbra zárójelezzük: A⇒ B ⇒ C = A⇒ (B ⇒ C).

7.1. Példa. Két példa Ty definiálására.

1 : Ty = {⋆}, ⋆⇒ ⋆ = ⋆

2 : Ty = {X alaphalmazon _ ⇒ _ által szabadon generált szavak}
x⇒ y = ”x⇒ y”

A kontextusokat egy szabályok nélküli GAT-al definiáljuk:



7.2. Definíció. CON

Con : Set

⋄ : Con

_ ▷_ : Con × Ty → Con

Ha M = ⟨ConM , ⋄M ,_ ▷M_⟩ és N = ⟨ConN , ⋄N ,_ ▷N_⟩ két CON modell

akkor egy M → N CON-homomorfizmus a következő függvény:

φ : ConM → ConN

Amire teljesül hogy:

φ(⋄M ) = ⋄N

φ(Γ ▷MA) = φ(Γ) ▷ NA

_ ▷_-t mindig balra zárójelezzük: Γ ▷ A ▷ B ▷ C = ((Γ ▷ A) ▷ B) ▷ C

Mivel ez egy GAT, van iniciális modellje a CON-homomorfizmusra: I =

= ⟨ConI , ⋄I , ▷I⟩. Mostantol Con := ConI , ⋄ := ⋄I ,_ ▷ _ := _ ▷ I_, tehát

alapértelmezetten mindig az iniciális modellben dolgozunk.

Algebrai elmélet iniciális modelljéhez hasonlóan Con-ra is úgy érdemes

gondolni mint ⋄ ▷ A1 ▷ . . . ▷ An alakú formális szavak halmaza. A következő

két állítással ezt részben igazlojuk.

7.3. Állítás. ∀ Γ ∈ Con, A ∈ Ty : ⋄ ̸= Γ ▷ A

Bizonyítás. Vegyük a következő (M ) CON modellt :

ConM := {0, 1}

⋄ M := 0

Γ ▷MA := 1

Ez valóban egy CON modell, a műveletek jóldefiniáltak és nem vezetnek

ki ConM -ből. Con inicialitása miatt létezik φ : Con → ConM homomorfiz-

mus. Indirekten tegyük fel, hogy van Γ ∈ Con, A ∈ Ty amire ⋄ = Γ ▷ A.



Ekkor

0 = φ(⋄) (⋄ = Γ ▷ A)

= φ(Γ ▷ A) (φ homomorfizmus)

= φ(Γ) ▷MA (▷M def)

= 1

0 = 1 ellentmondás □

7.4. Állítás. Γ ̸= ⋄ esetén ∃! ∆ ∈ Con, A ∈ Ty : Γ = ∆ ▷ A.

Bizonyítás. Vegyük a következő (M ) CON modellt :

ConM := (Con × Ty) ⊎ {⋄}

⋄ M := ⋄

⋄ M ▷MA := (⋄, A)

(Γ, B) ▷MA := (Γ ▷ B,A)

▷M megadásánál külön kezeltük, hogy x ∈ ConM a diszjunkt únió melyik

feléből van. Ez valóban egy modell tehát létezik φ : Con → ConM homomor-

fizmus.

Visszafelé pedig tudjuk adni a következő ψ : ConM → Con homomorfiz-

must:

ψ(⋄M ) := ⋄

ψ(Γ, A) := Γ ▷ A

Ellenőrizzük le, hogy ψ valóban homomorfizmus:

ψ(⋄M ) = ψ(⋄) = ⋄

ψ(⋄M ▷MA) = ψ(⋄, A) = ⋄ ▷ A = ψ(⋄) ▷ A

ψ((Γ, B) ▷MA) = ψ(Γ ▷ B,A) = Γ ▷ B ▷ A = ψ(Γ, B) ▷ A

Mivel Con iniciális csak egy Con → Con homomorfizmus léteizik, tehát ψ ◦
◦ φ = idCon.



∃ : Legyen Γ ∈ Con,Γ ̸= ⋄.

Γ = ψ(φ(Γ)) ̸= ⋄

⇒ φ(Γ) ̸= ⋄

⇒ φ(Γ) = (∆, A) (Valamilyen ∆ ∈ Con, A ∈ Ty-ra)

⇒ Γ = ψ(φ(Γ)) = ψ(∆, A) = ∆ ▷ A

! : Legyen Γ ∈ Con,Γ ̸= ⋄, amire Γ = ∆ ▷ A = ∆′ ▷ A′. Igazolni kell,

hogy A = A′ és ∆ = ∆′.

φ(Γ) = φ(∆ ▷ A) = φ(∆) ▷MA = (φ(∆), A)

φ(Γ) = φ(∆′ ▷ A′) = φ(∆′) ▷MA′ = (φ(∆′), A′)

(φ(∆), A) = (φ(∆′), A′) ⇒ A = A′, φ(∆) = φ(∆′). Továbbá:

∆ = ψ(φ(∆)) = ψ(φ(∆′)) = ∆′

□

8. STCC (Simply Typed Combinator Calculus)

Funkcionális programozásban "kis" függvényekből építünk fel egyre nagyobb

függvényeket. Arra, hogy le tudjuk írni, hogy ezeket a kis függvényeket mi-

lyen módon kombináljuk össze, kit hívjunk meg kire, kell valamilyen jelölés-

rendszer. Az STCC pont egy ilyen magasabbrendű függvények megadására

szolgáló rendszert ad meg. Ha STCC-ben valódi programokat szeretnénk ír-

ni, akkor még be kell vezetni pár extra típust és függvényt a nyelvünkbe.

Erre fogunk látni egy rövid példát a 9. fejezetben.

8.1. Definíció. STCC ( [2] 2.1-es rész)

Tm(A) : Set (A ∈ Ty)

_ · A,B_ : Tm(A⇒ B)× Tm(A) → Tm(B) (A,B ∈ Ty)

KA,B : Tm(A⇒ B ⇒ A) (A,B ∈ Ty)

SA,B,C : Tm((A⇒ B ⇒ C) ⇒ (A⇒ B) ⇒ A⇒ C) (A,B,C ∈ Ty)



_ · _-t mindig balra zárójelezzük: x · y · z = (x · y) · z

Egyenlőségek:

K · x · y = x Kβ szabály

S · x · y · z = x · z · (y · z) Sβ szabály

Bevezetünk még pár szabályt, amik később kelleni fognak. Ezeket a sza-

bályokat azért vehetjük be, mert minket az extenzionális STCC érdekel, ahol

∀t : x · t = y · t-ből következik, hogy x = y, de ezt nem vehetjük be axióma-

ként mert nem írható le egyszerű egyenlőségekkel. Ezért helyette bevesszük

a következő 4 egyenlőséget (az implicit paramétereket nem írjuk ki, a 13.8-as

állítás fogja motiválni ezeket):

lamKβ : S · (K · S) · (S · (K · K)) = K

lamSβ : S · (K · (S · (K · S))) · (S · (K · S) · (S · (K · S)))

= S · (S · (K · S) · (S · (K · K) · (S · (K · S) · (S · (K · (S · (K · S))) · S)))) · (K · S)

lamwk· : S · (K · K) = S · (S · (K · S) · (S · (K · K) · (S · (K · S) · K))) · (K · K)

η : S · K · K = S · (S · (K · S) · K) · (K · (S · K · K))

Ezeket a szabályokat mind igazolni lehet extenzionalitással.

8.2. Példa. η

S K K x y = K x (K x) y (Sβ)

= x y (Kβ)

S (S (K S) K) (K (S K K)) x y = S (K S) K x (K (S K K) x) y (Sβ)

= K S x (K x) (K (S K K) x) y (Sβ)

= S (K x) (K (S K K) x) y (Kβ)

= K x y (K (S K K) x y) (Sβ)

= x (S K K y) (2× Kβ)

= x (K y (K y)) (Sβ)

= x y (Kβ)



Legyen N = ⟨TmN ,_·N_,KN , SN ⟩ és M = ⟨TmM ,_·M_,KM , SM ⟩ két

STCC modell. Ekkor egy φ : N → M STCC-homomorfizmus a következő

függvény:

φ : TmN (A) → TmM (A)

Amire teljesül, hogy:

φ(x · Ny) = φ(x) · Mφ(y)

φ(KN ) = KM

φ(SN ) = SM

Ismét φ-vel egyszerre több függvényt jelölünk, minden A ∈ Ty esetén φ

egy TmN (A) → TmM (A) függvény. Mint ahogy a kategóriáknál sem zavar

az, hogy egy funktor egyszerre függvény az objektumokon és a morfizmuso-

kon, ez itt sem fog problémát okozni.

Mivel STCC GAT, van iniciális modellje, amit mostantól C = ⟨TmC,_·C_,KC, SC⟩-
vel fogunk jelölni.

8.3. Példa. (Halmaz modell)

Vegyük az alábbi halmazelméletből ismert konstrukciót:

V0 := ∅

Vn := P(Vn−1) ahol n > 0

Vω :=
⋃
n∈ω

Vn

Most megadjuk a halmaz modellt, Ty = Vω és A⇒ B = BA esetén.

TmH(A) := A

x · y := x(y)

KH := x 7→ (y 7→ x)

SH := f 7→ (g 7→ (x 7→ f(x)(g(x))))



Ebben a konstrukció miatt teljesül Kβ és Sβ. Mivel függvényekre teljesül az

extenzionalitás, lamKβ, lamSβ, lamwk· és η is teljesülnek.

A halmaz modell segítségével ΓSK-hoz hasonlóan meg tudjuk mutatni,

hogy az STCC iniciális modellje nem triviális.

8.4. Tétel. STCC iniciális modellje Ty = Vω, A ⇒ B = BA esetén nem

triviális.

Bizonyítás.

Meg kell mutatnunk, hogy valamilyen B ∈ Ty esetén TmC(B) legalább két-

elemű. Legyen φ : C → H az egyértelmű homomorfizmus az iniciális modell-

ből a halmaz modellbe.

A := {♡,♢} ∈ Vω

t := KC · C(SC · CKC · CKC) ∈ TmC (A⇒ A⇒ A)

u := KC ∈ TmC (A⇒ A⇒ A)

Indirekten tegyük fel, hogy t = u. Ekkor a φ(t) = φ(u).

φ(K(SKK)) = x 7→ y 7→ y és φ(K) = x 7→ y 7→ x amik nem egyenlő-

ek mint függvények, hiszen φ(K(SKK))(♡)(♢) = ♢ ̸= ♡ = φ(K)(♡)(♢). □

Hasonló módon lehetne bizonyítani, hogy STCC iniciális modellje nem

triviális, ha Ty szabadon generált _ ⇒ _ által valamilyen X alaphalmaz

felett.

Ha Ty = {⋆},_ ⇒ _ = ⋆, akkor a 4. fejezetben definiált, típusozatlan

kombinátor-kalkulushoz hasonló elméletet kapunk, annyi a különbség, hogy

ott nincsenek meg az extenzionalitási axiómák. Erre is meg lehet mutatni,

hogy az iniciális modell nem triviális, de ez jóval nehezebb. Extenzionalitás

nélkül, [6] 21. feladata alapján lehet adni konstrukciót.

9. STLC (Simply Typed Lambda Calculus)

Mielőtt definiáljuk STLC-t, próbáljuk megérteni intuitívan, hogy mi az a

lambda-kalkulus [4] bevezetése alapján. A lambda-kalkulus legegyszerűbb



formájában egy jelölésrendszer függvények, kifejezetten magasabbbrendű függ-

vények definiálására. Ezt az motiválja, hogy a magasabbrendű függvények

használata a programozáson belül (kifejezetten funkcionális programozáson

belül) nagyon fontos szerepet játszik.

Amit szokásosan így írunk, hogy:

f(x) := x− y

Lambda-kalkulusban így írjuk, hogy:

λx.(x− y)

Többváltozós függvényeket az úgy nevezett "Curryzéssel" kezeljük, vagy-

is :

h(x, y) := x− y

Lambda-kalkulus beli megfelelője:

λx.λy.(x− y)

Ez a matematikában szokásos jelöléssel :

h∗ : x 7→ (y 7→ x− y)

Függvénynek felel meg, de persze h és h∗ ugyanannyi információt hordoz,

vagyis h-ból megkaphatjuk h∗-ot és fordítva.

9.1. Definíció. STLC ( [2] 2.3 rész)

Tm ΓA : Set (Γ ∈ Con, A ∈ Ty)

Sub Γ ∆ : Set (Γ,∆ ∈ Con)

A következő pár függvényszimbólum és egyenlőség azt mondja ki, hogy

Con egy kategória, ahol Sub Γ ∆ a Γ → ∆ morfizmusok halmaza, ⋄ egy



terminális objektum, εΓ pedig a Γ-ból ⋄-be menő egyértelmű morfizmus.

_ ◦ _ : Sub Γ ∆× Sub Θ Γ → Sub Θ∆

id : Sub Γ Γ

ε : Sub Γ ⋄

ass : (σ ◦ ρ) ◦ τ = σ ◦ (ρ ◦ τ)

idl : σ ◦ id = σ

idr : id ◦ σ = σ

⋄ η : σ = ε (Minden σ ∈ Sub ∆ ⋄ esetén)

A következő függvényszimbólumok és egyenlőségek a termek (TmΓA elemei)

egymással való viselkedését és kontextusokkal való viselkedését határozzák

meg:

Egyenlőségek: Függvényszimbólumok:

[◦] : t[σ ◦ ρ] = t[σ][ρ] _ · _ : Tm Γ (A⇒ B)× Tm ΓA→ Tm ΓB

[id] : t[id] = t lam : Tm (Γ ▷ A)B → Tm Γ (A⇒ B)

▷ β1 : p ◦ (σ, t) = σ _[_] : Tm ΓA× Sub ∆ Γ → Tm ∆A

▷ β2 : q[σ, t] = t _,_ : Sub ∆ Γ× Tm ∆A→ Sub ∆ (Γ ▷ A)

⇒ β : (lam t) · u = t[id, u] p : Sub (Γ ▷ A) Γ

lam[] : (lam t)[σ] = lam(t[σ ◦ p, q]) q : Tm (Γ ▷ A)A

· [] : (t · u)[σ] = (t[σ]) · (u[σ])

▷ η : σ = (p ◦ σ, q[σ]) (Minden σ ∈ Sub ∆ (Γ ▷ A) esetén)

⇒ η : t = lam(t[p] · q) (Minden t ∈ Tm Γ (A⇒ B) esetén)

Most az implicit paramétereket nem írtuk ki, de formálisan a függvény-

szimbólumok száma függ a Ty,Con,TmΓA, SubΓ∆ halmazoktól. Például a

lam megadásához kell adnunk egy lamΓ,A,B : Tm (Γ▷A)B → TmΓ(A⇒ B)

függvényt minden Γ ∈ Con és A,B ∈ Ty esetén.

Hasonlóan a teljesítendő egyenlőségek száma is függ ezektől. Például [◦]
esetében az egyenlőségek halmaza minden Γ,∆,Θ ∈ Con, A ∈ Ty-ra tartal-

mazza [◦]Γ,∆,Θ,A-t ami azt mondja ki, hogy t ∈ Tm Γ A, σ ∈ Sub ∆ Γ, ρ ∈
∈ Sub Θ∆ esetén t[σ ◦ ρ] = t[σ][ρ].



Ez első ránézésre bonyolultnak tűnhet, továbbra is azt a képet érdemes

fejben tartani, hogy most csak leírtuk mit kell adni ahhoz, hogy legyen egy

STLC modellünk. Ha meg tudjuk adni az alaphalmazokat és rajta a függvé-

nyeket úgy, hogy teljesítsék a megszabott egyenlőségeket, akkor kaptunk egy

STLC modellt. Például, ha TmΓA = {⋆}, SubΓ∆ = {⋆} a függvényszimbó-

lumokat csak egy módon lehet megadni, az egyenlőségek pedig teljesülnek,

hiszen akármit kiértékelünk ⋆-t kapunk.

Ha M és N két STLC modell, akkor egy φ : M → N STLC-homomorfizmus

a következőkből áll :

φ : TmM ΓA→ TmN ΓA

φ : SubM Γ ∆ → SubN Γ ∆

Teljesen formálisan φ-vel mindig a következő függvények egyikére gondolunk:

φTm,Γ,A, φSub,Γ,∆. Olvashatóság kedvéért csak φ-t fogunk írni.

φ-től a következőket várjuk el :

φ(σ ◦ Mρ) = φ(σ) ◦ Nφ(ρ)

φ(idM ) = idN

φ(εM ) = εN

φ(t · Mu) = φ(t) · Nφ(u)

φ(lamM t) = lamN φ(t)

φ(t[σ]M ) = φ(t)[φ(σ)]N

φ(σ,M t) = φ(σ),N φ(t)

φ(pM ) = pN

φ(qM ) = qN

Mivel STLC egy GAT, tudjuk, hogy létezik egy iniciális modellje az

STLC-homomorfizmusra. Ezt az iniciális modellt mostantól L-el fogjuk je-

lölni.

Most megadunk kézzel egy STLC modellt, hogy jobban megértsük, ho-

gyan működik.

9.2. Példa. (Halmaz modell)

Mivel a cél STLC intuitív megértése, lefixáljuk Con-t és Ty-t úgy, hogy a



modell megadása minél egyszerűbb legyen:

Ty := Vω

A⇒ B := BA (A→ B függvények halmaza)

Con := Vω

⋄ := {⋆}

Γ ▷ A := Γ×A

Con-ból egy terminális objektummal rendelkező kategóriát kell csinál-

nunk:

SubH Γ ∆ := ∆Γ (Γ → ∆ függvények)

idH := id

εH := x 7→ ⋆

σ ◦ Hρ := σ ◦ ρ

Ezekről tudjuk, hogy teljesítik az ass, idl, idr és ⋄η egyenlőségeket.

A termek (kontextus → típus) függvények lesznek. Ez intuitívan azt je-

lenti, hogy ha egy termnek megadunk egy kontextust, ő megadja nekünk a

típus egy elemét.

TmH ΓA := AΓ (Γ → A függvények)

t[s]H := t ◦ s (Tm ΓA× Sub ∆ Γ → Tm ∆A)

Itt a kompozíció működik, hiszen:

∆ Γ As t

Egy kontextus az valójában egy lista, aminek minden koordinátájában

egy típusnak egy eleme áll :

(f,H t) := (f, t) = x 7→ (f(x), t(x))

(∆ → Γ)× (∆ → A) → (∆ → (Γ×A))

pH := π1 = (x, y) 7→ x

(Γ×A) → Γ függvény ami Sub (Γ ▷ A) Γ eleme.

qH := π2 = (x, y) 7→ y

(Γ×A) → A függvény ami Tm (Γ ▷ A)A eleme.



Ezekre rögtön látszik, hogy a ▷β1, ▷β2, ▷η egyenlőségek teljesülni fognak:

▷ β1 : pH ◦ H(σ,H t) = π1 ◦ (σ, t) = σ

▷ β2 : qH [σ,H t]H = π2 ◦ (σ, t) = t

▷ η : σ ∈ SubH ∆ (Γ ▷ A) = (∆ → Γ×A) ⇒

σ = (π1 ◦ σ, π2 ◦ σ) = (pH ◦ Hσ,H qH [σ]H)

Lambda intuitívan pont a korábban említett "Curryzést" fogja csinálni :

t ∈ TmH (Γ ▷ A)B = (Γ×A) → B esetén:

lamH t := γ 7→ (x 7→ t(γ, x))

Így lam t ∈ TmH Γ (A⇒ B) = Γ → (A→ B).

Az applikációt is elég könnyen meg tudjuk adni.

t ∈ TmH Γ (A⇒ B) = Γ → (A→ B) és u ∈ TmH ΓA = Γ → A esetén:

t · Hu := γ 7→ t(γ)(u(γ))

Valóban t · u ∈ TmH ΓB = Γ → B.

Most ellenőrizzük le a megmaradt egyenlőségeket:

[◦] : t ∈ TmH ΓA, σ ∈ SubH ∆ Γ, ρ ∈ SubH Θ∆ esetén:

t[σ ◦ Hρ]H = t ◦ (σ ◦ ρ)

= (t ◦ σ) ◦ ρ

= t[σ]H [ρ]H

[id] : t ∈ TmH ΓA, idH ∈ SubH Γ Γ esetén:

t[idH ]H = t ◦ id = t

⇒ β : t ∈ TmH (Γ ▷ A)B, u ∈ TmH ΓA esetén:

(lamHt) · Hu = γ 7→ (lamHt)(γ)(u(γ))

= γ 7→ (x 7→ t(γ, x))(u(γ))

= γ 7→ t(γ, u(γ))

= t ◦ (id, u)

= t[idH , u]H



lam[] : t ∈ TmH (Γ ▷ A)B, σ ∈ SubH ∆ Γ esetén:

(lamHt)[σ]H = (lamHt) ◦ σ

= (γ 7→ (x 7→ t(γ, x))) ◦ σ

= δ 7→ (x 7→ t(σ(δ), x))

= δ 7→ (x 7→ t(σ(π1(δ, x)), π2(δ, x)))

= δ 7→ (x 7→ (t ◦ (σ ◦ π1, π2))(δ, x))

= δ 7→ (x 7→ t[σ ◦ π1, π2]H(δ, x))

= δ 7→ (x 7→ t[σ ◦ HpH ,H qH ]H(δ, x))

= lamH(t[σ ◦ HpH ,H qH ]H)

·[] : t ∈ TmH Γ (A⇒ B), u ∈ TmH ΓA, σ ∈ SubH ∆ Γ esetén:

(t · Hu)[σ]H = (γ 7→ t(γ)(u(γ)) ◦ σ

= δ 7→ t(σ(δ))(u(σ(δ)))

= δ 7→ (t ◦ σ)(δ)((u ◦ σ)(δ))

= δ 7→ (t[σ]H)(δ)((u[σ]H)(δ))

= (t[σ]H) · H(u[σ]H)

⇒ η : t ∈ TmH Γ (A⇒ B) esetén:

t = γ 7→ (x 7→ t(γ)(x))

= γ 7→ (x 7→ t(π1(γ, x))(π2(γ, x)))

= γ 7→ (x 7→ ((t ◦ π1) · Hπ2)(γ, x))

= lamH((t ◦ π1) · Hπ2)

= lamH(t[pH ]H · HqH)

9.3. Állítás. Tetszőleges STLC modellben teljesül, hogy t[p] ·q = t′[p] ·q ⇒
t = t′. Ezt a tulajdonságot funext-nek (functional extensionality) fogjuk

nevezni.

Bizonyítás. t
⇒η
= lam(t[p] · q) = lam(t′[p] · q) ⇒η

= t′ □



A funext tulajdonság többszörös applikációra is működik:

(t[p] · q)[p] · q = (t′[p] · q)[p] · q funext⇒ t[p] · q = t′[p] · q funext⇒ t = t′

Továbbá: (t[p] · q)[p] · q
·[]
= t[p][p] · q[p] · q. Ezt a mintát követve 3-szor is

használhatunk funext-et. A következő alakban lesz vele a legkényelmesebb

dolgozni:

t[p][p][p] · q[p][p] · q[p] · q = t′[p][p][p] · q[p][p] · q[p] · q funext⇒ t = t′

10. Programozás STCC és STLC-ben

Ennek a fejezetnek az a lényege, hogy kapjunk egy kis intuíciót arra, hogy

hogyan lehet STCC-ben és STLC-ben programozni. TmL Γ A és TmC A

elemeiről nem tudjuk pontosan, hogy hogyan néznek ki. Tehát ha például

szeretnénk adni egy STCC termet (mondjuk TmC (A ⇒ B ⇒ A)-nak egy

elemét) azt úgy tudjuk, hogy megadunk egy formális kifejezést a függvény-

szimbólumokból

t := K(A⇒B⇒A),(C⇒D⇒C) · KA,B · KC,D,

aztán ezt kiértékeljük a modellünkben:

tC = KC · CKC · CKC ∈ TmC (A⇒ B ⇒ A).

Ilyenkor azt fogjuk mondani, hogy a tC ∈ TmC (A⇒ B ⇒ A)-nak a t formá-

lis kifejezés egy reprezentánsa. Ha t-n elvégzünk egy egyszerűsítési szabályt

(pl. : t Kβ∼ KA,B =: t′) akkor megkapjuk tC-nek egy másik reprezentánsát.

Mint formális kifejezések t ̸= t′ de mivel a modellben teljesülnek az egyen-

lőségek tC = t′C. Ez minden modellben így működik, nem csak az iniciális

modellben.

Egy program (formális kifejezés az adott nyelv függvényszimbólumaiból)

futtatása abból áll, hogy próbáljuk alkalmazni az egyes egyszerűsítési sza-

bályokat addig, amíg nem tudunk tovább egyszerűsíteni. A futtatás során

akármikor kiértékeljük a kifejezést a modellünkben, ugyanazt a termet kap-

juk. Tehát a futtatás abból áll, hogy megpróbáljuk megkeresni egy term

"legegyszerűbb" reprezentánsát.



Persze mindíg lehetne tovább “egyszerűsíteni”, ha fordítva kezdjük alkal-

mazni a szabályokat (pl. : t′
Kβ
⇝ t), ezért most ezt a végső állapotot, amit el

szeretnénk érni csak intuitívan fogjuk kezelni. Persze ezt formálisan is meg

lehet oldani az úgy nevezett normálformák bevezetésével [1], ami minden

kifejezéshez rendel egy normálformát, amire úgy tekintünk, hogy a kifejezés

legegyszerűbb alakja.

Mindkét nyelvhez, hozzáveszünk egy Bool típust, hogy lehessen bennük

egyszerű programokat írni.

A fejezet során legyen Ty,Bool,_ ⇒ _ a következő GAT iniciális mo-

dellje szerint definiálva:

Ty ∈ Set

Bool ∈ Ty

_ ⇒ _ : Ty × Ty → Ty

10.1. Definíció. STCC + Bool:

A korábbi definícióhoz hozzávesszük az alábbiakat:

true, false : Tm(Bool)

iteA : Tm(Bool ⇒ A⇒ A⇒ A)

iteβ1 : ite · true · x · y = x

iteβ2 : ite · false · x · y = y

10.2. Definíció. STLC + Bool :

A korábbi definícióhoz hozzávesszük az alábbiakat:

true, false : Tm Γ Bool Γ ∈ Con

iteΓ,A : Tm Γ (Bool ⇒ A⇒ A⇒ A)

iteβ1 : ite · true · x · y = x

iteβ2 : ite · false · x · y = y

ite[] : ite[σ] = ite

true[] : true[σ] = true

false[] : false[σ] = false



Az ite azt rövidíti, hogy "if - then - else".

10.3. Példa. Pár egyszerű program Bool-ok felhasználásával: Olvashatóság

kedvéért az "_ · _" műveletet és implicit paramétereket nem fogjuk mindig

kiírni.

Nem :

STCC : S (S ite (K false)) (K true) : Tm (Bool ⇒ Bool)

Tetszőleges a ∈ Tm Bool esetén:

S ( S ite (K false)) (K true) a
S−→ S ite (K false) a (K true a)
S−→ ite a (K false a) (K true a)

K−→ ite a false (K true a)
K−→ ite · a · false · true

STLC : lam(ite · q · false · true)

Tetszőleges a ∈ Tm ⋄ Bool esetén:

lam(ite · q · false · true) · a
⇒β−−→ (ite · q · false · true)[id, a]

4× ·[]−−−→ ite[id, a] · q[id, a] · false[id, a] · true[id, a]
▷β2−−→ ite[id, a] · a · false[id, a] · true[id, a]

ite[],true[],false[]−−−−−−−−−−→ ite · a · false · true



És :

STCC : S (S (K (S (S (KS) (S (KK)S)) (KK))) ite) (Kfalse) : Tm (Bool ⇒
Bool ⇒ Bool)

S (S (K (S (S (K S) (S (K K) S)) (K K))) ite) (K false) a b
S−→ S (K (S (S (K S) (S (K K) S)) (K K))) ite a (K false a) b

K−→ S (K (S (S (K S) (S (K K) S)) (K K))) ite a false b
S−→ K (S (S (K S) (S (K K) S)) (K K)) a (ite a) false b

K−→ S (S (K S) (S (K K) S)) (K K) (ite a) false b
S−→ S (K S) (S (K K) S) (ite a) (K K(ite a)) false b

K−→ S (K S) (S (K K) S) (ite a) K false b
S−→ K S (ite a) (S (K K) S (ite a)) K false b

K−→ S (S (K K) S (ite a)) K false b
S−→ S (K K) S (ite a) false (K false) b

S−→ K K (ite a) (S (ite a)) false (K false) b
K−→ K (S (ite a)) false (K false) b

K−→ S (ite a) (K false) b
S−→ ite a b (K false b)

K−→ ite a b false

STLC : lam(lam(ite · q[p] · q · false)) ∈ Tm ⋄ (Bool ⇒ Bool ⇒ Bool)

Tetszőleges a, b ∈ Tm ⋄ Bool esetén:

lam(lam(ite · q[p] · q · false)) · a · b
⇒β−−→ lam(ite · q[p] · q · false)[id, a] · b

lam[]−−−→ lam((ite · q[p] · q · false)[(id, a) ◦ p, q]) · b
4× ·[]−−−→ lam(ite[(id, a) ◦ p, q] · q[p][(id, a) ◦ p, q] · q[(id, a) ◦ p, q] · false[(id, a) ◦ p, q]) · b

ite[],false[],▷β2−−−−−−−−−→ lam(ite · q[p][(id, a) ◦ p, q] · q · false) · b
[◦]−→ lam(ite · q[p ◦ ((id, a) ◦ p, q)] · q · false) · b



▷β1−−→ lam(ite · q[(id, a) ◦ p] · q · false) · b
[◦]−→ lam(ite · q[id, a][p] · q · false) · b

▷β2−−→ lam(ite · a[p] · q · false) · b
⇒β−−→ (ite · a[p] · q · false)[id, b]

4× ·[]+ite[]+false[]−−−−−−−−−−−→ ite · a[p][id, b] · q[id, b] · false
[◦]+▷β2−−−−−→ ite · a[p ◦ (id, b)] · b · false

▷β1+[id]−−−−−→ ite · a · b · false

Vagy : ite a true b

STCC : S ite (K true)

STLC : lam(lam(ite · q[p] · true · q))

Bár a levezetések hasonló hosszúak, azért észrevehetjük, hogy STLC-

ben sokkal természetesebb programozni, mint STCC-ben. Arra, hogy STCC-

ben kitaláljuk, milyen kombinátor sorozatot kell írni, közel semmi intuíciónk

nincs. Ezzel szemben STLC-ben, ha van egy sorozat egymásba ágyazott lam-

unk ahhoz, hogy a belülről i-edik lam által kötött termet elérjük q[p ◦ . . . ◦ p︸ ︷︷ ︸
i

]-

t kell írnunk.

Például:

lam(lam(lam(lam(q · q[p ◦ p ◦ p] · q[p] · q)))) · x1 · x2 · x3 · x4 = x4 · x1 · x3 · x4

3 2 1 0

Itt az első lam az x1-et köti, a második x2-t és így tovább. Belül q-val a

legbelső lam által kötött x4-et érjük el. q[p ◦ p ◦ p] pedig azt mondja ne-

künk, hogy 3 lam-ot kell visszamenni, vagyis az első lam által kötött x1-re

hivatkozik.

11. STCCwk

Megadunk egy nyelvet, ami valahol az STCC és az STLC között helyezkedik

el. Ez tulajdonképpen ugyanaz, mint az STCC, csak bevezetjük a kontex-



tusokat, továbbá a wk (weakening) műveletet. Intuitívan úgy érdemes erre

gondolni, hogy Tm ΓA-nak akkor tudjuk megadni egy elemét, ha Γ kontex-

tus felhasználásával tudunk készíteni egy A típusú dolgot. Így a weakening

annyit mond, hogy ha Γ-ból tudtunk csinálni A-t akkor persze Γ▷B-ből (ami

egy "gyengébb" kontextus) is kell tudnunk A-t csinálni.

11.1. Definíció. STCCwk ( [2] 2.1 rész)

A következő dolgok kellenek, hogy kapjunk egy STCCwk modellt :

Tm ΓA : Set (Γ ∈ Con, A ∈ Ty)

_ · Γ,A,B_ : Tm Γ (A⇒ B)× Tm ΓA→ Tm ΓB

KΓ,A,B ∈ Tm Γ (A⇒ B ⇒ A)

SΓ,A,B,C ∈ Tm Γ ((A⇒ B ⇒ C) ⇒ (A⇒ B) ⇒ A⇒ C

qΓ,A ∈ Tm (Γ ▷ A)A

wkΓ,A,B : Tm ΓA→ Tm (Γ ▷ B)A

Mostantól az implicit paramétereket általában nem fogjuk kiírni. Szabályok:

Kβ : K · t · u = t

Sβ : S · t · u · v = t · v · (u · v)

wk· : wk(t · u) = wk(t) · wk(u)

wkK : wk(K) = K

(Implicit paraméterekkel : wkΓ,(A⇒B⇒A),C(KΓ,A,B) = K(Γ▷C),A,B)

wkS : wk(S) = S

Van most is még 4 szabály ami csak később lesz érdekes. Itt annyi extra

trükk van, hogy ezeket a szabályokat csak az üres kontextusra követeljük

meg, tehát most K alatt K⋄,...-ra és S alatt S⋄,...-ra fogunk gondolni.

lamKβ : S · (K · S) · (S · (K · K)) = K

lamSβ : S · (K · (S · (K · S))) · (S · (K · S) · (S · (K · S)))

= S · (S · (K · S) · (S · (K · K) · (S · (K · S) · (S · (K · (S · (K · S))) · S)))) · (K · S)

lamwk· : S · (K · K) = S · (S · (K · S) · (S · (K · K) · (S · (K · S) · K))) · (K · K)

η : S · K · K = S · (S · (K · S) · K) · (K · (S · K · K))



Legyen M = ⟨TmM ,_·M_,KM , SM , qM ,wkM ⟩ és N = ⟨TmN ,_·N_,KN , SN , qN ,wkN ⟩
két STCCwk modell. φ : TmM Γ A → TmN Γ A egy M → N STCCwk-

homomorfizmus ha:

φ(KM ) = KN

φ(SM ) = SN

φ(qM ) = qN

φ(t · Mu) = φ(t) · Nφ(u)

φ(wkM (t)) = wkN (φ(t))

Most ismét fel fogjuk használni, hogy mivel STCCwk egy GAT, létezik

iniciális modellje az STCCwk-homomorfizmusra. STCCwk iniciális modelljét

mostantól Cwk-val fogjuk jelölni.

11.2. Állítás. N legyen tetszőleges STCCwk modell. Ekkor lamKβ, lamSβ, lamwk·, η
minden kontextusban teljesül, nem csak ⋄-ben, az üres kontextusban.

Bizonyítás. (Csak lamKβ esetében, a többi is ugyanígy megy.)

Vezessük be a következő predikátumot:

P (Γ) ⇔ SN
Γ · (KN

Γ · SN
Γ ) · (SN

Γ · (KN
Γ · KN

Γ )) = KN
Γ

Tehát P igaz Γ ∈ Con-ra pontosan akkor ha N -ben teljesül lamKβ a Γ

kontextusra. Készítsük el a következő (M ) CON modellt :

ConM := {Γ ∈ Con | P (Γ)}

⋄ M := ⋄

Γ ▷MA := Γ ▷ A

Ahhoz, hogy M valóban CON modell legyen le kell ellenőrizni, hogy ConM

zárt a megadott műveletekre:

⋄ Kell : P (⋄) ami teljesül hiszen N STCCwk modell.

_ ▷_ Kell : P (Γ) ⇒ P (Γ ▷ A) Az implicit kontextus paramétert mindig csak



az első tagra fogjuk kiírni, S,K,wk alatt SN ,KN ,wkN -et értünk.

SΓ▷A · (K · S) · (S · (K · K)) = (wkS,wkK)

wk(SΓ) · (wk(K) · wk(S)) · (wk(S) · (wk(K) · wk(K))) = (wk·)

wk(SΓ · (K · S) · (S · (K · K))) = (P (Γ))

wk(KΓ) = (wkK)

KΓ▷A

M valóban CON modell, φ : Con → ConM , ι : ConM → Con, ι ◦ φ =

= idCon. Tetszőleges Γ ∈ Con-ra:

φ(Γ) ∈ ConM miatt P (φ(Γ)) igaz. Továbbá Γ = ι(φ(Γ)) = φ(Γ) miatt

P (Γ) is igaz.

Beláttuk, hogy minden Γ ∈ Con-ra teljesül P (Γ), vagyis teljesül lamKβ

a Γ kontextusban.

□

Ezt később fogjuk felhasználni. Nagyon hasznos lesz, hogy STCCwk mo-

dell készítéséhez elég belátni ezeket a szabályokat az üres kontextusra. Most

már tudjuk, hogy ebben az esetben minden kontextusra teljesülni fognak.

Még egy adag szabályt le kell vezetni ezekből későbbre.

lamKβ′ : S · (S · (K · K) · t) · u = u

lamSβ′ : S · (S · (S · (K · S) · t) · u) · v = S · (S · t · u) · (S · u · v)

lamwk · ′ : K · (t · u) = S · (K · t) · (K · u)

η′ : t = S · (K · t) · (S · K · K)

11.3. Állítás. Legyen N tetszőleges STCCwk modell. Ekkor teljesül N -

ben lamKβ′.



Bizonyítás.

S · (S · (K · K) · t) · u = (Kβ)

K · S · t · (S · (K · K) · t) · u = (Sβ)

S · (K · S) · (S · (K · K)) · t · u = (lamKβ)

K · t · u = (Kβ)

t

□

lamSβ′, lamwk · ′ és η′ levezetése megtalálható [2] Appendix A-ban, ott

lamSβ′′, lamwk · ′′, η′′ a nevük.

12. TmC A ∼= TmCwk ⋄ A

Ebben a fejezetben megadunk egy bijekciót STCC és STCCwk iniciális mo-

delljeinek a termjei között. ( [2] 3. rész)

Terv: megadunk gC : TmC A → TmCwk ⋄ A és egy fC : TmCwk ⋄ A →
TmC A függvényt, aztán belátjuk, hogy gC ◦ fC = idTmCwk⋄A és fC ◦ gC =

= idTmC A.

12.1. Állítás. Létezik gC : TmC A→ TmCwk ⋄ A amire:

gC(KC) = KCwk

gC(SC) = SCwk

gC(u · Ct) = gC(u) · CwkgC(t)

Bizonyítás. Készítsük el a következő (M ) STCC modellt, Cwk segítségével :

TmM A := TmCwk ⋄ A

KM := KCwk

SM := SCwk

_ · M_ := _ · Cwk_

A _ · M_ függvény valóban egy TmM (A ⇒ B) → TmM A → TmM B

függvény.



Ahhoz, hogy M tényleg STCC modell legyen, le kell ellenőrizni az egyen-

lőségeket. Ezek azért fognak teljesülni mert STCCwk-ban is teljesülnek.

Nézzük meg például a Kβ szabályt. Tetszőleges u ∈ TmMA = TmCwk ⋄A
és t ∈ TmMB = TmCwk ⋄ B esetén:

KM · Mu · M t = KCwk · Cwku · Cwkt (Cwk Kβ)

= u

Tehát M egy STCC modell, létezik gC : C → M homomorfizmus. Az

STCC-homomorfizmus definícióját felhasználva a következőket kapjuk:

gC(KC) = KM = KCwk

gC(SC) = SM = SCwk

gC(u · Ct) = gC(u) · MgC(t) = gC(u) · CwkgC(t)

□

A másik irányhoz szükségünk lesz az alábbi segédfüggvényre:

12.2. Állítás. Létezik J_K : Con → Set amire:

J⋄K = {⋆}

JΓ ▷ AK = JΓK × TmC(A)

Bizonyítás. Készítsük el a következő (M ) CON modellt :

ConM := Set

⋄ M := {⋆}

Γ ▷MA := Γ× TmC(A)

Létezik φ : Con → ConM homomorfizmus.

JΓK := φ(Γ)



Feltételek ellenőrzése:

J⋄K = φ(⋄)

= ⋄M

= {⋆}

JΓ ▷ AK = φ(Γ ▷ A)

= φ(Γ) ▷MA

= JΓK × TmC(A)

□

12.3. Állítás. Létezik fC : TmCwk ⋄ A→ TmC A amire:

fC(KCwk) = KC

fC(SCwk) = SC

fC(u · Cwkt) = fC(u) · CfC(t)

Bizonyítás. Készítsük el a következő (M ) STCCwk modellt, C segítségével.

A bizonyítás során Tm, ·,K, S alatt TmC, ·C,KC, SC-t értünk.

TmMΓA := (TmA)JΓK (JΓK → TmA függvények halmaza)

t · Mu := γ 7→ t(γ) · u(γ)

KM := γ 7→ K

SM := γ 7→ S

qM := (γ, t) 7→ t

(qM ∈ TmM (Γ ▷ A)A = JΓ ▷ AK → TmA = JΓK × TmA→ TmA)

wkM (t) := (γ, u) 7→ t(γ)

Tudjuk, hogy t, u ∈ TmMΓA esetén u = t⇔ ∀γ ∈ JΓK : u(γ) = t(γ).

Szabályok igazolása:



Kβ :

((KM · M t) · Mu)(γ) = (KM · M t)(γ) · u(γ)

= KM (γ) · t(γ) · u(γ)

= K · t(γ) · u(γ)

= t(γ)

Sβ :

(SM · M t · Mu · Mv)(γ) = SM (γ) · t(γ) · u(γ) · v(γ)

= S · t(γ) · u(γ) · v(γ)

= t(γ) · v(γ) · (u(γ) · v(γ))

= (t · Mv · M (u · Mv))(γ)

wk· :

wkM (t · Mu)(γ, v) = (t · Mu)(γ)

= t(γ) · u(γ)

= wkM (t)(γ, v) · wkM (u)(γ, v)

= (wkM (t) · MwkM (u))(γ, v)

wkK :

wk(KM
Γ )(γ, t) = KM

Γ (γ)

= K

= KM
Γ▷B(γ, t)

wkS :

wk(SM
Γ )(γ, t) = SM

Γ (γ)

= S

= SM
Γ▷B(γ, t)



lamKβ, lamSβ, lamwk, η : Ezeket mind ugyanúgy kell bizonyítani, nézzük meg lamKβ-ra.

(SM · M (KM · MSM ) · M (SM · M (KM · MKM )))(γ) = S · (K · S) · (S · (K ·K))

(lamKβ STCC)

= K

= KM (γ)

Tehát M valóban STCCwk modell, így létezik egy φ : Cwk → M STCCwk-

homomorfizmus.

fC(t) := φ(t)(⋆)

Ellenőrizzük le a feltételeket fC-re:

fC(KCwk) = φ(KCwk)(⋆) = KM (⋆) = KC

fC(SCwk) = φ(SCwk)(⋆) = SM (⋆) = SC

fC(t · Cwku) = (φ(t · Cwku))(⋆)

= (φ(t) · Mφ(u))(⋆)

= φ(t)(⋆) · Cφ(u)(⋆)

= fC(t) · CfC(u)

□

12.4. Állítás. fC ◦ gC = idTmC(A)

Bizonyítás. Készítsük el a következő (M ) STCC modellt :

TmM (A) := {t ∈ TmC(A) | fC(gC(t)) = t}

A műveleteket C-ből örököljük. A szabályok mind teljesülnek (részmodell),

csak azt kell leellenőrizni, hogy TmM valóban zárt a műveletekre. Tehát kell,

hogy:

fC(gC(KC)) = KC

fC(gC(SC)) = SC

fC(gC(t)) = t és fC(gC(u)) = u⇒ fC(gC(t · Mu)) = t · Mu



Persze pont úgy konstruáltuk meg az gC és fC függvényeket, hogy ezek

teljesüljenek. Például az applikáció esetében:

fC(gC(t · Mu)) = fC(gC(t · Cu))

= fC(gC(t) · CwkgC(u))

= fC(gC(t)) · CfC(gC(u)) (fC(gC(t)) = t, fC(gC(u)) = u)

= t · Cu = t · Mu

M valóban egy modell, létezik φ : C → M és ι : M → C STCC-

homomorfizmus, ι ◦ φ = idC. Így tetszőleges t ∈ TmC(A)-ra:

φ(t) ∈ TmM (A) ⇒ fC(gC(φ(t))) = φ(t)

t = ι(φ(t)) = φ(t) tehát fC(gC(t)) = t

□

12.5. Állítás. gC ◦ fC = idTmCwk⋄A

Bizonyítás. Vezessük be a következő predikátumot:

PΓ(t) :=

gC(fC(t)) = t Γ = ⋄

igaz Γ ̸= ⋄

Készítsük el a következő (M ) STCCwk modellt :

TmMΓA := {t ∈ TmCwkΓA | PΓ(t)}

A műveleteket Cwk-ból örököljük.

Szabályok teljesülnek, mert részmodell. Annyit kell leellenőrizni, hogy

TmM valóban zárt a műveletekre. Tehát kell, hogy:

PΓ(KM
Γ )

PΓ(SM
Γ )

PΓ(t), PΓ(u) ⇒ PΓ(t · Mu)

PΓ▷A(qMΓ,A)

PΓ(t) ⇒ PΓ▷A(wkM (t))



⋄ ̸= Γ ▷ A miatt az utolsó kettő definíció szerint teljesül. A többire eset-

bontást kell csinálni, Γ ̸= ⋄ esetén definíció szerint teljesülnek, Γ = ⋄ esetén

pedig gC és fC tulajdonságait kell felhasználni ugyanúgy, mint az előző lem-

mában. Nézzük meg ezt KM
⋄ esetében:

P⋄(KM
⋄ ) ⇔ gC(fC(KCwk

⋄ )) = KCwk
⋄

gC(fC(KCwk
⋄ )) = gC(KC

⋄ ) = KCwk
⋄

Ismét kapunk egy φ : Cwk → M és egy ι : M → Cwk homomorfizmust.

Ezeknek a kompozíciója most is identitás. Tetszőleges t ∈ TmCwk ⋄ A esetén:

φ(t) ∈ TmM ⋄ A⇒ gC(fC(φ(t))) = φ(t)

t = ι(φ(t)) = φ(t) tehát gC(fC(t)) = t

□

Az utolsó két lemmával megkaptuk, hogy gC : TmC A → TmCwk ⋄ A

bijekció és (gC)−1 = fC. Ezzel beláttuk, hogy TmC A ∼= TmCwk ⋄ A.

13. TmCwk Γ A ∼= TmL Γ A

A terv ismét az, hogy adunk egy gL : TmCwk Γ A → TmL Γ A és egy fL :

TmLΓA→ TmCwkΓA függvényt, aztán belátjuk, hogy a kompozíció mindkét

irányban identitás.

13.1. Állítás. Legyen N tetszőleges STLC modell. Ekkor létezik gN : TmCwkΓA→
TmN ΓA amire:

gN (t · Cwku) = gN (t) · gN (u)

gN (KCwk) = lam(lam(q[p]))

gN (SCwk) = lam(lam(lam(q[p ◦ p] · q · (q[p] · q))))

gN (qCwk) = q

gN (wkCwk(t)) = (gN (t))[p]

Ahol nem írjuk ki, az N -beli műveletre gondolunk.



Bizonyítás. A bizonyítás során ha nincs más írva mindig az N modellbeli

változatát értjük az adott függvényszimbólumnak. Készítsük el a következő

(M ) STCCwk modellt :

TmM ΓA := Tm ΓA

t · Mu := t · u

KM := lam(lam(q[p]))

SM := lam(lam(lam(q[p ◦ p] · q · (q[p] · q))))

qM := qN

wkM (t) := t[p]

Le kell ellenőrizni a szabályokat:

Kβ : (Sβ is hasonlóan levezethető)

KM · M t · Mu = lam(lam(q[p])) · t · u (⇒ β)

= (lam(q[p]))[id, t] · u (lam[])

= lam(q[p][(id, t) ◦ p, q]) · u ([◦])

= lam(q[p ◦ ((id, t) ◦ p, q)]) · u (▷β1)

= lam(q[(id, t) ◦ p]) · u ([◦])

= lam(q[id, t][p]) · u (▷β2)

= lam(t[p]) · u (⇒ β)

= t[p][id, u] ([◦])

= t[p ◦ (id, u)] (▷β1)

= t[id] ([id])

= t

wk· :

wkM (t · u) = (t · u)[p] (·[])

= (t[p]) · (u[p])

= (wkM t) · (wkM u)



wkK : (wkS hasonlóan levezethető)

wkM KM = lam(lam(q[p]))[p] (lam[])

= lam(lam(q[p])[p ◦ p, q]) (lam[])

= lam(lam(q[p][(p ◦ p, q) ◦ p, q])) ([◦])

= lam(lam(q[p ◦ ((p ◦ p, q) ◦ p, q)])) (▷β1)

= lam(lam(q[(p ◦ p, q) ◦ p])) ([◦])

= lam(lam(q[p ◦ p, q][p])) (▷β2)

= lam(lam(q[p]))

lamKβ, lamSβ, lamwk·, η igazolásához a funext tulajdonságot fogjuk fel-

használni. Nézzük meg például lamKβ-t :

Elég igazolnunk, hogy:

(S · (K · S) · (S · (K · K)))[p][p][p] · q[p][p] · q[p] · q = K[p][p][p] · q[p][p] · q[p] · q

ahol K = KM , S = SM . A levezetés során fel fogjuk használni, hogy a többi

egyenlőséget már igazoltuk M -re:

(S · (K · S) · (S · (K · K)))[p][p][p] · q[p][p] · q[p] · q = (·[])

(S[p] · (K[p] · S[p]) · (S[p] · (K[p] · K[p])))[p][p] · q[p][p] · q[p] · q =

(wkK,wkS)

(S · (K · S) · (S · (K · K)))[p][p] · q[p][p] · q[p] · q = (2× újra)

S · (K · S) · (S · (K · K)) · q[p][p] · q[p] · q = (Sβ)

K · S · q[p][p] · (S · (K · K) · q[p][p]) · q[p] · q = (Kβ)

S · (S · (K · K) · q[p][p]) · q[p] · q = (Sβ)

S · (K · K) · q[p][p] · q · (q[p] · q) = (Sβ)

K · K · q · (q[p][p] · q) · (q[p] · q) = (Kβ)

K · (q[p][p] · q) · (q[p] · q) = (Kβ)

q[p][p] · q = (Kβ)

K · q[p][p] · q[p] · q =

(3× wkK)

K[p][p][p] · q[p][p] · q[p] · q



M valóban STCCwk modell, létezik φ : TmCwk Γ A → TmM Γ A =

= TmN Γ A, gN := φ. Ez egy STCCwk-homomorfizmus tehát teljesíti az

állításban megszabott feltételeket. □

Most kaptunk minden N STLC modellre egy TmCwk Γ A → TmN Γ A

függvényt, speciálisan gL : TmCwk ΓA→ TmL ΓA.

Ahhoz, hogy a fordított irányt megcsinájuk, be kell vezetnünk még pár

segédfüggvényt Cwk-n és Con-on.

13.2. Állítás. Létezik SubCwk : Con × Con → Set amire:

SubCwk ∆ ⋄ = {⋆∆}

SubCwk ∆ (Γ ▷ A) = SubCwk ∆ Γ× TmCwk ∆A

Bizonyítás. Fix ∆ ∈ Con mellett vegyük a következő (M ) CON modellt :

ConM := Set

⋄ M := {⋆∆}

s ▷ A := s× TmCwk ∆A

Létezik φ : Con → ConM homomorfizmus.

SubCwk ∆ Γ := φ(Γ)

A feltételek teljesülnek, hiszen:

SubCwk ∆ ⋄ = φ(⋄) = ⋄M = {⋆∆}

SubCwk ∆ (Γ ▷ A) = φ(Γ ▷ A) = φ(Γ) ▷MA = SubCwk ∆ Γ× TmCwk ∆A

□

Itt elkerülhető a Set használata, meg tudjuk mondani, hogy melyik hal-

mazba képez a függvény:

H0 := {TmCwk ΓA | Γ ∈ Con, A ∈ Ty} ∪ {{⋆Γ} | Γ ∈ Con}

Hn := {x× y | x ∈ Hn−1, y ∈ H0} (n >= 1)

H :=
⋃
n∈N

Hn

Így SubCwk : Con × Con → H függvény.



13.3. Állítás. Létezik _[_]Cwk : TmCwk Γ A × SubCwk ∆ Γ → TmCwk ∆ A

amire:

(t · u)[σ]Cwk = (t[σ]Cwk) · (u[σ]Cwk)

KΓ[σ]
Cwk = K∆

SΓ[σ]
Cwk = S∆

q[σ, t]Cwk = t

(wk t)[σ, u]Cwk = t[σ]Cwk

Bizonyítás. Fix ∆ mellett készítsük el a következő (M ) STCCwk modellt.

Az implicit típusokat nem fogjuk kiírni olvashatóság kedvéért.

TmM ΓA := {(t, f) | t ∈ TmCwk ΓA, f : SubCwk ∆ Γ → TmCwk ∆A}

(t, f) · M (u, g) := (t · Cwku, σ 7→ f(σ) · Cwkg(σ))

KM
Γ := (KCwk

Γ , σ 7→ KCwk
∆ )

SM
Γ := (SCwk

Γ , σ 7→ SCwk
∆ )

qMΓ := (qCwk
Γ , (σ, t) 7→ t)

A 2. koordinátában lévő függvény:

SubCwk ∆ (Γ ▷ A) = SubCwk ∆ Γ× TmCwk ∆A→ TmCwk ∆A

wkMΓ (t, f) := (wkCwk(t), (σ, u) 7→ f(σ))

A 2. koordinátában lévő függvény:

SubCwk ∆ (Γ ▷ A) = SubCwk ∆ Γ× TmCwk ∆A→ TmCwk ∆A

f pedig SubCwk ∆ Γ → TmCwk ∆A

Ellenőrizzük le az egyenlőségeket. Ahol nem írjuk ki, hogy a művelet

honnan van ott a Cwk-beli műveletre gondolunk.

Kβ : (Sβ is ugyanígy megcsinálható)

(K, f) · M (t, g) · M (u, h) =

(K · t, σ 7→ f(σ) · g(σ)) · M (u, h) =

(K · t · u, σ 7→ K · g(σ) · h(σ)) = (KβCwk mindkét koordinátában)

(u, σ 7→ h(σ))



wk· :

wkM ((t, f) · M (u, g)) =

wkM (t · u, σ 7→ f(σ) · g(σ)) =

(wk(t · u), (σ, v) 7→ f(σ) · g(σ)) =

(wk(t) · wk(u), (σ, v) 7→ f(σ) · g(σ)) =

(wk(t), (σ, v) 7→ f(σ)) · M (wk(u), (σ, v) 7→ g(σ)) =

wkM (t, f) · MwkM (u, g)

wkK : (wkS is ugyanígy megcsinálható)

wkMΓ (KM
Γ ) =

(wkΓ(KΓ), σ 7→ K∆) =

(KΓ▷A, σ 7→ K∆) = KM
Γ▷A

lamKβ : (lamSβ, lamwk·, η is ugyanígy megcsinálható)

SM
⋄ · M (KM · SM ) · M (SM · M (KM · MKM )) =

(S⋄ · (K · K) · (S · (K · K)), σ 7→ S∆ · (K∆ · K∆) · (S∆ · (K∆ · K∆))) =

(1. koordinátában lamKβCwk)

(2. koordinátában használjuk fel, hogy lamKβCwk minden kontextusban igaz)

(K, σ 7→ K∆) = KM

Tehát M valóban STCCwk modell, létezik egy φ : TmCwkΓA→ TmMΓA

homomorfizmus.

t[σ]Cwk := (π2(φ(t)))(σ)



Ez teljesíti a lemmában megszabott követelményeket:

(t · u)[σ]Cwk = (π2(φ(t) · Mφ(u)))(σ)

= π2(φ(t)(σ)) · π2(φ(u)(σ))

= t[σ]Cwk · u[σ]Cwk

KΓ[σ]
Cwk = (π2(KM

Γ ))(σ)

= K∆

SΓ[σ]
Cwk = (π2(SM

Γ ))(σ)

= S∆

q[σ, t]Cwk = (π2(q
M ))(σ, t)

= t

(wk t)[σ, u]Cwk = (π2(wkM φ(t)))(σ, u)

= (π2(φ(t)))(σ)

= t[σ]Cwk

□

Mostantól nem fogjuk végigcsinálni mindegyik indukciót, lesz, hogy csak

leírjuk, melyik GAT-ra kell csinálni az indukciót. Ezt azért is tehetjük meg,

mert az állítás kimondásában megadjuk az induktív lépéseket. Ezután a mo-

dell konstrukciója már nem túl érdekes.

13.4. Állítás. Létezik _ ◦ Cwk_ : SubCwk ∆Γ× SubCwk Θ∆ → SubCwk ΘΓ

amire:

⋆ ∆ ◦ Cwkρ = ⋆Θ

(σ, t) ◦ Cwkρ = (σ ◦ Cwkρ, t[ρ]Cwk)

Bizonyítás. Indukció CON-on. □

13.5. Állítás. Létezik wksΓ : SubCwk ∆ Γ → SubCwk (∆ ▷ A) Γ amire:

wks⋄ ⋆ ∆ = ⋆∆▷A

wksΓ▷A(σ, t) = (wksΓ σ,wkCwk
∆ t)



Bizonyítás. Indukció CON-on. □

13.6. Állítás. Létezik idCwk
Γ ∈ SubCwk Γ Γ amire:

idCwk
⋄ = ⋆⋄

idCwk
Γ▷A = (wksΓ(idCwk

Γ ), qCwk
Γ )

Bizonyítás. Indukció CON-on. □

13.7. Definíció. wks és idCwk segítségével be tudjuk vezetni pCwk ∈ SubCwk(Γ▷

▷ A) Γ-t.

pCwk
Γ := wksΓ idCwk

Végül pedig be kell vezetnünk a lam-ot.

13.8. Állítás. Létezik lamCwk : TmCwk (Γ ▷ A) B → TmCwk Γ (A ⇒ B)

amire:

lamCwk(t · u) = S · (lamCwk t) · (lamCwk u)

lamCwk K = K · K

lamCwk S = K · S

lamCwk q = S · K · K

lamCwk(wk t) = K · t

Bizonyítás. Készítsük el a következő (M ) STCCwk modellt. A definiálás

során felhasználjuk, hogy minden Γ ∈ Con-ra vagy Γ = ⋄ vagy létezik egyér-

telmű ∆ ∈ Con, A ∈ Ty amire Γ = ∆ ▷ A. Ahol nem írjuk ki, ott a Cwk-beli



függvényre gondolunk.

⋄ Γ ▷ A

TmM ⋄ A := Tm ⋄ A TmM (Γ ▷ A)B := TmCwk Γ (A⇒ B)

t · Mu := t · u t · Mu := S · t · u

KM := K KM := K · K

SM := S SM := K · S

qM : ⋄-re nem kell qM := S · K · K

wkM t := K⋄ · t wkM t := K · (wk t · q)

Az üres kontextusra (TmM ⋄ B elemeire) csak megörököljük a Cwk-beli

viselkedést. qM ∈ TmM (Γ ▷ A)A, így Γ ▷ A ̸= ⋄ miatt azt ebben az esetben

ezt nem kell megadni. Egyetlen érdekesebb eset a wkM , ami t ∈ TmM ⋄ A

esetén wkM t ∈ TmM (⋄▷B)A = Tm ⋄ (B ⇒ A), tehát K⋄ ·t ∈ Tm ⋄ (B ⇒ A)

jó definíció lesz.

Γ▷A esetben vizsgáljuk meg közelebbről, hogy mit csinálnak a műveletek.

Olvashatóság kedvéért a definícióban nem írtuk ki az implicit paramétereket,

de sokszor nem teljesen egyértelmű, hogy hogyan lehet ezeket jól megválasz-

tani. Implicit paramétereket azért sem írtuk ki, mert például KM esetén a

következőt kellett volna írnunk: KM
(Γ▷A),B,C = KCwk

Γ,(B⇒C⇒B),A · KCwk
Γ,B,C

_ · M_ :

t ∈ TmM (Γ ▷ A) (B ⇒ C) = Tm Γ (A⇒ B ⇒ C)

u ∈ TmM (Γ ▷ A)B = Tm Γ (A⇒ B)

Cél : t · Mu ∈ TmM (Γ ▷ A) C = Tm Γ (A⇒ C)

Valóban: t · Mu = SΓ · t · u ∈ Tm Γ (A⇒ C)

KM :

KM ∈ TmM (Γ ▷ A) (B ⇒ C ⇒ B) = Tm Γ (A⇒ B ⇒ C ⇒ B)

Legyen

K1 ∈ Tm Γ ((B ⇒ C ⇒ B) ⇒ A⇒ (B ⇒ C ⇒ B))

K2 ∈ Tm Γ(B ⇒ C ⇒ B)



Ekkor valóban KM = K1 · K2 ∈ Tm Γ (A⇒ B ⇒ C ⇒ B)

SM : X := (B ⇒ C ⇒ D) ⇒ (B ⇒ C) ⇒ B ⇒ D

SM ∈ TmM (Γ ▷ A)X = Tm Γ (A⇒ X)

Legyen

K ∈ Tm Γ (X ⇒ A⇒ X)

S ∈ Tm ΓX

Ekkor valóban SM = K · S ∈ Tm Γ (A⇒ X)

qM :

qM ∈ TmM ((Γ ▷ A) ▷ B)B = Tm (Γ ▷ A) (B ⇒ B)

Ekkor valóban qM = SΓ▷A ·KΓ▷A ·KΓ▷A ∈ Tm(Γ▷A)(B ⇒ B). (Korábbi

fejezetben már láttuk, hogy S K K az identitás)

wkM :

t ∈ TmM (Γ ▷ A) C = Tm Γ (A⇒ C)

Cél : wkM t ∈ TmM (Γ ▷ A ▷ B) C = Tm (Γ ▷ A) (B ⇒ C)

Megfelelő implicit paraméterek választása mellett :

wk t ∈ Tm (Γ ▷ A) (A⇒ C)

q ∈ Tm (Γ ▷ A)A

K ∈ Tm (Γ ▷ A) (C ⇒ B ⇒ C)

Ekkor wk t · q ∈ Tm (Γ ▷ A) C

Valóban: wkM t = K · (wk t · q) ∈ Tm (Γ ▷ A) (B ⇒ C)

Most ellenőrizni kell STCCwk egyenlőségeit. Itt fogjuk felhasználni, hogy

lamKβ, lamSβ, lamwk·, η-t csak az üres kontextusra kell igazolni, ahol au-

tomatikusan teljesülnek, hiszen ott ugyanazok a műveletek mint Cwk-ban.

Hasonlóan Kβ és Sβ is teljesül az üres kontextusra.

A következő egyenlőségek igazolása során fogjuk felhasználni a Cwk-ban

levezetett lamKβ′, lamSβ′, lamwk · ′, η′ szabályokat.

Először igazoljuk wk·,wkK,wkS-t az üres kontextusra:



wk· : t ∈ TmM ⋄ (A⇒ B), u ∈ TmM ⋄ A

wkM (t · Mu) = wkM (t · u)

= K⋄ · (t · u) (lamwk · ′)

= S⋄ · (K⋄ · t) · (K⋄ · u)
(Itt K⋄ · t ∈ Tm ⋄ (C ⇒ A⇒ B) = TmM (⋄ ▷ C) (A⇒ B))

= (K⋄ · t) · M (K⋄ · u)

= (wkM t) · M (wkM u)

wkK : (wkS hasonlóan)

wkM (KM
⋄,A,B) = K⋄,(A⇒B⇒A),C · K⋄,A,B= KM

(⋄▷C),A,B

Most pedig igazoljuk az egyenlőségeket Γ ▷ A esetében:

wk· : t ∈ TmM (Γ ▷ A) (B ⇒ C), u ∈ TmM (Γ ▷ A)B

wkM (t · Mu) = wkM (S · t · u)

= K · (wk(S · t · u) · q) (2× wk ·+ wkS)

= K · (S · (wk t) · (wk u) · q) (Sβ)

= K · (wk t · q · (wk u · q)) (lamwk · ′)

= S · (K · (wk t · q)) · (K · (wk u · q))

= (K · (wk t · q)) · M (K · (wk u · q))

= (wkM t) · M (wkM u)

wkK : (wkS hasonlóan)

wkM (KM ) = wkM (K · K)

= K · (wk(K · K) · q) (wk ·+ 2× wkK)

= K · (K · K · q) (Kβ)

= K · K

= KM



Kβ :

KM · M t · Mu = (K · K) · M t · Mu

= (S · (K · K) · t) · Mu

= S · (S · (K · K) · t) · u (lamKβ′)

= t

Sβ :

SM · M t · Mu · Mv = (K · S) · M t · Mu · Mv

= (S · (K · S) · t) · Mu · Mv

= (S · (S · (K · S) · t) · u) · Mv

= S · (S · (S · (K · S) · t) · u) · v (lamSβ′)

= S · (S · t · u) · (S · u · v)

= S · (t · Mu) · (u · Mv)

= t · Mu · M (u · Mv)

Az egyenlőségek teljesülnek tehát M valóban STCCwk modell, létezik φ :

Tm ΓA→ TmM ΓA homomorfizmus. t ∈ Tm (Γ ▷ A)B esetén:

lamCwk t := φ(t) ∈ TmM (Γ ▷ A)B = Tm Γ (A⇒ B)

Ellenőrizzük le az állítás kimondásában megszabott feltételeket:

lamCwk(t · u) = φ(t · u) = φ(t) · Mφ(u) = S · (lamCwk t) · (lamCwk u)

lamCwk K = φ(K) = KM = K · K

lamCwk S = φ(S) = SM = K · S

lamCwk q = φ(q) = qM = S · K · K

STCCwk-n indukcióval igazolható, hogy t ∈ Tm ⋄ B-re φ(t) = t. Az

utolsó feltétel igazolásához kell még egy indukció STCCwk-n. Be szeretnénk

látni, hogy minden t ∈ Tm ΓA,Γ ̸= ⋄-re wk(φ(t)) · q = t.

Vegyük Cwk-nak a következő (N ) részmodelljét :



TmN ⋄ B := Tm ⋄ B

TmN (Γ ▷ A)B := {t ∈ Tm (Γ ▷ A)B | wk(φ(t)) · q = t}

A műveleteket Cwk-ból örököljük, részmodellben az egyenlőségek automati-

kusan teljesülnek, csak azt kell belátni, hogy a modell zárt a műveletekre.

wk : t ∈ Tm ⋄ B-re kell, hogy wk(φ(wk t)) · q = wk t :

wk(φ(wk t)) · q = wk(wkM φ(t)) · q

= wk(K · t) · q

= K · wk t · q

= wk t

t ∈ Tm (Γ ▷A)B-re kell, hogy wkφ(t) · q = t⇒ wk(φ(wk t)) · q = wk t

wk(φ(wk t)) · q = wk(wkM φ(t)) · q (wkM def)

= wk(K · (wk φ(t) · q)) · q (wk ·+ wkK)

= K · wk(wk φ(t) · q) · q (Kβ)

= wk(wk φ(t) · q) (Indukciós feltétel)

= wk t

K :

wk φ(K) · q = wk KM · q

= wk(K · K) · q (wk ·+ 2× wkK)

= K · K · q (Kβ)

= K

S :

wk φ(S) · q = wk SM · q

= wk(K · S) · q (wk ·+ wkK + wkS)

= K · S · q (Kβ)

= S



q :

wk φ(q) · q = wk qM · q

= wk(S · K · K) · q (2× wk ·+ wkS + 2× wkK)

= S · K · K · q (S K K identitás)

= q

_ · _ : t ∈ Tm(Γ▷A)(B ⇒ C), u ∈ Tm(Γ▷A)B-re wkφ(t)·q = t,wkφ(u)·q =

= u. Ekkor igazolni kell, hogy wk φ(t · u) · q = t · u :

wk φ(t · u) · q = wk (φ(t) · Mφ(u)) · q

= wk(S · φ(t) · φ(u)) · q (2× wk ·+wkS)

= S · wk φ(t) · wk φ(u) · q (Sβ)

= (wk φ(t) · q) · (wk φ(u) · q) (Indukciós feltétel)

= t · u

Már többször láttuk, hogy iniciális modell részmodellje muszáj, hogy

megegyezzen vele. Tehát minden Γ ̸= ⋄, t ∈ TmΓA-ra tudjuk, hogy wkφ(t)·q =
= t.

Végül ellenőrizzük le az utolsó feltételt, amit az állítás kimondásában

megszabtunk lamCwk-ra. Ha t ∈ Tm ⋄ B :

lamCwk(wk t) = φ(wk t) = wkM (φ(t)) = wkM (t) = K · t

Ha t ∈ Tm (Γ ▷ A)B :

lamCwk(wk t) = φ(wk t) = wkM (φ(t)) = K · (wk φ(t) · q) = K · t

□

Most már készen vagyunk egy STLC modell megadására Cwk felhaszná-

lásval.

13.9. Állítás. fL : TmL Γ A → TmCwk Γ A, fL : SubL ∆ Γ → SubCwk ∆ Γ



függvény amire:

fL(σ ◦ ρ) = fL(σ) ◦ CwkfL(ρ)

fL(id) = idCwk

fL(ε) = ⋆

fL(t[σ]) = fL(t)[fL(σ)]Cwk

fL(σ, t) = (fL(σ), fL(t))

fL(p) = pCwk

fL(q) = qCwk

fL(lam t) = lamCwk fL(t)

fL(t · u) = fL(t) · CwkfL(u)

Itt is fL egyszerre több függvényt jelöl, de ez nem fog nekünk problémát

okozni.

Bizonyítás. Készítsük el a következő (M ) STLC modellt :

SubM Γ ∆ := SubCwk Γ ∆

TmM ΓA := TmCwk ΓA

_ ◦ M_ := _ ◦ Cwk_

idM := idCwk

εM := ⋆

_[_]M := _[_]Cwk

_,M _ := _,_ (A szokásos (σ, t) ∈ SubCwk ∆ Γ× TmCwk ∆A)

pM := pCwk

qM := qCwk

lamM := lamCwk

_ · M_ := _ · Cwk_

Most le kell ellenőrizni a szabályokat, mindenhol az M modellbeli műve-

letekre gondolunk. Kimondunk pár szabályt wks-re is amit későbbi szabályok



igazolására fogunk használni.

[◦] : t[σ ◦ ρ] = t[σ][ρ] indukció STCCwk-n

ass : (σ ◦ ρ) ◦ τ = σ ◦ (ρ ◦ τ) indukció CON-on

wks◦ : (wks σ) ◦ (ρ, u) = σ ◦ ρ indukció CON-on

idl : id ◦ σ = σ indukció CON-on

[wks] : t[wks σ] = wk(t[σ]) indukció STCCwk-n

[id] : t[id] = t indukció STCCwk-n

idr : σ ◦ id = σ indukció CON-on

⋄ η : {∀σ ∈ Sub Γ ⋄}σ = ε definíció szerint

▷ β1 : p ◦ (σ, t) = wks id ◦ (σ, t) = id ◦ σ = σ levezethető

▷ β2 : q[σ, t] = t definíció szerint

▷ η : (σ, t) = (p ◦ (σ, t), t) = (p ◦ (σ, t), q[σ, t]) levezethető

⇒ β : {∀t ∈ Tm (Γ ▷ A)B}lam t · u = t[id, u] indukció STCCwk-n

⇒ η : t = lam(t[p] · q) levezethető η′-vel

lam[] : (lam t)[σ] = lam(t[σ ◦ p, q]) indukció STCCwk-n

· [] : (t · u)[σ] = (t[σ]) · (u[σ]) definíció szerint

K[] : K[σ] = K _[_]Cwk def

S[] : S[σ] = S _[_]Cwk def

Ezek levezetései szerepelnek [2] Appendix B-ben.

13.10. Példa. [◦]
Készítsünk (N ) STCCwk modellt :

TmN ΓA = {t ∈ TmCwk ΓA | ∀ σ, ρ : t[σ ◦ ρ] = t[σ][ρ]}

Az összes többi művelet a Cwk-beli művelet lesz. Be kell látni, hogy TmN ΓA

zárt a műveletekre:

K[σ ◦ ρ] = K[σ][ρ] : (S-re ugyanígy)

K[σ ◦ ρ] = K (_[_]Cwk def)

= K[σ][ρ]



t[σ ◦ ρ] = t[σ][ρ] ⇒ (wk t)[(σ, u) ◦ ρ] = (wk t)[σ, u][ρ] :

σ ∈ Sub ∆ Γ, ρ ∈ Sub Θ ∆, t ∈ Tm Γ A,wk t ∈ Tm (Γ ▷ B) A, u ∈
∈ Tm ∆B, (σ, u) ∈ Sub ∆ (Γ ▷ B).

(wk t)[(σ, u) ◦ ρ] = (wk t)[σ ◦ ρ, u[ρ]]

= t[σ ◦ ρ]

= t[σ][ρ]

= (wk t)[σ, u][ρ]

t[σ ◦ ρ] = t[σ][ρ], u[σ ◦ ρ] = u[σ][ρ] ⇒ (t · u)[σ ◦ ρ] = (t · u)[σ][ρ] :

(t · u)[σ ◦ ρ] = t[σ ◦ ρ] · u[σ ◦ ρ]

= (t[σ])[ρ] · (u[σ])[ρ]

= (t[σ] · u[σ])[ρ]

= (t · u)[σ][ρ]

Tehát M valóban STLC modell, így létezik egy φ : L → M homomor-

fizmus.

fL := φ

Az állításban megszabott szabályok mind egyszerűen látszanak abból, hogy

φ egy STLC homomorfizmus. □

A kompozíciók ellenőrzése előtt még gL-t ki kell terjesztenünk SubCwk-ra.

13.11. Állítás. Létezik gL
Γ : SubCwk ∆ Γ → SubL ∆ Γ amire:

gL
⋄ (⋆) = ε

gL
Γ▷A(σ, t) = (gL

Γ(σ), g
L(t))

Bizonyítás. Indukció CON-on. □

Most, hogy gL-t kiterjesztettük, igazoljuk róla a következő egyenlősé-

geket, ezeket fel fogjuk használni a kompozíciók ellenőrzésénél. Mindenhol



abból a modellből vesszük a műveletet, amire értelmes a kifejezés.

gLwks : gL(wks σ) = gL(σ) ◦ p (Indukció CON-on)

gLid : gL(id) = id (Indukció CON-on)

gLp : gL(p) = gL(wks id) gLwks
= gL(id) ◦ p gLid

= id ◦ p idl
= p (Levezethető)

gL[] : gL(t[σ]) = (gL t)[gL σ] (Indukció STCCwk-n)

gL◦ : gL(σ ◦ ρ) = (gL σ) ◦ (gL ρ) (Indukció CON-on)

gLlam : gL(lam t) = lam (gL t) (Indukció STCCwk-n)

13.12. Példa. gL[] : gL(t[σ]Cwk) = (gL t)[gL σ]L

Bizonyítás. Fix δ ∈ Con mellett készítsük el a következő (M ) STCCwk

modellt :

TmM ΓA := {t ∈ TmCwk ΓA | ∀ σ ∈ SubCwk ∆ Γ : gL(t[σ]Cwk) = (gL t)[gL σ]L}

A műveleteket Cwk-ból örököljük, csak azt kell igazolni, hogy TmM zárt a

műveletekre.

K Kell : σ ∈ SubCwk ∆ Γ-ra gL(K[σ]) = (gL K)[gL σ]. (S hasonlóan)

(gL K)[gL σ] = lam(lam(q[p]))[gL σ] (2× lam[] + [◦])

= lam(lam(q[p ◦ ((gL(σ) ◦ p, q) ◦ p, q)])) (▷β1 + [◦])

= lam(lam(q[gL(σ) ◦ p, q][p])) (▷β2)

= lam(lam(q[p]))

= gL(K) (K[])

= gL(K[σ])

wk Kell : σ ∈ SubCwk ∆Γ, t ∈ TmΓA (wk t ∈ Tm (Γ ▷B)A), u ∈ Tm∆B

((σ, u) ∈ SubCwk ∆ (Γ ▷ B)) mellett :



gL(t[σ]) = (gL t)[gL σ] ⇒ gL((wk t)[σ, u]) = (gL (wk t))[gL(σ, u)]

gL((wkCwk t)[σ, u]Cwk) = (_[_]Cwk def)

gL(t[σ]Cwk) = (Indukciós feltétel)

gL(t)[gL(σ)]L = (▷β1)

gL(t)[pL ◦ L(gL(σ), gL(u))]L = ([◦])

gL(t)[p][gL(σ), gL(u)] = (2× gL def)

gL(wkCwk t)[gL(σ, u)]

q Kell : σ ∈ SubCwk ∆ Γ, u ∈ Tm ∆A-ra:

gL(q[σ, u]) = gL(q)[gL(σ, u)]

gL(qCwk [σ, u]Cwk) = (_[_]Cwk def)

gL(u) = (▷β2)

qL[gL(σ),L gL(u)]L = (2× gL def)

gL(qCwk)[gL(σ, u)]L

_ · _ Kell : σ ∈ SubCwk ∆ Γ-ra:

gL(t[σ]) = (gL t)[gL σ], gL(u[σ] = (gL u)[gL σ] ⇒ gL((t · u)[σ]) =

= gL(t · u)[gL σ]

gL((t · Cwku)[σ]Cwk) = (_[_]Cwk def)

gL(t[σ]Cwk · Cwku[σ]Cwk) (gL def)

gL(t[σ]) · LgL(u[σ]) (Indukciós feltétel)

(gL t)[gL σ] · L(gL u)[gL σ] (·[])

(gL(t) · LgL(u))[gL σ] (gL def)

gL(t · Cwku)[gL σ]

Ekkor tudjuk, hogy minden σ ∈ SubCwk ∆ Γ, t ∈ TmCwk Γ A-ra gL(t[σ]) =

= (gL t)[gL σ]. □

Most pedig térjünk a kompozíciók igazolására:

13.13. Állítás. ∀ t ∈ TmCwk ΓA : fL(gL(t)) = t



Bizonyítás. Készítsük el a következő (M ) STCCwk modellt :

TmM ΓA := {t ∈ TmCwk ΓA | fL(gL(t)) = t}

A műveleteket mind Cwk-ból örököljük, ismét csak azt kell igazolni, hogy az

alaphalmaz zárt a műveletekre:

_ · _ Kell : fL(gL(t)) = t, fL(gL(u)) = u⇒ fL(gL(t · u)) = t · u

fL(gL(t · Cwku)) = fL(gL(t) · LgL(u)) = fL(gL(t)) · CwkfL(gL(u)) = t · u

q Kell : fL(gL(q)) = q

fL(gL(qCwk)) = fL(qL) = qCwk

wk Kell : fL(gL(t)) = t⇒ fL(gL(wk t)) = wk t

fL(gL(wkCwk t)) = fL((gL(t))[pL]L)

= fL(gL(t))[fL(pL)]Cwk (Indukciós feltétel)

= t[pCwk ]Cwk (pCwk def)

= t[wks idCwk ]Cwk ([wks])

= wkCwk(t[idCwk ]Cwk) ([id])

= wkCwk t

K Kell : fL(gL(K)) = K

fL(gL(KCwk)) = fL(lamL(lamL(qL[pL]L))) = lamCwk(lamCwk(qCwk [pCwk ]Cwk))

Az fL definiálásához készített STLC modellben bebizonyítottuk, hogy

lamCwk , qCwk , pCwk ,_[_]Cwk teljesítenek minden STLC beli egyenlősé-

get. Ezt a kifejezést lamCwk , qCwk , pCwk ,_[_]Cwk definíciója szerint ki-

bonthatnánk, és kapnánk egy hosszú SCwk ,KCwk ,wkCwk , qCwk-ból álló

kifejezést. Ehelyett most az STLC-beli szabályokkal fogjuk ezt a kifeje-

zést egyszerűsíteni. Például a funext tulajdonságot is alkalmazhatjuk,

hiszen az csak a ⇒ η-n múlik, ami szintén teljesül lamCwk-re. A követ-

kező levezetés során, ahol nem írjuk ki, mindig a Cwk beli műveletre



gondolunk.

lam(lam(q[p]))[p][p] · q[p] · q = (2× lam[])

lam(lam(q[p][(p ◦ p, q) ◦ p, q]))[p] · q[p] · q = ([◦])

lam(lam(q[p ◦ ((p ◦ p, q) ◦ p, q)]))[p] · q[p] · q = (▷β1)

lam(lam(q[(p ◦ p, q) ◦ p]))[p] · q[p] · q = ([◦])

lam(lam(q[p ◦ p, q][p]))[p] · q[p] · q = (▷β2)

lam(lam(q[p]))[p] · q[p] · q =

(Ugyanezt mégegyszer)

lam(lam(q[p])) · q[p] · q =

(Korábban igazoltuk)

q[p] = (Kβ)

K · q[p] · q = (2× K[])

K[p][p] · q[p] · q

Tehát fL(gL(KCwk)) = KCwk .

S Kell : fL(gL(S)) = S

Ezt ugyanúgy lehet megcsinálni mint K-ra, csak itt 3-szor kell a funext-

et alkalmazni.

Ekkor tudjuk, hogy minden t ∈ TmCwk ΓA-ra fL(gL(t)) = t.

□

13.14. Állítás. ∀ t ∈ TmL ΓA : gL(fL(t)) = t

Bizonyítás. Készítsük el a következő M részmodellt :

TmM ΓA := {t ∈ TmL ΓA | gL(fL(t)) = t}

SubM ∆ Γ := {σ ∈ SubL ∆ Γ | gL(fL(σ)) = σ}

A műveleteket L-ből örököljük, ismét csak azt kell igazolni, hogy az alaphal-

mazok zártak a műveletekre.



◦ Kell : gL(fL(σ)) = σ, gL(fL(ρ)) = ρ⇒ gL(fL(σ ◦ ρ)) = σ ◦ ρ

gL(fL(σ ◦ Lρ)) = gL(fL(σ) ◦ CwkfL(ρ)) (gL◦)

= gL(fL(σ)) ◦ LgL(fL(ρ)) (Indukciós feltétel)

= σ ◦ Lρ

id Kell : gL(fL(id)) = id

gL(fL(idL)) = gL(idCwk)
gLid
= idL

ε Kell : gL(fL(ε)) = ε

gL(fL(εL)) = gL(⋆) = εL

_[_] Kell : gL(fL(t)) = t, gL(fL(σ)) = σ ⇒ gL(fL(t[σ])) = t[σ]

gL(fL(t[σ]L)) = gL(fL(t)[fL(σ)]Cwk (gL[])

= gL(fL(t))[gL(fL(σ))]L (Indukciós feltétel)

= t[σ]L

_,_ Kell : gL(fL(σ)) = σ, gL(fL(t)) = t⇒ gL(fL(σ, t)) = (σ, t)

gL(fL(σ,L t)) = gL(fL(σ),Cwk fL(t)) = gL(fL(σ)),L gL(fL(t)) = (σ,L t)

p Kell : gL(fL(p)) = p

gL(fL(pL)) = gL(pCwk)
gLp
= pL

q Kell : gL(fL(q)) = q

gL(fL(qL)) = gL(qCwk) = qL

lam Kell : gL(fL(t)) = t⇒ gL(fL(lam t)) = lam t

gL(fL(lamL t)) = gL(lamCwk(fL(t))) (gLlam)

= lamL(gL(fL(t))) (Indukciós feltétel)

= lamL(t)



_ · _ Kell : gL(fL(t)) = t, gL(fL(u)) = u⇒ gL(fL(t · u)) = t · u

gL(fL(t · Lu)) = gL(fL(t) · CwkfL(u)) = gL(fL(t)) · LgL(fL(u)) = t · Lu

Ekkor tudjuk, hogy minden t ∈ TmL Γ A-ra gL(fL(t)) = t. Sőt, az is igaz

lesz, hogy minden σ ∈ SubL ∆ Γ-ra gL(fL(σ)) = σ. □

Most már valóban kimondhatjuk, hogy TmLΓA ∼= TmCwkΓA. A korábbi

fejezetben szereplő bijekcióval összerakva a következő állítást igazoltuk: gL ◦
◦ fC : TmC A ∼= TmL ⋄ A.

14. Pár alkalmazás

Hasonlóan az algebrai elméletek iniciális modelljéhez, C-ben, Cwk-ban és

L-ben egy term az formális kifejezések ekvivalencia osztálya, ami zárt az

adott elméletben szereplő egyenlőségekre. A bijekciót az ekvivalenciaosztály

reprezentánsain adtuk meg és a bizonyítás során azt is megkaptuk, hogy ez a

függvény jóldefiniált az ekvivalencia osztályokon. Amikor ellenőriztük, hogy

az adott elmélet egyenlőségeit teljesíti-e a függvény, akkor tulajdonképpen

ezt a munkát végeztük el.

STCC-ben és STLC-ben egy program futtatása abból áll, hogy alkalmaz-

zuk rá az egyenlőségeket valamilyen sorrendben. Pontosabban veszünk egy

reprezentánst (pl. S ·K ·K · x) és erre ahogy alkalmazzuk a szabályokat, egy

ekvivalenciaosztályon belül mozgunk. Mivel a bijekciónk jóldefiniált az ekvi-

valenciaosztályokon meg tudjuk csinálni, hogy átmegyünk a másik elméletbe,

ott végrehajtunk pár egyszerűsítést, aztán visszatérünk. Ilyenkor ugyanazt a

termet kapjuk vissza.

Most nézzünk meg pár példát, hogy ezt hogyan lehet felhasználni. A

következő példákban végig a típus nélküli verzióval fogunk dolgozni. Mivel

a bizonyításunk tetszőleges Ty,_ ⇒ _ mellett működik, most legyen Ty =

= {⋆}, A ⇒ B := ⋆. Mivel Ty 1 elemű, TmC A,TmL Γ A helyett csak

TmC,TmLΓ-t írunk. Legyen φ : TmC ↔ TmL : ψ a korábbiakból megkapott

bijekció.



14.1. Példa. φ(S · K · K) · x = x minden x ∈ TmL ⋄ esetén.

φ(S · K · K) · x = φ(S · K · K) · φ(ψ(x))

= φ(S · K · K · ψ(x)) (Sβ)

= φ(K · ψ(x) · (K · ψ(x))) (Kβ)

= φ(ψ(x))

= x

Tehát C-beli identitás képe L-ben is identitásként viselkedik.

A következő állításra kézzel konstruálni megoldást, már n = 3 esetén is

nagyon bonyolult.

14.2. Állítás. Legyen n ∈ N>0 és σ ∈ Sn tetszőleges permutáció. Ekkor lé-

tezik t ∈ TmC, hogy minden y1, . . . , yn ∈ TmC-re t·y1·. . .·yn = yσ(1)·. . .·yσ(n).

Bizonyítás. Először oldjuk meg STLC-ben. Ha van egy n lam-unk egymásba

ágyazva akkor belül az i-edik változóra q[p ◦ . . . ◦ p︸ ︷︷ ︸
n−i

]-vel tudunk hivatkozni.

Adott n, σ mellett:

u := lam lam . . . lam︸ ︷︷ ︸
n

(q[p ◦ . . . ◦ p︸ ︷︷ ︸
n−σ(1)

] · . . . · q[p ◦ . . . ◦ p︸ ︷︷ ︸
n−σ(n)

])

Ekkor tetszőleges x1, . . . , xn ∈ TmL ⋄ esetén:

u · x1 · . . . · xn = xσ(1) · . . . · xσ(n)

Most legyen y1, . . . , yn ∈ TmC tetszőleges. Ekkor:

ψ(u) · y1 · . . . · yn = ψ(u) · ψ(φ(y1)) · . . . · ψ(φ(yn))

= ψ(u · φ(y1) · . . . · φ(yn))

= ψ(φ(yσ(1)) · . . . · φ(yσ(n)))

= ψ(φ(yσ(1))) · . . . · ψ(φ(yσ(n)))

= yσ(1) · . . . · yσ(n)

Tehát t = ψ(u) ∈ TmC jó lesz. □



15. Kitekintés, további kérdések

A szakirodalomban (például [4]-ben) az STCC és STLC iniciális modellje-

inek ekvivalenciáját egy konkrét, egyelemű Ty halmaz mellett igazolják. A

dolgozatban bemutatott bizonyítás azért általánosabb, mert tetszőleges Ty

halmaz mellett érvényes, és azért is, mert biztosak lehetünk benne, hogy nem

függ az iniciális modell konkrét konstrukciójától. Érdekes lenne megvizsgál-

ni, hogy a [4]-ban adott bizonyítás (a 9. fejezetben) hogyan vezethető le az

általunk bemutatott keretrendszerből.

További érdekes kérdés az, hogy mit tudunk, ha STCC-ből elhagyunk

az extenzionális (lamKβ, lamSβ, lamwk·, η) szabályok közül valamennyit. El-

képzelhető, hogy például ha elhagyjuk STCC-ből és STLC-ből is az η sza-

bályt, akkor továbbra is teljesül ez az ekvivalencia.

A Lean, Agda és Coq típusú modern bizonyításellenőrző programozási

nyelvek az STLC-hez hasonló de összetettebb rendszereken alapulnak. Az

ezekben írt formális bizonyítások hasonlítanak a dolgozatban kézzel elvégzett

indukciókhoz. Érdekes lenne megvizsgálni, hogy a bemutatott elvek pontosan

hogyan épülnek be ezen programozási nyelvekbe.
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Nyilatkozat Mesterséges Intelligencia használatáról

Alulírott Viczián András nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészítése

során az alább felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI alapú eszközöket

alkalmaztam:

Feladat Felhasznált eszköz Felhasználás helye Megjegyzés

Helyesírás ellenőr-

zése

Gemini 3.1 A teljes dolgozatban

Diagram készítés Gemini 3.1 3.3-mas rész A kategóriák nyel-

vét szemléltető di-

agram elkészítéséhez

használtam.

Fogalmazás Gemini 3.1 Bevezetés, kitekintés Egyes szövegrészek

stílusának csiszolása

MI nyilatkozat

táblázat

Gemini 3.1 MI nyilatkozat Ennek a nyilatkozat-

nak elkészítése

A felsoroltakon túl más MI alapú eszközt nem használtam.
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