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Bevezetés

A legrövidebb utak problémája a gráfelmélet és az algoritmuselmélet egyik legismer-
tebb és legfontosabb problémája. A feladatban egy adott gráf két csúcsa között szeret-
nénk legrövidebb utat keresni bizonyos élsúlyozás mellett. A probléma rendkívül széles
körben alkalmazott: megjelenik útvonaltervező rendszerekben, kommunikációs hálózatok-
ban, adatbázisokban, valamint számos más területen. Emiatt a széles körű alkalmazás
miatt egy igen kutatott téma.

A problémának számos speciális esete van, ebben a dolgozatban egy egyszerű, irá-
nyított gráf egy rögzített s forráscsúcsából szeretnénk megkeresni a többi csúcsba vezető
legrövidebb utakat nemnegatív élsúlyozás mellett. Erre a problémára ismert Edsger W.
Dijkstra algoritmusa, melyet 1959-ben publikált [4]. Az algoritmus egy mohó stratégi-
án alapul: kezdetben legyen s távolsága 0, a többi csúcs távolsága ∞. Minden lépés-
ben válasszuk a legkisebb távolságértékkel rendelkező, még nem feldolgozott csúcsot, és
próbáljunk javítani a csúcs szomszédainak s csúcstól vett távolságán. Az algoritmus he-
lyességének kulcsa, hogy nemnegatív élsúlyok esetén a kiválasztott csúcs távolsága már
véglegesnek tekinthető.

A Dijkstra-algoritmus hatékonysága nagyban függ attól, hogy milyen adatszerkezetet
használunk. Bináris kupaccal a futási idő O(m log n) (n jelöli a csúcsok számát, m az
élek számát), míg az egyik leggyorsabb futási idő Fibonacci-kupaccal érhető el (O(m +

n log(n))). Ezek az eredmények hosszú időn keresztül optimálisnak számítottak.
A Dijkstra-algoritmusban az egyik meghatározó lépés az, hogy rendezzük a csúcsok

aktuális távolságértékeit, azaz az algoritmus fontos része egy rendezési feladat. Ismert
eredmény, hogy összehasonlítás alapú modellben n elem rendezése Ω(n log(n)) lépést igé-
nyel. Ezt a korlátot szokás rendezési korlátnak nevezni. Sokáig úgy gondolták, hogy emiatt
a legrövidebb utak problémájának megoldására nem adható gyorsabb algoritmus. Mégis
fontos kérdés maradt, hogy lehetséges-e olyan algoritmust adni, ami áttöri ezt a korlátot,
azaz gyorsabban oldja meg a problémát, mint az előbb említett Ω(n log(n)) alsó becslés.

2023-ban publikáltak egy cikket (A Randomized Algorithm for Single-Source Shor-
test Path on Undirected Real-Weighted Graphs [6]), melyben a szerzők egy hatékony,
randomizált algoritmust adtak a problémára, irányítatlan gráfokra. Ennek futási ideje
O(m

√
log(n) log(log(n))). Ez volt az első olyan algoritmus, ami ritka gráfokon gyorsab-

ban lefutott, mint a Dijkstra-algoritmus Fibonacci-kupaccal.
Az első determinisztikus, irányított gráfokon futtatható algoritmus, mely hatékonyabb-
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nak bizonyult a Dijkstra-algoritmusnál ritka gráfokon, 2025-ben született. A Breaking the
Sorting Barrier for Directed Single-Source Shortest Paths [7] című cikkben számos új algo-
ritmikus technika segítségével sikerült elérni, hogy ritka gráfokban O(m log2/3(n)) időben
megkeressük a legrövidebb utakat. Az algoritmus alapvető ötlete, hogy a csúcsok közötti
prioritási viszonyokat nem szükséges teljes pontossággal fenntartani, hanem elegendő bi-
zonyos részleges rendezési információ fenntartása. Az algoritmus hatékony megvalósítása
érdekében a szerzők létrehoztak egy új adatstruktúrát.

Ebben a szakdolgozatban áttekintjük a legrövidebb utak problémáját, röviden ismer-
tetjük a klasszikus megközelítéseket és azok korlátait, majd részletesebben megvizsgáljuk
a Breaking the Sorting Barrier for Directed Single-Source Shortest Paths című cikk szerzői
által leírt algoritmust és a bevezetett algoritmikus ötleteket.
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1. fejezet

Előkészületek

Az első fejezetben rögzítünk néhány jelölést, majd röviden bemutatjuk azokat az adat-
struktúrákat és algoritmusokat, melyek ismerete szükséges lesz a bevezetésben említett
algoritmus megértéséhez.

Adott D = (V,A) egyszerű, irányított gráf és egy w nemnegatív súlyfüggvény (ezt a
szakdolgozatban minden esetben feltesszük). n-nel jelöljük a gráf csúcsainak számát, míg
m-mel a gráf élszámát. Feltesszük, hogy s ∈ V csúcsból minden csúcs elérhető. Feladat:
minden v ∈ V csúcsra keressük meg a legrövidebb (s, v) út hosszát.

A v csúcs s csúcstól vett távolsága a legrövidebb (s, v) út hossza. Jelöljük ezt dist(v)-
vel. Több algoritmust ismertetünk majd a dolgozatban, ezek mindegyikében szerepel-
ni fognak távolságcímkék az egyes csúcsokra. Ezek értékét d(v)-vel jelöljük. Kezdetben
d(s) = 0 és d(v) =∞, ∀v ∈ V \{s}. Egy csúcsot késznek nevezünk, ha a távolságcímkéje
megegyezik az s csúcstól vett távolságával, azaz dist(v) = d(v), különben a csúcs nem

kész (az algoritmusok futása közben d(v) ≥ dist(v) egyenlőség mindig teljesülni fog). Egy
S ⊆ V halmaz kész, ha elemei készek.

Egy csúcs távolságcímkéjének értékére sokszor csak a „csúcs értéke" vagy a „csúcs
távolságértéke" kifejezéssel hivatkozunk.

A dolgozatban log kifejezés alatt kettes alapú logaritmust értünk.
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1.1. Adatstruktúrák

1.1.1. Láncolt lista

A láncolt lista [10, 11] egy fejből és listaelemekből áll. A fej egy mutató, ami az első
listaelemre mutat. A listaelemek két részből állnak: adatrész, mely a tényleges információt
tárolja, valamint mutató, ami a következő listaelemre hivatkozik. Tehát a memóriában a
listaelemek nem egymás mellett helyezkednek el, hanem mutatókkal kapcsolódnak egy-
máshoz. Emiatt a láncolt lista egy rugalmas adatszerkezet, új elem beszúrása esetén nem
kell a többi elemet átrendezni a memóriában. Az utolsó elem mutatója üres mutató, azaz
nil.

Többfelé láncolt lista létezik, a legegyszerűbb változat az előbb említett egyszeresen
láncolt lista (csak a következő listaelemre mutat az adott listaelem mutatója). Fontos
lesz számunkra az új adatstruktúra felépítése szempontjából a kétszeresen láncolt lista.
Ebben az adatszerkezetben az elemek két mutatót tartalmaznak: az első a következő
elemre mutat, míg a második az előző elemre. Így lehetővé válik a lista két irányból való
bejárása.

A láncolt lista legnagyobb előnye, hogy konstans időben tudunk beszúrni a lista elejére
(amennyiben nem kell ellenőriznünk, hogy az adott kulcsú rekord benne van-e a listában).
Kétszeresen láncolt lista esetén, ha ismert a listaelem memória címe, akkor a törlés is
elvégezhető konstans időben. Hátrány, hogy nem tudunk hatékonyan keresni, sorban be
kell járnunk a listaelemeket, míg a keresett rekordot tartalmazó elemet meg nem találjuk,
így a keresés O(n) idejű művelet. Emiatt olyan problémák esetén érdemes használni,
melyekben sok beszúrást és törlést kell végrehajtani, és kevés keresést.

1.1.2. Bináris kupac

A bináris kupac [10, 11] egy teljes bináris fa, mely csúcsaiban rekordokat tárolunk, egy-
egy kitüntetett kulcs mezővel. A teljesség azt jelenti, hogy minden szint teljesen ki van
töltve, kivéve az utolsót, ami balról jobbra töltődik fel. Emellett teljesül a kupacfeltétel:
minden nem gyökér csúcsra igaz, hogy a benne tárolt kulcs értéke legfeljebb akkora, mint a
szülőjében tárolt kulcs értéke. Ennek következménye, hogy a legkisebb kulcsú elem mindig
a gyökérben található.

A bináris kupacot a teljesség miatt könnyen eltárolhatjuk egy egyszerű tömbben. Az
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első helyre a gyökér kulcsa kerül, míg az i. elem gyerekei a 2i és 2i+ 1 helyekre kerülnek.
Ez alapján a j. helyen tárolt rekord szülője a ⌊ j

2
⌋. helyen tárolt rekord.

A bináris kupacban a minimális kulcs értéke O(1) időben lekérdezhető, hiszen ez nem
más, mint a tömb első eleme. A beszúrás művelet O(log n) idejű: a tömb első üres helyére
beszúrjuk a kívánt kulcsot, majd helyre kell állítanunk a kupactulajdonságot. Ehhez úgy-
mond felbillegtetjük az új elemet egészen addig, amíg helyre nem áll a kupactulajdonság.
Egy másik művelet, amit támogat a bináris kupac, a minimális kulcsú elem kitörlése.
Ez szintén O(log n) időben valósítható meg: a tömb első és utolsó elemét megcseréljük,
a tömb utolsó elemét töröljük, majd az első elemet lebillegtetjük, hogy helyreálljon a
kupactulajdonság.

1.1.3. Fibonacci-kupac

A Fibonacci-kupac [11] egy fejlett kupac alapú adatszerkezet. Az adatszerkezet több
kupacrendezett fából áll, melyek gyökerei két irányba körbe vannak láncolva. A bináris
kupaccal ellentétben itt nem követeljük meg, hogy egy csúcsnak legfeljebb két gyereke
lehet. A szerkezet egyik lényeges jellemzője, hogy a legtöbb művelet amortizált értelemben
rendkívül hatékonyan hajtható végre.

A Fibonacci-kupacban minden csomópont több mezőt tartalmaz. Egy csúcsban 4 poin-
tert tárolunk el: a szülőre, a bal és jobb testvérére mutató pointert, valamint az egyik
gyerekére mutató pointert. A csomópontok gyerekei is körkörösen láncolva vannak. El-
tároljuk még, hogy egy csúcsnak hány gyereke van, illetve egy jelölő-bitet, ami a kupac
műveleteinél fog szerepet játszani.

A Fibonacci-kupac legfontosabb művelete a minimum elem lekérdezése, amely kons-
tans időben elvégezhető, mivel az adatszerkezet külön mutatót tart fenn a legkisebb elem-
re. Az új elem beszúrása szintén O(1) amortizált időigényű művelet. Ilyenkor egy új egy-
elemű fa jön létre, amelyet egyszerűen hozzákapcsolunk a gyökérlistához, és szükség esetén
frissítjük a minimumra mutató hivatkozást.

A minimum elem törlése bonyolultabb folyamat. Amikor a gyökérben lévő minimális
elemet eltávolítjuk, annak gyermekei a gyökérlista részévé válnak. Ezután egy helyreállí-
tási lépés következik, amely során azonos fokszámú fákat egyesítünk. Az egyesítés során a
nagyobb kulcsú gyökér a kisebb kulcsú gyökér gyermekévé válik. A folyamat addig folyta-
tódik, amíg minden fa különböző fokszámú nem lesz. Ennek a műveletnek az amortizált
időigénye O(log n).
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Egy másik fontos művelet a kulcs csökkentése. Ha egy csomópont kulcsát csökkentjük,
előfordulhat, hogy megsérül a kupacfeltétel, vagyis a csomópont kulcsa kisebb lesz, mint
a szülőé. Ilyenkor a csomópontot levágjuk a szülőjéről, és a gyökérlistához adjuk. Ha a
szülő már korábban elveszített egy gyermeket, akkor az is levágásra kerül, és ez a folya-
mat rekurzívan folytatódhat. Ezt a mechanizmust kaszkád vágásnak nevezzük. Ennek az
eljárásnak köszönhetően a kulcscsökkentés amortizált időigénye O(1) marad.

Az adatszerkezet elméleti hatékonyságát az garantálja, hogy egy csomópont fokszáma
legfeljebb logaritmikus lehet az elemek számához képest. Ez a tulajdonság a Fibonacci-
számokkal kapcsolatos matematikai összefüggésekből vezethető le, innen származik az
adatszerkezet elnevezése is.

A Fibonacci kupac különösen olyan algoritmusokban hasznos, ahol sok kulcscsökken-
tési művelet történik. Ilyen például a legrövidebb utak keresése vagy a minimális feszítőfa
meghatározása. Bár az amortizált időbonyolultság szempontjából kedvező tulajdonságok-
kal rendelkezik, a gyakorlatban sokszor a bináris kupacot használják helyette az egysze-
rűbb implementáció és a kisebb konstans faktorok miatt.

1.1.4. AVL-fa

Az AVL-fa [10, 11] egy önkiegyensúlyozó bináris keresőfa, amely garantálja, hogy a fa
magassága logaritmikus marad az elemek számához képest. A szerkezet alapelve az, hogy
minden csomópont esetében a bal és jobb részfa magasságának különbsége legfeljebb egy
lehet.

Ha egy beszúrás vagy törlés során ez a feltétel megsérül, akkor a fa speciális konstans
idejű forgatási műveletekkel helyreállítja az egyensúlyt.

Az AVL-fában a keresés, a beszúrás és a törlés műveletei mind logaritmikus időben
hajthatók végre. A kiegyensúlyozottság biztosítja, hogy a fa magassága mindig O(log n)

legyen, így a műveletek hatékonysága garantált. A kiegyensúlyozottság fenntartása ugyan
többletmunkát igényel beszúráskor és törléskor, de cserébe a keresési műveletek kiszámít-
hatóan gyorsak maradnak.
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1.2. Legrövidebb utakat kereső algoritmusok

1.2.1. Dijkstra algoritmus

A Dijkstra-algoritmus [4, 11] egy alapvető gráfalgoritmus, amely meghatározza a leg-
rövidebb utakat egy adott kiindulási csúcsból, nemnegatív élsúlyozás mellett.

Legyen adott egy D = (V,A) gráf, ahol V a csúcsok halmaza, A az élek halmaza,
valamint w egy nemnegatív súlyfüggvény. Tegyük fel, hogy minden csúcs elérhető egy
s forráscsúcsból. A feladat az, hogy ebből a kezdőcsúcsból meghatározzuk minden más
csúcs minimális távolságát.

Ahogy a bevezetésben írtuk, az algoritmus egy mohó stratégiát alkalmaz: kezdetben
minden csúcs távolságát végtelennek tekintjük, kivéve a kezdőcsúcsot, amelynek távolsága
nulla. Ezután ismételten kiválasztjuk azt a még fel nem dolgozott csúcsot, amelynek az
aktuális távolságértéke a legkisebb. Ezt a csúcsot feldolgozottnak tekintjük, majd meg-
vizsgáljuk az összes szomszédját, és szükség esetén frissítjük azok távolságértékeit. Ezt a
műveletet relaxációnak nevezzük.

A relaxáció során ellenőrizzük, hogy egy adott él mentén található-e rövidebb út. Ha
egy u csúcsból egy v csúcsba vezető él esetén teljesül

d(v) > d(u) + wuv,

akkor a d(v) távolságértéket d(u) + wuv értékre csökkentjük. Az algoritmus addig folyta-
tódik, amíg minden csúcs feldolgozásra nem kerül.

Az algoritmus hatékonysága függ az alkalmazott adatszerkezettől. Fibonacci-kupac
használatával a futási idő O(m+n log n) nagyságrendű. Fontos korlátozás azonban, hogy
az algoritmus csak nemnegatív él-súlyok esetén ad helyes eredményt.

1.2.2. Bellman Ford algoritmus

A Bellman-Ford-algoritmus [1, 11] szintén a legrövidebb utak meghatározására szolgál
egy súlyozott digráfban, azonban képes kezelni a negatív súlyú éleket is. Az algoritmus
feltételezi, hogy a gráf nem tartalmaz negatív súlyú irányított kört, mivel ilyen kör je-
lenlétében a legrövidebb séták nem értelmezhetőek, és a legrövidebb utak megtalálása
NP-nehéz.
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Legyen adott egy D = (V,A) gráf és egy w : A → R súlyfüggvény. Meg szeretnénk
határozni egy adott s kezdőcsúcsból a többi csúcs minimális távolságát. Az algoritmus
működésének alapja az, hogy az éleken végrehajtott relaxációs műveletet többször egymás
után alkalmazzuk.

A módszer kezdetben minden csúcs távolságát végtelennek tekinti, kivéve a kezdőcsú-
csét, melynek távolsága 0. Ezután a gráf összes élén sorban végrehajtja a relaxációt, és ezt
a folyamatot n− 1 alkalommal megismétli. Ennek oka, hogy egy út legfeljebb n− 1 élből
állhat, így ennyi iteráció elegendő ahhoz, hogy minden legrövidebb út figyelembe vételre
kerüljön.

Az algoritmus egyik fontos tulajdonsága, hogy képes felismerni a negatív súlyú köröket.
Az n − 1 iteráció után az algoritmus még egyszer megvizsgálja az összes élt. Ha ekkor
még található olyan él, amelyen a távolság tovább csökkenthető, akkor a gráf tartalmaz
negatív összsúlyú kört.

A Bellman-Ford-algoritmus időbonyolultsága O(n ·m), ami általában nagyobb, mint a
Dijkstra-algoritmusé, azonban a negatív élsúlyok kezelése miatt sok esetben ez az egyetlen
alkalmazható módszer.

11



2. fejezet

Az algoritmus

Ahogy a bevezetésben írtuk, az algoritmus ritka gráfok esetén működik hatékonyan,
tehát olyan gráfokon, melyek élszáma nem jelentősen nagyobb a csúcsok számánál. Az
algoritmus ennél erősebb tulajdonságot is feltételez a gráfról, nevezetesen azt, hogy a gráf
csúcsainak ki- és be-fokszámai kis értéket vesznek fel. Sok olyan konstrukció létezik, mely
tetszőleges irányított, egyszerű D gráfhoz és w nemnegatív súlyfüggvényhez létrehoz egy
D′ gráfot, amely rendelkezik az előbb említett tulajdonsággal, és a legrövidebb utak hossza
megegyezik a két gráfban. Most megadunk egy olyan eljárást, ahol D′ csúcsainak ki- és
be-fokszámai is legfeljebb 3 értéket vesznek fel.

A Data structures for on-line updating of minimum spanning trees [8] című cikkben
leírt eljáráshoz hasonlóan járunk el: ha v ∈ V (D) ki- és be-fokainak összege legfeljebb
3, akkor v-t nem változtatjuk. Ha v ki- és be-fokainak összege nagyobb, mint 3 (tegyük
fel, hogy d), akkor minden kimenő és bejövő élhez létrehozunk egy vi csúcsot D′-ben,
i = 0, .., d−1. Behúzzuk a (vi, vi+1 mod d) éleket i = 0, .., d−1 értékek esetén. Legyen ezen
élek súlya 0. Ha (u, v) ∈ A(D), akkor D′-ben behúzzuk az (uj, vi) élt (amennyiben u ki- és
be-fokainak összege legfeljebb 3, akkor az (u, vi) élt) wuv súllyal, valamint (v, z) ∈ A(D)

élek esetén a (vj, zi) élt wvz súllyal. D′ létrehozható O(m) időben (m = A(D)).
D′-ben a csúcsok száma, így O(m) nagyságrendű lett, ami miatt az algoritmus kevésbé

lesz hatékony. Ezért is fontos feltenni, hogy ritka gráfra futtatjuk az algoritmust, mert
ebben az esetben nem fog jelentősen megnőni a csúcsszám D′ gráfban. Mivel feltettük,
hogy a gráf minden csúcsa elérhető az s csúcsból, így minden csúcs be-foka legalább 1
(s kivételével). Emiatt D′ gráfban az s-től különböző csúcsokra teljesül az, hogy mind
be-fokaik, mind ki-fokaik száma legfeljebb 2.

Egy gráfot 3-korlátos fokszámú gráfnak hívunk a dolgozatban, ha a gráf minden csú-
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csára teljesül, hogy ki- és be-fokszámainak összege legfeljebb 3.
Ettől a ponttól kezdve feltesszük, hogy az algoritmust csak 3-korlátos fokszámú grá-

fokra futtatjuk.

2.1. Az algoritmus ötlete

Az algoritmus fő gondolatát 3, a bottleneck problémára adott eljárás adta. Ebben a
szakaszban ismertetjük ezt a problémát, valamint azokat az ötleteket, melyek segítségével
sikerült megalkotni a legrövidebb út problémára adott hatékony eljárást.

A klasszikus legrövidebb út problémában egy gráf két csúcsa között olyan utat ke-
resünk, amelynek az összsúlya minimális. Számos alkalmazásban azonban nem az élek
súlyainak összege a legfontosabb tényező, hanem az út legnagyobb súlyú élének értéke.
Ezt nevezzük bottleneck vagy minimax problémának.

Legyen D = (V,A) egy súlyozott gráf, w valós súlyfüggvény az éleken. A bottleneck
probléma esetén egy P út költsége:

c(P ) = max
e∈P

we

A probléma célja két csúcs között olyan út keresése, amely minimalizálja ezt a maxi-
mális élköltséget:

min
P

max
e∈P

we

A probléma hatékonyan megoldható a Dijkstra-algoritmus módosításával. A klasszikus
Dijkstra esetén egy csúcs távolsága az oda vezető út élköltségeinek összege. Ebben az
esetben azonban az út költsége az út maximális élértéke lesz.

Legyen d(v) az s forrásból v-be vezető legjobb bottleneck érték. Relaxáció során:

d(v) = min(d(v),max(d(u), wuv)

A klasszikus összegzés helyett tehát maximum operáció jelenik meg.
Az algoritmus helyessége hasonlóan bizonyítható, mint a klasszikus Dijkstra esetében.

Bináris kupac használatával az időkomplexitás:

O(m log n).
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Harold Gabow és Robert Tarjan 1987-ben írtak egy cikket (Algorithms for two bott-
leneck optimization problems [9]), melyben egy O(m log∗(n)) futási idejű algoritmust
adtak a problémára ritka gráfok esetén (itt log(0)(x) = x, log(r+1)(x) = log(log(r)(x));
log∗(x) = min{i | log(i)(x) ≤ 1}). Egy adott s forráscsúcsból szeretnénk megkeresni az
összes többi csúcsba azt az utat, mely mentén a legnagyobb súlyú él minimális. Az al-
goritmus alapvető gondolata, hogy minden λ valós számra készítenek egy D(λ) gráfot,
amire

A(D(λ)) = {(u, v) ∈ A(D) | wuv ≤ λ}.

Ekkor elég megkeresni azt a legkisebb λ∗ számot, amire még teljesül, hogy D(λ∗) gráfban
minden v ∈ V csúcsra létezik (s, v) út. A cikk szerint D(λ∗) gráfban már O(m) időben
megoldható a probléma.

λ∗ megtalálásához először beállítják λ1 = min(u,v)∈Awuv, λ2 = max(u,v)∈A wuv értéke-
ket (tudjuk, hogy λ1 ≤ λ∗ ≤ λ2), majd azokat az (u, v) ∈ A éleket, amikre λ1 ≤ wuv ≤ λ2

teljesül, megfelelő számú részhalmazba osztják a súlyaik szerint: a kisebb súlyú élek kerül-
nek a kisebb indexű halmazokba. Legyenek ezek a halmazok A1, ..., Ak. Ezután megkeresik
azt a legkisebb j indexet, amelyre Dj = (V,A0 ∪A1 ∪ ...∪Aj) gráfban minden csúcs elér-
hető s-ből, ahol A0 = {(u, v) ∈ A | wuv ≤ λ1}. Ha j = 0, akkor λ∗ = λ1. Különben legyen
λ1 = min(u,v)∈Sj

wuv, λ2 = max(u,v)∈Sj
wuv, és ismételjük az eljárást.

Shiri Chechik és munkatársai ezt az eredményt javították meg: adtak egy randomizált
algoritmust a problémára, melynek futási ideje O(mβ(m,n)), ahol β(m,n) = min{k ≥ 1 |
log(k)(n) ≤ m

n
} (Bottleneck paths and trees and deterministic graphical games [3]). Az algo-

ritmus alapvető ötlete hasonló az előzőhöz: k közel azonos méretű halmazra particionálják
az éleket, és megkeresik azt a halmazt, amiben a legnagyobb súlyú él található, amire még
szükség van az s csúcsból való elérhetőség szempontjából. Az algoritmusban nem állítják
elő a tényleges felosztást, hanem O(m+ n log(k)) időben megkeresik az említett halmazt
egy determinisztikus eljárással. Az algoritmusban a random tényezőt a küszöbértékek
jelentik, ugyanis az élhalmaz felosztásához a k darab küszöbértéket k darab véletlenül
választott él súlya adja.

Ran Duannak és szerzőtársainak sikerült elérni, hogy ritka gráfok esetén nagy való-
színűséggel O(m

√
log(n)) időben megtaláljuk ezeket az utakat (Single-source bottleneck

path algorithm faster than sorting for sparse graphs [5]). A randomizált Las Vegas algorit-
musban a bottleneck probléma helyett az úgynevezett ASBPIC (Arbitrary-Source Bottle-
neck Path with Initial Capacity) problémát oldják meg. Ebben a problémában adott egy
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D = (V,A) gráf, egy w : A → R ∪ {+∞} súlyfüggvény és egy h : V → R ∪ {−∞,+∞}
kapacitásfüggvény ((D,w, h) hármas). A cél meghatározni minden v ∈ V csúcsra a v-
ben végződő utak maximális út-kapacitását (jelöljük ezt p(v)-vel). Egy P , u és v csúcsok
között haladó út kapacitása: min{h(u), {wei}ei∈P}. A cikkben megmutatják, hogy a két
probléma ekvivalens lineáris idejű átalakítások mellett.

Az ASBPIC problémára adott algoritmus vázlata: állítsunk be egy k ≥ 1 paramétert.
Először vegyük azokat az éleket, melyek súlya < +∞. Legyen ezek halmaza Er. Ha |Er| ≤
1, akkor lineáris időben megoldható a probléma. Ellenkező esetben l := min{k, |Er|}, és
válasszunk ki Er halmazból l darab különböző élt. Rendezzük ezeket súlyaik szerint, majd
legyenek a súlyok λ1 < ... < λl korlátok. Legyen két további korlát: λ0 = −∞, λl+1 = +∞.
Ezután osszuk fel V -t l + 1 halmazra: Vi = {v ∈ V | λi ≤ p(v) ≤ λi+1}, i = 0, ..., l.
Végül minden Vi esetén vezessük vissza a problémát Di = (Vi, Ai) gráfra, ahol Ai olyan
élek halmaza, amelyek Vi csúcsai között futnak. Rekurzívan oldjuk meg az így kapott
(Di, wi, hi) bemenetű ASBPIC problémákat.

2.2. BMSSP eljárás

Ebben a szakaszban ismertetjük a Breaking the Sorting Barrier for Directed Single-
Source Shortest Paths [7] című cikkben leírt algoritmus alapját adó lemmát.

Legyen k := ⌊log1/3(n)⌋, valamint t := ⌊log2/3(n)⌋ két paraméter az algoritmusban. Az
algoritmus fő ötlete az, hogy felosztjuk a csúcsokat diszjunkt U1, U2, ... közel azonos méretű
halmazokra az s csúcstól vett távolság szerint, majd rekurzívan osztjuk további részekre
ezeket, egészen addig, míg olyan kis elemszámú halmazokat nem kapunk, amelyeken egy
Dijkstra szerű algoritmus már gyorsan lefut.

Ezt a következőképpen tesszük: az s forráscsúcsból való legrövidebb útkeresés helyett
(SSSP - single-source shortest path problem) több forráscsúcsból keresünk legrövidebb
utakat (MSSP - multi-source shortest path problem). Tegyük fel, hogy egy b korlátig már
minden csúcs kész és ezek ki-élein relaxáltunk. El akarjuk készíteni a soron következő Ui

halmazt, azaz el szeretnénk érni, hogy egy alkalmas B felső korlátig késszé váljanak a csú-
csok. Ehhez egy BMSSP nevű eljárást alkalmazunk (bounded multi-source shortest path).
Az eljárás bemenetként megkapja a B korlátot (látni fogjuk, hogyan érdemes ezt válasz-
tani), illetve egy S ⊆ V részhalmazt, melyre teljesül, hogy minden nem kész v csúcsra,
melyre dist(v) < B, a legrövidebb v-be vezető út meglátogat néhány kész u ∈ S csúcsot
(S csúcsainak s-től vett távolsága legalább akkora, mint b). Ekkor ahhoz, hogy minden
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olyan nem kész v csúcs távolságát meghatározzuk, amire b ≤ dist(v) < B, elegendő S

csúcsaiból legrövidebb utakat keresni és megállni, ha egy csúcsnál már elértük a B kor-
látot. A következő lemma kimondja, hogy a BMSSP szubrutin milyen eredményeket ad
vissza.

2.2.1. Lemma (Ran Duan, et al. [7]). Tegyük fel, hogy adott egy ℓ ∈ [0, ⌈log(n)/t⌉]
egész szám, a csúcsok egy S halmaza, melyre |S| ≤ 2ℓt, és egy B felső korlát, melyre
B > maxx∈S d(x). Tegyük fel továbbá azt is, hogy minden nem kész v csúcsra, melyre
dist(v) < B, a legrövidebb v-be vezető út meglátogat néhány kész u ∈ S csúcsot.
Ekkor a BMSSP(ℓ ,B,S) (3. Algoritmus) szubrutin ad egy új B′ ≤ B korlátot, és a csúcsok
egy U halmazát, mely tartalmaz minden v csúcsot, melyre dist(v) < B′ és a legrövidebb
v-be vezető út meglátogat néhány kész, S-beli csúcsot. A szubrutin végén U kész, továbbá
a következők közül az egyik teljesül:

• Sikeres lefutás: B′ = B

• Részleges lefutás: B′ < B, és |U | = Θ(k2ℓt).

A szubrutin futásideje ritka gráfok esetén O((kℓ+ tℓ/k + t)|U |).

Az algoritmus elején meghívjuk a BMSSP eljárást ℓ = ⌈log(n)/t⌉, B = ∞, S = {s}
paraméterekkel. Vegyük észre, hogy ekkor k2ℓt > n, tehát csak sikeres lefutás történhet.
Így megkapjuk minden csúcs s-től vett távolságát. Behelyettesítve a megfelelő értékeket,
látható, hogy a futásidő O(m log2/3(n)).

2.2.1. Pivotok keresése

A BMSSP eljárás bemenetként kap egy S halmazt és egy B korlátot, melyekre a
következő teljesül: ∀v ∈ V : dist(v) < B csúcsra igaz, hogy a legrövidebb v-be vezető út
meglátogat néhány kész S-beli csúcsot. Emiatt elegendő S csúcsaiból legrövidebb utakat
keresni, majd a B korlátnál ezeket levágni. Ha S elemszáma nagy, akkor ez az eljárás
nagyon lassú. Ennek kiküszöbölésében segít a PivotKeresés() (1. Algoritmus) eljárás.
Az alábbi lemma formalizálja az algoritmus tulajdonságait.

2.2.2. Lemma (Ran Duan, et al. [7]). Tegyük fel, hogy adott egy B korlát, és a csú-
csok egy S halmaza. Tegyük fel továbbá, hogy minden nem kész v ∈ V csúcsra, melyre
dist(v) < B, a legrövidebb (s, v) út meglátogat néhány kész u ∈ S csúcsot. Jelölje U ′ azon
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v ∈ V csúcsok halmazát, melyekre dist(v) < B és a legrövidebb v-be vezető út meglátogat
néhány kész, S-beli csúcsot.
Ekkor a PivotKeresés(B,S) (1. Algoritmus) eljárás megtalál egy W ⊆ U ′ halmazt,
melynek mérete O(k|S|), valamint egy P ⊆ S pivot halmazt, melyre |P | < |W |

k
, úgy, hogy

minden w ∈ U ′ csúcsra legalább az egyik feltétel teljesül:

• Az algoritmus végén w ∈ W és w kész;

• A legrövidebb w-be vezető út meglátogat néhány kész y ∈ P csúcsot.

A szubrutin futásideje O(k|W |) = O(min{k2|S|, k|U ′|}).

Az algoritmus futása során feltehető, hogy az s csúcsból induló legrövidebb utak egy-
értelműek. Ezzel a feltevéssel a 4. fejezet elején részletesebben foglalkozunk; látni fogjuk,
hogy ez nem jelent semmilyen megszorítást.

Tegyük fel, hogy a következő állapotban vagyunk: ∀v ∈ V : dist(v) < b csúcs már kész,
egy alkalmas b számra, és ezekből a csúcsokból induló élek mentén relaxáltunk. Adott egy
S halmaz, ami teljesíti a lemma feltételeit.

Az eljárás nagyon hasonlít a Bellman-Ford algoritmusra. Először legyen W0 = S,
majd k iteráción keresztül (i = 1, .., k) relaxálunk Wi−1 csúcsaiból. Az így elért csúcsokat
bevesszük Wi halmazba. Ezután W halmazhoz hozzávesszük Wi halmazt. Ha W mérete
túl nagyra nő (|W | > k|S|), akkor visszatérünk P = S,W halmazokkal. Ebben az esetben
S halmazra teljesülnek a lemma feltételei, így felesleges további iterációkat végrehajtani.

Ha az iterációk alatt |W | nem nő nagyra, akkor csökkentenünk kell S méretét. Ehhez
vegyük F = {(u, v) ∈ A | u, v ∈ W ; d(v) = d(u) + wuv} halmazt. Feltettük, hogy s

csúcsból a legrövidebb utak egyértelműek, így F egy erdő. Vegyük P halmazba azokat a
gyökereket F -ből, amelyek elemei S-nek, és amelyek részfái legalább k csúcsot tartalmaz-
nak. Ha egy kész gyökér részfájában kevesebb mint k csúcs található, akkor ezek a csúcsok
a relaxációk során készek lettek, így ezt a gyökeret nem szükséges hozzávenni P -hez. A
Lemmát a 4. fejezetben bizonyítjuk.
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1. Algoritmus PivotKeresés [7]
• Bemenet: S halmaz, B korlát
• Feltétel: minden nem kész v csúcsra, amire dist(v) < B, a legrövidebb v-be vezető
út áthalad néhány S-beli kész csúcson
• Kimenet1: P pivot halmaz
• Kimenet2: W halmaz

1: W ← S

2: W0 ← S

3: for i=1..k do

4: Wi ← ∅
5: for minden (u, v) élre, amire u ∈Wi−1 do

6: if d(v) ≥ d(u) + wuv then

7: d(v) := d(u) + wuv

8: if d(u) + wuv < B then

9: Wi ← Wi ∪ {v}
10: end if

11: end if

12: end for

13: W ←W ∪Wi

14: if |W | > k|S| then

15: P ← S

16: return P, W

17: end if

18: end for

19: F ← {(u, v) ∈ A | u, v ∈ W ; d(v) = d(u) + wuv}
20: P ← {u ∈ S | u gyökér az F fában ≥ k csúccsal}
21: return P, W

2.2.2. Algoritmus

Először tekintsük az algoritmus megállási feltételét, az ℓ = 0 esetet (ℓ értéke jelöli a
rekurzió szintjét). Ha ℓ = 0, akkor a bemeneti S halmaz egyelemű, mivel |S| ≤ 2ℓt = 1

és x ∈ S csúcsnak szükségszerűen késznek kell lennie. Ekkor egy darab forráscsúcsból
szeretnénk legrövidebb utakat keresni egy adott B korlátig. Ezt megtehetjük a Dijkstra
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algoritmus kis módosításával. Tartsuk szem előtt, hogy legfeljebb k2ℓt kész csúccsal tér-
hetünk vissza, tehát szakítsuk meg az eljárást abban az esetben, ha már k darab csúcsot
találtunk.

2. Algoritmus BMSSP Alapeset [7]
• Bemenet: S halmaz, B korlát
• Feltétel1: S = {x}, ahol x kész
• Feltétel2: minden nem kész v csúcsra, amire dist(v) < B, a legrövidebb v-be vezető
út áthalad x-en
• Kimenet1: B′ ≤ B korlát
• Kimenet2: U halmaz

1: U0 ← S

2: inicializálunk egy bináris kupacot (K)
3: K ← ⟨x, d(x)⟩
4: while K nem üres és |U0| < k + 1 do

5: ⟨u, d(u)⟩ ← K.MinTörlés()

6: U0 ← U0 ∪ {u}
7: for minden (u, v) ∈ A élre do

8: if d(v) > d(u) + wuv és d(u) + wuv < B then

9: d(v) := d(u) + wuv

10: if ⟨v, d(v)⟩ /∈ K then

11: K ← ⟨v, d(v)⟩
12: else

13: K.KulcsCsökkentés(⟨u, d(u)⟩)
14: end if

15: end if

16: end for

17: end while

18: if |U0| ≤ k then

19: return B′ ← B; U ← U0

20: else

21: return B′ := maxv∈U0 d(v); U ← {v ∈ U0 : d(v) < B′}
22: end if
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ℓ > 0 esethez először jegyezzük meg, hogy a szubrutin gyors futása érdekében egy új
adatstruktúrát fogunk bevezetni, melyet a következő fejezet tárgyal. Ebben a fejezetben
az adatstruktúrával kapcsolatban azt szeretnénk megérteni, hogy milyen műveleteket kell
tudnia gyorsan végrehajtania.

Algoritmus [7]

Az algoritmus az ℓ ̸= 0 esetben először meghívja a PivotKeresés() szubrutint, ez-
zel szűkítve a 2.2.1 Lemmában szereplő S halmaz méretét. Az eljárás visszaad egy P és
W halmazt, melyre teljesülnek a 2.2.2 Lemma állításai. Ezután inicializáljuk a D adat-
struktúránk M = 2(ℓ−1)t paraméterrel (erről részletesebben a következő fejezetben írunk).
Ebbe beszúrjuk az összes ⟨x, d(x)⟩ párt, ahol x ∈ P . Beállítjuk a következő értékeket:
B′

0 := minx∈P d(x); U := ∅ (U halmazba kerülnek majd a kész csúcsok).
Ezután egy while ciklust indítunk. Az i. iterációban:

1. D-ből kivesszük a legkisebb távolságértékkel rendelkező M darab elemet. Legyen
ezek halmaza Si, továbbá legyen Bi olyan valós szám, melyre teljesül, hogy Bi leg-
alább akkora, mint a kivett értékek maximuma, de legfeljebb akkora, mint a D-ben
maradt értékek minimuma.

2. Rekurzívan hívjuk meg a BMSSP eljárást a következő paraméterekkel: ℓ− 1, Bi, Si.
Ez visszaad egy Ui halmazt, mely elemi készek, valamint egy B′

i korlátot, amiről
tudjuk, hogy a nála kisebb távolságra levő csúcsok már készek. Ui elemeit vegyük
hozzá U -hoz.

3. Relaxáljunk Ui csúcsainak ki-élei mentén: ha egy csúcshoz tartozó távolságcímke
javul, akkor azt szúrjuk be D-be.

4. Ha részleges lefutás történt, akkor Si azon csúcsait, melyek távolságcímkéje legalább
B′

i és nincsenek D-ben, szúrjuk be az adatstruktúrába.

5. Ha D kiürül: sikeres lefutás történt, térjünk vissza.

6. Ha |U | > k2ℓt, akkor B′ := Bi, és térjünk vissza.

7. Végül U -hoz adjuk hozzá azokat a W -beli csúcsokat, amikre d(x) < B′.
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Az algoritmus pszeudokódja (3. Algoritmus) a következő fejezet után található, mivel
szükséges előtte az adatstruktúrát leírni.

Világos, hogy olyan adatstruktúrára lenne szükségünk, amibe gyorsan tudunk beszúr-
ni, valamint gyorsan le tudjuk kérni a legkisebb néhány elemet (nem rendezve), és egy
elválasztó korlátot, mely a kivett és bennmaradt értékek között van.

2.2.3. Folyamatábra

Ebben a fejezetben ábrákkal szemléltetjük a BMSSP eljárás működését. Vegyük a
BMSSP algoritmus egy lefutását az ℓ ̸= 0 szinten. Ekkor kapunk egy megfelelő tulajdon-
ságokkal rendelkező S halmazt és egy B korlátot (2.1 ábra). Először futtatjuk a Pivot-

Keresés() szubrutint, mely visszatér P és W halmazokkal a 2.2.2 Lemma szerint (2.2
ábra), majd a P halmaz elemeit beszúrjuk az adatstruktúrába (ezt most D-vel jelöljük).

S

B′
0 B

2.1. ábra. Bemenet

P = D S

W

B′
0 B

2.2. ábra. PivotKeresés() eljárás után

Miután beállítottuk a B′
0 paramétert és a kezdeti U halmazt, elkezdődik a while ciklus.

Tegyük fel, hogy az i − 1. iterációval végeztünk (így B′
i−1 korlátig készek a csúcsok) és

éppen az i. iterációt kezdjük. Ekkor kivesszük az adatstruktúrából a legkisebb távolság-
címkével rendelkező M elemet, valamint kapunk egy Bi korlátot, melyre teljesül, hogy
Bi ≥ maxx∈Si

d(x), de a D-ben maradt elemek értéke legalább Bi nagyságú (2.3 és 2.4
ábrák).
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B′
0 B′

i−1 B

⋃
k<i Uk

D

2.3. ábra. i. iteráció megkezdése előtt

B′
0 B′

i−1 Bi B

⋃
k<i Uk

Si D

2.4. ábra. Elemek kiszedése után

Ezután rekurzívan meghívjuk az eljárást az ℓ−1. szintre Bi, Si paraméterekkel. Először
tegyük fel, hogy sikeres lefutás történt. Ekkor Bi korlátig késszé válnak a csúcsok (2.5
ábra), majd a relaxálások után a javuló csúcsok bekerülnek az adatstruktúrába (2.6 ábra).

B′
0 B′

i−1 Bi = B′
i B

⋃
k<i Uk Ui

D

2.5. ábra. Rekurzív hívás után

B′
0 B′

i−1 Bi = B′
i B

⋃
k<i Uk Ui

D

2.6. ábra. Relaxálások és beszúrások után

Az érdekesebb eset az, amikor csak részleges lefutás történik, azaz csak egy B′
i < Bi

korlátig válnak késszé a csúcsok a rekurzív hívás után (2.7 ábra). Ekkor szintén relaxá-
lunk Ui csúcsaiból, és a javuló csúcsokat beszúrjuk D-be. Fontos, hogy ebben az esetben
Si minden nem kész csúcsa (ezek B′

i és Bi korlátok között helyezkedhetnek el) is visszake-
rüljön. Mivel nem biztos, hogy ezek a csúcsok a relaxálások során javulnak, így az iteráció
végén a kimaradó csúcsokat be kell szúrnunk az adatstruktúrába (2.8 ábra).
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B′
0 B′

i−1 B′
iBi B

⋃
k<i Uk Ui

Si D

2.7. ábra. Rekurzív hívás után

B′
0 B′

i−1 B′
iBi B

⋃
k<i Uk Ui

D

2.8. ábra. Relaxálások és beszúrások után

Ha az i. iteráció után D nem üres és |U | < k2ℓt, akkor lefut az i+1. iteráció. Különben
pedig visszatérünk az előző fejezetben leírt paraméterekkel.
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3. fejezet

Részben rendezett kupac

Az előző fejezetben leírt algoritmusnak 3 műveletet kell hatékonyan végrehajtania:
beszúrás, a legkisebb távolságcímkével rendelkező elemek visszaadása, valamint a távol-
ságcímkék csökkentése. Ezen műveletek végrehajtására képes egy egyszerű bináris kupac
is, viszont annak használatával a futási idő jóval lassabb lenne, mint a kívánt érték. Emi-
att a cikk szerzői megalkottak egy új adatstruktúrát [7], ami hatékonyabban végzi a fent
említett műveleteket. Ebben a fejezetben ezt az adatstruktúrát ismertetjük.

A kupacokkal az a probléma, hogy minden beszúrás művelet, és minimum törlés esetén
helyre kell állítani a kupacrendezettséget, hogy az elemek minden beszúrás és törlés után
rendezve legyenek. Ezt csak O(log n) időben lehet megvalósítani. Az új struktúra alapvető
gondolata az, hogy elég az elemeket csak részben rendezni. Az algoritmusban nincs szük-
ségünk a legkisebb elemre, csak arra, hogy a legkisebb M darab elemet ki tudjuk nyerni
az adatszerkezetből (kupacok esetén ez O(M log n) időigényű művelet).

Tegyük fel, hogy N darab kulcs/érték párunk van, melyeket el kell tárolnunk. Az
új adatstruktúra két blokk sorozatból fog állni, jelöljük ezeket D0 és D1-gyel, magát a
struktúrát D-vel. A D0-ban és D1-ben szereplő blokkok mind kétszeresen láncolt listák
lesznek, amikben ⟨a, b⟩ párokat tárolunk. D1-be fogunk közvetlenül elemeket beszúrni, míg
D0-t egy úgynevezett BatchPrepend() művelet számára tartjuk fent (a későbbiekben
részletesen tárgyaljuk majd, miért hasznos az algoritmus szempontjából ez a művelet).
Legyen M paraméter, mely az adatszerkezethez tartozik, továbbá B egy felső korlátja az
N darab értékünknek. Minden kétszeresen láncolt lista mérete legfeljebb M lehet.

Vizsgáljuk először D1-et. Teljesülni fog a következő: ha Bi és Bj is egy-egy D1 beli
blokk, ahol i < j, akkor tetszőleges ⟨ai, bi⟩ ∈ Bi és ⟨aj, bj⟩ ∈ Bj párokra bi ≤ bj. Minden
blokkhoz tartozni fog egy felső korlát, mely legalább akkora, mint a blokkban szereplő
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legnagyobb érték, de legfeljebb akkora, mint a következő blokkban szereplő legkisebb
érték. Ezeket a korlátokat egy önkiegyensúlyozó bináris keresőfában tároljuk (például
AVL-fában). D1-ben a blokkok száma legfeljebb max{1, N

M
} lesz, így a keresőfa mélysége

legfeljebb max{1, log(N
M
)} lehet.

D0-ban szereplő blokkokra nincs hasonló megkötés; látni fogjuk, hogy a blokkok itt is
a bennük szereplő értékek szerint fognak növekedni.

3.1. Műveletek

Inicializálás(M,B): kapunk M,B paramétereket. D0 legyen üres, D1 álljon egy da-
rab üres blokkból, melynek felső korlátja B. Hozzunk létre egy N méretű T tömböt, mely
segítségével számon fogjuk tartani, hogy adott kulcsú elem szerepel-e a struktúrában, és
ha igen, a helyét is feljegyezzük. Kezdetben minden mezőben üres mutató legyen.
Beszúrás(⟨a, b⟩): beszúrni csak D1-be szúrunk be. Először ellenőriznünk kell, hogy a

kulcsú elem (⟨a, b′⟩ pár) szerepel-e már D-ben. Ehhez nézzük meg, hogy a tömbben a

mutatója üres mutató-e. Ha nem, ellenőrizzük, hogy b < b′ teljesül-e. Ha ez nem teljesül,
akkor nem kell tennünk semmit; ha igen, akkor töröljük ki az ⟨a, b′⟩ párt, és szúrjuk be
⟨a, b⟩-t. Ehhez a keresőfában keressük meg azt a legkisebb korlátot, ami nem nagyobb,
mint b, és az ahhoz tartozó blokkba szúrjuk be ⟨a, b⟩ párt. Mivel kétszeresen láncolt listába
konstans időben be tudunk szúrni, így a beszúrás költsége O(max{1, log(N

M
)}. A tömbben

az a kulcs mutatója mutasson a beszúrt ⟨a, b⟩ pár helyére.
Törlés(⟨a, b⟩): egy ⟨a, b⟩ párt konstans időben tudunk törölni a kétszeresen láncolt lis-
tából, hiszen a tömbben számon van tartva az ⟨a, b⟩ pár helye. Amikor D1-ben kiürül egy
blokk, törölni kell a blokkhoz tartozó felső korlátot a keresőfából, ami O(max{1, log(N

M
)})

időben elvégezhető. Ha egy párt töröltünk, akkor a kulcs mutatóját cseréljük le üres mu-
tatóra a T tömbben. Mivel a beszúrás hasonló időigényű, és a törlés előtt biztos, hogy
beszúrtuk az elemet valamikor, így a törlés ideje amortizáltan beleolvad a beszúrás idejé-
be.
Szétválasztás(): ha túl sok elemet szúrunk be egy blokkba, akkor a blokk mérete
meghaladja M -et, amit el kell kerülnünk. Ilyenkor használjuk a Szétválasztás() mű-
veletet. Ha egy blokk mérete eléri M -et, O(M) időben megkeressük a blokkban szereplő
értékek mediánját, majd az elemeket két csoportra osztjuk aszerint, hogy kisebbek vagy
nagyobbak a mediánnál. A kisebb elemek az első blokkba kerülnek, míg a maradék egy új
blokkba. A szétválasztás után a két blokkban legalább ⌊M

2
⌋ elem lesz, így a D1-beli blok-
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kok száma továbbra is O(N
M
) nagyságrendű. Ezt követően a kisebb elemeket tartalmazó

blokknak a felső korlátját be kell szúrni a keresőfába (például a medián értéke megfelelő
választás). A nagyobb elemeket tartalmazó blokk felső korlátja marad az eredeti blokk
felső korlátja.
BatchPrepend(A): tegyük fel, hogy van egy A halmazunk, ami olyan kulcs/érték
párokat tartalmaz, melyek értéke legfeljebb akkora, mint a D-ben szereplő legkisebb ér-
tékkel rendelkező elem. Az A halmaz elemeit a BatchPrepend() művelettel beszúrjuk
D0-ba. Ehhez létrehozunk O( |A|

M
) üres blokkot D0 elejére, majd megkeressük O(M) idő-

ben A halmaz mediánját [2, 11]. Ezután megkeressük a mediánnál kisebb, illetve nagyobb
elemeket, majd ezen halmazokra ismételjük az eljárást egészen addig, amíg a halmazok
mérete ⌊M

2
⌋ és M értékek közé nem esik. Ezután a kapott halmazokat beszúrjuk egy-egy

üresen létrehozott blokkba D0 elejére (fontos, hogy a kisebb értékű elemeket tartalmazó
halmazokat kisebb sorszámú blokkba szúrjuk be), és a T tömbben jegyezzük a bekerülő
elemek helyeit. Ha egy olyan a kulcsú elem benne volt már az adatstruktúrában, amit most
BatchPrepend() művelettel beszúrunk, akkor a struktúrában szereplő ⟨a, b⟩ párt töröl-
jük ki. A művelet költsége O

(
|A| log

(
|A|
M

))
, mivel egy medián keresés költsége O(|A|) és

ahhoz, hogy legfeljebb M méretű blokkokat kapjunk, O
(
log

(
|A|
M

))
medián keresést kell

végrehajtanunk.
Kiejtés(): a művelet célja, hogy kinyerjük az adatstruktúrából az M darab legkisebb
értékkel rendelkező kulcs/érték párt és kapjunk egy B valós számot, melyre teljesül az,
hogy a kinyert kulcs/érték párok értékei kisebbek B-nél, de minden adatstruktúrában
bennmaradt érték legalább akkora, mint B. Ha az adatstruktúrában kevesebb, mint M

elem van, akkor minden elemet szeretnénk kiszedni belőle.
Első lépésben gyűjtsük ki a legkisebb értékű elemeket D0-ból: haladjunk sorban D0 blokk-
jain, és vegyük egy H0 halmazba az adott blokk elemeit, amíg |H0| legalább akkora nem
lesz, mint M . Ugyanezt ismételjük meg D1 elemeivel is, a legkisebb értékű elemeket gyűjt-
sük H1 halmazba. Egy blokk mérete legfeljebb M lehet, így |Hi| < 2M, i = {0, 1}, ezért
az elemek kigyűjtése O(M) időben megtehető. Mivel minden kulcs csak egyszer szerepel-
het D-ben, így H0 ∩ H1 = ∅. Ha |H0 ∪ H1| ≤ M , akkor H0 ∪ H1 elemeit töröljük ki az
adatstruktúrából, és térjünk vissza ezekkel az elemekkel. Ha ez az eset nem áll fenn, akkor
keressük meg H0∪H1 halmaz M. legkisebb értékét O(M) (|H0∪H1| < 4M) időben [2, 11]
és térjünk vissza azokkal az elemekkel, melyek értéke kisebb ennél (és töröljük ezeket az
elemeket).
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Válasszuk B-t az adatstruktúrában maradt legkisebb értéknek, és térjünk vissza B-vel.
Ehhez meg kell keresnünk D0 legkisebb értékű elemét (O(M) időben megtehető [11]) és
D1 legkisebb értékű elemét, majd ezek minimumát.

3.1.1. Néhány szó a BatchPrepend() műveletről

Az BMSSP eljárásból látszik, hogy miért fontos a Beszúrás() és a Kiejtés() mű-
velet; most ejtsünk néhány szót a BatchPrepend() műveletről, ami látszólag csak egy
alternatív beszúrás művelet, ami bonyolultabbá teszi az adatstruktúrát.

A BMSSP eljárás egyik fontos lépése az adott Ui halmazokból kimenő élek mentén
történő relaxáció. Ha a relaxációval javítunk az adott csúcs távolságcímkéjén, akkor végre
kell hajtanunk egy beszúrást az adatstruktúrába. Az algoritmus futása alapján tudjuk,
hogy az i. iterációban D-ben legalább Bi értékű elemek szerepelnek. A rekurzív hívás
részleges lefutás esetén visszaad egy Ui halmazt és egy B′

i korlátot, ahol Ui elemei ké-
szek, és B′

i < Bi korlátig a csúcsok már készek. A relaxálás során előfordulhat, hogy
egy csúcs távolságcímkéje úgy javul, hogy a javított érték a [B′

i, Bi) intervallumba esik.
Ebben az esetben tudjuk, hogy az adatstruktúra elejére kerülne be. Ha alkalmaznánk a
Beszúrás() műveletet, akkor feleslegesen meg kellene keresnünk D1 első blokkjához tar-
tozó felső korlátot az önkiegyensúlyozó bináris keresőfában. Ehelyett adott iteráción belül
összegyűjthetjük azokat a csúcsokat, melyek értéke a relaxációk után a [B′

i, Bi) interval-
lumba esik, majd az iteráció végén a BatchPrepend() művelettel egyszerre "betöltjük"
ezeket az adatstruktúra elejébe. A következő fejezetben látszani fog, hogy az algoritmus
paramétereinek megfelelő megválasztása esetén mekkora javulást eredményez ez a művelet
a Beszúrás() művelettel szemben.

Az adatstruktúra megismerése után a BMSSP eljárás pszeudokódja (3. Algoritmus):
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3. Algoritmus BMSSP eljárás [7]
• Bemenet: ℓ szint, S halmaz, B korlát
• Feltétel1: |S| ≤ 2ℓt

• Feltétel2: minden nem kész v csúcsra, amire dist(v) < B, a legrövidebb v-be vezető
út áthalad valamely kész u ∈ S csúcson
• Kimenet1: B′ ≤ B korlát
• Kimenet2: U halmaz

1: if ℓ = 0 then

2: return B′, U ← BMSSP Alapeset(B, S)
3: end if

4: P,W ← PivotKeresés(B,S)
5: inicializáljuk D adatstruktúrát M = 2(ℓ−1)t, B paraméterekkel
6: D.Beszúrás(⟨p, d(p)⟩) minden p ∈ P csúcsra
7: i := 0; B′

0 := minx∈P d(x); U ← ∅
8: while |U | < k2ℓt és D nem üres do

9: i := i+ 1

10: Bi, Si ← D.Kiejt()

11: B′
i, Ui ← BMSSP(ℓ− 1, Bi, Si)

12: U ← U ∪ Ui

13: K ← ∅
14: for minden (u, v) élre, melyre u ∈ Ui do

15: if d(v) ≥ d(u) + wuv then

16: d(v) := d(u) + wuv

17: if d(v) ∈ [Bi, B) then

18: D.Beszúrás(⟨v, d(v)⟩)
19: end if

20: if d(v) ∈ [B′
i, Bi) then

21: K ← K ∪ {⟨v, d(v)⟩}
22: end if

23: end if

24: end for

25: D.BatchPrepend(K ∪ {⟨v, d(v)⟩ | v ∈ Si és d(v) ∈ [B′
i, Bi)})

26: end while

27: return B′ := min{Bi, B}; U ← U ∪ {v ∈W | d(v) < B′}

28



4. fejezet

Az algoritmus elemzése

A következő fejezetben bebizonyítjuk a 2.2.1 és 2.2.2 Lemmákat. Ezek bizonyításához
feltehető, hogy az s csúcsból induló legrövidebb utak egyértelműek, azaz az s gyökerű
legrövidebb utak fája egyértelmű. Ez a feltevés számos cikkben megjelenik, a [7] cikkben
mutatnak egy eljárást, ami segítségével az azonos hosszúságú (s, v) utak között fel lehet
állítani egy megfelelő hierarchiát.

Nézzük először a 2.2.2 Lemma bizonyítását, ami a pivot csúcsok kereséséről szól.
Bizonyítás [2.2.2 Lemma] Két eset fordulhat elő: |W | > k|S| vagy |W | ≤ k|S|. Vizsgál-
juk ezeket külön-külön.

Ha |W | > k|S|, akkor a 3-korlátos fokszám tulajdonság miatt |W | = O(k|S|) áll fenn.
Másrészt |P | = |S| < |W |

k
. Mivel a lemma feltételei miatt minden nem kész v csúcsra

teljesül, hogy az s csúcsból a v csúcsba vezető legrövidebb út áthalad valamely kész S-
beli csúcson, így az algoritmus lefutása után a nem kész csúcsokra teljesülni fog a második
állítás. Csúcsok csak úgy válhattak késszé, hogy a W halmazból kimenő éleken relaxáltunk
és a relaxálás után a javuló csúcsot bevettük W -be. Így a kész csúcsok egyúttal W -nek is
elemei lettek. Az persze nem feltétlenül igaz, hogy minden W -beli csúcs kész, de ezt nem
is állítottuk.

Ha |W | ≤ k|S|, akkor persze |W | = O(k|S|). Legyen v ∈ U ′. Legyen u a legrövidebb
(s, v) út első olyan csúcsa, amire u ∈ S. Ekkor u biztosan egy forráscsúcs az F fában. Ha
a legrövidebb (u, v) út legfeljebb k − 1 élből áll, akkor v a relaxálások során késszé vált
és bekerült W -be. Ha legalább k eleme van ennek az útnak, akkor v-re teljesül az állítás
második fele, mert v ∈ T (u) és u-t bevesszük P -be. Mivel csak azokat a forráscsúcsokat
vesszük be P -be, melyek részfáiban legalább k elem van, így |P | ≤ |W |

k
(minden P -beli

csúcshoz tartozik legalább k − 1 W -beli csúcs).
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Egy iterációban a relaxációk számát felülről becsülhetjük W elemszámával. W mére-
tére végig teljesül az algoritmus során, hogy O(min{k|S|, |U ′|}) nagyságrendű. Összesen
k iteráció történt, így a for ciklus futási ideje O(min{k2|P |, k|U ′|}). A 3-korlátos fokszám
tulajdonság miatt F O(|W |) élt tartalmaz. A P -beli csúcsokból be kell járni F éleit és
vizsgálni, hogy adott csúcsból hány csúcsot értünk el. A legrövidebb utak fája egyértelmű,
így F diszjunkt részfákra bomlik, emiatt a bejárások összköltsége O(|W |) < O(k|U ′|). □

4.1. A BMSSP eljárás helyességének bizonyítása

A fejezet elején vezessünk be néhány jelölést, melyek segítenek megérteni a BMSSP
eljárásra vonatkozó lemma bizonyítását. Legyen D = (V,A) digráf, s forráscsúcs, vala-
mint w nemnegatív súlyfüggvény. Tekintsük a legrövidebb utak fáját (ahogy feltettük, ez
egyértelmű), legyen ez T . Ha u ∈ V , akkor T (u) jelölje T u gyökerű részfájának csúcsait.
Ez pontosan azokat a v csúcsokat tartalmazza, melyekre az s-ből v-be vezető legrövidebb
út áthalad u-n.

Legyen S ⊆ V csúcshalmaz. Ekkor

T (S) =
⋃
u∈S

T (u)

azon v csúcsok halmaza, amikre az s-ből v-be vezető legrövidebb út áthalad valamely
u ∈ S csúcson.

Az algoritmus futása során fontos megkülönböztetnünk a már kész, valamint a még
nem kész csúcsokat, ezért jelölje

S∗ = {v ∈ S | v kész}

az S halmaz kész csúcsainak részhalmazát. Ekkor

T (S∗) =
⋃
v∈S∗

T (v).

A definíciókból rögtön adódik, hogy T (S∗) ⊆ T (S) teljesül minden S ⊆ V halmazra.
A BMSSP eljárás csak egy adott felső korlátig keres legrövidebb utakat, ezért érdemes a
következő definíciókat is bevezetni: legyen B egy felső korlát, ekkor

T<B(S) = {v ∈ T (S) | dist(v) < B}.
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Ez a halmaz tartalmazza azokat a csúcsokat, melyek s-től vett távolsága kisebb, mint a
B korlát, és az s-től hozzájuk vezető legrövidebb út áthalad valamely S-beli csúcson.
Legyen [B′, B) intervallum. Az előző definícióhoz hasonlóan

T[B′,B)(S) = {v ∈ T (S) | dist(v) ∈ [B′, B)}.

Itt tehát a legrövidebb út hosszára nem csak egy felső, hanem alsó korlátunk is van.
Látható, hogy ha [B1, B2) ⊂ [B′, B), akkor T[B1,B2)(S) ⊆ T[B′,B)(S).
Vegyünk még egy utolsó jelölést (S ⊆ V, B egy felső korlát):

S<B := {v ∈ S | dist(v) < B}.

A jelölések bevezetése után a 2.2.1 Lemma első felét a következőképpen fogalmazhatjuk
meg:

4.1.1. Lemma (Ran Duan, et al. [7]). Tegyük fel, hogy adott egy ℓ ∈ [0, ⌈log(n)/t⌉]
egész szám, a csúcsok egy S halmaza, melyre |S| ≤ 2ℓt, és egy B felső korlát, melyre B >

maxx∈S d(x). Tegyük fel továbbá, hogy minden nem kész v csúcsra, melyre dist(v) < B

teljesül, hogy v ∈ T (S∗).
Ekkor a BMSSP(ℓ, B, S) (3. Algoritmus) szubrutin lefutása után: U = T<B′(S) és U kész.

Indukciót fogunk alkalmazni a szintek (ℓ) szerint. ℓ = 0 esetet könnyű lesz belátni, mert
ebben az esetben egy Dijkstra algoritmushoz hasonló eljárást futtatunk (2. Algoritmus).
Ezután feltesszük, hogy az (ℓ−1)-edik szintig teljesül az állítás, és belátjuk az ℓ. szintre is.
Ehhez vesszük egy hívását a BMSSP eljárásnak az ℓ-edik szinten, és belátunk két állítást,
amik teljesülnek az adott hívásban történő iterációkra. Közvetlenül az i. iteráció előtt:

• minden nem kész v csúcsra, mely s-től vett távolsága kisebb, mint a B korlát, teljesül
az, hogy v ∈ T[B′

i−1,B)(P ). A PivotKeresés() eljárás miatt tudjuk, hogy az eljárás
elején a nem kész csúcsok elemei T<B(P ) halmaznak. Az állítás szerint az i. iteráció
előtt késszé válik minden olyan T<B(P )-beli csúcs, mely s-től vett távolsága kisebb,
mint B′

i−1.

• T[B′
i−1,B)(P ) halmaz megegyezik az i. iteráció megkezdése előtt az adatstruktúrában

található kész csúcsok részfáinak uniójával (a B korlátig). Ez az állítás azt mondja ki,
hogy valóban elég az adott iterációban a D-ben található legkisebb távolságcímkével
rendelkező csúcsokból keresni a legrövidebb utakat.
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Ezekből az állításokból már könnyen be fogjuk tudni látni a 4.1.1 Lemmát. A bizonyí-
tás megkezdése előtt mondjunk ki két állítást, melyek segíteni fognak az előbb említett
lemmát belátni.

4.1.2. Állítás. Legyen S1, S2 ⊆ V és B1, B2, B korlátok. Tegyük fel, hogy B1 < B2 < B

és T[B1,B)(S1) = T[B1,B)(S2). Ekkor T[B2,B)(S1) = T[B2,B)(S2) egyenlőség is teljesül.

Bizonyítás Legyen v ∈ T[B2,B)(S1). Ekkor B1 < B2 feltétel miatt v ∈ T[B1,B)(S1), így
tehát v ∈ T[B1,B)(S2). Mivel dist(v) ∈ [B2, B), v ∈ T[B2,B)(S2). A másik irány ugyanígy
látható. □

4.1.3. Állítás (Ran Duan, et al. [7]). Tegyük fel, hogy minden olyan v nem kész csúcs,
amelyre dist(v) < B, eleme a T (S∗) halmaznak. Legyen B′ < B és:

X = {x ∈ S : d(x) < B′},

Y = {x ∈ S : d(x) ≥ B′}.

Ekkor

• minden olyan nem kész v csúcs, amelyre d(v) < B′, eleme a T (X∗) halmaznak

• T<B′(S) = T<B′(X).

Bizonyítás Legyen v olyan nem kész csúcs, melyre dist(v) < B′. Az állítás feltétele
alapján ekkor v ∈ T (S∗), tehát létezik u ∈ S∗ csúcs, hogy v ∈ T (u). Mivel dist(v) ≤
d(v) < B′ és dist(u) = d(u) ≤ d(v), így dist(u) < B′, azaz u ∈ X. u-ról láttuk, hogy kész,
emiatt v ∈ T (X∗). Ezzel az állítás első felét beláttuk.

A T<B′(X) ⊆ T<B′(S) tartalmazás teljesül, mivel X ⊆ S. A másik irány bizonyítá-
sához legyen v ∈ T<B′(S). Ekkor dist(v) < B′ < B, tehát v ∈ T (S∗). Emiatt létezik
u ∈ S∗ csúcs, melyre v ∈ T (u). Ahogy a bizonyítás első felében láttuk, itt is teljesül, hogy
dist(u) ≤ dist(v) < B′, így u ∈ X∗. Következésképpen v ∈ T<B′(X) □

Bizonyítás [4.1.1 Lemma] A szintek szerinti indukcióval bizonyítunk. ℓ = 0 esetben
|S| ≤ 2ℓt = 1, így S szükségszerűen egyelemű. Legyen x ∈ S, x kész. Ekkor Algoritmus 2
az x csúcsból futtat egy Dijkstra algoritmust, mely helyesen kiszámolja az s csúcstól vett
távolságokat egy B′ korlátig. Tehát U = T<B′(x) = T<B′(S). Ezzel az alapesetet beláttuk.
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Tegyük fel, hogy az (ℓ − 1). szintig teljesül az állítás. Lássuk be az állítást az ℓ. szintre.
Vezessünk be egy újabb jelölést: jelölje Di az adatstruktúrában szereplő csúcsok halmazát,
mielőtt az algoritmus elkezdené az i. iterációt (tehát Di az adatstruktúra állapotát jelzi
közvetlenül az i−1. iteráció befejezése után). Így felírhatjuk a fent már említett két állítást
az iterációkra:

1. Segédállítás. Közvetlenül az i. iteráció előtt:

1. minden nem kész v csúcsra, amire dist(v) < B, v ∈ T[B′
i−1,B)(P )

2. T[B′
i−1,B)(P ) = T<B(Di) = T<B(D∗

i )

Bizonyítás A két részállítást iterációk szerinti teljes indukcióval bizonyítjuk.
Az alapeset (i = 1) itt is egyszerűen látható. Lefutott a PivotKeresés()

eljárás, az első iteráció előtti állapotban vagyunk. Az 1. pont a 2.2.2 Lem-
mából következik, hiszen ha egy v csúcs nem kész és dist(v) < B, akkor
az lemma állításának második pontja teljesül rá, így v ∈ T<B(P

∗). dist(v) ≥
minx∈P ∗ dist(x) = minx∈P ∗ d(x) ≥ minx∈P d(x) = B′

0. Így tehát v ∈ T[B′
0,B)(P

∗)(=

T<B(P
∗)) és emiatt v ∈ T[B′

0,B)(P ). Az állítás 2. része szintén teljesül, hiszen
jelen esetben P = Di, és az előbbihez hasonlóan látható, hogy T[B′

0,B)(P ) =

T<B(P ). Megmutatjuk, hogy T<B(P ) = T<B(P
∗). Ehhez elegendő azt látni,

hogy T<B(P ) ⊆ T<B(P
∗). Legyen z ∈ T<B(P ). Ha z nem kész, akkor láttuk,

hogy z ∈ T<B(P
∗). Ha z kész: indirekt tegyük fel, hogy z /∈ T<B(P

∗). Mivel
z ∈ T<B(P ) létezik w ∈ P , amire z ∈ T<B(w) és w nem kész. Ekkor viszont
w ∈ T[B′

0.B)(P
∗) a 2.2.2 Lemma 2. állítása szerint. Így viszont z ∈ T[B′

0.B)(P
∗),

ami ellentmondásra vezet. Azt kaptuk, hogy ha z kész, akkor z szükségszerűen
eleme T[B′

0.B)(P
∗) halmaznak. Ezzel az alapesetet beláttuk.

Tegyük fel, hogy az állítások teljesülnek az i. iterációig, belátjuk az (i + 1).

iterációra is.

Nézzük először az állítás 1. részét. Mivel i-ig teljesül az állítás az indukciós
feltevés miatt, így minden v nem kész csúcsra, amire dist(v) < B, teljesül,
hogy v ∈ T[B′

i−1,B)(P ). Azt kéne belátnunk, hogy T<B′
i
(P ) halmaz már kész,

hiszen ekkor v ∈ T[B′
i−1,B)(P ) \ T<B′

i
(P ) = T[B′

i,B)(P ), amit szeretnénk. Az
állítás második része és az indukciós feltevés miatt T[B′

i−1,B)(P ) = T<B(D∗
i ).

Ekkor alkalmazhatjuk a 4.1.3 Állítás első felét a következő szereposztással:
S = Di, X := Si és Y := Di \ Si, B′ := Bi (az adatstruktúrából való törlés
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biztosítja, hogy X elemei kisebbek Bi-nél, míg Y elemei legalább akkorák,
mint Bi). Így tehát minden nem kész v csúcs, amire dist(v) < Bi, eleme
T (S∗

i ) halmaznak. Az indukciós feltevés miatt az algoritmus helyesen fut le az
(ℓ − 1). szinten, így Ui = T<B′

i
(Si) és Ui kész. Most a 4.1.3 Állítás második

részét szeretnénk alkalmazni a következő szereposztással: S = Di, X := Si<B′
i

,
Y := Di \X, B′ := B′

i. A lemma feltételei szerint ehhez az kell, hogy minden
nem kész v csúcs, amire dist(v) < Bi, eleme legyen T<Bi

(D∗
i ) halmaznak. Az

előbb láttuk, hogy ezek a csúcsok elemei T<Bi
(S∗

i ) halmaznak. Mivel S∗
i ⊆ D∗

i ,
így T<Bi

(S∗
i ) ⊆ T<Bi

(D∗
i ) tartalmazás is fennáll.

Emiatt alkalmazható a lemma, ami szerint T<B′
i
(S∗

i<B′
i

) = T<B′
i
(Di). Mivel Ui

kész, így Si<B′
i

elemei is készek, tehát Si<B′
i

= S∗
i<B′

i

. Továbbá T<B′
i
(Si<B′

i

) =

T<B′
i
(Si), hiszen ha egy csúcs s-től vett távolsága nagyobb, mint B′

i, ak-
kor a részfájában szereplő csúcsok távolsága is nagyobb lesz B′

i-nél. Tehát
Ui = T<B′

i
(Si) = T<B′

i
(Si<B′

i

) = T<B′
i
(S∗

i<B′
i

) = T<B′
i
(Di). Másfelől tudjuk az

indukciós feltevésből, hogy T[B′
i−1,B)(P ) = T<B(Di). Ekkor persze B′

i < B

korlátra szintén teljesül, hogy T[B′
i−1,B

′
i)
(P ) = T<B′

i
(Di). Így Ui = T<B′

i
(Di) =

T[B′
i−1,B

′
i)
(P ), tehát T[B′

i−1,B
′
i)
(P ) kész, azaz beláttuk az állítás első felét az i+1.

iterációra.

Most belátjuk az állítás 2. felét az i + 1. iterációra. Mivel B′
i > B′

i−1, így
T[B′

i,B)(P ) = T[B′
i,B)(Di) = T[B′

i,B)(D∗
i ) adódik a 2. állításból, az i. iteráció-

ra 4.1.2 Állítás miatt. Tegyük fel, hogy teljesül a következő két tartalmazás
(ezeket a következő segédállításban látjuk be): T[B′

i,B)(D∗
i ) ⊆ T<B(D∗

i+1) és
T<B(Di+1) ⊆ T[B′

i,B)(Di). Ha ezeket belátjuk, akkor:

T[B′
i,B)(P ) = T[B′

i,B)(D∗
i ) ⊆ T<B(D∗

i+1) ⊆ T<B(Di+1) ⊆ T[B′
i,B)(Di) = T[B′

i,B)(P ).

Mivel az első és utolsó halmaz megegyezik, így mindegyik halmaz azonos, azaz:

T[B′
i,B)(P ) = T<B(D∗

i+1) = T<B(Di+1),

amire szükségünk volt. □

4.1.4. Következmény. A segédállítás első felének bizonyításából látható, hogy
Ui = T<B′

i
(Si) = T<B′

i
(Di).

34



2. Segédállítás.

1. T[B′
i,B)(D∗

i ) ⊆ T<B(D∗
i+1)

2. T<B(Di+1) ⊆ T[B′
i,B)(Di)

Bizonyítás Lássuk be az állítás első felét. Legyen v ∈ T[B′
i,B)(D∗

i ). Ekkor lé-
tezik valamilyen u ∈ D∗

i csúcs, hogy v ∈ T[B′
i,B)(u). Ha u ∈ D∗

i+1, akkor teljesül
az állítás, ha nem: u kikerült D∗

i -ből. Ez csak úgy fordulhatott elő, hogy u ∈ Si.
Ha d(u) ≥ B′

i teljesülne, akkor u-t a BatchPrepend() művelettel beszúrtuk
volna D∗

i+1-be, így tehát d(u) < B′
i, és u ∈ Ui a 4.1.4 Következmény miatt.

Ekkor a legrövidebb (u, v) úton valahol kilépünk Ui halmazból (az indukciós
feltevés miatt Ui elemei készek). Történjen ez a (z1, z2) él mentén. Amikor az
algoritmus az élek mentén relaxál, akkor z2 is késszé válik (mert a legrövidebb
utak egyértelműek) és bekerül D∗

i+1-ba. Tehát v ∈ T<B(D∗
i+1), amit be kellett

látnunk.

Most nézzük az állítás második részét. Legyen v ∈ T<B(Di+1). Ekkor létezik
egy u csúcs, amire u ∈ Di+1 és v ∈ T (u). Ha u ∈ Di teljesült, akkor igaz az ál-
lítás. Különben u egy (z, u) élen való relaxáció után került az adatszerkezetbe,
ahol z ∈ Ui = T<B′

i
(Di) és z kész. Fontos, hogy a (z, u) él mentén ekkor valid

relaxáció történt, azaz d(z) + wzu ≤ d(u) egyenlőtlenség állt fent. Tegyük fel,
hogy a (z, u) él mentén történő relaxáció volt az utolsó relaxáció, ami javított
a d(u) értéken. Ha u ∈ T (z), akkor u kész lett, vagyis d(u) = dist(u) ≥ B′

i.
Ekkor u ∈ T[B′

i,B)(Di), és így v ∈ T[B′
i,B)(Di). Most nézzük azt az esetet, ami-

kor u /∈ T (z). Ekkor u nem lehet kész, mert u /∈ T (z) és z kész feltételek
miatt dist(u) < dist(z) + wzu (legrövidebb utak egyértelműek, emiatt szigorú
az egyenlőtlenség). Mivel (z, u) él mentén történt az utolsó javítás, így u nem
válhatott késszé ebben az iterációban. Tehát u nem kész. Ekkor az 1. Segéd-
állítás 1. és 2. pontja miatt tudjuk, hogy u ∈ T[B′

i,B)(P ) = T<B(Di), amiből
következik, hogy v ∈ T[B′

i,B)(Di). □

A segédállítások bizonyítása után térjünk vissza a lemma bizonyításához. Be kéne
látnunk, hogy U = T<B′(S) és U kész. Tegyük fel, hogy r darab iteráció történt. A
4.1.4 Következmény alapján Ui = T<B′

i
(Si) = T<B′

i
(Di) = T[B′

i−1,B
′
i)
(P ) és az indukciós

feltevésből Ui kész. Ebből a felírásból az is látszik, hogy az Ui, i = 1, .., r halmazok
diszjunktak és ∪r

i=1Ui = T<B′
r
(P ). Vizsgáljuk a T<B(S\P ) halmazt. Be kéne látnunk, hogy
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a T<B′
r
(S \P ) halmaz elemei készek és bekerülnek U -ba. A 2.2.2 Lemmából tudjuk, hogy

W tartalmaz minden T<B(S\P ) halmazbeli csúcsot, és W azon elemei, melyek nem elemei
T (P )-nek, készek. Így tehát {v ∈ W | d(v) < B′

r} halmaz tartalmaz minden T<B′(S \ P )-
beli csúcsot, és W<B′

r
elemei készek (ha egyes elemei T (P )-beliek, akkor azok az iterációk

során váltak késszé). Ekkor tehát U := (∪r
i=1Ui) ∪ W<B′

r
= T<B′

r
(P ) ∪ T<B′

r
(S \ P ) =

T<B′
r
(S). Mivel Ui halmazok és W<B′

r
is kész, beláttuk az állítást. □

4.2. Időkomplexitás elemzése

Mielőtt belátjuk a 2.2.1 Lemma futási idejére vonatkozó állítást, belátunk 3 egyszerű
állítást, melyekre szükségünk lesz a bizonyításhoz.

4.2.1. Állítás (Ran Duan, et al. [7]). Tegyük fel, hogy teljesülnek a 2.2.1 Lemma fel-
tételei, ahol minden nem kész v csúcs, amire d(v) < B, benne van T<B(S

∗) halmazban.
Ekkor a BMSSP eljárás futtatása után |U | ≤ 4k2ℓt. Ha csak részleges lefutás történt, akkor
|U | ≥ k2ℓt.

Bizonyítás Indukcióval bizonyítunk: ℓ = 0 szintre teljesül az állítás, mivel ekkor |U | ≤
k = k20. Részleges lefutás csak úgy történhetett, hogy U mérete elérte a k értéket, így
|U | ≥ k teljesül.
Tegyük fel, hogy (ℓ− 1). szintig beláttuk az állítást, lássuk be az ℓ. szintre.
Tegyük fel, hogy r iteráció történt. Világos, hogy az r. iteráció előtt |U | < k2ℓt (különben
véget ért volna a while ciklus). Az indukciós feltevés miatt |Ur| ≤ 4k2(ℓ−1)t = 2k2ℓt.
Továbbá a 2.2.2 Lemmából tudjuk, hogy |W | ≤ k|S| ≤ k2ℓt. Ezzel megkaptuk, hogy
|U | ≤ (1 + 2 + 1)k2ℓt. Részleges lefutás megint csak úgy történhetett, hogy a while ciklus
nem futott le többször, mivel sérült az |U | < k2ℓt feltétel, így ekkor |U | ≥ k2ℓt □

4.2.2. Állítás (Ran Duan, et al. [7]). Közvetlenül a 3. Algoritmus i. iterációja előtt
minx∈D dist(x) ≥ B′

i−1.

Bizonyítás Könnyen látható, hogy minx∈D d(x) ≥ B′
i−1, hiszen a B′

i−1-nél kisebb tá-
volságra levő csúcsok már készek, és nem kerülnek vissza D-be. Ha v ∈ D és v kész,
akkor dist(v) = d(v) ≥ B′

i−1. Ha v nem kész, akkor az 1. Segédállítás 1. állítása miatt
v ∈ T[B′

i−1,B)(P ), így a definíció szerint dist(v) ≥ B′
i−1. □
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4.2.3. Állítás (Ran Duan, et al. [7]). Legyen U ′ := T<B(S). A 3. Algoritmus lefutása
után min{|U ′|, k|S|} ≤ |U |, továbbá |S| ≤ |U |.

Bizonyítás Sikeres lefutás esetén U = U ′ a 4.1.1 Lemma miatt. Így min{|U ′|, k|S|} ≤ |U |
biztosan teljesül. Másrészt S ⊆ U ′, tehát S ⊆ U .
Részleges lefutás esetén U ′ ⊆ U nem biztos, hogy teljesül, de k|S| ≤ k2ℓt ≤ |U |. □

A BMSSP eljárás futási idejére vonatkozó állítás bizonyításában külön-külön megbe-
csüljük a különböző műveletek lépésszámát. A legnagyobb időigényű műveletek a pivot
csúcsok keresése, az eljárás rekurzív hívásai, valamint az adatstruktúra műveletei: a Be-

szúrás(), BatchPrepend() valamint a Törlés() műveletek. Teljes indukcióval fogunk
bizonyítani, így a rekurzív hívások lépésszámára az indukciós feltevés biztosítani fog egy
megfelelő felső korlátot. A PivotKeresés() szubrutin futási idejét ismerjük, de |U | függ-
vényében szeretnénk meghatározni a futási időt, így a pivot keresés eljárás paramétereiről
át kell térnünk |U |-ra. Ezt teszi lehetővé számunkra a 4.2.3 Állítás. A nehézséget a beszú-
rások időigényének becslése jelenti. Ehhez ad segítséget a 4.2.1 Állítás, ami azt mondja
ki, hogy U mérete nem nőhet nagyon nagyra, de azért kellően sok csúcs késszé válik az
algoritmus futása során.

Vizsgáljuk a beszúrás műveletet. Az adatstruktúrába történő beszúrás O(log(N
M
)) idő-

ben megtehető, ahol N valamilyen felső becslése az adatstruktúrában egyszerre szereplő
értékek számának. Az algoritmusunk esetén N = n választás megfelelő lenne, ám sok-
kal jobb becslést is tudunk adni. Tekintsük a BMSSP eljárást rögzített ℓ szinten. Ekkor
M = 2(ℓ−1)t. A 4.2.1 Állítás alapján tudjuk, hogy |U | = O(k2ℓt). A 4.1.4. Következmény
szerint Ui = T[B′

i−1,B
′
i)
(P ), tehát az U halmaz diszjunkt Ui halmazokra bomlik (persze

W halmaz elemei közül is kerülnek be U -ba csúcsok, de ezen csúcsok élei mentén nem
relaxálunk, így ilyen értelemben megfeledkezhetünk róluk). Mivel feltettük, hogy a gráf
3-korlátos fokszámú, így az i. iterációban történő relaxációk (és így a beszúrások) számát
felülről becsülhetjük 3|Ui|-vel. Mivel ∪iUi ⊆ U , így

∑
i 3|Ui| ≤ 3|U | = O(k2ℓt). Azaz az

eljárás egy hívásában az ℓ. szinten O(k2ℓt) elemet szúrunk be az adatstruktúrába. Emiatt
egy beszúrás költsége

O

(
log

(
k2ℓt

2(ℓ−1)t

))
= O(log(k2t)) = O(t+ log k).

Most nézzük a BatchPrepend() műveletet. A csúcsok számát, amiket a Batch-

Prepend() művelettel szúrunk az adatstruktúránkba, az i. iterációban szintén felülről
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becsülhetjük |Ui|-vel. Ui halmazról tudjuk, hogy |Ui| = O(k2(ℓ−1)t) (4.2.1 Állítás, (ℓ− 1).

szintre). Mivel L darab elem BatchPrepend művelettel való beszúrása O(L log( L
M
))

időben megtehető, így egy csúcs átlagos beszűrási ideje

O

(
log

(
k2(ℓ−1)t

2(ℓ−1)t

))
= O(log k).

Innen is látszik, mennyire hasznos ez a művelet: egy megfelelő tulajdonságokkal rendel-
kező elem beszúrásának ideje, a paraméterek jó megválasztása esetén O(log(log1/3(n)))

nagyságrendű O((log2/3(n)) helyett.
Vezessünk be újabb jelöléseket:

∆(u) := {(u, v) ∈ A}.

az u-ból kilépő élek halmaza.
Legyen U ⊆ V . Ekkor

∆+(U) := ∪u∈U∆(u).

Legyen a < b két pozitív szám:

∆[a,b)(u) := {(u, v) ∈ A | dist(u) + wuv ∈ [a, b)}.

∆+
[a,b)(U) := {(u, v) ∈ A | u ∈ U és dist(u) + wuv ∈ [a, b)}.

Mielőtt kimondanánk a 2.2.1 Lemma időkomplexitásra vonatkozó állítását, feltesszük,
hogy a BMSSP eljárásban szereplő műveletek futási idejéből származó konstansok összegét
felülről tudjuk becsülni egy C konstanssal.
Így már kimondhatjuk a 2.2.1 Lemma időkomplexitásra vonatkozó állítását:

4.2.4. Lemma (Ran Duan, et al. [7]). A 3. Algoritmus ritka gráfokon

C(k + 2t/k)(ℓ+ 1)|U |+ C(t+ ℓ log k)|∆+
[minx∈S dist(x),B)(U)|

időben lefut.
k := ⌊log1/3(n)⌋, t := ⌊log2/3(n)⌋ választással az algoritmust az ℓ := ⌈log(n)/t⌉, S := s és
B =∞ paraméterekkel meghívva, ritka gráfokon O(m log2/3 n) időben lefut.
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Bizonyítás Indukcióval bizonyítunk ℓ szerint. ℓ = 0 esetében az algoritmusunk egy egy-
szerű Dijkstra algoritmusra redukálódik, melynek futási ideje C|U | log k, ami teljesíti az
állítást. Tegyük fel, hogy az állítást igaz az (ℓ− 1). szintig, és lássuk be az ℓ. szintre.

Vegyük egy hívását az algoritmusnak az ℓ. szinten. Egyesével megbecsüljük az algorit-
musban szereplő műveletek időigényét.

A 2.2.2 Lemma alapján a PivotKeresés() szubrutin Cmin{U ′, k|S|}k időben lefut.
Mivel a pivot csúcsokat beszúrjuk az adatstruktúrába, így ezek számát is becsülnünk kell.
A lemma miatt tudjuk, hogy |P | ≤ |W |

k
≤ min{ |U

′|
k
, |S|}. Az előbbi abból adódik, hogy

W ⊆ U ′, míg a második: P ⊆ S. A 2.2.2 Lemma miatt teljesülnek 4.2.3 Állítás feltételei,
így Cmin{U ′, k|S|}k ≤ C|U |k, továbbá |P | ≤ min{ |U

′|
k
, |S|} ≤ |U |

k
. Láttuk, hogy egy elem

beszúrása az adatstruktúrába (D) O(t) időben megtehető, mivel t > log k. Összesen |P |
elemet beszúrni C|P |t időben tudunk. Azt kaptuk, hogy a while ciklus előtti műveletek
ideje felülről becsülhető

C|U |k + C|P |t ≤ C

(
k +

t

k

)
|U | (4.1)

kifejezéssel.
Az i. iterációban történő rekurzív hívásra alkalmazhatjuk az indukciós feltevést, amiből

azt kapjuk, hogy ez le fog futni

C

(
k +

2t

k

)
ℓ|Ui|+ C(t+ (ℓ− 1) log k)|∆+

[minx∈Si
dist(x),Bi)

(Ui)|

idő alatt.
Ezeket az iterációk szerint összegezve a rekurzív hívások össz futási ideje

C

(
k +

2t

k

)
ℓ|U |+ C(t+ (ℓ− 1) log k)

∑
i

|∆+
[B′

i−1,Bi)
(Ui)|. (4.2)

Itt felhasználjuk, hogy Ui-k diszjunktak és
∑

i |Ui| ≤ |U |, valamint hogy

∆+
[minx∈Si

dist(x),Bi)
(Ui)| ⊆ ∆+

[B′
i−1,Bi)

(Ui)|.

Utóbbi azért igaz, mert az i − 1. iteráció után a B′
i−1 korlátig a csúcsok késszé váltak

és nem kerülhettek vissza az adatstruktúrába. Emiatt Si-ban szereplő legkisebb értéknek
legalább B′

i−1 nagyságúnak kell lennie.
Ezek után már csak az adatstruktúrába való beszúrások számát kell becsülnünk. A

Törlés(), Szétválasztás() és Kiejt() műveletek idejét nem fogjuk számolni:
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• egy elemet csak úgy törölhetünk, ha be is szúrtuk. D0-ból konstans időben tudunk
törölni, míg D1-ből való törlés esetén, ha egy blokk kiürül, akkor az ahhoz tartozó
korlátot ki kell törölni a fából. Ennek ideje O(log(N

M
)), ami megegyezik a beszúrás

költségével, így a törlés ideje beolvad a beszúrás idejébe, míg a konstans szorzót
beszámítjuk C-be.

• vegyünk egy blokkot, mely egy szétválasztás után keletkezett. Ekkor a blokkban
⌊M/2⌋ vagy ⌊M/2⌋+1 elem van. Csak akkor történik ezen a blokkon újabb szétvá-
lasztás, ha a mérete eléri M -et, azaz még O(M) elemet beszúrunk. O(M) elem beszú-
rása O(M log(N

M
)) időigényű, míg a szétválasztás végrehajtható O(max(M, log(N

M
)))

időben.

• a Kiejt() művelet futását is beleolvaszthatjuk a beszúrás és BatchPrepend()

műveletek idejébe. A Kiejt() művelet O(M) időben lefut és a végén ≤ M elemet
visszaad. Ehhez viszont ezeket az elemeket be kellett szúrnunk. M elem beszúrása
(beszúrás/BatchPrepend műveletek esetén) költségesebb O(M)-nél. A konstans
szorzót ez esetben is beleszámoljuk C-be.

Becsüljük meg a beszúrások számát. Egy ⟨v, d(v)⟩ párt egy (u, v) él mentén való relaxá-
lás után szúrhatunk be D-be, ahol u ∈ Ui valamely i-re. Mivel u kész, így dist(u)+wuv =

d(u) + wuv ∈ [Bi, B), tehát (u, v) ∈ ∆+
[Bi,B)(Ui). Emiatt a beszúrások száma legfeljebb

Ct
∑
i

|∆+
[Bi,B)(Ui)|. (4.3)

Hasonlóan a BatchPrepend() műveletek esetén dist(u)+wuv ∈ [B′
i, Bi), így (u, v) ∈

∆+
[B′

i,Bi)
(Ui). Tehát egy megfelelő felső becslés a beszúrások számára:

C(log k)
∑
i

|∆+
[B′

i,Bi)
(Ui)|. (4.4)

Ezenkívül Si egyes elemei is visszakerülhetnek D-be BatchPrepend() műveleten
keresztül részleges lefutás esetén. Az i. iterációban ezek száma felülről becsülhető |Ui|

k

kifejezéssel a 4.2.3 Állítás miatt (Si, Ui párra alkalmazva). Összegezve az iterációkra a
következő felső becslést kapjuk:

C(log k)
∑
i

|Ui|
k
≤ C(log k)

|U |
k
≤ C

t

k
|U |. (4.5)
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Jelenleg ott tartunk, hogy a futási idő legfeljebb:

C

(
k +

2t

k

)
(ℓ+ 1)|U |+ C(t+ (ℓ− 1) log k)

∑
i

|∆+
[B′

i−1,Bi)
(Ui)|

+Ct
∑
i

|∆+
[Bi,B)(Ui)|+ C(log k)

∑
i

|∆+
[B′

i,Bi)
(Ui)|.

Az első tag (4.1), (4.2), (4.5) kifejezésekből áll össze, a második tag (4.2) második tagja.
Az utolsó két tag (4.3) és (4.4) kifejezések összege.

Ahhoz, hogy kész legyünk a bizonyítással már csak azt kéne belátni, hogy

C(t+ (ℓ− 1) log k)
∑
i

|∆+
[B′

i−1,Bi)
(Ui)|

+Ct
∑
i

|∆+
[Bi,B)(Ui)|+ C(log k)

∑
i

|∆+
[B′

i,Bi)
(Ui)|

≤C(t+ ℓ log k)|∆+
[minx∈S dist(x),B)(U)|

3. Segédállítás.

|∆+
[B′

i−1,Bi)
(Ui)|+ |∆+

[Bi,B)(Ui)| = |∆+
[B′

i−1,B)(Ui)|

Bizonyítás Ui halmaz elemeire teljesül, hogy dist(u) ≤ B′
i < Bi. [B′

i−1, Bi)

és [Bi, B) diszjunkt intervallumok, így ∆+
[B′

i−1,Bi)
(Ui) és ∆+

[Bi,B)(Ui) halmazok
is diszjunktak és uniójuk ∆+

[B′
i−1,B)(Ui) □

A 3. Segédállítás miatt:

∑
i

|∆+
[B′

i−1,Bi)
(Ui)|+

∑
i

|∆+
[Bi,B)(Ui)| =

∑
i

|∆+
[B′

i−1,B)(Ui)| ≤ |∆+
[B′

0,B)(U)|.

Ez alapján az első két tag felülről becsülhető a következő kifejezéssel:

C(t+ (ℓ− 1) log k)|∆+
[minx∈S dist(x),B)(U)|,

mivel definíció szerint B′
0 = minx∈P d(x) ≥ minx∈P dist(x) ≥ minx∈S dist(x).

Szükségünk van még arra, hogy
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C(log k)
∑
i

|∆+
[B′

i,Bi)
(Ui)| ≤ C(log k)|∆+

[minx∈S dist(x),B)(U)|.

Ez persze teljesül, hiszen ha u ∈ Ui, akkor u kész és ∆[B′
i,Bi)(u) ⊆ ∆[minx∈S dist(x),B)(u),

mivel [B′
i, Bi) ⊆ [minx∈S dist(x), B).

Ha a lemmában szereplő értékeket behelyettesítjük, akkor az első tag O(n log2/3(n)),
míg a második O(m log2/3(n)) nagyságrendű. □

4.3. A paraméterek megfelelő választása

A 2.2.1 Lemma alapján az algoritmus futási ideje ritka gráfokon O((kℓ+ tℓ/k+ t)|U |),
ahol |U | = n, mivel minden csúcs elérhető s-ből. Szeretnénk megkeresni azon k, t értéke-
ket, melyek választásával ez a kifejezés a lehető legkisebb értéket veszi fel. Legyen

f(x, y) = (xℓ+ yℓ/x+ y)n,

ahol n rögzített pozitív egész szám, ℓ = log(n)/y. Meg kell keresnünk f(x, y) függvény
minimum helyét.

Helyettesítsük be ℓ-t:

f(x, y) =

(
x log(n)

y
+

log(n)

x
+ y

)
n.

Mivel n rögzített pozitív konstans, ezért elegendő a

g(x, y) =

(
x log(n)

y
+

log(n)

x
+ y

)
= log(n)

(
x

y
+

1

x

)
+ y

függvényt vizsgálni. Vegyük a parciális deriváltakat:

∂g

∂x
= log(n)

(
1

y
− 1

x2

)
.

Minimum hely esetén esetén (mivel log(n) ̸= 0 (ha n > 1)):

1

y
− 1

x2
= 0.

Innen:

y = x2. (4.6)
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Az y szerinti parciális derivált:

∂g

∂y
= − log(n)

x

y2
+ 1.

Minimum hely esetén:

− log(n)
x

y2
+ 1 = 0.

Tehát

y2 = x log(n). (4.7)

Helyettesítsük be 4.7 egyenletbe 4.6 egyenletet:

x4 = x log n.

Feltéve x > 0 (az algoritmusban k, t > 0):

x = (log n)1/3.

Mivel y = x2, ezért

y = (log n)2/3.

Könnyen ellenőrizhető, hogy a függvény Hesse-mátrixa pozitív definit ebben a pontban,
így a kapott (x, y) pont lokális minimum helye a függvénynek. Tehát k = (log n)1/3, t =

(log n)2/3 megfelelő választás.
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Alulírott Handl Barnabás nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészítése során az alább
felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI alapú eszközöket alkalmaztam:

Feladat Felhasznált eszköz Felhasználás helye

Ábra készítés GPT-4.1 Összes ábra

Latex szitaxis ellenőrzése GPT-5.5 Teljes dolgozat

A felsoroltakon túl más MI alapú eszközt nem használtam.
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