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Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkdszonni konzulensemnek, Kiraly Csabanak a szakdolgozatom elkészité-
se soran nyujtott segitségét, szakmai ttmutatasat, hasznos tanacsait, valamint a rendsze-
res konzultaciokat. Tamogatéasa és értékes észrevételei nagyban hozzajarultak a dolgozat
sikeres megvalositasahoz.
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biztatasat.
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Bevezetés

A legrovidebb utak probléméaja a grafelmélet és az algoritmuselmélet egyik legismer-
tebb és legfontosabb probléméja. A feladatban egy adott graf két cstucsa kozott szeret-
nénk legrovidebb utat keresni bizonyos élsiilyozas mellett. A probléma rendkiviil széles
korben alkalmazott: megjelenik ttvonaltervezs rendszerekben, kommunikécios halézatok-
ban, adatbazisokban, valamint szamos mas teriileten. Emiatt a széles kort alkalmazas
miatt egy igen kutatott téma.

A problémanak szamos speciélis esete van, ebben a dolgozatban egy egyszert, ira-
nyitott graf egy rogzitett s forrascsicsabol szeretnénk megkeresni a tobbi csiicsba vezetd
legrévidebb utakat nemnegativ élsilyozés mellett. Erre a probléméra ismert Edsger W.
Dijkstra algoritmusa, melyet 1959-ben publikalt [1]. Az algoritmus egy moho stratégi-
an alapul: kezdetben legyen s tavolsaga 0, a tobbi cstcs tavolsdga oo. Minden lépés-
ben valasszuk a legkisebb tavolsagértékkel rendelkezs, még nem feldolgozott csticsot, és
probaljunk javitani a csics szomszédainak s cstcstol vett tavolsagan. Az algoritmus he-
lyességének kulcsa, hogy nemnegativ élstilyok esetén a kivalasztott csiics téavolsaga mar
véglegesnek tekinthetd.

A Dijkstra-algoritmus hatékonysiga nagyban fiigg attol, hogy milyen adatszerkezetet
hasznalunk. Binaris kupaccal a futési id6 O(mlogn) (n jeloli a csticsok szamat, m az
élek szamat), mig az egyik leggyorsabb futési id6 Fibonacci-kupaccal érhets el (O(m +
nlog(n))). Ezek az eredmények hosszti id6n keresztiil optiméalisnak szamitottak.

A Dijkstra-algoritmusban az egyik meghatarozé 1épés az, hogy rendezziik a cstcsok
aktuélis tavolsagértékeit, azaz az algoritmus fontos része egy rendezési feladat. Ismert
eredmény, hogy 6sszehasonlitas alapt modellben n elem rendezése Q(nlog(n)) lépést igé-
nyel. Ezt a korlatot szokas rendezési korlatnak nevezni. Sokaig tigy gondoltak, hogy emiatt
a legrovidebb utak problémajénak megoldasara nem adhaté gyorsabb algoritmus. Mégis
fontos kérdés maradt, hogy lehetséges-e olyan algoritmust adni, ami attori ezt a korlatot,
azaz gyorsabban oldja meg a problémat, mint az el6bb emlitett Q(nlog(n)) alsé becslés.

2023-ban publikaltak egy cikket (A Randomized Algorithm for Single-Source Shor-
test Path on Undirected Real-Weighted Graphs [0]), melyben a szerzék egy hatékony,

randomizalt algoritmust adtak a probléméra, iranyitatlan grafokra. Ennek futési ideje

O(m+/log(n)log(log(n))). Ez volt az elsé olyan algoritmus, ami ritka grafokon gyorsab-
ban lefutott, mint a Dijkstra-algoritmus Fibonacci-kupaccal.

Az els6 determinisztikus, iranyitott grafokon futtathaté algoritmus, mely hatékonyabb-
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nak bizonyult a Dijkstra-algoritmusnal ritka grafokon, 2025-ben sziiletett. A Breaking the
Sorting Barrier for Directed Single-Source Shortest Paths |7] cimii cikkben szamos 0j algo-
ritmikus technika segitségével sikeriilt elérni, hogy ritka grafokban O(m log??(n)) idében
megkeressiik a legrovidebb utakat. Az algoritmus alapvetd Gtlete, hogy a csticsok kozotti
prioritasi viszonyokat nem sziikséges teljes pontossiggal fenntartani, hanem elegendd bi-
zonyos részleges rendezési informécié fenntartasa. Az algoritmus hatékony megvalositasa
érdekében a szerzdk létrehoztak egy 1j adatstruktarat.

Ebben a szakdolgozatban attekintjiik a legrévidebb utak probléméajat, réviden ismer-
tetjiik a klasszikus megkozelitéseket és azok korlatait, majd részletesebben megvizsgéljuk
a Breaking the Sorting Barrier for Directed Single-Source Shortest Paths cimi cikk szerzéi

altal leirt algoritmust és a bevezetett algoritmikus otleteket.



1. fejezet

Elokészuletek

Az els6 fejezetben rogzitiink néhany jel6lést, majd réviden bemutatjuk azokat az adat-
struktirakat és algoritmusokat, melyek ismerete sziikséges lesz a bevezetésben emlitett
algoritmus megértéséhez.

Adott D = (V, A) egyszert, iranyitott graf és egy w nemnegativ stulyfiiggvény (ezt a
szakdolgozatban minden esetben feltessziik). n-nel jeldljiik a graf cstucsainak szamat, mig
m-mel a graf élszaméat. Feltessziik, hogy s € V' csticsbol minden cstics elérhets. Feladat:
minden v € V' cstcsra keressiik meg a legrévidebb (s,v) it hosszat.

A v cstcs s csucstol vett tavolsaga a legrévidebb (s, v) ut hossza. Jeldljik ezt dist(v)-
vel. Tobb algoritmust ismertetiink majd a dolgozatban, ezek mindegyikében szerepel-
ni fognak tavolsageimkék az egyes csicsokra. Ezek értékét d(v)-vel jeloljiik. Kezdetben
d(s) =0¢ésd(v) = oo, Vv € V\{s}. Egy cstcsot késznek neveziink, ha a tavolsagcimkéje
megegyezik az s csicstol vett téavolsagaval, azaz dist(v) = d(v), kiilonben a csics nem
kész (az algoritmusok futasa kozben d(v) > dist(v) egyenlGség mindig teljesiilni fog). Egy
S C V halmaz kész, ha elemei készek.

Egy csucs tavolsageimkéjének értékére sokszor csak a ,cstcs értéke" vagy a ,cstucs
tavolsageértéke" kifejezéssel hivatkozunk.

A dolgozatban log kifejezés alatt kettes alapu logaritmust értiink.



1.1. Adatstruktarak

1.1.1. LAncolt lista

A lancolt lista [10, 11] egy fejbdl és listaelemekbd] all. A fej egy mutatd, ami az elsd
listaelemre mutat. A listaelemek két részbdl allnak: adatrész, mely a tényleges informéciot
tarolja, valamint mutato, ami a kovetkez§ listaelemre hivatkozik. Tehat a memoriaban a
listaelemek nem egymas mellett helyezkednek el, hanem mutatokkal kapcsolodnak egy-
méshoz. Emiatt a lancolt lista egy rugalmas adatszerkezet, 4j elem beszirasa esetén nem
kell a tobbi elemet atrendezni a memoériaban. Az utolsé elem mutatoja tlires mutatod, azaz
nil.

Tobbfelé lancolt lista 1étezik, a legegyszertibb valtozat az el6bb emlitett egyszeresen
lancolt lista (csak a kovetkezd listaelemre mutat az adott listaclem mutatéja). Fontos
lesz szamunkra az 1j adatstruktira felépitése szempontjabol a kétszeresen lancolt lista.
Ebben az adatszerkezetben az elemek két mutatot tartalmaznak: az els§ a kovetkezs
elemre mutat, mig a masodik az el6z6 elemre. Igy lehetGve valik a lista két iranybol valo
bejarasa.

A lancolt lista legnagyobb elénye, hogy konstans id6ben tudunk beszurni a lista elejére
(amennyiben nem kell ellendrizniink, hogy az adott kulcst rekord benne van-e a listaban).
Kétszeresen lancolt lista esetén, ha ismert a listaelem memoria cime, akkor a torlés is
elvégezhets konstans idében. Hatrany, hogy nem tudunk hatékonyan keresni, sorban be
kell jarnunk a listaelemeket, mig a keresett rekordot tartalmazo elemet meg nem talaljuk,
igy a keresés O(n) ideji miivelet. Emiatt olyan problémak esetén érdemes hasznélni,

melyekben sok beszurast és torlést kell végrehajtani, és kevés keresést.

1.1.2. Binaris kupac

A binaris kupac |10, 11] egy teljes binaris fa, mely csticsaiban rekordokat tarolunk, egy-
egy kitiintetett kulcs mezGvel. A teljesség azt jelenti, hogy minden szint teljesen ki van
toltve, kivéve az utolsot, ami balrél jobbra toltédik fel. Emellett teljesiil a kupacfeltétel:
minden nem gyokér cstcsra igaz, hogy a benne tarolt kulcs értéke legfeljebb akkora, mint a
sziil6jében tarolt kulcs értéke. Ennek kovetkezménye, hogy a legkisebb kulcsti elem mindig
a gyokérben talalhato.

A binéaris kupacot a teljesség miatt konnyen eltarolhatjuk egy egyszerd tombben. Az



els6 helyre a gyokér kulcsa keriil, mig az ¢. elem gyerekei a 2i és 27 + 1 helyekre kertilnek.
Ez alapjan a j. helyen tarolt rekord sziilGje a [%J helyen tarolt rekord.

A binaris kupacban a minimaélis kulcs értéke O(1) id6ben lekérdezhetd, hiszen ez nem
més, mint a tomb elsd eleme. A beszuras miivelet O(logn) ideji: a témb elsd tires helyére
beszurjuk a kivant kulcsot, majd helyre kell allitanunk a kupactulajdonsagot. Ehhez tgy-
mond felbillegtetjiik az j elemet egészen addig, amig helyre nem all a kupactulajdonsag.
Egy maéasik mitivelet, amit tdmogat a binaris kupac, a minimalis kulcsi elem kitorlése.
Ez szintén O(logn) idében valosithaté meg: a tomb elss és utolso elemét megeseréljiik,
a tomb utols6d elemét toroljiik, majd az els6 elemet lebillegtetjiik, hogy helyrealljon a

kupactulajdonsag.

1.1.3. Fibonacci-kupac

A Fibonacci-kupac [11] egy fejlett kupac alapt adatszerkezet. Az adatszerkezet tobb
kupacrendezett fabol all, melyek gyokerei két iranyba korbe vannak lancolva. A binaris
kupaccal ellentétben itt nem koveteljiik meg, hogy egy csticsnak legfeljebb két gyereke
lehet. A szerkezet egyik lényeges jellemz&je, hogy a legtébb mitvelet amortizalt értelemben
rendkiviil hatékonyan hajthato végre.

A Fibonacci-kupacban minden csomoépont tobb mezét tartalmaz. Egy csticsban 4 poin-
tert tarolunk el: a sziilére, a bal és jobb testvérére mutatd pointert, valamint az egyik
gyerekére mutato pointert. A csomopontok gyerekei is korkorosen lancolva vannak. El-
taroljuk még, hogy egy cstcsnak hany gyereke van, illetve egy jelolg-bitet, ami a kupac
miveleteinél fog szerepet jatszani.

A Fibonacci-kupac legfontosabb miivelete a minimum elem lekérdezése, amely kons-
tans id6ben elvégezhetd, mivel az adatszerkezet kiilon mutatot tart fenn a legkisebb elem-
re. Az 4j elem beszurésa szintén O(1) amortizalt idGigényd miivelet. Ilyenkor egy 0j egy-
elemt fa jon létre, amelyet egyszertien hozzékapcsolunk a gyokérlistahoz, és sziikség esetén
frissitjiik a minimumra mutaté hivatkozast.

A minimum elem térlése bonyolultabb folyamat. Amikor a gyokérben 1évé minimalis
elemet eltavolitjuk, annak gyermekei a gyokérlista részévé valnak. Ezutan egy helyrealli-
tési lépés kovetkezik, amely sorédn azonos fokszamu fakat egyesitiink. Az egyesités soran a
nagyobb kulcsu gyokér a kisebb kulcsia gyokér gyermekévé valik. A folyamat addig folyta-
todik, amig minden fa kiilonb6z6 fokszami nem lesz. Ennek a miiveletnek az amortizalt

idgigénye O(logn).



Egy mésik fontos miivelet a kulcs csokkentése. Ha egy csomoépont kulcsat csokkentjiik,
eléfordulhat, hogy megsériil a kupacfeltétel, vagyis a csomopont kulcsa kisebb lesz, mint
a sziléé. Ilyenkor a csomoépontot levagjuk a sziil6jérdl, és a gyokérlistahoz adjuk. Ha a
sziill6 mar korédbban elveszitett egy gyermeket, akkor az is leviagasra keriil, és ez a folya-
mat rekurzivan folytatédhat. Ezt a mechanizmust kaszkidd vagasnak nevezziik. Ennek az
eljarasnak koszonhetGen a kulcscsokkentés amortizalt idgigénye O(1) marad.

Az adatszerkezet elméleti hatékonysagat az garantalja, hogy egy csomépont fokszama
legfeljebb logaritmikus lehet az elemek szamahoz képest. Ez a tulajdonsag a Fibonacci-
szamokkal kapcsolatos matematikai Osszefiiggésekbdl vezethetd le, innen szarmazik az
adatszerkezet elnevezése is.

A Fibonacci kupac kiilénosen olyan algoritmusokban hasznos, ahol sok kulcscsokken-
tési miivelet torténik. Ilyen példaul a legrovidebb utak keresése vagy a minimaélis feszitéfa
meghatarozasa. Bar az amortizalt id6bonyolultsdg szempontjabol kedvezs tulajdonsagok-
kal rendelkezik, a gyakorlatban sokszor a binaris kupacot hasznaljak helyette az egysze-

riibb implementacié és a kisebb konstans faktorok miatt.

1.1.4. AVL-fa

Az AVL-fa [10, 11] egy 6nkiegyenstlyozo binaris kerestfa, amely garantélja, hogy a fa
magassaga logaritmikus marad az elemek szaméhoz képest. A szerkezet alapelve az, hogy
minden csomoépont esetében a bal és jobb részfa magassidgénak kiilonbsége legfeljebb egy
lehet.

Ha egy beszuras vagy torlés soran ez a feltétel megsériil, akkor a fa specialis konstans
ideji forgatasi mtiveletekkel helyreéllitja az egyensulyt.

Az AVL-faban a keresés, a beszuras és a torlés miveletei mind logaritmikus idében
hajthatok végre. A kiegyensulyozottsag biztositja, hogy a fa magassaga mindig O(logn)
legyen, igy a miiveletek hatékonysiga garantalt. A kiegyensulyozottsiag fenntartésa ugyan
tobbletmunkat igényel besztraskor és torléskor, de cserébe a keresési miiveletek kiszamit-

hatoéan gyorsak maradnak.



1.2. Legrovidebb utakat keres6 algoritmusok

1.2.1. Dijkstra algoritmus

A Dijkstra-algoritmus |1, 11] egy alapvetd grafalgoritmus, amely meghatéarozza a leg-
rovidebb utakat egy adott kiindulasi csticsbol, nemnegativ élstulyozas mellett.

Legyen adott egy D = (V, A) graf, ahol V a cstcsok halmaza, A az élek halmaza,
valamint w egy nemnegativ silyfiiggvény. Tegyiik fel, hogy minden cstcs elérhets egy
s forrascsicsbol. A feladat az, hogy ebbdl a kezdGcestcsbol meghatarozzuk minden mas
cstcs minimalis tavolsagat.

Ahogy a bevezetésben irtuk, az algoritmus egy moho stratégiat alkalmaz: kezdetben
minden cstcs tavolsagat végtelennek tekintjiik, kivéve a kezdGcsticsot, amelynek tavolsaga
nulla. Ezutan ismételten kivalasztjuk azt a még fel nem dolgozott csiicsot, amelynek az
aktualis tavolsidgértéke a legkisebb. Ezt a cstucsot feldolgozottnak tekintjiik, majd meg-
vizsgaljuk az Osszes szomszédjat, és sziikség esetén frissitjiik azok tavolsagértékeit. Ezt a
miiveletet relaxécionak nevezziik.

A relaxaci6 soran ellendrizziik, hogy egy adott él mentén talalhaté-e rovidebb it. Ha

egy u csucshol egy v csticsba vezets él esetén teljesiil

d(v) > d(u) + Wy,

akkor a d(v) tavolsagértéket d(u) + w,, értékre csokkentjiik. Az algoritmus addig folyta-
todik, amig minden cstucs feldolgozasra nem kertil.

Az algoritmus hatékonysaga fligg az alkalmazott adatszerkezettdl. Fibonacci-kupac
hasznélatéval a futasi id6 O(m + nlogn) nagysagrendd. Fontos korlatozas azonban, hogy

az algoritmus csak nemnegativ él-stilyok esetén ad helyes eredményt.

1.2.2. Bellman Ford algoritmus

A Bellman-Ford-algoritmus |1, 1 1] szintén a legrévidebb utak meghatarozasara szolgal
egy sulyozott digrafban, azonban képes kezelni a negativ sulyu éleket is. Az algoritmus
feltételezi, hogy a graf nem tartalmaz negativ silyt iranyitott kort, mivel ilyen kor je-
lenlétében a legrovidebb sétak nem értelmezhetéek, és a legrovidebb utak megtalalasa
NP-nehéz.
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Legyen adott egy D = (V, A) graf és egy w : A — R sulyfiiggvény. Meg szeretnénk
hatarozni egy adott s kezd&cstucsbol a tobbi cstics minimélis tavolsagat. Az algoritmus
miikodésének alapja az, hogy az éleken végrehajtott relaxacios miiveletet tobbszor egymas
utan alkalmazzuk.

A modszer kezdetben minden cstcs tavolsagat végtelennek tekinti, kivéve a kezdGcsu-
csét, melynek tavolsaga 0. Ezutan a graf 6sszes élén sorban végrehajtja a relaxéciot, és ezt
a folyamatot n — 1 alkalommal megismétli. Ennek oka, hogy egy 1t legfeljebb n — 1 élbsl
allhat, igy ennyi iteracio elegendd ahhoz, hogy minden legrévidebb 1t figyelembe vételre
keriiljon.

Az algoritmus egyik fontos tulajdonsiga, hogy képes felismerni a negativ sulya koroket.
Az n — 1 iteracié utan az algoritmus még egyszer megvizsgéalja az Osszes élt. Ha ekkor
még talalhato olyan él, amelyen a tavolsdg tovabb csokkenthetd, akkor a graf tartalmaz
negativ 6sszsilya kort.

A Bellman-Ford-algoritmus idébonyolultsaga O(n -m), ami altaldban nagyobb, mint a
Dijkstra-algoritmusé, azonban a negativ élsiilyok kezelése miatt sok esetben ez az egyetlen

alkalmazhaté modszer.
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2. fejezet
Az algoritmus

Ahogy a bevezetésben irtuk, az algoritmus ritka grafok esetén miikodik hatékonyan,
tehat olyan grafokon, melyek élszama nem jelent&sen nagyobb a csicsok szamanal. Az
algoritmus ennél erésebb tulajdonsagot is feltételez a grafrol, nevezetesen azt, hogy a graf
csticsainak ki- és be-fokszdmai kis értéket vesznek fel. Sok olyan konstrukeié 1étezik, mely
tetszGleges iranyitott, egyszertd D grafhoz és w nemnegativ silyfiiggvényhez létrehoz egy
D’ grafot, amely rendelkezik az el6bb emlitett tulajdonsaggal, és a legrévidebb utak hossza
megegyezik a két grafban. Most megadunk egy olyan eljarast, ahol D’ csiicsainak ki- és
be-fokszamai is legfeljebb 3 értéket vesznek fel.

A Data structures for on-line updating of minimum spanning trees [3| cimi cikkben
leirt eljarashoz hasonloan jarunk el: ha v € V(D) ki- és be-fokainak 6sszege legfeljebb
3, akkor v-t nem valtoztatjuk. Ha v ki- és be-fokainak Osszege nagyobb, mint 3 (tegyiik
fel, hogy d), akkor minden kimend és bejovs élhez létrehozunk egy v; cstcsot D’-ben,
i =0,..,d—1. Behuzzuk a (v;, Vi+1 mod a) éleket i = 0, ..,d— 1 értékek esetén. Legyen ezen
élek stlya 0. Ha (u,v) € A(D), akkor D’-ben behtzzuk az (u;, v;) élt (amennyiben u ki- és
be-fokainak Gsszege legfeljebb 3, akkor az (u,v;) élt) w,, sillyal, valamint (v, z) € A(D)
élek esetén a (vj, 2;) élt w,, stllyal. D’ létrehozhat6 O(m) id6ben (m = A(D)).

D'-ben a csticsok szama, igy O(m) nagysagrendii lett, ami miatt az algoritmus kevésbé
lesz hatékony. Ezért is fontos feltenni, hogy ritka grafra futtatjuk az algoritmust, mert
ebben az esetben nem fog jelentGsen megnéni a cstcsszam D’ grafban. Mivel feltettiik,
hogy a graf minden csiicsa elérhet6 az s cstcsbol, igy minden cstcs be-foka legalabb 1
(s kivételével). Emiatt D’ grafban az s-t6l kiilonbozd cstucsokra teljesiil az, hogy mind
be-fokaik, mind ki-fokaik szama legfeljebb 2.

Egy grafot 3-korlatos fokszamu grafnak hivunk a dolgozatban, ha a graf minden csi-
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csara teljesiil, hogy ki- és be-fokszamainak Osszege legfeljebb 3.
Ettdl a ponttol kezdve feltessziik, hogy az algoritmust csak 3-korlatos fokszamu gra-

fokra futtatjuk.

2.1. Az algoritmus otlete

Az algoritmus f6 gondolatat 3, a bottleneck problémara adott eljaras adta. Ebben a
szakaszban ismertetjiik ezt a problémat, valamint azokat az 6tleteket, melyek segitségével
sikeriilt megalkotni a legrovidebb 1t probléméara adott hatékony eljarast.

A Kklasszikus legrovidebb 1t problémaban egy graf két csiicsa kozott olyan utat ke-
resiink, amelynek az Osszsilya minimalis. Szamos alkalmazasban azonban nem az élek
silyainak Osszege a legfontosabb tényezd, hanem az ut legnagyobb silyt élének értéke.
Ezt nevezziik bottleneck vagy minimaz problémanak.

Legyen D = (V, A) egy stlyozott graf, w valos stlyfliiggvény az éleken. A bottleneck
probléma esetén egy P 1t koltsége:

P) =
c(P) max we

A probléma célja két csiics kozott olyan ut keresése, amely minimalizalja ezt a maxi-

mélis élkoltséget:

min max w,
P e€cP

A probléma hatékonyan megoldhaté a Dijkstra-algoritmus modositasaval. A klasszikus
Dijkstra esetén egy csics tavolsaga az oda vezet§ ut élkoltségeinek Gsszege. Ebben az
esetben azonban az Ut koltsége az it maximalis élértéke lesz.

Legyen d(v) az s forrasbol v-be vezetd legjobb bottleneck érték. Relaxécié soran:

d(v) = min(d(v), max(d(u), wy,)

A klasszikus Osszegzés helyett tehat maximum operécio jelenik meg.
Az algoritmus helyessége hasonloan bizonyithat6, mint a klasszikus Dijkstra esetében.

Binaris kupac hasznélataval az id6komplexitas:

O(mlogn).
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Harold Gabow és Robert Tarjan 1987-ben irtak egy cikket (Algorithms for two bott-
leneck optimization problems [9]), melyben egy O(mlog*(n)) futasi ideji algoritmust
adtak a problémara ritka grafok esetén (itt log(o)(x) =, log(”l)(w) = log(log™" (x));
log*(x) = min{i | log®(z) < 1}). Egy adott s forrascsicshol szeretnénk megkeresni az
Osszes tObbi csticsba azt az utat, mely mentén a legnagyobb sulyt él minimélis. Az al-
goritmus alapveté gondolata, hogy minden A\ valds szamra készitenek egy D(\) grafot,

amire

A(DN)) = {(u,v) € A(D) | wuy < A}

Ekkor elég megkeresni azt a legkisebb \* szamot, amire még teljesiil, hogy D(\*) grafban
minden v € V csicsra létezik (s,v) ut. A cikk szerint D(A\*) grafban mar O(m) idében
megoldhato a probléma.

A" megtalalasahoz el6szor beéllitjak A; = ming, y)ea Wuw, A2 = MaX(yp)ca Wy ertéke-
ket (tudjuk, hogy Ay < \* < \y), majd azokat az (u,v) € A éleket, amikre Ay < w,, < Ao
teljesiil, megfelel6 szamu részhalmazba osztjak a silyaik szerint: a kisebb stlyu élek keriil-
nek a kisebb indext halmazokba. Legyenek ezek a halmazok Ay, ..., Ax. Ezutan megkeresik
azt a legkisebb j indexet, amelyre D; = (V, AgU A; U...U A;) grafban minden cstcs elér-
hetd s-bal, ahol Ag = {(u,v) € A | wy, < A1}. Ha j =0, akkor A* = \;. Kiilénben legyen
Al = MiN(y)es; Wuy, A2 = MaX(yp)es; Wu, €8 ismételjiik az eljarast.

Shiri Chechik és munkatarsai ezt az eredményt javitottak meg: adtak egy randomizalt
algoritmust a problémara, melynek futési ideje O(mfg(m,n)), ahol (m,n) = min{k > 1 |
log® (n) < 2} (Bottleneck paths and trees and deterministic graphical games |3]). Az algo-
ritmus alapvetd Otlete hasonlé az el6z6hoz: k kozel azonos méretd halmazra particionaljak
az éleket, és megkeresik azt a halmazt, amiben a legnagyobb sily él taldlhatd, amire még
szitkség van az s csticsbol valo elérhetdség szempontjabol. Az algoritmusban nem allitjak
els a tényleges felosztast, hanem O(m + nlog(k)) id6ben megkeresik az emlitett halmazt
egy determinisztikus eljarassal. Az algoritmusban a random tényez&t a kiiszobértékek
jelentik, ugyanis az élhalmaz felosztasahoz a k darab kiiszobértéket k darab véletleniil
valasztott él sulya adja.

Ran Duannak és szerz6tarsainak sikeriilt elérni, hogy ritka grafok esetén nagy valo-
szintiséggel O(m~/log(n)) idében megtalaljuk ezeket az utakat (Single-source bottleneck
path algorithm faster than sorting for sparse graphs |5]). A randomizélt Las Vegas algorit-
musban a bottleneck probléma helyett az ugynevezett ASBPIC (Arbitrary-Source Bottle-
neck Path with Initial Capacity) problémat oldjak meg. Ebben a problémaban adott egy
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D = (V,A) graf, egy w : A — RU {400} sulyfiiggvény és egy h: V — RU{—00,+0c0}
kapacitasfiiggvény ((D,w, h) harmas). A cél meghatarozni minden v € V cstcsra a v-
ben végz6ds utak maximalis ut-kapacitasat (jeloljik ezt p(v)-vel). Egy P, u és v csicsok
kozott halado at kapacitasa: min{h(u), {we, }e,ep}. A cikkben megmutatjak, hogy a két
probléma ekvivalens lineéris idejd atalakitasok mellett.

Az ASBPIC problémara adott algoritmus vazlata: allitsunk be egy k > 1 paramétert.
Elgszor vegyiik azokat az éleket, melyek stlya < 4+00. Legyen ezek halmaza E”. Ha |E"| <
1, akkor lineéaris id6ben megoldhaté a probléma. Ellenkezs esetben [ := min{k, |E"|}, és
valasszunk ki £ halmazbol [ darab kiilonboz6 élt. Rendezziik ezeket silyaik szerint, majd
legyenek a stulyok \; < ... < \; korlatok. Legyen két tovabbi korlat: \y = —o0, A\j11 = +00.
Ezutan osszuk fel V-t [ + 1 halmazra: V; = {v € V | \; < p(v) < Nija}, @ = 0,..., 1
Végiil minden V; esetén vezessiik vissza a problémat D; = (V;, A;) grafra, ahol A; olyan
élek halmaza, amelyek V; csticsai kozott futnak. Rekurzivan oldjuk meg az igy kapott
(D;, w;, h;) bemenettid ASBPIC problémékat.

2.2. BMSSP eljaras

Ebben a szakaszban ismertetjiik a Breaking the Sorting Barrier for Directed Single-
Source Shortest Paths |7] cimi cikkben leirt algoritmus alapjat adé lemmat.

Legyen k := |log"3(n)], valamint ¢ := |log®?(n)| két paraméter az algoritmusban. Az
algoritmus {6 Gtlete az, hogy felosztjuk a csticsokat diszjunkt Uy, Us, ... kozel azonos méreti
halmazokra az s csiicstol vett tavolsiag szerint, majd rekurzivan osztjuk tovabbi részekre
ezeket, egészen addig, mig olyan kis elemszamia halmazokat nem kapunk, amelyeken egy
Dijkstra szerii algoritmus mér gyorsan lefut.

Ezt a kovetkezSképpen tessziik: az s forrascsticsbol valod legrévidebb tutkeresés helyett
(SSSP - single-source shortest path problem) tobb forrascsucsbol keresiink legrévidebb
utakat (MSSP - multi-source shortest path problem). Tegyiik fel, hogy egy b korlatig mar
minden cstcs kész és ezek ki-élein relaxaltunk. El akarjuk késziteni a soron kovetkezs Uj;
halmazt, azaz el szeretnénk érni, hogy egy alkalmas B fels6 korlatig késszé valjanak a csi-
csok. Ehhez egy BMSSP nevii eljarast alkalmazunk (bounded multi-source shortest path).
Az eljaras bemenetként megkapja a B korlatot (latni fogjuk, hogyan érdemes ezt valasz-
tani), illetve egy S C V részhalmazt, melyre teljesiil, hogy minden nem kész v csticsra,
melyre dist(v) < B, a legrovidebb v-be vezets ut meglatogat néhény kész u € S cstcsot

(S cstcsainak s-t6l vett tavolsaga legalabb akkora, mint b). Ekkor ahhoz, hogy minden
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olyan nem kész v cstcs tavolsagat meghatéarozzuk, amire b < dist(v) < B, elegends S
cstcsaibol legrovidebb utakat keresni és megallni, ha egy csiicsnal mar elértiikk a B kor-
latot. A kovetkezd lemma kimondja, hogy a BMSSP szubrutin milyen eredményeket ad

vissza.

2.2.1. Lemma (Ran Duan, et al. [7]). Tegyiik fel, hogy adott eqy ¢ € [0, [log(n)/t]]
egész szdm, a csicsok egy S halmaza, melyre |S| < 2%, és egy B felsd korldt, melyre
B > maxgegd(x). Tegyiik fel tovibbd azt is, hogy minden nem kész v csucsra, melyre
dist(v) < B, a legrévidebb v-be vezetd 4t megldtogat néhdny kész u € S csicsot.

Ekkor a BMSSP(¢ ,B,S) (3. Algoritmus) szubrutin ad egy 4j B' < B korldtot, és a csicsok
eqy U halmazdt, mely tartalmaz minden v csicsot, melyre dist(v) < B’ és a legrovidebb
v-be vezetd it megldtogat néhdny kész, S-beli csicsot. A szubrutin végén U kész, tovabbd

a kovetkezdok kozil az eqyik teljestil:
o Sikeres lefutds: B' = B
o Részleges lefutds: B' < B, és |U| = O(k2%).
A szubrutin futdsideje ritka grdfok esetén O((kl + tl/k + t)|U]).

Az algoritmus elején meghivjuk a BMSSP eljarast ¢ = [log(n)/t], B = oo, S = {s}
paraméterekkel. Vegyiik észre, hogy ekkor k2% > n, tehat csak sikeres lefutas torténhet.
Igy megkapjuk minden cstics s-t8l vett tavolsagat. Behelyettesitve a megfelels értékeket,
lathato, hogy a futasids O(mlog®?(n)).

2.2.1. Pivotok keresése

A BMSSP eljaras bemenetként kap egy S halmazt és egy B korlatot, melyekre a
kovetkezd teljestil: Vo € V : dist(v) < B cstcsra igaz, hogy a legrévidebb v-be vezets ut
meglatogat néhany kész S-beli csticsot. Emiatt elegendd S csticsaibol legrévidebb utakat
keresni, majd a B korlatnal ezeket levagni. Ha S elemszdma nagy, akkor ez az eljaras
nagyon lassti. Ennek kikiiszobolésében segit a PIVOTKERESES() (1. Algoritmus) eljaras.

Az alabbi lemma formalizalja az algoritmus tulajdonséagait.

2.2.2. Lemma (Ran Duan, et al. [7]). Tegyiik fel, hogy adott eqy B korldt, és a csi-
csok eqy S halmaza. Tegyik fel tovabbd, hogy minden nem kész v € V csicsra, melyre

dist(v) < B, a legréovidebb (s,v) 1t megldtogat néhdny kész u € S csicsot. Jeldlje U azon
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v € V csicsok halmazat, melyekre dist(v) < B és a legrovidebb v-be vezetd it megldtogat
néhdany kész, S-beli csicsot.

Ekkor a PIVOTKERESES(B,S) (1. Algoritmus) eljdards megtaldl egqy W C U’ halmazt,
melynek mérete O(k|S|), valamint eqy P C S pivot halmazt, melyre |P| < %, ugy, hogy

minden w € U’ csucsra legalabb az eqyik feltétel teljestil:
o Az algoritmus végén w € W és w kész;
o A legrovidebb w-be vezetd it megldtogat néhdany kész y € P csiucsot.

A szubrutin futdsideje O(k|W|) = O(min{k?|S|, k|U’[}).

Az algoritmus futasa soran feltehets, hogy az s cstcsbol indulé legrovidebb utak egy-
értelmtiek. Ezzel a feltevéssel a 4. fejezet elején részletesebben foglalkozunk; latni fogjuk,
hogy ez nem jelent semmilyen megszoritést.

Tegytik fel, hogy a kovetkezs allapotban vagyunk: Vo € V' : dist(v) < b cstics méar kész,
egy alkalmas b szdmra, és ezekbdl a csticsokbol indul6 élek mentén relaxaltunk. Adott egy
S halmaz, ami teljesiti a lemma feltételeit.

Az eljards nagyon hasonlit a Bellman-Ford algoritmusra. Elgszor legyen Wy = S,
majd k iteracion keresztiil (i = 1, .., k) relaxalunk W;_; cstuicsaibol. Az igy elért cstcsokat
bevesszik W; halmazba. Ezutan W halmazhoz hozzavessziik W; halmazt. Ha W mérete
tul nagyra né (|W] > k|S|), akkor visszatériink P = S, W halmazokkal. Ebben az esetben
S halmazra teljesiilnek a lemma feltételei, igy felesleges tovabbi iteraciokat végrehajtani.

Ha az iteraciok alatt || nem né nagyra, akkor csdkkenteniink kell S méretét. Ehhez
vegylk F' = {(u,v) € A | u,v € W; d(v) = d(u) + wy,} halmazt. Feltettiik, hogy s
cstcshol a legrévidebb utak egyértelmtek, igy F' egy erdd. Vegyilik P halmazba azokat a
gyokereket F-bdl, amelyek elemei S-nek, és amelyek részfai legaldbb k cstucsot tartalmaz-
nak. Ha egy kész gyokér részfajaban kevesebb mint k cstics taldlhato, akkor ezek a csiicsok
a relaxaciok soran készek lettek, igy ezt a gyokeret nem sziikséges hozzavenni P-hez. A

Lemmat a 4. fejezetben bizonyitjuk.
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1. Algoritmus PIVOTKERESES [7]

e Bemenet: S halmaz, B korlat

e Feltétel: minden nem kész v csicsra, amire dist(v) < B, a legrovidebb v-be vezets
ut athalad néhany S-beli kész csticson

e Kimenetl: P pivot halmaz

e Kimenet2: W halmaz

LW<+S

2: Wy« S

3: for i=1..k do

4 Wi+ 0

5: for minden (u,v) élre, amire u € W;_; do
6: if d(v) > d(u) + wy, then

7 d(v) := d(u) + Wy,

8: if d(u) + wy, < B then

9: Wi < W; U {v}

10: end if

11: end if

12: end for

13: W «—WuWw,;

14: if [WW| > k|S| then

15: P+ S

16: return P, W

17: end if

18: end for

19: F + {(u,v) € A|u,v € W; d(v) = d(u) + wyy }
20: P < {u € S| ugyokér az F faban > k csuccsal}
21: return P, W

2.2.2. Algoritmus

El6szor tekintsiik az algoritmus megallasi feltételét, az ¢ = 0 esetet (¢ értéke jeloli a
rekurzi szintjét). Ha ¢ = 0, akkor a bemeneti S halmaz egyelemi, mivel |S| < 2% =1
és x € S cstucesnak sziikségszertien késznek kell lennie. Ekkor egy darab forrascsticsbol

szeretnénk legrévidebb utakat keresni egy adott B korlatig. Ezt megtehetjiik a Dijkstra
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algoritmus kis modositasaval. Tartsuk szem el6tt, hogy legfeljebb k2% kész csticesal tér-

hetiink vissza, tehat szakitsuk meg az eljarast abban az esetben, ha mar k£ darab cstcsot

talaltunk.

2. Algoritmus BMSSP Alapeset [7]

—_

[ I N T N S e T o T o SO e S T Sy S Sy SO Y
M B2 L % X gk w29

e Bemenet: S halmaz, B korlat
e Feltétell: S = {z}, ahol = kész
o Feltétel2: minden nem kész v csiicsra, amire dist(v) < B, a legrovidebb v-be vezetd
ut athalad x-en
e Kimenetl: B’ < B korlat
e Kimenet2: U halmaz
Uy« S
inicializalunk egy binaris kupacot (K)
K « (x,d(z))
while K nem iires és |Up| < k+ 1 do
(u,d(u)) + K.MINTORLES()
Uy < Uy U {u}
for minden (u,v) € A élre do
if d(v) > d(u) + wy, és d(u) + wy, < B then
d(v) = d(u) + wyy
if (v,d(v)) ¢ K then
K (v, d(v))
else
K .KULCSCSOKKENTES((u, d(u)))
end if
end if
end for

end while

. if |Uy| < k then

return B’ + B; U + U,
. else

return B’ := max,cy, d(v); U < {v € Uy : d(v) < B'}
. end if
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¢ > 0 esethez elGszor jegyezziik meg, hogy a szubrutin gyors futasa érdekében egy 1j

adatstrukturat fogunk bevezetni, melyet a kévetkezs fejezet targyal. Ebben a fejezetben

az adatstrukturaval kapcsolatban azt szeretnénk megérteni, hogy milyen mtveleteket kell

tudnia gyorsan végrehajtania.

Algoritmus [7]

Az algoritmus az ¢ # 0 esetben elGszér meghivja a PIVOTKERESES() szubrutint, ez-

zel szikitve a 2.2.1 Lemmaban szereplé S halmaz méretét. Az eljaras visszaad egy P és

W halmazt, melyre teljesiilnek a 2.2.2 Lemma &llitasai. Ezutan inicializaljuk a D adat-

struktarank M = 2¢~Y* paraméterrel (errdl részletesebben a kovetkezs fejezetben frunk).

Ebbe beszturjuk az Osszes (x,d(z)) part, ahol x € P. Beéllitjuk a kovetkezd értékeket:

B, :=mingepd(x); U :=0 (U halmazba keriilnek majd a kész csticsok).

Ezutan egy while ciklust inditunk. Az . iteracioban:

1.

D-bdl kivessziik a legkisebb tavolsagértékkel rendelkez6 M darab elemet. Legyen
ezek halmaza S;, tovabba legyen B; olyan val6s szam, melyre teljesiil, hogy B; leg-
alabb akkora, mint a kivett értékek maximuma, de legfeljebb akkora, mint a D-ben

maradt értékek minimuma.

. Rekurzivan hivjuk meg a BMSSP eljarast a kovetkezs paraméterekkel: ¢ — 1, B;, S;.

Ez visszaad egy U; halmazt, mely elemi készek, valamint egy B; korlatot, amirdl
tudjuk, hogy a nala kisebb tévolsagra levé csicsok mar készek. U; elemeit vegyiik
hozza U-hoz.

. Relaxaljunk U; cstcsainak ki-élei mentén: ha egy cstcshoz tartozo tévolsagcimke

javul, akkor azt szarjuk be D-be.

Ha részleges lefutas tortént, akkor S; azon csiicsait, melyek téavolsdgeimkéje legalabb

B! és nincsenek D-ben, szirjuk be az adatstruktiraba.

. Ha D kiiiriil: sikeres lefutés tortént, térjiink vissza.

. Ha |U| > k2%, akkor B’ := B;, és térjiink vissza.

Végiil U-hoz adjuk hozzé azokat a W-beli cstuicsokat, amikre d(z) < B'.
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Az algoritmus pszeudokddja (3. Algoritmus) a kovetkezd fejezet utan talalhato, mivel
sziikséges el6tte az adatstrukturat leirni.

Vilagos, hogy olyan adatstruktirara lenne sziikségiink, amibe gyorsan tudunk beszur-
ni, valamint gyorsan le tudjuk kérni a legkisebb néhany elemet (nem rendezve), és egy

elvalaszto korlatot, mely a kivett és bennmaradt értékek kozott van.

2.2.3. Folyamatabra

Ebben a fejezetben abrakkal szemléltetjiik a BMSSP eljaras mtikodését. Vegyiik a
BMSSP algoritmus egy lefutasat az ¢ # 0 szinten. Ekkor kapunk egy megfelels tulajdon-
sdgokkal rendelkezs S halmazt és egy B korlatot (2.1 abra). Elgszor futtatjuk a PIvor-
KERESES() szubrutint, mely visszatér P és W halmazokkal a 2.2.2 Lemma szerint (2.2

abra), majd a P halmaz elemeit beszurjuk az adatstruktiraba (ezt most D-vel jeloljiik).

T
\\ W
Bj B B B

2.1. abra. Bemenet 2.2. abra. PIVOTKERESES() eljaras utan

Miutéan beallitottuk a B paramétert és a kezdeti U halmazt, elkezdddik a while ciklus.
Tegyiik fel, hogy az i — 1. iteracioval végeztiink (igy B, , korlatig készek a csuicsok) és
éppen az 1. iteraciot kezdjiik. Ekkor kivessziik az adatstrukturabol a legkisebb tavolség-
cimkével rendelkezé M elemet, valamint kapunk egy B; korlatot, melyre teljesiil, hogy
B; > max,eg, d(z), de a D-ben maradt elemek értéke legalabb B; nagysagu (2.3 és 2.4
abrak).
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N =

B B!, B B, B, B B

2.3. abra. 1. iterdcio megkezdése elGtt 2.4. abra. Elemek kiszedése utan

Ezutan rekurzivan meghivjuk az eljarast az £ —1. szintre B;, S; paraméterekkel. El§szor
tegylik fel, hogy sikeres lefutas tortént. Ekkor B; korlatig késszé valnak a csicsok (2.5

abra), majd a relaxéalasok utan a javulo csicsok bekeriilnek az adatstruktiraba (2.6 dbra).

@ U; @ U;

2.5. 4bra. Rekurziv hivas utan 2.6. 4bra. Relaxalasok és beszurasok utan

Az érdekesebb eset az, amikor csak részleges lefutas torténik, azaz csak egy B; < B;
korlatig valnak késszé a cstcsok a rekurziv hivas utan (2.7 abra). Ekkor szintén relaxé-
lunk U; cstcsaibdl, és a javulo csiicsokat beszirjuk D-be. Fontos, hogy ebben az esetben
S; minden nem kész csticsa (ezek Bj és B; korlatok kozott helyezkedhetnek el) is visszake-
riiljon. Mivel nem biztos, hogy ezek a csiicsok a relaxalasok soran javulnak, igy az iteracio

végén a kimarado csticsokat be kell szarnunk az adatstruktaraba (2.8 abra).

22



@ Ui @ U;
By B BB B By Bi BB B
2.7. abra. Rekurziv hivas utan 2.8. 4bra. Relaxalasok és beszurasok utan

Ha az i. iterécié utdn D nem iires és |U| < k2%, akkor lefut az i+ 1. iteracio. Kiilonben

pedig visszatériink az el6z6 fejezetben leirt paraméterekkel.
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3. fejezet

Részben rendezett kupac

Az el6z6 fejezetben leirt algoritmusnak 3 miiveletet kell hatékonyan végrehajtania:
beszuras, a legkisebb tavolsdgcimkével rendelkezé elemek visszaadésa, valamint a tavol-
sagceimkék csokkentése. Ezen miiveletek végrehajtéasara képes egy egyszert binéris kupac
is, viszont annak hasznalataval a futasi id6 joval lassabb lenne, mint a kivant érték. Emi-
att a cikk szerz6i megalkottak egy 0j adatstruktirat [7], ami hatékonyabban végzi a fent
emlitett miveleteket. Ebben a fejezetben ezt az adatstruktirat ismertetjiik.

A kupacokkal az a probléma, hogy minden beszuras mivelet, és minimum torlés esetén
helyre kell allitani a kupacrendezettséget, hogy az elemek minden besziras és torlés utan
rendezve legyenek. Ezt csak O(logn) idében lehet megvalositani. Az 1j strukttra alapvetd
gondolata az, hogy elég az elemeket csak részben rendezni. Az algoritmusban nincs sziik-
séglink a legkisebb elemre, csak arra, hogy a legkisebb M darab elemet ki tudjuk nyerni
az adatszerkezetbdl (kupacok esetén ez O(M logn) idGigényt miivelet).

Tegyiik fel, hogy N darab kulcs/érték parunk van, melyeket el kell tarolnunk. Az
1j adatstruktura két blokk sorozatbol fog allni, jeldljiik ezeket Dy és Di-gyel, magat a
struktiurat D-vel. A Dy-ban és Di-ben szereplé blokkok mind kétszeresen lancolt listak
lesznek, amikben (a, b) parokat tarolunk. D;-be fogunk kozvetlentil elemeket besztarni, mig
Do-t egy tgynevezett BATCHPREPEND() mivelet szamara tartjuk fent (a késébbiekben
részletesen targyaljuk majd, miért hasznos az algoritmus szempontjabol ez a mivelet).
Legyen M paraméter, mely az adatszerkezethez tartozik, tovabba B egy fels6 korlatja az
N darab értékiinknek. Minden kétszeresen lancolt lista mérete legfeljebb M lehet.

Vizsgaljuk el6szor Di-et. Teljesiilni fog a kovetkezs: ha B; és B; is egy-egy D; beli
blokk, ahol i < j, akkor tetszéleges (a;, b;) € B; és (aj,b;) € B; parokra b; < b;. Minden
blokkhoz tartozni fog egy felsé korlat, mely legalabb akkora, mint a blokkban szereplé

24



legnagyobb érték, de legfeljebb akkora, mint a kovetkezd blokkban szerepld legkisebb
érték. Ezeket a korlatokat egy onkiegyensilyozd binaris kereséfaban taroljuk (példaul
AVL-faban). D;-ben a blokkok széma legfeljebb max{1, %} lesz, igy a keresfa mélysége
legfeljebb max{1,log(4%)} lehet.

Dy-ban szerepld blokkokra nincs hasonld megkotés; latni fogjuk, hogy a blokkok itt is

a benniik szerepld értékek szerint fognak novekedni.

3.1. Miiveletek

INICIALIZALAS(M, B): kapunk M, B paramétereket. Dy legyen iires, D; alljon egy da-
rab tires blokkbol, melynek fels korlatja B. Hozzunk létre egy N méretd T tombot, mely
segitségével szamon fogjuk tartani, hogy adott kulcsu elem szerepel-e a struktirdban, és
ha igen, a helyét is feljegyezziik. Kezdetben minden mez&ben iires mutato legyen.
BESZURAS((a,b)): beszurni csak D;-be szirunk be. Elgszor ellendrizniink kell, hogy a
kulest elem ({(a, ') par) szerepel-e mar D-ben. Ehhez nézziik meg, hogy a téombben a
mutatdja iires mutato-e. Ha nem, ellendrizziik, hogy b < V' teljesiil-e. Ha ez nem teljesiil,
akkor nem kell tenniink semmit; ha igen, akkor toroljik ki az (a,b’) part, és szurjuk be
(a,b)-t. Ehhez a keres6faban keressiik meg azt a legkisebb korlatot, ami nem nagyobb,
mint b, és az ahhoz tartozo blokkba szarjuk be (a, b) part. Mivel kétszeresen lancolt listaba
konstans idében be tudunk sztrni, igy a beszirés kéltsége O(max{1,log(-)}. A témbben
az a kulcs mutatoja mutasson a beszurt (a,b) par helyére.

TORLES((a,b)): egy (a,b) part konstans idében tudunk térdlni a kétszeresen lancolt lis-
tabol, hiszen a témbben szamon van tartva az (a,b) par helye. Amikor D;-ben kiiiriil egy
blokk, térolni kell a blokkhoz tartozé felss korlatot a keres6fabol, ami O(max{1, log(2%)})
idében elvégezhets. Ha egy part toroltiink, akkor a kulcs mutatojat cseréljiik le iires mu-
tatora a T tombben. Mivel a beszuras hasonl6 idGigényt, és a torlés elGtt biztos, hogy
beszurtuk az elemet valamikor, igy a torlés ideje amortizaltan beleolvad a besziras idejé-
be.

SZETVALASZTAS(): ha tul sok elemet szirunk be egy blokkba, akkor a blokk mérete
meghaladja M-et, amit el kell keriilniink. Ilyenkor hasznaljuk a SZETVALASZTAS() m-
veletet. Ha egy blokk mérete eléri M-et, O(M) id6ben megkeressiik a blokkban szerepld
értékek medianjat, majd az elemeket két csoportra osztjuk aszerint, hogy kisebbek vagy
nagyobbak a mediannal. A kisebb elemek az elsé blokkba keriilnek, mig a maradék egy 1j
blokkba. A szétvalasztas utan a két blokkban legalabb L%J elem lesz, igy a D;-beli blok-
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kok szama tovébbra is O(2%) nagysagrendi. Ezt kovetSen a kisebb elemeket tartalmazé
blokknak a fels§ korlatjat be kell szurni a kereséfaba (példaul a median értéke megfelels
valasztas). A nagyobb elemeket tartalmazo blokk fels§ korlatja marad az eredeti blokk
fels6 korlatja.

BATCHPREPEND (A): tegyiik fel, hogy van egy A halmazunk, ami olyan kulcs/érték
parokat tartalmaz, melyek értéke legfeljebb akkora, mint a D-ben szerepls legkisebb ér-
tékkel rendelkezs elem. Az A halmaz elemeit a BATCHPREPEND() miivelettel beszirjuk
Do-ba. Ehhez létrehozunk O(l—]@l) tires blokkot Dy elejére, majd megkeressiik O(M) id6-
ben A halmaz medianjat |2, 1 1]. Ezutan megkeressiik a medidnnal kisebb, illetve nagyobb
elemeket, majd ezen halmazokra ismételjiik az eljarast egészen addig, amig a halmazok
mérete L%J és M értékek kozé nem esik. Ezutan a kapott halmazokat beszurjuk egy-egy
tiresen létrehozott blokkba Dy elejére (fontos, hogy a kisebb értékii elemeket tartalmazo
halmazokat kisebb sorszamu blokkba szurjuk be), és a T tombben jegyezziik a bekeriils
elemek helyeit. Ha egy olyan a kulcst elem benne volt mér az adatstruktaraban, amit most
BATCHPREPEND() miivelettel beszturunk, akkor a struktiraban szerepld (a, b) part torol-
jiik ki. A miivelet koltsége O <|.A] log ('—ﬁ')), mivel egy median keresés koltsége O(].A|) és
ahhoz, hogy legfeljebb M méreti blokkokat kapjunk, O (log <|—A“‘/l[|>> median keresést kell
végrehajtanunk.

KIEJTES(): a mivelet célja, hogy kinyerjiik az adatstrukturabol az M darab legkisebb
értékkel rendelkezd kules/érték part és kapjunk egy B valos szamot, melyre teljesil az,
hogy a kinyert kulcs/érték péarok értékei kisebbek B-nél, de minden adatstruktiraban
bennmaradt érték legalabb akkora, mint B. Ha az adatstrukturaban kevesebb, mint M
elem van, akkor minden elemet szeretnénk kiszedni beléle.

Els6 1épésben gytijtsiik ki a legkisebb értéki elemeket Dy-bol: haladjunk sorban Dy blokk-
jain, és vegyiik egy Hy halmazba az adott blokk elemeit, amig |Hy| legalabb akkora nem
lesz, mint M. Ugyanezt ismételjiik meg D, elemeivel is, a legkisebb értéki elemeket gytijt-
stik H; halmazba. Egy blokk mérete legfeljebb M lehet, igy |H;| < 2M, i = {0,1}, ezért
az elemek kigytjtése O(M) id6ben megtehetd. Mivel minden kulcs csak egyszer szerepel-
het D-ben, igy Hyo N Hy = (. Ha |Hy U Hy| < M, akkor Hy U H; elemeit tordljiik ki az
adatstrukturabol, és térjlink vissza ezekkel az elemekkel. Ha ez az eset nem all fenn, akkor
keressiik meg HoU Hy halmaz M. legkisebb értékét O(M) (|HoU H,| < 4M) id6ben |2, 11]

és térjlink vissza azokkal az elemekkel, melyek értéke kisebb ennél (és toroljitk ezeket az

elemeket).
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Vélasszuk B-t az adatstrukturaban maradt legkisebb értéknek, és térjlink vissza B-vel.
Ehhez meg kell keresniink Dy legkisebb értéki elemét (O(M) id6ben megtehets [11]) és

D, legkisebb értékid elemét, majd ezek minimumat.

3.1.1. Néhany sz6 a BATCHPREPEND () miiveletrdl

Az BMSSP eljarasbol latszik, hogy miért fontos a BESZURAS() és a KIEJTES() m-
velet; most ejtsiink néhany szot a BATCHPREPEND() miiveletrdl, ami latszolag csak egy
alternativ beszuras miivelet, ami bonyolultabba teszi az adatstrukturat.

A BMSSP eljaras egyik fontos 1épése az adott U; halmazokbol kimend élek mentén
torténd relaxacio. Ha a relaxacioval javitunk az adott cstics tavolsageimkéjén, akkor végre
kell hajtanunk egy beszurast az adatstrukturaba. Az algoritmus futédsa alapjan tudjuk,
hogy az i. iteracioban D-ben legalabb B; értéki elemek szerepelnek. A rekurziv hivés
részleges lefutas esetén visszaad egy U; halmazt és egy B; korlatot, ahol U; elemei ké-
szek, és B! < B; korlatig a csticsok mar készek. A relaxalas soran el6fordulhat, hogy
egy cstcs tavolsageimkéje ugy javul, hogy a javitott érték a [B], B;) intervallumba esik.
Ebben az esetben tudjuk, hogy az adatstruktira elejére keriilne be. Ha alkalmaznank a
BESZURAS() mitiveletet, akkor feleslegesen meg kellene keresniink D; elsg blokkjahoz tar-
tozo felsd korlatot az onkiegyenstulyozo binaris keresGfaban. Ehelyett adott iterdcion beliil
osszegytjthetjiik azokat a cstucsokat, melyek értéke a relaxaciok utan a [Bf, B;) interval-
lumba esik, majd az iteracio végén a BATCHPREPEND() miivelettel egyszerre "betoltjik"
ezeket az adatstruktura elejébe. A kovetkez§ fejezetben latszani fog, hogy az algoritmus
paramétereinek megfelel§ megvalasztasa esetén mekkora javulast eredményez ez a mivelet
a BESZURAS() mivelettel szemben.

Az adatstruktura megismerése utan a BMSSP eljaras pszeudokddja (3. Algoritmus):
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3. Algoritmus BMSSP eljaras |7]
e Bemenet: / szint, S halmaz, B korlat
e Feltétell: |S| < 2

e Feltétel2: minden nem kész v csucsra, amire dist(v) < B, a legrovidebb v-be vezets

ut athalad valamely kész u € S cstcson
e Kimenetl: B’ < B korlat

e Kimenet2: U halmaz

1: if £ =0 then

2: return B’ U < BMSSP Alapeset(B, S)
3: end if

4: P,W < PIVOTKERESES(B, 5)

5: inicializaljuk D adatstruktarat M = 2=V B paraméterekkel
6: D.BESZURAS((p,d(p))) minden p € P csicsra
7. 1:=0; B} :=mingepd(x); U<+

8: while |U| < k2% és D nem iires do

9: =141

10: B;, S; + D.KIEJT()

11: B\ U « BMSSP({ - 1,B.,5))

12: U+~UUU;

13 K<« 0

14: for minden (u,v) élre, melyre u € U; do
15: if d(v) > d(u) + wy, then

16: d(v) == d(u) + Wy,

17: if d(v) € [B;, B) then

18: D.BESZURAS((v, d(v)))

19: end if

20: if d(v) € [B], B;) then

21: K+ KU {{v,d(v))}

22: end if

23: end if

24: end for

25:  D.BATCHPREPEND(K U {(v,d(v)) | v € S; és d(v) € [B], B;)})
26: end while
27: return B’ := min{B;, B}; U+ UU{v e W |d(v) < B'}
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4. fejezet
Az algoritmus elemzése

A kovetkez§ fejezetben bebizonyitjuk a 2.2.1 és 2.2.2 Lemmakat. Ezek bizonyitasdhoz
feltehets, hogy az s cstucsbol induld legrévidebb utak egyértelmtiek, azaz az s gyokert
legrovidebb utak faja egyértelmi. Ez a feltevés szamos cikkben megjelenik, a 7] cikkben
mutatnak egy eljarast, ami segitségével az azonos hosszusagu (s,v) utak kozott fel lehet
allitani egy megfelel§ hierarchiét.

Nézziik el6szor a 2.2.2 Lemma bizonyitasat, ami a pivot csicsok keresésérsl szol.
Bizonyitas [2.2.2 Lemma| Két eset fordulhat els: |W| > k|S| vagy |W| < k|S|. Vizsgal-
juk ezeket kiilon-kiilon.

Ha |W| > k|S|, akkor a 3-korlatos fokszam tulajdonsag miatt |W| = O(k|S]) 4ll fenn.
Masrészt |P| = |S] < ‘kM Mivel a lemma feltételei miatt minden nem kész v csucsra
teljestil, hogy az s cstucsbol a v csiicsba vezetd legrovidebb 1t dthalad valamely kész S-
beli csticson, igy az algoritmus lefutasa utan a nem kész csiicsokra teljesiilni fog a méasodik
allitas. Csiicsok csak tigy valhattak késszé, hogy a W halmazboél kimend éleken relaxaltunk
és a relaxalas utan a javulo csticsot bevettiik W-be. Igy a kész csticsok egytttal W-nek is
elemei lettek. Az persze nem feltétleniil igaz, hogy minden W-beli cstics kész, de ezt nem
is allitottuk.

Ha |W| < k|S|, akkor persze |W| = O(k|S|). Legyen v € U’. Legyen u a legrévidebb
(s,v) 1t elsd olyan csicsa, amire u € S. Ekkor u biztosan egy forrascsucs az F' faban. Ha
a legrovidebb (u,v) ut legfeljebb k& — 1 élbdl all, akkor v a relaxalasok soran késszé valt
és bekeriilt W-be. Ha legalabb k eleme van ennek az ttnak, akkor v-re teljesiil az allitas
masodik fele, mert v € T'(u) és u-t bevesszitk P-be. Mivel csak azokat a forrascsticsokat
vessziik be P-be, melyek részfaiban legalabb k elem van, igy |P| < |—V:| (minden P-beli
cstcshoz tartozik legalabb & — 1 W-beli cstcs).
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Egy iteracioban a relaxaciok szaméat feliilr6l becstilhetjiikk W elemszaméval. W mére-
tére végig teljesiil az algoritmus soran, hogy O(min{k|S|,|U’|}) nagysagrendi. Osszesen
k iteraci6 tortént, igy a for ciklus futési ideje O(min{k?|P|, k|U’|}). A 3-korlatos fokszam
tulajdonsag miatt F' O(|W|) élt tartalmaz. A P-beli cstcsokbol be kell jarni F éleit és
vizsgalni, hogy adott cstcsbol hany csicsot értiink el. A legrévidebb utak faja egyértelmii,
igy F' diszjunkt részfakra bomlik, emiatt a bejarasok sszkoltsége O(|W]) < O(k|U'|). O

4.1. A BMSSP eljaras helyességének bizonyitasa

A fejezet elején vezessiink be néhany jelolést, melyek segitenek megérteni a BMSSP
eljarasra vonatkozo lemma bizonyitasat. Legyen D = (V) A) digraf, s forrascstcs, vala-
mint w nemnegativ sulyfiiggvény. Tekintsiik a legrovidebb utak fajat (ahogy feltettiik, ez
egyértelmt), legyen ez T'. Ha u € V', akkor T'(u) jelélje T' u gyoOkerti részfajanak csucsait.
Ez pontosan azokat a v csiicsokat tartalmazza, melyekre az s-bdl v-be vezetd legrovidebb
ut athalad u-n.

Legyen S C V csticshalmaz. Ekkor

7(S) = T(u)

u€eS
azon v csucsok halmaza, amikre az s-bél v-be vezeté legrévidebb 1t athalad valamely
u € S csucson.
Az algoritmus futasa soran fontos megkiilonboztetniink a mar kész, valamint a még

nem kész cstucsokat, ezért jeldlje

S*={ve S| vkész}
az S halmaz kész cstcsainak részhalmazat. Ekkor

T(5*) = |J T(v).

veS*
A definiciokbol rogton adodik, hogy T'(S*) C T'(.S) teljestil minden S C V' halmazra.
A BMSSP eljaras csak egy adott fels§ korlatig keres legrovidebb utakat, ezért érdemes a

kovetkezd definicidokat is bevezetni: legyen B egy felsé korlat, ekkor
T.p(S)={veT(S)|dist(v) < B}.
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Ez a halmaz tartalmazza azokat a csticsokat, melyek s-t6l vett tavolsaga kisebb, mint a
B korlat, és az s-t6l hozzajuk vezetd legrovidebb ut athalad valamely S-beli cstcson.

Legyen [B’, B) intervallum. Az el6z6 definiciohoz hasonloan

Ti 5)(S) = {v € T(S) | dist(v) € [B', B)}.

Itt tehat a legrovidebb 1t hosszara nem csak egy fels§, hanem als6 korlatunk is van.
Lathato, hogy ha [By, By) C [B’, B), akkor Tip, 5,)(S) € Tip,5)(S).
Vegytink még egy utolso jelolést (S C V), B egy felsd korlat):

Scp:={v e S|dist(v) < B}.

A jelblések bevezetése utan a 2.2.1 Lemma els6 felét a kovetkezdképpen fogalmazhatjuk

meg:

4.1.1. Lemma (Ran Duan, et al. [7]). Tegyiik fel, hogy adott egy ¢ € [0, [log(n)/t]]
egész szdm, a csicsok egy S halmaza, melyre |S| < 2%, és eqy B felsd korldt, melyre B >
maxges d(z). Tegyik fel tovdbbd, hogy minden nem kész v csucsra, melyre dist(v) < B
teljesiil, hogy v € T(S*).

Ekkor a BMSSP(l, B, S) (3. Algoritmus) szubrutin lefutdsa utdn: U = Tp/(S) és U kész.

Indukeiot fogunk alkalmazni a szintek (¢) szerint. £ = 0 esetet konny lesz belatni, mert
ebben az esetben egy Dijkstra algoritmushoz hasonlé eljarast futtatunk (2. Algoritmus).
Ezutan feltessziik, hogy az (¢ — 1)-edik szintig teljesiil az allitas, és belatjuk az ¢. szintre is.
Ehhez vessziik egy hivasat a BMSSP eljarasnak az (-edik szinten, és belatunk két allitast,

amik teljesiilnek az adott hivasban torténd iteraciokra. Kozvetleniil az i. iteracio elétt:

e minden nem kész v csiicsra, mely s-t6l vett tavolsaga kisebb, mint a B korlat, teljesiil
az, hogy v € Tip;_ )(P). A PIVOTKERESES() eljards miatt tudjuk, hogy az eljards
elején a nem kész csticsok elemei T. (P) halmaznak. Az allitas szerint az 4. iteracio
el6tt késszé valik minden olyan T g(P)-beli cstcs, mely s-t8l vett tavolsaga kisebb,

: !/
mint B;_;.

e Tip:_, )(P) halmaz megegyezik az i. iteraci6 megkezdése el6tt az adatstruktiraban
talalhato kész csicsok részfainak uniojaval (a B korlatig). Ez az allitas azt mondja ki,
hogy valoéban elég az adott iteracioban a D-ben taladlhato legkisebb tavolsagcimkével

rendelkezd csticsokbol keresni a legrovidebb utakat.
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Ezekbdl az allitasokbol mar kénnyen be fogjuk tudni latni a 4.1.1 Lemmét. A bizonyi-
tas megkezdése el6tt mondjunk ki két allitast, melyek segiteni fognak az el6bb emlitett

lemmat belatni.

4.1.2. Allitas. Legyen Sy, So CV és By, By, B korldtok. Tegyiik fel, hogy By < By < B
¢s Tip,,)(S1) = Tip,,B)(52). Ekkor Tip, 5)(S1) = TiB,,p)(52) egyenldséy is teljesiil.

Bizonyitas Legyen v € Tip, p)(S1). Ekkor By < B, feltétel miatt v € Tip, p)(51), igy
tehat v € Tip, py(S2). Mivel dist(v) € [By, B), v € Tip, p)(S2). A masik irdny ugyanigy
lathato. O

4.1.3. Allitas (Ran Duan, et al. [7]). Tegyiik fel, hogy minden olyan v nem kész csics,
amelyre dist(v) < B, eleme a T(S*) halmaznak. Legyen B' < B és:

X ={ze€S:dx)< B’}

Y={zeS:dx)> B}
Ekkor
e minden olyan nem kész v csics, amelyre d(v) < B’, eleme a T'(X*) halmaznak

o Tep(S) =Tep(X).

Bizonyitas Legyen v olyan nem kész csics, melyre dist(v) < B'. Az allitas feltétele
alapjan ekkor v € T'(S*), tehat létezik u € S* csucs, hogy v € T'(u). Mivel dist(v) <
d(v) < B’ és dist(u) = d(u) < d(v), igy dist(u) < B', azaz u € X. u-rol lattuk, hogy kész,
emiatt v € T'(X™). Ezzel az allitas els6 felét belattuk.

AT p(X) C Tep(9) tartalmazas teljesiil, mivel X C S. A maésik irdny bizonyité-
sahoz legyen v € T.p/(95). Ekkor dist(v) < B’ < B, tehat v € T(S*). Emiatt létezik
u € S* cstcs, melyre v € T'(u). Ahogy a bizonyitas elss felében lattuk, itt is teljesiil, hogy
dist(u) < dist(v) < B', igy u € X*. Kovetkezésképpen v € T/ (X) O

Bizonyitas [4.1.1 Lemmal A szintek szerinti indukcioval bizonyitunk. ¢ = 0 esetben
|S| < 2% =1, igy S sziikségszeriien egyelemii. Legyen x € S, x kész. Ekkor Algoritmus 2
az x csucsbol futtat egy Dijkstra algoritmust, mely helyesen kiszamolja az s cstcstol vett

tavolsagokat egy B’ korlatig. Tehat U = T-p/(z) = T-p/(S). Ezzel az alapesetet belattuk.
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Tegyiik fel, hogy az (¢ — 1). szintig teljesiil az allitas. Lassuk be az allitast az ¢. szintre.
Vezessiink be egy tjabb jelolést: jelolje D; az adatstrukturaban szerepld csticsok halmazat,
miel6tt az algoritmus elkezdené az i. iteraciot (tehat D; az adatstruktura allapotét jelzi
kozvetleniil az i — 1. iteracio befejezése utan). Igy felirhatjuk a fent mar emlitett két allitast

az iteraciokra:
1. Segédallitas. Kozvetleniil az 1. iterdcio eldtt:

1. minden nem kész v csicsra, amire dist(v) < B, v € Tip

1—17

B)(P)
2. Tip_ 5 (P) =T<p(D;) = T<p(D;)

Bizonyitas A két részallitast iteraciok szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk.
Az alapeset (i = 1) itt is egyszertien lathato. Lefutott a PIVOTKERESES()
eljaras, az elsG iteraci6 el6tti allapotban vagyunk. Az 1. pont a 2.2.2 Lem-
méabol kévetkezik, hiszen ha egy v cstics nem kész és dist(v) < B, akkor
az lemma allitdsanak mésodik pontja teljestl ra, igy v € Tg(P*). dist(v) >
mingep+ dist(r) = mingep- d(z) > mingep d(x) = Bj. Igy tehét v € Tigy p)(P*)(=
T.p(P*)) és emiatt v € Tip, py(P). Az allitas 2. része szintén teljesiil, hiszen
jelen esetben P = D;, és az eldbbihez hasonloan lathato, hogy Tip; p)(P) =
T.p(P). Megmutatjuk, hogy T-p5(P) = T-pg(P*). Ehhez elegendd azt latni,
hogy T-p(P) C T-p(P*). Legyen z € T-p(P). Ha z nem kész, akkor lattuk,
hogy z € T-p(P*). Ha z kész: indirekt tegyiik fel, hogy z ¢ T-p(P*). Mivel
z € T.p(P) létezik w € P, amire z € T-p(w) és w nem kész. Ekkor viszont
w € Tipy p)(P*) a 2.2.2 Lemma 2. allitasa szerint. Igy viszont z € Tigy.)(P"),
ami ellentmondasra vezet. Azt kaptuk, hogy ha z kész, akkor z sziikségszertien

eleme Tipy. B)(P*) halmaznak. Ezzel az alapesetet belattuk.

Tegyiik fel, hogy az allitasok teljesiilnek az i. iteracioig, belatjuk az (i + 1).
iteraciora is.

Nézziik el6szor az allitas 1. részét. Mivel i-ig teljesiil az allitds az indukcios
feltevés miatt, igy minden v nem kész csicsra, amire dist(v) < B, teljesiil,
hogy v € Tip, | 5)(P). Azt kéne beldtnunk, hogy T p/(P) halmaz mar kész,
hiszen ekkor v € Tip, | p)(P) \ T<p/(P) = Tip, p)(P), amit szeretnénk. Az
allitas masodik része és az indukcios feltevés miatt Tip  p)(P) = T<p(D;).
Ekkor alkalmazhatjuk a 4.1.3 Allitas els6 felét a kovetkezd szereposztéssal:
S =D, X :=S;¢6Y :=D;\S5,;, B := B, (az adatstrukturabol valo torlés
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biztositja, hogy X elemei kisebbek B;-nél, mig Y elemei legalabb akkorak,
mint B;). Igy tehat minden nem kész v csics, amire dist(v) < B;, eleme
T'(S}) halmaznak. Az indukcios feltevés miatt az algoritmus helyesen fut le az
(0 — 1). szinten, igy U; = Tepi(S;) és U; kész. Most a 4.1.3 Allitds masodik
részét szeretnénk alkalmazni a kovetkezd szereposztéssal: S = D;, X = Si<B;’
Y :=D;\ X, B' ;== Bj. A lemma feltételei szerint ehhez az kell, hogy minden
nem kész v cstics, amire dist(v) < B;, eleme legyen T g, (D;) halmaznak. Az
elbb lattuk, hogy ezek a cstcsok elemei T g, (S)) halmaznak. Mivel S} C Dy,
igy T<p,(S;) C T.p,(Df) tartalmazas is fennall.

Emiatt alkalmazhaté a lemma, ami szerint 7. BQ(SZB/,) = T<p/(D;). Mivel U;

_ SLBI_.ZTovébba Tep(Si_,,) =

kész, igy S;_,, elemel is készek, tehat S;_ i

B! B!
i i i

T<p/(Si), hiszen ha egy csiics s-t6l vett tavolsaga nagyobb, mint Bj, ak-
kor a részfajaban szereplé cstucsok tavolsaga is nagyobb lesz Bi-nél. Tehat
Ui = Tep/(S;) = T<BZ{(SZ~<B§) = T<B{-(S;<B;) = T<p/(D;). Masfeldl tudjuk az
indukcios feltevésbdl, hogy Tip:  p)(P) = T<p(D;). Ekkor persze B < B
korlétra szintén teljesiil, hogy Tip/ ) (P) = T<p/(D;). Igy U; = Tep(D;) =
Tip:_ ) (P), tehat Tip, | pry(P) kész, azaz belattuk az allitas elsé felét az i+ 1.
iteraciora.

Most belatjuk az allitas 2. felét az i + 1. iteraciora. Mivel B, > B! ,, igy
T[B&B)(P) = ﬂB§7B)(Di) = 7”[31(73)(1)3) adodik a 2. allitasbol, az i. iteracio-
ra 4.1.2 Allitas miatt. Tegyiik fel, hogy teljesiil a kivetkezé két tartalmazas
(ezeket a kovetkezd segédéllitasban latjuk be): Tip p)(D;) € T<p(Djyy) és
T-5(Diy1) C Tip,,5)(D;). Ha ezeket belatjuk, akkor:

Tipr,5)(P) = Tipp)(D;) € T<p(Diyy) € T<(Diy1) C Tip,5)(Ds) = Tip,p)(P).
Mivel az els6 és utols6 halmaz megegyezik, igy mindegyik halmaz azonos, azaz:
T[BLB)(P) =T.p(D;,,) = T<p(Dit1),

amire sziikségilink volt. [

4.1.4. Kovetkezmény. A segéddllitds elsd felének bizonyitdsdbol lathato, hogy
Uy = T<py(5i) = T<py (D).
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2. Segédallitas.

1. Tipy,p)(D;) € T<p(D}yy)
2. T<g(Diy1) C Tip;,5)(Ds)

Bizonyitas Léssuk be az allitas els6 felét. Legyen v € Tip; 5)(D;). Ekkor lé-
tezik valamilyen u € D; cstcs, hogy v € Tip; p)(u). Ha u € D}, akkor teljesiil
az allitas, ha nem: u kikeriilt D;-bdl. Ez csak ugy fordulhatott els, hogy u € S;.
Ha d(u) > B! teljesiilne, akkor u-t a BATCHPREPEND() mivelettel beszurtuk
volna D} -be, igy tehat d(u) < Bj, és u € U; a 4.1.4 Kévetkezmény miatt.
Ekkor a legrévidebb (u,v) tton valahol kilépiink U; halmazbol (az indukcios
feltevés miatt U; elemei készek). Torténjen ez a (21, 22) ¢l mentén. Amikor az
algoritmus az élek mentén relaxal, akkor z, is késszé valik (mert a legrovidebb
utak egyértelmiiek) és bekeriil D, -ba. Tehat v € T5(Dj,,), amit be kellett

latnunk.

Most nézziik az allitas méasodik részét. Legyen v € T-g(D;y1). Ekkor létezik
egy u csucs, amire u € D;, 1 ésv € T(u). Ha u € D; teljesiilt, akkor igaz az al-
litas. Kiilonben u egy (z,u) élen vald relaxacio utan kertilt az adatszerkezetbe,
ahol z € U; = T p/(D;) és z kész. Fontos, hogy a (z,u) él mentén ekkor valid
relaxacio tortént, azaz d(z) + w,, < d(u) egyenl6tlenség allt fent. Tegytik fel,
hogy a (z,u) él mentén torténd relaxacio volt az utolso relaxéacio, ami javitott
a d(u) értéken. Ha u € T'(z), akkor u kész lett, vagyis d(u) = dist(u) > B.
Ekkor u € Tip p)(D;), és igy v € Tip p)(D;). Most nézzilk azt az esetet, ami-
kor u ¢ T(z). Ekkor u nem lehet kész, mert u ¢ T(z) és z kész feltételek
miatt dist(u) < dist(z) + w,, (legréovidebb utak egyértelmiek, emiatt szigort
az egyenlGtlenség). Mivel (z,u) él mentén tortént az utolso javitas, igy v nem
valhatott késszé ebben az iteracioban. Tehat u nem kész. Ekkor az 1. Segéd-
allitas 1. és 2. pontja miatt tudjuk, hogy u € Tip p)(P) = T<p(D;), amibdl
kévetkezik, hogy v € Tip: ) (D;). [

A segédallitasok bizonyitdsa utan térjiink vissza a lemma bizonyitasihoz. Be kéne

latnunk, hogy U = T.p/(S) és U kész. Tegyiik fel, hogy r darab iteracio tortént. A
4.1.4 Kovetkezmény alapjan U; = T.p/(S;) = Tep/(Di) = Tip_, ) (P) és az indukcits
feltevésbdl U; kész. Ebbdl a felirasbol az is latszik, hogy az U;, ¢+ = 1,..,r halmazok
diszjunktak és Uj_,U; = Tcp/ (P). Vizsgaljuk a T-5(S\ P) halmazt. Be kéne latnunk, hogy
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a T<p (S\ P) halmaz elemei készek és bekeriilnek U-ba. A 2.2.2 Lemmabol tudjuk, hogy
W tartalmaz minden 7. 5(S'\ P) halmazbeli csticsot, és W azon elemei, melyek nem elemei
T(P)-nek, készek. Igy tehat {v € W | d(v) < B’} halmaz tartalmaz minden T (S \ P)-
beli csticsot, és W, elemei készek (ha egyes elemei T'(P)-beliek, akkor azok az iteraciok
sordn valtak késszé). Ekkor tehat U := (U_,U;) U Wep = Tep (P)UTp (S \ P) =
T<p (S). Mivel U; halmazok és Wep, is kész, belattuk az allitast. [

4.2. Id6komplexitas elemzése

Mielstt belatjuk a 2.2.1 Lemma futasi idejére vonatkozé allitast, belatunk 3 egyszert

allitast, melyekre sziikségiink lesz a bizonyitashoz.

4.2.1. Allitas (Ran Duan, et al. [7]). Tegyiik fel, hogy teljesiilnek a 2.2.1 Lemma fel-
tételei, ahol minden nem kész v csics, amire d(v) < B, benne van T<p(S*) halmazban.
Ekkor a BMSSP eljdrds futtatdsa utdn |U| < 4k2%. Ha csak részleges lefutds tirtént, akkor
\U| > k2%,

Bizonyitas Indukcioval bizonyitunk: ¢ = 0 szintre teljesiil az allitas, mivel ekkor |U] <
k = k2°. Részleges lefutas csak tgy torténhetett, hogy U mérete elérte a k értéket, igy
|U| > k teljesiil.

Tegyiik fel, hogy (¢ — 1). szintig belattuk az allitast, lassuk be az ¢. szintre.

Tegyiik fel, hogy r iteracio tértént. Vilagos, hogy az r. iteracio elstt |U| < k2% (kiilonben
véget ért volna a while ciklus). Az indukcios feltevés miatt |U,| < 4k20-DF = 2k2%,
Tovabba a 2.2.2 Lemmabol tudjuk, hogy |W| < k|S| < k2%. Ezzel megkaptuk, hogy
|U| < (1+2+1)k2%. Részleges lefutds megint csak gy torténhetett, hogy a while ciklus
nem futott le tobbszor, mivel sériilt az |U| < k2% feltétel, igy ekkor |U| > k2% O

4.2.2. Allitas (Ran Duan, et al. [7]). Kozvetleniil a 3. Algoritmus i. iterdcidja eldtt

Bizonyitas Koénnyen lathato, hogy mingep d(z) > B._, hiszen a B._,-nél kisebb té-
volsagra levs csticsok mar készek, és nem keriilnek vissza D-be. Ha v € D és v kész,
akkor dist(v) = d(v) > B._,. Ha v nem kész, akkor az 1. Segédallitas 1. allitasa miatt
v € Tip:_| ) (P), igy a definicio szerint dist(v) > B;_;. U
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4.2.3. Allitas (Ran Duan, et al. [7]). Legyen U’ := T-5(S). A 3. Algoritmus lefutdsa
utdn min{|U’|, k| S|} < |U|, tovdbba |S| < |U].

Bizonyitas Sikeres lefutas esetén U = U’ a 4.1.1 Lemma miatt. Igy min{|U’|, k|S|} < |U|
biztosan teljesiil. Méasrészt S C U’, tehat S C U.
Részleges lefutas esetén U’ C U nem biztos, hogy teljesiil, de k|S| < k2% < |U|. O

A BMSSP eljaras futasi idejére vonatkozo allitas bizonyitasaban kiilon-kiilon megbe-
csiiljiik a kiilonb6z6 miiveletek lépésszamat. A legnagyobb idGigényti miiveletek a pivot
csucsok keresése, az eljaras rekurziv hivasai, valamint az adatstruktira miiveletei: a BE-
SZURAS(), BATCHPREPEND() valamint a TORLES() miveletek. Teljes indukcioval fogunk
bizonyitani, igy a rekurziv hivasok lépésszdmara az indukcios feltevés biztositani fog egy
megfeleld felsg korlatot. A PIVOTKERESES() szubrutin futési idejét ismerjiik, de |U]| fiigg-
vényében szeretnénk meghatarozni a futési id6t, igy a pivot keresés eljards paramétereirél
at kell térniink |U|-ra. Ezt teszi lehet6vé szamunkra a 4.2.3 Allitas. A nehézséget a beszi-
rasok iddigényének becslése jelenti. Ehhez ad segitséget a 4.2.1 Allitas, ami azt mondja
ki, hogy U mérete nem néhet nagyon nagyra, de azért kellGen sok csucs késszé valik az
algoritmus futésa soran.

Vizsgaljuk a besztras miveletet. Az adatstruktiraba térténd besziras O(log(4r)) id6-
ben megtehetd, ahol N valamilyen fels6 becslése az adatstruktiraban egyszerre szerepld
értékek szaménak. Az algoritmusunk esetén N = n valasztas megfelel§ lenne, am sok-
kal jobb becslést is tudunk adni. Tekintsiik a BMSSP eljarast rogzitett ¢ szinten. Ekkor
M = 2=1t A 421 Allitas alapjan tudjuk, hogy |U| = O(k2%). A 4.1.4. Kévetkezmény
szerint U; = Tip:_ py(P), tehat az U halmaz diszjunkt U; halmazokra bomlik (persze
W halmaz elemei koziil is keriilnek be U-ba csticsok, de ezen cstucsok élei mentén nem
relaxalunk, igy ilyen értelemben megfeledkezhetiink réluk). Mivel feltettiik, hogy a graf
3-korlatos fokszamu, igy az i. iteracioban torténd relaxéaciok (és igy a beszurasok) szamat
feliilrsl becsiilhetjiik 3|U;|-vel. Mivel U;U; C U, igy . 3|Us| < 3|U| = O(k2*). Azaz az
eljaras egy hivasiban az (. szinten O(k2%) elemet sztrunk be az adatstruktiraba. Emiatt

egy beszuras koltsége

o) (log (%)) = O(log(k2")) = O(t + log k).

Most nézzitk a BATCHPREPEND() miveletet. A cstcsok szaméat, amiket A BATCH-

PREPEND() mivelettel sztrunk az adatstrukturédnkba, az i. iterdcioban szintén feliilrsl
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becsiilhetjiik |U;|-vel. U; halmazrol tudjuk, hogy |U;| = O(k2¢=D) (4.2.1 Allitas, (¢ — 1).

szintre). Mivel L darab elem BATCHPREPEND mivelettel valo besztrasa O(Llog(L))

id6ben megtehetd, igy egy cstcs atlagos besziirasi ideje

kQ(Zfl)t

Innen is latszik, mennyire hasznos ez a miivelet: egy megfelel§ tulajdonsagokkal rendel-
kez6 elem beszirasanak ideje, a paraméterek j6 megvalasztasa esetén O(log(log!/3(n)))
nagysagrendd O((log*3(n)) helyett.

Vezessilink be tjabb jeloléseket:
A(u) == {(u,v) € A}.

az u-bol kiléps élek halmaza.
Legyen U C V. Ekkor

AT (U) = Uper A(u).

Legyen a < b két pozitiv szam:

Appy(u) == {(u,v) € A | dist(u) + wyy € [a,b)}.
Afy(U) = {(u,v) € A|u €U és dist(u) + wy, € [a,D)}.

Miel6tt kimondanank a 2.2.1 Lemma id6komplexitasra vonatkozo allitasat, feltessziik,
hogy a BMSSP eljarasban szerepl6 mtveletek futéasi idejébdl szarmazo konstansok 6sszegét
feliilr6l tudjuk becsiilni egy C' konstanssal.

Igy mar kimondhatjuk a 2.2.1 Lemma id6komplexitasra vonatkozo allitasat:

4.2.4. Lemma (Ran Duan, et al. [7]). A 3. Algoritmus ritka grdfokon
C(k+2t/k)(0 + D|U| + C(t + Llog k)AL, . aistizy.8) (U]
1ddben lefut.
k= |log'3(n)], t := |log*3(n)| vdlasztdssal az algoritmust az € := [log(n)/t], S == s és

B = oo paraméterekkel meghivva, ritka grifokon O(m log?/? n) iddben lefut.
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Bizonyitas Indukcioval bizonyitunk ¢ szerint. £ = 0 esetében az algoritmusunk egy egy-
szerii Dijkstra algoritmusra redukalodik, melynek futési ideje C'|U|logk, ami teljesiti az
allitast. Tegytiik fel, hogy az allitast igaz az (¢ — 1). szintig, és lassuk be az ¢. szintre.

Vegyiik egy hivasat az algoritmusnak az ¢. szinten. Egyesével meghecsiiljiik az algorit-
musban szereplé miveletek idGigényét.

A 2.2.2 Lemma alapjan a PIVOTKERESES() szubrutin C' min{U’, k|S|}k id6ben lefut.
Mivel a pivot csiicsokat beszirjuk az adatstruktiraba, igy ezek szdmét is becsiilniink kell.
A lemma miatt tudjuk, hogy |P| < W,‘;—‘ < min{‘%', |S|}. Az elébbi abbol adodik, hogy
W C U’, mig a masodik: P C S. A 2.2.2 Lemma miatt teljesiilnek 4.2.3 Allitas feltételei,
igy Cmin{U’, k|S|}k < C|U|k, tovabba |P| < min{‘%/', S|} < % Lattuk, hogy egy elem
besztrasa az adatstruktiraba (D) O(t) idében megtehetd, mivel ¢ > log k. Osszesen |P|
elemet beszurni C|P|t id6ben tudunk. Azt kaptuk, hogy a while ciklus el6tti mtveletek

ideje feliilrél becstilhetd

t
C\U|k+C’]P|t§C<k+E) |U| (4.1)
kifejezéssel.
Az . iteracioban torténd rekurziv hivasra alkalmazhatjuk az indukcios feltevést, amibol
azt kapjuk, hogy ez le fog futni

c (m%) QU+ C(t + (€ — 1) log k)| A )|

[minges, dist(z),B;)

id6 alatt.

Ezeket az iteraciok szerint Osszegezve a rekurziv hivasok 0ssz futasi ideje

C (k + %) AU+ C(t+ (€= 1) logk) Y |AL, 5 (UI)]. (4.2)

)

Itt felhasznaljuk, hogy U;-k diszjunktak és ). |U;| < |U|, valamint hogy

A?I_niHIESi dZSt(x)aBz)(UZ)| g A?_ 4 Bl)(UZ>|

=1

Utobbi azért igaz, mert az ¢ — 1. iteraci6 utan a B._; korlatig a csicsok késszé valtak
és nem keriilhettek vissza az adatstruktiraba. Emiatt S;-ban szerepld legkisebb értéknek
legalabb B._, nagysagunak kell lennie.

Ezek utan mar csak az adatstrukturaba valé beszirasok szamat kell becsiilniink. A

TORLES(), SZETVALASZTAS() és KIEJT() miveletek idejét nem fogjuk szamolni:
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e cgy elemet csak ugy tordlhetiink, ha be is szurtuk. Dy-bol konstans idében tudunk
torolni, mig D1-bsl vald torlés esetén, ha egy blokk kiiiriil, akkor az ahhoz tartozo
korlatot ki kell torolni a fabol. Ennek ideje O(log(%)), ami megegyezik a beszuras
koltségével, igy a torlés ideje beolvad a besziras idejébe, mig a konstans szorzot
beszamitjuk C-be.

e vegylink egy blokkot, mely egy szétvalasztas utan keletkezett. Ekkor a blokkban
| M /2| vagy | M /2] + 1 elem van. Csak akkor torténik ezen a blokkon ujabb szétva-
lasztas, ha a mérete eléri M-et, azaz még O(M) elemet besziurunk. O(M) elem beszu-
rasa O(M log(%)) idGigényt, mig a szétvalasztas végrehajthato O(max (M, log(%)))

idében.

e a KIEJT() mivelet futasat is beleolvaszthatjuk a besztras és BATCHPREPEND()
miiveletek idejébe. A KIEJT() mtvelet O(M) id6ben lefut és a végén < M elemet
visszaad. Ehhez viszont ezeket az elemeket be kellett sztrnunk. M elem beszuréasa
(besztras/ BATCHPREPEND miiveletek esetén) koltségesebb O(M)-nél. A konstans

szorzot ez esetben is beleszamoljuk C-be.

Becstiljiik meg a beszirasok szamat. Egy (v, d(v)) part egy (u, v) él mentén valo relaxa-
las utén sziarhatunk be D-be, ahol u € U; valamely i-re. Mivel u kész, igy dist(u) 4wy, =

d(u) + wyy € [B;, B), tehat (u,v) € Af

B, B)(U ). Emiatt a beszurésok szama legfeljebb

Ctz Al g (U (4.3)

Hasonloan a BATCHPREPEND () mitiveletek esetén dist(u)+w,, € [BL, B;), igy (u,v) €

A+

BB, (UZ) Tehat egy megfelels fels6 becslés a beszurasok szamara:

C(log k) Z A 5, U] (4.4)

Ezenkivil S; egyes elemei is visszakeriilhetnek D-be BATCHPREPEND() miiveleten
keresztiil részleges lefutas esetén. Az i. iteracidban ezek széma feliilr6l becsiilhetd %
kifejezéssel a 4.2.3 Allitas miatt (S;, U; parra alkalmazva). Osszegezve az iteracidkra a

kovetkezd felsé becslést kapjuk:

< — < - . .

i
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Jelenleg ott tartunk, hogy a futéasi id6 legfeljebb:

C (k:+ 216) (C+ DU+ O+ (= Dlogh) Y |AL

1221

(U]

)

+CtY 1A, ) (U] + Cllogk) 3 1AL 5y ()]

Az els6 tag (4.1), (4.2), (4.5) kifejezésekbdl all Ossze, a masodik tag (4.2) masodik tagja.
Az utolso két tag (4.3) és (4.4) kifejezések Osszege.
Ahhoz, hogy kész legyiink a bizonyitassal mar csak azt kéne belatni, hogy

5y (Ui)]

171'

C(t+ (¢ —1)logk) Z Al
+CtZ|A[B (U] + Clog k) Z|A[B,B)(U)|
SC(t+ Clog k)AL sissior.my (O]
3. Segédallitas.
Ay py (Ul + 1A, (Ul = (A 5(U:)]

Bizonyitas U; halmaz elemeire teljesiil, hogy dist(u) < B} < B;. [B._,, B;)
és [B;, B) diszjunkt intervallumok, igy A?;B;_pBi)(U") és AB B)(Ui) halmazok
is diszjunktak és uniojuk A[Eéfl»B)(U") O

A 3. Segédallitéds miatt:

Z |A[B’ 1»Bi) |+Z |A[B B | = Z|A[3' B | < |AB/ B)(U)|

Ez alapjan az els6 két tag feliilrl becsiilhets a kovetkezé kifejezéssel:

C(t + (ﬁ o 1) lOg k)’A[mmzes dist(z), B)(U)’7

mivel definici6 szerint By = mingep d(x) > mingep dist(z) > minges dist(z).

Sziikségiink van még arra, hogy
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C(logk) Z|A[B, VU < Cllog k)AL distwy.s (O]

Ez persze teljesiil, hiszen ha u € Uy, akkor u kész és Aip ) (1) C Afmin, e s dist(x),8) (1),
mivel [B], B;) C [min,egs dist(x), B).

Ha a lemmaban szerepls értékeket behelyettesitjiik, akkor az els6 tag O(nlog¥3(n)),
mig a masodik O(m log? *(n)) nagysagrendd. [

4.3. A paraméterek megfelel6 valasztasa

A 2.2.1 Lemma alapjan az algoritmus futési ideje ritka grafokon O((k¢+tl/k+1t)|U|),
ahol |U| = n, mivel minden cstcs elérhetd s-bsl. Szeretnénk megkeresni azon k, ¢ értéke-

ket, melyek valasztasaval ez a kifejezés a lehets legkisebb értéket veszi fel. Legyen

f(x,y) = (xl +yl/z +y)n,

ahol n rogzitett pozitiv egész szam, ¢ = log(n)/y. Meg kell keresniink f(x,y) fiiggvény
minimum helyét.

Helyettesitsiik be (-t:

Flay) = (xlog(n) N log(n) N y) .

Y x
Mivel n rogzitett pozitiv konstans, ezért elegendd a

g(@,y) = (xlog(n) 4 loelm) y> = log(n) (f + 1) +y

Y Z y
fiiggvényt vizsgalni. Vegyiik a parcialis derivaltakat:

89 1 1
5 — o8 <§ - ;) :

Minimum hely esetén esetén (mivel log(n) # 0 (ha n > 1)):

Innen:



Az y szerinti parcialis derivalt:

Minimum hely esetén:

Tehat

y* = xlog(n). (4.7)

Helyettesitsiik be 4.7 egyenletbe 4.6 egyenletet:

z* = xlogn.

Feltéve « > 0 (az algoritmusban k,t > 0):

z = (logn)'/3.

Mivel y = 2, ezért
2/3

y = (logn)

Konnyen ellendrizhets, hogy a fiiggvény Hesse-métrixa pozitiv definit ebben a pontban,
igy a kapott (z,%) pont lokalis minimum helye a fiiggvénynek. Tehat k = (logn)'/3, t =

(log n)?/3 megfelel§ valasztas.
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Alulirott Handl Barnabas nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése soréan az alabb

felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI alapi eszkozoket alkalmaztam:

Feladat Felhasznalt eszkoz Felhasznalas helye
Abra készités GPT-4.1 Osszes &bra
Latex szitaxis ellenérzése GPT-5.5 Teljes dolgozat

A felsoroltakon til més MI alapt eszkozt nem hasznaltam.
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