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1. fejezet

Bevezetés

A klasszikus egyvaltozos analizis egyik legalapvetébb eredménye a Newton—Leibniz-
formula, amely kapcsolatot teremt a derivalas és az integralas kozott. Ha f : [a,b] — R
folytonosan differencialhato fiiggvény, akkor

/ f(@)de = £(b) - f(a).

Ez azt fejezi ki, hogy egy fiiggvény derivaltjanak integrélja csak a hatarpontokban
felvett értékektsl fligg.

A tobbvaltozos analizisben ennek a gondolatnak tobb magasabb dimenziés megfe-
lelGje van. Ezeket 6sszefoglald néven integraltételeknek nevezziik. A legfontosabb ilyen
tételek:

e a Green-tétel,
e a Gauss—Osztrogradszkij-tétel, mas néven divergenciatétel,
e a Stokes-tétel,

e ezek magasabb dimenzios altaldnositasa, az altaldnos Stokes-tétel.

A dolgozat célja ezen tételek bemutatasa, egymassal valé kapcsolatuk feltarasa,
valamint fizikai alkalmazasuk szemléltetése. A Maxwell-egyenletek az elektromagnesség
alapegyenletei, és természetes modon jelennek meg a vektoranalizis nyelvén, hiszen a
benniik szerepl§ legfontosabb miiveletek a divergencia és a rotacio.

A dolgozat logikai felépitése a kovetkezs. ElGszor bevezetjik a skalarmezdk és vek-
tormezdk fogalmat, majd a vonalintegralokat és feliileti integralokat. Ezutan targyaljuk
a Green-tételt, a divergenciatételt és a Stokes-tételt. Kiilon hangsulyt helyeziink arra,
hogy a Stokes-tétel a Green-tétel térbeli altalanositasaként is értelmezhets. Végiil be-
mutatjuk, hogyan vezetheték at a Maxwell-egyenletek differencialis alakjai integralis
alakba a divergenciatétel és a Stokes-tétel segitségével.



2. fejezet

Alapfogalmak

2.1. Skalarmezdk és vektormezdk

2.1. Definicioé (Skalarmezs, vektormezs). Legyen G C RP nyilt halmaz. A G — R
fiiggvényeket skalarmezének, mig a G — RP fiiggvényeket vektormezének nevezzik. A
szokdsos simasagi tulajdonsdgokat ezekre is haszndljuk: folytonos skaldrmezd, kétszer
differencidlhato vektormezd stb.

A skalarmez6 minden ponthoz egy valos szamot rendel. Fizikai példaként emlithetd
a hémérséklet eloszlésa egy testben:

T(z,y,z).

Ekkor minden térbeli ponthoz egy hémérsékleti érték tartozik.
Héaromdimenzios esetben egy vektormezd alakja:

F(z,y,2) = (Fi(z,y,2), Fs(z,y,2), F3(z,y,2)).

Fizikai példak vektormezére az elektromos mez6 E, a magneses mez$ B, vagy egy
folyadék sebességmezije.

2.2. A gradiens

2.2. Definici6é (Gradiens). Legyen ¢ : G C R"™ — R differencidlhato skaldirmezd. A ¢

gradiensén az
dp ¢ dp
vgo = ) VAR
0xy’ Oxa oz,

vektormezdt értjiik.

2.3. A divergencia

2.3. Definicié (Divergencia). Legyen F': G C R" — R" differencidlhato vektormezd,
F - (Fl, FQ, ceey Fn)

Ekkor F divergencidja:

. oF;, 0F, oF,
divF=V.F=214272, .
iv Vv B, + B2y + ...+ O,

6



2.4. A ROTACIO 7

A divergencia azt méri, hogy egy adott pont kornyezetében a vektormezo forrasként

vagy nyel6ként viselkedik-e. Ha
V-F>0,

akkor a mez§ lokalisan kifelé aramlik, vagyis forrasszeri. Ha
V-F <O,

akkor a mezd lokalisan befelé dramlik, vagyis nyelGszeri. Ha
V-F =0,

akkor a mez6t forrasmentesnek vagy szolenoidalisnak nevezziik.

2.4. A rotacido

2.4. Definici6 (Rotacié 3 dimenziéban). Legyen F : G C R®* — R? differencidlhato
vektormezd, F = (Fy, Fy, F3). Ekkor F rotdcidja:

i j k
rot F=VxF=|% & &
F F I
Kifejtve:
0F; O0F,\ ., OF, OF3)\ . oF, 0F
VXF=(F-—-—F" —_— - = — - — | k.
8 (8y 8z)l+<8z Ox It Ox dy

A rotacié a vektormezd lokalis forgasat méri. Ha egy folyadék sebességmezGjét
vizsgaljuk, akkor a rotaci6 megmutatja, hogy az adott pont kornyezetében a folyadék
mennyire orvénylik.

2.1. Megjegyzés. A rotdcio tehdt eqy olyan vektormezd, amely minden pontban meg-
adja az eredeti vektormezd lokdlis forgdsi jellegét. A rotdcid irdnya a forgastengely
irdnydt, nagysdga pedig a forgds erdsségét jellemzi.
Ha
rot F' =0,

akkor azt mondjuk, hogy a vektormezd orvénymentes. Ez példdul azt jelenti, hogy a
mezdnek lokdlisan nincs forgdsi hatdsa.

2.1. Példa. Legyen
F(z,y,2) = (—y,x,0).

A rotdcio:

ot F— OF;  O0F, 0Fy 0F; OF, OF
\ gy 0z 0z Ox’ox Oy )’
Behelyettesitve:
rot F=(0-0,0—0,1—(-1)) =(0,0,2).

Ez azt mutatja, hogy a mezd a z-tengely iranydban forgo jellegi.
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A rotéaci6 iranya
a forgéstengely iranya.
A vektormezd
korkorosen forog.

rot F = (0,0, 2)

,
<>

/ —__xy-sik’

2.1. dbra. A rotacio szemléltetése harom dimenziéban.

2.5. Definici6é (A rotacié tobb dimenziéban). Hdrom dimenzicban a rotdcio vektor-
mezdként irhato fel, mert a vektoridlis szorzat természetes modon értelmezhetd R3-ban.
Altaldnos n-dimenzids térben azonban a rotdcid megfeleldje mdr nem eqy szokdsos vek-
tormezd, hanem eqy antiszimmetrikus mennyiség.
Legyen
F:GCcR"—=R" F=(F,F,....F,)

differencidlhato vektormezd. Ekkor a tébbdimenzids rotdcio komponensei:

_OF, OF

Yo 890, 8x]~’

1<i<j<n.

Ez a képlet minden koordinataparhoz megadja, hogy az adott két koordinatairany
altal kifeszitett sikban milyen forgasi hatasa van a vektormezdének.

Mivel az (i, j) parok széma (}) = nnd) ezért n dimenziéban a rotacionak altalaban

2
n(n—1) .
——5— darab fiiggetlen komponense van.
Harom dimenziéban:
3-2 5
2 - 9

ezért a rotacié éppen harom komponensti objektum, vagyis vektorként irhato fel. Ezért
specidlis a haromdimenzios eset.
Négy dimenzidéban viszont:

W

-3
=0,

L\D ‘

tehat a rotacidé méar nem egy négykomponenst vektor, hanem hat fliggetlen kompo-
nensbdl allo6 antiszimmetrikus objektum.

2.2. Megjegyzés. A differencidlformdk olyan kifejezések, amelyek természetes maodon
integralhatok gorbéken, felileteken, illetve magasabb dimenzids tartomdnyokon. Egqy
1-forma példdul

w=Pdr+Qdy+ Rdz

alaki, és gorbén integrdalhato. Eqy 2-forma

n=AdyNdz+ BdzANdx+ CdxNdy
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alaki, €és feliileten integrdlhato. A N jel a kiilsd szorzatot jeldli, amely irdnyitott terii-
letelemeket ir le.

A differencidlformak egyik fontos mivelete a kiilsé derivdlt, amelyet d-vel jelélink.
Ennek segitségével a klasszikus integraltételek kozos alakban irhatok fel:

/ w:/ dw.
oM M

Ez az dltaldnos Stokes-tétel alakja. A tobbdimenzios rotdcio természetes maodon diffe-
rencidlformadkkal fogalmazhato meg. A vektormezdéhéz rendeljiik hozzd az

w :F1d$1+F2dl’2+"'+Fnd.Tn
differencidlformdat. Ennek kiilsd derivdltja:

B OF; OF;
dw = Z (8@» — 8xj) dz; N\ dx;j.

1<j

Ez a kifejezés adja a rotdcio dltaldnos, tobbdimenzids alakjdt.

2.3. Megjegyzés. A megszokott
V x F

jelélés tehdt elsésorban hdrom dimenzioban természetes. Ennek oka, hogy R3-ban a
vektoridalis szorzat két vektorbol ismét vektort dllit eld. Magasabb dimenzioban nincs
ugyanilyen eqyszeri vektoridlis szorzat, ezért a rotdcio dltaldnositisdhoz a differencidl-
formdk és a kiilsé derivdlt fogalmdt haszndljuk.



3. fejezet

Vonalintegralok és feliileti integralok

3.1. Gorbék

3.1. Definicié (G-ben fekvg gorbe). Az v : [a,b] — G figguényeket G-ben fekvd
gorbéknek nevezzik. Az |a,b] intervallumot a gorbe paraméterintervallumdnak hivjuk.
A vy i a,b] — G gorbe differencidlhatd, ha az (a,b) intervallumon differencidlhato, és
a végpontokban egyoldali derivdltjai léteznek. A paramétert rendszerint t-vel jelélyiik,
mintha az 1ddt jelentené.

3.2. Definicié (Szakaszonként folytonosan differencialhato gorbe). Legyen G C RP
nyilt halmaz, és legyen =y : [a,b] — G egy G-ben fekvd girbe.

A v gorbét szakaszonként folytonosan differencidlhatonak, réviden szakaszonként
Cl-nek nevezziik, ha véges sok folytonosan differencidlhaté gorbe eqymds utdn fizése-

ként all elo. Ez azt jelenti, hogy léteznek olyan ay = a < a1 < --- < a, = b szamok,
hogy minden ¢ = 1,2,...,n esetén a megszoritds v|(,_, q, folytonosan differencidlhato.

A gorbe pontjai:

7(t) = ('71(75)772(15)""7’771(75))7 te [a>b]'

A gorbe érintévektora:
V() = (M), %), ().

3.2. Vonalintegral vektormezdére

3.3. Definici6 (Vektormezs valos vonalintegralja). Legyen G C RP nyilt halmaz, f :
G — RP vektormezd, v : [a,b] — G folytonos gorbe, és I € R. Azt mondjuk, hogy az
f vektormezd wvalos vonalintegrdlja a v gorbén I, ha minden € > 0-hoz létezik olyan
d > 0, hogy a |a,b] intervallum barmely a =ty < t; < -+ < t, = b d-ndl finomabb
felosztdsdra, és barmely u; € [t;_1,t;], i =1,...,n, vdlasztds esetén teljesil, hogy

<E&.

Z (f(v(ua)),y(ts) = y(tica)) — 1

I:/Wf=/7<f(:v)>dw>-

10

Jele:
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Ez az integral fligg a gorbe irdnyitasatol. Ha a gorbe iranyitasat megforditjuk,
akkor az integral elGjele megvaltozik:

/ F-d:p:—/F-dm.
—C c

Zéart gorbe esetén a vonalintegralt fizikiban gyakran igy jelolik:

j{F-dm.
c

c st

3.1. Tétel (Szakaszonként C' gorbén vett valos vonalintegral). Legyen G C RP nyilt
halmaz, f : G — RP folytonos vektormezd, és ~y : |a,b] — G szakaszonként C' girbe.
Ekkor az fv f vonalintegrdl létezik, és

Lf:/ab<f(v(t)),W(t)> dt:/j@‘omw dt.

3.4. Definicié (Vektormezd primitiv fiiggvénye). Legyen G C RP nyilt halmaz, f :
G —>RPésF:G— R. Az F skaldrmezdét az f vektormezd primitiv fiigguényének
nevezziik, ha f = grad F.

3.1. Megjegyzés (Potenciélfiiggvény). Fizikai alkalmazdsokban gyakran az
f=—grad F

osszefiiggés fordul eld. Ebben az esetben az F' fligguényt az f vektormezd potencidlfiigg-
vényének nevezziik. A negativ eldjel azt fejezi ki, hogy a mezd a potencidl csékkenésének
wranydba mutat.
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3.3. Feliiletek és feliileti integralok
3.5. Definici6é (Paraméterezett feliilet). Legyen D C R? tartomdny. Egy
:D— R

folytonosan differencidlhato leképezést paraméterezett feliletnek nevezink. A ®(u,v)
pont a felilet egy pontjdt adja meg az (u,v) paraméterek segitségével.

A paraméterezéshez tartozo két érintévektor: g—i’ és g—f. Ezek vektorialis
szorzata: g—i’ X g—f a feliiletre merdleges iranyitott norméalvektort adja meg. A feliiletelem
nagysaga: dS = Hg—‘i X ‘g—fH du dv.

Az érintésikot a két parcialis derivalt fesziti ki,
a vektorialis szorzatuk pedig meréleges a feliiletre.

D c R? S CcR?
Yy

3.1. dbra. A paramétertartomany egy kis téglalapja a ® leképezés hatasara egy kis
felilletelemmé torzul. A pontbeli érintévektorok ®, és ®@,, ezek vektorialis szorzata
pedig az irdnyitott normaéalvektor.

3.6. Definicio (Vektormezs feliileti integrélja, fluxusa). Legyen S C R3 irdnyitott, pa-
raméterezett feliilet, amelyet ® : D — R3 paraméterez, és legyen f : G — R? folytonos
vektormezd, ahol S C G. Az f vektormezd S-en vett feliileti integrdaljdt, vagyis flurusdt
a kovetkezdképpen definidljuk:

/S<f,cﬁi> :/D<f(<1>(u,v)),g—i(u,v) « g—f<u,u)> dudv.

A fluxus azt méri, hogy a vektormez§ Osszességében mennyire halad 4t a megadott
irdnyitéasa feliileten. Ha n a feliilet egységnyi normalvektora, akkor réviden:

674 =ndA,

[t = [ an

és igy



4. fejezet

Green-tétel

Az integraltételek kozos gondolata az, hogy egy tartomany belsejében vett integralt a
tartoméany hataran vett integrallal kapcsolnak 6ssze. Ebben az értelemben a tobbval-
tozos analizis integraltételei a Newton-Leibniz-formula magasabb dimenzios altalano-
sitdsainak tekinthetdk.

A kovetkezdkben elGszor a sikbeli Green-tételt, majd ennek térbeli altalanositésat,
a Stokes-tételt targyaljuk. Ezutan jutunk el a Gauss-Osztrogradszkij-tételhez, amely
a térfogati integralokat kapcsolja Ossze zart feliileteken vett fluxusintegralokkal.

4.1. A Green-tétel kimondasa

4.1. Tétel (Green-tétel). Legyen K C R? Jordan-tartomdny, amelynek hatdra szaka-
szonként C*, és leqgyen G D K nyilt halmaz.Ha f : G — R folytonosan differencidlhato,
akkor

1. Ha % létezik és folytonos K -n, akkor

fdy:/ ﬁdxdy.
oK K Oz

2. Ha % létezik és folytonos K-n, akkor
Y

fdx:—/ gdxdy.
0K K 9y

A két dllitdst osszevonva: ha f,q : G — R folytonosan differencidlhats és 22 9L

ox’ Oy
létezik és folytonos, akkor

[ (o9 of
/8K(fdx—|—gdy)—/K(%—a—y) dz dy.

13



5. fejezet

A Gauss—Osztrogradszkij-tétel

5.1. A divergenciatétel kimondasa

5.1. Tétel (3-dimenzios Gauss—Osztrogradszkij-tétel, divergenciatétel). Legyen G C
R3 nyilt halmaz, és legyen K C G korldtos, zdrt tartomdny, amelynck OK hatdra
darabonként folytonosan differencidlhatd, irdnyithato zdrt felilet. Tegyiik fel, hogy OK -
t a kifelé mutato normdlvektorral irdnyitjuk. Ha f : G — R3 folytonosan differencidlhato

vektormezd, akkor
/divdez/ (f, dA).
K oK

A Gauss—Osztrogradszkij-tétel szerint egy tartomanyban 1évé teljes forraserGsség
megegyezik a tartomany hataran kifelé athalado teljes fluxussal. A bal oldalon a di-
vergenciat integraljuk a térfogaton, mig a jobb oldalon a vektormezs kifelé mutato
fluxusat szamoljuk a hatarfeliileten.

Més jeloléssel:
/ V-FdV:/ F-ndS.
K oK

5.2. A divergenciatétel jelentése

A divergenciatétel szerint egy vektormezd térfogaton beliili teljes forrasossaga meg-
egyezik a hatérfeliileten kifelé athalado teljes fluxussal.
Ha egy kis térfogatot vizsgalunk, akkor a divergencia lokalis jelentése:

V—=0

V~F:liml/ F.dS.
v

Ez azt jelenti, hogy a divergencia a térfogategységre jutd netto kifelé aramlast méri.

5.3. Példa fizikai értelmezésre

Ha F egy folyadék sebességmezdje, akkor
V-F>0

azt jelenti, hogy a pont kornyezetébdl tobb folyadék aramlik ki, mint be. Ez forrasnak
felel meg.

14
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Ha
V-F <0,

akkor tobb folyadék aramlik be, mint ki, tehat nyelérél beszéliink.
Ha
V-F =0,

akkor nincs nett6 forras vagy nyeld. Ilyenkor a mezét forrasmentesnek nevezziik.

n

Kis tégfogatelem

ivE >0
—>
=3 —>

v

tobb folyadék 1ép ki,

mint amennyi belép

(F,n)dS: a feliiletelemen
kifel¢ athaladé kis fluxus

L/ dideV:/ F-ndSi
teljes fi 1'1"‘5{261'655@7‘ - kifelé athalado

a tartoméanyban teljes fluxus

5.1. abra. A divergenciatétel folyadékos szemléltetése: a tartomanyon beliili teljes for-
raserGsség megegyezik a hataron kifelé athalado teljes fluxussal.

5.4. Alkalmazas: a perdiilet

A perdiilet, més néven impulzusmomentum, a forgomozgas egyik alapvetd fizikai mennyi-
sége. Szemléletesen azt méri, hogy egy test mozgasa mennyire tekinthets egy adott
pont vagy tengely koriili forgésnak. Pontszerd test esetén, ha a test helyvektora r,
impulzusa pedig p, akkor a perdiilet definici6ja

L=rxp.

Mivel az impulzus p = muw, ahol m a test tomege és v a sebessége, ezért

L=7rxmuv.

A képletben szerepls vektorialis szorzat miatt a perdiilet irdnya meréleges arra a
sikra, amelyet a helyvektor és az impulzusvektor kifeszit. Ezért a perdiilet nemcsak a
forgas nagysagat, hanem annak térbeli iranyat is jellemzi.

A perdiilet szorosan kapcsolodik a forgatonyomatékhoz. Ha egy testre eré hat,
akkor az eré adott pontra vonatkozé forgatényomatéka

M=rxF
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Newton masodik torvényének forgémozgésra vonatkozo megfelelGje szerint a forga-
tonyomaték a perdiilet id6 szerinti megvaltozasat adja:

dL
M=—.
dt
Ez azt jelenti, hogy ha egy rendszerre nem hat kiils6 forgatonyomaték, akkor a
perdiilete alland6 marad:

dL
dt
Ezt nevezziik a perdiiletmegmaradas torvényének. A jelenség jol megfigyelhets pél-
déul korcsolyazonal: ha forgas kézben behiizza a karjait, akkor csokken a tehetetlenségi
nyomatéka, ezért a szogsebessége megnd. A rendszer perdiilete azonban kiilsé forgato-
nyomaték hianyaban valtozatlan marad.
Folytonos test esetén a perdiilet mar nem egyszeri Gsszeggel, hanem térfogati in-
tegrallal frhato fel. Ha K C R? a test altal elfoglalt tartomany, p(z) a stirtség, v(x)
pedig a sebességmezd, akkor az origora vonatkozod perdiilet

0.

L= /Kx x p(x)v(x)dV.

Ez a képlet azt fejezi ki, hogy a test minden kis térfogateleme hozzajarul a teljes
perdiilethez. Egy dV térfogatelem témege p(x)dV , impulzusa pedig p(z)v(x)dV, ezért
ennek perdiiletjaruléka

z x p(x)v(x)dV.

Az integraltételek itt abban jatszanak szerepet, hogy a megmaradasi torvényeket
osszekapcsoljak a test belsejében és a hataran zajlo folyamatokkal. Ha egy mennyiség
lokalisan megmarad, akkor annak stirtisége és drama kozott kontinuitasi egyenlet all
fenn:

dp
ot
A Gauss—Osztrogradszkij-tétel segitségével ebbdl kovetkezik az integrélis alak:

+divJ = 0.

d

— pdV:—/ J -ndA.
dt Jx oK

Vagyis egy tartomanyban 1évé mennyiség csak tgy valtozhat, ha a hataron keresz-
til aramlik ki vagy be. Hasonl6 gondolat alkalmazhato a perdiiletre is: a test teljes
perdiiletének valtozésat a kiils6 forgatonyomatékok, illetve a hataron keresztiil felléps
erGhatasok hatarozzék meg. Ez mutatja, hogy a divergenciatétel nemcsak geometriai
allitas, hanem a fizikai megmaradési torvények egyik alapveté matematikai eszkoze.



6. fejezet

A Stokes-tétel

6.1. A Stokes-tétel kimondasa 3 dimenziéban

6.1. Tétel (Stokes-tétel). Legyen S C R® irdnyitott, darabonként folytonosan diffe-
rencidlhatd feliilet, amelynek OS hatdra darabonként Clfeliilet és ezeken az irdnyitott
normdlvektor mindig kifelé mutat. Legyen tovdibbd G C R?® nyilt halmaz, S C G, és
legyen f : G — R3? folytonosan differencidlhato vektormezd.

Ekkor
/Bsf:/s<rotf,d—z>4>.

/65<f,da:) :/S<v % f.n) dA.

A Stokes-tétel azt mondja ki, hogy egy vektormez§ hatargérbe menti korintegralja
megegyezik a vektormezd rotacidjanak a feliileten atmend fluxusaval. Vagyis:

Mas jeliléssel:

hatar menti kéraramlas = belsé forgas teljes fluxusa.

17
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rot f
oS a peremen

p 4 f7

A peremen vett korintegral

/8 (o)

megegyezik a feliileten
athalado rotacios fluxussal

/S<rot f,n)dA.

6.1. abra. A Stokes-tétel szemléltetése: a hatargérbe menti koraramlas megegyezik a
feliileten atmend rotacios fluxussal.

6.1.1. A Green-tétel mint a Stokes-tétel specialis esete

A Green-tétel a Stokes-tétel sikbeli specidlis esetének tekinthets. Legyen F' = (P, Q)
egy sikbeli vektormezd, és tekintsiik ennek térbeli megfelelGjét:

f=(P,Q,0).
Ekkor 90 op
I'Otf:VXf:(0,0,%—a—y>
Ha S az xy-sikban fekvs K tartomény, akkor a feliilet normalvektora n = (0,0, 1).
Ezért 90 op
tfin) = —2 — =,
(ot ) = 52 = 5

A Stokes-tétel ebben az esetben:

/ Pda:+Qdy:/ <@—£> dA,
oK x \ Oz dy

ami pontosan a Green-tétel.

6.2. A Stokes-tétel paraméteres alakja

Legyen a feliilet paraméterezése:
r(u,v), (u,v) € D.

Ekkor:
dS = (ry X ry) dudv.
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Igy a Stokes-tétel jobb oldala:

A(VXF)dS:/<VXF)(T<U7U>)(ruxrv)dudv

D

A hatéargorbe pedig:
0S =r(0D).

6.3. Alkalmazas: egyenes Aramvezetd magneses tere

A Stokes-tétel egyik fontos fizikai alkalmazasa az elektromagnesességben jelenik meg.
Tekintslink egy hosszt, egyenes vezetéket, amelyben allandé I aram folyik. A tapasz-
talat szerint az aramjarta vezeték maga koriil magneses mezét hoz létre.

A mégneses mez6t jelolje B. Idében alland6 esetben Maxwell egyik egyenlete, az
Ampeére-torvény differencialis alakja szerint

rot B = o/,

ahol J az aramstrtség, o pedig a vakuum permeabilitésa.
Integraljuk ezt az egyenletet egy S feliiletre, amelyet a vezeték atdof. Ekkor

/(rotB)-ndA—uO/J-ndA.—I
s S

A bal oldalra alkalmazhatjuk a Stokes-tételt:

/(rotB) ~ndA:/ B -dr.
S as

Ezért

/ B -dr = pol.
s

Ez az Ampére-torvény integralis alakja. Valasszuk 0S-nek a vezetéket koriilvevd, r
sugart kort. Szimmetria miatt a mégneses mez6 nagysaga ezen a korén allando, iranya
pedig érintGiranyt. Ezért

/ B-dr:B/ dr = B - 27r.
s as

Igy
B - 2mr = pol,
tehat
ol
B(r) = —.
(r) 2rr

Ez azt mutatja, hogy egy hosszu, egyenes aramvezets koriil a magneses mezd kon-
centrikus korok mentén helyezkedik el, és nagysaga a vezetéktsl mért tavolsaggal for-
ditottan aranyos.
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A magneses mezd iranyat a jobbkéz-szabaly adja meg: ha jobb keziink hiivelykujja
az aram iranyaba mutat, akkor behajlitott ujjaink a méagneses mez6 kortiljarasi iranyat
mutatjak.

B

magneses mezd

jobbkéz-szabaly
T I

B irdnya

B érint§ irdanyu

6.2. abra. Egyenes dramvezet6 koriil kialakulé magneses mezs. Az Ampére-féle kor 05
a vezetéket kortilvevs S feliilet hatara.
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6.4. Alkalmazas: Osszefonodasi szam

Az integraltételek topoldgiai alkalmazasai kozé tartozik két zart térgérbe Gsszefonoda-
sanak vizsgalata. Legyen ~y;,7s : S! — R3 két diszjunkt, iranyitott, differencialhato
zart gorbe. Az 6sszefonddési szam azt méri, hogy a két gérbe hanyszor fonodik egymas
koré. Ez a szam topoldgiai invarians: ha a gorbéket folytonosan deforméaljuk tgy, hogy
kézben nem metszik egymaést, akkor az 0sszefonddasi szam nem valtozik.

Gauss klasszikus formuléja szerint az 6sszefonodasi szam a kévetkezd kettds vonal-
integrallal irhato fel:

r — T2

Lk( d drs) .
71772 47_‘_\% " |/r_1 o T2|3 ( T1 X TQ)

Ha a két gérbét paraméteresen irjuk fel,

r1 = 7(s), re = 72(t),

akkor ugyanez az alak:

L1 et Gal) e ) )
Lk(,72) = 4 /51 /51 [71(5) = 72(t)]3 ds d.

A képletben szerepls integrandus minden s,t paraméterparhoz azt vizsgalja, hogy
a két gorbe megfelels érintGvektorai és a két pontot Osszekots vektor milyen térbeli
orientaciot hataroznak meg. A teljes integral ezeknek a lokélis hozzéjaruldsoknak az
Osszege, amely végiil egész szamot ad.

Egyszert példa a Hopf-link, vagyis két egymésba kapcsolodo kor. Ebben az esetben
az Osszefonodasi szam

Lk(y1,72) =1
vagy az orientaciotol fiiggden
Lk(’}/la’yQ) =—-1L
Ha a két kor nincs egymasba kapcsolodva, akkor
Lk<71772) =0.

Ez az alkalmazés azért kapcsolodik természetesen az integraltételekhez, mert a gor-
bék globélis topologiai viszonyat egy integrallal fejezi ki. A Stokes-tétel és annak
altalanositasai éppen azt mutatjik meg, hogy lokalis differenciélis adatokbol hogyan
kaphatunk globalis informéciot. Az Osszefonddési szdm esetén a kettds vonalintegral
egy egész szamot ad, amely a gorbék topologiai kapcsolodasat jellemzi.

6.5. Alkalmazas: korbefordulasi szam sikban

Az 6sszefonddasi szam haromdimenzios fogalom, mert két zart gorbe R3-ban fonodhat
egymasba anélkiil, hogy metszésiik lenne. Kétdimenzios megfelelGjeként a korbefordu-
lasi szamot tekinthetjiik. Ez azt méri, hogy egy zéart sitkgorbe hényszor keriili meg az
adott pontot.

Legyen v egy pozitiv irdnyitasu zart gérbe a sikban, és legyen P egy olyan pont,
amely nem illeszkedik a gorbére. A v gérbe P pontra vonatkozé kérbefordulasi szama
azt adja meg, hogy a gorbe hanyszor fordul kérbe a pont koriil.
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Egyszert példaként tekintsiik az origd koriili egységkort:
v(t) = (cost,sint), 0<t<2m.
Ekkor a gorbe egyszer, pozitiv iranyban keriili meg az origot, ezért

Ind,(0) =

Ind,(0) = 1

v egyszer pozitiv irdnyban
keriili meg az origot.

COS t,sin t

6.3. abra. Az egységkor egyszer pozitiv iranyban keriili meg az origot, ezért a korbe-
fordulasi szam 1.

A korbefordulési szam elGjeles mennyiség. Ha ugyanazt a kort ellentétes irdanyban
jarjuk be, akkor
Ind,(0) = —1.

Ha pedig a pont a gorbén kiviil van, akkor a gérbe nem keriili meg a pontot, és ezért
Ind,(P) = 0.
A korbefordulasi szam integralalakban is felirhato:

1 —(y —yo) dz + (x — x0) dy
Indy(P) = o7 / (@20 1 (y — )

ahol P = (z¢,y0). Ez az integral azt méri, hogy a P-bdl a goérbe pontjaiba mutato
vektor teljes szoge mennyit valtozik a gorbe bejarasa soran.



7. fejezet

Az altalanos Stokes-tétel

7.1. Motivacid

A Green-tétel, a divergenciatétel és a Stokes-tétel elsg latasra kiillonbozé allitasoknak
tinnek. Val6jaban azonban ugyanannak az alapelvnek a speciélis esetei.
Mindegyik tétel alakja hasonlo:

/ derivalt = / eredeti objektum.
tartomany hatar

Ez a gondolat mar a Newton—Leibniz-formuldban is megjelenik:

b
| r@ds= )~ ()
Itt a tartomény az intervallum [a, b], a hatar pedig a két végpont:

Jla,b] = {b} — {a}.

7.2. Magasabb dimenzi6s alak

A magasabb dimenzios altalanositas megfogalmazasahoz differencidlformakra vagy an-
tiszimmetrikus tenzorokra van sziikség. Ezek olyan objektumok, amelyeket természetes
modon lehet gorbéken, feliileteken vagy magasabb dimenzids tartomanyokon integralni.

7.3. Differencidlformak R"-ben

Ahhoz, hogy az integraltételeket altalanosabb alakban is meg tudjuk fogalmazni, be
kell vezetniink a differencialformék fogalmat az R™ térben. A differencidlformak olyan
matematikai objektumok, amelyek a vonal-, feliileti- és térfogati integralok integran-
dusait egységes keretben irjak le.

7.1. Definicié (k-forma és kiils6 szorzat). Egy 0-forma nem mds, mint egy f : R" — R
folytonosan differencidlhato fligguény. A bdzis 1-formdkat dxq,dxs, . .., dx, jeléli. Eqy
dltaldnos 1-forma ezek linedrkombindcidja, ahol az egyiitthatok sima fligguények:

W= Zfi(xla B 7l’n) dwz
i=1

23
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Magasabb foki formdkat az tgynevezett kiilsd szorzat, segitségével épithetiink fel.
Ennek jele A. A kiilsd szorzat legfontosabb tulajdonsdga az antikommutativitds:

dl’i AN dQIj = —dl'j VAN d.’L’l

Ebbol kovetkezik, hogy

Ennek megfelelden eqy dltaldnos k-forma felirhato az alabbi alakban.:

w = Z fihiz 77777 ik(l’l,...,iﬁn) d.fl?'il /\dl’lz/\/\diﬁzk

1<t <t << <n

Itt az fi ... €gyitthatok sima fligguények.

7.4. A kiils6 derivalt és a de Rham-komplexus

A vektoranalizis differencidloperatorainak, vagyis a gradiensnek, a rotaciénak és a di-
vergencidanak kozos altalanositasa a kiilsé derivalt.

7.2. Definicio (Kiils6 derivalt). A kilsd derivdlt, amelyet d-vel jelolink, egy linedris
operdtor, amely egy k-formabdl eqy (k + 1)-format dallit eld. Eqgy f figguény, vagyis eqy
0-forma kilsé derivdltja a teljes differencidl:

n 8f
df =) o, du;.
=1

Eqgy dltaldnos k-forma

W= Z fil ..... zkdx“/\/\dmzk

1<i1 << <n

kilsd derivaltjat gy kapjuk, hogy az egyiitthatdfigguények kiilsd derivdltjat képezziik:

dw = Z d(f“ ..... Zk)/\dle/\/\dxlk

1<i1 < <ip<n

7.1. Tétel (A kiilsg derivalt nilpotenciaja). Minden kellden sima w differencidglformdra
19az, hogy a kilsd derivdlt kétszeri alkalmazdsa azonosan nulldt ad:

d(dw) =0,

roviden:
d* = 0.

A bizonyitas alapotlete mér egy tetszéleges f O-forman is jol lathato. Ekkor

Most alkalmazzuk ismét a kiilsg derivaltat:

d(df) = d ( Y ﬁdxi) ,

— Ox;
=1
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A kiilsé derivalt linearitasa miatt:

d(df) = gd <g§) A dz;

(0@) Z axﬁxz

82
”Z_ D0z, dz; N\ dz;.
Mivel f kellGen sima, Young-tétel, mas néven Schwarz-tétel szerint a vegyes parcialis
derivaltak egyenl6k:

Mivel

ezért

*f 0Pf
8[Ej@l’i N (‘3@895]

A kils6 szorzat viszont antiszimmetrikus:

dl‘j AN dl’z = —d.l'l A\ dl'j.

Ezért az i # j tagok paronként kiejtik egyméast. Az i = j esetekben pedig
dx; \dx; =0,
tehat ezek a tagok is elttinnek. Igy
d(df) = 0.

Magasabb foku formak esetén ugyanez az érv alkalmazhato az egyiitthatofiiggvé-
nyekre és az ékszorzat antiszimmetriajara tamaszkodva. Ezért minden kellGen sima w
differencialforméra

d*w = 0.

7.1. Megjegyzés (Kapcsolat a klasszikus operéatorokkal). A hdromdimenzids térben,
vagyis R3-ban a kiilsé derivdlt szoros kapcsolatban dll a klasszikus vektoranalizis operd-
toraival:

e O-formdkon a d operdtor a gradiensnek felel meg;
e 1-formdkon a d operdtor a rotacionak felel meg;

e 2-formdkon a d operdtor a divergencidnak felel meg.
Ez a struktira a de Rham-komplexus:
0 — Q(R%) L QY(R?) L Q2R L Q3(R?) — 0.
A d? = 0 azonossdg pontosan a vektoranalizis jol ismert azonossdgait adja vissza:
rot(grad f) =0,
és
div(rot F) = 0.

7.2. Tétel (Altalanos Stokes-tétel). Legyen M egy irdnyitott, sima sokasdg, amelynek
hatdra OM . Legyen w eqy megfelelden sima differencidlforma M-en. Ekkor

/dw—/ w
M oM

Ez az alak rendkiviil tomor, mégis magaban foglalja a klasszikus integraltételeket.
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7.5. Specialis esetek

7.5.1. Newton—Leibniz-formula
Ha M = [a,b], és w = f egy O-forma, akkor
dw = f'(x)dx.

/ df = f
(a,b] dla,b]
b

[ r@de= 1) - s

Az altalanos Stokes-tétel:

Ez:

7.5.2. Green-tétel

Kétdimenzios siktartomanyban az altalanos Stokes-tétel a Green-tételt adja. Ha
w= Pdx+ Qdy,

akkor

oQ 0P

/ de—i—Qdy:/ (8—Q—%>dxdy.
oK k \ Oz dy

7.5.3. Divergenciatétel

Ezért:

Haromdimenzioés térben a divergenciatétel is az altalanos Stokes-tétel egy specialis ese-
te. Ekkor a belsd térfogati integral:

/V-FdV,
K

a hataron pedig a fluxus:

igy:
/V~FdV:/ F-ds.
K 0K

7.5.4. Klasszikus Stokes-tétel

Haromdimenzioés térben, ha S feliilet, akkor:

/S(VXF)-dszfisF-dx.

Ez is az altalanos Stokes-tétel:
/ dw = / w
M oM

egy konkrét megjelenése.
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7.6. Osszefoglalas

A klasszikus integréaltételek tehat az alabbi kozos sémaba illeszkednek:

/dw:/ w
M oM

Ez azt jelenti, hogy a derivalt integralja egy tartomanyon megegyezik az eredeti
mennyiség integraljaval a tartomény hataran.




8. fejezet

Maxwell-egyenletek

8.1. Az elektromagneses mezdk

Az elektromégnesség két alapvetd vektormezdje az elektromos mez6 és a magneses
mez6. Ezeket rendre F = FE(z,vy, z,t), B = B(z,y, z,t) jeloli.

Az elektromos mez6 forrasai az elektromos toltések. A toltésstrtséget p = p(z,y, 2, t)
jeloli. Az arameloszlast az aramstriség irja le: J = J(x,y, z,t).

A Maxwell-egyenletekben szerepld két fontos allando: ey a vakuum permittivitéasa,
illetve pg a vakuum permeabilitasa.

8.2. A Maxwell-egyenletek differencialis alakja

8.1. Tétel (Maxwell-egyenletek differencialis alakban). Az elektromdgneses mezdket
leird Mazwell-egyenletek differencidlis alakja:

v.E=L
€0
V-B=0,
oB
E=-22
VX ot

oFE
VxB= [/,()J—f-,uo&)a.

Ezek koziil az els6 ketts divergenciat tartalmaz, ezért a divergenciatétel segitségével

alakithatok integralis formaba. A harmadik és negyedik egyenlet rotaciot tartalmaz,
ezért ezeknél a Stokes-tételt alkalmazzuk.

28



9. fejezet

A Maxwell-egyenletek integralis
alakjanak levezetése

9.1. Maxwell I. torvénye

A Maxwell-egyenletek els6 torvénye, mas néven az elektromos Gauss-torvény, differen-
cialis alakban:

divE = ﬁ

€0
Integraljuk mindkét oldalt egy K tartomanyon:

/divEdvz/ﬁdv.
K K €0

A Gauss—Osztrogradszkij-tétel alapjan:

1
/ (E,d—1>4>:—/pdv.
K €0 JK

Qz/Kpdv,

/{()K<E,d—>>:9

€0

Mivel

ezért:

9.1.1. Fizikai jelentés

Az elektromos fluxus egy zért feliileten keresztiil aranyos a feliilet altal bezart teljes
toltéssel. Ha a zart feliilet belsejében nincs toltés, akkor:

Q:()’

/ E-dS =0.
oK

Ez azonban nem jelenti azt, hogy az elektromos mezé mindenhol nulla, csak azt,
hogy a teljes kifelé meng és befelé jovs fluxus kiegyenliti egymast.

és ezért:
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9.2. Maxwell 1I. torvénye

A Maxwell-egyenletek masodik torvénye a mégneses mezére vonatkozo Gauss-torvény.
Ez azt fejezi ki, hogy a mégneses mezdének nincsenek forrésai, vagyis jelenlegi ismere-
teink szerint nem léteznek magneses monopoélusok.

Differenciélis alakban:

divB=V-B=0,

ahol B a magneses indukci6é vektormezdje.

Legyen K C R3 egy megfelelen sima hatara térbeli tartomény, és jelolje 0K a
hatarfeliiletét. Integraljuk a Maxwell 1. torvényének differencialis alakjat a K tarto-
manyon:

/dideV:/OdV:O.
K K

Most alkalmazzuk a Gauss—Osztrogradszkij-tételt. A divergenciatétel szerint egy
megfelelen sima B : R3 — R3 vektormezdére:

/dideV:/ (B, dA).
K oK

/8[((3,6171) —0.

Ez Maxwell II. torvényének integrélis alakja:

/M(B,c%:o.

Mivel div B = 0, ezért:

9.2.1. Fizikai jelentés

Ez azt mondja ki, hogy a magneses mezd teljes fluxusa barmely zart feliileten keresztiil
nulla. Masképpen: a magneses mez6 forrasmentes, vagyis nincsenek forrésai és nyeldi.
Ezért a mégneses erGvonalak nem kezd6dnek és nem végz&dnek toltéseken. A méag-
neses erdvonalak zart gorbéket alkotnak, vagy a végtelenbdl jonnek és a végtelenbe
tartanak.
Ez a tulajdonsag a magneses monopoélusok hidnyat fejezi ki.
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9.3. Faraday torvénye integralis alakban

Faraday indukcios torvénye szerint a zéart vezetShurokban indukalt elektromotoros eré
a magneses fluxus idébeli valtozasanak negativja:

7{ E-dT:—i//B~ndA.
a8 dt JJs

Itt B a mégneses indukcio, S pedig egy olyan feliilet, amelynek hatara a zart gérbe

0S.

9.4. Faraday indukcids torvénye

A Maxwell-egyenletek harmadik egyenlete:

0B
VXE——E

Integraljuk mindkét oldalt egy S iranyitott feliileten:

83
VXFE)-dS=— [ —-dS.
/S( x E)-dS : S

A Stokes-tétel szerint:

/S(VXE)-dszygsE-dx.

Ezért:
B
E-dr=— 3_ ds.
Ha a feliilet id6ben nem valtozik, akkor az id§ szerinti derivalt kihozhato6 az integral
elé:
/ —-dS=— | B-dS.
S

Igy:

j'{ E-dx:—i/B-ds
8 dt Jg

9.4.1. MAagneses fluxus

A magneses fluxus definici6ja:

@B:/B'dS.
S

d®
E.-dp=-——2

Ezzel Faraday torvénye:
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9.4.2. Fizikai jelentés

A Faraday-féle indukcioés torvény azt mondja ki, hogy a véaltozoé magneses fluxus elekt-
romos mezGt hoz létre. A bal oldalon szerepls

j{ E-dx
as

az elektromos mezd korintegralja, amelyet elektromotoros eréként is értelmezhetiink.
A negativ el6jel Lenz torvényét fejezi ki: az indukalt elektromos mezd olyan iranyt,
hogy hatasa gétolja az 6t 1étrehozd mégneses fluxusvaltozast.

Ampére—-Maxwell-torvény
A Maxwell-egyenletek negyedik egyenlete:

oE
V X B = pod + pogo— TR

Integraljuk mindkét oldalt egy S irdnyitott feliileten:

/(V X B) -dS :/ <M0J—|—M0808E) ds.
s s ot

A jobb oldalt szétbontjuk:

/(VXB) s = MO/J dS+u050/— ds.
S

A Stokes-tétel szerint:
/(VXB)-dS:% B -dx.
s a8

E
%Bdl’:/jo/JdS—i—,uo&)/aa—dS
8 s g Ot

Ha S idében nem valtozik:

/_ a5 =4 [ B-as
5

d
%B-dx:uo/J dS + poeo— E-dS
5 dt

Igy

Tehat:

9.5.1. Aram és elektromos fluxus

]:/J-dS.
S

Q)E:/E-dS.
S

Ezzel az Ampére-Maxwell-torvény:

Az S feliileten atfolyo teljes dram:

Az elektromos fluxus:

dP
% B.dx = ,u()[ + M0€0—E
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9.5.2. Fizikai jelentés

Az Ampére-Maxwell-térvény szerint mégneses mezst kétféle hatas hozhat létre:

1. elektromos aram,

2. id8ben valtozo elektromos mezd.

Az els6 tag:
ol

a klasszikus Ampeére-torvénybdl szarmazik. A méasodik tag:

dPg
Ho€o——

dt
Maxwell kiegészitése, amelyet eltolasi aramnak neveziink.
Ez a kiegészités alapvets fontossdgi, mert enélkiil az elektromagneses hullamok
elmélete nem lenne konzisztens.



10. fejezet

A Maxwell-egyenletek osszefoglalasa

10.1. Differencialis és integralis alak

A négy Maxwell-egyenlet differencialis és integralis alakja a kovetkezs.

10.1.1. Elektromos Gauss-torvény

Differencialis alak:

Integralis alak:

/ E-dS:l/pdV.
oK €0 JK

10.1.2. Magneses Gauss-torvény

Differenciélis alak:
V-B=0.

/ B.dS =0.
K

Integralis alak:

10.1.3. Faraday-torvény

Differenciélis alak: 9B
VXxE=——.
ot

]{ E-dx:—i/B-dS.
S dt Js

10.1.4. Ampére-Maxwell-torvény

Integralis alak:

Differenciilis alak:

oF
VX B= M0J+Mo€o§'

d
s s lJs

34

Integralis alak:



10.2. MELYIK TETELT HASZNALJUK?

10.2. Melyik tételt hasznaljuk?

A divergenciat tartalmazo egyenleteknél a divergenciatételt hasznaljuk:

/V-FdV:/ F.dS.
K oK

Ezért:
p 1
V- E=— — E-dS=— | pdV.
€0 oK €0 JK
Es:
V-B=0 — B-dS =0.
oK

A rotaciot tartalmazo egyenleteknél a Stokes-tételt hasznaljuk:

/S(VXF)-dS:%?SF-dx.

Ezért:

vxp-_98 E-dx:—i/B-dS.
ot o5 dt Jg

ESI

E d
VXB:uOJjLuoeoa— — B-dx:uo/J-dS—l—,uoao—/E-dS.
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11. fejezet

Kapcsolat az integraltételek kozott

11.1. Kozos szerkezet

Az eddig targyalt tételek kozos szerkezete:

’belsé’ derivalt integralja = hataron vett integral

A Newton—Leibniz-formula:
b
| r@ds=0) - ()

A Green-tétel:

/(ﬁ—@> dxdy—f Pdx + Qdy.
Kk \ O Jdy oK

A divergenciatétel:

/V~FdV:/ F-dS.
K oK

/S(VXF)-dS:fgS

Az altalanos Stokes-tétel:
/ dw = / w.
M oM

11.2. TAablazatos osszefoglalas

A Stokes-tétel:
F-dx.

Tétel Tartomény | Bels6 integral Hatarintegral
Newton-Leibniz | [a, b] 12 f(x) do F(b) — f(a)
Green KcR? | [ (Qy—P,) dA| ¢, Pdr+Qdy
Divergencia K Cc R3 [ V- Fav Jor F - dS
Stokes SCRY | [(VxF)-dS | § F-do
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12. fejezet
Osszegzés

A dolgozatban bemutattuk a vektoranalizis legfontosabb integraltételeit: a Green-
tételt, a Gauss—Osztrogradszkij-tételt és a Stokes-tételt. Megmutattuk, hogy ezek a
tételek nem egymastol fiiggetlen eredmények, hanem ugyanannak az alapelvnek a kii-
16nb6z6 dimenziokban megjelend alakjai.

A Green-tétel a sikbeli tartomany hatargorbéjén vett integralt kapcsolja Ossze a
tartomanyon vett kettGs integrallal. A divergenciatétel a térfogaton beliili divergencia
integraljat az adott térfogat hataran atmend fluxussal azonositja. A Stokes-tétel pedig
a feliilet hatargorbéjén vett cirkulaciot kapcsolja Ossze a rotéacio feliileti fluxuséaval.

Ezeket a tételeket egységesen az altalanos Stokes-tétel foglalja Gssze:

/dw:/ w.
M oM

A dolgozat mésodik részében a Maxwell-egyenleteket vizsgaltuk. Megmutattuk,
hogy a divergenciat tartalmazé Maxwell-egyenletekbdl a divergenciatétel segitségével
kapjuk meg az integralis alakokat, mig a rotaciot tartalmazo egyenleteknél a Stokes-
tétel vezet az integralis alakhoz.

Ez ravilagit arra, hogy a Maxwell-egyenletek nem pusztan fizikai képletek, hanem
mély matematikai strukttaraval rendelkeznek. A vektoranalizis integraltételei természe-
tes nyelvet adnak az elektromos és magneses mezsk viselkedésének leirasara.
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Abrak elkészitése | ChatGPT Stokes-tétel, Gauss- | TikZ-abrak és szemlél-

tétel,  differencialfor- | teté példak készitésé-
méak és alkalmazéasok | nek tamogatéasa.
fejezetei

Tablazat készité- | ChatGPT MI-nyilatkozat A kéréseim Osszegytijté-

se

se és Osszegzése.

A felsoroltakon til méas MI alapu eszkozt nem hasznaltam.

39




	Bevezetés
	Alapfogalmak
	Skalármezők és vektormezők
	Skalármező, vektormező

	A gradiens
	Gradiens

	A divergencia
	Divergencia

	A rotáció
	Rotáció
	A rotáció jelentése
	Példa rotáció kiszámítására
	A rotáció több dimenzióban
	Kapcsolat a differenciálformákkal
	A háromdimenziós eset különlegessége


	Vonalintegrálok és felületi integrálok
	Görbék
	G-ben fekvő görbe
	Szakaszonként folytonosan differenciálható görbe

	Vonalintegrál vektormezőre
	Definíció: Vektormező valós vonalintegrálja
	Szakaszonként C1 görbén vett valós vonalintegrál
	Vektormező primitív függvénye

	Felületek és felületi integrálok
	Paraméterezett felület
	Vektormező felületi integrálja


	Green-tétel
	A Green-tétel kimondása
	Green-tétel


	A Gauss–Osztrogradszkij-tétel
	A divergenciatétel kimondása
	3-dimenziós Gauss–Osztrogradszkij-tétel

	A divergenciatétel jelentése
	Példa fizikai értelmezésre
	Alkalmazás: a perdület
	Alkalmazás: a perdület


	A Stokes-tétel
	A Stokes-tétel kimondása 3 dimenzióban
	Stokes-tétel
	A Green-tétel mint a Stokes-tétel speciális esete

	A Stokes-tétel paraméteres alakja
	Alkalmazás: egyenes áramvezető mágneses tere
	Alkalmazás: egyenes áramvezető mágneses tere

	Alkalmazás: összefonódási szám
	Alkalmazás: összefonódási szám

	Alkalmazás: körbefordulási szám síkban
	Alkalmazás: körbefordulási szám síkban


	Az általános Stokes-tétel
	Motiváció
	Magasabb dimenziós alak
	Differenciálformák Rn-ben
	A külső derivált és a de Rham-komplexus
	Általános Stokes-tétel

	Speciális esetek
	Newton–Leibniz-formula
	Green-tétel
	Divergenciatétel
	Klasszikus Stokes-tétel

	Összefoglalás

	Maxwell-egyenletek
	Az elektromágneses mezők
	A Maxwell-egyenletek differenciális alakja
	Maxwell-egyenletek differenciális alakban


	A Maxwell-egyenletek integrális alakjának levezetése
	Maxwell I. törvénye
	Fizikai jelentés

	Maxwell II. törvénye
	Fizikai jelentés

	Faraday törvénye integrális alakban
	Faraday indukciós törvénye
	Mágneses fluxus
	Fizikai jelentés

	Ampère–Maxwell-törvény
	Áram és elektromos fluxus
	Fizikai jelentés


	A Maxwell-egyenletek összefoglalása
	Differenciális és integrális alak
	Elektromos Gauss-törvény
	Mágneses Gauss-törvény
	Faraday-törvény
	Ampère–Maxwell-törvény

	Melyik tételt használjuk?

	Kapcsolat az integráltételek között
	Közös szerkezet
	Táblázatos összefoglalás

	Összegzés
	Nyilatkozat MI alapú eszközök használatáról

