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1. fejezet

Bevezetés

A klasszikus egyváltozós analízis egyik legalapvetőbb eredménye a Newton–Leibniz-
formula, amely kapcsolatot teremt a deriválás és az integrálás között. Ha f : [a, b] → R
folytonosan differenciálható függvény, akkor∫ b

a

f ′(x) dx = f(b)− f(a).

Ez azt fejezi ki, hogy egy függvény deriváltjának integrálja csak a határpontokban
felvett értékektől függ.

A többváltozós analízisben ennek a gondolatnak több magasabb dimenziós megfe-
lelője van. Ezeket összefoglaló néven integráltételeknek nevezzük. A legfontosabb ilyen
tételek:

• a Green-tétel,

• a Gauss–Osztrogradszkij-tétel, más néven divergenciatétel,

• a Stokes-tétel,

• ezek magasabb dimenziós általánosítása, az általános Stokes-tétel.

A dolgozat célja ezen tételek bemutatása, egymással való kapcsolatuk feltárása,
valamint fizikai alkalmazásuk szemléltetése. A Maxwell-egyenletek az elektromágnesség
alapegyenletei, és természetes módon jelennek meg a vektoranalízis nyelvén, hiszen a
bennük szereplő legfontosabb műveletek a divergencia és a rotáció.

A dolgozat logikai felépítése a következő. Először bevezetjük a skalármezők és vek-
tormezők fogalmát, majd a vonalintegrálokat és felületi integrálokat. Ezután tárgyaljuk
a Green-tételt, a divergenciatételt és a Stokes-tételt. Külön hangsúlyt helyezünk arra,
hogy a Stokes-tétel a Green-tétel térbeli általánosításaként is értelmezhető. Végül be-
mutatjuk, hogyan vezethetők át a Maxwell-egyenletek differenciális alakjai integrális
alakba a divergenciatétel és a Stokes-tétel segítségével.
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2. fejezet

Alapfogalmak

2.1. Skalármezők és vektormezők
2.1. Definíció (Skalármező, vektormező). Legyen G ⊂ Rp nyílt halmaz. A G → R
függvényeket skalármezőnek, míg a G → Rp függvényeket vektormezőnek nevezzük. A
szokásos simasági tulajdonságokat ezekre is használjuk: folytonos skalármező, kétszer
differenciálható vektormező stb.

A skalármező minden ponthoz egy valós számot rendel. Fizikai példaként említhető
a hőmérséklet eloszlása egy testben:

T (x, y, z).

Ekkor minden térbeli ponthoz egy hőmérsékleti érték tartozik.
Háromdimenziós esetben egy vektormező alakja:

F (x, y, z) =
(
F1(x, y, z), F2(x, y, z), F3(x, y, z)

)
.

Fizikai példák vektormezőre az elektromos mező E, a mágneses mező B, vagy egy
folyadék sebességmezője.

2.2. A gradiens
2.2. Definíció (Gradiens). Legyen φ : G ⊂ Rn → R differenciálható skalármező. A φ
gradiensén az

∇φ =

(
∂φ

∂x1

,
∂φ

∂x2

, . . . ,
∂φ

∂xn

)
vektormezőt értjük.

2.3. A divergencia
2.3. Definíció (Divergencia). Legyen F : G ⊂ Rn → Rn differenciálható vektormező,

F = (F1, F2, ..., Fn).

Ekkor F divergenciája:

divF = ∇ · F =
∂F1

∂x1

+
∂F2

∂x2

+ ...+
∂Fn

∂xn

.
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2.4. A ROTÁCIÓ 7

A divergencia azt méri, hogy egy adott pont környezetében a vektormező forrásként
vagy nyelőként viselkedik-e. Ha

∇ · F > 0,

akkor a mező lokálisan kifelé áramlik, vagyis forrásszerű. Ha

∇ · F < 0,

akkor a mező lokálisan befelé áramlik, vagyis nyelőszerű. Ha

∇ · F = 0,

akkor a mezőt forrásmentesnek vagy szolenoidálisnak nevezzük.

2.4. A rotáció
2.4. Definíció (Rotáció 3 dimenzióban). Legyen F : G ⊂ R3 → R3 differenciálható
vektormező, F = (F1, F2, F3). Ekkor F rotációja:

rotF = ∇× F =

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

F1 F2 F3

∣∣∣∣∣∣ .
Kifejtve:

∇× F =

(
∂F3

∂y
− ∂F2

∂z

)
i+

(
∂F1

∂z
− ∂F3

∂x

)
j+

(
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)
k.

A rotáció a vektormező lokális forgását méri. Ha egy folyadék sebességmezőjét
vizsgáljuk, akkor a rotáció megmutatja, hogy az adott pont környezetében a folyadék
mennyire örvénylik.

2.1. Megjegyzés. A rotáció tehát egy olyan vektormező, amely minden pontban meg-
adja az eredeti vektormező lokális forgási jellegét. A rotáció iránya a forgástengely
irányát, nagysága pedig a forgás erősségét jellemzi.

Ha
rotF = 0,

akkor azt mondjuk, hogy a vektormező örvénymentes. Ez például azt jelenti, hogy a
mezőnek lokálisan nincs forgási hatása.

2.1. Példa. Legyen
F (x, y, z) = (−y, x, 0).

A rotáció:
rotF =

(
∂F3

∂y
− ∂F2

∂z
,
∂F1

∂z
− ∂F3

∂x
,
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)
.

Behelyettesítve:
rotF = (0− 0, 0− 0, 1− (−1)) = (0, 0, 2).

Ez azt mutatja, hogy a mező a z-tengely irányában forgó jellegű.
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x

y

z

xy-sík

rotF = (0, 0, 2)

p

A vektormező
körkörösen forog.

A rotáció iránya
a forgástengely iránya.

2.1. ábra. A rotáció szemléltetése három dimenzióban.

2.5. Definíció (A rotáció több dimenzióban). Három dimenzióban a rotáció vektor-
mezőként írható fel, mert a vektoriális szorzat természetes módon értelmezhető R3-ban.
Általános n-dimenziós térben azonban a rotáció megfelelője már nem egy szokásos vek-
tormező, hanem egy antiszimmetrikus mennyiség.

Legyen
F : G ⊂ Rn → Rn, F = (F1, F2, . . . , Fn)

differenciálható vektormező. Ekkor a többdimenziós rotáció komponensei:

Rij =
∂Fj

∂xi

− ∂Fi

∂xj

, 1 ≤ i < j ≤ n.

Ez a képlet minden koordinátapárhoz megadja, hogy az adott két koordinátairány
által kifeszített síkban milyen forgási hatása van a vektormezőnek.

Mivel az (i, j) párok száma
(
n
2

)
= n(n−1)

2
, ezért n dimenzióban a rotációnak általában

n(n−1)
2

darab független komponense van.
Három dimenzióban:

3 · 2
2

= 3,

ezért a rotáció éppen három komponensű objektum, vagyis vektorként írható fel. Ezért
speciális a háromdimenziós eset.

Négy dimenzióban viszont:
4 · 3
2

= 6,

tehát a rotáció már nem egy négykomponensű vektor, hanem hat független kompo-
nensből álló antiszimmetrikus objektum.

2.2. Megjegyzés. A differenciálformák olyan kifejezések, amelyek természetes módon
integrálhatók görbéken, felületeken, illetve magasabb dimenziós tartományokon. Egy
1-forma például

ω = P dx+Qdy +Rdz

alakú, és görbén integrálható. Egy 2-forma

η = Ady ∧ dz +B dz ∧ dx+ C dx ∧ dy
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alakú, és felületen integrálható. A ∧ jel a külső szorzatot jelöli, amely irányított terü-
letelemeket ír le.

A differenciálformák egyik fontos művelete a külső derivált, amelyet d-vel jelölünk.
Ennek segítségével a klasszikus integráltételek közös alakban írhatók fel:∫

∂M

ω =

∫
M

dω.

Ez az általános Stokes-tétel alakja. A többdimenziós rotáció természetes módon diffe-
renciálformákkal fogalmazható meg. A vektormezőhöz rendeljük hozzá az

ω = F1 dx1 + F2 dx2 + · · ·+ Fn dxn

differenciálformát. Ennek külső deriváltja:

dω =
∑
i<j

(
∂Fj

∂xi

− ∂Fi

∂xj

)
dxi ∧ dxj.

Ez a kifejezés adja a rotáció általános, többdimenziós alakját.

2.3. Megjegyzés. A megszokott
∇× F

jelölés tehát elsősorban három dimenzióban természetes. Ennek oka, hogy R3-ban a
vektoriális szorzat két vektorból ismét vektort állít elő. Magasabb dimenzióban nincs
ugyanilyen egyszerű vektoriális szorzat, ezért a rotáció általánosításához a differenciál-
formák és a külső derivált fogalmát használjuk.



3. fejezet

Vonalintegrálok és felületi integrálok

3.1. Görbék
3.1. Definíció (G-ben fekvő görbe). Az γ : [a, b] → G függvényeket G-ben fekvő
görbéknek nevezzük. Az [a, b] intervallumot a görbe paraméterintervallumának hívjuk.
A γ : [a, b] → G görbe differenciálható, ha az (a, b) intervallumon differenciálható, és
a végpontokban egyoldali deriváltjai léteznek. A paramétert rendszerint t-vel jelöljük,
mintha az időt jelentené.

3.2. Definíció (Szakaszonként folytonosan differenciálható görbe). Legyen G ⊂ Rp

nyílt halmaz, és legyen γ : [a, b] → G egy G-ben fekvő görbe.
A γ görbét szakaszonként folytonosan differenciálhatónak, röviden szakaszonként

C1-nek nevezzük, ha véges sok folytonosan differenciálható görbe egymás után fűzése-
ként áll elő. Ez azt jelenti, hogy léteznek olyan a0 = a < a1 < · · · < an = b számok,
hogy minden i = 1, 2, . . . , n esetén a megszorítás γ|[ai−1,ai] folytonosan differenciálható.

A görbe pontjai:

γ(t) =
(
γ1(t), γ2(t), . . . , γn(t)

)
, t ∈ [a, b].

A görbe érintővektora:
γ′(t) =

(
γ′
1(t), γ

′
2(t), . . . , γ

′
n(t)

)
.

3.2. Vonalintegrál vektormezőre
3.3. Definíció (Vektormező valós vonalintegrálja). Legyen G ⊂ Rp nyílt halmaz, f :
G → Rp vektormező, γ : [a, b] → G folytonos görbe, és I ∈ R. Azt mondjuk, hogy az
f vektormező valós vonalintegrálja a γ görbén I, ha minden ε > 0-hoz létezik olyan
δ > 0, hogy a [a, b] intervallum bármely a = t0 < t1 < · · · < tn = b δ-nál finomabb
felosztására, és bármely ui ∈ [ti−1, ti], i = 1, . . . , n, választás esetén teljesül, hogy∣∣∣∣∣

n∑
i=1

〈
f
(
γ(ui)

)
, γ(ti)− γ(ti−1)

〉
− I

∣∣∣∣∣ < ε.

Jele:
I =

∫
γ

f =

∫
γ

⟨f(x), dx⟩.
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Ez az integrál függ a görbe irányításától. Ha a görbe irányítását megfordítjuk,
akkor az integrál előjele megváltozik:∫

−C

F · dx = −
∫
C

F · dx.

Zárt görbe esetén a vonalintegrált fizikában gyakran így jelölik:∮
C

F · dx.

Ezt a mennyiséget a vektormező cirkulációjának nevezzük a C görbe mentén.

3.1. Tétel (Szakaszonként C1 görbén vett valós vonalintegrál). Legyen G ⊂ Rp nyílt
halmaz, f : G → Rp folytonos vektormező, és γ : [a, b] → G szakaszonként C1 görbe.
Ekkor az

∫
γ
f vonalintegrál létezik, és∫

γ

f =

∫ b

a

〈
f
(
γ(t)

)
, γ̇(t)

〉
dt =

∫ b

a

⟨f ◦ γ, γ̇⟩ dt.

3.4. Definíció (Vektormező primitív függvénye). Legyen G ⊂ Rp nyílt halmaz, f :
G → Rp és F : G → R. Az F skalármezőt az f vektormező primitív függvényének
nevezzük, ha f = gradF .

3.1. Megjegyzés (Potenciálfüggvény). Fizikai alkalmazásokban gyakran az

f = − gradF

összefüggés fordul elő. Ebben az esetben az F függvényt az f vektormező potenciálfügg-
vényének nevezzük. A negatív előjel azt fejezi ki, hogy a mező a potenciál csökkenésének
irányába mutat.
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3.3. Felületek és felületi integrálok
3.5. Definíció (Paraméterezett felület). Legyen D ⊂ R2 tartomány. Egy

Φ : D → R3

folytonosan differenciálható leképezést paraméterezett felületnek nevezünk. A Φ(u, v)
pont a felület egy pontját adja meg az (u, v) paraméterek segítségével.

A paraméterezéshez tartozó két érintővektor: ∂Φ
∂u

és ∂Φ
∂v
. Ezek vektoriális

szorzata: ∂Φ
∂u
×∂Φ

∂v
a felületre merőleges irányított normálvektort adja meg. A felületelem

nagysága: dS =
∥∥∂Φ

∂u
× ∂Φ

∂v

∥∥ du dv.

u

v

D

(u, v) ∆u

∆v

D ⊂ R2

Φ

x

z

y

Φ(u, v)

Φu = ∂Φ
∂u

Φv =
∂Φ
∂v

Φu × Φv

Φ(D) = S

S ⊂ R3

Az érintősíkot a két parciális derivált feszíti ki,
a vektoriális szorzatuk pedig merőleges a felületre.

3.1. ábra. A paramétertartomány egy kis téglalapja a Φ leképezés hatására egy kis
felületelemmé torzul. A pontbeli érintővektorok Φu és Φv, ezek vektoriális szorzata
pedig az irányított normálvektor.

3.6. Definíció (Vektormező felületi integrálja, fluxusa). Legyen S ⊂ R3 irányított, pa-
raméterezett felület, amelyet Φ : D → R3 paraméterez, és legyen f : G → R3 folytonos
vektormező, ahol S ⊂ G. Az f vektormező S-en vett felületi integrálját, vagyis fluxusát
a következőképpen definiáljuk:∫

S

⟨f,
−→
dA⟩ =

∫
D

〈
f(Φ(u, v)),

∂Φ

∂u
(u, v)× ∂Φ

∂v
(u, v)

〉
du dv.

A fluxus azt méri, hogy a vektormező összességében mennyire halad át a megadott
irányítású felületen. Ha n a felület egységnyi normálvektora, akkor röviden:

−→
dA = n dA,

és így ∫
S

⟨f,
−→
dA⟩ =

∫
S

⟨f, n⟩ dA.



4. fejezet

Green-tétel

Az integráltételek közös gondolata az, hogy egy tartomány belsejében vett integrált a
tartomány határán vett integrállal kapcsolnak össze. Ebben az értelemben a többvál-
tozós analízis integráltételei a Newton–Leibniz-formula magasabb dimenziós általáno-
sításainak tekinthetők.

A következőkben először a síkbeli Green-tételt, majd ennek térbeli általánosítását,
a Stokes-tételt tárgyaljuk. Ezután jutunk el a Gauss–Osztrogradszkij-tételhez, amely
a térfogati integrálokat kapcsolja össze zárt felületeken vett fluxusintegrálokkal.

4.1. A Green-tétel kimondása
4.1. Tétel (Green-tétel). Legyen K ⊂ R2 Jordan-tartomány, amelynek határa szaka-
szonként C1, és legyen G ⊃ K nyílt halmaz.Ha f : G → R folytonosan differenciálható,
akkor

1. Ha ∂f
∂x

létezik és folytonos K-n, akkor∫
∂K

f dy =

∫
K

∂f

∂x
dx dy.

2. Ha ∂f
∂y

létezik és folytonos K-n, akkor∫
∂K

f dx = −
∫
K

∂f

∂y
dx dy.

A két állítást összevonva: ha f, g : G → R folytonosan differenciálható és ∂g
∂x

,∂f
∂y

létezik és folytonos, akkor∫
∂K

(
f dx+ g dy

)
=

∫
K

(
∂g

∂x
− ∂f

∂y

)
dx dy.

13



5. fejezet

A Gauss–Osztrogradszkij-tétel

5.1. A divergenciatétel kimondása
5.1. Tétel (3-dimenziós Gauss–Osztrogradszkij-tétel, divergenciatétel). Legyen G ⊂
R3 nyílt halmaz, és legyen K ⊂ G korlátos, zárt tartomány, amelynek ∂K határa
darabonként folytonosan differenciálható, irányítható zárt felület. Tegyük fel, hogy ∂K-
t a kifelé mutató normálvektorral irányítjuk.Ha f : G → R3 folytonosan differenciálható
vektormező, akkor ∫

K

div f dV =

∫
∂K

⟨f,
−→
dA⟩.

A Gauss–Osztrogradszkij-tétel szerint egy tartományban lévő teljes forráserősség
megegyezik a tartomány határán kifelé áthaladó teljes fluxussal. A bal oldalon a di-
vergenciát integráljuk a térfogaton, míg a jobb oldalon a vektormező kifelé mutató
fluxusát számoljuk a határfelületen.

Más jelöléssel: ∫
K

∇ · F dV =

∫
∂K

F · n dS.

5.2. A divergenciatétel jelentése
A divergenciatétel szerint egy vektormező térfogaton belüli teljes forrásossága meg-
egyezik a határfelületen kifelé áthaladó teljes fluxussal.

Ha egy kis térfogatot vizsgálunk, akkor a divergencia lokális jelentése:

∇ · F = lim
V→0

1

V

∫
∂V

F · dS.

Ez azt jelenti, hogy a divergencia a térfogategységre jutó nettó kifelé áramlást méri.

5.3. Példa fizikai értelmezésre
Ha F egy folyadék sebességmezője, akkor

∇ · F > 0

azt jelenti, hogy a pont környezetéből több folyadék áramlik ki, mint be. Ez forrásnak
felel meg.

14
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Ha
∇ · F < 0,

akkor több folyadék áramlik be, mint ki, tehát nyelőről beszélünk.
Ha

∇ · F = 0,

akkor nincs nettó forrás vagy nyelő. Ilyenkor a mezőt forrásmentesnek nevezzük.

K
∂K

F

n

n

n

dA

n

F

⟨F, n⟩dS: a felületelemen
kifelé áthaladó kis fluxus

Kis térfogatelem
divF > 0

több folyadék lép ki,
mint amennyi belép

∫
K
divF dV =

∫
∂K

F · ndS

teljes forráserősség
a tartományban

kifelé áthaladó
teljes fluxus

5.1. ábra. A divergenciatétel folyadékos szemléltetése: a tartományon belüli teljes for-
ráserősség megegyezik a határon kifelé áthaladó teljes fluxussal.

5.4. Alkalmazás: a perdület
A perdület, más néven impulzusmomentum, a forgómozgás egyik alapvető fizikai mennyi-
sége. Szemléletesen azt méri, hogy egy test mozgása mennyire tekinthető egy adott
pont vagy tengely körüli forgásnak. Pontszerű test esetén, ha a test helyvektora r,
impulzusa pedig p, akkor a perdület definíciója

L = r × p.

Mivel az impulzus p = mv, ahol m a test tömege és v a sebessége, ezért

L = r ×mv.

A képletben szereplő vektoriális szorzat miatt a perdület iránya merőleges arra a
síkra, amelyet a helyvektor és az impulzusvektor kifeszít. Ezért a perdület nemcsak a
forgás nagyságát, hanem annak térbeli irányát is jellemzi.

A perdület szorosan kapcsolódik a forgatónyomatékhoz. Ha egy testre erő hat,
akkor az erő adott pontra vonatkozó forgatónyomatéka

M = r × F.
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Newton második törvényének forgómozgásra vonatkozó megfelelője szerint a forga-
tónyomaték a perdület idő szerinti megváltozását adja:

M =
dL

dt
.

Ez azt jelenti, hogy ha egy rendszerre nem hat külső forgatónyomaték, akkor a
perdülete állandó marad:

dL

dt
= 0.

Ezt nevezzük a perdületmegmaradás törvényének. A jelenség jól megfigyelhető pél-
dául korcsolyázónál: ha forgás közben behúzza a karjait, akkor csökken a tehetetlenségi
nyomatéka, ezért a szögsebessége megnő. A rendszer perdülete azonban külső forgató-
nyomaték hiányában változatlan marad.

Folytonos test esetén a perdület már nem egyszerű összeggel, hanem térfogati in-
tegrállal írható fel. Ha K ⊂ R3 a test által elfoglalt tartomány, ρ(x) a sűrűség, v(x)
pedig a sebességmező, akkor az origóra vonatkozó perdület

L =

∫
K

x× ρ(x)v(x) dV.

Ez a képlet azt fejezi ki, hogy a test minden kis térfogateleme hozzájárul a teljes
perdülethez. Egy dV térfogatelem tömege ρ(x)dV , impulzusa pedig ρ(x)v(x)dV , ezért
ennek perdületjáruléka

x× ρ(x)v(x) dV.

Az integráltételek itt abban játszanak szerepet, hogy a megmaradási törvényeket
összekapcsolják a test belsejében és a határán zajló folyamatokkal. Ha egy mennyiség
lokálisan megmarad, akkor annak sűrűsége és árama között kontinuitási egyenlet áll
fenn:

∂ρ

∂t
+ div J = 0.

A Gauss–Osztrogradszkij-tétel segítségével ebből következik az integrális alak:

d

dt

∫
K

ρ dV = −
∫
∂K

J · n dA.

Vagyis egy tartományban lévő mennyiség csak úgy változhat, ha a határon keresz-
tül áramlik ki vagy be. Hasonló gondolat alkalmazható a perdületre is: a test teljes
perdületének változását a külső forgatónyomatékok, illetve a határon keresztül fellépő
erőhatások határozzák meg. Ez mutatja, hogy a divergenciatétel nemcsak geometriai
állítás, hanem a fizikai megmaradási törvények egyik alapvető matematikai eszköze.



6. fejezet

A Stokes-tétel

6.1. A Stokes-tétel kimondása 3 dimenzióban
6.1. Tétel (Stokes-tétel). Legyen S ⊂ R3 irányított, darabonként folytonosan diffe-
renciálható felület, amelynek ∂S határa darabonként C1felület és ezeken az irányított
normálvektor mindig kifelé mutat. Legyen továbbá G ⊂ R3 nyílt halmaz, S ⊂ G, és
legyen f : G → R3 folytonosan differenciálható vektormező.

Ekkor ∫
∂S

f =

∫
S

〈
rot f,

−→
dA
〉
.

Más jelöléssel: ∫
∂S

⟨f, dx⟩ =
∫
S

⟨∇ × f, n⟩ dA.

A Stokes-tétel azt mondja ki, hogy egy vektormező határgörbe menti körintegrálja
megegyezik a vektormező rotációjának a felületen átmenő fluxusával. Vagyis:

határ menti köráramlás = belső forgás teljes fluxusa.

17
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S

∂S f a peremen

n
rot f

A peremen vett körintegrál

∫
∂S

⟨f, dx⟩

megegyezik a felületen
áthaladó rotációs fluxussal

∫
S
⟨rot f, n⟩ dA.

6.1. ábra. A Stokes-tétel szemléltetése: a határgörbe menti köráramlás megegyezik a
felületen átmenő rotációs fluxussal.

6.1.1. A Green-tétel mint a Stokes-tétel speciális esete

A Green-tétel a Stokes-tétel síkbeli speciális esetének tekinthető. Legyen F = (P,Q)
egy síkbeli vektormező, és tekintsük ennek térbeli megfelelőjét:

f = (P,Q, 0).

Ekkor
rot f = ∇× f =

(
0, 0,

∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
.

Ha S az xy-síkban fekvő K tartomány, akkor a felület normálvektora n = (0, 0, 1).
Ezért

⟨rot f, n⟩ = ∂Q

∂x
− ∂P

∂y
.

A Stokes-tétel ebben az esetben:∫
∂K

P dx+Qdy =

∫
K

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dA,

ami pontosan a Green-tétel.

6.2. A Stokes-tétel paraméteres alakja
Legyen a felület paraméterezése:

r(u, v), (u, v) ∈ D.

Ekkor:
dS = (ru × rv) du dv.
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Így a Stokes-tétel jobb oldala:∫
S

(∇× F ) · dS =

∫
D

(∇× F )(r(u, v)) · (ru × rv) du dv.

A határgörbe pedig:
∂S = r(∂D).

6.3. Alkalmazás: egyenes áramvezető mágneses tere

A Stokes-tétel egyik fontos fizikai alkalmazása az elektromágnesességben jelenik meg.
Tekintsünk egy hosszú, egyenes vezetéket, amelyben állandó I áram folyik. A tapasz-
talat szerint az áramjárta vezeték maga körül mágneses mezőt hoz létre.

A mágneses mezőt jelölje B. Időben állandó esetben Maxwell egyik egyenlete, az
Ampère-törvény differenciális alakja szerint

rotB = µ0J,

ahol J az áramsűrűség, µ0 pedig a vákuum permeabilitása.
Integráljuk ezt az egyenletet egy S felületre, amelyet a vezeték átdöf. Ekkor∫

S

(rotB) · n dA = µ0

∫
S

J · n dA. = I

A bal oldalra alkalmazhatjuk a Stokes-tételt:∫
S

(rotB) · n dA =

∫
∂S

B · dr.

Ezért ∫
∂S

B · dr = µ0I.

Ez az Ampère-törvény integrális alakja. Válasszuk ∂S-nek a vezetéket körülvevő, r
sugarú kört. Szimmetria miatt a mágneses mező nagysága ezen a körön állandó, iránya
pedig érintőirányú. Ezért ∫

∂S

B · dr = B

∫
∂S

dr = B · 2πr.

Így

B · 2πr = µ0I,

tehát

B(r) =
µ0I

2πr
.

Ez azt mutatja, hogy egy hosszú, egyenes áramvezető körül a mágneses mező kon-
centrikus körök mentén helyezkedik el, és nagysága a vezetéktől mért távolsággal for-
dítottan arányos.
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A mágneses mező irányát a jobbkéz-szabály adja meg: ha jobb kezünk hüvelykujja
az áram irányába mutat, akkor behajlított ujjaink a mágneses mező körüljárási irányát
mutatják.

I
áram iránya

r

S
∂S

B
mágneses mező

B érintő irányú

jobbkéz-szabály

I

B iránya

6.2. ábra. Egyenes áramvezető körül kialakuló mágneses mező. Az Ampère-féle kör ∂S
a vezetéket körülvevő S felület határa.
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6.4. Alkalmazás: összefonódási szám
Az integráltételek topológiai alkalmazásai közé tartozik két zárt térgörbe összefonódá-
sának vizsgálata. Legyen γ1, γ2 : S1 → R3 két diszjunkt, irányított, differenciálható
zárt görbe. Az összefonódási szám azt méri, hogy a két görbe hányszor fonódik egymás
köré. Ez a szám topológiai invariáns: ha a görbéket folytonosan deformáljuk úgy, hogy
közben nem metszik egymást, akkor az összefonódási szám nem változik.

Gauss klasszikus formulája szerint az összefonódási szám a következő kettős vonal-
integrállal írható fel:

Lk(γ1, γ2) =
1

4π

∮
γ1

∮
γ2

r1 − r2
|r1 − r2|3

· (dr1 × dr2) .

Ha a két görbét paraméteresen írjuk fel,

r1 = γ1(s), r2 = γ2(t),

akkor ugyanez az alak:

Lk(γ1, γ2) =
1

4π

∫
S1

∫
S1

det (γ̇1(s), γ̇2(t), γ1(s)− γ2(t))

|γ1(s)− γ2(t)|3
ds dt.

A képletben szereplő integrandus minden s, t paraméterpárhoz azt vizsgálja, hogy
a két görbe megfelelő érintővektorai és a két pontot összekötő vektor milyen térbeli
orientációt határoznak meg. A teljes integrál ezeknek a lokális hozzájárulásoknak az
összege, amely végül egész számot ad.

Egyszerű példa a Hopf-link, vagyis két egymásba kapcsolódó kör. Ebben az esetben
az összefonódási szám

Lk(γ1, γ2) = 1

vagy az orientációtól függően
Lk(γ1, γ2) = −1.

Ha a két kör nincs egymásba kapcsolódva, akkor

Lk(γ1, γ2) = 0.

Ez az alkalmazás azért kapcsolódik természetesen az integráltételekhez, mert a gör-
bék globális topológiai viszonyát egy integrállal fejezi ki. A Stokes-tétel és annak
általánosításai éppen azt mutatják meg, hogy lokális differenciális adatokból hogyan
kaphatunk globális információt. Az összefonódási szám esetén a kettős vonalintegrál
egy egész számot ad, amely a görbék topológiai kapcsolódását jellemzi.

6.5. Alkalmazás: körbefordulási szám síkban
Az összefonódási szám háromdimenziós fogalom, mert két zárt görbe R3-ban fonódhat
egymásba anélkül, hogy metszésük lenne. Kétdimenziós megfelelőjeként a körbefordu-
lási számot tekinthetjük. Ez azt méri, hogy egy zárt síkgörbe hányszor kerüli meg az
adott pontot.

Legyen γ egy pozitív irányítású zárt görbe a síkban, és legyen P egy olyan pont,
amely nem illeszkedik a görbére. A γ görbe P pontra vonatkozó körbefordulási száma
azt adja meg, hogy a görbe hányszor fordul körbe a pont körül.
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Egyszerű példaként tekintsük az origó körüli egységkört:

γ(t) = (cos t, sin t), 0 ≤ t ≤ 2π.

Ekkor a görbe egyszer, pozitív irányban kerüli meg az origót, ezért

Indγ(0) = 1.

x

y

P = 0

γ(t) = (cos t, sin t)

γ egyszer pozitív irányban
kerüli meg az origót.

Indγ(0) = 1

6.3. ábra. Az egységkör egyszer pozitív irányban kerüli meg az origót, ezért a körbe-
fordulási szám 1.

A körbefordulási szám előjeles mennyiség. Ha ugyanazt a kört ellentétes irányban
járjuk be, akkor

Indγ(0) = −1.

Ha pedig a pont a görbén kívül van, akkor a görbe nem kerüli meg a pontot, és ezért

Indγ(P ) = 0.

A körbefordulási szám integrálalakban is felírható:

Indγ(P ) =
1

2π

∫
γ

−(y − y0) dx+ (x− x0) dy

(x− x0)2 + (y − y0)2
,

ahol P = (x0, y0). Ez az integrál azt méri, hogy a P -ből a görbe pontjaiba mutató
vektor teljes szöge mennyit változik a görbe bejárása során.



7. fejezet

Az általános Stokes-tétel

7.1. Motiváció
A Green-tétel, a divergenciatétel és a Stokes-tétel első látásra különböző állításoknak
tűnnek. Valójában azonban ugyanannak az alapelvnek a speciális esetei.

Mindegyik tétel alakja hasonló:∫
tartomány

derivált =
∫

határ
eredeti objektum.

Ez a gondolat már a Newton–Leibniz-formulában is megjelenik:∫ b

a

f ′(x) dx = f(b)− f(a).

Itt a tartomány az intervallum [a, b], a határ pedig a két végpont:

∂[a, b] = {b} − {a}.

7.2. Magasabb dimenziós alak
A magasabb dimenziós általánosítás megfogalmazásához differenciálformákra vagy an-
tiszimmetrikus tenzorokra van szükség. Ezek olyan objektumok, amelyeket természetes
módon lehet görbéken, felületeken vagy magasabb dimenziós tartományokon integrálni.

7.3. Differenciálformák Rn-ben
Ahhoz, hogy az integráltételeket általánosabb alakban is meg tudjuk fogalmazni, be
kell vezetnünk a differenciálformák fogalmát az Rn térben. A differenciálformák olyan
matematikai objektumok, amelyek a vonal-, felületi- és térfogati integrálok integran-
dusait egységes keretben írják le.

7.1. Definíció (k-forma és külső szorzat). Egy 0-forma nem más, mint egy f : Rn → R
folytonosan differenciálható függvény. A bázis 1-formákat dx1, dx2, . . . , dxn jelöli. Egy
általános 1-forma ezek lineárkombinációja, ahol az együtthatók sima függvények:

ω =
n∑

i=1

fi(x1, . . . , xn) dxi.

23
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Magasabb fokú formákat az úgynevezett külső szorzat, segítségével építhetünk fel.
Ennek jele ∧. A külső szorzat legfontosabb tulajdonsága az antikommutativitás:

dxi ∧ dxj = −dxj ∧ dxi.

Ebből következik, hogy
dxi ∧ dxi = 0.

Ennek megfelelően egy általános k-forma felírható az alábbi alakban:

ω =
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

fi1,i2,...,ik(x1, . . . , xn) dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik .

Itt az fi1,i2,...,ik együtthatók sima függvények.

7.4. A külső derivált és a de Rham-komplexus
A vektoranalízis differenciáloperátorainak, vagyis a gradiensnek, a rotációnak és a di-
vergenciának közös általánosítása a külső derivált.

7.2. Definíció (Külső derivált). A külső derivált, amelyet d-vel jelölünk, egy lineáris
operátor, amely egy k-formából egy (k+1)-formát állít elő. Egy f függvény, vagyis egy
0-forma külső deriváltja a teljes differenciál:

df =
n∑

i=1

∂f

∂xi

dxi.

Egy általános k-forma

ω =
∑

1≤i1<···<ik≤n

fi1,...,ik dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

külső deriváltját úgy kapjuk, hogy az együtthatófüggvények külső deriváltját képezzük:

dω =
∑

1≤i1<···<ik≤n

d (fi1,...,ik) ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik .

7.1. Tétel (A külső derivált nilpotenciája). Minden kellően sima ω differenciálformára
igaz, hogy a külső derivált kétszeri alkalmazása azonosan nullát ad:

d(dω) = 0,

röviden:
d2 = 0.

A bizonyítás alapötlete már egy tetszőleges f 0-formán is jól látható. Ekkor

df =
n∑

i=1

∂f

∂xi

dxi.

Most alkalmazzuk ismét a külső deriváltat:

d(df) = d

(
n∑

i=1

∂f

∂xi

dxi

)
.
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A külső derivált linearitása miatt:

d(df) =
n∑

i=1

d

(
∂f

∂xi

)
∧ dxi.

Mivel

d

(
∂f

∂xi

)
=

n∑
j=1

∂2f

∂xj∂xi

dxj,

ezért

d(df) =
n∑

i,j=1

∂2f

∂xj∂xi

dxj ∧ dxi.

Mivel f kellően sima, Young-tétel, más néven Schwarz-tétel szerint a vegyes parciális
deriváltak egyenlők:

∂2f

∂xj∂xi

=
∂2f

∂xi∂xj

.

A külső szorzat viszont antiszimmetrikus:

dxj ∧ dxi = −dxi ∧ dxj.

Ezért az i ̸= j tagok páronként kiejtik egymást. Az i = j esetekben pedig

dxi ∧ dxi = 0,

tehát ezek a tagok is eltűnnek. Így

d(df) = 0.

Magasabb fokú formák esetén ugyanez az érv alkalmazható az együtthatófüggvé-
nyekre és az ékszorzat antiszimmetriájára támaszkodva. Ezért minden kellően sima ω
differenciálformára

d2ω = 0.

7.1. Megjegyzés (Kapcsolat a klasszikus operátorokkal). A háromdimenziós térben,
vagyis R3-ban a külső derivált szoros kapcsolatban áll a klasszikus vektoranalízis operá-
toraival:

• 0-formákon a d operátor a gradiensnek felel meg;

• 1-formákon a d operátor a rotációnak felel meg;

• 2-formákon a d operátor a divergenciának felel meg.

Ez a struktúra a de Rham-komplexus:

0 −→ Ω0(R3)
d−→ Ω1(R3)

d−→ Ω2(R3)
d−→ Ω3(R3) −→ 0.

A d2 = 0 azonosság pontosan a vektoranalízis jól ismert azonosságait adja vissza:

rot(grad f) = 0,

és
div(rotF ) = 0.

7.2. Tétel (Általános Stokes-tétel). Legyen M egy irányított, sima sokaság, amelynek
határa ∂M . Legyen ω egy megfelelően sima differenciálforma M-en. Ekkor∫

M

dω =

∫
∂M

ω.

Ez az alak rendkívül tömör, mégis magában foglalja a klasszikus integráltételeket.
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7.5. Speciális esetek

7.5.1. Newton–Leibniz-formula

Ha M = [a, b], és ω = f egy 0-forma, akkor

dω = f ′(x) dx.

Az általános Stokes-tétel: ∫
[a,b]

df =

∫
∂[a,b]

f.

Ez: ∫ b

a

f ′(x) dx = f(b)− f(a).

7.5.2. Green-tétel

Kétdimenziós síktartományban az általános Stokes-tétel a Green-tételt adja. Ha

ω = P dx+Qdy,

akkor
dω =

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx ∧ dy.

Ezért: ∫
∂K

P dx+Qdy =

∫
K

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx dy.

7.5.3. Divergenciatétel

Háromdimenziós térben a divergenciatétel is az általános Stokes-tétel egy speciális ese-
te. Ekkor a belső térfogati integrál: ∫

K

∇ · F dV,

a határon pedig a fluxus: ∫
∂K

F · dS.

Így: ∫
K

∇ · F dV =

∫
∂K

F · dS.

7.5.4. Klasszikus Stokes-tétel

Háromdimenziós térben, ha S felület, akkor:∫
S

(∇× F ) · dS =

∮
∂S

F · dx.

Ez is az általános Stokes-tétel: ∫
M

dω =

∫
∂M

ω

egy konkrét megjelenése.
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7.6. Összefoglalás
A klasszikus integráltételek tehát az alábbi közös sémába illeszkednek:∫

M

dω =

∫
∂M

ω

Ez azt jelenti, hogy a derivált integrálja egy tartományon megegyezik az eredeti
mennyiség integráljával a tartomány határán.



8. fejezet

Maxwell-egyenletek

8.1. Az elektromágneses mezők
Az elektromágnesség két alapvető vektormezője az elektromos mező és a mágneses
mező. Ezeket rendre E = E(x, y, z, t), B = B(x, y, z, t) jelöli.

Az elektromos mező forrásai az elektromos töltések. A töltéssűrűséget ρ = ρ(x, y, z, t)
jelöli. Az árameloszlást az áramsűrűség írja le: J = J(x, y, z, t).

A Maxwell-egyenletekben szereplő két fontos állandó: ε0 a vákuum permittivitása,
illetve µ0 a vákuum permeabilitása.

8.2. A Maxwell-egyenletek differenciális alakja
8.1. Tétel (Maxwell-egyenletek differenciális alakban). Az elektromágneses mezőket
leíró Maxwell-egyenletek differenciális alakja:

∇ · E =
ρ

ε0
,

∇ ·B = 0,

∇× E = −∂B

∂t
,

∇×B = µ0J + µ0ε0
∂E

∂t
.

Ezek közül az első kettő divergenciát tartalmaz, ezért a divergenciatétel segítségével
alakíthatók integrális formába. A harmadik és negyedik egyenlet rotációt tartalmaz,
ezért ezeknél a Stokes-tételt alkalmazzuk.
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9. fejezet

A Maxwell-egyenletek integrális
alakjának levezetése

9.1. Maxwell I. törvénye
A Maxwell-egyenletek első törvénye, más néven az elektromos Gauss-törvény, differen-
ciális alakban:

divE =
ρ

ε0
.

Integráljuk mindkét oldalt egy K tartományon:∫
K

divE dV =

∫
K

ρ

ε0
dV.

A Gauss–Osztrogradszkij-tétel alapján:∫
∂K

⟨E,
−→
dA⟩ = 1

ε0

∫
K

ρ dV.

Mivel

Q =

∫
K

ρ dV,

ezért: ∫
∂K

⟨E,
−→
dA⟩ = Q

ε0
.

9.1.1. Fizikai jelentés

Az elektromos fluxus egy zárt felületen keresztül arányos a felület által bezárt teljes
töltéssel. Ha a zárt felület belsejében nincs töltés, akkor:

Q = 0,

és ezért: ∫
∂K

E · dS = 0.

Ez azonban nem jelenti azt, hogy az elektromos mező mindenhol nulla, csak azt,
hogy a teljes kifelé menő és befelé jövő fluxus kiegyenlíti egymást.
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9.2. Maxwell II. törvénye
A Maxwell-egyenletek második törvénye a mágneses mezőre vonatkozó Gauss-törvény.
Ez azt fejezi ki, hogy a mágneses mezőnek nincsenek forrásai, vagyis jelenlegi ismere-
teink szerint nem léteznek mágneses monopólusok.

Differenciális alakban:

divB = ∇ ·B = 0,

ahol B a mágneses indukció vektormezője.
Legyen K ⊂ R3 egy megfelelően sima határú térbeli tartomány, és jelölje ∂K a

határfelületét. Integráljuk a Maxwell II. törvényének differenciális alakját a K tarto-
mányon: ∫

K

divB dV =

∫
K

0 dV = 0.

Most alkalmazzuk a Gauss–Osztrogradszkij-tételt. A divergenciatétel szerint egy
megfelelően sima B : R3 → R3 vektormezőre:∫

K

divB dV =

∫
∂K

⟨B,
−→
dA⟩.

Mivel divB = 0, ezért: ∫
∂K

⟨B,
−→
dA⟩ = 0.

Ez Maxwell II. törvényének integrális alakja:∫
∂K

⟨B,
−→
dA⟩ = 0 .

9.2.1. Fizikai jelentés

Ez azt mondja ki, hogy a mágneses mező teljes fluxusa bármely zárt felületen keresztül
nulla. Másképpen: a mágneses mező forrásmentes, vagyis nincsenek forrásai és nyelői.

Ezért a mágneses erővonalak nem kezdődnek és nem végződnek töltéseken. A mág-
neses erővonalak zárt görbéket alkotnak, vagy a végtelenből jönnek és a végtelenbe
tartanak.

Ez a tulajdonság a mágneses monopólusok hiányát fejezi ki.
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9.3. Faraday törvénye integrális alakban

Faraday indukciós törvénye szerint a zárt vezetőhurokban indukált elektromotoros erő
a mágneses fluxus időbeli változásának negatívja:∮

∂S

E · dr = − d

dt

∫∫
S

B · n dA.

Itt B a mágneses indukció, S pedig egy olyan felület, amelynek határa a zárt görbe
∂S.

9.4. Faraday indukciós törvénye

A Maxwell-egyenletek harmadik egyenlete:

∇× E = −∂B

∂t
.

Integráljuk mindkét oldalt egy S irányított felületen:∫
S

(∇× E) · dS = −
∫
S

∂B

∂t
· dS.

A Stokes-tétel szerint: ∫
S

(∇× E) · dS =

∮
∂S

E · dx.

Ezért: ∮
∂S

E · dx = −
∫
S

∂B

∂t
· dS.

Ha a felület időben nem változik, akkor az idő szerinti derivált kihozható az integrál
elé: ∫

S

∂B

∂t
· dS =

d

dt

∫
S

B · dS.

Így: ∮
∂S

E · dx = − d

dt

∫
S

B · dS

9.4.1. Mágneses fluxus

A mágneses fluxus definíciója:

ΦB =

∫
S

B · dS.

Ezzel Faraday törvénye: ∮
∂S

E · dx = −dΦB

dt
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9.4.2. Fizikai jelentés

A Faraday-féle indukciós törvény azt mondja ki, hogy a változó mágneses fluxus elekt-
romos mezőt hoz létre. A bal oldalon szereplő∮

∂S

E · dx

az elektromos mező körintegrálja, amelyet elektromotoros erőként is értelmezhetünk.
A negatív előjel Lenz törvényét fejezi ki: az indukált elektromos mező olyan irányú,

hogy hatása gátolja az őt létrehozó mágneses fluxusváltozást.

9.5. Ampère–Maxwell-törvény
A Maxwell-egyenletek negyedik egyenlete:

∇×B = µ0J + µ0ε0
∂E

∂t
.

Integráljuk mindkét oldalt egy S irányított felületen:∫
S

(∇×B) · dS =

∫
S

(
µ0J + µ0ε0

∂E

∂t

)
· dS.

A jobb oldalt szétbontjuk:∫
S

(∇×B) · dS = µ0

∫
S

J · dS + µ0ε0

∫
S

∂E

∂t
· dS.

A Stokes-tétel szerint: ∫
S

(∇×B) · dS =

∮
∂S

B · dx.

Így: ∮
∂S

B · dx = µ0

∫
S

J · dS + µ0ε0

∫
S

∂E

∂t
· dS.

Ha S időben nem változik:∫
S

∂E

∂t
· dS =

d

dt

∫
S

E · dS.

Tehát: ∮
∂S

B · dx = µ0

∫
S

J · dS + µ0ε0
d

dt

∫
S

E · dS

9.5.1. Áram és elektromos fluxus

Az S felületen átfolyó teljes áram:

I =

∫
S

J · dS.

Az elektromos fluxus:
ΦE =

∫
S

E · dS.

Ezzel az Ampère–Maxwell-törvény:∮
∂S

B · dx = µ0I + µ0ε0
dΦE

dt
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9.5.2. Fizikai jelentés

Az Ampère–Maxwell-törvény szerint mágneses mezőt kétféle hatás hozhat létre:

1. elektromos áram,

2. időben változó elektromos mező.

Az első tag:
µ0I

a klasszikus Ampère-törvényből származik. A második tag:

µ0ε0
dΦE

dt

Maxwell kiegészítése, amelyet eltolási áramnak nevezünk.
Ez a kiegészítés alapvető fontosságú, mert enélkül az elektromágneses hullámok

elmélete nem lenne konzisztens.



10. fejezet

A Maxwell-egyenletek összefoglalása

10.1. Differenciális és integrális alak
A négy Maxwell-egyenlet differenciális és integrális alakja a következő.

10.1.1. Elektromos Gauss-törvény

Differenciális alak:
∇ · E =

ρ

ε0
.

Integrális alak: ∫
∂K

E · dS =
1

ε0

∫
K

ρ dV.

10.1.2. Mágneses Gauss-törvény

Differenciális alak:
∇ ·B = 0.

Integrális alak: ∫
∂K

B · dS = 0.

10.1.3. Faraday-törvény

Differenciális alak:
∇× E = −∂B

∂t
.

Integrális alak: ∮
∂S

E · dx = − d

dt

∫
S

B · dS.

10.1.4. Ampère–Maxwell-törvény

Differenciális alak:
∇×B = µ0J + µ0ε0

∂E

∂t
.

Integrális alak: ∮
∂S

B · dx = µ0

∫
S

J · dS + µ0ε0
d

dt

∫
S

E · dS.
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10.2. Melyik tételt használjuk?
A divergenciát tartalmazó egyenleteknél a divergenciatételt használjuk:∫

K

∇ · F dV =

∫
∂K

F · dS.

Ezért:

∇ · E =
ρ

ε0
=⇒

∫
∂K

E · dS =
1

ε0

∫
K

ρ dV.

És:

∇ ·B = 0 =⇒
∫
∂K

B · dS = 0.

A rotációt tartalmazó egyenleteknél a Stokes-tételt használjuk:∫
S

(∇× F ) · dS =

∮
∂S

F · dx.

Ezért:

∇× E = −∂B

∂t
=⇒

∮
∂S

E · dx = − d

dt

∫
S

B · dS.

És:

∇×B = µ0J + µ0ε0
∂E

∂t
=⇒

∮
∂S

B · dx = µ0

∫
S

J · dS + µ0ε0
d

dt

∫
S

E · dS.



11. fejezet

Kapcsolat az integráltételek között

11.1. Közös szerkezet
Az eddig tárgyalt tételek közös szerkezete:

belső derivált integrálja = határon vett integrál

A Newton–Leibniz-formula:∫ b

a

f ′(x) dx = f(b)− f(a).

A Green-tétel: ∫
K

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx dy =

∮
∂K

P dx+Qdy.

A divergenciatétel: ∫
K

∇ · F dV =

∫
∂K

F · dS.

A Stokes-tétel: ∫
S

(∇× F ) · dS =

∮
∂S

F · dx.

Az általános Stokes-tétel: ∫
M

dω =

∫
∂M

ω.

11.2. Táblázatos összefoglalás
Tétel Tartomány Belső integrál Határintegrál

Newton–Leibniz [a, b]
∫ b

a
f ′(x) dx f(b)− f(a)

Green K ⊂ R2
∫
K
(Qx − Py) dA

∮
∂K

P dx+Qdy
Divergencia K ⊂ R3

∫
K
∇ · F dV

∫
∂K

F · dS
Stokes S ⊂ R3

∫
S
(∇× F ) · dS

∮
∂S

F · dx
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12. fejezet

Összegzés

A dolgozatban bemutattuk a vektoranalízis legfontosabb integráltételeit: a Green-
tételt, a Gauss–Osztrogradszkij-tételt és a Stokes-tételt. Megmutattuk, hogy ezek a
tételek nem egymástól független eredmények, hanem ugyanannak az alapelvnek a kü-
lönböző dimenziókban megjelenő alakjai.

A Green-tétel a síkbeli tartomány határgörbéjén vett integrált kapcsolja össze a
tartományon vett kettős integrállal. A divergenciatétel a térfogaton belüli divergencia
integrálját az adott térfogat határán átmenő fluxussal azonosítja. A Stokes-tétel pedig
a felület határgörbéjén vett cirkulációt kapcsolja össze a rotáció felületi fluxusával.

Ezeket a tételeket egységesen az általános Stokes-tétel foglalja össze:∫
M

dω =

∫
∂M

ω.

A dolgozat második részében a Maxwell-egyenleteket vizsgáltuk. Megmutattuk,
hogy a divergenciát tartalmazó Maxwell-egyenletekből a divergenciatétel segítségével
kapjuk meg az integrális alakokat, míg a rotációt tartalmazó egyenleteknél a Stokes-
tétel vezet az integrális alakhoz.

Ez rávilágít arra, hogy a Maxwell-egyenletek nem pusztán fizikai képletek, hanem
mély matematikai struktúrával rendelkeznek. A vektoranalízis integráltételei természe-
tes nyelvet adnak az elektromos és mágneses mezők viselkedésének leírására.
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