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Bevezetés

Az online tanulas témakore régota foglalkoztatja a kutatokat, mely mara méar egy nagy
interdiszciplinaris teriiletté nétte ki magat. Ahhoz, hogy egy intuitiv képet kapjunk arrol,
hogy mi az az online tanulas, menjiink vissza a kezdetekhez az 1950-es évekbe, és nézziink
meg harom példat, amelyek megalapoztak az online tanulas fejlédését.

Herbert Robbins és Sutton Monro cikke [I] 1951-ben jelent meg A stochastic app-
roximation method” cimmel. A cikkben egy monoton M fiiggvény azon helyét keressiik,
ahol felveszi az « értéket. A fiiggvényt nem ismerjiik, csak zajos mintat vehetiink a fiigg-
vény tetszbleges x pontjaban. A szerzdk a cikkben mutattak egy modszert, amivel olyan
X1, T, ... pontokban vesznek mintét, hogy a sorozat sztochasztikusan konvergaljon a-hoz.
Ez volt az els6 ,sztochasztikus approximacios” modszer, amely egy oriasi teriilet megal-
kotasahoz vezetett, amihez az ,online tanulds” is tartozik, beleértve a ,sztochasztikus
gradiens” modszereket és ezek valtozatait (példaul az ADAM algoritmust), amelyekkel az
Osszes mély neuralis halozatot (beleértve az LLM-eket) is tanitjak.

J. Kiefer és J. Wolfowitz [2] ,Stochastic estimation of the maximum of a regressi-
on function” cimd tanulmanya 1952-ben latott napvilagot. Itt szintén egy ismeretlen M
fiiggvény all rendelkezésre, melybdl zajos mintat tudunk venni. Azonban az el6z6 cikkel
ellentétben — ahol a fiiggvény végig monoton névekvs volt —; itt azt feltételezziik, hogy
M egy ideig monoton nd, majd monoton csokken. Most ezen maximumhely megtalalasa a
cél. A cikkiikben a szerzok erre adtak egy algoritmust. Ilyen médszer korabban is 1étezett.
A mutatott metodus kiilonlegessége az volt, hogy mindezt derivalasmentes sztochasztikus
gradiens modszerrel tudtak megvaldsitani.

Utolso példank a perceptron, amely a neuralis halozatoknak az alapkdve, igy a manap-
sag mindenki altal ismert nagy nyelvi modelleknek is, mint a ChatGPT. A perceptron elsé
valtozatat Frank Rosenblatt 1957-ben valositotta meg [3], azt kutatva, hogy egy biologiai
rendszer hogyan tarolhat informaciokat, és ez miként befolyasolja a viselkedést: hogyan

képes az eltarolt informéciot felhasznalni. A kutatasanak egyik része a kiilonbozé alak-



zatok megkiilonboztetésére irdanyult: tobbek kozott egy olyan rendszer megvaldsitasara,
amely képes megkiilonboztetni a haromszoget, a négyzetet és a kort egyméastol. Azonban
ezt nem elére rogzitett szabalyokkal akarta elérni, hanem egy olyan rendszerrel, amely a
korabban latott alakzatokbol tudott altaldnositani, és azokbol tanulta meg felismerni az
1j alakzatokat.

Az online tanulés ,online” része arra utal, hogy az adatok szekvenciélisan érkeznek, és
a célunkat valos id6ben kell elérniink, mig a ,tanulas” arra utal, hogy a korabban megka-
pott informéciok alapjan az adott pillanatban kell a dontéseinket meghoznunk. Példaul
az elsé két példaban az M fliggvényt az x1, xo, ... pontokban tudtuk megvizsgalni, és a
kovetkez6 mintavételi helyet a korabbi mérések fiiggvényében kellett meghatarozni. Az
utols6 példaban pedig az alakzatok érkeznek egymés utén, és egy-egy alakzat beérkezé-
sekor azonnal meg kell hataroznunk, hogy az haromszog, négyzet vagy kor-e. A dontést
rdadasul az alapjan hozza meg a rendszer, hogy ismeri a korabbi alakzatokat, az azokra
adott sajat tippjeit, valamint azok valos osztalyait is.

Az online tanulas mara mar egy hatalmas teriiletté valt, amelynek szamos alaga létezik;
ezek eltérd kérdésekre koncentralnak, mas feltételezéssel élnek és eltérs célokat kovetnek.
Ide tartozik példaul az online konvex optimalizalas és a megerdsitéses tanulas. Jelen dolgo-
zat elsGsorban a szakértsi vélemények modelljére és a bandita algoritmusokra fog koncent-
ralni. A szakért6i vélemények modellje hasznalhatd példaul az idGjaras-elérejelzésre vagy
t6zsdei predikciokra, ahol tobb kiilonb6z§ szakérts tippjét kell valos idében 6tvozniink. A
bandita algoritmusok olyan problémakra nytjtanak megoldast, mint a klinikai gyogyszer-
kisérletek vagy a weboldalakon futd ajanlorendszerek, ahol a dontéshozonak egyensulyt
kell taldlnia a mér ismert, jol mikods opcidk kimeritése és az 1j lehetGségek feltérképezése
kozott.



1. fejezet

El6rejelzés szakértsl vélemények

kombinalasaval

Ez a fejezet a [4] jegyzet 2-4. fejezete és a [5] konyv 1-2. és 4. fejezete alapjan késziilt.

Az el6bbi bevezetében kaptunk egy intuitiv képet az online tanulasra. Most pedig
ismerkedjiink meg egy formélisabb modelljével.

Adott a megfigyeléseknek egy sorozata: yi, o, ys, ..., ahol a megfigyelések az ) ki-
meneti térbdl keriilnek ki. A ¢t = 1,2,3... id6pontokban, miel6tt kideriilne, hogy milyen
értékkel rendelkezik y;, egy dontéshozonak (nekiink) egy elérejelzést kell adnia ra, az
Y1, Y2, Y3, - . . sorozat y,-t megeléz6 t — 1 elemének megfigyelésébdl. Ezt az eldrejelzést a
késébbiekben p;-vel fogjuk jelolni, ahol p; € D az eldrejelzések terébdl kell, hogy legyen.
Altalaban D-r6l azt fogjuk feltenni, hogy egy vektortér konvex részhalmaza, amikor kiilén
nem irunk mast. Speciélis esetben a két halmaz meg is egyezhet: Y = D. Altalanossag-
ban ez azonban azért nem feltétleniil torténik meg, mert a megfigyelések esetleg tobb
informéaciot tartalmazhatnak, mint amire mi valojaban kivancsiak vagyunk.

A klasszikus statisztikai esetben a sorozat hatterében egy sztochasztikus folyamat all,
és a feladatunk az, hogy minimalizalni probaljuk az elérejelzés és a valos megfigyelés ko-
zOtti varhato tavolsagot. Azonban a szakért6i vélemények vizsgélata sorén, az y1, yo, ¥3, - - .
sorozat generalasi mechanizmusara egy feketedobozként fogunk tekinteni, igy a hattérben
htz6do valoszintiségi mezd hidnyaban ezt a ,kockazatot” is méshogy kell definidlnunk,
hiszen a varhato értéknek a fogalma nem lesz értelmes.

A szakértsi vélemények modell esetén rendelkezésiinkre allnak szakértsk, akik veliink

parhuzamosan szintén probalnak erélejelezni. Méghozza gy, hogy y; értékének a meg-



tudasa és a sajat eldrejelzésiink megtevése el6tt, ezt elmondjék nekiink. Tehét ezt az
informaciot a sajat elérejelzésiinkhoz fel tudjuk majd hasznalni. Ezen szakértGk miiko-
désére, elGrejelzéseire, az y1,ys, Y3, . . . sorozathoz hasonléan szintén alap esetben fekete
dobozként tekintiink. Azonban tekinthetiink specialis helyzeteket is, amikor valamilyen
feltételt tesziink fel a miikddésiikre, melyre rovidesen példat is fogunk mutatni.

A szakértSknek a halmazat £-vel fogjuk jel6lni, tovabbé az elemszamat N-nel: N :=
||, amely a késébbiekben mindig véges lesz. Ha N véges a szakértsket 1-t6l N-ig sorszé-
mozzuk, melyre a kovetkez§ elterjedt roviditést fogjuk hasznalni: £ = [N]:= {1,..., N}.
Mivel nem tudjuk, hogy hogyan hozzak meg a szakértSk az elérejelzéseiket, fiiggvényként
fogunk rajuk tekinteni. Igy fi+ fogja jelolni az i-edik szakértének az elérejelzését a t-edik
id6pontban. f;; szintén az eldrejelzések térébol keril ki: f;, € D, aholi € £,t € {1,2,...}

Amint megtessziik a sajat elérejelzésiinket, nyilvanossagra keriil y,-nek az értéke. Ekkor
mind mi, mind a szakérték egy veszteséget fogunk elszenvedni az £ : D x ) — R fliggvény
alapjéan.

Erre a teljes folyamatra tgy is lehet gondolni, mint egy kdrnyezet és koztiink lévs

kétszemélyes jatékra:

Szakértsi vélemények modell kornyezettel elmondva
n fordulé van, ahol a t-edik forduld a kovetkez&képpen néz ki:

1: A kornyezet a t-edik idépont el6tt kivalasztja a szakértSk elérejelzését: {fi, i € £}
és 1y, értékeét.

2: A kornyezet elarulja szamunkra az {f;;, i € £} értékeket, ami alapjan mi megtessziik
a py elrejelzésiinket.

3: A kornyezet nyilvanossagra hozza y, értékét, ami alapjan mindenki elszenved egy

veszteséget: Mi €(py, y¢)-t, a szakértdk pedig ¢(fi, yi)-t, minden i € E-ra.

A folyamat soran az a feladatunk, hogy minimalizaljuk az tigynevezett kumulativ meg-
banas mértékét minden szakértdre tekintettel. Adott ¢ € £ szakértére az n-edik id6pontban

a kovetkezotéleképpen definidljuk a kumulativ megbéanast:

n

Rin =" (Pryr) = Ufizsur)) = L — L,

t=1

Ahol En jeloli a sajat kumulativ veszteségilinket, L,,, pedig az adott szakérté kumu-

lativ veszteségét az n-edik idGpillanatig. Hasonl6an lehet definialni a ¢-dik idépontban a

megbanast: r;; = (D, yr) — U(firs Yr)-



Mar emlitettiik, hogy a célunk, hogy hosszt tavon minimalizéljuk a kumulativ meg-
banast. Példaul célunk lehet a fordulonként elszenvedett meghanas tartasa a 0-hoz:

1/~
lim — <Ln — min Lin> — 0
€€ ’

n—oo N,

1.1. Hibatlan szakértd

Ismerkedve a fogalmakkal, el6szor nézziik meg az szakértéi vélemények modellnek a leg-
egyszerlibb verziojat, és talaljuk meg a legjobb stratégiat a megbanas minimalizélasara a
kovetkezd szituacioban:

A modell az agynevezett binéris klasszifikdcios modellek csaladjaba tartozik, ahol fel-
tessziik, hogy V = D = {0, 1}, tehéat D egyelére még nem lesz konvex. Tovabba a célunk,
hogy pontosan eltalaljuk y, értékét, tehat a megbanas a kovetkezd lesz: ((d,y;) = I{d =
v}, d € D, y, € Y. Ezen feliil N darab szakértd van, és feltételezziik azt, hogy létezik
ezen szakértGk koziil olyan, aki sohasem téved.

Ekkor az tigynevezett binaris keresés modszerét tudjuk bevetni. A t-edik idGpillanat-
ban tudjuk, hogy melyik szakérték tévedtek mér korabban. Veliik mar nem szeretnénk
foglalkozni, hiszen, ha megtalaljuk azt a szakértét, aki soha sem téved, akkor csak le tud-
juk mésolni 6t a végtelenségig. Igy legyen S C & azon szakérték halmaza, akik eddig nem
tévedtek. A t-edik pillanatban tudjuk, hogy mi lesz az elérejelzésiik, a mi elérejelzésiink
legyen az, amelyikkel a megmaradt szakérték legalabb fele egyetért.

Igy ha tévediink az elérejelzésiinkben, akkor S elemszama legalabb meg kell, hogy
felez6djon. Tehat osszességében legfeljebb |log, (V)] hibat véthetiink. Ez egy kifejezetten
jo eredmény, hiszen barmi torténik, csak véges sokszor fogunk hibéazni, és konnyen lathato,

hogy ennél jobbat nem is tudunk elérni.

1.2. Silyozott atlagok modszere

Az el6z6 Otletet tovabb tudjuk altalanositani. Az az informacié, hogy van olyan szakértd,
aki egyszer sem téved, az egy nagyon erds informacié. Azonban ez a valésagban nem
életszerd. Probaljunk meg valamilyen garanciat adni az el6z6 feladatra, akkor, hogyha
nem tessziik fel ezt az informéciot:

Vezessiink be stlyokat minden szakértéhoz. w;, > 0 legyen az i-edik szakérté sulya a

t-edik pillanatban.



A silyokat az alapjan szeretnénk a szakért6khoz hozzarendelni, hogy egy adott pilla-
natban mennyire bizunk meg benniik. Mivel a meghanast szeretnénk minimalizalni, ezért
jo otlet lehet, hogy a stulyokat R, fiiggvényében hatarozzuk meg. Altalanossagban akiben
jobban megbizunk, példdul R;; minél kisebb, annél nagyobb silyt szeretnénk hozzajuk
rendelni.

Es az el6rejelzésiinket a stlyok alapjan a kovetkezoféleképpen szeretnénk megtenni:

N
ﬁt _ ]I Zi:]%[wz,t—lfz,t Z 05
Zizl wivtf]-

Tehat mondjuk azt, amit a tébbség mond, hogyha az el6rejelzéseket silyozva vessziik
figyelembe.
Mar csak azt kell kitaladlni, hogy hogyan &llitsuk be az adott sulyokat. Vizsgéljuk a
kovetkezd algoritmust:
Fixaljunk le egy 8 € [0,1) értéket. Kezdetben minden suly legyen 1: w9 = wyy =
.=wno = 1¢és at=1,2,... korben miutan kideriilt y, értéke, frissitsiik az egyes

szakértdk silyait a kovetkezé modon:
{ye=/fi
Wit = W1 * ﬁ {ye=1fie}

Tehat,

t
Wiy = Wig - Hﬁﬂ{yj=fi,j} = w; - 525':1 Hyj=fij} Wi - BLi,t _ 6Li,t
j=1
A kapott algoritmust a sulyozott atlagok modszerének hivjuk. Vizsgéljuk meg, hogy

milyen garancidkat tudunk adni ennek az algoritmusnak a megbanasara:

1.2.1. Allitas. A silyozott dtlagok mddszerének megbdndsdra § € (0,1) esetén a kovet-

kezd felsd hatdr adhato:

. In(

s _ ()L, + (V)

In(

2
5
Ahol L}, = min;ce L; , a legjobb szakérts vesztesége.

Bizonyitas. Legyen
N
W, .= Z Wit
i=1
Azt szeretnénk latni, hogy W, < W,_; és p; # y; esetén W, < #Wt_y

8



Tudjuk, hogy:
Wy =aW,_1 + (1 — o) Wi

Ahol « € [0, 1] azoknak a stlyozott aranya, akik pontos elérejelzést adtak.

Tudjuk, hogy W; > 0, ¢ > 1 esetén, tovabba, hogy a € [0,1],5 € (0,1). Ebbdl méar
béven kdvetkezik, hogy W, < Wy_;.

D: # 1y esetén pedig tudjuk, hogy legalabb a szakérték sulyozott tobbsége szintén
rosszul jelezte el6re W, értékét, tehat a < 0.5. Tovabba W; akkor maximalis, ha o maxi-
malis. Igy o = 0.5 esetén kapjuk, hogy:

1
Wt = OKWt_l + (1 — Oé)ﬁWt_l S 0.5Wt_1 + (1 — 0.5)5Wt_1 = %BWt_l

Belattuk, hogy W; < W,_; és p; # y; esetén W, < #Wt_l. Ebbdl kovetkezik, hogy

n 1 K{pe#yt} 1 i HpeAye} 1 Ly,
o (M52 )= (5) wo= (152) "

t=1

Ekkor minden i € £ esetén felhasznalva, hogy Srin = w;,, < Wi

L.
phin < (_1;5) N

~ 1
Lin-(8) < L, -In (#) +In(N)
Hasznalva, hogy ln(%) < 0 kapjuk az allitast:

Ly, < = <
In(£2) In(23) In(35)

~  I(B)Lin —In(N) In(5)Lin+In(N) In(3)L;, +In(N)
1

O
Megjegyzés: Lathatjuk, hogy arra az esetre, amikor volt egy szakérts, aki soha sem
tévedett, a megadott felezgetds algoritmusunk, az pont a silyozott atlagok modszerét

kovette S = 0 esetén.

1.3. Mobdositott siilyozott Atlagok modszere

Algoritmusok esetén sokszor felmeriilhet az a kérdés, hogy bevihetiink-e egyfajta lustasa-
got az algoritmusba. Es mint sokszor maskor, latni fogjuk, hogy ebben az esetben is ezt

meg tudjuk tenni.



Vizsgaljuk meg a kovetkezs otletet:

A sulyozott atlagok modszerében az algoritmus tgy miikodott, hogy amikor egy szak-
érté rossz elérejelzést adott, akkor ,,megbiintettiik” azzal, hogy csokkentettiik a w;, stulyat,
hogy mennyire bizunk meg benne. Mi lenne, hogyha csak akkor csékkentenénk a szakérték

salyat, ha mi is rossz elérejelzést adunk:

Wit = Wiq - Bﬂ{yt¢Pt7yt¢f¢,t}

Ezzel felgyorsithatjuk a valo életben az algoritmus futasat, hiszen amikor y; = p;, akkor
nem kell végig iterdlni a szakértck halmazan, hogy frissitsiik a w;, sulyokat. Raadasul a

sulyozott atlagok modszerének a garanciajat is megtartjuk:

1.3.1. Allitas. A mddositott silyozott dtlagok mddszerének binatdra 3 € (0,1) esetén a

kévetkezd felsd hatdr adhato:

~ In(

- D)L;, +In(N)

In(

2

i5)

Bizonyitas. Jeldlje K;; azon alkalmak szaméat az t-edik id6pontig, amikor az ¢-edik szak-
érté és mi is tévedtiink. Igy:

t

Kip =Y Wy; # 05,5 # fis}

j=1
Wi = Wig 1 - ﬁﬂ{yt?ﬁﬁuyﬁéfi,t} = Wi - 523:1 Wy #Dj.yi#fii} — Wi - BKi,t _ BKM
Az el6z6 bizonyitasban lattuk, hogy W, < Wi_y és p; # y; esetén W, < S2W,_;. Mivel
w; tovabbra is monoton csokkend, tovabbéa p; # y; feltétel mellett adott szakérts sulyanak

a frissitése az ugyan ugy torténik, ezért ezek a megfigyelések tovabbra is fennéllnak.

Az el6z6 bizonyitast tovabb kdvetve tudjuk, hogy
14 g M 14 B\ Zi= o 1+ Ly
W, < —_— Wo=|—— Wo=|—— N,
< (H () = (2 - (2
és a fin = w, ,, < W, megfigyelésbél kapjuk, az el6z6 felsdbecslést, csak L;,, helyett

K; n-et hasznalva:

~ _W(B)K,, —In(N) In(3)Kiu +In(N)
Ln < ln(#) - 1n<i>

10



Végezetiil, tudjuk, hogy K, < L}, és, hogy minden tagja a tortnek nem negativ. Igy:

-
N
u

~ In($)K;, + In(N In($)L:, +In(N
i < (5),2 (V) (5),2()

—e— Sllyozott Atlagok Médszere
Médositott Sulyozott Atlagok Médszere

-
u ~ o
o v )
L L L

Atlagos megbénas
N
1%

o
L

|
N
v

|
3]
o

0.900 0.925 0.950 0.975

B

0.800 0.825 0.850 0.875

1.1. abra. Az eredeti és a modositott sulyozott atlagok modszerének teljesitménye

A szimulacié minden 3 értékre 10000-szer futott le. A szakérték szama végig N = 10
és az id6horizont n = 1000 volt. A kdrnyezet nem volt adaptiv. A szakérték kezdeti
pontosséaga [0.4,0.6] kozott uniforman lett inicializalva, tovabba a pontossaguk a [0.3,0.7]
intervallumon folytatott Brown-mozgast N(0,0.01) normalis addiciéval.

A képen lathato, hogy az eredeti és a modositott sulyozott atlagok modszere viszonylag
hasonlo6 teljesitményt ér el. Mind a ketténél fontos, hogy a tanulési rata jol legyen beallitva.
A moédositottnak valamivel kisebb a minimaélis atlagos megbanésa, azonban a lustasag
miatt a megbanas szorasa is nagyobb..

Lathato azonban, hogy semelyik algoritmus sem ért a elméleti felsGhatar kozelébe:

11



1000 - - -
—8— Sulyozott Atlagok Médszere

Médositott Sulyozott Atlagok Médszere
— Felsé becslés
800 4

600 q
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1.2. abra. Az eredeti és a modositott sulyozott atlagok modszerének teljesitménye az

allitasban adott felsGbecsléssel egyiitt

1.4. A silyozott Atlagok médszerének altalanositasa

Ezek voltak azok az esetek, amikor D diszkrét volt. De mi torténik akkor, ha azt tessziik
fel, hogy D konvex? Ebben az esetben az eldrejelzésiink mér lehet tisztdn a sulyozott

atlaga a szakértdk elérejelzésének:

],0\ . vazl wi,tflfi,t
t— TN
Dim1 Wit
Kezdjiik el vizsgalni, hogy milyen eredményt tudunk garantalni a silyozott atlagok

modszerére ezzel az Osszefliggéssel. Ehhez nézziink meg el6szor egy lemmat:

1.4.1. Lemma. Ha a veszteségfiigguény £ : D x Y — R az elsd argumentumdban konvex,

akkor:
N

sup E Wi 175 <0
weyV ' ]

Bizonyitas.

A Jenzen-egyenl6tlenséget hasznalva, minden y € ) esetén:

Zij\il wi,t—lfi,t y) < sz\il wi,t—1£(fz‘,t7y)

Z?Ll Wi t—1 Zl]\il Wi t—1

12
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Mivel w; ;1 > 0, igy felszorozva:

N N
D o wii i ly) <D wial(finy)
P i-1

N
E Wi 175 < 0
i—1

O
Jelolje r; a t-edik id6pontban a megbanas vektort, és R, az n-edik pillanatban a

kumulativ megbénas vektort:

vy = (T4, .. Tng) €RY

n

R, = (Rip, ... Rya) =Y 1, €RY

t=1

Erdemes bevezetni a potencial fiiggvény fogalmat. Legyen ¢ : R — R egy nem negativ,
monoton noévekvs és kétszer differencidlhato fliggvény, mig ¢ : R — R egy nem negativ,
szigorian monoton névekvs, konkav, és szintén kétszer differencidlhato fiiggvény. Ekkor a

® : RY — R potencialfiiggvényt a kivetkezoféleképpen definialjuk:

®(u) := ¢ (Z as(ui))

A késébbiekben latottak miatt, hogy az eredményekrdl altalanosabban is tudjunk be-
szélni, a tovabbiakban érdemes a stlyokat a megbanésvektor egy ® : RV — R poten-
cial fliggvény derivaltjanak segitségével jellemezni: w;; = V®(R;);. Ahol VO(R;); =
0P(R:)/OR; ;.

Tehat az elérejelzésiinket a t-edik pillanatban a kovetkezéféleképpen is tudjuk irni:

5, = S VORe1)ifie
L —
S VO(Ry);

Megjegyzés: Béar a definicioban v kiesik, ennek segitségével fogunk tudni erésebb
becsléseket elérni.

Ekkor az el6bb belatott lemmat a kovetkezs forméaban lehet irni:

supr; - VP(R,_1) <0

yt€Y
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Ahol u - v a két vektor skalaris szorzatat jeloli. Ezt a feltételt a Blackwell kondicionak
hivjuk. Ez méas szavakkal azt jelenti, hogy az r; banat vektor mindig elfelé mutat ®
gradiensétsl vy, értékétdl fliggetlendil.

A megbénasra valo felsGbecsléshez a kovetkez§ tételre lesz sziikségiink:

1.4.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy az eldrejelzésiink teljesiti a Blackwell kondiciot. Ekkor n =

1,2,... esetén:

Ahol

Bizonyitas. Tudjuk, hogy ® : RN — R kétszer derivalhato. Irjuk fel a 2. rendd Taylor-
kozelitését ®(R;)-nek Ry_1-bdl:

B(R,) = D(Ry_; +17)

< d(R )+122N: e
- -1 2 X - 3u, an ¢

valamely ¢ € RY esetén, és a Blackwell kondiciot hasznélva az egyenl6tlenséghez. Mar

csak elég belatni, hogy

TitTjt < C(I't)

hiszen teljes indukciobol kapjuk az allitast. Ezt az egyenlStlenséget pedig igy latjuk:

=
=2

1 0*d
5 i1 jz:; 8ul an griytrji
N N N N N
=" (Z ¢<5i>> DY €S ()i + (Z ¢<si>) > o &,
=1 i=1 j=1 i=1 =1
N N 2 N N
= (Z d)(fi)) (Z ¢ <si>n,t> +v (Z ¢(@-)) > (&,
'L;l Nz:l =1 =1
<y ( qﬁ(&)) > ¢ (&)l < Clry)
=1 =1
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Ahol ¢ konkavsaga miatti ¢)" < 0-at, és C(r,) definiciojat hasznaltuk az egyenl6tlen-
ségekhez. [
Megjegyzés: Altalaban a tételt a kovetkezoféleképpen tudjuk hasznélni. Feltettiik,

hogy ¢, 1 fliggvények, nem negativak és monoton nének. Ebbdl:

o (0 (masrin) ) = v (mxo ()] <o (i ’ <Ri,n>) - a(R,)

Ha azt is feltessziik, hogy szigortian monoton né ¢, 1, akkor tudjuk, hogy invertalha-
toak. Ebbdl pedig:
max R;, < ¢~ (v (®(R,)))

1€[N]

Nézziik meg a gondolatmenet két alkalmazasat.

1.4.1. Polinomialisan sulyozott atlagok mdédszere

Vegyiik a kovetkezs potencial fliggvényt p > 2 esetén:

N 2/p
®y(u) = (Z(ui)ﬁ) = [Juilf;

i=1
Ekkor a szakértsk stlyait a kovetkezdféleképpen kapjuk meg:
_ 2(Ri )Y
= )
[[(Re—1) 4[5
Melybdl az el6rejelzésiink képlete a nevezé és 2-es konstans kiesésével:

ﬁt — Zf:l (Ri,t—l)ﬁ_lfi,t
S (Rig—1) !

1.4.3. Allitas. Tegyiik fel, hogy az £ : D x Y — [0,1] veszteség fiigguény az elsd vdltozo-

Wit—1 = vq)p<Rt71>i

jaban konvex. Ekkor barmely yi,...,y, € Y,n > 1 sorozat p > 2 esetén, a polinomidlisan

sulyozott datlagok modszerének megbandsa teljesiti a kovetkezd egyenldtlenséget:

L, — min Lin </n(p—1)N?/.
i=1,...,.N
Bizonyitas. A @ fiiggvényt a ¢, ¢ fiiggvények segitségével adtuk meg. Legyen ¢(z) = 2/}

és Y(x) = 2?/P, x > 0 esetén. Ekkor:

o 2
¢ (x) = plp — )at7?, ¢'(x) = P2 -Dp

15



Az elébb bebizonyitott es tételt szeretnénk hasznalni. Ehhez a C(r;)-re kell

adnunk egy fels6 becslést. A Holder egyenlStlenséget hasznélva:

N N
Z ¢’ (Uz)rft =pp—1) Z(Ui)ﬁqrit
i=1 i=1
N r=2)/p , N 2/p
_ -2
<plp-1) (Z ((ul)ﬁ’r 2)p/(p )) (Z ’Ti7t|p>
i=1 =1

Tehat:

N N N 2/p
Clr) <o <Z ¢<ui>) > 6wk < 2p = 1) (Z |m|p> = 2(p— 1)l

Az [ veszteség fiiggvény korlatossagabol:
][5 < nN??

Igy az emlitett tételt hasznalva:

N 2/p n
(Z(Ri,n)i> =&, (R,) < (p—1) Y [Irelf; < (p = YnN*”

N 1/p
(Z(Ri,n)ﬁ) <+\/n(p—1)N2/»

i=1

Végezetiil a p-norma monoton csokkenése miatt:

N 1/p
L, — min L;,, = max R;,, < R </n(p—1)N2/»
i€[N] ie[N] T T (Z( ’ )+> - (p )
0
Megjegyzés: Ez alapjan barmely p > 2 esetén a polinomiélisan sulyozott atlagok
modszerének koronkénti atlagos megbanéasa O(1/4/n) sebességgel tart a nullahoz.
Kozel optimélis garanciat p = 2In(N) esetén vesz fel, ahol a becslés a kévetkezore

modosul:

L, — min Lin < v/ne(2In(N) — 1)
1€[N]

16



1.4.2. Exponencialisan silyozott dtlagok moédszere
A maésodik példaban vegyiik a kovetkezs potenciél fiiggvényt, n > 0 paraméter esetén:
1 N
¢, (u) = —In Z el
U i=1
Ekkor a szakértsk sulyait a kovetkezdféleképpen kapjuk meg:

enRi,t
N R,
D iy €M

Melybdl az el6rejelzésiink képlete, a nevezd kiesésével:

wi,t = V@n(Rt)Z =

N ) N I .y N L
B, = Dot € fig _ D i1 enbi—Lin) _ Doy € f
t Ziv 1 enftit—1 ZN . en(ztflfLi,tfﬂ Ziv 1 e—MLit—1
= 1= =

Tehéat az exponencialisan sulyozott atlagok modszere nem fligg a sajat teljesitmé-

nylinktsl, csak a szakérték korabbi teljesitményétdl.

1.4.4. Allitas. Tegyiik fel, hogy az £ : D x Y — [0,1] veszteség fiigguény az elsd vdltozo-
jaban konvex. Ekkor barmely yi,...,y, € YV, n > 0 konstans esetén, az exponencidlisan

stlyozott datlagok maodszerének megbandsdra teljesiil a kovetkezd egyenldtlenséget:

In(V) L

En —min L;,, <

i€[N] i 8

Specidlisan n = \/(81n(N)/n) vdlasztdssal:

L, — min Lin <+/(n/2)In(N)
1€[N]

Az allitas bizonyitasdhoz a kovetkezs ismert lemmara van sziikségilink:
1.4.5. Lemma (Hoeffding). Legyen X egy olyan valdsziniségi vdltozd, melyre teljesiil
hogy a < X <b. Ekkor minden s € R esetén:

s*(b—a)?

In(Ele*Y]) < sE[X] + 3

Bizonyitas. ( [1.4.4] )
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Megfigyelhetd, hogy:

= -7 min] L, —In(N) (1.1)
Tovabba t € [n] esetén:

In (ﬂ) —In le\il wiyt_le—ﬂg(fi,t,yt)
Wiea Zz]il Wi,t—1

Erre haszndlva a lemmat X = ((fr+,y:) € [0,1] valvaltozora, ahol I € [N]

Wi t—1

valoszintségi valtozo, hogy P(I = k) = 2=, k € [N] esetén:

o <21]i1 wz’,t1€_"e(fi’“yt)> < _nzﬁ\; wig—1C(fit, yt)

2
L
N N 8
Zi:l Wit—1 Zizl Wi,t—1
Hasznalva, hogy az ¢ fliggvény az elsé valtozojaban konvex és az exponencidlisan st-

lyozott atlagok modszerének a definiciojat:

_ Zf\;l wig—14(fiz, yt) 4 77_2 < —_nl Zf\il Wit fig |+ 77_2
n N n N Y
Zz‘:l Wi,t—1 8 ZZ‘:1 Wi,t—1 8

2

Ezt 6sszegezve t = 1,...,n esetén kapjuk, hogy:

Wi, ~ nn?
In{— )< -—nL,+—
H(Wo) < by, + 3

Osszerakva a (I.1)) alsobecsléssel és atrendezve az egyenlétlenségeket kapjuk az allitast:
In(N n
(N) |

En —min L;, < —
ie[N] i 8

OJ
Megjegyzés: A korabban bizonyitott es tételt is lehet hasznélni egy fels6 becs-
lés adasahoz. azonban azzal csak egy gyengébb 4llitast lehet csak bizonyitani. Névszerint

a kovetkezd egyenlGséget az el6bbi tétel feltételei mellett:

~ In(N
L,—minlL,, < n( >—|—@
i€[N] n 2
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Tovdbb:r megjegyzés: Az exponencialisan silyozott atlagok modszerének megbé-
nasanak a hatékony fels6becsléséhez, a polinomialisan silyozott atlagok modszerével el-
lentétben, sziikségiink van elére tudni az n idéhorizontot, hogy be tudjuk allitani az 7
konstanst 7 = /(81n(N)/n) értékre. Tobbféleképpen tudjuk modositani az algoritmust,
hogy ezt kikiiszoboljiik. Ebbdl kettd lehetdséget mutatunk most meg;:

A legelterjedtebb lehetdség, amely hasonld esetekben bevalt modszernek szamit, az
id6horizont felosztasa exponencidlisan névekvs részintervallumokra. Amikor vége az in-
tervallumnak, akkor pedig csak tjrainditjuk az algoritmust a kdvetkezd intervallumra.
Tipikusan az intervallumot duplazni szoktak. Ennek a modszernek a neve a dupldzos
trikk.

Ha a duplazos triikkkot alkalmazzuk az exponencidlisan silyozott atlagok modszerén,
akkor belathato a kovetkezd garancia:

L = min Lin < —2— G/ (V).
i€[N] 2—-1

A masik lehetGség n koronkénti valtoztatésa t fliggvényében. A természetes valasztas,
ha a képletben n szerepét lecseréljiik t-re. Igy a t-edik pillanatban a kivetkezs paramétert
valasztva: ny = \/W Igy a kovetkezd erdsebb felsé becslés érhetd el:

~ In(N
Ln—mian§21/Eln(N)+\/ al )
i€[N] 2 8

1.4.3. Tovabbi érdekességek

Lasd [5] 2.4 szekcio - 4. fejezet, [4] 4. fejezet.

e Egyeldre a Range(¢) C [0, 1] feladatokkal foglalkoztunk. Azonban ha tudjuk a mini-
maélis és maximalis veszteség értéket, akkor tekinthetnénk egy mésik intervallumot
az értékkészletnek: Range(¢) C [a,b]. Ezekre az esetekre konnyen tudjuk modosi-
tani az el6z6 modszereket. A kapott veszteséget eltolhatjuk, hiszen a meghanasban
a kiilonbség szamit, majd tjraskélazhatjuk. Igy  — (z —a)/(b— a)-ra futtathatjuk

a korabbi algoritmusokat. Azonban bizonyos esetekben ennél tobbet is tehetiink.

e A legjobb becslést egyelére az exponencialisan sulyozott atlagok modszerével értiik
el abban az esetben, amikor ismertiik az n idéhorizont. Belathato, hogy az ¢(z,y) =
|z — y| alakt veszteségfiiggvények esetén aszimptotikusan a legjobb becslés ami

elérhets az a /(n/2)In(N). Tehat az exponencidlisan stlyozott atlagok modszere

aszimptotikusan optimélis ebben az esetben.
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e Megjegyzend§ az is, ha tudjuk, hogy a legjobb szakérté kumulativ vesztesége ,kicsi”

lesz az algoritmus futésa alatt, akkor sokkal jobb becsléseket is lehet adni.

e Azt is megfigyelhetjiik, hogy a diszkrét esetben csak O(n)-es becslést tudtunk adni,
mig a folytonos esetben ennél sokkal jobb becsléseket értiink el. Azonban ez j6 okkal
van igy. A kovetkezd példaval konnyen lehet szemléltetni, hogy ennél jobbat nem is

remélhetiink determinisztikus algoritmus esetén:

Legyen D =Y ={0,1}, l(p,y) = {p # y} ésn = 2esetén f13 = fio = ... = fin =
0 és f2,1:f2,2:"-:f2,n:1'

Mivel feltettiik, hogy determinisztikus algoritmust talaltunk ki, igy jol definialt az,
ha y, = 1 — P, minden t-re. Igy elérve, hogy n legyen az algoritmus vesztesége.
Tovabbé, mivel barmely vy, ys, ..., ¥y, sorozat esetén az egyik szakértérsl biztosan
tudjuk, hogy legfeljebb n/2-es veszteséget szenvedett el, igy az algoritmusunk biztos

O(n)-es veszteséget fog elszenvedni.

e Egyeldre csak determinisztikus algoritmusokrol volt sz6. Azonban megjegyzendd, a

kovetkezd igéretes otlet:

A kiilonbo6z6 sulyozott atlagok modszert algoritmusok esetén a végss eldrejelzésiink
a szakértdk sulyozott atlaga volt. Azonban egy méasik megkozelités, ha a sulyok ara-
nyaban véletlenszerten kivalasztjuk az egyik szakértst. Es az 6 elorejelzését tessziik
mi is. Ezekben az esetekben hasonlo fels6becsléseket tehetiink, mint az eredeti al-
goritmusnal tettiink. Lényegében az ellenséges banditdk esetén a algoritmus
pont igy fog miikodni.
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2. fejezet

Tobbkara bandita algoritmusok

Eddig a szakértéi vélemények modellben tgynevezett teljes informacio allt a rendelke-
zésiinkre. Megkaptuk, hogy melyik szakérté mit gondol, és miutdn mi is meghoztuk az
elérejelzésiinket az alapjan, hogy az egyes szakértékben mennyire bizunk meg, rajtunk ki-
viil minden szakértérdl is tudtuk, hogy mekkora veszteséget szenvedett el. Ezzel szemben
a bandita algoritmusok vilagaban bar az opciok koziil itt is csak egyet valaszthatunk, a
folyamat végéig nem fogjuk megtudni, hogy mi lett volna, ha valamelyik méasikat valasz-
tottuk volna.

Ebben a fejezetben erre a limitaltabb informéaciéval rendelkezé esetre fogunk koncent-

ralni. Megnézziik a bandita algoritmusok két fajta megkozelitését is.

2.1. A banditik eredete

Els6ként beszéljiink a probléma elnevezésérsl. Régen a nyerégépeket angolul ,one-armed
bandit”nak (félkara rablo) is hivtak. Ez azokra a nyer&gépekre vonatkozott, amelyeket
a rajuk erdsitett kar lehtuzasaval lehetett igénybe venni. Ennek az elméleti altaldnositasa
a tobb kezd bandita. Egy olyan nyer6gép, melynek sok keze van. Minden menet soréan
lehet valasztani, hogy melyik kart huzzuk meg. Azonban a kiilonb6zd karokkal valo jaték
nyereségeinek eloszlasa nem feltétleniil egyezik meg. Tovabba nem lehet tudni azt sem,
hogy ha abban a menetben egy mésik kart huztal volna meg, akkor mekkora Osszeget
nyertél volna azzal a karral. Az alapvetd kérdés, hogy milyen stratégiat alkalmazol, hogy
maximalizald a varhato nyereségedet, avagy minimalizadld a megbhanést. Ezt a kontost sok
més valés probléméra ra lehet huzni.

A hisztorikussag miatt ezért a szakértsi javaslatok modellel ellentétben nem veszte-
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ségfiiggvényiink lesz, hanem nyereségfiiggvényiink. Természetesen ez semennyiben sem
befojésolja a problémét, mind a kétféle képpen lehetne definialni a tobbkart bandita kér-
déskort.

A tobbkart bandita algoritmusokat roviden csak bandita algoritmusoknak szoktuk

hivni.

2.2. Sztochasztikus banditak

Ez a szekcio a [6] konyv elsé 10 fejezetét kovetve késziilt.

A sztochasztikus banditak alapjaikban masak mint az eddig elhangzottak. Ezért most az
alapjaitol kezdve kezdjiik el felépiteni.

Sztochasztikus banditdnak nevezziik a v = (P, : a € A) eloszlasok halmazat, ahol A a
rendelkezésre allo akciok halmaza. Elemszama legyen: N := | A|. Tovabbra is a kornyezettel
val6 interakcié n fordulobol fog éallni. A t-edik forduloban valasztanunk kell egy A; € A
akciot. A vélasztott P,, eloszlés alapjan a kornyezet sorsol egy X; € R jutalmat, amit
a kornyezet elarul a szamunkra. Ez az n koron tarté interakcié indukal egy valoszintségi

mértéket az Ay, Xq,...,A,, X,, sorozaton, ahol:
o X, feltételes eloszlasa Ay, Xq,..., Ai_1, Xi—1, As-re az pont a Py,

o A feltételes akcid A; amit valasztunk a korabbiak alapjan az megegyezik

m(-|Ar, X1, ..., Ayq, Xy—1)-vel. Ahol a m = (mq,...,m,) sorozat irja le a stratégéan-
kat.
Jelolje S, = >, X; a kumulativ jutalmat, aminek a varhato értékét szeretnénk
maximalizalni.

Ez egy konnyt feladat lenne, ha ismernénk v-t. Azonban ez nincs igy, tobbnyire csak
részleges informacionk van rola. Ehelyett azt tudjuk, hogy v € £, ahol £-t a kdrnyezeti 0sz-
talynak nevezziik, amely a v eloszlassal kapcsolatos el6zetes ismereteinket reprezentalja.
Megkiilonboztetiink struktralt, és struktralatlan kornyezeti osztélyokat. £ strukturélatlan,

ha A véges, és léteznek M, eloszldsoknak a halmazai minden a € A-ra, hogy:
£ = XaE.AMa

Azaz a akcio valasztéasaval nem tudhatunk meg semmit arrél, hogy mi az eloszlas mas

akcidk esetén.

22



& strukturalt, ha nem strukturalatlan. Mi strukturalatlan kornyezeti osztalyokkal fo-
gunk foglalkozni.

v = (P, :a € A) sztochasztikus bandita esetén, legyen egy akci6 varhatoértéke:
o (V) :—/ x dP,(x).

(V) := max,e fq (V) pedig a maximalis varhato érték.
Azt fogjuk feltenni, hogy p, () mindig létezik és véges, tovabba, hogy argmax . 44tq (V)
nem ures.

Ekkor a 7 stratégidnak a v bandita esetén a megbanésa a kévetkezs:
> x|
t=1

Ahol a varhato érték a 7, v altal generalt valoszintiségi mértékkel értends. A meghanas

R,(m,v) =nu*(v) — E

minimalizalasa a célunk. Lathato, hogy a feltételek mellett R, (7,v) > 0, és a megbhéanas
nulla, ha majdnem biztosan mindig egy maximalis varhatoértékid akciot valasztunk.

Az R, (7, v) megbéanas lényegében ugyanolyan alak, mint a szakértsi vélemények mo-
dell esetében, csak a negéltja. Ez pont azért van, mert most jutalmat kapunk, és maxima-
lizadlni szeretnénk, mig a maéasikban veszteségfiiggvény van, igy minimalizalni szerettiink
volna.

Az algoritmusok analizélasahoz tovabbi definiciokra lesz még sziikségiink. Egy akcio
varhato megbéanasat a A,(v) = p*(v) — e (v) fogjuk jelolni, amely méasnevén a szubopti-
malitasi rés. Mig a T,(t) = >_._, [{A; = a} mondja meg, hogy egy a akciét a ¢ idSpontig
hényszor valasztottunk.

A konnyebb atlathatosdg kedvéért, ha a kontextusbol vildgos, akkor a m,v-t6l valo
fiiggést nem fogjuk jeldlni.

Most mar elkezdhetjiik az analizalast, egy kénnyed lemmaval:

2.2.1. Lemma. Ha A megszamldalhato elemszdma, akkor:

Ru(rv) = 3 Au(v)E[T, (n)
acA

Bizonyitas.

R = npe” —E[S,] = 3 S B[ — X1 A, = a}]



A szumma feltételes varhato értékét vizsgalva, kihasznéalva, hogy I{ A; = a} A; mérhetd
és hogy E[X;|Ai] = pa,:

El(p" — Xo){A; = a}[A] = H{A, = a}E[(n" — X3)[A{]

=I{A; = a}(p" — pa,)
=I{A; = a}A,

Ezt szummaézva és varhatoértéket véve a toronyszabaly miatt kapjuk az allitast. [

Ezen lemma alapjan még a tapasztalati varhato értékre lesz sziikségiink, ami az a
akcion t-edik korig koronként szerzett atlagos jutalom:

- RN
fla(t) = D) ;H{Ai = a} X;.

A tételek soran tobbnyire azt fogjuk feltenni, hogy az akcidk szubgauss eloszlést ko-
vetnek. Részletesen a szubgausz eloszlasokrol és tulajdonsagaikrol, melyeket hasznélni
fogunk a fiiggelékben lehet olvasni: [A.1] Azért foglalkozunk ezzel az osztéllyal, mert sok
eloszlés ilyen tulajdonsagi. Tovabba, mivel strukturalatlan £ kornyezeti osztalyt fogunk
feltételezni végig, mostantol az akciokat 1,. .., N-el fogjuk jelolni: A = [V].

Most hogy minden definici6 mar a rendelkezésiinkre &ll, elkezdhetjiilk megnézni az

alapvetd algoritmusokat a témakorben.

2.2.1. Felfedezés majd elkotelezddés (ETC) algoritmus

Ez talan a legegyszertibb algoritmus, mely neve magaért beszél. Az algoritmust talan igy

a legegyszertibb leirni:

Felfedezés majd elkotelezédés (ETC) algoritmus

1: m legyen a felfedezések szama

(t mod N) + 1, ha t < mN;
2: At:

argmax; f;(mN), kilénben

A rovidités az angol ,Explore then Commit™bdl szarmazik. Nézziik meg, hogy ez

mennyire is jo algoritmus:
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2.2.2. Allitas. A felfedezés majd elkitelez6dés algoritmus banatdra 1-szubgauss bandita
esetén, ha 1 < m < n/N, a kivetkezd felsd becslést lehet adni:

N N A2
RnngAi+(n—mN)ZAiexp(— Z)

Bizonyitas. Tudjuk, hogy:

R, =Y ARE[T;(n)]

i=1
Az algoritmus két részbdl all: a felderitésbdl és a kimeritésbsl. A felderités rész az

determinisztikus, minden akciot m-szer hajtunk végre, a maradék n — mN meg ahhoz

az akciohoz tartozik, aminek a legnagyobb a tapasztalt varhatoértéke. Feltehets, hogy
pn = . Tgy:
E[T;(n)] =m+ (n — mN)P(A,,n = 1)

<t (0= )P () > max () )
j#

<m A+ (n—mN)P (7 (mN) = pa(mN))
P (i(mN) = pi = (g (mN) — ) =2 A;)
Lathato, hogy fi;(mN) — p; — (i1 (mN) — py) /2/m szubgauss eloszlast, a szubgauss

tulajdonsagai miatt [A.1.2] alapjan, hiszen ez csak 2m darab l-szubgauss valtozo Gsszege
m-mel leosztva. Igy a allitas alapjan:

P (7(mN) — i — ((mN) — ) > Ay) < exp (—mAi ) |

=m+ (n —mN)

4

Ezeket 6sszerakva kapjuk a kivant egyenlStlenséget. [J

Megjegyzés: Az allitasbol jol latszik a banditakra jellemzd kettGsség. A felderités és
a kimerités kozotti jo egyenstilyra valo torekvés. Nem szeretnél tul sokat kutatni, hogy
melyik akcié mit kinél, de azt sem szeretnéd, hogy tul keveset keresgélj, hogy véletlen
rossz akciot talalj jonak.

A felfedezés majd elkotelezddés algoritmusnak rengeteg valtozata van. Lehet példaul
nem egybdl kivilasztani a kimeritéshez az akciot, hanem egyesével eliminalni az akciokat.
Vagy lehet az aktualisan maximalis tapasztalati varhato értékd akciot valasztani és nem
lefixalni nM fordul6 utan.

Tovdbb: megjegyzés: N novelésével egyre rosszabbul teljesit az algoritmus és az
algoritmus eléggé fiigg az n idShorizonttol. Persze a duplazos triikkét mindig lehet alkal-

mazni.
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Ezen otleteket probalja alkalmazni, és a problémékat megoldani a kovetkezd algorit-

mus.

2.2.2. Fels6 konfidencia hatar (UCB) algoritmus

Az UCB révidités az angol ,,Upper Confidence Bound™bol szarmazik. Azonban az UCB
algoritmushoz elGszor definidlnunk kell a fels konfidenciahatart. (X;)7, legyen egy fiig-
getlen 1-szubgauss sorozat u varhato értékkel, és u = %Z?Zl X, tapasztalati varhatoér-

tékkel. Ekkor 0 € (0, 1) esetén a kovetkezs egyenlétlenség igaz:

P(uZﬁ—i— M) <. (2.1)

n

Ezt a alapjan lehet latni. Igy a valos varhato értékre egy jo felss hatar a t-edik

forduld utan a kovetkezd:

CB.(1. 6 00, ha T;(t) =0
U Z(t7 )_ e 21n(1/0) Kilsnb
pi(t) + /=5 kiilonben

Ez alapjan a kovetkezd algoritmust lehet kigondolni:

Fels6 konfidencia hatar (UCB) algoritmus
Adott 6 € (0,1) konfidencia valosziniiség.

1: Probaljuk ki minden akciot egyszer.

2: Ezutan a t-edik korben:

A; = argmax; UCB,(t — 1,9)

A fels6 hatart le lehet cserélni mas egyenlGtlenségek alapjan masra, melyet révidesen
meg is fogunk tenni. Azért miikodik j6l az algoritmus, mert az UCB; fliggvény elényben
részesiti azokat az akcidkat, amelyeket még ritkdbban lattunk és a magas tapasztalati
varhato értékkel rendelkezéket. Es elveti azokat az akciokat, melyekrsl mar elég biztosan
azt gondoljuk, hogy nem optimalisak. Igy jol egyesiti a felderités és kimerités kettSsségét.

Nézziik milyen garanciat tudunk adni erre az algoritmusra:

2.2.3. Allitas. A felsé konfidencia hatdr algoritmusra 1-szubgauss bandita esetén § =

1/n? vdlasztdssal a kovetkezd egyenldtlenség teljesiil:

N
R, < 3ZA7;+ Z 1612'(70

i=1 i:A;>0 ’
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Bizonyitas. A sztochasztikus banditakra tgyis lehet gondolni, hogy a kérnyezet az 6sszes
akciora elére kisorsolja az X;; ~ P, ¢ € [N|,t € [n]| értékeket, ami az i-edik akci6
jutalma lesz amikor azt t-edik alkalommal valasztjuk. Ezt a modellt hasznalva legyen
fiy = (22:1 X ;)/t az i-edik akcio tapasztalati varhato értéke az akcio t-edik kivalaszta-
sakor. Tovabbra is tegytik fel, hogy pu; = p*. Megint a dekompozicids lemmat szeretnénk

hasznélni, amihez a E[T;(n)]-re kell majd egy jo fels6 becslést talalnunk:

N
a=1
Definialjuk a GG; halmazt a kévetkez6 modon:

21In(1
Gz‘ = {,ul < minUCBl(t,é)} N //Ii,ul- + n< /5) <m

ten] i

Ahol u; € [n] egy kés6bb meghatarozott allando. A definiciobol latszik, ha G; igaz,
akkor T;(n) < w;. Ha belatnank, hogy P(GY) kicsi, akkor kész lennénk.

21In(1
G; = {m > m[ir]lUCBl(t,é)} U < i, + M > [y

ten U;

Nézziik el6szor az els6 tagot. Tudjuk az UCB; definicidjat hasznalva, hogy:

21In(1
{ul Zm[ir]lUCBl(t,é)} c {m TR EL /5>}

ten te[n] t

Igy (2.1)-t hasznalva:

P (ul > minUCBl(t,5)> <SP <u1 >t 21n(tl/5)> < g
t=1

te[n]

A masodik taghoz tegyiik fel, hogy u; olyan nagy egy ¢ € (0, 1) konstans esetén, hogy:

A /21n(1/0) N
Uj

Ekkor alapjan:
~ 2In(1/6 R 21n(1/6

< P(fiu, — pi > ;)
( uic2A?)
<exp|— 5
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Tehat:

Ezeket 0sszerakvas:

E[Ti(n)] = E[I{G:}T;(n)] + E[L{G{} Ti(n)]
<u; +P(G{)n

(1o (-25%))
<wu;+ [nd+exp| — 5 n

Mar csak u;-t kell meghatarozni. A természetes valasztas ra az a minimalis érték, ahol

a r4 meghatarozott egyenl6tlenség teljesiil (ha w; az igy nagyobb lenne mint n akkor az

el6z6 sor trivialisan teljesiil):

[

§ = 1/n*-et hasznélva:

E[Ti(n)] < [%W 414!/

¢ =1/2 esetén:

161n(n)
E[T;(n)] <3+ AT
Most hogy megvan a felsgbecsléstik E[T;(n)]-re. helyettesitsiink be a megbhanas dekom-
pozicios lemmaba:

R,=> AE[T(n)]<3) A+ > %@.

:A;>0
O

Ez a becslés arra az esetre miikodik jol, amikor a A; szuboptimalitasi rések nem ki-
csik. Az egyes akciok varhatoértékei kellGen téavol vannak egymastol. Azonban szerencsére
amikor kicsik a tavolsagok akkor is tudunk jo fels6becslést mondani, amit a kdvetkezs

allitasban latunk.

2.2.4. Allitas. A felsé konfidencia hatdr algoritmusra 1-szubgauss bandita esetén § =

1/n? vdlasztdssal a kivetkezd egyenldtienséyg is teljesiil:

N
R, <3 A;+8y/nNlIn(n)
=1
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Bizonyitas. Az el6bb belattuk, hogy:

BIT()] <3+ 5

Valasszuk szét a megbanés dekompozicios lemméat a A > 0 szuboptimalitasi rés segit-

ségével:

ZAE = > AE[T(n)]+ ) AE[Ti(n

Aj<A A >A

caat Y (:%Ai 1621( ))< A+ 16Nln ZsA

BA>A v

Végiil pedig A = /16N In(n)/n-et behelyettesitve kapjuk az allitast:

N
R, <3) A;+8y/nNlIn(n)
=1

OJ
Megjegyzés: Belathato, hogy semmilyen algoritmus sem tud elérni (’)(\/n_N )-nél jobb
eredményt az Gsszes 1-szubgauss kornyezet esetén. A Zf\il A; tagot meg nyilvanvald okok
miatt nem lehet elhagyni. Tehat az algoritmus viszonylag kdzel van az optimalis hatarhoz.
Az algoritmus azonban tovabbra is fiigg az n idShorizonttol. Igy két dolgot szeretnénk
tehat még megvélaszolni. Adni egy olyan algoritmust, amely nem fiigg az idGhorizonttol
(nem a duplazos triikk segitségével), és adni egy olyan algoritmust, mely eléri az O(v/nN)-

es hatart.

2.2.3. Horizontfiiggetlen UCB és a MOSS algoritmus

Az el6bb felvetett két kérdésre fogunk adni egy algoritmust. Leirjuk, hogy milyen garan-
ciakat teljesitenek, azonban ezeket mar nem fogjuk bebizonyitani, mert nem gondoljuk,
hogy sokat hozzédadna a dolgozat értékéhez.

Kezdjiik azzal az algoritmussal, amely nem fiigg az n id6horizonttol. A duplazos triikk
mellett masik jol bevalt modszert hasznalva kaphatjuk meg ezt az algoritmust. A ¢ kon-
fidencia valoszintiséget koronként akarjuk frissiteni az alapjan, hogy hanyadik korben va-

gyunk. Igy a kovetkezd algoritmushoz juthatunk:
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Horizontfiiggetlen felsé konfidencia hatar (UCB) algoritmus

1: Probaljuk ki minden akciot egyszer.
2: Ez utan a t-edik korben:

A; = argmax; </’L(t - 1)+ %)

Ahol: f(t) =1 +tIn*(t)

2.2.5. Allitas. A horizontfiggetlen felsé konfidencia hatdr algoritmusra 1-szubgauss ban-
dita esetén a kovetkezd egyenldtlenség teljestil:

5 2(In(f(n))+ /7In(f(n)) +1)
(13 -t /AT )

R, < inf A,
- Z EE%EA%’)
1:0;>0

Tovabba:

. R, 2
lim sup In(n) < Z A

n—eo A0 0

Igy € = N;/2 vdlasztdssal, valamely C' > 0 konstanra teljesiil, hogy:

Ro<C Y (Aﬁlng))

:A;>0
Amibdl megint A > 0 szerint a megbdnds dekompozicios lemmadt szétvdlasztva beldtha-

to, hogy:
N
R, < C’Z A; +24/CnN In(n)
i=1

Megjegyzés: Tehat, ez az algoritmus valéban mar nem fiigg n értéketsl és hasonld
garanciat tudtunk adni, mint az eredeti UCB-ra. S6t belathato, hogy a lim sup,,_, . ey S
o A0 % egyenl6tlenség az nem nagyon javithato. Igy latni fogjuk, hogy még empiriku-

san egy jobb algoritmust is kaptunk.

MOSS algoritmus
Az algoritmus megkapja az n idShorizontot.

1: Probaljuk ki minden akciot egyszer.

2: Ez utan a t-edik korben:
4 n
A - ; Ai t— 1 —1 ("
t = argmax; (PJ( )+\/Ti(t—1) n (NTi(t—l)))
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Az algoritmus a nevét az angol ,minimax optimal strategy in the stochastic case™bdl

kapta.

2.2.6. Allitas. A MOSS algoritmusra 1-szubgauss bandita esetén a kovetkezd egyenldt-

lenség teljestil:

N
R, < 39V Nn + Z A,
=1

Tovabba: . A
lim sup —— < Z —
novoo In(n) iaso B

Megjegyzés: Lathato hogy ezzel mar el tudtuk érni az O(v/ Nn) garanciat. Azonban

ez csak aszimptotikusan van fgy. n = N? esetén N(ju;, 1) eloszlasokkal, py = 0,y =
—+/N/n és u; = —1,1 > 2 esetre belathato, hogy a MOSS algoritmus Q(N?) megbénast
ér el, mig a sima UCB O(N log(N))-et. Tovabba a masik becslés raadéasul (bar kozel van az
optimélishoz) rosszabb a Horizontfiiggetlen UCB-t6l egy 2-es faktorral. Tovabba a MOSS

algoritmus inkonzisztensebb is tud lenni.

~ Atlag Szoras

UCB 17435.71 1126.61
Horizontfiiggetlen UCB 12287.17 1070.02
MOSS 11591.49 13623.44

2.1. tablazat. Bandita algoritmusok teljesitménye N = 200 esetén

Az &dbran az el6bb leirt példara N = 200 esetén lathatd a 3 algoritmusnak az atlagos
megbénasa, és hogy ezt a megbanast milyen szoérassal érték el. Bar theoretikusan a MOSS
egy id6 utan valéban rosszabbul teljesit, a példan lathato, hogy a méar kifejezetten nagy
N = 200 esetén még mindig egy picit a Horizontfiiggetlen UCB el6tt van a megbanésa.
Ez a nagy konstans faktoroknak koszonhetd. Nagyjabol ez utan kezd elmaradni a méasik
két algoritmusttol. De mar itt lathato, hogy mennyivel inkonzisztensebb tud lenni a mésik

kett6hoz képest.
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A MOSS algoritmusnak az a hatranya, hogy ha egy akciot tobb mint n/N-szer hajtunk
végre, az akci6 fels6 konfidenciahatéra szimplan 7i(t—1) lesz. Igy az el6bbi, erre kihegyezett
példaban az elsé két akcio kiizd egyméssal az algoritmus futasa elején, melyek varhato
értéke kozel van egymashoz az n/N 1épésszam viszonylataban. Es ha véletleniil a 2. akci6
kerekedik feliil ez id6 alatt (és az 1. akcid tapasztalati varhato értéke eléggé kisebb a 2.
akcio varhato értékénél), akkor a maradék fordulokban, ahol a szuboptimalitasi rés mar

érezhetd, elszallhat a MOSS megbanésa.

2.2.4. Korabbi algoritmusok teljesitményének Osszehasonlitasa

Vizsgéljuk meg a bemutatott algoritmusokat a standard N = 2 esetben, n = 1000 id&hori-
zont mellett, kiillonb6z6 A szuboptimalitéasi résekre. A szimulécidk szama minden esetben

10000 volt.

90{ —@— ETC (m=25)

~o— ETC (m=50)

—o— ETC (m=75)

80 ETC (m=100)

-& UCB
Horizontfliggetien UCB

1 -4 MOSS

EN u o ~
o o o o
L L s

Atlagos kumulativ megbénas

w
o
L

201

011 OTZ 0?3 014 OTS 0?6 017 0T8 0?9
Szuboptimalitasi rés (A)
2.1. abra. Sztochasztikus bandita algoritmusok 6sszehasonlitasa kiilonb6z6 A szubopti-

malitasi rés esetén

Lathato a [2.T}es abran, hogy az ETC algoritmus teljesitménye nagyban fligg a szub-
optimalitasi rést6l és m értékétsl. Azonban, ha optimalisan van beallitva m, akkor akar
jobb teljesitményt is el tud érni, mint a kiilonbo6zé UCB algoritmusok. Ezenfeliil azt is meg
lehet figyelni, a tovabbi algoritmusok teljesitményének a sorrendje UCB, Horizonfiiggetlen
UCB, MOSS. Erre lehetett szamitani a rajuk adott fels6becsléselbél, de jo6 megerGsiteni

empirikusan is.
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ETC (m=25)

ETC (m=50)

ETC (m=75)

ETC (m=100)

ucse
Horizontfiiggetlen UCB
MOSs

1501

shhtdid

1001

501

Atlagos kumulativ megbanas
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T
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Szuboptimalitasi rés (A)

2.2. abra. Sztochasztikus bandita algoritmusok 6sszehasonlitasa kiilonb6z6 A szubopti-

malitasi rés esetén szorassal egyiitt

A 2.2}es abran lathato a [2.I}es abra a szorasok berajzolasaval. Megfigyelhets, hogy
a szuboptimalitési rés novelésével a szoréds is csokken, kifejezetten az ETC algoritmusra

m = 25 esetén lathaté ez drasztikusan.

= ETC (m=25)

404 = ETC (m=50)
== ETC (M=75) /
—— ETC (m=100)

35| == UCB
== Horizontfliggetlen UCB
=== MOSS

301 /

251

20 A

154

Atlagos kumulativ megbanas

101

v v v v v
0 200 400 600 800 1000
1d6lépés (t)

2.3. abra. Kumulativ megbénés alakulasa az id6ben A = 0.4 esetén
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A végs6 [2.3] dbran lathatod, hogy id6ben hogyan alakul a kumulativ megbénasa az
egyes algoritmusoknak az id6 fiiggvényében A = 0.4 esetén. Egybdl latszanak az ETC
esetén a felderités és a kimerités fazisok, valamint az ezek kozotti optimalis egyensiily
megtalaldsanak kulcsfontossaga. Tovabba a MOSS algoritmus agressziv kimeritési fazisa,

amikor a felsé hatar becslés a tapasztalati varhatoértékkeé valtozik.

2.2.5. Megjegyzés a sztochasztikus banditakhoz

A fejezet ezen része az 1l-szubgauss sztochasztikus banditédkra fokuszalt. Ez azért volt
igy, mert rengeteg eloszlas beleesik ebbe a halmazba. Azonban megjegyzendd, hogy egyes
eloszlasok esetén sokkal erésebb allitasokat is meg tudunk fogalmazni. Példaul ha a szto-
chasztikus bandita eloszlasa Bernoulli lenne. Es ezeket meg is éri tovabb vizsgalni, hiszen

vannak olyan szituaciok, ahol ezek kifejezetten relevansak.

2.3. Ellenséges banditak

Ez a szekcio a [0] konyv 11. fejezete és a [4] jegyzet 15. fejezete alapjan késziilt.

A sztochasztikus banditak esetén azt tettiik fel, hogy a jutalmat egy akcidhoz ko-
tott eloszlés hatarozza meg. Ez azonban a val6sdgban nem mindig tételezhets fel, hiszen
tobbnyire minden determinisztikus (attol fiiggetleniil, hogy sok esetben kivalo modell).

Az ellenséges banditak egy lépést tesz a szakértsi vélemények modell felé. Es hasonloan
mint ott, a jutalmakra egy fekete dobozként fogunk gondolni. A kérnyezet hozzéafér majd
a stratégiankhoz, és az alapjan tudja véltoztatni a jutalmakat.

Ennek ellenére fogunk tudni mutatni jol mikods stratégiat.

Az ellenséges bandita esetén megtartjuk az el6z6 fejezetben bevezetett jeloléseket. Az
A akcidknak a szaméat N > 1-gyel fogjuk jeldlni, n lesz a fordulok szdma. Minden kérben
megint egy A; € A akciot fogunk végrehajtani. Ennek meghatérozasihoz azonban most
egy nem negativ p; = (piy, ... pn,) € RY vektort kell megadnunk, ahol py 4. .. +pn; = 1.
Ez adja meg az eloszlasat annak, hogy melyik akciot fogjuk vélasztani, ahol P(A; = i) =
pit. Az i-edik akcionak a jutalmat z;; € [0, 1] fogja jelolni a t-edik korben.

A szakért6i vélemények modellhez hasonléan sulyokat fogunk hasznélni p; meghataro-
zésédhoz. A jeldlések szintén ugyan dgy lesznek mint ott voltak: w;, lesznek a sulyok, és

Wy = vazl w; ¢ lesz egy korben a stlyosszeg.
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A folyamatra a kovetkezoféleképpen lehet gondolni a stilyokkal elmondva:

Ellenséges bandita kornyezet
- w; -t az elején inicializaljuk

- A kornyezet titkosan beallitja elére az egyes akciok nyereségét: z; ;.
- Kovetkezik n forduld, ahol a t-edik fordulé igy néz ki:

I piy = wip—1 /Wiy

2: Kisorsoljuk A; értékét a p, altal generalt eloszlas alapjan.

3: A kornyezet elarulja nekiink x4, ; értékét.

4: Frissitjiik a w;; stlyokat az el6z6 korck alapjan.

A feladatunk egy olyan 7 algoritmus készitése, amely megmondja hogyan frissitsiik a
w; sulyokat minden kor végén, azaz A; eloszlasat.

A 7 algoritmus megbanasa az z;; sorozaton hasonléan néz ki, mint a korabbi megba-

n

R ( maxg Tt — g T At
1€[N] —
1=

Olyan algoritmust szeretnénk talalni, ami minimalizalja a legrosszabb esetre a megba-

nasok:

nast, amit a kovetkezd modon jeldliink:

Ry (m) = sup Ry(m,z)

z€[0,1]N*xn

Mivel nem tudjuk z;; értékét i # A, esetén, ezért altalaban az ellenséges bandita

algoritmusok alapkove a kovetkezs becslés ra (fontossag-sulyozott becslés):

H{At—l} Tt -'Ei,t’ ha At:Z

I~ — Pit
T t -
Pit 0, kiilonben
Fontos tulajdonsaga z;,-nek, hogy E [z;;] = z;;, melyet a toronyszabalyt hasznalva,

¢és p;+ mérhet&sége miatt latunk:

]E [%i,t] = E [E [fiﬂg’Al, e At—l“ = E i ]E []I {At = Z} |A1, Ce At—l] = ]E [xi,t] = Iiﬂg

it

A kumulativ jutalmat jeldlje: S, = S

j=1T4,,5, Mig a kumulativ fontossag-silyozott

becslést jelolje: S;; := 22:1 T
Megjegyzés: Azért keressiink nem determinisztikus algoritmust az ellenséges bandita

problémara, mert determinisztikus algoritmusnak semmi esélye sincsen. Ezt a kdvetkezs
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példaval lehet latni: A determinisztikussdg miatt lehet z4,, = 0, és z;; = 1, ha A; # 1.
De akkor lathato, hogy R} (7) > n(1 —1/N).

Tovabba léteznek valtozatai az ellenséges bandita kornyezetnek. Példaul a kornyezet
allithatnd minden kor el6tt is a kovetkezd korre a jutalmakat. Most az elébb felvazolt

esetet fogjuk vizsgalni.

2.3.1. Exp3 algoritmus

Az algoritmus a nevét az angol ,exponential weights for exploration and exploitation”™bol
kapta.

Lényegében ugyanazt csinalja, mint a szakért6i vélemények témakorben korabban ta-
nult exponencialisan sulyozott atlagok modszere. Ugyanugy jelen lesz az n > 0 konstans.
Csak a sulyok beéllitasanal L,; ; helyett x;,_i1-et hasznél az algoritmus, és mivel nem
veszteség fliggvényt hasznalunk, hanem nyereség fiiggvényt, ezért a hatvany kitevGjében
nincs jelen a negalas. Amennyiben veszteségfiiggvény lenne, az csak a kitevében valo nega-
lassal valtoztatnd meg az algoritmust, és ugyan azokat a garancidkat tudnank ré belatni.

Tehat a silyok a kovetkezéféleképpen fognak kinézni az Exp3 alapjan:

t
Wy = | | i — Mot
Jj=1

2.3.1. Allitas. Az Exp3 algoritmus banatdra o kivetkezd eqyenldtlenség teljesiil:

Tehdt n = \/In(N)/(nN)-et haszndlva:
R,(m,z) <24/nNIn(n).

Bizonyitas. Tudjuk, hogy adott ¢ esetén:

Wn B Zi\;l ensk,n N enSi,n
Wy N - N

Tovabbé, hogy:

Wit wi,t—lengit
th Z@ W ZWH

=1
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Ismert, hogy e < 1+ z + 22, ha # < 1. Ezt hasznélva:

AMZ

W +0°T,) =147 Zpi,t:’fi,t +1° Zpi,ti:?,t
t—1 — —

=1

Tudjuk, hogy: Z£1pi7t5i7t = x4,+ Tovabba az is ismert, hogy 1 +x < e”, ha x € R.
Ezért:

H:::
§

n N n N
< exp (Z (n Tas+0°D i 55215)> < exp (77 Sutn” > Y b 5%)

t=1 i=1 t=1 i=1
Hasznélva x;; € [0, 1]-et:

n n n
sz’,t Z’Eit = ZH{At =1 iy Tip < Z:fi,t =S
t=1 t=1

Ha ezeket kombinaljuk minden i esetén:

N
S e (n Sutm’y §kn)
k=1

N
NSin —In(N) < 77§n +n? Z §kn
k=1

Atrendezés utan varhatoértéket véve, és a definiciobol kovetkezs E [Sm] = S;n 0Ssze-

fiiggést hasznalva:
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Osszefoglalas

A dolgozat elején betekintést nyertiink az online tanulas témakorét elindito algoritmusok
elméletébe. A tovabbiakban az online tanulas f6 irdnyzatai koziil kett6t vizsgaltunk meg.

Els6ként a szakértsi vélemények modellt targyaltuk. Megnéztiik az alapvets algoritmus
otletét, a silyozott atlagok modszerét a diszkrét esetre, ahol egy 1j ,lusta” 6tletet mutat-
tunk, melyre ugyanaz a garancia vonatkozik, mint az eredeti algoritmusra. Ezt egy kisérlet
soran empirikusan ala is tamasztottuk. Megnéztiik azt az esetet is, amikor az el6rejelzé-
sek tere konvex, ahol a modszer két {6 valtozatat, a polinomialisan és az exponencidlisan
stlyozott atlagok modszerét vizsgaltuk meg. Osszegytjtottiik azokat a megfigyeléseket és
érdekességeket amelyek részletes targyalasara a dolgozat terjedelme nem adott lehet&sé-
get.

Az online tanulds masik témaéaja, amelyet targyaltunk, a bandita algoritmusok kore
volt. Megismerkedtiink az elnevezés eredetével és két {6 fajtajaval: a sztochasztikus és
az ellenséges banditdkkal. A sztochasztikus esetben megnéztiik az alapvetd algoritmuso-
kat: a felfedezés majd elkotelezddést (ETC), és a fels konfidencia hatar (UCB) algoritmus
alapformajat. Ezenkiviil megemlitettiik a fels6 konfidencia hatar algoritmus tovabbfejlesz-
tett idShorizont-fiiggetlen alakjat, és a MOSS algoritmust, amelyek bizonyos szempontok-
bol optimalisak. Ennek ellenére megvizsgéaltunk egy példat, amikor a MOSS algoritmus
aszimptotikusan rosszul teljesit. Végezetiil 6sszehasonlitottuk az Gsszes emlitett algorit-
must az N = 2-es standard esetben. Az ellenséges banditak esetén az Exp3 algoritmust
vizsgaltuk meg.

A dolgozathoz ezenfeliil hozzatartozik egy fliggelék, ahol a o-szubgauss eloszlasok alap-
vetd tulajdonsagait ismertettiik a [6]-ben nem részletezett bizonyitasokkal kiegészitve.

A dolgozat a terjedelmi korlatok miatt csupéan bevezetést nyujthatott a két targyalt
témakorbe. Azonban rengeteg érdekes iranyba tovabb lehet menni, szamos igéretes kuta-
tasi irany all nyitva mindkét esetben. Ez a teriilet jelenleg is rendkiviil aktiv kutatésok

szintere, szamos nyitott kérdéssel.
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Az ismertetett modszereket érdemes vizsgalni a strukturalis és statisztikai feltevé-
sek gyengitése mellett. Példaul abban az esetben, ha a megfigyelések nem fiiggetlenek és
azonos eloszlasiak, hanem valamilyen sztochasztikus folyamatbol szarmaznak. Ez fontos
példaul a megerdGsitéses tanulési moédszerek vizsgalatdnal, amelynek matematikai alapjait
a Markov-dontési folyamatok jelentik (amelyek iranyitott Markov-lancok), vagy a pénz-
iigyi modellezés teriiletén. Egy tovabbi kutatasi irany, hogy még jobban adatvezéreltté
tegylik ezeket a modszereket, azaz ne kelljen tudni olyan hiper-paramétereket, mint a

varianciaproxi.
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Fuggelék

A.1. Szubgauss eloszlas
Ez a szekcio a [6] konyv 5. fejezetét kovetve késziilt.

A.1.1. Definicié (c—szubgauss). Egy X wvaldsziniségi vdltozora akkor mondjuk, hogy

o-szubgauss, ha minden X\ € R esetén, E[exp(AX)] < exp(A\?0?/2).

Megjegyzés: Valamikor azon X valoszintiségi valtozot melyekre X — p teljesiti az
el6z6 feltételt is o-szubgauss tulajdonsagunak szoktuk hivni, ahol = E[X]. A fiiggeléken

kiviil ezt a konvenciot hasznaljuk a dolgozat soran a szimplicités okan.

A.1.2. Allitas. A o-szubgauss valdszintségi vdltozoknak sok hasznos tulajdonsdga van.

X, X1, X5 legyenek fiiggetlen o, 01, 09-szubgauss eloszldsiak ebben a sorrendben. Ekkor:
a) E[X] =0, D*X] < o?
b) A cX szorzat c € R esetén |c|o-szubgauss eloszldsi

¢) Az X1 + Xy Osszeq \/o} + 03-szubgauss eloszldsi

Bizonyitas.

a) A Jensen egyenlGtlenséghdl és a o-szubgauss definiciojabol:
exp(EAX]) < Elexp(AX)] < exp(A20%/2)
Tehat A > 0 esetén, logaritmust véve és A-val leosztva kapjuk, hogy:
E[X] < Ao?/2
Ebbsl A — 0 limesz esetén latszik, hogy E[X] = 0.
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Tovabbéa az exponencialis Taylor sorfejtése miatt [7] alapjan:

2 y2 2 y2
Elexp(AX)] = E 1+)\X+>\2X —i—o(AéX)}

< exp(\?0?/2)
2 2

<1+22 40(02)

Amib6l E[X] = 0-t hasznalva, atrendezve és leosztva A?/2-vel azt az egyenl6tlenséget
kapjuk, hogy:
D?[X] = E[X?] < o +0(\?)/)\?

A — 0 esetén kapjuk az allitast.

c stz

c)
Elexp(A (X1 + X3))] = Elexp(AX1)] - E[exp(AX3)]
< exp(N07/2) - exp(\03/2) = exp(\ (0] + 03)/2)
O
Egy tovabbi fontos tulajdonsaga a o-szubgauss eloszlasoknak, hogy hasonléan halnak

el a végtelenbe tartva, mint az azonos varianciaji 0 varhatoértékid normalisok. Ezt a

kovetkezd tétellel lehet latni:

A.1.3. Tétel. Legyen X o-szubgauss eloszlasu. Ekkor e > 0 esetén:

22
P(X >¢) <exp (_ﬁ)
o

Bizonyitas. Legyen A\ > 0 egy konstans melyet késébb allitunk be. Ekkor:

P(X > ¢) = P(exp(AX) > exp(Ae)) (A.1)
< Elexp(AX)] exp(—Ae) (A.2)
< exp <)\2202 — Aa) (A.3)

= e A

= —— 4
P ( 202> (A4)
Ahol (A.2))-nél a markov egyenlétlenséget hasznéltuk, az (A.3)-nal a o-szubgauss de-

s sz

Ezen éllitdsoknak a kovetkezménye a kovetkezd allitas:
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A.1.4. Allitas. Legyenck t € [n] esetén X, — p fiiggetlen o-szubgauss eloszldsok . Ekkor
€ > 0 esetén:

ne?

~ ) - ne?
P(p>p+e) <exp (—27‘2> és P(u<p—e) <exp (_Tt?)

Ahol p =E[X,] ési=L3"7 | X,

Bizonyitas. Lathato, hogy g — p = Y"1 [ (Xy — p)/n eloszlasa o/\/n-szubgauss
alapjan. Igy alkalmazva at kapjuk az allitast. [

A.1.5. Kovetkezmény. X, —pu, t € [n] esetén legyenek figgetlen o-szubgauss eloszldsok.
Legyen § € (0,1) konstans. Ekkor a kovetkezd egyenldtlenségek teljesilnek:

2 2
P(ﬁzﬁ M)g ‘s P<ﬁgu_ m)g

n

202 In(1/5)

Bizonyitas. Alkalmazzuk az el6z6 [A.1.4tes allitast € = esetén. [

Hires példék arra, hogy X o-szubgauss eloszlast valoszintségi valtozo:

e Ha X ~ N(0,0?) normalis akkor X o-szubgauss eloszlast

e Ha E[X] = 0 és |X| < M majdnem biztosan valamely M € R, esetén, akkor X

M-szubgauss eloszlast

e HaE[X]| =0¢s X € [a,b] majdnem biztosan, akkor X (b—a)/2-szubgauss eloszlast
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Alulirott Maté Lérinc nyilatkozom, hogy a szakdolgozatom elkészitése soran az aldbb

felsorolt feladatok elvégzésére hasznaltam a megadott MI alapi eszkozoket.

Feladat Felhasznalt eszkoz Felhasznalas helye
Irodalomkeresés Gemini 3.5 Bevezetés és Filiggelék

Kod optimalizalas Gemini 3.5 és Sonnet 4.6 | Abra / tablazatkészitéseknél
Eredmények dbrazolasa | Gemini 3.5 Abra / tablazatkészitéseknél
Nyelvhelyesség Gemini 3.5 és Sonnet 4.6 | Teljes dolgozat

A felsoroltakon til més MI alapu eszkozt nem hasznaltam.
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