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1. fejezet
Bevezetés

A grafelmélet és kombinatorikus optimalizalas egy gyakran tanulméanyozott problémaja a
diszjunkt utak keresése. A feladatban adott egy graf, néhany el6re kijel6lt terminalparral,
és szeretnénk egy hatékony algoritmust talalni, amely el tudja donteni, hogy léteznek-e
ezek kozott a terminélparok kozott diszjunkt utak.

Ennek természetesen tobbféle valtozata is létezik, amelyekben kiilonbozo feltételeket
is hozzdadnak a feladathoz. Gyakran vizsgalnak iranyitott és irdnyitatlan grafokat, vagy
pedig keresnek csucsdiszjunkt vagy éldiszjunkt utakat.

A feladat egy valtozata a gyakorlatban felmeriil szempontok miatt, hogy legrovidebb
utakat szeretnénk megkapni vagy pedig minél kéltséghatékonyabban szeretnénk megvalo-
sitani az utakat. Az optimalizalasi feladatban tehat a cél az, hogy valamilyen célfiiggvény
szerint a lehets legoptimélisabb megoldéas legyen megtalalva. Ilyenkor a megadott graf
és az el6re kijelolt terminédlparok mellett adott egy éleken értelmezett fiiggvény, amelyet
kapacitasnak vagy pedig silynak fogunk nevezni.

Természetesen az alkalmazéstol fiiggGen az optimalizalandé célfiiggvénynek tobbféle
valtozatat is tekinthetjiik. Ezek koziil az egyik leggyakrabban vizsgalt eset az, amelyben
minden utrél megkoveteljiik, hogy a végpontjai kozott mend utak koziil az egy legrovidebb
ut legyen. Ennek azonban lehet mas variansat is vizsgélni, példaul ha az utak 6sszhosszéat
akarjuk minimalizalni (ezt nevezik a min — sum probléménak), de azt az esetet is szokas
vizsgalni, amelyben a leghosszabb tt hosszanak a minimalizélasa a cél (ezt pedig a min —
max problémanak hivjak).

A feladat igy tehat széles korben felhasznalhato ttkeresési probléméaktol kezdve, halo-
zatok tervezésén keresztiil, VLSI tervezésig [5].

A szakdolgozatomban azonban a DISZJUNKT UT PROBLEMA és a DISZJUNKT LEGRO-



VIDEBB UT PROBLEMA éldiszjunkt /csucsdiszjunkt, illetve iranyitatlan /iranyitott eseteire
fogok koncentrélni, azzal a feltevéssel, hogy az inputban megadott graf mindig sikgraf. A
tovabbiakban a DISZJUNKT UT PROBLEMA és a DISZJUNKT LEGROVIDEBB UT PROBLE-
MA réviditéseként hasznalhatjuk a DPP és a DSPP jeloléseket is, amelyek az angol D1sJo-
INT (SHORTEST) PATH PROBLEM elnevezésekbdl erednek. A DISZJUNKT UT PROBLEMA
irdnyitott sikgrafokon értelmezett éldiszjunkt esetére IRANYITOTT SIKGRAFOKON ER-
TELMEZETT ELDISZJUNKT UT PROBLEMAként hivatkozunk. Hasonloképp a DISZJUNKT
LEGROVIDEBB UT PROBLEMA irdnyitatlan sikgrafokon értelmezett cstucsdiszjunkt eseté-
re IRANYITATLAN SIKGRAFOKON ERTELMEZETT CSUCSDISZJUNKT LEGROVIDEBB UT
PROBLEMAKként hivatkozunk. A t6bbi varianst szintén hasonloképp nevezziik.

Az alédbbi alfejezetben pedig ismertetem a probléma kiilonb6z6 valtozatait, hogy je-
lenleg mely problémarél milyen nehézség ismert. A tablazatban elsGsorban azt foglalom

Ossze, hogy a problémak P-beliek, NP-nehezek vagy nyitott problémak-e.

1.1. Kapcsolodé munkak

A diszjunkt utakkal kapcsolatos kérdésekkel méar a 20. szézad elsd felében is foglalkoztak.
Menger igazolta, hogy egy Osszefliggd grafban (iranyitottban és irdnyitatlanban is) két
pont kozott a disgjunkt utak maximalis szama megegyezik a két pont kozétt mend utakat
lefogd cstcsok illetve élek szamaval, attol fliggden, hogy milyen diszjunktsagrol beszéliink.

Késébb a probléméanak tovabbfejlesztett variansaival is foglalkoztak, amelyben a cél
az volt, hogy tobb, nem feltétleniil ugyanazon csticspar kozott talaljanak valamennyi disz-
junkt utat, ezek szamat jeloljiik k-val. Az igy létrejott DISZJUNKT UT PROBLEMA azon-
ban k-tol fiiggden eltéré nehézségl lehet, igy a legjelentGsebb eredmények szétvélaszt-
hatoak aszerint, hogy k egy elére megadott fix szam, vagy pedig egy inputban szerepld
ismeretlen.

A legtobb probléma azonban NP-nehéz lesz abban az esetben, ha k az input része,
még akkor is, ha feltessziik, hogy az inputban megadott graf sikgraf. Igy tehat a legtébb
kutatasban azt vizsgaltak, hogy azon problémaknak milyen a nehézségiik, amelyekben k
egy fix konstans, ennek a feladattipusnak az elnevezése pedig K-DISZJUNKT UT PROB-
LEMA. Természetesen gyakran el6bb a &k = 2 esetet tanulményoztik, miel6tt attértek
volna altalanosan fix k vizsgélatara, hiszen amennyiben k = 2-re sem lehet polinomiéli-
san megoldani a feladatot, akkor nem remélhets az sem, hogy nagyobb k-ra talédlhaté egy

polinomiélis algoritmus.



1.1.1. Amennyiben k = 2

Seymour megallapitotta, hogy a 2-IRANYITATLAN GRAFOKON ERTELMEZETT CSUCS- ES
ELDISZJUNKT UT PROBLEMA [9], Eilam-Tzoreff pedig megallapitotta, hogy pozitiv élsa-
lyozas mellett a 2-IRANYITATLAN GRAFOKON ERTELMEZETT CSUCS- ES ELDISZJUNKT
LEGROVIDEBB UT PROBLEMA [3]| polinomialis id6ben megoldhatoak.

Azonban megéallapitotték, hogy a 2-IRANYITOTT GRAFOKON ERTELMEZETT CSUCS-
ES ELDISZJUNKT UT PROBLEMA NP-nehéz [4], ebbdl kifolyolag pedig a k-IRANYITOTT
GRAFOKON ERTELMEZETT CSUCS- ES ELDISZJUNKT UT PROBLEMA legtobb véltozata is
NP-nehéz lesz. Ebbdl az is kovetkezik, hogy amennyiben a kapacitasfiiggvényre nincsenek
feltevéseink és megengedjiik, hogy azonosan 0 legyen minden élen, akkor a 2-IRANYITOTT
GRAFOKON ERTELMEZETT CSUCS- ES ELDISZJUNKT LEGROVIDEBB UT PROBLEMA is
NP-nehéz [1] lesz. Viszont ha feltessziik, hogy a kapacitdas minden élre pozitiv, akkor a

feladat polinomialisan megoldhato [I].

Graf Graf Diszjunktsag | Kapacitas
. DPP DSPP
irAnyitasa | tipusa tipusa tipusa
. mindkét .
iranyitatlan | altalanos pozitiv P [9] P 3]
esetben
| mindlét nemnegativ | NP-nehéz [4] | NP-nehéz [I]
irdnyitott | altaldnos
esetben

pozitiv NP-nehéz [4] P [1]

1.1.2. Amennyiben k egy el6re megadott fix szam

Robertson és Seymour a Graph Minors [7] cimi projektjikben tanulmanyoztak a k-
IRANYITATLAN GRAFOKON ERTELMEZETT CSUCSDISZJUNKT UT PROBLEMAT és belat-
tak rola, hogy polinomialis id6ben megoldhat6. A k-IRANYITATLAN GRAFOKON ERTEL-
MEZETT CSUCSDISZJUNKT LEGROVIDEBB UT PROBLEMA sokdig nyitott probléma volt,
azonban egy friss eredményben belattdk rola, hogy polinomialis futasideji algoritmussal
megoldhato [6].



Azonban a k-IRANYITOTT GRAFOKON ERTELMEZETT CSUCS- ES ELDISZJUNKT UT

PROBLEMA, mind pedig a k-IRANYITOTT GRAFOKON ERTELMEZETT CSUCS- ES ELDISZ-

JUNKT LEGROVIDEBB UT PROBLEMA tovabbra is NP-nehéz marad, amennyiben utébbi-

nal megengedjiik, hogy az éleken a kapacitasok mind 0-ak legyenek. Jelenleg azonban nem

ismert a probléma nehézsége pozitiv élkapacitéasok mellett.

Bérczi és Kobayashi bebizonyitotték, hogy polinomialis id6ben megoldhaté a k-IRANYI-

TATLAN SIKGRAFOKON ERTELMEZETT CSUCS- ES ELDISZJUNKT LEGROVIDEBB UT PROB-

LEMA. Tovabba a k-IRANYITOTT SIKGRAFOKON ERTELMEZETT CSUCSDISZJUNKT LEG-

ROVIDEBB UT PROBLEMAROL szintén belatték, hogy létezik ra egy polinomiélis futasi

idej algoritmus, amely megoldja. A problémakat visszavezették a k-IRANYITOTT SIKG-

RAFOKON ERTELMEZETT CSUCSDISZJUNKT UT PROBLEMARA, amelyet Schrijver bizo-

nyitott be. Bar se a k-IRANYITOTT SIKGRAFOKON ERTELMEZETT ELDISZJUNKT UT

PROBLEMANAK, se pedig a k-IRANYITOTT SIKGRAFOKON ERTELMEZETT ELDISZJUNKT

LEGROVIDEBB UT PROBLEMANAK nem ismert a nehézsége, azonban tobben is vizsgaltak

a problémat mas specialis grafokon, példaul aciklikus grafokon értelmezve [4].
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1.2. A szakdolgozat felépitése

A szakdolgozatom célja, hogy ismertesse a sikgrafokon értelmezett k-DISZJUNKT UT
PROBLEMA, valamint a k-DISZJUNKT LEGROVIDEBB UT PROBLEMA variansainak po-
linomialis megoldhatosiagat. A dolgozat nem tartalmaz minden eredményrdl attekintést,
csak néhany fontos eredményt dolgoz fel alaposan.

A dolgozatom els§ felében a k-IRANYITOTT SIKGRAFOKON ERTELMEZETT CSUCS-
DISZJUNKT UT PROBLEMA nehézségét vizsgalom. A fejezet lényegében Schrijver Finding
k Disjoint Paths in a Directed Planar Graph [§] cimid cikkének a részletes feldolgozésa az
alapokkal és ismert eredményekkel egyiitt.

A szakdolgozatom mésodik felében pedig 6sszefoglalom a k-SIKGRAFOKON ERTELME-
ZETT DISZJUNKT LEGROVIDEBB UT PROBLEMA irdnyitott /irdnyitatlan és cstucs-/éldiszjunkt
valtozatait, amelyek val6jaban mind a dolgozatom elsé felében részletezett eredmények
kovetkezményei. FEzen fejezet Bérczi és Kobayashi The Directed Disjoint Shortest Paths

Problem [1] cimt cikke alapjan késziilt.

1.3. Grafelméleti alapok

A G = (V, F) iranyitatlan graf a v € V cstcsokbol és e € E élekbdl all. Azt mondjuk,
hogy az e = uwv € F egy (iranyitatlan) él, amennyiben u és v a graf egy-egy nem feltétleniil
kiilonb6z6 csticsa. Két cstucsot szomszédosnak neveziink, amennyiben van Sket 6sszekoté
éle a grafnak. Két élt szomszédosnak neveziink, amennyiben van kozos csticsuk.

A D = (V, A) iranyitott graf alatt egy olyan grafot értiink, amelynek élei iranyitot-
tak, ezeket a = (u,v) € A-val jeloljik. Ilyenkor azt mondjuk, hogy az a él kezdGpontja az

u, a végpontja pedig a v. Két élt szomszédosnak neveziink, amennyiben van kozos cstucsuk.

A P = (vg,e1,v1,€9,...,U_1,€,v;) csicsokbol és élekbdl 4llo sorozat egy [ hosszu utat
alkot egy G = (V, F) grafban, amelyben minden v € V legfeljebb egyszer szerepel P-ben,
és minden i-re e; = v;_1v; € E nem hurokél. Megallapithaté, hogy minden i-re e; és e; 41
szomszédosak, és mivel gyakran csak az 1t élei érdekelnek minket, ezért az utat roviden
csak P = (e, e, ..., e)-ként fogjuk jelolni. A vy = s kezd6pontt v; = ¢ végpontu P utat
egy s — t utnak nevezziik.

A P = (vg,ay,v1,0a9,...,v_1,a;,v;) csucsokbdl és iranyitott élekbdl allo sorozat egy [

hosszu irdnyitott utat alkot, egy D = (V, A) grafban, amelyben minden v € V' legfeljebb



egyszer szerepel P-ben, és minden i-re a; = (v;_1,v;) € A nem hurokél. Az iranyitatlan
uthoz hasonléan gyakran csak az ut élei érdekelnek minket, és tudjuk, hogy egy él vég-
pontja a rakovetkezd él kezdSpontja, ezért az utat roviden csak P = (aq,as, ..., a;)-ként
fogjuk jelolni. A vy = s kezd6ponti v; = t végponta P utat egy s-bél t-be mend ttnak

nevezzik.

A P sy —t; utat és a () sy — ty utat belséleg csicsdiszjunktnak nevezziik, amennyi-
ben nem létezik olyan v € V' — {s1, s9,t1,t2} cstcs, amelyre v € P és v € @) egyszerre
teljesiil. Csucsdiszjunktnak nevezziik ket, amennyiben {sq,¢1} N {s2,t2} = 0 és belsleg
csucsdiszjunktak.

A P s; —t; utat és a () sy — to utat éldiszjunktnak nevezziik, amennyiben nem létezik
olyan e € F él, amelyre e € P és e € () egyszerre teljesiilne.

A P s1-bdl t1-be mend utat és a () so-b6l to-be mend iranyitott utak esetében a cstics-

és éldiszjunktsag hasonloképp értendd.

A G = (V, E) iranyitatlan grafot osszefliggének nevezziik, amennyiben barmely s € V
cstcsabol barmely ¢ € V' csticsaba létezik iranyitatlan tt.

A D = (V, A) iranyitott grafot gyengén Osszefiiggének nevezziik, amennyiben barmely
s € V csticsabol barmely ¢ € V' csticsaba létezik iranyitatlan (vagy iranyitas nélkiili) ut,
amely egy olyan irdnyitott utat jelent, amelyben nem vessziik figyelembe az élek iranyi-
tasat.

A D = (V, A) iranyitott grafot erésen Osszefliggének nevezziik, amennyiben barmely

s € V cstucsabol barmely ¢ € V' cstcsaba 1étezik iranyitott tt.



2. fejezet

A DISZJUNKT UT PROBLEMA

2.1. Csticsdiszjunkt eset iranyitott sikgrafokon

A E-IRANYITOTT SIKGRAFOKON ERTELMEZETT CSUCSDISZJUNKT UT PROBLEMABAN
adott egy D = (V, A) iranyitott sikgraf és k darab eldre kijelolt terminalpéar, amelyeket
(s1,t1), .., (Sk, tx)-val jelolink. A probléma az, hogy taldlhato-e egy P = (Py,..., P)
paronként cstucsdiszjunkt utakbol allo dthalmaz tgy, hogy minden i-re P; egy irdnyitott
uat s;-bél t;-be.

Az alabbi fejezetben megmutatjuk, hogy a k-IRANYITOTT SIKGRAFOKON ERTELME-
ZETT CSUCSDISZJUNKT UT PROBLEMA polinomialis id6ben megoldhat6. Az alabbiakban
leirt bizonyitas Schrijver eredménye, amelyet a Finding k disjoint paths in a directed

planar graph [§] cimi cikk alapjan kovettem.

2.1.1. Alapfogalmak és jelolések

Mivel a bizonyitéds csoportelméleti ismeretekre alapul, ezért ezekrél tartunk egy gyors

bevezetst.

2.1.1. Definicié. (Szimbélum) A {gi,...,q:} dltal generdlt {gi,9;", ..., 9k, g, "} hal-
maz elemeit szimbolumoknak nevezzik. Eqy szimbolum inverzének az inverze az eredeti

szimbdlum.

2.1.2. Definici6. (Sz6) A w = wywy ... w; szimbdlumsorozatot szonak nevezziik, amennyi-

ben minden i € {1,...,1} esetén w; € {g1, 97", .., g, g} teljesiil és 1 > 0.
2.1.3. Definicié. (Bett) Egy w széban levd karaktert betinek nevezink.
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2.1.4. Definicié. (Sz6 inverze) A w = wywsy...w; s26 inverzén aw™" = w; ... wy wi!

szot értyiik.

2.1.5. Definici6é. (Halmaz inverze) A szavak inverzéhez hasonléan az S szavakbdl dllo

halmaz inverzén az S~ .= {w™' : w € S} halmazt értjiik.
2.1.6. Definicid. (Sz6 hossza) A w = wyws ... w; $z0 hosszan |w| := -t értjiik.

2.1.7. Definici6. (Szavak egymas utan irasa) A w' és w” szavak eqgymds utdn irdsd-

val keletkezd szot w'w” -vel jelolyiik.

2.1.8. Definicio. (Részsz0) A w' sz6 a w" sz0 részszava, hogyha w" = zw'y bizonyos

x,y szavakra. Kezddszorol beszéliink, ha az x, végszordl pedig ha az y tires szo.

2.1.9. Definicio. (Szabad csoport) A (Gy;-) szabad csoport egy olyan csoport, amely
az adott {g1, go, - . ., gr} elemek dltal generdlt szimbolumokbdl dllo dsszes olyan szot tartal-
mazza, amelyre nincs olyan © € {1,...,1},7 € {1,...,k}, amelyre a wyw; 1 egymds utdni
betik gjgj’1 vagy gj-’lgj lennének. Két szabad csoportbeli sz0 szorzatdn az a szintén szabad

csoportbeli szo értendd, melyben az dsszes gjgj_l, gj_lgj eldforduldst iterativan kitorolyik.

Két szabad csoportbeli sz6 szorzata tehdt nem Osszekeverendd a szavak egymas utan
irasaval, hiszen abban megengedett, hogy az els6 sz6 utolsé betiije és a masodik sz6 els6
betlje egymés inverzei legyenek.

Egyszertien meggondolhato, hogy a fent leirt (Gy; -) tényleg egy csoportot alkot, mely-
nek egységeleme az iires szo, amelyet 1-gyel jeloliink, a szorzas asszociativ és egy w € Gy,

1

sz0 inverze éppen a w™, amely a szavakra definialt inverzzel megegyezik.

2.1.10. Definicié. (Orokletes halmaz) Egy T' C G), részhalmazt rokletes halmaznak
hivunk, hogyha minden w',w” szdra, amelyre w” € T és w' részszava w"-nek teljesiil,

w' €T is teljestil.

2.1.11. Definici6. (Részbenrendezés) Egy (H; <) pdrt részbenrendezett halmaznak ne-
veziink, amennyiben < eqy részbenrendezés a H halmazon, azaz a H tetszdleges x,vy, z
elemére teljesilnek a kovetkezék: x < = (reflexiv); ha x < y ésy < x, akkor v =y

(antiszimmetrikus); és ha v <y ésy < z, akkor v < z (tranzitiv).
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2.1.12. Definici6. (Részbenrendezés a (Gy;-) szabad csoporton) Azt mondjuk, hogy
eqy w' sz20 kisebb vagy eqyenld eqy w” szondl, hogyha w' kezddszava w”-nek. Eqyszerien
megdllapithatd, hogy ez tényleg eqy részbenrendezés. Ezt igy fogjuk jeldlni a tovdbbiakban:

w < w”.

2.1.13. Definicio. (Hald) Egy (H; <) részbenrendezett halmazt hdlonak neveziink, amennyi-
ben H bdrmely kételemi részhalmazdnak van legnagyobb also és legkisebb felsd korldtja.

A hi,hy € H elemek legnagyobb also korldtjin azt a h' € H elemet értjik, amelyre

h < hy,h' < hy és minden v < hy,x < hy H-beli elem esetén x < h' teljesiil. A hy,hy € H
elemek legkisebb felsd korlatjan azt a h" € H elemet értjik, amelyre hy < h” hy < h” és
minden hy <y, hy <y H-beli elem esetén h" < y.

Legyen H := Gj U {oo}. Ekkor a (H; <) részbenrendezett halmaz egy halot alkot,
hogyha a részbenrendezésben a co minden elemnél nagyobb.

A wy,wy € Gy, legnagyobb also korlatja az a maximalis hosszisagiu w’ € Gy, sz6, amely
mind a wi-nek, mind a we-nek kezddszava. Ezt a tovabbiakban igy jeloljiik: wy Awy = w'.

A wy, wy € Gy, legkisebb felss korlatja az a minimalis hosszusaga w” € H sz6, amelynek
mind a w;, mind a wy a kezd@szava. Ezt a tovabbiakban igy jeloljik: wy V wy = w”. Ez
utobbi természetesen csak akkor Gi-beli, ha az egyik sz6 masik sz6 kezdGszava, és ilyenkor
ez a hosszabb szdéval lesz egyenls. Kiilonben pedig, akkor oo lesz.

Amikor w; < wy, de wy # wy, akkor azt wy, < wq-vel jeloljiik.

A kovetkezs két lemmat a szakdolgozatom soran sokszor fogjuk alkalmazni, azonban

mivel a bizonyitasuk nem til érdekes, igy azokat nem részletezziik.

2.1.14. Lemma. Legyen ¢ eqy szimbolum, és u,v € Gy. Hou < ¢-v ésv < ¢t -,
akkor u™t-¢-v=1vagyu=1v=1.

2.1.15. Lemma. Legyen u,v € Gy. Hau £ v, akkor u utolso betidje megegyezik a v - u

utolso betijével.

2.1.2. Kohomolégia megoldhatésagi probléma szabad csoportokra

2.1.16. Definicio. (s-kohomolégia) Legyen D = (V, A) egy gyengén dsszefiiggd ird-
nyitott grdf, s € V csicsa, és (G;-) eqy csoport. Ekkor a ¢,v : A — G figguényeket
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s-kohomoldognak nevezziik, ha létezik eqy olyan f : V — G fligguény, melyre az aldbbiak
teljesiilnek:
f(s)=1,

(2.1)
Va = (u,v) € A: f(u)™' - (a) - f(v) = ¥(a).

2.1.17. Definici6. (KOHOMOLOGIA MEGOLDHATOSAGI PROBLEMA) Adott eqy D =
(V, A) gyengén dsszefiiggd irdnyitott grdf, s € V' csicsa, €s (Gy;-) szabad csoport. Legyen
tovabbd ¢ : A — Gy, figguény, ésVa € A :T(a) C Gy orokletes részhalmazok.

A kérdés az, hogy taldlhatd-e eqy olyan ¢ : A — Gy, fiigguény, melyre ¢ és 1» s-kohomoldg
gy, hogy Va € A :(a) € T'(a) teljesiil.

2.1.18. Definicid. (o) Legyen o := max{os,or}, ahol o5 := max{|¢p(a)| : a € A},
or = max{|o,| : a € A} ésVa € A esetén o, := max{|w| : w € ['(a)}. Tehdt nincs se

¢-ben, se I'-ban o-ndl nagyobb hosszisdgi $zo.

2.1.19. Tétel. A|KOHOMOLOGIA MEGOLDHATOSAGI PROBLEMA| megoldhato eqy olyan

algoritmussal, melynek futdsi ideje polinomidlis (|A| + k + o)-ban, amennyiben az input

mérete polinomidlis (|A| + k + o)-ban.

2.1.20. Definicio. (f fliggvény megengedettsége) Egy [ : V — Gy, figguényt (ko-

homoldgiailag) megengedettnek neveziink, amennyiben az aldbbiak teljesilnek ra:

(2.2)
Ya = (u,v) € A: f(u)™' - ¢(a) - f(v) € I(a).

Tehat a [KOHOMOLOGIA MEGOLDHATOSAGI PROBLEMAVAL] ekvivalens feladat, hogy

talalhato-e egy f megengedett fiiggvény. Igy tehat a tovabbiakban egy f megengedett

fiiggvény megtaldlasat értjiik a KOHOMOLOGIA MEGOLDHATOSAGI PROBLEMAN]|

Ennek a teljes alfejezetnek a tovabbiakban az lesz a célja, hogy ezt a tételt bebizonyit-

suk.

2.1.21. Lemma. A[KOHOMOLOGIA MEGOLDHATOSAGI PROBLEMA| megolddsakor felté-

telezhetyiik az alabbiakat, melyek majd konnyitenek a figgvényekkel valo dolgozdskor:

Va e A:T(a) #0, (2.3)
<

Va e A:lo(a)| <1, (2.4)
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Va = (u,v) € A: ¢ p(a!) = ¢(a)"!, (2.5)
[(a™')=T(a)™".
Bizonyitas. A feltétel trivialisan teljesiil, hiszen kiilonben nem létezik megoldés.
A feltétel visszavezethetd egy olyan D' = (V'  A") grafon értelmezett esetre,
amelyben teljesiil ez a feltétel. A D graf modositasaval megkaphatjuk D’-t, minden a €
A élt bontsunk fel egy (a) hosszu utra. Tehat egy a = (u,v) él esetén, ahol ¢(a) =
Qs . ..oy, a felbontas utan egy P(u,v) = (ay,as,...,a;) utat kapunk, tovabba legyen
Vi e {1,2,...,t} : ¢(a;) = oy, T'(a1) = T'(a) és Vi € {2,...,t} : T'(a;) = {1}. Az erre
kapott f megengedett fiiggvénybdl kiindulva az f(u) := f'(u) és f(v) := f'(v) megoldasa
lesz az eredeti esetnek is. Amennyiben pedig létezik az f megengedett fliggvény, akkor
természetesen létezik egy hozza megfelels f/, hiszen f'(u) := f(u), f'(v) := f(v), az 4
csuicsokra pedig egyértelmiien 1étezik egy Gy-beli sz6, hogy teljesiiljenek ra a feltételek.
A feltétel pedig abbol adodik, hogy valdjaban minden a élhez be lehet venni
az a~! forditottjat, amelyre legyen ¢(a™!) = ¢(a)™! és T'(a™') = T'(a)7?, és a kapott
probléma ekvivalens lesz az eredetivel, hiszen ha a = (u,v)-re f(u)™'- ¢(a)- f(v) € I'(a),
akkor a™! = (v,u)ra f(v)™t-¢(a™t) - f(u) € T(a™t). O

Innentél kezdve az aldbbiakat mindig fel fogjuk tenni a [KOHOMOLOGIA MEGOLD-|

I[HATOSAGI PROBLEMA| megoldasa soran. Az inputban adott egy D = (V, A) iranyitott

gyengén Osszefiiggs graf, s € V cstcsa, ¢ : A — Gy, fiiggvény, és Va € A : T'(a) C Gy
orokletes részhalmaz a [2.1.21| lemma egyszertsits feltételei mellett.

2.1.22. Definicio. (f fiiggvény részben-megengedettsége) Egy f : V — Gy figg-

vényt részben-megengedetinek nevezink, ha teljesilnek ra az aldbbiak:

f(S) =1, (2 6)
Va = (u,v) € A: f(u)™" - ¢(a) - f(v) ¢ T(a) = f(u) = f(v) = L.
2.1.23. Definicio. (Részbenrendezés az Gsszes f : V — G}, fliggvényen)
f<g <= YoeV:f(v)<g). (2.7)

Egyszertien lathato, hogy ez is egy halot alkot, hogyha a G} halmazt kibévitjiik egy
minden fliggvénynél nagyobb oo elemmel. Az f1, fo fliggvények legnagyobb als6 korlatjan
azt az [’ fliggvényt értjik, amelyre g < f’ teljesiil minden g < fi, g < f, fliggvény esetén.
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Az f1, fo fuggvények legkisebb felss korlatjan azt az f” € H fiiggvényt értjiik, amelyre
" < h teljestil minden f; < h, fo < h fiiggvény esetén. Amikor f; < fy, de fi # f, akkor
azt f1 < fo-vel jeloljiik.

2.1.24. Lemma. Ha fi, fy : V — Gy részben-megengedett fiigguények, akkor az f =
fi A fa fligguény is részben-megengedett.

Bizonyitas. Mivel fi(s) = fo(s) =1, igy f(s) = 1A 1 =1 teljesiil.

Indirekt tegyiik fel, hogy létezik egy olyan él, amelyre f(u)™!- ¢(a)- f(v) =y ¢ I'(a)
tgy, hogy kézben nem teljesiil, hogy f(u) = f(v) = 1. Legyen y els6 és utolso betiije y,
€s Yy.

A feltételbsl adodoan az lemma szerint, amennyiben f(u) < ¢(a)- f(v) és
f(v) < é(a)~! - f(u) koziil mindketts teljesiilne, akkor vagy f(u) = f(v) = 1, vagy pedig
f(uw)™t-¢p(a)- f(v) =1 € T'(a) lenne, de hiszen az iires sz6 minden szénak a részszava, igy
tehat mindkét esetben ez ellentmondana az élvalasztasunknak.

Igy a kettd koziil legalabb az egyik nem teljesiil. Valojaban a feltételbsl adodo

szimmetria miatt feltehetjiik, hogy a kovetkezs teljesiil:
flu) £ ¢(a) - f(v). (2.8)

gy a lemma miatt lathato, hogy f(u) és f(v)™' - d(a)™ - f(u) = y~! utols6 betiii
megegyeznek, tehat f(u) utolso betije y; L.
Az f definidlasa miatt egyértelmi, hogy mik azok az x1,xs, 21, és zo Gy-beli szavak,
amelyekre teljesil, hogy fi(u) = f(u)ar, fo(u) = f(u)zz, fi(v) = f(v)21 & fa(v) = f(v) 2.
Ekkor természetesen x1 Ay = 21 A 2o = 1, emiatt y, ' £ 21 és y, * £ 2o koziil legalabb
az egyik teljesiil, legyen ez most az el6bbi, de az utobbira is hasonléan belathato. Tovabba
a szavak egymads mellé frasabol megéllapithato, hogy y, £ x1 és y, £ 2o teljesiilnek, mivel

f(u) utolsé betiije y;*. Igy
fitw)™ - ola) - filv) =27 f(u)™" - ¢(a) - f(v)z1 =
= o fw)™h - gla) - fo) - =2y 2 = 2y

Ekkor lathato, hogy y részszava fi(u)™'- ¢(a) - fi(v)-nek, igy fi(u)™' - ¢(a)- f1(v) & T'(a),
hiszen kiilénben az 6rokletes tulajdonsag miatt y € I'(a) lenne, ami ellentmondas lenne.

(2.9)

Mivel f; részben-megengedett, ezért fi(u) = fi(v) = 1 teljesiil, azonban igy f(u) =
f(v) = 1 kell, hogy legyen, amely altal szintén ellentmondéshoz jutunk. Tehat f := fi A fo

részben-megengedett. [
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2.1.25. Kovetkezmény. Tetszdleges véges sok részben-megengedett fiigguény metszete is

eqy részben-megengedett fiigguény.

2.1.26. Definicié. (f) Legyen f : V — Gy egy tetszdleges fiigguény. Amennyiben X =
{g: f <g, ésg részben-megengedett} # 0, akkor f := /\geXg. Amennyiben X = 0, akkor

f = o00.

2.1.27. Allitas. Legyen f : V. — Gj, tetszéleges fiigguény, ekkor amennyiben f < oo,
akkor f a legkisebb f-nél nagyobb részben-megengedett figguény, azaz minden olyan f*

részben-megengedett fligguény, amelyre f < f*, arra f < f* teljesiil.

Bizonyitas. A[2.1.25 kovetkezmény miatt tudjuk, hogy barmely véges sok X-beli részben-
megengedett fliggvény metszete is egy részben-megengedett fiiggvény, amely szintén X-
ben kell, hogy legyen.

Valojaban f megkaphato véges sok X-beli fiiggvény metszeteként. Minden v € V
csucsra jelolje g, azon fiiggvény egyikét, amelyekre |g,(v)| miniméalis az X-beli fiiggvények
koziil. Legyen f':= A ., 9o € X. Ekkor f = f'.

Indirekten tegyiik fel, hogy nem teljesiil az egyenléség. Ekkor vilagos, hogy minden
v € V csticsra teljesiil f(v') < f/(v'). Amennyiben valamelyik csticsra f(v') < f/(v') lenne,
az ellentmondana a g, fliggvény valasztasanak.

Tehéat f = Avev 9o @ legkisebb f-nél nagyobb részben-megoldhato fiiggvény. [

2.1.28. Allitas. Amennyiben eqy f : V. — Gy, tetszdleges fiigguény, és a hozzd tartozd
f < oo, akkor az aldbbiak dllapithatéak meqg f-rél:

f(s) =1, (2.10)
VoeV:|f(v)] <20V, (2.11)
u) < ¢ola) - f(v),
Va = (u,v) € A: f(u)™' - é(a)- f(v) ¢ T(a) = flu) < ¢la) f(_)l (2.12)
vagy f(v) < ¢la™) - f(u).

Bizonyitas. Mivel f(s) =1, igy f(s) = 1 kell, hogy legyen.

A D= (V, A) graf a feltétel miatt erésen dsszefliggd. Minden v € V' csticsra jeldl-
jiik t,-vel dist(s,v)-t, amely s és v tavolsagat jeloli a grafban. Ekkor ¢, szerinti indukcioval
beldthato, hogy Vv € V esetén |f(v)| < 20t,,.
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Ez at, = t, = 0 esetben trivialisan teljesiil, hiszen |f(s)| = |1| < 0. Tegyiik fel, hogy
minden olyan v cstcsra mar belattuk, amelyre ¢, = p — 1. Léssuk be, hogy egy olyan
v € V cstcsra is teljesiil, amelyre ¢, = p.

Legyen P egy p hosszi s — v 1t, ilyennek természetesen léteznie kell ¢, = p miatt.
Legyen a P 1t utolso éle e = (u,v) € E, ekkor megéllapithato, hogy t, = p — 1, igy ra az
indukci6 miatt mar teljesiil az allitas, azaz tudjuk, hogy |f(u)| < 20(p — 1).

Eszrevehet, hogy f részben-megoldhatoésaga miatt i := f(u) - ¢(a)- f(v) vagy benne
van I'(a)-ban vagy egyenls ¢(a)-val, tehat ezért y hossza legfeljebb o, igy:

[f)l=l¢(a)™" - fu) -yl <o) [+ 1f ()] + |yl < 1+20(p— 1) + 0 < 20p. (2.13)

Mivel f < f, igy tehat minden v € V csticsra |f(v)| < |f(v)| < 20|V] teljesiil.

Indirekt tegyiik fel, hogy létezik egy olyan a = (u,v) él, amelyre f(u)~'-¢(a)- f(v) ¢
['(a), azonban a konkluziok koziil egyik se teljesiil, azaz f(u) £ ¢(a) - f(v) és
F0) £ 6a) - flu)

Ekkor a lemma miatt megallapithato, hogy az f(u) utolséd betiije megegyezik az
f()™t-¢(a)™t- f(u) utolso betdjével, jeldljiik ezt [,-val. Hasonléan az f(v) utolso betifje
megegyezik az f(u)~!- ¢(a) - f(v) utols6 betijével, jeldljiik ezt l,-vel.

Mivel f < f igy egyértelmii, hogy mik azok az z, z € G}, szavak, melyekre f(u) = f(u)x
és f(v) = f(v)z teljesiil. Ekkor [} & z,1;1 £ z, {gy tehéat az f(u) - ¢(a) - f(v) részszava
azy = Flu)™ - o(a) - F(v)nek

y=a" ()" dla) - fv)z =27 (f(w)" - da) - f(v))z. (2.14)

Mivel ez a részszo6 nem lehet benne I'(a)-ban az indirekt feltevés miatt, ezért az rokle-
tes tulajdonsag miatt y se lehet benne. Viszont f részben-megengedettsége miatt ekkor
f(u) = f(v) = 1 teljesiil. Azonban igy f(u) = 1 miatt ellentmondashoz jutunk, hiszen
feltettiik, hogy f(u) % ¢(a) - f(v). Igy tehat a konkluziok koziil legalabb az egyik
teljesiil. [

Algoritmus f megtalalasara

Adott a [ KOHOMOLOGIA MEGOLDHATOSAGI PROBLEMA| egy példanya: D = (V, A) gyen-

gén Osszefiiggd iranyitott graf, s € V csucsa, ¢ : A — Gy, fiiggvény, és Va € A: T'(a) C G,
orokletes részhalmaz a [2.1.21] lemma egyszerisits feltételei mellett. Adott tovabba egy
tetszéleges f : V — Gy fiiggvény.

Ebben a szekciéban megmutatjuk, hogy f polinomialis idében meghatarozhato.
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2.1.29. Tétel. Az aldbbi algoritmus polinomidlis idében meghatdrozza f-et.

Algoritmus:

1. Abban az esetben, amelyben f = oo, nem teljesiilnek a [2.1.28 allitas konklazioi.
Igy tehat ellendrizziik le, hogy teljesiilnek-e a [2.1.28] allitasban szereplé allitasok.

Amennyiben valamelyik nem teljesiil, akkor az outputunk legyen f := oco.

2. Ellendrizziik le, hogy f egy részben-megengedett fliggvény-e. Amennyiben igen, ak-
kor az outputunk legyen f := f.

3. Keressiink egy olyan a = (u,v) élt, melyre f(u)™' - ¢(a) - f(v) & ['(a), tovabba az
flu) < ¢a) - f(v) ésaz f(v) < dlat) - fu) koziil csak az elss teljesiil.

Erre az élre irjuk fel ¢(a) - f(v)-t xy-ként gy, hogy y € I'(a) maximalis hosszisagu
legyen.

Az algoritmus ekkor értékelje ujra a fliggvényt az él kezdSpontjaban, f(u) := x.
4. GO TO 1.

Bizonyitas. Amennyiben eljutottunk a 3. 1épésig, akkor biztosan létezik olyan a = (u, v)
él, amelyre f(u)" - o(a) - f(v) € T(a), & az f(u) < d(a) - F(v) & az f(v) < Sa) - f(u)
koziil csak az elsé teljestil. Hiszen az 1. 1épésben kizartuk azokat (is), amelyekben van olyan
¢l, amelyre a koziil egyik se teljesiil. Mig a 2. lépésben meg azokat (is) kizartuk,
amelyekben minden élre mindkettd teljesiil, hiszen ekkor az lemma miatt részben-
megengedettek. Tovabba amennyiben létezik olyan a = (u,v) él, ahol f(u) < ¢(a) - f(v)
és f(v) < ¢(a™t) - f(u) koziil pontosan az egyik teljesiil, akkor a feltételbdl adodo
szimmetria miatt feltehetjiik, hogy ez az el6bbi.

Az alabbi allitds belatasaval pedig lathato, hogy az algoritmus altal megkapott f’
tényleg a keresett f lesz. Mivel |f(u)| minden iteraciéban né, igy a miatt minden
csticsban korlatos hosszig novelhetd a fiiggvény, igy polinomialisan sok (legfeljebb 20|V |?)

iteracié utan az algoritmus leall. [

2.1.30. Allitas. Az algoritmus minden iterdcidjdban |f(u)| novekszik, és kozben f nem

valtozik.

Bizonyitas. Feltehetjiik, hogy eljutottunk a 3. 1épésig, tehat f nem alapbol részben-

megengedett és f véges. Legyen a modositas elStti fiiggvény f, és az utani fiiggvény f'.

18



Tekintsiik az algoritmus altal megtalélt e = (u,v) € E élt. Tudjuk a végpontjairol,
hogy () < dla) - f(v) & F(0) £ o) f(u).

Tehat egyértelmuen létezik egy olyan z € Gk sz0, amelyre ¢(a) - f(v) = f(u)z(= zy).
De mivel z = f(u)™'-¢(a)- f(v) ¢ T'(a), mig y € T'(a), igy az érokletes tulajdonsag miatt
y a z-nek végszava, és ezért |z| > |y| kell, hogy legyen. Igy f(u) az z-nek kezddszava, azaz
|f(w)] < |z| = |f'(u)] kell, hogy teljesiiljon, igy tehéat |f(u)| minden iteracioban né. Az u
csucs kivételével egyik cstcsban sem valtozik a fiiggvény, ezért lathato, hogy f < f'.

Ahhoz, hogy belassuk, hogy f' = f, elegendé belatnunk, hogy f’ < f, hiszen f < f’.
Mivel az f(u)-n kiviil minden mas valtozatlan, ezért mar csak azt kell belatnunk, hogy
f(u) < Flu).

Indirekten tegyiik fel, hogy f'(u) = z £ f(u). Legyen [, az x = f'(u) sz6 utolsé betfje,
és lathato, hogy f(u)-val legalabb ebben a betiiben kiilonboznek. Mivel ¢(a) - f(v) = zy,
ezért 1,y végszava f(u) ' ¢(a) - f(v)-nek. Felhasznalva, hogy = £ f(u), megallapithatoak
az alabbiak:

0) £ o) f<u>,
z < ¢(a)- f(v), f(u) < fu) = d(a) - f(v) £ flu), (2.15)
< ¢la)- f(v) = ¢la)- f(v) £ f(u).
Ezekbdl a lemma miatt megallapithatoak az alabbiak:

e f(v) utolso bettje és f(u)~!- ¢(a) - f(v) utolsé betiije megegyezik,
o f(u)™'-¢(a)- f(v) utolsé bettije és ¢(a) - f(v) utolsé betiije megegyezik,
e ¢(a)- f(v) utolsé bettije és f(u)~! - ¢(a) - f(v) utolsod betiije megegyezik.

Tehat f(u)™- ¢(a) - f(v) utolsé bettije megegyezik f(v) utolsé betiijével, legyen ez [,.
Mivel f(v) < f(v) igy egyértelmiien létezik az a z € Gy s206, amelyre f(v) = f(v)z, és
lathato, hogy It £ z. Ekkor f(u)~!-¢(a)- f(v) kezddszava f(u)~'-¢(a)- f(v)-nek, hiszen:
flu)™"¢(a ) fo) = f(w)™" - ¢(a) - (f(v)2) = fu)™" - ¢(a) - f(v) - 2

“Hgla) - f(v) 2= (f(u)Th - dla) - f(v))2

Mivel f kohomologiailag megengedett, ezért f(u)~'-¢(a)- f(v) € I'(a), igy a kezddsza-

(2.16)

vanak a végszava is, azaz [,y € I'(a). Azonban ez ellentmond y maximalis valasztasanak.
Igy tehat f' = f kell, hogy legyen, azaz f az algoritmus az iteraciéi soran tényleg nem
valtozhat. [J
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Algoritmus a kohomolégia megoldhatésagi problémara

Adott a [KOHOMOLOGIA MEGOLDHATOSAGI PROBLEMA| egy esete: D = (V, A) gyengén

Osszefliggd iranyitott graf, s € V' csticsa, ¢ : A — G, fliiggvény, és Va € A : T'(a) C G,
orokletes részhalmaz a lemma egyszertsits feltételei mellett. Ebben a szekcioban
megmutatjuk, hogy egy f kohomologiailag megengedett fiiggvény polinomiélis idében

megtalalhato.

e Minden a = (u,v) élre legyen f, az a fliggvény, melyre f,(u) := ¢(a) és Yw €
V —A{u}: folw) = 1.

e Legyen S := {{a,a’} : amelyre f, V fu véges és részben-megengedett} az élparok
egy részhalmaza.
e Legyen S":= {{a,a™ '} : amelyre ¢(a) ¢ I'(a)} az élparok egy részhalmaza.
2.1.31. Tétel. Az aldbbi algoritmus polinomidlis iddben megtaldl eqy kohomoldgiailag
megengedett f fligguényt.
Algoritmus:

1. Nézziik meg, hogy létezik-e egy olyan X C A élhalmaz, amely minden S’-beli élpart
lefog (azaz egy a € A él esetén, amelyre ¢(a) ¢ T'(a), X az a és az a™' élek koziil
legalabb az egyiket tartalmazza), és barmely két X-beli él S-beli part alkot. Ha léte-
zik, akkor f:=\/ f. egy kohomologiailag megengedett fiiggvény. Ha nem létezik,

akkor a [KOHOMOLOGIA MEGOLDHATOSAGI PROBLEMANAK| nincs megoldasa.

Bizonyitas. A kovetkezd allitasban bebizonyitjuk, hogy egy ilyen X halmazt polinomiélis
idében meg tudunk talalni, amennyiben létezik. Az utana levs allitasban pedig bebizo-

nyitjuk, hogy akkor és csak akkor létezik ilyen X halmaz, ha létezik egy f kohomoldgiailag

megengedett fiiggvény a[KOHOMOLOGIA MEGOLDHATOSAGI PROBLEMARA| Tovabba azt

is belatjuk, hogy amennyiben létezik ilyen X halmaz, akkor az f := \/ .y f, fliggvény
tényleg kohomologiailag megengedett. [J

2.1.32. Allitas. Polinomidlis idében megtaldlhatd, hogy eqy ilyen X halmaz létezik-e vagy

sem. Amennyiben létezik, megtaldljuk eqy megolddsdt is.

Bizonyitas. Vezessiik vissza a feladatot a 2-SAT-ra, amelyrdl ismert, hogy polinomialis

idében megoldhat6. Az [Algoritmus f megtaldlasaral cimd szekcidoban leirt algoritmus se-

gitségével barmely a € A élre polinomialis idében meg tudjuk talalni f,-t, és uténa pedig
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béarmely élparra polinomialis id6ben, minden élre a feltételek teljestilésének ellenGrzésével
el tudjuk donteni, hogy benne van-e S-ben, illetve S’-ben.
Rendeljiink az Egs := {a|{a,a™'} € S’} halmaz minden eleméhez egy valtozot, minden

a € Eg esetén legyen ez a valtozo z,.

e Az egyik feltételiink, hogy az Osszes S’-beli part lefogjuk, ezért fel fogjuk irni azt,
hogy minden élpar nekik megfelel§ valtozoi koziil legalabb az egyiknek igaznak kell

lennie. Ezt minden {a;, a; '} € S'-beli élparra tgy tudjuk felirni, hogy: (24, V x,-1).

e A masik feltételiink, hogy az Gsszes X-beli élparnak S-belinek kell lennie, ezért fel
fogjuk irni azt, hogy egy nem S-beli élpar éleit ne lehessen egyszerre mindkettst
igaznak véalasztani. Ezt minden {a;,a;} ¢ S-beli élparra gy tudjuk felirni, hogy:
(v Toy).

Igy tehat /\{%a;l}es, (Ta, V Z4=1) Ao, 0;1¢5(Ta: V Ta;) & 2-SAT probléma egy specidlis

esete, amely polinomidlis id6ben megoldhato.

Amennyiben ennek létezik megoldasa, akkor létezik a keresett X halmaz, példaul
amelyben pontosan az igaznak vett valtozoknak megfelels éleket valasztjuk ki. Ez a feliras
miatt tényleg teljesiteni fogja a feltételeket.

Amennyiben létezik a keresett X halmaz, akkor létezik jo kielégités, példaul amelyben
pontosan azokat a valtozokat allitjuk igazra, amelyeknek megfelels élek az X halmazban

ki vannak valasztva, és ezek trividlisan kielégitik a felirast. [J

2.1.33. Allitas. Amennyiben létezik o keresett X, akkor f = Viex fa eqy kohomoldgi-
atlag megengedett fiigguény. Amennyiben nem létezik, akkor a [KOHOMOLOGIA MEGOLD-|

|[HATOSAGI PROBLEMANAK| nincs megolddsa.

Bizonyitas. Az elsg allitasnal két dolog kell, hogy teljesiiljon ahhoz, hogy f megengedett
legyen.

Az els6, hogy f véges és f(s) = 1 legyen, ez teljesiil, hiszen barmely két X-beli élre
fa V fu véges és részben-megengedett. Mivel f az Gsszes a € X-hez tartozo f, legkisebb
fels§ korlatja, ezért f, < f, minden cstcsra f(u) a leghosszabb f,(u) lesz.

A maésodik pedig, hogy minden a = (u,v) € A élre f(u)™' - ¢(a) - f(v) € T'(a). Ezt
indirekten bizonyitjuk, tehat tegyiik fel, hogy létezik egy olyan a = (u,v) € E él, amelyre
nem teljesiil. Ekkor f(u) = fu(u) és f(v) = for(v) valamilyen X-beli o/, a” élekre.

Ha a’ # a”, akkor fu V f,» részben-megengedett, igy:

fa’(u) = fa’(u) \% fa”(u) = fa’(v) \% f_a”(v) = fa”(v) =1 (217>
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Ha o' = a”, akkor pedig f, részben-megengedettsége miatt szintén:

fa’(u> = fa’(v> =1L (218)

Tehat az indirekt feltevésiink szerint ez azt jelenti, hogy ¢(a) ¢ T'(a), igy az a vagy a™*

X-beli kell, hogy legyen, hiszen {a,a"'} € S'. Legyen a lefedett ¢l az a, de a masik esetre

is hasonléan belathaté. Ekkor:

la) = falu) < fo(u) < fu) = fu(u) = 1. (2.19)

Ez pedig ellentmondashoz vezet, hiszen az {ires sz6 minden széonak a részszava.

A masodik allitashoz pedig lassuk be, hogy ha létezik kohomolbgiailag megengedett
fliggvény, akkor létezik egy fent definialt X. Ehhez lassuk be, hogy egy f megengedett
figgvényre az X := {a = (u,v)|¢(a) < f(u)} halmaz éppen ilyen.

Lassuk be, hogy minden S’-beli élpart lefog. Ehhez mutassuk meg, hogyha a ¢ X és
a ' ¢ X, akkor {a,a”'} ¢ S’. Tehat ¢(a) £ f(u) és p(a™t) £ f(v). Ekkor viszont ¢(a) a
részszava f(u)~! - ¢(a) - f(v)-nak:

f)™ - o(a) - f(v) = f(u) " é(a)f(v). (2.20)

Igy f megengedettsége miatt ¢(a) € I'(a) kell, hogy legyen, ekkor pedig {a,a™'} ¢ 5.
Lassuk be, hogy barmely kételemt részhalmaza X-nek S-beli. Ehhez mutassuk meg,
"

hogy Va' = (u/,v'),d" = (u",v") € X-re f' := fu V fur véges és részben-megengedett.
Megallapithatoak az aldbbiak X valasztésa miatt:

fa’(u/) = ¢(a/> < f(ul> = fa’ < f = .]Fa’ < f7

i (2.21)
fa“(u”) = ¢(@H) § f(u”) - fa” S f - fa” < f

Emiatt f' = fu V for < f, igy a fiiggvény véges és f'(s) = 1 is teljesiil.

Mér csak azt kell belatnunk, hogyha van egy a = (u,v) € A él, amelyre y := f/(u)~" -
p(a) - f'(v) ¢ T(a), akkor f'(u) = f'(v) = 1 teljesiil. Feltehetjiik, hogy f'(u) = fu(u)
és f'(v) = far(v), hiszen ha f'(v) = fu(v) (vagy szimmetrikusan f'(u) = fu(u)) lenne,
akkor az f, (vagy f.r) részben-megengedettsége miatt f'(u) = f'(v) = 1 teljesiilne.

L eset: /() < 6(a) - f/(v) és f/(v) < B(a)"" - F'(u)

A lemma miatt teljesiil a részben-megengedettség tulajdonsaga, hiszen vagy
f'w)™ - oa) - f'(v) = 1 € T'(a) vagy pedig f'(u) = f'(v) = 1.
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2. eset: f'(u) £ ¢(a ) és f'(v) £ ¢(a (u)

A2 m 5| lemma miatt y~! = f'(v)~! gb( )7t f’( ) utolsd bettje megegyezik f'(u)
utolsé bettdjével, legyen ez I,,. Igy y elsé bettje It

Hasonloan y = f'(u)~! - ¢(a) - f'(v) utolsé bettije megegyezik f'(v) utols6 betijével,
legyen ez [,,. Igy y utolso betiije 1,,.

Mivel f" < f, igy egyértelmii, hogy mik azok az z,z € G}, szavak, amelyekre f(u) =
f'(w)z és f(v) = f'(v)z teljesil. Ekkor I;! & @, és ;1 £ z, igy:

f) ™ gla) - fv) = f'(u)™" - oa) - f(v)z =27 (f'(w) " dla) - f(v)z (2.22)

Tehat y részszava f(u)™! - ¢(a) - f(v) € T'(a)-nak, igy az orokletes tulajdonsiag miatt
y € ['(a) kéne, hogy legyen, de ez ellentmond az a él valasztasanak.

B.eset: f'(u) < ¢(a) - f'(v) és f'(v) £ ¢(a)™" - f'(u) vagy pedig f'(u) £ ¢(a
f'(v) < é(a)™t - f'(u)

Vizsgaljuk az el6bbi esetet, az utobbi hasonldéan bizonyithato.

Ekkor valamilyen 3/ € Gy széra ¢(a) - f'(v) = f'(u)y’ teljesiil, és mivel fon(u) < f'(u),
ezért ' végszava lesz for(u)™t - ¢(a) - for(v)-nek:

far(u)™" - 6(a) - far (v) = far (W)™ - d(a) - f'(v) = far(w) ™" - f'(w)y/ (2.23)

Mivel v/ = y ¢ I'(a), ezért for(u)™'- ¢(a) - for(v) ¢ T'(a) kell, hogy legyen, viszont
igy f.r részben-megengedettsége miatt for(u) = fur(v) = 1. A feltételezés szerint tehét
For(w) = P/(0) = 1. Mivel f'(u) < 6(a), y' & T(a) & o(a)] < 1, 2y f(u) = 1 kell, hogy
legyen, igy f’ tényleg részben-megengedett. Amennyiben f'(u) = ¢(a) lenne, f'(u)~! -
é(a) - f'(v) =1 € I'(a) lenne, amely ellentmondana az a ¢l valasztasanak. [

tétel bizonyitasa. Az|Algoritmus f megtalalasaral cimi szekcioban leirt poli-

nomialis algoritmus felhasznalasaval az [Algoritmus a kohomologia megoldhatosagi prob-|

cimd szekcidban leirt szintén polinomidlis algoritmus segitségével vagy taldlunk
egy f fliggvényt, amely kohomologiailag megengedett, vagy pedig nem is létezik ilyen
fiiggvény. Igy polinomialis idében megoldottuk az ekvivalens feladatot, ezaltal az eredeti

feladatot is.

2.1.3. S-homolégia és folyamok

Adott alk-IRANYITOTT SIKGRAFOKON ERTELMEZETT CSUCSDISZJUNKT UT PROBLEMA-]
egy D = (V, A) iranyitott sikgraf és az elére kijelolt k darab (sq,t1),...,(sg, tx) € V

terminalpar.
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Feltehetjiik, hogy a graf gyengén Gsszefiiggs, tovabba azt is, hogy a terminalokra pon-
tosan egy él illeszkedik. Amennyiben tobb él illeszkedne egy terminélcstucsra, akkor egy
1j cstcs hozzavételével egy 1j terminélesicsot definidlnank. Példaul, ha egy tetszéleges
i-re vagy j -re, s;-re vagy t;-re t6bb él illeszkedne, akkor hozzdadnank egy 1j s} vagy ¢
csucsot, és egy 1j (s, s;) vagy (4;,t}) élt.

Tovabba rogzitsiik a graf egy tetszéleges sikbarajzolasat a sikon, és a lapok halmazat

jeloljik F-el, és a nem korlatos (kiils6) lap pedig legyen S.

2.1.34. Definicio. (S-homologia) Legyen D = (V, A) egy gyengén dsszefiiggd iranyitott
stkgraf, amelynek eqy adott sikbarajzoldsaban S € F a kiilsd lap. Ekkor a ¢, : A — Gy
fiigguényeket S-homoldgnak nevezziik, ha létezik eqy olyan f @ F — Gy fiigguény, melyre

az aldbbiak teljestilnek:

f(8) =1,

(2.24)
Vae A: f(B) - d(a) - [(F)) = b(a).

A fentiekben Fy, és F} jeloli az €l irdnydnak megfeleld bal- és jobb oldali lapokat.

Az S-homologia és s-kohomologia kapcsolata a graf dualisaval konnyen leirhato. Egy
D = (V, A) iranyitott sikgraf dualisa egy D* = (F, A*) irdnyitott sikgraf, amely egy olyan
graf, melynek F csiicshalmaza a D graf lapjainak, mig az A* élei a D graf éleinek felelnek
meg Ggy, hogy a D*-ban az (F}, Fj) él a D-ben egy olyan élnek felel meg, melynek a bal
oldali lapja az Fj, a jobb oldali lapja pedig F}.

Legyen ¢ a D = (V, A) graf élein értelmezett fiiggvény, ekkor a D* = (F, A*) dua-
lisgrafnak élein értelmezhets a ¢* fiiggvény ugy, hogy minden élre ¢*(a*) := ¢(a). Egysze-
riien lathato, hogy ha ¢ S-homolog egy 1-hez, akkor a duélisan ¢* s-kohomolog 1p*-hoz.

Legyen P = (Py,. .., P;) alk-IRANYITOTT SIKGRAFOKON ERTELMEZETT CSUCSDISZ-|

[JUNKT UT PROBLEMA| egy megoldésa, ekkor ehhez egyértelmien hozzérendelhetd egy

op : A — Gy, fuggvény, ugy, hogy Vi = {1,...,k} esetén ¢p(a) := g;, ha az a élen keresz-
tiilhalad a P; ut, amennyiben pedig egyik ut se megy azon az élen, akkor ¢p(a) := 1. Mivel

az utak cstucsdiszjunktak, igy éldiszjunktak is, tehét a hozzarendelés tényleg egyértelm.

2.1.35. Definici6. (Folyam) Legyen D = (V, A) egy irdnyitott grdaf, (si,t1), ..., (sk, )
termindlpdrok. Egy ¢ : A — Gy figgvényt folyamnak neveziink, hogyha teljesiilnek rd a
kovetkezdek. Amennyiben eqy a € A €l szomszédos az s; € V, vagy az t; € V termi-

ndlponttal, valamely i € {1,... k} esetén, akkor ¢(a) = g;. Tovdbbd, hogyha minden
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v eV —{s1,t1,82,ta, ..., 8k, tx} cstcsra teljesil a folyammegmaraddsi feltétel, azaz:

Blar) - 6az) - ... dlan)™ = 1. (2.25)

A fentiekben aq,ao,. .., a, azon élek halmaza, amelyeknek valamelyik végpontja a v csics.
A sorrendjiik pedig eqy tetszdleges kitndulopontbol oramutato jdrdsdval megeqyezd felsoro-

las, ahol €; = —1, hogyha a; egy bemend €l v-be, kiilonben pedig €; = 1.

Egyszertien meggondolhatd, hogy nem szamit, hogy mely kiindul6pontbdl indulva irjuk

fel a kifejezést, vagy barhonnan 1 lesz, vagy sehonnan kezdve se.

1. abra: egy grafbol kivagott részlet

Példaul, hogyha az 1. abran lathato grafon értelmezett ¢ egy folyam, akkor a folyam-
megmaradési feltételnek az abran lathato v csicsra is teljesiilni kell, igy tehat fennall az
alabbi egyenlGség:

$lar) ™" - ¢laz) - ¢las) ™" - ¢las) = 1.

2.1.36. Megjegyzés. Hogyha a [k-IRANYITOTT SIKGRAFOKON ERTELMEZETT CSUCS-|

IDISZJUNKT UT PROBLEMANAK|P = (Py, ..., P.) egy megolddsa, akkor a hozzdrendelt ¢p

eqy folyam.

Ez egyszertien meggondolhato, hiszen az utak cstucsdiszjunktak, igy minden csicson
legfeljebb egy ut halad keresztiil, és igy amely at egy cstcsot érint, azt pontosan egy
bemend és pontosan egy kimend élen érinti, és annak a csticsnak minden mas éle pedig 1

lesz.

2.1.37. Megjegyzés. Hogyha ¢ eqy folyam, akkor a hozzd S-homoldg v is eqy folyam.

Ezt az egyszertiség kedvéért csak az 1. abran lathatd v cstics esetén szemléltetjiik, de

természetesen mas esetekben is ehhez hasonloan teljesiil. Megallapithatéak az alabbiak:
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e ¢ egy folyam, igy ¢(a1)™" - ¢(az) - P(as)™" - dlas) = 1.

e ¢ és 1 S-homologak, igy 1étezik egy olyan f fliggvény, hogy:

U(ar) = f(Fo) ™' - ¢lar) - f(F) = b(ar) ™ = f(F1) 71 glan) ™" - f(Fh),
P(as) = f(F2)~" - ¢las) - f(F3),
U(az) = [(Fa) " - ¢laz) - [(Fs) — b(az)™ = f(F3) ™' ¢laz)~" - f(Fu),
Plas) = f(F)™ - ¢laa) - f(FY).

Ezek segitségével pedig megallapithato, hogy a 1 egy folyam, hiszen ahogy a v csiicsra,
gy hasonléan belathaté minden més nem-terminal cstcsra is, hogy a folyammegmaradasi

feltétel tényleg teljestil:
P(a)™ - plaz) - ¥(as) ™" - las) = FE) T - dlar) ™" - dlaz) - ¢(az) ™" - dlaa) - f(F1) =
= f(F)™ -1 f(F) = 1.
2.1.38. Allitas. Adott eqy D = (V, A) irdnyitott graf, a D grdfon értelmezett ¢ : A — Gy

folyam, tovibbd a D graf csicsai kézil a kijelolt (si,t1),. .., (s, ty) termindlpdrok. Léte-

zik egy polinomidlis algoritmus, amely megad a |k-IRANYITOTT SIKGRAFOKON ERTEL-|

IMEZETT CSUCSDISZJUNKT UT PROBLEMARA| eqy P = (Py,..., Py) megolddst, amely-

re Yp nem feltétlenil S-homoldg ¢-hez, vagy pedig megdllapitja, hogy nem létezik olyan
P =(P,...,P) megoldds, amelyre 1bp S-homoldg lenne ¢-hez.

Bizonyitas. Legyen D* = (F, A*) a graf duélisa, és ¢* : A* — Gj fiiggvény, amely
minden a* € A* esetén ¥*(a*) := 1(a), ahol a € A az a*-nak megfelels é1 D-ben. Hozzunk
letre egy DT = (F, A™) kiterjesztett dudlis grafot (amely mar nem feltétlentil sikgraf),
extra élek hozzaadasaval.

Legyen F' és F’ olyan csucsok D*-ban, amelyek egy kozos lapon helyezkednek el és
legyen P egy iranyitatlan ut ' és F’' kozott, amely végig a lapot hatarolo éleken halad.
Ekkor adjuk hozza az a} = (F, F') élt.

Tehat minden F' és F' kozott mend P uthoz hozzédadunk plusz két élt. A ¢ folyamfiigg-
vény kiterjesztése miatt vilagossa fog valni, hogy miért kétszer fogjuk hozzaadni. Mivel
minden egy lapon 1évs I és F” esetén négy élt adunk hozza, az igy kapott DT graf tovabbra
is polinomialis méretd marad.

Legyen ¢t : AT — G}, fiigevény a ¢* fliggvény kiterjesztése DT -ra:
6 (a") = ¢ (a"),
)=o) )
9" (ap) == ¢"(a1)" - ... - &7 (a;)".
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A fentiekben P az aj, ..., a; éleken halad keresztiil, és ¢; = 1, ha az él iranyaval megegyezd
iranyban halad, ¢, = —1, ha az éllel ellentétes iranyban halad az F-b6l F'-be mend P 1ut.
Emiatt fogunk kétszer bevenni minden utat, egyszer F-bdl, egyszer pedig F’-bél indulva.

Tovabba legyen I a DT grafon értelmezett fliggvény, amely orokletes részhalmazokat
rendel a graf éleihez. Legyen minden a* € A* esetén I'(a*) := {1,¢1,...,9x} és minden

fent definialt P 1t esetén T'(ab) == {1,91,97" -, gk, g5 ' }-

Ekkor az igy kapott [KOHOMOLOGIA MEGOLDHATOSAGI PROBLEMA| a [2.1.19| tétel

szerint polinomiélis id6ben megoldhato.
Igy amennyiben létezik, talalhatunk egy 1+ : A* — G}, fiiggvényt, amely s-kohomolég
¢*-hoz D*-ban, igy minden at € AT élre ¢ (a™) € T'(a™) teljesiil. Kénnyen lathato, hogy

1T -ra teljesiil az alabbi tulajdonsag, amely a ¢'-ra is:
VT (ap) = ¥ (al) " (ag)" (2.27)

Meggondolhato, hogy ¢* := ¢+
(D-beli) v fiiggvény S-homolég ¢-hez D-ben. Igy a korabbi megallapitdasunk miatt ) is

A~ s-kohomolog ¢*-hoz D*-ban, igy a ¢ *-hoz tartozo

egy folyam.

Tehéat amennyiben v 1étezik, akkor P; legyen egy tetszGleges iranyitott ut D-ben, amely
csak olyan éleken halad keresztiil, melyekre teljesiil, hogy 1(a) = g;. Mivel ¢ folyam, ilyen
utnak léteznie kell, hiszen a terminédlokra pontosan egy él illeszkedik, és azokra az élekre
¢(a) = g; miatt ¥ (a) = g; kell, hogy legyen. Tovabba a folyamtulajdonsag és a I" valasztésa
miatt 1-ben legfeljebb egy hosszti G-beli szavak vannak, igy minden csucsra, amelybe
megy bemend élen g;, annak kell, hogy egy kimend élén is g; legyen pontosan, és ilyen

élnek 1éteznie kell az el6z8 észrevétel miatt.

Belathato, hogy az igy kapott P = (P, ..., P;) valoban megoldasa a [k-IRANYITOTT]
ISIKGRAFOKON ERTELMEZETT CSUCSDISZJUNKT UT PROBLEMANAK]|
Indirekt tegyiik fel, hogy a D-beli P, ..., P, utak nem csicsdiszjunktak, azaz létezik

egy olyan v € V cstcs, amelyre illeszkedik x € P és y € P; két kiilonboz6 atbeli él. Ez
D*-ban azt jelentené, hogy a v-nek megfelels lapon van az z* és az y* él is, amelyek az
z-nek és az y-nak megfelel§ élek D*-ban, tovabba, hogy ¥ (z*) = ¢;, YT (y*) = g¢; ugy,
hogy i # j.

Ekkor megvalaszthaté D-ben x és y gy, hogy D*-ban a v-nek megfelelé lapon mend
utak koziil az x* és y* kozott mens P« ,~ Gt minimalis élszamu legyen, azon utak koziil,

melyekre " () = g;, ¥ (y*) = gj, és D-ban ennek felel meg az ap,. . él. Ekkor

viszont [¢*(ap,. .)| > 2, hiszen ¥ (ap,. .) tartalmazza gt és g;—L-t is, és egyiket se lehet
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kiejteni, hiszen P« ,+ a legrovidebb ilyen ttnak lett megvélasztva. Ezzel igy ellenmondésra
jutottunk, hiszen ¥*(ap,,) ¢ I'(ap,, ).

Amennyiben ¢ nem létezik, nem is létezhet olyan P = (Py,..., P;) megoldasa a
[RANYITOTT SIKGRAFOKON ERTELMEZETT CSUCSDISZJUNKT UT PROBLEMANAK] amely

re ©»p S-homolog ¢-hez, hiszen kéonnyen lathato, hogy akkor a ¥ := (¢»p)T megoldas lett

volna. [

2.1.39. Definicio. (Két at keresztezése) A P és () it keresztezi eqymdst, amennyiben
eqy v csucsban valamelyik iranyban haladva py, qq, p2, qe sorrendben jonnek az élek gy,

hogy P-nek a p1 és py €le, mig Q-nak a q1 €s qo €le szomszédos v-vel.

®
N

& Q“*

&
&

Ny &

2. dbra: keresztez$ és nem-keresztez6 atpar egy-egy részlete

Egy onmagat keresztezd ut alatt egy olyan utat értiink, amelyben egy v cstcsban
valamelyik iranyban haladva p;, p;, pi+1, pj+1 sorrendben jonnek az élek gy, hogy 7 # j.
Egy nem-keresztez6 utpar alatt olyan utakat értiink, amelyeknek lehet kozos csi-
csuk, azonban nem keresztezhetik egymaést az el6bb definialt médon. Az 6nmagat nem-

keresztezd at hasonloképp értendd.

2.1.40. Allitas. Adott eqy D = (V,A) irdnyitott grdaf és k darab eldre megadott ter-

mindlpdr. Létezik egy polinomidlis algoritmus, amely bdrmilyen fix k-ra megtaldl eqy & =

(¢1,...,0n) folyamhalmazt gy, hogy teljesiljon ra, hogy alk-IRANYITOTT SIKGRAFOKON|

|[ERTELMEZETT CSUCSDISZJUNKT UT PROBLEMA| barmely P = (P, ..., Py) megolddsdra,

Yp legaldbb az eqyik ®-beli folyamhoz S-homoldg legyen.

Bizonyitas. Tekintsiik azokat a P = (P, ..., Py) D-beli athalmazokat, amelyekben min-
den i-re P; egy iranyitatlan, 6nmagéat nem-keresztezd 0t és barmely két at éldiszjunkt és
nem-keresztezGek. Az ilyen P uthalmazokra keresztezésmentes tthalmazként fogunk hi-

vatkozni.
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A keresztezésmentes P uthalmazokra definialjuk ¢p-t gy, hogy minden i esetén
Yp(a) := g;, amennyiben a P; Ut az a élen iranyitassal megegyez6 iranyban halad ke-
resztill, és ¥p(a) = g; ! ha az él iranyaval ellentétes iranyban halad keresztiil. Tovabbra
is, amennyiben egyik 1t se hasznalja, akkor ¢¥p(a) := 1.

Be fogjuk latni, hogy minden keresztezésmentes uthalmazra tudunk talélni ¢y, ..., ¢y
folyamokat, ugy, hogy ¥p legalabb az egyik folyamhoz S-homolég legyen. Ez persze ers-
sebb, mint az allitasunk, hiszen a cstcsdiszjunkt eseteken kiviil az nem-keresztezé utakat
is figyelmebe vessziik.

Létrehozunk egy D’ redukalt grafot, amelyre a megtalalt & = (¢}, ..., ¢y,) folyam-
halmazbol valojaban tudunk csindlni az eredeti grafnak is egy feladatnak megfelels fo-
lyamhalmazt. Ezt a D’ grafot élosszehuzassokkal fogjuk megkapni.

Megmutatjuk tehat, hogyha D’-re igaz az allitas, akkor D-re is. Ezt csticsszam szerinti
indukcioval fogjuk belatni, azonban a kezdélépést a bizonyitas végére hagyjuk.

Huzzunk 6ssze egy olyan o' = (u,v), u # v élt, amely nem szomszédos egyik termi-
nalcsuccsal sem, és az igy kapott grafunk legyen D’. Lathato, hogy D’ cstucsainak szama,
pontosan egyel kevesebb, mint D cstcsainak szdma, és igy az indukcios 1épés miatt 1étezik
egy ' = (¢),..., ¢ ) folyamhalmaz, amely a D’ grafra kielégiti a feladatot. Ekkor az
alabbiak megallapithatoak:

e Minden j € [1,...,N']-re egyértelmien létezik egy ¢; folyam D-ben gy, hogy
minden a # a’ élre ¢;(a) = ¢}(a). A folyamfeltétel miatt egyértelmifen kiszdmolhato
¢j(a’) is. Legyen ® = (¢1,...,¢n7).

e Ha P = (P,..., P;) egy keresztezésmentes uthalmaz D-ben, akkor az 6sszehtzott
D' gratban is P’ = (P}, ..., P|) egy keresztezésmentes uthalmaz lesz, ahol minden ¢

esetén a P! ut a P; ut éleinek megfelel6 D’-beli élekbsl all.

3. dbra: egy él 0sszehizésaval tovabbra is egy 6nmagéit nem-keresztezd utat kapunk. Tovabbé
minden folyamra egyértelmt, hogy ¢;(a’)-t minek kell megvalasztani ahhoz, hogy az eredeti

grafban is folyam legyen.
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Mivel minden P’ ithalmazra létezik j, hogy ¢ S-homolog ¥p-hez, igy kénnyd meg-
gondolni, hogy az eredeti P tthalmazra is a ¢)-b6l megkapott ¢; S-homolog lesz ¢p-hez.
Tehat ha az 6sszehuzasok altal kapott D’ grafban vannak megfelels folyamok, akkor D-ben
is.

Az indukci6é kezddlépése az az eset, amelyben legfeljebb egy nemterminal csiics van a
redukalt grafban. A célunk pedig az lesz, hogy valahogyan fel tudjuk sorolni a keresett
folyamokat, vagyis az Osszes S-homologiailag kiilonbozé P keresztezésmentes tithalmaz
megoldéashoz tartozo yp-ket.

Ehhez tehéat vegyiik a legkisebbre 0sszehtzott grafot, amelyben a terminalcsticsokon
kiviil mar csak egyetlen v csticsunk van. Ebben a grafban mar csak olyan élek vannak,
amelyek vagy valamelyik termindlcsicesal szomszédosak vagy pedig hurokélek. Mivel ira-
nyitatlan utakat néziink, ezért feltehetjiik, hogy a hurokélek mind éramutatod jaraséaval
megegyezGen vannak irdnyitva.

Jeloljiik Xj-el egy [ hurok altal kozbezart teriileten levs csuicsok halmazat. Az [ és [/
hurokéleket parhuzamosnak nevezziik, hogyha X; = X;;. A parhuzamos osztalyok szamara
trivialis felsébecslés 22F.

Minden P keresztezésmentes uthalmazra létezik egy néla "egyszertibb" P’ uthalmaz,

amelyre ¢p S-homoldg 1p-hoz és az alabbiak teljestilnek P’ utjaira:
e nem tartalmaz olyan [ hurokélt, amelyre X; = (),
e nem tartalmaz olyan [;l; ' vagy I, 'l; részutat, amelyre X;, = X, .

Ezeket az egyszertiség kedvéért csak az alabbi abran szemléltetjiik, de természetesen mas

esetekben is ehhez hasonléan belathato:

()
©

F3

()

R egyszerisités
2 \

£y
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4. abra: A bal oldali 4bran lathato P uthalmaz, amelybdl az egyszeriisités utan a jobb oldali
abran lathaté P’ uthalmazt kapjuk. A szaggatott éleken az utak az irdnyitassal ellentétes

irAnyban haladnak keresztiil.

A 4.abra bal oldalan a zold, piros és kék éleken 1p rendre gq, gs és g3, a szaggatott
éleken meg a megfelels szavak inverze, mig a jobb oldalén a zold, piros, kék és fekete éleken
Yp rendre g1, go, g3 és 1. Belathato, hogy vp és ¥p tényleg S-homoldgak egyméshoz.
Megmutatjuk, hogy létezik egy f megfelel§ megengedett fiiggvény.

A kék szaggatott hurokélre felirhato, hogy f=(S) - g5 - f(F1) = 1. Ez teljesiil, ha
f(F1) = g3, hiszen f(S) = 1 kell, hogy legyen. Hasonloan a zdld szaggatott és sima
hurokélre is felirhato, hogy f~1(S) - g1 - f(Fs) = 1 és f~Y(F3) - g7 - f(Fy) = 1, csak a z6ld
élre is teljesiilnie kell a feltételeknek, azaz f~1(Fy) - g1 - f(Fy) = g1. Ezek pedig f(F,) =1
és f(F3) = g; ! esetén teljesiilnek is.

Igy mostmar a keresztezésmentes P tithalmazok megoldaskeresését lesziikithetjiik olyan
uthalmazokra, amelyekre teljesiilnek a fentiek is.

Egy tetszéleges keresztezésmentes P tthalmazra és B,C' C {a,a"'|a € A} élhalmazra
jeloljik zp(B, C)-vel a be részutak eléfordulasat P-ben, ahol b € B és ¢ € C. Természe-
tesen xp (B, C) legfeljebb |A|.

Egy P keresztezésmentes uthalmaz utjait S-homologiailag egyértelmiien meghatéaroz-

zék az xp(B,C) szamok, amennyiben B és C' végigmegy az alabbi halmazokon:
e L, L' (ahol L egy parhuzamos osztaly),
o (s;,v), (v,t;), (ahol i =1,... k).

Mivel legfeljebb 2(k + 22%) ilyen halmaz van, ezért egy fix k-ra végig tudunk iteralni
az Osszes lehetGségen, ezaltal megtaldlhatoak az Gsszes S-homologiailag kiillonb6zs P ke-
resztezésmentes tithalmaz megoldasok, és igy a hozzajuk tartozo ¥p-k, amelyek a keresett
' = (¢),..., ¢\ ) folyamrendszert alkotjak a redukalt grafban. O

2.1.41. Tétel. A [E-IRANYITOTT SIKGRAFOKON ERTELMEZETT CSUCSDISZJUNKT UT
minden fix k-ra polinomidlis idében megoldhato.

Bizonyitas. A[2.1.40|4llitas miatt polinomialis id6ben meg tudjuk talalnia ® = (¢1,..., ¢N)
folyamokat, hogy a [k-IRANYITOTT SIKGRAFOKON ERTELMEZETT CSUCSDISZJUNKT UT|
minden P = (Py, Ps, ..., P;) megoldasa legalabb az egyikhez S-homolog le-
gyen.
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Majd a [2.1.38| allitas miatt, ha valamelyik j € {1,..., N} esetén ¢;-re talaltunk egy
P = (Py,..., P.) megoldast, akkor kész vagyunk, ha pedig egyikre sem, akkor megélla-
pithato, hogy a feladat nem oldhaté meg. [

2.1.42. Kovetkezmény. A [k-IRANYITOTT SIKGRAFOKON ERTELMEZETT CSUCSDISZ-|

[JUNKT UT PROBLEMA| maodositott vdltozata is megoldhato, amelyben még az is a feltételek

kozott szerepel, hogy minden i esetén P; csak eqy eldre megadott A; C A élhalmaz éleit
haszndlhatja. Ehhez egyediil a[2.1.3§ dllitdasban leirt algoritmust kell mddositani gy, hogy
minden a* € A* élre, amely az a € A élnek megfeleld él D*-ban, I'(a*) legyen az iires sz

és azon g;-k halmaza, amelyre a € A;.

2.1.43. Megjegyzés. Irdnyitatlan grdafokon mind csics-, mind éldiszjunkt esetben dlta-
ldnos grdfra is létezik algoritmus, amely polinomidlis iddben megoldja a k-diszjunkt ut
problémdt. Azonban dltalanos irdnyitott grifokon a k-DISZJUNKT UT PROBLEMA NP-

nehéz [A], [4l].

2.1.44. Megjegyzés. Az éldiszjunkt eset irdnyitott aciklikus sikgrdfokon sokdig nyitott
problémdnak szamitott, azonban nemrég bebizonyitottik, hogy W/[1]-nehéz [2].
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3. fejezet

A DISZJUNKT LEGROVIDEBB UT
PROBLEMA

3.1. Cstcsdiszjunkt eset iranyitott sikgrafokon

A k-IRANYITOTT SIKGRAFOKON ERTELMEZETT CSUCSDISZJUNKT LEGROVIDEBB UT
PROBLEMABAN adott egy D = (V,A) iranyitott sikgraf, ¢ : A — Ry éleken értel-
mezett kapacitasfiiggvény és k darab elére kijelolt terminalpar, amelyeket tovabbra is
(s1,t1), ..., (Sk, tx)-val jelolink. A probléma az, hogy taladlhato-e egy P = (Py,..., P)
paronként cstucsdiszjunkt utakbol all6 ithalmaz gy, hogy minden ¢-re P; egy iranyitott
legrévidebb 1t legyen s;-bél t;-be.

Az alabbi alfejezetben megmutatjuk, hogy a k-IRANYITOTT SIKGRAFOKON ERTELME-
ZETT CSUCSDISZJUNKT LEGROVIDEBB UT PROBLEMA polinomialis id6ben megoldhato.
Az alabbiakban leirt bizonyitds Bérczi és Kobayashi eredménye, amelyet a The Directed

Disjoint Shortest Paths Problem [I] cimii cikk alapjan kovettem.

3.1.1. Tétel. A |k-IRANYITOTT SIKGRAFOKON ERTELMEZETT CSUCSDISZJUNKT LEG-]

|IROVIDEBB UT PROBLEMA| nemnegativ élsilyozds mellett minden fix k-ra polinomidlis idd-

ben megoldhato.

Bizonyitas. Adott a D = (V, A) iranyitott sikgraf és k darab elére kijelolt terminal-
par. Minden ¢ € {1,...,k}-ra legyen A; C A azon élek halmaza, amelyek szerepelnek
valamelyik s;-bdl t;-be vezets legrovidebb ttban.

Ezeket az A; élhalmazokat polinomialis idében ki tudjuk szamolni a Dijkstra algo-

ritmus segitségével: minden ¢-re futtassuk s;-bél az algoritmust, hogy minden v € V
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cstcsra megkapjuk a d;(v) := dist.(s;,v) a v csics ¢ kapacitas szerinti tavolsagat s;-
t6l. Majd legyen A, := {a = (u,v) : a € A/d;(v) = d;i(u) + ¢(a)} C A tovabba
A; :={a = (u,v) : a € AL, gy, hogy A. tartalmaz egy v-bdl t;-be mend utat} C Al.

Egyszertien meggondolhato, hogy egy P; ut akkor és csak akkor legrovidebb tt, hogyha
minden éle az A; élhalmaz egy eleme.

A problémat ezért vissza tudjuk vezetni egy masik problémara, amelyben mar nincs
sziikség a kapacitasfiiggvényre és csak diszjunkt utakat szeretnénk megtalélni: adott egy
D = (V,A) iranyitott sikgraf, minden i esetén A; C A élhalmazok és k darab kijelolt
terminalpar, amelyben a feladat, hogy talaljunk egy P = (Py, Ps, ..., Py) cstucsdiszjunkt
utakbol allo dthalmazt tgy, hogy minden i-re P; egy iranyitott it legyen s;-bél t;-be, to-
vabba A(P;) C A;. Ez pedig akévetkezmény miatt polinomiélis id6ben megoldhato.
O

3.1.2. Kévetkezmény. A k-IRANYITATLAN SIKGRAFOKON ERTELMEZETT CSUCSDISZ-
JUNKT LEGROVIDEBB UT PROBLEMA nemnegativ €lsulyozds mellett minden fix k esetén

szintén polinomidlis 1ddben megoldhato.

Bizonyitas. Adott egy G = (V, E) iranyitatlan sikgraf. Futtassuk az el6z8 algoritmust
a D' = (V,A") modositott grafra, amelyben G minden e = uv élét helyettesitsiik egy
ae, = (u,v) és egy a, = (v,u) irdanyitott éllel, a kapacitasok pedig minden e € E esetén
belSle képzett ae,,a., € A" élekre c(a.,) = c(ae,) = c(e) legyenek. A csicsdiszjunktsag
miatt pedig nem lehet, hogy egy a., = (u,v) és egy a., = (v, u) élt egyszerre tartalmazzon
a D'-re kapott P’ = (P}, ..., P|) megoldas, igy tehat az ennek megfelels P = (P, ..., Py)

valoban egy csticsdiszjunkt (és éldiszjunkt) megoldas lesz D-ben. [

3.2. Eldiszjunkt eset iranyitatlan sikgrafokon

A k-IRANYITATLAN SIKGRAFOKON ERTELMEZETT ELDISZJUNKT LEGROVIDEBB UT PROB-
LEMABAN adott egy G = (V, E) irdnyitott sikgraf, ¢ : E — R éleken értelmezett kapaci-
tasfiiggvény és k darab eldre kijelolt terminalpar, amelyeket tovabbra is (s1,¢1), . . ., (S, tk)-
val jeloliink. A probléma az, hogy talalhato-e egy P = (P, ..., P;) paronként éldiszjunkt
utakbol all6 tthalmaz gy, hogy minden i-re P; egy irdnyitatlan legrévidebb 1t legyen s;

Az alabbi alfejezetben megmutatjuk, hogy a[k-TRANYITATLAN STKGRAFOKON ERTEL-|

IMEZETT ELDISZJUNKT LEGROVIDEBB UT PROBLEMA| polinomiélis id6ben megoldhaté.
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Az aldbbiakban leirt bizonyitas Bérczi és Kobayashi eredménye, amelyet a The Directed

Disjoint Shortest Paths Problem [I] cimii cikk alapjan kovettem.

Idézziik fel, hogy a P és () Ut keresztezi egymést, amennyiben egy v csiicsban valami-
lyen iranyba haladva pi, g1, p2, g2 sorrendben jonnek az élek tgy, hogy P-nek a p; és p, éle,
mig (Q-nak a q; és ¢y éle szomszédos v-vel. Ehhez hasonldéan a P és () nem-keresztezd utpar
alatt olyan utakat értiink, amelyeknek lehet k6zos csticsuk, azonban nem keresztezhetik

egymast az el6bb felidézett modon.

3.2.1. Definicié. A k-IRANYITATLAN SIKGRAFOKON ERTELMEZETT ELDISZJUNKT, NEM-
KERESZTEZO LEGROVIDEBB UT PROBLEMABAN adott eqy G = (V, E) irdnyitott sikgrdf,
c: E — Ry éleken értelmezett kapacitdsfiggvény és k darab eldre kijelolt termindlpdr,
amelyeket tovabbra is (s1,t1), ..., (sk, ty)-val jelolink. A probléma az, hogy taldlhato-e egy
P = (P,...,P) paronként éldiszjunkt és nem-keresztezd utakbdl dllo dthalmaz 1igy, hogy

manden i-re P; eqy iranyitatlan legrovidebb it legyen s; és t; kozott.

3.2.2. Allitas. A|k-IRANYITATLAN SIKGRAFOKON ERTELMEZETT ELDISZJUNKT, NEM-|

|KERESZTEZO LEGROVIDEBB UT PROBLEMA| nemnegativ élsilyozds mellett minden fiz

k-ra polinomaidlis iddben megoldhato.

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy elég a modositott problémat vizsgalni, amelyben a meg-
adott grafban a terminalokra pontosan egy él illeszkedik.

Ehhez jeloljiik ki minden ¢-re, hogy a P; ttnak mely lesz az els6 és utolso éle, legyenek
ezek az s;u; és vit; élek. Hozzunk létre egy G = (V, E) segédgrafot, amelyben helyettesitsiik
minden i-re az s;u; élt egy 0j u; cstcesal és a v;t; élt egy v} cstccesal, tovabba adjunk hozza
egy uiu; €t c(s;u;) kapacitassal és egy vvl élt c(v;t;) kapacitassal. Az igy kapott graf
tovabbra is stkgraf marad. Ebben a segédgrafban a terminalcstcsok pedig legyenek minden
i-re az (s}, t}) = (u},v}) parok. Ekkor a modositott probléma megoldasa a feladatunk.

Mivel az utak els6 és utolso éleit polinomialisan sokféleképpen tudjuk megvalasztani,

ezért polinomiélisan sokszor kell megoldanunk a moédositott problémét, ahhoz, hogy a

[k-IRANYITATLAN SIKGRAFOKON ERTELMEZETT ELDISZJUNKT, NEM-KERESZTEZO LEG-|

IROVIDEBB UT PROBLEMAT]| a plusz feltétel nélkiil megoldjuk.

Ezt a modositott probléméat pedig vissza fogjuk vezetni a kordbban leirt [k-IRANYITATLAN

ISIKGRAFOKON ERTELMEZETT CSUCSDISZJUNKT LEGROVIDEBB UT PROBLEMARA| amely

polinomiéalis id6ben megoldhato.
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Ehhez hozzunk létre egy modositott G' = (V' E') grafot, amelyben végezziik el az

alabbi modositast minden legalabb négy fokt v € V' csiicsra:
o Legyenek a v-re illeszked§ élek 6ramutato jarasaval megegyezé sorrendben: ey, eq, ..., €,.

e Helyettesitsiik v-t az alabbi abran lathaté moédon k darab koncentrikus korrel, ame-
lyek mindegyikén 2z darab cstcs helyezkedik el, a legbels6 kor kivételével, amelyen
csak z darab talalhato. A legkiilsé kor minden masodik cstucsat nevezzilk wy, . .., w,-

nek.
e Minden e; = w;v € E él esetén, legyen u;w; egy él, amelynek kapacitasa c(e;).

e Az azonos koron elhelyezkeds szomszédos cstucsok kozott mend élek mindegyikét 0

kapacitassal vegyiik be.

e A koncentrikus korok kozott mend éleket az abran lathaté moédon hizzuk be, mind-

egyiket 0 kapacitassal.

A modositas utani G = (V' E') graf tovabbra is sikgraf marad, amelyben minden

csucs foka legfeljebb harom. Az aldbbi dbran szemléltetjiik egy legalabb négy foku v cstcs

modositasat: -
O O/
=
&)
%
cley) v cstes modositasa cley
O O N
QO
oS
()3
O
e}
e}

5. abra: A kék, zold és piros élek harom kiilonbo6zs, paronként egymast nem-keresztezd utakat

jelolnek, amelyek a modositas utan cstucsdiszjunkt utaknak felelnek meg [10].

Az igy kapott modositott graf tovabbra is polinomialis méretii lesz.
Legyen P = (Py,..., P;) uthalmaz egy megolddsa a modositott probléménak G-
ben, ekkor ez G’-ben megfelel egy P = (P[,..., P)) uthalmaznak, amely megoldésa

a -

IPROBLEMANAK], hiszen G’-ben minden cstcs foka legfeljebb harom. Igy valéban barmely
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P’ = (P],..., P) megoldés valojaban csucsdiszjunkt megoldas is kell, hogy legyen, hiszen
ahhoz, hogy egy v cstcsban érintse egymast két ut, legalabb négy élnek kéne v-re illesz-
kednie, és mivel minden legalabb négy foku cstics esetén k réteghdl allnak a koncentrikus
korok, ezaltal biztositva van, hogy mind a k utnak legyen egy sajat "rétege", amelyen

ossze lehet kotni a két v-vel szomszédos cstcsat. O

3.2.3. Allitas. Amennyiben létezik P = (P, ..., Py) megoldds a|k-IRANYITATLAN SIKG-

[RAFOKON ERTELMEZETT ELDISZJUNKT LEGROVIDEBB UT PROBLEMARA| akkor létezik

egy olyan P = (P, ..., P]) megoldds is, amelyben barmely i,5 € {1,...,k},i # j pdrra
P/ és P; legfeljebb egy csiicsban keresztezik egymdst.

)

Bizonyitas. Adott G = (V, E) iranyitatlan sikgraf.
Legyen P = (Py,..., P:) egy olyan megoldasa a |[k-IRANYITATLAN SIKGRAFOKON|

[ERTELMEZETT ELDISZJUNKT LEGROVIDEBB UT PROBLEMANAK| amelyben az utak ke-

resztezése Osszesen a lehetd legkevesebb.
Indirekt tegyiik fel, hogy ebben a megoldasban létezik ¢,5 € {1,...,k},i # j, amelyre
P; &s P; két kiilonboz6 u és v cstcsban keresztezik egymast. Jeloljiik QQ;-vel a P; 1t és @) j-vel
a P; at u és v kozott halado6 részét. Mivel P; és P; is legrovidebb utak, igy ¢(Q;) = ¢(Q;).
Tekintsiik a P := (P, ..., Py, P}, Piy1, ..., Pjo1, P}, Pjya, .. ., Py) Gthalmazt, ahol Py
azt az s; és t; kozott mend utat jeloli, amelyben P;-nek az u és v kozott mend ); szakaszat
Qj-vel helyettesitjiik, és P} pedig azt az s; és t; kozott mend utat jeloli, amelyben Pj-nek

az u ¢és v kozott mend @); szakaszat (;-vel helyettesitjiik.

Ekkor P’ tovabbra is egy megoldasa a|k-IRANYITATLAN SIKGRAFOKON ERTELMEZETT]

[ELDISZJUNKT LEGROVIDEBB UT PROBLEMANAK| azonban lathato, hogy a keresztezések

szdma szigortan kisebb. Ezzel viszont ellentmondasra jutunk, hiszen a P = (P, ..., Py)

uthalmazt ugy valasztottuk meg, hogy minimalis legyen benne a keresztezések szama. [

3.2.4. Tétel. Alk-IRANYITATLAN SIKGRAFOKON ERTELMEZETT ELDISZJUNKT LEGRO-

[VIDEBB UT PROBLEMA| nemnegativ élsiulyozds mellett minden fix k-ra polinomidlis iddben

megoldhato.

Bizonyitas. A allitas miatt tehat a [k-IRANYITATLAN SIKGRAFOKON ERTELME-|

[ZETT ELDISZJUNKT LEGROVIDEBB UT PROBLEMA| megoldéasakor feltehetjiik, hogy bar-

mely tutpar legfeljebb egy csticsban keresztezi egymast. Igy minden i-re felsorolhaté leg-
feljebb k — 1 cstcs, amelyben P; egy mésik dttal metszik egymast. Legyen ezeknek a

sorrendje az 1t haladasi sorrendje szerint: s; =: uf, uf, ... u  ul | = t; ahol z; < k—1.
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Ezek a cstcsok minden P; utat felbontanak z; + 1 < k darab Q,Q5, ..., Q" ., részitra,
melyben G;'. egy legrévidebb nem-keresztezs ut U§—1 és ué kozott.

Algoritmus:

1. Minden i € {1,...,k}-ra rendeljiink z;-hez egy 0 és k — 1 kozotti szamot, majd
jeloljiink ki z; darab csticsot, amelyeket uf, ... ul -vel jeloliink. Ezt a kivalasztast

legfeljebb polinomiélisan sokféleképp tehetjiik meg.

2. Keressiink paronként éldiszjunkt, nem-keresztezd, legrovidebb Q; utakat minden
ie{l,....k},j€{l,..., z+1}-re, ahol Q} egy u}_, és u} kozott mend tt. Tovabbra
is uf = s, ul . =t;. Bz a m allitas szerint polinomialis id6ben megtehetd, mivel

a terminalparok szama szintén polinomialis.

3. Legyen P, = QIUQ5U...UQL ,, minden i € {1,..., k}-ra. Ellendrizziik le, hogy P =
(Py, ..., P) egy megoldésa-e az eredeti probléménak, azaz, hogy tényleg mindegyik
P; at egy legrévidebb tt-e s; és t; kozott. A legrovidebb utak hossza minden 7 esetén
az s; csucsbol inditott Dijkstra algoritmus futtatasaval polinomiélis idében tényleg

kiszamolhato, igy az 6sszehasonlitas is polinomialis id6ben megtehetd.

Igy tehat |k-IRANYITATLAN SIKGRAFOKON ERTELMEZETT ELDISZJUNKT LEGROVIDEBB|

[UT PROBLEMA| nemnegativ élsilyozas mellett minden fix k-ra polinomialis id6ben meg-
oldhato. [
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