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1. fejezet

Bevezetés

A gráfelmélet és kombinatorikus optimalizálás egy gyakran tanulmányozott problémája a
diszjunkt utak keresése. A feladatban adott egy gráf, néhány előre kijelölt terminálpárral,
és szeretnénk egy hatékony algoritmust találni, amely el tudja dönteni, hogy léteznek-e
ezek között a terminálpárok között diszjunkt utak.

Ennek természetesen többféle változata is létezik, amelyekben különböző feltételeket
is hozzáadnak a feladathoz. Gyakran vizsgálnak irányított és irányítatlan gráfokat, vagy
pedig keresnek csúcsdiszjunkt vagy éldiszjunkt utakat.

A feladat egy változata a gyakorlatban felmerülő szempontok miatt, hogy legrövidebb
utakat szeretnénk megkapni vagy pedig minél költséghatékonyabban szeretnénk megvaló-
sítani az utakat. Az optimalizálási feladatban tehát a cél az, hogy valamilyen célfüggvény
szerint a lehető legoptimálisabb megoldás legyen megtalálva. Ilyenkor a megadott gráf
és az előre kijelölt terminálpárok mellett adott egy éleken értelmezett függvény, amelyet
kapacitásnak vagy pedig súlynak fogunk nevezni.

Természetesen az alkalmazástól függően az optimalizálandó célfüggvénynek többféle
változatát is tekinthetjük. Ezek közül az egyik leggyakrabban vizsgált eset az, amelyben
minden útról megköveteljük, hogy a végpontjai között menő utak közül az egy legrövidebb
út legyen. Ennek azonban lehet más variánsát is vizsgálni, például ha az utak összhosszát
akarjuk minimalizálni (ezt nevezik a min− sum problémának), de azt az esetet is szokás
vizsgálni, amelyben a leghosszabb út hosszának a minimalizálása a cél (ezt pedig a min−
max problémának hívják).

A feladat így tehát széles körben felhasználható útkeresési problémáktól kezdve, háló-
zatok tervezésén keresztül, VLSI tervezésig [5].

A szakdolgozatomban azonban a Diszjunkt út probléma és a Diszjunkt legrö-
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videbb út probléma éldiszjunkt/csúcsdiszjunkt, illetve irányítatlan/irányított eseteire
fogok koncentrálni, azzal a feltevéssel, hogy az inputban megadott gráf mindig síkgráf. A
továbbiakban a Diszjunkt út probléma és a Diszjunkt legrövidebb út problé-

ma rövidítéseként használhatjuk a DPP és a DSPP jelöléseket is, amelyek az angol Disjo-

int (Shortest) Path Problem elnevezésekből erednek. A Diszjunkt út probléma

irányított síkgráfokon értelmezett éldiszjunkt esetére Irányított síkgráfokon ér-

telmezett éldiszjunkt út problémaként hivatkozunk. Hasonlóképp a Diszjunkt

legrövidebb út probléma irányítatlan síkgráfokon értelmezett csúcsdiszjunkt eseté-
re Irányítatlan síkgráfokon értelmezett csúcsdiszjunkt legrövidebb út

problémaként hivatkozunk. A többi variánst szintén hasonlóképp nevezzük.
Az alábbi alfejezetben pedig ismertetem a probléma különböző változatait, hogy je-

lenleg mely problémáról milyen nehézség ismert. A táblázatban elsősorban azt foglalom
össze, hogy a problémák P-beliek, NP-nehezek vagy nyitott problémák-e.

1.1. Kapcsolódó munkák

A diszjunkt utakkal kapcsolatos kérdésekkel már a 20. század első felében is foglalkoztak.
Menger igazolta, hogy egy összefüggő gráfban (irányítottban és irányítatlanban is) két
pont között a diszjunkt utak maximális száma megegyezik a két pont között menő utakat
lefogó csúcsok illetve élek számával, attól függően, hogy milyen diszjunktságról beszélünk.

Később a problémának továbbfejlesztett variánsaival is foglalkoztak, amelyben a cél
az volt, hogy több, nem feltétlenül ugyanazon csúcspár között találjanak valamennyi disz-
junkt utat, ezek számát jelöljük k-val. Az így létrejött Diszjunkt Út Probléma azon-
ban k-tól függően eltérő nehézségű lehet, így a legjelentősebb eredmények szétválaszt-
hatóak aszerint, hogy k egy előre megadott fix szám, vagy pedig egy inputban szereplő
ismeretlen.

A legtöbb probléma azonban NP-nehéz lesz abban az esetben, ha k az input része,
még akkor is, ha feltesszük, hogy az inputban megadott gráf síkgráf. Így tehát a legtöbb
kutatásban azt vizsgálták, hogy azon problémáknak milyen a nehézségük, amelyekben k

egy fix konstans, ennek a feladattípusnak az elnevezése pedig k-Diszjunkt Út Prob-

léma. Természetesen gyakran előbb a k = 2 esetet tanulmányozták, mielőtt áttértek
volna általánosan fix k vizsgálatára, hiszen amennyiben k = 2-re sem lehet polinomiáli-
san megoldani a feladatot, akkor nem remélhető az sem, hogy nagyobb k-ra található egy
polinomiális algoritmus.
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1.1.1. Amennyiben k = 2

Seymour megállapította, hogy a 2-Irányítatlan gráfokon értelmezett csúcs- és

éldiszjunkt út probléma [9], Eilam-Tzoreff pedig megállapította, hogy pozitív élsú-
lyozás mellett a 2-Irányítatlan gráfokon értelmezett csúcs- és éldiszjunkt

legrövidebb út probléma [3] polinomiális időben megoldhatóak.
Azonban megállapították, hogy a 2-Irányított gráfokon értelmezett csúcs-

és éldiszjunkt út probléma NP-nehéz [4], ebből kifolyólag pedig a k-Irányított

gráfokon értelmezett csúcs- és éldiszjunkt út probléma legtöbb változata is
NP-nehéz lesz. Ebből az is következik, hogy amennyiben a kapacitásfüggvényre nincsenek
feltevéseink és megengedjük, hogy azonosan 0 legyen minden élen, akkor a 2-Irányított

gráfokon értelmezett csúcs- és éldiszjunkt legrövidebb út probléma is
NP-nehéz [1] lesz. Viszont ha feltesszük, hogy a kapacitás minden élre pozitív, akkor a
feladat polinomiálisan megoldható [1].

Gráf

irányítása

Gráf

típusa

Diszjunktság

típusa

Kapacitás

típusa
DPP DSPP

irányítatlan általános
mindkét
esetben

pozitív P [9] P [3]

irányított általános
mindkét
esetben

nemnegatív NP-nehéz [4] NP-nehéz [1]

pozitív NP-nehéz [4] P [1]

1.1.2. Amennyiben k egy előre megadott fix szám

Robertson és Seymour a Graph Minors [7] című projektjükben tanulmányozták a k-

Irányítatlan gráfokon értelmezett csúcsdiszjunkt út problémát és belát-
ták róla, hogy polinomiális időben megoldható. A k-Irányítatlan gráfokon értel-

mezett csúcsdiszjunkt legrövidebb út probléma sokáig nyitott probléma volt,
azonban egy friss eredményben belátták róla, hogy polinomiális futásidejű algoritmussal
megoldható [6].
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Azonban a k-Irányított gráfokon értelmezett csúcs- és éldiszjunkt út

probléma, mind pedig a k-Irányított gráfokon értelmezett csúcs- és éldisz-

junkt legrövidebb út probléma továbbra is NP-nehéz marad, amennyiben utóbbi-
nál megengedjük, hogy az éleken a kapacitások mind 0-ák legyenek. Jelenleg azonban nem
ismert a probléma nehézsége pozitív élkapacitások mellett.

Bérczi és Kobayashi bebizonyították, hogy polinomiális időben megoldható a k-Irányí-

tatlan síkgráfokon értelmezett csúcs- és éldiszjunkt legrövidebb út prob-

léma. Továbbá a k-Irányított síkgráfokon értelmezett csúcsdiszjunkt leg-

rövidebb út problémáról szintén belátták, hogy létezik rá egy polinomiális futási
idejű algoritmus, amely megoldja. A problémákat visszavezették a k-Irányított síkg-

ráfokon értelmezett csúcsdiszjunkt út problémára, amelyet Schrijver bizo-
nyított be. Bár se a k-Irányított síkgráfokon értelmezett éldiszjunkt út

problémának, se pedig a k-Irányított síkgráfokon értelmezett éldiszjunkt

legrövidebb út problémának nem ismert a nehézsége, azonban többen is vizsgálták
a problémát más speciális gráfokon, például aciklikus gráfokon értelmezve [4].

Gráf

irányítása

Gráf

típusa

Diszjunktság

típusa

Kapacitás

típusa
DPP DSPP

irányítatlan
általános

mindkét
esetben

nemnegatív P [5] OPEN

síkgráf
mindkét
esetben

nemnegatív P [1] P [1]

irányított

általános
mindkét
esetben

nemnegatív NP-nehéz [4] NP-nehéz [4]

pozitív NP-nehéz [4] OPEN

síkgráf

csúcsdiszjunkt nemnegatív P [8] P [1]

éldiszjunkt nemnegatív OPEN OPEN

aciklikus gráf
mindkét
esetben

nemnegatív P [4] P [1]
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1.2. A szakdolgozat felépítése

A szakdolgozatom célja, hogy ismertesse a síkgráfokon értelmezett k-Diszjunkt út

probléma, valamint a k-Diszjunkt legrövidebb út probléma variánsainak po-
linomiális megoldhatóságát. A dolgozat nem tartalmaz minden eredményről áttekintést,
csak néhány fontos eredményt dolgoz fel alaposan.

A dolgozatom első felében a k-Irányított síkgráfokon értelmezett csúcs-

diszjunkt út probléma nehézségét vizsgálom. A fejezet lényegében Schrijver Finding
k Disjoint Paths in a Directed Planar Graph [8] című cikkének a részletes feldolgozása az
alapokkal és ismert eredményekkel együtt.

A szakdolgozatom második felében pedig összefoglalom a k-Síkgráfokon értelme-

zett diszjunkt legrövidebb út probléma irányított/irányítatlan és csúcs-/éldiszjunkt
változatait, amelyek valójában mind a dolgozatom első felében részletezett eredmények
következményei. Ezen fejezet Bérczi és Kobayashi The Directed Disjoint Shortest Paths
Problem [1] című cikke alapján készült.

1.3. Gráfelméleti alapok

A G = (V,E) irányítatlan gráf a v ∈ V csúcsokból és e ∈ E élekből áll. Azt mondjuk,
hogy az e = uv ∈ E egy (irányítatlan) él, amennyiben u és v a gráf egy-egy nem feltétlenül
különböző csúcsa. Két csúcsot szomszédosnak nevezünk, amennyiben van őket összekötő
éle a gráfnak. Két élt szomszédosnak nevezünk, amennyiben van közös csúcsuk.

A D = (V,A) irányított gráf alatt egy olyan gráfot értünk, amelynek élei irányítot-
tak, ezeket a = (u, v) ∈ A-val jelöljük. Ilyenkor azt mondjuk, hogy az a él kezdőpontja az
u, a végpontja pedig a v. Két élt szomszédosnak nevezünk, amennyiben van közös csúcsuk.

A P = (v0, e1, v1, e2, . . . , vl−1, el, vl) csúcsokból és élekből álló sorozat egy l hosszú utat
alkot egy G = (V,E) gráfban, amelyben minden v ∈ V legfeljebb egyszer szerepel P -ben,
és minden i-re ei = vi−1vi ∈ E nem hurokél. Megállapítható, hogy minden i-re ei és ei+1

szomszédosak, és mivel gyakran csak az út élei érdekelnek minket, ezért az utat röviden
csak P = (e1, e2, . . . , el)-ként fogjuk jelölni. A v0 = s kezdőpontú vl = t végpontú P utat
egy s− t útnak nevezzük.

A P = (v0, a1, v1, a2, . . . , vl−1, al, vl) csúcsokból és irányított élekből álló sorozat egy l
hosszú irányított utat alkot, egy D = (V,A) gráfban, amelyben minden v ∈ V legfeljebb
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egyszer szerepel P -ben, és minden i-re ai = (vi−1, vi) ∈ A nem hurokél. Az irányítatlan
úthoz hasonlóan gyakran csak az út élei érdekelnek minket, és tudjuk, hogy egy él vég-
pontja a rákövetkező él kezdőpontja, ezért az utat röviden csak P = (a1, a2, . . . , al)-ként
fogjuk jelölni. A v0 = s kezdőpontú vl = t végpontú P utat egy s-ből t-be menő útnak
nevezzük.

A P s1 − t1 utat és a Q s2 − t2 utat belsőleg csúcsdiszjunktnak nevezzük, amennyi-
ben nem létezik olyan v ∈ V − {s1, s2, t1, t2} csúcs, amelyre v ∈ P és v ∈ Q egyszerre
teljesül. Csúcsdiszjunktnak nevezzük őket, amennyiben {s1, t1} ∩ {s2, t2} = ∅ és belsőleg
csúcsdiszjunktak.

A P s1 − t1 utat és a Q s2 − t2 utat éldiszjunktnak nevezzük, amennyiben nem létezik
olyan e ∈ E él, amelyre e ∈ P és e ∈ Q egyszerre teljesülne.

A P s1-ből t1-be menő utat és a Q s2-ből t2-be menő irányított utak esetében a csúcs-
és éldiszjunktság hasonlóképp értendő.

A G = (V,E) irányítatlan gráfot összefüggőnek nevezzük, amennyiben bármely s ∈ V

csúcsából bármely t ∈ V csúcsába létezik irányítatlan út.
A D = (V,A) irányított gráfot gyengén összefüggőnek nevezzük, amennyiben bármely

s ∈ V csúcsából bármely t ∈ V csúcsába létezik irányítatlan (vagy irányítás nélküli) út,
amely egy olyan irányított utat jelent, amelyben nem vesszük figyelembe az élek irányí-
tását.

A D = (V,A) irányított gráfot erősen összefüggőnek nevezzük, amennyiben bármely
s ∈ V csúcsából bármely t ∈ V csúcsába létezik irányított út.
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2. fejezet

A diszjunkt út probléma

2.1. Csúcsdiszjunkt eset irányított síkgráfokon

A k-Irányított síkgráfokon értelmezett csúcsdiszjunkt út problémában

adott egy D = (V,A) irányított síkgráf és k darab előre kijelölt terminálpár, amelyeket
(s1, t1), . . . , (sk, tk)-val jelölünk. A probléma az, hogy található-e egy P = (P1, . . . , Pk)

páronként csúcsdiszjunkt utakból álló úthalmaz úgy, hogy minden i-re Pi egy irányított
út si-ből ti-be.

Az alábbi fejezetben megmutatjuk, hogy a k-Irányított síkgráfokon értelme-

zett csúcsdiszjunkt út probléma polinomiális időben megoldható. Az alábbiakban
leírt bizonyítás Schrijver eredménye, amelyet a Finding k disjoint paths in a directed
planar graph [8] című cikk alapján követtem.

2.1.1. Alapfogalmak és jelölések

Mivel a bizonyítás csoportelméleti ismeretekre alapul, ezért ezekről tartunk egy gyors
bevezetőt.

2.1.1. Definíció. (Szimbólum) A {g1, . . . , gk} által generált {g1, g−1
1 , . . . , gk, g

−1
k } hal-

maz elemeit szimbólumoknak nevezzük. Egy szimbólum inverzének az inverze az eredeti
szimbólum.

2.1.2. Definíció. (Szó) A w = w1w2 . . . wl szimbólumsorozatot szónak nevezzük, amennyi-
ben minden i ∈ {1, . . . , l} esetén wi ∈ {g1, g−1

1 , . . . , gk, g
−1
k } teljesül és l ≥ 0.

2.1.3. Definíció. (Betű) Egy w szóban levő karaktert betűnek nevezünk.
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2.1.4. Definíció. (Szó inverze) A w = w1w2 . . . wl szó inverzén a w−1 := w−1
l . . . w−1

2 w−1
1

szót értjük.

2.1.5. Definíció. (Halmaz inverze) A szavak inverzéhez hasonlóan az S szavakból álló
halmaz inverzén az S−1 := {w−1 : w ∈ S} halmazt értjük.

2.1.6. Definíció. (Szó hossza) A w = w1w2 . . . wl szó hosszán |w| := l-t értjük.

2.1.7. Definíció. (Szavak egymás után írása) A w′ és w′′ szavak egymás után írásá-
val keletkező szót w′w′′-vel jelöljük.

2.1.8. Definíció. (Részszó) A w′ szó a w′′ szó részszava, hogyha w′′ = xw′y bizonyos
x, y szavakra. Kezdőszóról beszélünk, ha az x, végszóról pedig ha az y üres szó.

2.1.9. Definíció. (Szabad csoport) A (Gk; ·) szabad csoport egy olyan csoport, amely
az adott {g1, g2, . . . , gk} elemek által generált szimbólumokból álló összes olyan szót tartal-
mazza, amelyre nincs olyan i ∈ {1, . . . , l}, j ∈ {1, . . . , k}, amelyre a wiwi+1 egymás utáni
betűk gjg−1

j vagy g−1
j gj lennének. Két szabad csoportbeli szó szorzatán az a szintén szabad

csoportbeli szó értendő, melyben az összes gjg−1
j , g−1

j gj előfordulást iteratívan kitöröljük.

Két szabad csoportbeli szó szorzata tehát nem összekeverendő a szavak egymás után
írásával, hiszen abban megengedett, hogy az első szó utolsó betűje és a második szó első
betűje egymás inverzei legyenek.

Egyszerűen meggondolható, hogy a fent leírt (Gk; ·) tényleg egy csoportot alkot, mely-
nek egységeleme az üres szó, amelyet 1-gyel jelölünk, a szorzás asszociatív és egy w ∈ Gk

szó inverze éppen a w−1, amely a szavakra definiált inverzzel megegyezik.

2.1.10. Definíció. (Örökletes halmaz) Egy Γ ⊆ Gk részhalmazt örökletes halmaznak
hívunk, hogyha minden w′, w′′ szóra, amelyre w′′ ∈ Γ és w′ részszava w′′-nek teljesül,
w′ ∈ Γ is teljesül.

2.1.11. Definíció. (Részbenrendezés) Egy (H;≤) párt részbenrendezett halmaznak ne-
vezünk, amennyiben ≤ egy részbenrendezés a H halmazon, azaz a H tetszőleges x, y, z
elemére teljesülnek a következők: x ≤ x (reflexív); ha x ≤ y és y ≤ x, akkor x = y

(antiszimmetrikus); és ha x ≤ y és y ≤ z, akkor x ≤ z (tranzitív).
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2.1.12. Definíció. (Részbenrendezés a (Gk; ·) szabad csoporton) Azt mondjuk, hogy
egy w′ szó kisebb vagy egyenlő egy w′′ szónál, hogyha w′ kezdőszava w′′-nek. Egyszerűen
megállapítható, hogy ez tényleg egy részbenrendezés. Ezt így fogjuk jelölni a továbbiakban:
w′ ≤ w′′.

2.1.13. Definíció. (Háló) Egy (H;≤) részbenrendezett halmazt hálónak nevezünk, amennyi-
ben H bármely kételemű részhalmazának van legnagyobb alsó és legkisebb felső korlátja.
A h1, h2 ∈ H elemek legnagyobb alsó korlátján azt a h′ ∈ H elemet értjük, amelyre
h′ ≤ h1, h

′ ≤ h2 és minden x ≤ h1, x ≤ h2 H-beli elem esetén x ≤ h′ teljesül. A h1, h2 ∈ H

elemek legkisebb felső korlátján azt a h′′ ∈ H elemet értjük, amelyre h1 ≤ h′′, h2 ≤ h′′ és
minden h1 ≤ y, h2 ≤ y H-beli elem esetén h′′ ≤ y.

Legyen H := Gk ∪ {∞}. Ekkor a (H;≤) részbenrendezett halmaz egy hálót alkot,
hogyha a részbenrendezésben a ∞ minden elemnél nagyobb.

A w1, w2 ∈ Gk legnagyobb alsó korlátja az a maximális hosszúságú w′ ∈ Gk szó, amely
mind a w1-nek, mind a w2-nek kezdőszava. Ezt a továbbiakban így jelöljük: w1∧w2 = w′.

A w1, w2 ∈ Gk legkisebb felső korlátja az a minimális hosszúságú w′′ ∈ H szó, amelynek
mind a w1, mind a w2 a kezdőszava. Ezt a továbbiakban így jelöljük: w1 ∨ w2 = w′′. Ez
utóbbi természetesen csak akkor Gk-beli, ha az egyik szó másik szó kezdőszava, és ilyenkor
ez a hosszabb szóval lesz egyenlő. Különben pedig, akkor ∞ lesz.

Amikor w1 ≤ w2, de w1 ̸= w2, akkor azt w1 < w2-vel jelöljük.

A következő két lemmát a szakdolgozatom során sokszor fogjuk alkalmazni, azonban
mivel a bizonyításuk nem túl érdekes, így azokat nem részletezzük.

2.1.14. Lemma. Legyen ϕ egy szimbólum, és u, v ∈ Gk. Ha u ≤ ϕ · v és v ≤ ϕ−1 · u,
akkor u−1 · ϕ · v = 1 vagy u = v = 1.

2.1.15. Lemma. Legyen u, v ∈ Gk. Ha u ≰ v, akkor u utolsó betűje megegyezik a v−1 · u
utolsó betűjével.

2.1.2. Kohomológia megoldhatósági probléma szabad csoportokra

2.1.16. Definíció. (s-kohomológia) Legyen D = (V,A) egy gyengén összefüggő irá-
nyított gráf, s ∈ V csúcsa, és (G; ·) egy csoport. Ekkor a ϕ, ψ : A → G függvényeket

12



s-kohomológnak nevezzük, ha létezik egy olyan f : V → G függvény, melyre az alábbiak
teljesülnek:

f(s) = 1,

∀a = (u, v) ∈ A : f(u)−1 · ϕ(a) · f(v) = ψ(a).
(2.1)

2.1.17. Definíció. (Kohomológia megoldhatósági probléma) Adott egy D =

(V,A) gyengén összefüggő irányított gráf, s ∈ V csúcsa, és (Gk; ·) szabad csoport. Legyen
továbbá ϕ : A→ Gk függvény, és ∀a ∈ A : Γ(a) ⊆ Gk örökletes részhalmazok.
A kérdés az, hogy található-e egy olyan ψ : A→ Gk függvény, melyre ϕ és ψ s-kohomológ
úgy, hogy ∀a ∈ A : ψ(a) ∈ Γ(a) teljesül.

2.1.18. Definíció. (σ) Legyen σ := max{σϕ, σΓ}, ahol σϕ := max{|ϕ(a)| : a ∈ A},
σΓ := max{|σa| : a ∈ A} és ∀a ∈ A esetén σa := max{|w| : w ∈ Γ(a)}. Tehát nincs se
ϕ-ben, se Γ-ban σ-nál nagyobb hosszúságú szó.

2.1.19. Tétel. A Kohomológia megoldhatósági probléma megoldható egy olyan
algoritmussal, melynek futási ideje polinomiális (|A| + k + σ)-ban, amennyiben az input
mérete polinomiális (|A|+ k + σ)-ban.

2.1.20. Definíció. (f függvény megengedettsége) Egy f : V → Gk függvényt (ko-
homológiailag) megengedettnek nevezünk, amennyiben az alábbiak teljesülnek rá:

f(s) = 1,

∀a = (u, v) ∈ A : f(u)−1 · ϕ(a) · f(v) ∈ Γ(a).
(2.2)

Tehát a Kohomológia megoldhatósági problémával ekvivalens feladat, hogy
található-e egy f megengedett függvény. Így tehát a továbbiakban egy f megengedett
függvény megtalálását értjük a Kohomológia megoldhatósági problémán.

Ennek a teljes alfejezetnek a továbbiakban az lesz a célja, hogy ezt a tételt bebizonyít-
suk.

2.1.21. Lemma. A Kohomológia megoldhatósági probléma megoldásakor felté-
telezhetjük az alábbiakat, melyek majd könnyítenek a függvényekkel való dolgozáskor:

∀a ∈ A : Γ(a) ̸= ∅, (2.3)

∀a ∈ A : |ϕ(a)| ≤ 1, (2.4)

13



∀a = (u, v) ∈ A :


a−1 = (v, u) ∈ A,

ϕ(a−1) = ϕ(a)−1,

Γ(a−1) = Γ(a)−1.

(2.5)

Bizonyítás. A (2.3) feltétel triviálisan teljesül, hiszen különben nem létezik megoldás.
A (2.4) feltétel visszavezethető egy olyan D′ = (V ′, A′) gráfon értelmezett esetre,

amelyben teljesül ez a feltétel. A D gráf módosításával megkaphatjuk D′-t, minden a ∈
A élt bontsunk fel egy ψ(a) hosszú útra. Tehát egy a = (u, v) él esetén, ahol ϕ(a) =

α1α2 . . . αt, a felbontás után egy P (u, v) = (a1, a2, . . . , at) utat kapunk, továbbá legyen
∀i ∈ {1, 2, . . . , t} : ϕ(ai) = αi, Γ(a1) = Γ(a) és ∀i ∈ {2, . . . , t} : Γ(ai) = {1}. Az erre
kapott f ′ megengedett függvényből kiindulva az f(u) := f ′(u) és f(v) := f ′(v) megoldása
lesz az eredeti esetnek is. Amennyiben pedig létezik az f megengedett függvény, akkor
természetesen létezik egy hozzá megfelelő f ′, hiszen f ′(u) := f(u), f ′(v) := f(v), az új
csúcsokra pedig egyértelműen létezik egy Gk-beli szó, hogy teljesüljenek rá a feltételek.

A (2.5) feltétel pedig abból adódik, hogy valójában minden a élhez be lehet venni
az a−1 fordítottját, amelyre legyen ϕ(a−1) = ϕ(a)−1 és Γ(a−1) = Γ(a)−1, és a kapott
probléma ekvivalens lesz az eredetivel, hiszen ha a = (u, v)-re f(u)−1 · ϕ(a) · f(v) ∈ Γ(a),
akkor a−1 = (v, u)-ra f(v)−1 · ϕ(a−1) · f(u) ∈ Γ(a−1). □

Innentől kezdve az alábbiakat mindig fel fogjuk tenni a Kohomológia megold-

hatósági probléma megoldása során. Az inputban adott egy D = (V,A) irányított
gyengén összefüggő gráf, s ∈ V csúcsa, ϕ : A → Gk függvény, és ∀a ∈ A : Γ(a) ⊆ Gk

örökletes részhalmaz a 2.1.21 lemma egyszerűsítő feltételei mellett.

2.1.22. Definíció. (f függvény részben-megengedettsége) Egy f : V → Gk függ-
vényt részben-megengedettnek nevezünk, ha teljesülnek rá az alábbiak:

f(s) = 1,

∀a = (u, v) ∈ A : f(u)−1 · ϕ(a) · f(v) /∈ Γ(a) =⇒ f(u) = f(v) = 1.
(2.6)

2.1.23. Definíció. (Részbenrendezés az összes f : V → Gk függvényen)

f ≤ g ⇐⇒ ∀v ∈ V : f(v) ≤ g(v). (2.7)

Egyszerűen látható, hogy ez is egy hálót alkot, hogyha a GV
k halmazt kibővítjük egy

minden függvénynél nagyobb ∞ elemmel. Az f1, f2 függvények legnagyobb alsó korlátján
azt az f ′ függvényt értjük, amelyre g ≤ f ′ teljesül minden g ≤ f1, g ≤ f2 függvény esetén.
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Az f1, f2 függvények legkisebb felső korlátján azt az f ′′ ∈ H függvényt értjük, amelyre
f ′ ≤ h teljesül minden f1 ≤ h, f2 ≤ h függvény esetén. Amikor f1 ≤ f2, de f1 ̸= f2, akkor
azt f1 < f2-vel jelöljük.

2.1.24. Lemma. Ha f1, f2 : V → Gk részben-megengedett függvények, akkor az f :=

f1 ∧ f2 függvény is részben-megengedett.

Bizonyítás. Mivel f1(s) = f2(s) = 1, így f(s) = 1 ∧ 1 = 1 teljesül.
Indirekt tegyük fel, hogy létezik egy olyan él, amelyre f(u)−1 · ϕ(a) · f(v) =: y /∈ Γ(a)

úgy, hogy közben nem teljesül, hogy f(u) = f(v) = 1. Legyen y első és utolsó betűje yu
és yv.

A (2.4) feltételből adódóan az 2.1.14 lemma szerint, amennyiben f(u) ≤ ϕ(a) · f(v) és
f(v) ≤ ϕ(a)−1 · f(u) közül mindkettő teljesülne, akkor vagy f(u) = f(v) = 1, vagy pedig
f(u)−1 ·ϕ(a) · f(v) = 1 ∈ Γ(a) lenne, de hiszen az üres szó minden szónak a részszava, így
tehát mindkét esetben ez ellentmondana az élválasztásunknak.

Így a kettő közül legalább az egyik nem teljesül. Valójában a (2.5) feltételből adódó
szimmetria miatt feltehetjük, hogy a következő teljesül:

f(u) ≰ ϕ(a) · f(v). (2.8)

Így a 2.1.15 lemma miatt látható, hogy f(u) és f(v)−1 · ϕ(a)−1 · f(u) = y−1 utolsó betűi
megegyeznek, tehát f(u) utolsó betűje y−1

u .
Az f definiálása miatt egyértelmű, hogy mik azok az x1, x2, z1, és z2 Gk-beli szavak,

amelyekre teljesül, hogy f1(u) = f(u)x1, f2(u) = f(u)x2, f1(v) = f(v)z1 és f2(v) = f(v)z2.
Ekkor természetesen x1 ∧ x2 = z1 ∧ z2 = 1, emiatt y−1

v ≰ z1 és y−1
v ≰ z2 közül legalább

az egyik teljesül, legyen ez most az előbbi, de az utóbbira is hasonlóan belátható. Továbbá
a szavak egymás mellé írásából megállapítható, hogy yu ≰ x1 és yu ≰ x2 teljesülnek, mivel
f(u) utolsó betűje y−1

u . Így

f1(u)
−1 · ϕ(a) · f1(v) =x−1

1 f(u)−1 · ϕ(a) · f(v)z1 =

= x−1
1 · f(u)−1 · ϕ(a) · f(v) · z1 = x−1

1 · y · z1 = x−1
1 yz1.

(2.9)

Ekkor látható, hogy y részszava f1(u)−1 ·ϕ(a) · f1(v)-nek, így f1(u)−1 ·ϕ(a) · f1(v) /∈ Γ(a),
hiszen különben az örökletes tulajdonság miatt y ∈ Γ(a) lenne, ami ellentmondás lenne.

Mivel f1 részben-megengedett, ezért f1(u) = f1(v) = 1 teljesül, azonban így f(u) =

f(v) = 1 kell, hogy legyen, amely által szintén ellentmondáshoz jutunk. Tehát f := f1∧f2
részben-megengedett. □
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2.1.25. Következmény. Tetszőleges véges sok részben-megengedett függvény metszete is
egy részben-megengedett függvény.

2.1.26. Definíció. (f̄) Legyen f : V → Gk egy tetszőleges függvény. Amennyiben X :=

{g : f ≤ g, és g részben-megengedett} ̸= ∅, akkor f̄ :=
∧

g∈X g. Amennyiben X = ∅, akkor
f̄ := ∞.

2.1.27. Állítás. Legyen f : V → Gk tetszőleges függvény, ekkor amennyiben f̄ < ∞,
akkor f̄ a legkisebb f -nél nagyobb részben-megengedett függvény, azaz minden olyan f ∗

részben-megengedett függvény, amelyre f ≤ f ∗, arra f̄ ≤ f ∗ teljesül.

Bizonyítás. A 2.1.25 következmény miatt tudjuk, hogy bármely véges sokX-beli részben-
megengedett függvény metszete is egy részben-megengedett függvény, amely szintén X-
ben kell, hogy legyen.

Valójában f̄ megkapható véges sok X-beli függvény metszeteként. Minden v ∈ V

csúcsra jelölje gv azon függvény egyikét, amelyekre |gv(v)| minimális az X-beli függvények
közül. Legyen f ′ :=

∧
v∈V gv ∈ X. Ekkor f̄ = f ′.

Indirekten tegyük fel, hogy nem teljesül az egyenlőség. Ekkor világos, hogy minden
v ∈ V csúcsra teljesül f̄(v′) ≤ f ′(v′). Amennyiben valamelyik csúcsra f̄(v′) < f ′(v′) lenne,
az ellentmondana a gv′ függvény választásának.

Tehát f̄ =
∧

v∈V gv a legkisebb f -nél nagyobb részben-megoldható függvény. □

2.1.28. Állítás. Amennyiben egy f : V → Gk tetszőleges függvény, és a hozzá tartozó
f̄ <∞, akkor az alábbiak állapíthatóak meg f -ről:

f(s) = 1, (2.10)

∀v ∈ V : |f(v)| ≤ 2σ|V |, (2.11)

∀a = (u, v) ∈ A : f(u)−1 · ϕ(a) · f(v) /∈ Γ(a) =⇒
f(u) ≤ ϕ(a) · f(v),

vagy f(v) ≤ ϕ(a−1) · f(u).
(2.12)

Bizonyítás. Mivel f̄(s) = 1, így f(s) = 1 kell, hogy legyen.
A D = (V,A) gráf a (2.5) feltétel miatt erősen összefüggő. Minden v ∈ V csúcsra jelöl-

jük tv-vel dist(s, v)-t, amely s és v távolságát jelöli a gráfban. Ekkor tv szerinti indukcióval
belátható, hogy ∀v ∈ V esetén |f̄(v)| ≤ 2σtv.
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Ez a tv = ts = 0 esetben triviálisan teljesül, hiszen |f̄(s)| = |1| ≤ 0. Tegyük fel, hogy
minden olyan v csúcsra már beláttuk, amelyre tv = p − 1. Lássuk be, hogy egy olyan
v ∈ V csúcsra is teljesül, amelyre tv = p.

Legyen P egy p hosszú s − v út, ilyennek természetesen léteznie kell tv = p miatt.
Legyen a P út utolsó éle e = (u, v) ∈ E, ekkor megállapítható, hogy tu = p− 1, így rá az
indukció miatt már teljesül az állítás, azaz tudjuk, hogy |f̄(u)| ≤ 2σ(p− 1).

Észrevehető, hogy f̄ részben-megoldhatósága miatt y := f̄(u)−1 ·ϕ(a)· f̄(v) vagy benne
van Γ(a)-ban vagy egyenlő ϕ(a)-val, tehát ezért y hossza legfeljebb σ, így:

|f̄(v)| = |ϕ(a)−1 · f̄(u) · y| ≤ |ϕ(a)−1|+ |f̄(u)|+ |y| ≤ 1 + 2σ(p− 1) + σ ≤ 2σp. (2.13)

Mivel f ≤ f̄ , így tehát minden v ∈ V csúcsra |f(v)| ≤ |f̄(v)| ≤ 2σ|V | teljesül.
Indirekt tegyük fel, hogy létezik egy olyan a = (u, v) él, amelyre f(u)−1 · ϕ(a) · f(v) /∈

Γ(a), azonban a (2.12) konklúziók közül egyik se teljesül, azaz f(u) ≰ ϕ(a) · f(v) és
f(v) ≰ ϕ(a−1) · f(u).

Ekkor a 2.1.15 lemma miatt megállapítható, hogy az f(u) utolsó betűje megegyezik az
f(v)−1 · ϕ(a)−1 · f(u) utolsó betűjével, jelöljük ezt lu-val. Hasonlóan az f(v) utolsó betűje
megegyezik az f(u)−1 · ϕ(a) · f(v) utolsó betűjével, jelöljük ezt lv-vel.

Mivel f ≤ f̄ így egyértelmű, hogy mik azok az x, z ∈ Gk szavak, melyekre f̄(u) = f(u)x

és f̄(v) = f(v)z teljesül. Ekkor l−1
u ≰ x, l−1

v ≰ z, így tehát az f(u)−1 ·ϕ(a) · f(v) részszava
az y := f̄(u)−1 · ϕ(a) · f̄(v)-nek:

y = x−1f(u)−1 · ϕ(a) · f(v)z = x−1(f(u)−1 · ϕ(a) · f(v))z. (2.14)

Mivel ez a részszó nem lehet benne Γ(a)-ban az indirekt feltevés miatt, ezért az örökle-
tes tulajdonság miatt y se lehet benne. Viszont f̄ részben-megengedettsége miatt ekkor
f̄(u) = f̄(v) = 1 teljesül. Azonban így f(u) = 1 miatt ellentmondáshoz jutunk, hiszen
feltettük, hogy f(u) ≰ ϕ(a) · f(v). Így tehát a (2.12) konklúziók közül legalább az egyik
teljesül. □

Algoritmus f̄ megtalálására

Adott a Kohomológia megoldhatósági probléma egy példánya: D = (V,A) gyen-
gén összefüggő irányított gráf, s ∈ V csúcsa, ϕ : A→ Gk függvény, és ∀a ∈ A : Γ(a) ⊆ Gk

örökletes részhalmaz a 2.1.21 lemma egyszerűsítő feltételei mellett. Adott továbbá egy
tetszőleges f : V → Gk függvény.

Ebben a szekcióban megmutatjuk, hogy f̄ polinomiális időben meghatározható.
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2.1.29. Tétel. Az alábbi algoritmus polinomiális időben meghatározza f̄ -et.

Algoritmus:

1. Abban az esetben, amelyben f̄ = ∞, nem teljesülnek a 2.1.28 állítás konklúziói.
Így tehát ellenőrizzük le, hogy teljesülnek-e a 2.1.28 állításban szereplő állítások.
Amennyiben valamelyik nem teljesül, akkor az outputunk legyen f̄ := ∞.

2. Ellenőrizzük le, hogy f egy részben-megengedett függvény-e. Amennyiben igen, ak-
kor az outputunk legyen f̄ := f .

3. Keressünk egy olyan a = (u, v) élt, melyre f(u)−1 · ϕ(a) · f(v) /∈ Γ(a), továbbá az
f(u) ≤ ϕ(a) · f(v) és az f(v) ≤ ϕ(a−1) · f(u) közül csak az első teljesül.

Erre az élre írjuk fel ϕ(a) · f(v)-t xy-ként úgy, hogy y ∈ Γ(a) maximális hosszúságú
legyen.

Az algoritmus ekkor értékelje újra a függvényt az él kezdőpontjában, f(u) := x.

4. GO TO 1.

Bizonyítás. Amennyiben eljutottunk a 3. lépésig, akkor biztosan létezik olyan a = (u, v)

él, amelyre f(u)−1 · ϕ(a) · f(v) /∈ Γ(a), és az f(u) ≤ ϕ(a) · f(v) és az f(v) ≤ ϕ(a−1) · f(u)
közül csak az első teljesül. Hiszen az 1. lépésben kizártuk azokat (is), amelyekben van olyan
él, amelyre a (2.12) közül egyik se teljesül. Míg a 2. lépésben meg azokat (is) kizártuk,
amelyekben minden élre mindkettő teljesül, hiszen ekkor az 2.1.14 lemma miatt részben-
megengedettek. Továbbá amennyiben létezik olyan a = (u, v) él, ahol f(u) ≤ ϕ(a) · f(v)
és f(v) ≤ ϕ(a−1) · f(u) közül pontosan az egyik teljesül, akkor a (2.5) feltételből adódó
szimmetria miatt feltehetjük, hogy ez az előbbi.

Az alábbi állítás belátásával pedig látható, hogy az algoritmus által megkapott f ′

tényleg a keresett f̄ lesz. Mivel |f(u)| minden iterációban nő, így a (2.11) miatt minden
csúcsban korlátos hosszig növelhető a függvény, így polinomiálisan sok (legfeljebb 2σ|V |2)
iteráció után az algoritmus leáll. □

2.1.30. Állítás. Az algoritmus minden iterációjában |f(u)| növekszik, és közben f̄ nem
változik.

Bizonyítás. Feltehetjük, hogy eljutottunk a 3. lépésig, tehát f nem alapból részben-
megengedett és f̄ véges. Legyen a módosítás előtti függvény f , és az utáni függvény f ′.
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Tekintsük az algoritmus által megtalált e = (u, v) ∈ E élt. Tudjuk a végpontjairól,
hogy f(u) ≤ ϕ(a) · f(v) és f(v) ≰ ϕ(a)−1 · f(u).

Tehát egyértelműen létezik egy olyan z ∈ Gk szó, amelyre ϕ(a) · f(v) = f(u)z(= xy).
De mivel z = f(u)−1 ·ϕ(a) · f(v) /∈ Γ(a), míg y ∈ Γ(a), így az örökletes tulajdonság miatt
y a z-nek végszava, és ezért |z| > |y| kell, hogy legyen. Így f(u) az x-nek kezdőszava, azaz
|f(u)| < |x| = |f ′(u)| kell, hogy teljesüljön, így tehát |f(u)| minden iterációban nő. Az u
csúcs kivételével egyik csúcsban sem változik a függvény, ezért látható, hogy f ≤ f ′.

Ahhoz, hogy belássuk, hogy f̄ ′ = f̄ , elegendő belátnunk, hogy f ′ ≤ f̄ , hiszen f ≤ f ′.
Mivel az f(u)-n kívül minden más változatlan, ezért már csak azt kell belátnunk, hogy
f ′(u) ≤ f̄(u).

Indirekten tegyük fel, hogy f ′(u) = x ≰ f̄(u). Legyen lx az x = f ′(u) szó utolsó betűje,
és látható, hogy f̄(u)-val legalább ebben a betűben különböznek. Mivel ϕ(a) · f(v) = xy,
ezért lxy végszava f̄(u)−1 ·ϕ(a) · f(v)-nek. Felhasználva, hogy x ≰ f̄(u), megállapíthatóak
az alábbiak:

f(v) ≰ ϕ(a)−1 · f(u),

x ≤ ϕ(a) · f(v), f(u) ≤ f̄(u) =⇒ ϕ(a) · f(v) ≰ f(u),

x ≤ ϕ(a) · f(v) =⇒ ϕ(a) · f(v) ≰ f̄(u).

(2.15)

Ezekből a 2.1.15 lemma miatt megállapíthatóak az alábbiak:

• f(v) utolsó betűje és f(u)−1 · ϕ(a) · f(v) utolsó betűje megegyezik,

• f(u)−1 · ϕ(a) · f(v) utolsó betűje és ϕ(a) · f(v) utolsó betűje megegyezik,

• ϕ(a) · f(v) utolsó betűje és f̄(u)−1 · ϕ(a) · f(v) utolsó betűje megegyezik.

Tehát f̄(u)−1 · ϕ(a) · f(v) utolsó betűje megegyezik f(v) utolsó betűjével, legyen ez lv.
Mivel f(v) ≤ f̄(v) így egyértelműen létezik az a z ∈ Gk szó, amelyre f̄(v) = f(v)z, és
látható, hogy l−1

v ≰ z. Ekkor f̄(u)−1 ·ϕ(a) ·f(v) kezdőszava f̄(u)−1 ·ϕ(a) · f̄(v)-nek, hiszen:

f̄(u)−1·ϕ(a) · f̄(v) = f̄(u)−1 · ϕ(a) · (f(v)z) = f̄(u)−1 · ϕ(a) · f(v) · z

= (f̄(u)−1 · ϕ(a) · f(v)) · z = (f̄(u)−1 · ϕ(a) · f(v))z
(2.16)

Mivel f̄ kohomológiailag megengedett, ezért f̄(u)−1 ·ϕ(a) · f̄(v) ∈ Γ(a), így a kezdősza-
vának a végszava is, azaz lxy ∈ Γ(a). Azonban ez ellentmond y maximális választásának.
Így tehát f̄ ′ = f̄ kell, hogy legyen, azaz f̄ az algoritmus az iterációi során tényleg nem
változhat. □
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Algoritmus a kohomológia megoldhatósági problémára

Adott a Kohomológia megoldhatósági probléma egy esete: D = (V,A) gyengén
összefüggő irányított gráf, s ∈ V csúcsa, ϕ : A → Gk függvény, és ∀a ∈ A : Γ(a) ⊆ Gk

örökletes részhalmaz a 2.1.21 lemma egyszerűsítő feltételei mellett. Ebben a szekcióban
megmutatjuk, hogy egy f kohomológiailag megengedett függvény polinomiális időben
megtalálható.

• Minden a = (u, v) élre legyen fa az a függvény, melyre fa(u) := ϕ(a) és ∀w ∈
V − {u} : fa(w) := 1.

• Legyen S := {{a, a′} : amelyre f̄a ∨ f̄a′ véges és részben-megengedett} az élpárok
egy részhalmaza.

• Legyen S ′ := {{a, a−1} : amelyre ϕ(a) /∈ Γ(a)} az élpárok egy részhalmaza.

2.1.31. Tétel. Az alábbi algoritmus polinomiális időben megtalál egy kohomológiailag
megengedett f függvényt.

Algoritmus:

1. Nézzük meg, hogy létezik-e egy olyan X ⊆ A élhalmaz, amely minden S ′-beli élpárt
lefog (azaz egy a ∈ A él esetén, amelyre ϕ(a) /∈ Γ(a), X az a és az a−1 élek közül
legalább az egyiket tartalmazza), és bármely két X-beli él S-beli párt alkot. Ha léte-
zik, akkor f :=

∨
a∈X f̄a egy kohomológiailag megengedett függvény. Ha nem létezik,

akkor a Kohomológia megoldhatósági problémának nincs megoldása.

Bizonyítás. A következő állításban bebizonyítjuk, hogy egy ilyenX halmazt polinomiális
időben meg tudunk találni, amennyiben létezik. Az utána levő állításban pedig bebizo-
nyítjuk, hogy akkor és csak akkor létezik ilyen X halmaz, ha létezik egy f kohomológiailag
megengedett függvény a Kohomológia megoldhatósági problémára. Továbbá azt
is belátjuk, hogy amennyiben létezik ilyen X halmaz, akkor az f :=

∨
a∈X f̄a függvény

tényleg kohomológiailag megengedett. □

2.1.32. Állítás. Polinomiális időben megtalálható, hogy egy ilyen X halmaz létezik-e vagy
sem. Amennyiben létezik, megtaláljuk egy megoldását is.

Bizonyítás. Vezessük vissza a feladatot a 2-SAT-ra, amelyről ismert, hogy polinomiális
időben megoldható. Az Algoritmus f̄ megtalálására című szekcióban leírt algoritmus se-
gítségével bármely a ∈ A élre polinomiális időben meg tudjuk találni f̄a-t, és utána pedig
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bármely élpárra polinomiális időben, minden élre a feltételek teljesülésének ellenőrzésével
el tudjuk dönteni, hogy benne van-e S-ben, illetve S ′-ben.

Rendeljünk az ES := {a|{a, a−1} ∈ S ′} halmaz minden eleméhez egy változót, minden
a ∈ ES esetén legyen ez a változó xa.

• Az egyik feltételünk, hogy az összes S ′-beli párt lefogjuk, ezért fel fogjuk írni azt,
hogy minden élpár nekik megfelelő változói közül legalább az egyiknek igaznak kell
lennie. Ezt minden {ai, a−1

i } ∈ S ′-beli élpárra úgy tudjuk felírni, hogy: (xai ∨ xa−1
i
).

• A másik feltételünk, hogy az összes X-beli élpárnak S-belinek kell lennie, ezért fel
fogjuk írni azt, hogy egy nem S-beli élpár éleit ne lehessen egyszerre mindkettőt
igaznak választani. Ezt minden {ai, aj} /∈ S-beli élpárra úgy tudjuk felírni, hogy:
(xai ∨ xaj).

Így tehát
∧

{ai,a−1
i }∈S′(xai ∨ xa−1

i
)
∧

{ai,aj}/∈S(xai ∨ xaj) a 2-SAT probléma egy speciális
esete, amely polinomiális időben megoldható.

Amennyiben ennek létezik megoldása, akkor létezik a keresett X halmaz, például
amelyben pontosan az igaznak vett változóknak megfelelő éleket választjuk ki. Ez a felírás
miatt tényleg teljesíteni fogja a feltételeket.

Amennyiben létezik a keresett X halmaz, akkor létezik jó kielégítés, például amelyben
pontosan azokat a változókat állítjuk igazra, amelyeknek megfelelő élek az X halmazban
ki vannak választva, és ezek triviálisan kielégítik a felírást. □

2.1.33. Állítás. Amennyiben létezik a keresett X, akkor f :=
∨

a∈X f̄a egy kohomológi-
ailag megengedett függvény. Amennyiben nem létezik, akkor a Kohomológia megold-

hatósági problémának nincs megoldása.

Bizonyítás. Az első állításnál két dolog kell, hogy teljesüljön ahhoz, hogy f megengedett
legyen.

Az első, hogy f véges és f(s) = 1 legyen, ez teljesül, hiszen bármely két X-beli élre
f̄a ∨ f̄a′ véges és részben-megengedett. Mivel f az összes a ∈ X-hez tartozó f̄a legkisebb
felső korlátja, ezért f̄a ≤ f , minden csúcsra f(u) a leghosszabb f̄a(u) lesz.

A második pedig, hogy minden a = (u, v) ∈ A élre f(u)−1 · ϕ(a) · f(v) ∈ Γ(a). Ezt
indirekten bizonyítjuk, tehát tegyük fel, hogy létezik egy olyan a = (u, v) ∈ E él, amelyre
nem teljesül. Ekkor f(u) = f̄a′(u) és f(v) = f̄a′′(v) valamilyen X-beli a′, a′′ élekre.
Ha a′ ̸= a′′, akkor f̄a′ ∨ f̄a′′ részben-megengedett, így:

f̄a′(u) = f̄a′(u) ∨ f̄a′′(u) = f̄a′(v) ∨ f̄a′′(v) = f̄a′′(v) = 1. (2.17)
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Ha a′ = a′′, akkor pedig f̄a′ részben-megengedettsége miatt szintén:

f̄a′(u) = f̄a′(v) = 1. (2.18)

Tehát az indirekt feltevésünk szerint ez azt jelenti, hogy ϕ(a) /∈ Γ(a), így az a vagy a−1

X-beli kell, hogy legyen, hiszen {a, a−1} ∈ S ′. Legyen a lefedett él az a, de a másik esetre
is hasonlóan belátható. Ekkor:

ϕ(a) = fa(u) ≤ f̄a(u) ≤ f(u) = f̄a′(u) = 1. (2.19)

Ez pedig ellentmondáshoz vezet, hiszen az üres szó minden szónak a részszava.

A második állításhoz pedig lássuk be, hogy ha létezik kohomológiailag megengedett
függvény, akkor létezik egy fent definiált X. Ehhez lássuk be, hogy egy f megengedett
függvényre az X := {a = (u, v)|ϕ(a) ≤ f(u)} halmaz éppen ilyen.

Lássuk be, hogy minden S ′-beli élpárt lefog. Ehhez mutassuk meg, hogyha a /∈ X és
a−1 /∈ X, akkor {a, a−1} /∈ S ′. Tehát ϕ(a) ≰ f(u) és ϕ(a−1) ≰ f(v). Ekkor viszont ϕ(a) a
részszava f(u)−1 · ϕ(a) · f(v)-nak:

f(u)−1 · ϕ(a) · f(v) = f(u)−1ϕ(a)f(v). (2.20)

Így f megengedettsége miatt ϕ(a) ∈ Γ(a) kell, hogy legyen, ekkor pedig {a, a−1} /∈ S ′.
Lássuk be, hogy bármely kételemű részhalmaza X-nek S-beli. Ehhez mutassuk meg,

hogy ∀a′ = (u′, v′), a′′ = (u′′, v′′) ∈ X-re f ′ := f̄a′ ∨ f̄a′′ véges és részben-megengedett.
Megállapíthatóak az alábbiak X választása miatt:

fa′(u
′) = ϕ(a′) ≤ f(u′) =⇒ fa′ ≤ f =⇒ f̄a′ ≤ f,

fa′′(u
′′) = ϕ(a′′) ≤ f(u′′) =⇒ fa′′ ≤ f =⇒ f̄a′′ ≤ f.

(2.21)

Emiatt f ′ = f̄a′ ∨ f̄a′′ ≤ f , így a függvény véges és f ′(s) = 1 is teljesül.
Már csak azt kell belátnunk, hogyha van egy a = (u, v) ∈ A él, amelyre y := f ′(u)−1 ·

ϕ(a) · f ′(v) /∈ Γ(a), akkor f ′(u) = f ′(v) = 1 teljesül. Feltehetjük, hogy f ′(u) = f̄a′(u)

és f ′(v) = f̄a′′(v), hiszen ha f ′(v) = f̄a′(v) (vagy szimmetrikusan f ′(u) = f̄a′′(u)) lenne,
akkor az f̄a′ (vagy f̄a′′) részben-megengedettsége miatt f ′(u) = f ′(v) = 1 teljesülne.

1. eset: f ′(u) ≤ ϕ(a) · f ′(v) és f ′(v) ≤ ϕ(a)−1 · f ′(u)

A 2.1.14 lemma miatt teljesül a részben-megengedettség tulajdonsága, hiszen vagy
f ′(u)−1 · ϕ(a) · f ′(v) = 1 ∈ Γ(a) vagy pedig f ′(u) = f ′(v) = 1.
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2. eset: f ′(u) ≰ ϕ(a) · f ′(v) és f ′(v) ≰ ϕ(a)−1 · f ′(u)

A 2.1.15 lemma miatt y−1 = f ′(v)−1 · ϕ(a)−1 · f ′(u) utolsó betűje megegyezik f ′(u)

utolsó betűjével, legyen ez lu. Így y első betűje l−1
u .

Hasonlóan y = f ′(u)−1 · ϕ(a) · f ′(v) utolsó betűje megegyezik f ′(v) utolsó betűjével,
legyen ez lv. Így y utolsó betűje lv.

Mivel f ′ ≤ f , így egyértelmű, hogy mik azok az x, z ∈ Gk szavak, amelyekre f(u) =
f ′(u)x és f(v) = f ′(v)z teljesül. Ekkor l−1

u ≰ x, és l−1
v ≰ z, így:

f(u)−1 · ϕ(a) · f(v) = x−1f ′(u)−1 · ϕ(a) · f ′(v)z = x−1(f ′(u)−1 · ϕ(a) · f ′(v))z (2.22)

Tehát y részszava f(u)−1 · ϕ(a) · f(v) ∈ Γ(a)-nak, így az örökletes tulajdonság miatt
y ∈ Γ(a) kéne, hogy legyen, de ez ellentmond az a él választásának.

3.eset: f ′(u) ≤ ϕ(a) · f ′(v) és f ′(v) ≰ ϕ(a)−1 · f ′(u) vagy pedig f ′(u) ≰ ϕ(a) · f ′(v) és
f ′(v) ≤ ϕ(a)−1 · f ′(u)

Vizsgáljuk az előbbi esetet, az utóbbi hasonlóan bizonyítható.
Ekkor valamilyen y′ ∈ Gk szóra ϕ(a) · f ′(v) = f ′(u)y′ teljesül, és mivel f̄a′′(u) ≤ f ′(u),

ezért y′ végszava lesz f̄a′′(u)−1 · ϕ(a) · f̄a′′(v)-nek:

f̄a′′(u)
−1 · ϕ(a) · f̄a′′(v) = f̄a′′(u)

−1 · ϕ(a) · f ′(v) = f̄a′′(u)
−1 · f ′(u)y′ (2.23)

Mivel y′ = y /∈ Γ(a), ezért f̄a′′(u)−1 · ϕ(a) · f̄a′′(v) /∈ Γ(a) kell, hogy legyen, viszont
így f̄a′′ részben-megengedettsége miatt f̄a′′(u) = f̄a′′(v) = 1. A feltételezés szerint tehát
f̄a′′(v) = f ′(v) = 1. Mivel f ′(u) ≤ ϕ(a), y′ /∈ Γ(a) és |ϕ(a)| ≤ 1, így f ′(u) = 1 kell, hogy
legyen, így f ′ tényleg részben-megengedett. Amennyiben f ′(u) = ϕ(a) lenne, f ′(u)−1 ·
ϕ(a) · f ′(v) = 1 ∈ Γ(a) lenne, amely ellentmondana az a él választásának. □

2.1.19 tétel bizonyítása. Az Algoritmus f̄ megtalálására című szekcióban leírt poli-
nomiális algoritmus felhasználásával az Algoritmus a kohomológia megoldhatósági prob-
lémára című szekcióban leírt szintén polinomiális algoritmus segítségével vagy találunk
egy f függvényt, amely kohomológiailag megengedett, vagy pedig nem is létezik ilyen
függvény. Így polinomiális időben megoldottuk az ekvivalens feladatot, ezáltal az eredeti
feladatot is.

2.1.3. S-homológia és folyamok

Adott a k-Irányított síkgráfokon értelmezett csúcsdiszjunkt út problémá-

ra egy D = (V,A) irányított síkgráf és az előre kijelölt k darab (s1, t1), . . . , (sk, tk) ∈ V

terminálpár.
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Feltehetjük, hogy a gráf gyengén összefüggő, továbbá azt is, hogy a terminálokra pon-
tosan egy él illeszkedik. Amennyiben több él illeszkedne egy terminálcsúcsra, akkor egy
új csúcs hozzávételével egy új terminálcsúcsot definiálnánk. Például, ha egy tetszőleges
i-re vagy j -re, si-re vagy tj-re több él illeszkedne, akkor hozzáadnánk egy új s′i vagy t′j

csúcsot, és egy új (s′i, si) vagy (ti, t
′
i) élt.

Továbbá rögzítsük a gráf egy tetszőleges síkbarajzolását a síkon, és a lapok halmazát
jelöljük F -el, és a nem korlátos (külső) lap pedig legyen S.

2.1.34. Definíció. (S-homológia) Legyen D = (V,A) egy gyengén összefüggő irányított
síkgráf, amelynek egy adott síkbarajzolásában S ∈ F a külső lap. Ekkor a ϕ, ψ : A → Gk

függvényeket S-homológnak nevezzük, ha létezik egy olyan f : F → Gk függvény, melyre
az alábbiak teljesülnek:

f(S) = 1,

∀a ∈ A : f(Fb)
−1 · ϕ(a) · f(Fj) = ψ(a).

(2.24)

A fentiekben Fb és Fj jelöli az él irányának megfelelő bal- és jobb oldali lapokat.

Az S-homológia és s-kohomológia kapcsolata a gráf duálisával könnyen leírható. Egy
D = (V,A) irányított síkgráf duálisa egy D∗ = (F , A∗) irányított síkgráf, amely egy olyan
gráf, melynek F csúcshalmaza a D gráf lapjainak, míg az A∗ élei a D gráf éleinek felelnek
meg úgy, hogy a D∗-ban az (Fb, Fj) él a D-ben egy olyan élnek felel meg, melynek a bal
oldali lapja az Fb, a jobb oldali lapja pedig Fj.

Legyen ϕ a D = (V,A) gráf élein értelmezett függvény, ekkor a D∗ = (F , A∗) duá-
lisgráfnak élein értelmezhető a ϕ∗ függvény úgy, hogy minden élre ϕ∗(a∗) := ϕ(a). Egysze-
rűen látható, hogy ha ϕ S-homológ egy ψ-hez, akkor a duálisán ϕ∗ s-kohomológ ψ∗-hoz.

Legyen P = (P1, . . . , Pk) a k-Irányított síkgráfokon értelmezett csúcsdisz-

junkt út probléma egy megoldása, ekkor ehhez egyértelműen hozzárendelhető egy
ϕP : A→ Gk függvény, úgy, hogy ∀i = {1, . . . , k} esetén ϕP(a) := gi, ha az a élen keresz-
tülhalad a Pi út, amennyiben pedig egyik út se megy azon az élen, akkor ϕP(a) := 1. Mivel
az utak csúcsdiszjunktak, így éldiszjunktak is, tehát a hozzárendelés tényleg egyértelmű.

2.1.35. Definíció. (Folyam) Legyen D = (V,A) egy irányított gráf, (s1, t1), . . . , (sk, tk)
terminálpárok. Egy ϕ : A → Gk függvényt folyamnak nevezünk, hogyha teljesülnek rá a
következőek. Amennyiben egy a ∈ A él szomszédos az si ∈ V , vagy az ti ∈ V termi-
nálponttal, valamely i ∈ {1, . . . , k} esetén, akkor ϕ(a) = gi. Továbbá, hogyha minden
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v ∈ V − {s1, t1, s2, t2, . . . , sk, tk} csúcsra teljesül a folyammegmaradási feltétel, azaz:

ϕ(a1)
ϵ1 · ϕ(a2)ϵ2 · . . . · ϕ(an)ϵn = 1. (2.25)

A fentiekben a1, a2, . . . , an azon élek halmaza, amelyeknek valamelyik végpontja a v csúcs.
A sorrendjük pedig egy tetszőleges kiindulópontból óramutató járásával megegyező felsoro-
lás, ahol ϵi = −1, hogyha ai egy bemenő él v-be, különben pedig ϵi = 1.

Egyszerűen meggondolható, hogy nem számít, hogy mely kiindulópontból indulva írjuk
fel a kifejezést, vagy bárhonnan 1 lesz, vagy sehonnan kezdve se.

v

d1 d2

d3d4

ϕ(a
1 )

ϕ(
a 2
)

ϕ(a
3 )

ϕ(
a 4
)

F1

F2

F3

F4

1. ábra: egy gráfból kivágott részlet

Például, hogyha az 1. ábrán látható gráfon értelmezett ϕ egy folyam, akkor a folyam-
megmaradási feltételnek az ábrán látható v csúcsra is teljesülni kell, így tehát fennáll az
alábbi egyenlőség:

ϕ(a1)
−1 · ϕ(a2) · ϕ(a3)−1 · ϕ(a4) = 1.

2.1.36. Megjegyzés. Hogyha a k-Irányított síkgráfokon értelmezett csúcs-

diszjunkt út problémának P = (P1, . . . , Pk) egy megoldása, akkor a hozzárendelt ϕP

egy folyam.

Ez egyszerűen meggondolható, hiszen az utak csúcsdiszjunktak, így minden csúcson
legfeljebb egy út halad keresztül, és így amely út egy csúcsot érint, azt pontosan egy
bemenő és pontosan egy kimenő élen érinti, és annak a csúcsnak minden más éle pedig 1

lesz.

2.1.37. Megjegyzés. Hogyha ϕ egy folyam, akkor a hozzá S-homológ ψ is egy folyam.

Ezt az egyszerűség kedvéért csak az 1. ábrán látható v csúcs esetén szemléltetjük, de
természetesen más esetekben is ehhez hasonlóan teljesül. Megállapíthatóak az alábbiak:
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• ϕ egy folyam, így ϕ(a1)−1 · ϕ(a2) · ϕ(a3)−1 · ϕ(a4) = 1.

• ϕ és ψ S-homológak, így létezik egy olyan f függvény, hogy:

ψ(a1) = f(F2)
−1 · ϕ(a1) · f(F1) → ψ(a1)

−1 = f(F1)
−1 · ϕ(a1)−1 · f(F2),

ψ(a2) = f(F2)
−1 · ϕ(a2) · f(F3),

ψ(a3) = f(F4)
−1 · ϕ(a3) · f(F3) → ψ(a3)

−1 = f(F3)
−1 · ϕ(a3)−1 · f(F4),

ψ(a4) = f(F4)
−1 · ϕ(a4) · f(F1).

Ezek segítségével pedig megállapítható, hogy a ψ egy folyam, hiszen ahogy a v csúcsra,
úgy hasonlóan belátható minden más nem-terminál csúcsra is, hogy a folyammegmaradási
feltétel tényleg teljesül:

ψ(a1)
−1 · ψ(a2) · ψ(a3)−1 · ψ(a4) = f(F1)

−1 · ϕ(a1)−1 · ϕ(a2) · ϕ(a3)−1 · ϕ(a4) · f(F1) =

= f(F1)
−1 · 1 · f(F1) = 1.

2.1.38. Állítás. Adott egy D = (V,A) irányított gráf, a D gráfon értelmezett ϕ : A→ Gk

folyam, továbbá a D gráf csúcsai közül a kijelölt (s1, t1), . . . , (sk, tk) terminálpárok. Léte-
zik egy polinomiális algoritmus, amely megad a k-Irányított síkgráfokon értel-

mezett csúcsdiszjunkt út problémára egy P = (P1, . . . , Pk) megoldást, amely-
re ψP nem feltétlenül S-homológ ϕ-hez, vagy pedig megállapítja, hogy nem létezik olyan
P = (P1, . . . , Pk) megoldás, amelyre ψP S-homológ lenne ϕ-hez.

Bizonyítás. Legyen D∗ = (F , A∗) a gráf duálisa, és ψ∗ : A∗ → Gk függvény, amely
minden a∗ ∈ A∗ esetén ψ∗(a∗) := ψ(a), ahol a ∈ A az a∗-nak megfelelő él D-ben. Hozzunk
létre egy D+ = (F , A+) kiterjesztett duális gráfot (amely már nem feltétlenül síkgráf),
extra élek hozzáadásával.

Legyen F és F ′ olyan csúcsok D∗-ban, amelyek egy közös lapon helyezkednek el és
legyen P egy irányítatlan út F és F ′ között, amely végig a lapot határoló éleken halad.
Ekkor adjuk hozzá az a∗P = (F, F ′) élt.

Tehát minden F és F ′ között menő P úthoz hozzáadunk plusz két élt. A ϕ folyamfügg-
vény kiterjesztése miatt világossá fog válni, hogy miért kétszer fogjuk hozzáadni. Mivel
minden egy lapon lévő F és F ′ esetén négy élt adunk hozzá, az így kapottD+ gráf továbbra
is polinomiális méretű marad.

Legyen ϕ+ : A+ → Gk függvény a ϕ∗ függvény kiterjesztése D+-ra:

ϕ+(a∗) := ϕ∗(a∗),

ϕ+(a∗P ) := ϕ∗(a∗1)
ϵ1 · ... · ϕ∗(a∗t )

ϵt .
(2.26)
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A fentiekben P az a∗1, . . . , a∗t éleken halad keresztül, és ϵi = 1, ha az él irányával megegyező
irányban halad, ϵi = −1, ha az éllel ellentétes irányban halad az F -ből F ′-be menő P út.
Emiatt fogunk kétszer bevenni minden utat, egyszer F -ből, egyszer pedig F ′-ből indulva.

Továbbá legyen Γ a D+ gráfon értelmezett függvény, amely örökletes részhalmazokat
rendel a gráf éleihez. Legyen minden a∗ ∈ A∗ esetén Γ(a∗) := {1, g1, . . . , gk} és minden
fent definiált P út esetén Γ(a∗P ) := {1, g1, g−1

1 . . . , gk, g
−1
k }.

Ekkor az így kapott Kohomológia megoldhatósági probléma a 2.1.19 tétel
szerint polinomiális időben megoldható.

Így amennyiben létezik, találhatunk egy ψ+ : A+ → Gk függvényt, amely s-kohomológ
ϕ+-hoz D+-ban, így minden a+ ∈ A+ élre ψ+(a+) ∈ Γ(a+) teljesül. Könnyen látható, hogy
ψ+-ra teljesül az alábbi tulajdonság, amely a ϕ+-ra is:

ψ+(a∗P ) = ψ∗(a∗1)
ϵ1 · ... · ψ∗(a∗t )

ϵt . (2.27)

Meggondolható, hogy ψ∗ := ψ+|A∗ s-kohomológ ϕ∗-hoz D∗-ban, így a ψ∗-hoz tartozó
(D-beli) ψ függvény S-homológ ϕ-hez D-ben. Így a korábbi megállapításunk miatt ψ is
egy folyam.

Tehát amennyiben ψ létezik, akkor Pi legyen egy tetszőleges irányított útD-ben, amely
csak olyan éleken halad keresztül, melyekre teljesül, hogy ψ(a) = gi. Mivel ψ folyam, ilyen
útnak léteznie kell, hiszen a terminálokra pontosan egy él illeszkedik, és azokra az élekre
ϕ(a) = gi miatt ψ(a) = gi kell, hogy legyen. Továbbá a folyamtulajdonság és a Γ választása
miatt ψ-ben legfeljebb egy hosszú Gk-beli szavak vannak, így minden csúcsra, amelybe
megy bemenő élen gi, annak kell, hogy egy kimenő élén is gi legyen pontosan, és ilyen
élnek léteznie kell az előző észrevétel miatt.

Belátható, hogy az így kapott P = (P1, . . . , Pk) valóban megoldása a k-Irányított

síkgráfokon értelmezett csúcsdiszjunkt út problémának.
Indirekt tegyük fel, hogy a D-beli P1, . . . , Pk utak nem csúcsdiszjunktak, azaz létezik

egy olyan v ∈ V csúcs, amelyre illeszkedik x ∈ Pi és y ∈ Pj két különböző útbeli él. Ez
D+-ban azt jelentené, hogy a v-nek megfelelő lapon van az x∗ és az y∗ él is, amelyek az
x-nek és az y-nak megfelelő élek D+-ban, továbbá, hogy ψ+(x∗) = gi, ψ+(y∗) = gj úgy,
hogy i ̸= j.

Ekkor megválasztható D-ben x és y úgy, hogy D+-ban a v-nek megfelelő lapon menő
utak közül az x∗ és y∗ között menő Px∗,y∗ út minimális élszámú legyen, azon utak közül,
melyekre ψ+(x∗) = gi, ψ+(y∗) = gj, és D+-ban ennek felel meg az aPx∗,y∗ él. Ekkor
viszont |ψ+(aPx∗,y∗ )| ≥ 2, hiszen ψ+(aPx∗,y∗ ) tartalmazza g±i -t és g±j -t is, és egyiket se lehet
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kiejteni, hiszen Px∗,y∗ a legrövidebb ilyen útnak lett megválasztva. Ezzel így ellenmondásra
jutottunk, hiszen ψ+(aPx,y) /∈ Γ(aPx,y).

Amennyiben ψ nem létezik, nem is létezhet olyan P = (P1, . . . , Pk) megoldása a k-

Irányított síkgráfokon értelmezett csúcsdiszjunkt út problémának, amely-
re ψP S-homológ ϕ-hez, hiszen könnyen látható, hogy akkor a ψ+ := (ψP)

+ megoldás lett
volna. □

2.1.39. Definíció. (Két út keresztezése) A P és Q út keresztezi egymást, amennyiben
egy v csúcsban valamelyik irányban haladva p1, q1, p2, q2 sorrendben jönnek az élek úgy,
hogy P -nek a p1 és p2 éle, míg Q-nak a q1 és q2 éle szomszédos v-vel.

v

q 1

q 2

p
1

p
2

v

q 1

q
2

p
1

p 2

2. ábra: keresztező és nem-keresztező útpár egy-egy részlete

Egy önmagát keresztező út alatt egy olyan utat értünk, amelyben egy v csúcsban
valamelyik irányban haladva pi, pj, pi+1, pj+1 sorrendben jönnek az élek úgy, hogy i ̸= j.

Egy nem-keresztező útpár alatt olyan utakat értünk, amelyeknek lehet közös csú-
csuk, azonban nem keresztezhetik egymást az előbb definiált módon. Az önmagát nem-
keresztező út hasonlóképp értendő.

2.1.40. Állítás. Adott egy D = (V,A) irányított gráf és k darab előre megadott ter-
minálpár. Létezik egy polinomiális algoritmus, amely bármilyen fix k-ra megtalál egy Φ =

(ϕ1, . . . , ϕN) folyamhalmazt úgy, hogy teljesüljön rá, hogy a k-Irányított síkgráfokon

értelmezett csúcsdiszjunkt út probléma bármely P = (P1, . . . , Pk) megoldására,
ψP legalább az egyik Φ-beli folyamhoz S-homológ legyen.

Bizonyítás. Tekintsük azokat a P = (P1, . . . , Pk) D-beli úthalmazokat, amelyekben min-
den i-re Pi egy irányítatlan, önmagát nem-keresztező út és bármely két út éldiszjunkt és
nem-keresztezőek. Az ilyen P úthalmazokra keresztezésmentes úthalmazként fogunk hi-
vatkozni.
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A keresztezésmentes P úthalmazokra definiáljuk ψP-t úgy, hogy minden i esetén
ψP(a) := gi, amennyiben a Pi út az a élen irányítással megegyező irányban halad ke-
resztül, és ψP(a) := g−1

i , ha az él irányával ellentétes irányban halad keresztül. Továbbra
is, amennyiben egyik út se használja, akkor ψP(a) := 1.

Be fogjuk látni, hogy minden keresztezésmentes úthalmazra tudunk találni ϕ1, . . . , ϕN

folyamokat, úgy, hogy ψP legalább az egyik folyamhoz S-homológ legyen. Ez persze erő-
sebb, mint az állításunk, hiszen a csúcsdiszjunkt eseteken kívül az nem-keresztező utakat
is figyelmebe vesszük.

Létrehozunk egy D′ redukált gráfot, amelyre a megtalált Φ′ = (ϕ′
1, . . . , ϕ

′
N ′) folyam-

halmazból valójában tudunk csinálni az eredeti gráfnak is egy feladatnak megfelelő fo-
lyamhalmazt. Ezt a D′ gráfot élösszehúzássokkal fogjuk megkapni.

Megmutatjuk tehát, hogyha D′-re igaz az állítás, akkor D-re is. Ezt csúcsszám szerinti
indukcióval fogjuk belátni, azonban a kezdőlépést a bizonyítás végére hagyjuk.

Húzzunk össze egy olyan a′ = (u, v), u ̸= v élt, amely nem szomszédos egyik termi-
nálcsúccsal sem, és az így kapott gráfunk legyen D′. Látható, hogy D′ csúcsainak száma
pontosan egyel kevesebb, mint D csúcsainak száma, és így az indukciós lépés miatt létezik
egy Φ′ = (ϕ′

1, . . . , ϕ
′
N ′) folyamhalmaz, amely a D′ gráfra kielégíti a feladatot. Ekkor az

alábbiak megállapíthatóak:

• Minden j ∈ [1, . . . , N ′]-re egyértelműen létezik egy ϕj folyam D-ben úgy, hogy
minden a ̸= a′ élre ϕj(a) = ϕ′

j(a). A folyamfeltétel miatt egyértelműen kiszámolható
ϕj(a

′) is. Legyen Φ = (ϕ1, . . . , ϕN ′).

• Ha P = (P1, . . . , Pk) egy keresztezésmentes úthalmaz D-ben, akkor az összehúzott
D′ gráfban is P ′ = (P ′

1, . . . , P
′
k) egy keresztezésmentes úthalmaz lesz, ahol minden i

esetén a P ′
i út a Pi út éleinek megfelelő D′-beli élekből áll.

u vs1 t1

v2 v3

(g−1
i gj)

−1gi

g
j

gj

g j

gi

a′ = (u, v)

folyam
a′s1 t1

v2 v3

gi

g
j

gj

g j

gi

3. ábra: egy él összehúzásával továbbra is egy önmagát nem-keresztező utat kapunk. Továbbá

minden folyamra egyértelmű, hogy ϕj(a
′)-t minek kell megválasztani ahhoz, hogy az eredeti

gráfban is folyam legyen.
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Mivel minden P ′ úthalmazra létezik j, hogy ϕ′
j S-homológ ψP ′-hez, így könnyű meg-

gondolni, hogy az eredeti P úthalmazra is a ϕ′
j-ből megkapott ϕj S-homológ lesz ψP-hez.

Tehát ha az összehúzások által kapottD′ gráfban vannak megfelelő folyamok, akkorD-ben
is.

Az indukció kezdőlépése az az eset, amelyben legfeljebb egy nemterminál csúcs van a
redukált gráfban. A célunk pedig az lesz, hogy valahogyan fel tudjuk sorolni a keresett
folyamokat, vagyis az összes S-homológiailag különböző P keresztezésmentes úthalmaz
megoldáshoz tartozó ψP-ket.

Ehhez tehát vegyük a legkisebbre összehúzott gráfot, amelyben a terminálcsúcsokon
kívül már csak egyetlen v csúcsunk van. Ebben a gráfban már csak olyan élek vannak,
amelyek vagy valamelyik terminálcsúccsal szomszédosak vagy pedig hurokélek. Mivel irá-
nyítatlan utakat nézünk, ezért feltehetjük, hogy a hurokélek mind óramutató járásával
megegyezően vannak irányítva.

Jelöljük Xl-el egy l hurok által közbezárt területen levő csúcsok halmazát. Az l és l′

hurokéleket párhuzamosnak nevezzük, hogyha Xl = Xl′ . A párhuzamos osztályok számára
triviális felsőbecslés 22k.

Minden P keresztezésmentes úthalmazra létezik egy nála "egyszerűbb" P ′ úthalmaz,
amelyre ψP S-homológ ψP ′-höz és az alábbiak teljesülnek P ′ útjaira:

• nem tartalmaz olyan l hurokélt, amelyre Xl = ∅,

• nem tartalmaz olyan l1l−1
2 vagy l−1

2 l1 részutat, amelyre Xl1 = Xl2 .

Ezeket az egyszerűség kedvéért csak az alábbi ábrán szemléltetjük, de természetesen más
esetekben is ehhez hasonlóan belátható:

vs2

s1

s3

t2

t1

t3
S

F1

F2

F3

egyszerűsítés
vs2

s1

s3

t2

t1

t3
S

F1

F2

F3
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4. ábra: A bal oldali ábrán látható P úthalmaz, amelyből az egyszerűsítés után a jobb oldali

ábrán látható P ′ úthalmazt kapjuk. A szaggatott éleken az utak az irányítással ellentétes

irányban haladnak keresztül.

A 4.ábra bal oldalán a zöld, piros és kék éleken ψP rendre g1, g2 és g3, a szaggatott
éleken meg a megfelelő szavak inverze, míg a jobb oldalán a zöld, piros, kék és fekete éleken
ψP ′ rendre g1, g2, g3 és 1. Belátható, hogy ψP és ψP ′ tényleg S-homológak egymáshoz.
Megmutatjuk, hogy létezik egy f megfelelő megengedett függvény.

A kék szaggatott hurokélre felírható, hogy f−1(S) · g−1
3 · f(F1) = 1. Ez teljesül, ha

f(F1) = g3, hiszen f(S) = 1 kell, hogy legyen. Hasonlóan a zöld szaggatott és sima
hurokélre is felírható, hogy f−1(S) · g1 · f(F3) = 1 és f−1(F3) · g−1

1 · f(F2) = 1, csak a zöld
élre is teljesülnie kell a feltételeknek, azaz f−1(F2) · g1 · f(F2) = g1. Ezek pedig f(F2) = 1

és f(F3) = g−1
1 esetén teljesülnek is.

Így mostmár a keresztezésmentes P úthalmazok megoldáskeresését leszűkíthetjük olyan
úthalmazokra, amelyekre teljesülnek a fentiek is.

Egy tetszőleges keresztezésmentes P úthalmazra és B,C ⊆ {a, a−1|a ∈ A} élhalmazra
jelöljük xP(B,C)-vel a bc részutak előfordulását P-ben, ahol b ∈ B és c ∈ C. Természe-
tesen xP(B,C) legfeljebb |A|.

Egy P keresztezésmentes úthalmaz útjait S-homológiailag egyértelműen meghatároz-
zák az xP(B,C) számok, amennyiben B és C végigmegy az alábbi halmazokon:

• L,L−1, (ahol L egy párhuzamos osztály),

• (si, v), (v, ti), (ahol i = 1, . . . , k).

Mivel legfeljebb 2(k + 22k) ilyen halmaz van, ezért egy fix k-ra végig tudunk iterálni
az összes lehetőségen, ezáltal megtalálhatóak az összes S-homológiailag különböző P ke-
resztezésmentes úthalmaz megoldások, és így a hozzájuk tartozó ψP-k, amelyek a keresett
Φ′ = (ϕ′

1, . . . , ϕ
′
N ′) folyamrendszert alkotják a redukált gráfban. □

2.1.41. Tétel. A k-Irányított síkgráfokon értelmezett csúcsdiszjunkt út

probléma minden fix k-ra polinomiális időben megoldható.

Bizonyítás. A 2.1.40 állítás miatt polinomiális időben meg tudjuk találni a Φ = (ϕ1, . . . , ϕN)

folyamokat, hogy a k-Irányított síkgráfokon értelmezett csúcsdiszjunkt út

probléma minden P = (P1, P2, . . . , Pk) megoldása legalább az egyikhez S-homológ le-
gyen.
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Majd a 2.1.38 állítás miatt, ha valamelyik j ∈ {1, . . . , N} esetén ϕj-re találtunk egy
P = (P1, . . . , Pk) megoldást, akkor kész vagyunk, ha pedig egyikre sem, akkor megálla-
pítható, hogy a feladat nem oldható meg. □

2.1.42. Következmény. A k-Irányított síkgráfokon értelmezett csúcsdisz-

junkt út probléma módosított változata is megoldható, amelyben még az is a feltételek
között szerepel, hogy minden i esetén Pi csak egy előre megadott Ai ⊆ A élhalmaz éleit
használhatja. Ehhez egyedül a 2.1.38 állításban leírt algoritmust kell módosítani úgy, hogy
minden a∗ ∈ A∗ élre, amely az a ∈ A élnek megfelelő él D∗-ban, Γ(a∗) legyen az üres szó
és azon gi-k halmaza, amelyre a ∈ Ai.

2.1.43. Megjegyzés. Irányítatlan gráfokon mind csúcs-, mind éldiszjunkt esetben álta-
lános gráfra is létezik algoritmus, amely polinomiális időben megoldja a k-diszjunkt út
problémát. Azonban általános irányított gráfokon a k-diszjunkt út probléma NP-
nehéz [5], [4].

2.1.44. Megjegyzés. Az éldiszjunkt eset irányított aciklikus síkgráfokon sokáig nyitott
problémának számított, azonban nemrég bebizonyították, hogy W[1]-nehéz [2].
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3. fejezet

A diszjunkt legrövidebb út

probléma

3.1. Csúcsdiszjunkt eset irányított síkgráfokon

A k-Irányított síkgráfokon értelmezett csúcsdiszjunkt legrövidebb út

problémában adott egy D = (V,A) irányított síkgráf, c : A → R≥0 éleken értel-
mezett kapacitásfüggvény és k darab előre kijelölt terminálpár, amelyeket továbbra is
(s1, t1), . . . , (sk, tk)-val jelölünk. A probléma az, hogy található-e egy P = (P1, . . . , Pk)

páronként csúcsdiszjunkt utakból álló úthalmaz úgy, hogy minden i-re Pi egy irányított
legrövidebb út legyen si-ből ti-be.

Az alábbi alfejezetben megmutatjuk, hogy a k-Irányított síkgráfokon értelme-

zett csúcsdiszjunkt legrövidebb út probléma polinomiális időben megoldható.
Az alábbiakban leírt bizonyítás Bérczi és Kobayashi eredménye, amelyet a The Directed
Disjoint Shortest Paths Problem [1] című cikk alapján követtem.

3.1.1. Tétel. A k-Irányított síkgráfokon értelmezett csúcsdiszjunkt leg-

rövidebb út probléma nemnegatív élsúlyozás mellett minden fix k-ra polinomiális idő-
ben megoldható.

Bizonyítás. Adott a D = (V,A) irányított síkgráf és k darab előre kijelölt terminál-
pár. Minden i ∈ {1, . . . , k}-ra legyen Ai ⊆ A azon élek halmaza, amelyek szerepelnek
valamelyik si-ből ti-be vezető legrövidebb útban.

Ezeket az Ai élhalmazokat polinomiális időben ki tudjuk számolni a Dijkstra algo-
ritmus segítségével: minden i-re futtassuk si-ből az algoritmust, hogy minden v ∈ V
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csúcsra megkapjuk a di(v) := distc(si, v) a v csúcs c kapacitás szerinti távolságát si-
től. Majd legyen A′

i := {a = (u, v) : a ∈ A, di(v) = di(u) + c(a)} ⊆ A továbbá
Ai := {a = (u, v) : a ∈ A′

i, úgy, hogy A′
i tartalmaz egy v-ből ti-be menő utat} ⊆ A′

i.
Egyszerűen meggondolható, hogy egy Pi út akkor és csak akkor legrövidebb út, hogyha

minden éle az Ai élhalmaz egy eleme.
A problémát ezért vissza tudjuk vezetni egy másik problémára, amelyben már nincs

szükség a kapacitásfüggvényre és csak diszjunkt utakat szeretnénk megtalálni: adott egy
D = (V,A) irányított síkgráf, minden i esetén Ai ⊆ A élhalmazok és k darab kijelölt
terminálpár, amelyben a feladat, hogy találjunk egy P = (P1, P2, . . . , Pk) csúcsdiszjunkt
utakból álló úthalmazt úgy, hogy minden i-re Pi egy irányított út legyen si-ből ti-be, to-
vábbá A(Pi) ⊆ Ai. Ez pedig a 2.1.42 következmény miatt polinomiális időben megoldható.
□

3.1.2. Következmény. A k-Irányítatlan síkgráfokon értelmezett csúcsdisz-

junkt legrövidebb út probléma nemnegatív élsúlyozás mellett minden fix k esetén
szintén polinomiális időben megoldható.

Bizonyítás. Adott egy G = (V,E) irányítatlan síkgráf. Futtassuk az előző algoritmust
a D′ = (V,A′) módosított gráfra, amelyben G minden e = uv élét helyettesítsük egy
ae1 = (u, v) és egy ae2 = (v, u) irányított éllel, a kapacitások pedig minden e ∈ E esetén
belőle képzett ae1 , ae2 ∈ A′ élekre c(ae1) = c(ae2) = c(e) legyenek. A csúcsdiszjunktság
miatt pedig nem lehet, hogy egy ae1 = (u, v) és egy ae2 = (v, u) élt egyszerre tartalmazzon
a D′-re kapott P ′ = (P ′

1, . . . , P
′
k) megoldás, így tehát az ennek megfelelő P = (P1, . . . , Pk)

valóban egy csúcsdiszjunkt (és éldiszjunkt) megoldás lesz D-ben. □

3.2. Éldiszjunkt eset irányítatlan síkgráfokon

A k-Irányítatlan síkgráfokon értelmezett éldiszjunkt legrövidebb út prob-

lémában adott egy G = (V,E) irányított síkgráf, c : E → R≥0 éleken értelmezett kapaci-
tásfüggvény és k darab előre kijelölt terminálpár, amelyeket továbbra is (s1, t1), . . . , (sk, tk)-
val jelölünk. A probléma az, hogy található-e egy P = (P1, . . . , Pk) páronként éldiszjunkt
utakból álló úthalmaz úgy, hogy minden i-re Pi egy irányítatlan legrövidebb út legyen si
és ti között.

Az alábbi alfejezetben megmutatjuk, hogy a k-Irányítatlan síkgráfokon értel-

mezett éldiszjunkt legrövidebb út probléma polinomiális időben megoldható.
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Az alábbiakban leírt bizonyítás Bérczi és Kobayashi eredménye, amelyet a The Directed
Disjoint Shortest Paths Problem [1] című cikk alapján követtem.

Idézzük fel, hogy a P és Q út keresztezi egymást, amennyiben egy v csúcsban valami-
lyen irányba haladva p1, q1, p2, q2 sorrendben jönnek az élek úgy, hogy P -nek a p1 és p2 éle,
míg Q-nak a q1 és q2 éle szomszédos v-vel. Ehhez hasonlóan a P és Q nem-keresztező útpár
alatt olyan utakat értünk, amelyeknek lehet közös csúcsuk, azonban nem keresztezhetik
egymást az előbb felidézett módon.

3.2.1. Definíció. A k-Irányítatlan síkgráfokon értelmezett éldiszjunkt, nem-

keresztező legrövidebb út problémában adott egy G = (V,E) irányított síkgráf,
c : E → R≥0 éleken értelmezett kapacitásfüggvény és k darab előre kijelölt terminálpár,
amelyeket továbbra is (s1, t1), . . . , (sk, tk)-val jelölünk. A probléma az, hogy található-e egy
P = (P1, . . . , Pk) páronként éldiszjunkt és nem-keresztező utakból álló úthalmaz úgy, hogy
minden i-re Pi egy irányítatlan legrövidebb út legyen si és ti között.

3.2.2. Állítás. A k-Irányítatlan síkgráfokon értelmezett éldiszjunkt, nem-

keresztező legrövidebb út probléma nemnegatív élsúlyozás mellett minden fix
k-ra polinomiális időben megoldható.

Bizonyítás. Megmutatjuk, hogy elég a módosított problémát vizsgálni, amelyben a meg-
adott gráfban a terminálokra pontosan egy él illeszkedik.

Ehhez jelöljük ki minden i-re, hogy a Pi útnak mely lesz az első és utolsó éle, legyenek
ezek az siui és viti élek. Hozzunk létre egyG = (V,E) segédgráfot, amelyben helyettesítsük
minden i-re az siui élt egy új u′i csúccsal és a viti élt egy v′i csúccsal, továbbá adjunk hozzá
egy u′iui élt c(siui) kapacitással és egy viv

′
i élt c(viti) kapacitással. Az így kapott gráf

továbbra is síkgráf marad. Ebben a segédgráfban a terminálcsúcsok pedig legyenek minden
i-re az (s′i, t

′
i) = (u′i, v

′
i) párok. Ekkor a módosított probléma megoldása a feladatunk.

Mivel az utak első és utolsó éleit polinomiálisan sokféleképpen tudjuk megválasztani,
ezért polinomiálisan sokszor kell megoldanunk a módosított problémát, ahhoz, hogy a
k-Irányítatlan síkgráfokon értelmezett éldiszjunkt, nem-keresztező leg-

rövidebb út problémát a plusz feltétel nélkül megoldjuk.
Ezt a módosított problémát pedig vissza fogjuk vezetni a korábban leírt k-Irányítatlan

síkgráfokon értelmezett csúcsdiszjunkt legrövidebb út problémára, amely
polinomiális időben megoldható.
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Ehhez hozzunk létre egy módosított G′ = (V ′, E ′) gráfot, amelyben végezzük el az
alábbi módosítást minden legalább négy fokú v ∈ V csúcsra:

• Legyenek a v-re illeszkedő élek óramutató járásával megegyező sorrendben: e1, e2, . . . , ez.

• Helyettesítsük v-t az alábbi ábrán látható módon k darab koncentrikus körrel, ame-
lyek mindegyikén 2z darab csúcs helyezkedik el, a legbelső kör kivételével, amelyen
csak z darab található. A legkülső kör minden második csúcsát nevezzük w1, . . . , wz-
nek.

• Minden ei = uiv ∈ E él esetén, legyen uiwi egy él, amelynek kapacitása c(ei).

• Az azonos körön elhelyezkedő szomszédos csúcsok között menő élek mindegyikét 0

kapacitással vegyük be.

• A koncentrikus körök között menő éleket az ábrán látható módon húzzuk be, mind-
egyiket 0 kapacitással.

A módosítás utáni G′ = (V ′, E ′) gráf továbbra is síkgráf marad, amelyben minden
csúcs foka legfeljebb három. Az alábbi ábrán szemléltetjük egy legalább négy fokú v csúcs
módosítását:

c(e
2 )

c(e1)

c(
e z
)

v csúcs módosítása

c(e
2 )

c(e1)

c(
e z
)

5. ábra: A kék, zöld és piros élek három különböző, páronként egymást nem-keresztező utakat

jelölnek, amelyek a módosítás után csúcsdiszjunkt utaknak felelnek meg [10].

Az így kapott módosított gráf továbbra is polinomiális méretű lesz.
Legyen P = (P1, . . . , Pk) úthalmaz egy megoldása a módosított problémának G-

ben, ekkor ez G′-ben megfelel egy P ′ = (P ′
1, . . . , P

′
k) úthalmaznak, amely megoldása

a k-Irányítatlan síkgráfokon értelmezett csúcsdiszjunkt legrövidebb út

problémának, hiszen G′-ben minden csúcs foka legfeljebb három. Így valóban bármely
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P ′ = (P ′
1, . . . , P

′
k) megoldás valójában csúcsdiszjunkt megoldás is kell, hogy legyen, hiszen

ahhoz, hogy egy v csúcsban érintse egymást két út, legalább négy élnek kéne v-re illesz-
kednie, és mivel minden legalább négy fokú csúcs esetén k rétegből állnak a koncentrikus
körök, ezáltal biztosítva van, hogy mind a k útnak legyen egy saját "rétege", amelyen
össze lehet kötni a két v-vel szomszédos csúcsát. □

3.2.3. Állítás. Amennyiben létezik P = (P1, . . . , Pk) megoldás a k-Irányítatlan síkg-

ráfokon értelmezett éldiszjunkt legrövidebb út problémára, akkor létezik
egy olyan P ′ = (P ′

1, . . . , P
′
k) megoldás is, amelyben bármely i, j ∈ {1, . . . , k}, i ̸= j párra

P ′
i és P ′

j legfeljebb egy csúcsban keresztezik egymást.

Bizonyítás. Adott G = (V,E) irányítatlan síkgráf.
Legyen P = (P1, . . . , Pk) egy olyan megoldása a k-Irányítatlan síkgráfokon

értelmezett éldiszjunkt legrövidebb út problémának, amelyben az utak ke-
resztezése összesen a lehető legkevesebb.

Indirekt tegyük fel, hogy ebben a megoldásban létezik i, j ∈ {1, . . . , k}, i ̸= j, amelyre
Pi és Pj két különböző u és v csúcsban keresztezik egymást. JelöljükQi-vel a Pi út ésQj-vel
a Pj út u és v között haladó részét. Mivel Pi és Pj is legrövidebb utak, így c(Qi) = c(Qj).

Tekintsük a P ′ := (P1, . . . , Pi−1, P
′
i , Pi+1, . . . , Pj−1, P

′
j , Pj+1, . . . , Pk) úthalmazt, ahol P ′

i

azt az si és ti között menő utat jelöli, amelyben Pi-nek az u és v között menő Qi szakaszát
Qj-vel helyettesítjük, és P ′

j pedig azt az sj és tj között menő utat jelöli, amelyben Pj-nek
az u és v között menő Qj szakaszát Qi-vel helyettesítjük.

Ekkor P ′ továbbra is egy megoldása a k-Irányítatlan síkgráfokon értelmezett

éldiszjunkt legrövidebb út problémának, azonban látható, hogy a keresztezések
száma szigorúan kisebb. Ezzel viszont ellentmondásra jutunk, hiszen a P = (P1, . . . , Pk)

úthalmazt úgy választottuk meg, hogy minimális legyen benne a keresztezések száma. □

3.2.4. Tétel. A k-Irányítatlan síkgráfokon értelmezett éldiszjunkt legrö-

videbb út probléma nemnegatív élsúlyozás mellett minden fix k-ra polinomiális időben
megoldható.

Bizonyítás. A 3.2.2 állítás miatt tehát a k-Irányítatlan síkgráfokon értelme-

zett éldiszjunkt legrövidebb út probléma megoldásakor feltehetjük, hogy bár-
mely útpár legfeljebb egy csúcsban keresztezi egymást. Így minden i-re felsorolható leg-
feljebb k − 1 csúcs, amelyben Pi egy másik úttal metszik egymást. Legyen ezeknek a
sorrendje az út haladási sorrendje szerint: si =: ui0, u

i
1, . . . , u

i
zi
, uizi+1 := ti, ahol zi ≤ k− 1.
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Ezek a csúcsok minden Pi utat felbontanak zi + 1 ≤ k darab Qi
1, Q

i
2, . . . , Q

i
zi+1 részútra,

melyben Gi
j egy legrövidebb nem-keresztező út uij−1 és uij között.

Algoritmus:

1. Minden i ∈ {1, . . . , k}-ra rendeljünk zi-hez egy 0 és k − 1 közötti számot, majd
jelöljünk ki zi darab csúcsot, amelyeket ui1, . . . , uizi-vel jelölünk. Ezt a kiválasztást
legfeljebb polinomiálisan sokféleképp tehetjük meg.

2. Keressünk páronként éldiszjunkt, nem-keresztező, legrövidebb Qi
j utakat minden

i ∈ {1, . . . , k}, j ∈ {1, . . . , zi+1}-re, ahol Qi
j egy uij−1 és uij között menő út. Továbbra

is ui0 = si, u
i
ri+1 = ti. Ez a 3.2.2 állítás szerint polinomiális időben megtehető, mivel

a terminálpárok száma szintén polinomiális.

3. Legyen Pi = Qi
1∪Qi

2∪. . .∪Qi
ri+1 minden i ∈ {1, . . . , k}-ra. Ellenőrizzük le, hogy P =

(P1, . . . , Pk) egy megoldása-e az eredeti problémának, azaz, hogy tényleg mindegyik
Pi út egy legrövidebb út-e si és ti között. A legrövidebb utak hossza minden i esetén
az si csúcsból indított Dijkstra algoritmus futtatásával polinomiális időben tényleg
kiszámolható, így az összehasonlítás is polinomiális időben megtehető.

Így tehát k-Irányítatlan síkgráfokon értelmezett éldiszjunkt legrövidebb

út probléma nemnegatív élsúlyozás mellett minden fix k-ra polinomiális időben meg-
oldható. □
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