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Bevezetés

A mérnöki, gazdasági és természettudományos folyamatok leírásának gyakori eszközei
a közönséges vagy parciális differenciálegyenletek, egyenletrendszerek. Ezek megoldása
azonban sokszor nem lehetséges, vagy pedig időigényes és költséges, ezért numerikus
módszereket alkalmazunk arra, hogy a megoldást minél jobban közelítsük. A szakdol-
gozatban szó lesz arról, hogy mik a numerikus módszerek, illetve mit értünk az alatt,
hogy egy módszer jól közelíti a tényleges megoldást. Ezután megismerkedünk egy konkrét
numerikus módszercsaláddal, a Runge–Kutta-féle módszerekkel, valamint a Richardson-
extrapolációval és változataival, melyek segítségével a módszer rendjét tudjuk növelni.
Ezek után megvizsgáljuk, hogy mely új, Runge–Kutta-féle módszerhez jutunk, ha az exp-
licit Euler-módszert, illetve a négylépcsős Runge–Kutta-módszert (RK4) kombináljuk az
aktív Richardson-extrapolációval, illetve az ismételt Richardson-extrapolációval. Megol-
dunk ezekkel a módszerekkel egy kezdetiérték-feladatot is, ábrázoljuk a megoldások közti
különbséget, valamint vizsgáljuk a kapott módszerek hibáját és konvergenciarendjét.

4



1. fejezet

Numerikus módszerek

Ebben a fejezetben megismerkedünk néhány alapfogalommal a közönséges differenciál-
egyenletek numerikus módszereivel kapcsolatban. Definiáljuk a megoldandó problémát,
azt, hogy mit jelent, hogy egy módszer egy- vagy többlépéses, implicit vagy explicit,
valamint hogyan írhatjuk fel ezeket általános alakban. Megismerkedünk az egylépéses
módszerek hibaanalízisével is: mit értünk lokális és globális hiba alatt, mit jelent, hogy
egy módszer p-ed rendben konvergens illetve konzisztens.

A megoldandó kezdetiérték-feladat:ẏ(t) = f(t, y(t)), t ∈ [t0, T ] = I

y(t0) = y0

ahol f : I × Rd → Rd folytonos és második változójában Lipschitz, y0 ∈ Rd rögzített.
Keressük azt az y : I → Rd függvényt, amely folytonos az I intervallumon, differenciálható
a (t0, T ] nyílt intervallumon, valamint teljesíti a kezdeti feltételt és a differenciálegyenletet
is.
A célunk, hogy a numerikus módszer segítségével minél jobban közelítsük a megoldást
a [t0, T ] intervallumon. Ehhez először felosztjuk a vizsgált [t0, T ] intervallumot véges sok
egyenlő hosszúságú részre. Jelölje a részintervallumok számát N , ekkor egy részinterval-
lum T−t0

N
hosszú lesz. Ezt a hosszúságot (továbbiakban: lépésköz) jelölje τ .

1.0.1. Definíció. Az ωτ = {tn = t0 + n · τ, n = 0, 1, . . . , N, τ = T−t0
N

} halmazt
ekvidisztáns rácshálónak nevezzük a [t0, T ] intervallumon.
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A megoldás során az ωτ rácsháló pontjaiban alkalmazzuk a numerikus módszert, így a
numerikus megoldás eredménye egy rácspontfüggvény lesz, míg a tényleges megoldása a
differenciálegyenletnek egy folytonos függvény.

A leggyakrabban alkalmazott numerikus módszerek a véges különbséges módszerek. Ezek
közül a legegyszerűbbek az egylépéses módszerek, amelyeknél egy adott rácspontbeli kö-
zelítést az előző rácspontbeli közelítés segítségével határozunk meg.

1.0.2. Jelölés. A tn pontban vett közelítő megoldást jelölje yn, míg a pontos megoldást
jelölje y(tn).

Ennek a jelölésnek a segítségével az egylépéses módszereket általánosan az

yn+1 = yn + τ · ϕ(tn, yn, yn+1, τ, f)

alakban írhatjuk fel, ahol ϕ valamilyen függvény.

1.0.3. Definíció. Azokat a módszereket, melyekre ϕ = ϕ(tn, yn, τ, f), explicit módszerek-
nek nevezzük.

1.0.4. Definíció. Azokat a módszereket, melyekre ϕ = ϕ(tn, yn, yn+1τ, f), implicit mód-
szereknek nevezzük.

1.0.5. Definíció. Amennyiben az adott pontbeli közelítést k darab megelőző pontbeli kö-
zelítés segítségével határozzuk meg, k-lépéses módszerről beszélünk.

Az egylépéses módszerek közé tartozik például az explicit illetve az implicit Euler-
módszer, vagy a Runge–Kutta-módszerek, amelyekkel részletesebben is fogunk foglalkoz-
ni.
A többlépéses módszerek közé tartoznak például az Adams-módszerek, amelyekről bő-
vebben Faragó István és Horváth Róbert Numerikus módszerek [5] című könyvének 9.5.3.
Adams-típusú módszerek fejezetében olvashatunk.

1.1. Egylépéses módszerek hibaanalízise

Az előzőekben megismerkedtünk a numerikus módszerek alapfogalmaival és alaptípusai-
val. Ebben a fejezetben az egylépéses módszerek hibaanalízisének alapjait tekintjük át.
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Egy differenciálegyenlet numerikus megoldásakor törekszünk arra, hogy a numerikus meg-
oldás minél jobban közelítse a tényleges megoldást. De mit értünk jó közelítés alatt? Ehhez
definiáljuk egy numerikus módszer lokális és globális hibáját, és ezek alapján a módszer
konzisztenciáját és konvergenciáját.

1.1.1. Definíció. Egy numerikus módszer lokális (egy lépésben elkövetett) hibája:
εlok(tn+1) = y(tn+1)− [y(tn) + τ · ϕ(tn, y(tn), y(tn+1), τ, f)].
Azaz a tn pontbeli pontos megoldásból indítjuk a sémát, és megvizsgáljuk, hogy az így kapott
tn+1 pontbeli becslés mennyire tér el az y(tn+1) pontos megoldástól.

1.1.2. Definíció. Egy numerikus módszer globális hibája alatt az ε(t) = y(t) − y
(t/n)
n

különbséget értjük, ahol t ∈ ωτ , és y
(t/n)
n az n-edik becslés τ = t/n lépésközzel.

1.1.3. Definíció. Azt mondjuk, hogy az egylépéses módszer konzisztens a t ∈ [t0, T ] pont-
ban, ha |εlok(t)| → 0, ha τ → 0.

1.1.4. Definíció. Azt mondjuk, hogy az egylépéses módszer p-ed rendben konzisztens, ha
εlok(t) = O(τ p+1).

1.1.5. Definíció. Azt mondjuk, hogy az egylépéses módszer konvergens a t ∈ [t0, T ] pont-
ban, ha |ε(t)| → 0, ha τ → 0.

1.1.6. Definíció. Azt mondjuk, hogy az egylépéses módszer p-ed rendben konvergens, ha
ε(t) = O(τ p).

Minél magasabb rendű a numerikus módszer (kovergenciája), annál gyorsabban tart a
közelítő megoldás a pontoshoz a lépésköz nullához tartásával.

A szakdolgozatban azt fogjuk vizsgálni, hogy a Runge–Kutta-módszerek rendjét hogyan
tudjuk növelni Richardson-extrapoláció segítségével.
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2. fejezet

Runge–Kutta-módszerek

Mielőtt megismerkednénk a Runge–Kutta módszercsaláddal, szót ejtünk az egyik legegy-
szerűbb numerikus módszerről, az explicit Euler-módszerről.
Az explicit Euler-módszer kiindulópontja a t0 pontbeli, kezdeti feltételből ismert y0 érték.
A t1 pontbeli numerikus megoldást az y pontos megoldás t0 pont körüli sorbafejtéséből
kaphatjuk meg, az általános képlete

yn+1 = yn + τ · f(tn, yn).

Vagyis az n-edik lépésben a (tn, yn) pontból az f(tn, yn) meredekséggel lépünk τ távol-
ságot, ahol f(tn, yn) annak a megoldásgörbének a meredeksége, amely a (tn, yn) ponton
átmegy.
További numerikus módszereket nyerünk, ha az f függvényt nem csak egy, hanem több
helyen is kiértékeljük, és az így kapott meredekségeket súlyozzuk.
Így jutunk el az explicit és implicit iterációs módszereket magába foglaló Runge–Kutta-
módszercsaládhoz, melyeknek kifejlesztése Carl Runge és Wilhelm Kutta német mate-
matikusok nevéhez fűződik (1900 körül). [4] A legtöbbször használt, négylépcsős Runge–
Kutta-módszernél (RK4) négy meredekséget számolunk ki:

k1 = f(tn, yn)

k2 = f
(
tn +

τ

2
, yn +

τ

2
· k1
)

k3 = f
(
tn +

τ

2
, yn +

τ

2
· k2
)

k4 = f(tn + τ, yn + τ · k3)
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Ezeket a meredekségeket súlyozva az

yn+1 = yn + τ ·
(
1

6
· k1 +

1

3
· k2 +

1

3
· k3 +

1

6
· k4
)

módszert nyerjük.

A Runge–Kutta-módszercsalád tagjai azok a módszerek, amelyekben egy lépésben s he-
lyen kiszámított meredekségeket felhasználva lépünk tovább (az s számot a módszer lép-
csőszámának nevezzük). A módszercsalád tagjait általánosan az

yn+1 = yn + τ ·
s∑

i=1

bi · ki

ki = f

(
tn + ci · τ, yn + τ ·

s∑
j=1

aij · kj

)
, i = 1, . . . s

képletekkel írhatjuk fel, ahol a bi, ci, aij együtthatók valós számok.
Az így kapott módszerektől elvárjuk, hogy az f ≡ 1 függvényre pontosak legyenek, ezt a

s∑
i=1

bi = 1

feltétel biztosítja.

Észrevehetjük, hogy a fejezet elején bemutatt numerikus módszer, az explicit Euler-
módszer is a Runge–Kutta-módszercsalád tagja, egy egylépcsős módszer. Egy adott Runge-
Kutta-féle módszert egyszerűen megadhatunk az úgynevezett Butcher-tabló segítségével:

c1 a11 a12 a13 . . . a1s

c2 a21 a22 a23 . . . a2s

c3 a31 a32 a33 . . . a3s
...

...
...

... . . . ...
cs as1 as2 as3 . . . ass

b1 b2 b3 . . . bs

Tömörebben
c A

bT
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ahol c ∈ Rs×1, b ∈ Rs×1 és A = [aij]
s
i,j=1 valós mátrix.

Mindig feltesszük, hogy a

ci =
s∑

j=1

aij i = 1, 2, . . . , s

egyenlőségek fennállnak (ún. sorösszegfeltétel).
A Butcher-tablóról az is könnyen leolvasható, hogy az adott módszer explicit-e, mert ek-
kor az A mátrix szigorúan alsó háromszögmátrix.

A korábban már felírt explicit Euler-módszer Butcher-tablója

0 0

1

míg a négylépcsős Runge–Kutta-módszert (RK4) pedig a

0 0 0 0 0
1
2

1
2

0 0 0
1
2

0 1
2

0 0

1 0 0 1 0
1
6

1
3

1
3

1
6

Butcher-tablóval adhatjuk meg. Mindkettőről könnyen leolvasható, hogy explicit módszer.

Butchertől származó eredmény az alábbi összefüggés a lépcsők száma (s) és a módszer
rendje (p) között [6]:

1 ≤ s ≤ 4 : p ≤ s

s ≥ 5 : p ≤ s− 1

s ≥ 8 : p ≤ s− 2

s ≥ 10 : p ≤ s− 3

Az explicit Euler-módszer (megfelelő simasági feltételek teljesülése esetén) elsőrendben
konvergens, míg a négylépcsős Runge–Kutta-módszer (RK4) negyedrendben konvergál.
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3. fejezet

Richardson-extrapoláció

Ahogy korábban is említettük, a szakdolgozatban azt vizsgáljuk, hogy hogyan tudunk a
Richardson-extrapoláció segítségével minél pontosabb közelítést elérni, hogyan tudjuk egy
numerikus módszer rendjét növelni.
Ha egy feladatot megoldunk adott lépésközzel, és azt tapasztaljuk, hogy a közelítés nem
elég pontos, akkor az egyik lehetőségünk, hogy újrakezdjük a számolást kisebb lépésköz-
zel. Ezzel a közelítés rendje ugyanakkora marad, és az addigi munka kárbavész.
A korábbi eredményt is felhasználhatjuk, és a közelítés rendjét is növelhetjük, ha ehelyett
Richardson-extrapolációt alkalmazunk. A Richardson-extrapoláció tehát egy konvergen-
ciagyorsító eljárás.

A módszer Lewis Fry Richardson után kapta a nevét, aki a 20. század elején a deri-
vált adott pontokban történő közelítésére használta ezt a technikát, habár a módszer egy
formáját már a 17. század elején Christiaan Huygens alkalmazta [1].

Az eredeti változat lépései:

1. A feladatot megoldjuk ugyanazzal a numerikus módszerrel, kétféle lépésközzel (ál-
talában τ és τ

2
)

2. A két numerikus megoldást a durvább felosztás rácspontjaiban lineárisan kombinál-
juk

3. Ezzel eggyel magasabb rendű közelítést nyerünk

A módszernek két változatát különböztetjük meg: aktív és passzív Richardson-extrapoláció,
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amelyek általánosításaival (ismételt Richardson-extrapoláció és többszörös Richardson-
extrapoláció) tovább növelhetjük a konvergencia rendjét.

3.1. Passzív Richardson-extrapoláció

Az extrapolációs módszerek lényege, hogy egy p-ed rendben konvergens numerikus mód-
szer globális hibájának vezető tagját/tagjait kiejtve magasabb rendű közelítést nyerjünk.

Most vizsgáljuk meg a passzív Richardson-extrapolációt úgy, hogy a feladat megoldá-
sához τ és τ

2
lépésközt használunk, majd az így kapott közelítéseket a τ lépésközű rács

pontjaiban kombináljuk. Mivel passzív Richardson-extrapolációról van szó, nem a kom-
binált eredményből fogunk továbblépni, hanem a két lépésközzel egymástól függetlenül
oldjuk meg a feladatot. Ezt mutatja a következő ábra:

3.1. ábra. Passzív Richardson-extrapoláció

Ha a mögöttes numerikus módszer stabil volt (azaz a numerikus megoldás korlátos
marad), akkor a passzív Richardson-extrapolációval kapott új módszer örökli ezt a tulaj-
donságot, vagyis szintén stabil lesz.

Vizsgáljuk most egy konkrét kezdetiérték-feladatra:ẏ(t) = f(t, y(t)), t ∈ [t0, T ]

y(0) = y0
(3.1)
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Ezt a feladatot megoldjuk τ és τ
2

lépésközzel is egy egylépéses, p-ed rendben konvergens
numerikus módszerrel, az így kapott közelítéseket a tn pontban jelölje zn és wn. Ekkor az
alábbi egyenleteket írhatjuk fel a p-ed rendű konvergenciának megfelelően:

y(tn) = zn +K1 · τ p +O(τ p+1) (3.2)

y(tn) = wn +K1 ·
(τ
2

)p
+O(τ p+1) (3.3)

ahol a K1 konstans független a lépésköztől.
Azt szeretnénk, hogy a c1 · zn + c2 · wn lineáris kombináció (p + 1)-ed rendben legyen
konvergens, azaz

y(tn)− (c1 · zn + c2 · wn) = O(τ p+1) (3.4)

teljesüljön. A (3.2) és (3.3) egyenletekből a zn és wn numerikus megoldásokat kifejezve:

zn = y(tn)−K1 · τ p +O(τ p+1)

wn = y(tn)−K1 ·
(τ
2

)p
+O(τ p+1)

Ezeket behelyettesítve a (3.4) egyenletbe ac1 + c2 = 1

c1 +
c2
2p

= 0

lineáris egyenletrendszert nyerjük, mely mátrixos alakban(
1 1

1 1
2p

)
·

(
c1

c2

)
=

(
1

0

)
Ezt megoldva megkapjuk a lineáris kombináció együtthatóit:

c1 =
−1

2p − 1
(3.5)

c2 =
2p

2p − 1
(3.6)

Az így kapott együtthatók segítségével felírjuk az új módszert, amely már (p + 1)-ed
rendben konvergens közelítést ad [2, 7, 8]:

yn =
−zn + 2p · wn

2p − 1
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3.2. Aktív Richardson-extrapoláció

Az aktív Richardson-extrapoláció nagyon hasonló a passzív változathoz. Ez esetben is
kétféle lépésközzel (általában τ és τ

2
) hajtjuk végre a p-ed rendű numerikus módszert, és

a durvább rács pontjaiban lineárisan kombináljuk a megoldásokat. A különbség a passzív
változathoz képest az, hogy a két feladatot nem egymástól függetlenül oldjuk meg, hanem
a lineáris kombináció eredményéből lépünk tovább. Ezt mutatja a következő ábra:

3.2. ábra. Aktív Richardson-extrapoláció

A passzív változatnál látott módon kiszámolhatók a lineáris kombináció együtthatói.
Megmutatható, hogy ugyanazokat a c1 (3.5) és c2 (3.6) súlyokat kapjuk itt is. Azon-
ban az alapmódszer stabilitási tulajdonságai nem öröklődnek át automatikusan a ka-
pott kombinált megoldásra, az alapmódszer stabilitása nem jelenti azt, hogy az aktív
Richardson-extrapolációval kapott új módszer is szükségszerűen stabil lesz (például ha a
trapézszabályt kombináljuk aktív Richardson-extrapolációval [7]).[2]

3.3. A Richardson-extrapoláció általánosításai

Felmerülhet a kérdés, hogy van-e lehetőség arra, hogy ne csak eggyel növeljük meg a
konvergencia rendjét. Az ismételt Richardson-extrapoláció vagy a többszörös Richardson-
extrapoláció segítségével egy p-ed rendben konvergens módszerből (p + 2)-ed rendben
konvergens módszert nyerhetünk.
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3.3.1. Ismételt Richardson-extrapoláció

Az ismételt Richardson-extrapolációnál kettő helyett három lépésközzel dolgozunk (álta-
lában τ , τ

2
és τ

4
, de három általános lépésközzel is meg lehet oldani a feladatot [2]) és a

legnagyobb lépésközű rács pontjaiban kombináljuk lineárisan az eredményeket.

Vizsgáljuk ismét a passzív esetnél már látott (3.1) kezdetiérték-feladatot, ha a numerikus
módszert τ , τ

2
és τ

4
lépésközökre alkalmazzuk. Ha a legnagyobb lépésközű rács pontjaiban

kapott becsléseket rendre zn, wn és vn jelöli, akkor a következő egyenlőségek teljesülnek:

y(tn) = zn +K1 · τ p +K2 · τ p+1 +O(τ p+2)

y(tn) = wn +K1 ·
(τ
2

)p
+K2 ·

(τ
2

)p+1

+O(τ p+2)

y(tn) = vn +K1 ·
(τ
4

)p
+K2 ·

(τ
4

)p+1

+O(τ p+2)

ahol K1 és K2 független a τ lépésköztől.
Most azt szeretnénk, hogy az

y(tn)− (c1 · zn + c2 · wn + c3 · vn) = O(τ p+2)

egyenlőség teljesüljön. Az ismeretlen c1, c2 és c3 súlyokra felírható lineáris egyenletrend-
szert megoldva az

yn =
zn − 3 · 2p · wn + 22p+1 · vn

1− 3 · 2p + 22p+1

új módszert nyerjük.

3.3.2. Többszörös Richardson-extrapoláció

A többszörös Richardson-extrapolációról nem lesz részletesen szó a szakdolgozatban, csak
megemlítjük, hogy ennek segítségével is el lehet érni egy (p + 2)-ed rendben konvergens
új módszert egy p-ed rendben konvergens alapmódszerből:
Először alkalmazzuk a klasszikus Richardson-extrapolációt az alapmódszeren, így egy p-
ed rendű módszerből (p + 1)-ed rendű módszert nyerünk. Ezután ezt kombináljuk újra
a klasszikus Richardson-extrapolációval, hogy még eggyel megnöveljük a konvergencia
rendjét [2].
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4. fejezet

Runge–Kutta-módszerek rendjének

növelése Richardson-extrapolációval

Most, hogy már külön-külön megismerkedtünk a Runge–Kutta-módszercsaláddal és a
Richardson-extrapolációval is, vizsgáljuk meg, hogy mi történik, ha Runge–Kutta-féle nu-
merikus módszereket kombinálunk Richardson-extrapolációval.

Ha tetszőleges Runge–Kutta-féle numerikus módszert kombinálunk aktív Richardson-
extrapolációval, akkor szintén egy Runge–Kutta-féle módszerhez jutunk, melynek Butcher-
tablóját általánosan felírhatjuk az alapmódszert leíró b, c vektorok és A mátrix segítségével
[3, 9]:

1

2
c

1

2
A 0 0

1

2
(e+ c)

1

2
ebT

1

2
A 0

c 0 0 A

(
1 + ρ

2

)
bT

(
1 + ρ

2

)
bT −ρbT

ahol a 0 az s× s -es nullmátrixot jelöli, e az s× 1 -es egységvektort, valamit ρ = 1
2p−1

. Az
általánosan felírt Butcher-tabló azt mutatja, hogy az így kapott új módszernek három-
szor annyi lépcsője lesz mint az eredetinek, azaz s lépcsős alapmódszerből egy 3s lépcsős
módszerhez jutunk.
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Az új, kombinált módszer Butcher-tablóját akkor is fel tudjuk írni általánosan, ha tetsző-
leges Runge–Kutta-féle numerikus módszert ismételt Richardson-extrapolációval kombi-
nálunk [3]:

1

4
c

1

4
A 0 0 0 0 0 0

1

4
(e+ c)

1

4
ebT

1

4
A 0 0 0 0 0

1

2
e+

1

4
c

1

4
ebT

1

4
ebT

1

4
A 0 0 0 0

3

4
e+

1

4
c

1

4
ebT

1

4
ebT

1

4
ebT

1

4
A 0 0 0

1

2
c 0 0 0 0

1

2
A 0 0

1

2
(e+ c) 0 0 0 0

1

2
ebT

1

2
A 0

c 0 0 0 0 0 0 A

MbT MbT MbT MbT −QbT −QbT NbT

ahol
M =

22p

22p+2 − 3 · 2p+1 + 2
(4.1)

Q =
3 · 2p

22p+2 − 3 · 2p+1 + 2
(4.2)

N =
1

22p+1 − 3 · 2p + 1
(4.3)

A következő fejezetekben megvizsgáljuk, hogy mely numerikus módszerekhez jutunk, ha
az explicit Euler-módszert, illetve a négylépcsős Runge–Kutta-módszert (RK4) kombinál-
juk az aktív, illetve az ismételt Richardson-extrapolációval. Megoldunk egy kezdetiérték-
feladatot, ábrázoljuk a pontos megoldást és a numerikus megoldást, valamint egy táb-
lázatban összefoglaljuk τ csökkenő értékeire a numerikus módszerek globális hibáit és
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megbecsüljük a közelítés rendjét.
A közelítés rendjének becsléséhez az 1.1. fejezetben definiált globális hibát és p-ed rendű
konvergenciát (1.1.2. Definíció és 1.1.6. Definíció) használjuk fel.
Tudjuk, hogy ha a numerikus módszer p-ed rendben konvergens, akkor a kapott globális
hibákra az

ε1(T ) ≈ c · τ p1 (4.4)

ε2(T ) ≈ c · τ p2 (4.5)

becslések teljesülnek. A (4.4) és (4.5) becsléseket egymással elosztva kiesik a konstans tag,
majd logaritmust véve és átrendezve kapjuk, hogy a konvergencia rendjét a

p ≈
ln

(
ε1(T )

ε2(T )

)
ln

(
τ1
τ2

) (4.6)

képlettel becsülhetjük meg.

4.1. Aktív Richardson-extrapoláció az explicit Euler-mód-

szerrel mint alapmódszerrel

Elsőként megvizsgáljuk, hogy milyen új Runge–Kutta-féle numerikus módszerhez jutunk,
ha az elsőrendben konvergens explicit Euler-módszert kombináljuk az aktív Richardson-
extrapolációval, τ és τ

2
lépésközökkel dolgozva.

Az yn+1 meghatározásához τ lépésközzel egyet lépünk a zn+1 pontba, illetve τ
2

lépésközzel
kettőt lépünk a wn+1 pontba, a köztes lépést jelölje w1.

Elsőként a zn+1 pontba lépünk a
k1 = f (tn, yn)

meredekséggel, így a
zn+1 = yn + τ · k1

pontba jutunk. Ezután ismét a
k1 = f (tn, yn)

meredekséggel lépünk, ezúttal τ
2

hosszúságot, így kapjuk a

w1 = yn +
τ

2
· k1
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köztes értéket, majd innen a

k2 = f
(
tn +

τ

2
, w1

)
= f

(
tn +

τ

2
, yn +

τ

2
· k1
)

meredekséggel továbblépve a

wn+1 = w1 +
τ

2
· k2 = yn +

τ

2
· (k1 + k2)

pontba érkezünk.
Mivel az explicit Euler-módszer elsőrendben konvergens, a (3.5) és (3.6) képletekbe p = 1

konvergenciarendet behelyettesítve a c1 = −1 és c2 = 2 együtthatókat kapjuk, amelyekkel
a zn+1 és wn+1 megoldásokat súlyozva az

yn+1 = yn + τ · k2

módszerhez jutunk. Butcher-tablóval felírva:

0 0 0
1
2

1
2

0

0 1

Tehát a levezetéssel egy kétlépcsős Runge–Kutta-féle módszerhez jutottunk. Ha azonban
a Butcher-tablót levezetés helyett csak az általános felírás segítségével adjuk meg, akkor
egy háromlépcsős módszert kapunk:

0 0 0 0
1
2

1
2

0 0

0 0 0 0

1 1 −1

Ha kifejtjük, hogy ez a Butcher-tabló mely Runge–Kutta-módszert reprezentálja, láthat-
juk, hogy a kettő ekvivalens egymással. Ez a módszer a

k1 = f (tn, yn)

k2 = f

(
tn +

1

2
τ, yn +

1

2
k1

)
k3 = f (tn, yn)
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meredekségek segítségével az

yn+1 = yn + τ · (k1 + k2 − k3)

módszert írja le. Mivel azonban k1 = k3, az

yn+1 = yn + τ · k2

egyszerűbb alakra hozható. Azt kaptuk tehát, hogy a kombinált módszer ekvivalens egy
alacsonyabb lépcsőszámú Runge–Kutta-féle numerikus módszerrel.

Vizsgáljuk meg, hogy mit kapunk, ha egy konkrét kezdetiérték-feladatra alkalmazzuk az
explicit Euler, illetve az explicit Euler-módszerből aktív Richardson-extrapolációval ka-
pott numerikus módszert.
Oldjuk meg az ẏ(t) = t− y(t), t ∈ [0, 5]

y(0) = 1
(4.7)

kezdetiérték-feladatot τ = 0.5 lépésközzel. A kapott numerikus megoldásokat a pontos
megoldással kiegészítve a 4.1. ábrán láthatjuk:
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4.1. ábra. A (4.7) kezdetiérték-feladat pontos megoldása és a két numerikus módszerrel
kapott megoldás

Az ábrán jól látszik, hogy az aktív Richardson-extrapolációval kombinált explicit
Euler-módszer jobban közelíti a pontos megoldást, mint az explicit Euler-módszer.
Az intervallum végén kapott hibákat és a közelítés rendjének becslését az alábbi táblázat
tartalmazza:

4.1. táblázat. A két numerikus megoldás hibája az intervallum végpontjában és a közelítés
rendjének becslése τ csökkenő értékeire

A numerikusan számolt rendek az explicit Euler-módszer esetén 1-hez, az aktív Richardson-
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extrapolációval kombinált változat esetén 2-höz közelítenek, ahogy az elmélet alapján
vártuk.

4.2. Ismételt Richardson-extrapoláció az explicit Euler-

módszerrel mint alapmódszerrel

Következőnek megvizsgáljuk, hogy mely Runge–Kutta-féle módszerhez jutunk, ha az exp-
licit Euler-módszert az ismételt Richardson-extrapolációval kombináljuk.
Legyenek a lépésközök τ, τ

2
, τ
4
, a tn+1 pontbeli közelítések rendre zn+1, wn+1, xn+1 a w1,

illetve x1, x2, x3 köztes pontokkal.

k1 = f (tn, yn)

zn+1 = yn + τ · k1

w1 = yn +
τ

2
· k1

k2 = f
(
tn +

τ

2
, w1

)
= f

(
tn +

τ

2
, yn +

τ

2
· k1
)

wn+1 = w1 +
τ

2
· k2 = yn +

τ

2
· (k1 + k2)

x1 = yn +
τ

4
· k1

k3 = f
(
tn +

τ

4
, x1

)
= f

(
tn +

τ

4
, yn +

τ

4
· k1
)

x2 = x1 +
τ

4
· k3 = yn +

τ

4
· (k1 + k3)

k4 = f
(
tn +

τ

2
, x2

)
= f

(
tn +

τ

2
, yn +

τ

4
· (k1 + k3)

)
x3 = x2 +

τ

4
· k4 = yn +

τ

4
· (k1 + k3 + k4)

k5 = f

(
tn +

3τ

4
, x3

)
= f

(
tn +

3τ

4
, yn +

τ

4
· (k1 + k3 + k4)

)
xn+1 = x3 +

τ

4
· k5 = yn +

τ

4
· (k1 + k3 + k4 + k5)

A c1, c2, c3 súlyok képletébe behelyettesítve a p = 1 értéket, az

yn+1 = yn + τ ·
(
−k2 +

2

3
k3 +

2

3
k4 +

2

3
k5

)
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módszerhez jutunk. Az új módszer Butcher-tablója:

0 0 0 0 0 0
1
2

1
2

0 0 0 0
1
4

1
4

0 0 0 0
1
2

0 1
4

0 0 0
3
4

1
4

0 1
4

1
4

0

0 −1 2
3

2
3

2
3

Vizsgáljuk meg most is, hogy az általánosan felírt Butcher-tablóval melyik numerikus
módszerhez jutunk. A p = 1 értéket a (4.1), (4.2), (4.3) képletekbe behelyettesítve kapjuk,
hogy

M =
2

3
, Q = 1, N =

1

3

így a Butcher-tabló

0 0 0 0 0 0 0 0
1
4

1
4

0 0 0 0 0 0
1
2

1
4

1
4

0 0 0 0 0
3
4

1
4

1
4

1
4

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
1
2

0 0 0 0 1
2

0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
2
3

2
3

2
3

2
3

−1 −1 1
3

Oldjuk meg ismét a (4.7) kezdetiérték-feladatot ezúttal az explicit Euler-módszer ismételt
Richardson-extrapolációval kombinált változatával:
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4.2. ábra. A (4.7) kezdetiérték-feladat pontos megoldása és a két numerikus módszerrel
kapott megoldás

Ezen az ábrán úgy tűnik, hogy az ismételt Richardson-extrapolációval kombinálva
kapott numerikus módszer által adott megoldás teljesen egybeesik a pontos megoldással.
Rajzoljuk rá az aktív Richardson-extrapolációval kombinálva kapott numerikus megoldást
is:
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4.3. ábra. A (4.7) kezdetiérték-feladat pontos megoldása és a három numerikus módszerrel
kapott megoldás

Látható, hogy az ismételt változat valóban jobban közelíti a pontos megoldást, mint
az aktív változat, ahogy vártuk is, hiszen az már egy harmadrendű módszer, míg az aktív
Richardson-extrapolációval kombinált változat másodrendű.

Az ábra egy részletére ráközelítve még szembetűnőbb a különbség:
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4.4. ábra. A (4.7) kezdetiérték-feladat pontos megoldása és a három numerikus módszerrel
kapott megoldás kinagyítva

Alább látható az előző hibatáblázat (4.1. táblázat) kiegészítve az ismételt Richardson-
extrapolációval kombinálva kapott numerikus módszer hibájával és konvergenciarendjének
becslésével.

4.2. táblázat. A három numerikus megoldás hibája az intervallum végpontjában és a
közelítés rendjének becslése különböző τ értékekre

A 4.2. táblázatban látható, hogy az ismételt Richardson-extrapolációval kombinált
explicit Euler-módszer esetén a numerikusan számolt rendek 3-hoz közelítenek, az ismételt
Richardson-extrapoláció valóban kettővel növeli meg a közelítés rendjét.
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4.3. Aktív Richardson-extrapoláció az RK4 alapmódszer-

rel

Következő lépésként megvizsgáljuk, hogy hogyan tudjuk megadni a kapott új módszert,
ha aktív Richardson-extrapolációt alkalmazunk a négylépcsős Runge–Kutta-módszerrel
(RK4), τ és τ

2
lépésközökkel. Ezúttal már egy negyedrendű módszer pontosságát fogjuk

növelni, így a különbség nem lesz annyira szembetűnő, hiszen a negyedrendű módszer már
önmagában is igen pontos közelítést szolgáltat.
Az yn+1 meghatározásához τ lépésközzel egyet lépünk a zn+1 pontba, illetve τ

2
lépésközzel

kettőt lépünk a wn+1 pontba, a köztes lépést jelölje w1. Az RK4 módszert felhasználva az
alábbi egyenlőségeket írhatjuk fel:

f(tn, yn) = k1

f
(
tn +

τ

2
, yn +

τ

2
· k1
)
= k2

f
(
tn +

τ

2
, yn +

τ

2
· k2
)
= k3

f (tn + τ, yn + τ · k3) = k4

majd ezeket felhasználva a

zn+1 = yn + τ ·
(
k1
6

+
k2
3

+
k3
3

+
k4
6

)
képletet kapjuk.

Ezután meghatározzuk w1, majd wn+1 értékét:

f(tn, yn) = k1

f
(
tn +

τ

4
, yn +

τ

4
· k1
)
= k5

f
(
tn +

τ

4
, yn +

τ

4
· k5
)
= k6

f
(
tn +

τ

2
, yn +

τ

2
· k6
)
= k7

w1 = yn +
τ

2
·
(
k1
6

+
k5
3

+
k6
3

+
k7
6

)
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Innen továbblépve adódik wn+1:

f(tn +
τ

2
, w1) = k8

f

(
tn +

3τ

4
, w1 +

τ

4
· k8
)

= k9

f

(
tn +

3τ

4
, w1 +

τ

4
· k9
)

= k10

f
(
tn + τ, w1 +

τ

2
· k10

)
= k11

wn+1 = w1 +
τ

2
·
(
k8
6

+
k9
3

+
k10
3

+
k11
6

)

Felhasználva, hogy az aktív Richardson-extrapoláció p-től függő súlyait ismerjük, a p = 4

értéket behelyettesítve az

yn+1 = − 1

15
· zn+1 +

16

15
· wn+1

összefüggéshez jutunk, melybe w1 képletét behelyettesítve, majd összevonva az

yn+1 = yn + τ ·
(

7

90
k1 −

1

45
k2 −

1

45
k3 −

1

90
k4 +

8

45
k5 +

8

45
k6 +

4

45
k7 +

4

45
k8 +

8

45
k9

+
8

45
k10 +

4

45
k11

)
módszert kapjuk.

Az így kapott új módszer is a Runge–Kutta-módszercsalád tagja, 11 lépcsővel, a konvergencia-
rendje pedig eggyel magasabb, mint az alapmódszeré, így egy ötödrendben konvergens új
módszert nyertünk. A Butcher-tablója:
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0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1
2

1
2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1
2

0 1
2

0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1
4

1
4

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1
4

0 0 0 0 1
4

0 0 0 0 0 0
1
2

0 0 0 0 0 1
2

0 0 0 0 0
1
2

1
12

0 0 0 1
6

1
6

1
12

0 0 0 0
1
2

1
12

0 0 0 1
6

1
6

1
12

1
4

0 0 0
1
2

1
12

0 0 0 1
6

1
6

1
12

0 1
4

0 0

1 1
12

0 0 0 1
6

1
6

1
12

0 0 1
2

0
7
90

− 1
45

− 1
45

− 1
90

8
45

8
45

4
45

4
45

8
45

8
45

4
45

Most is megfigyelhetjük, hogy az általános Butcher-tablóval egy 12 lépcsős módszert kap-
tunk volna. Ezúttal is ekvivalens volt tehát a kombinált módszer egy alacsonyabb lépcső-
számú módszerrel.
Megfigyelhetjük azt is, hogy az explicit Euler-módszer esetében és az RK4 esetében is egy
pontosan eggyel alacsonyabb lépcsőszámú módszerrel volt ekvivalens a kombinált válto-
zat. Ennek oka az, hogy az aktív Richardson-extrapoláció nem egymástól függetlenül lép
a két különböző lépésközzel, hanem mindig a kombinált módszer által adott megoldásból
lép tovább. Így az első lépést a τ és a τ

2
lépésközzel is ugyanazzal az f(tn, yn) meredek-

séggel tesszük, melyeket így a kombinált módszerben összevonhatunk egy lépcsőbe, ezzel
eggyel alacsonyabb lépcsőszámot nyerve.

Oldjuk meg ismét a (4.7) kezdetiérték-feladatot, ezúttal az RK4, illetve az RK4-ből aktív
Richardson-extrapolációval kapott numerikus módszereket alkalmazva, τ és τ

2
lépésközök-

kel.
A kapott megoldásokat az alábbi ábrán láthatjuk:
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4.5. ábra. A (4.7) kezdetiérték-feladat pontos megoldása és a két numerikus módszerrel
kapott megoldás

Az ábrát megvizsgálva úgy tűnik, mintha a három megoldás egybeesne. Valójában
azonban nem illeszkednek egymásra tökéletesen, csak egy ilyen nagy intervallumon nem
látjuk a negyedrendű, illetve ötödrendű hibákat. Közelítsünk rá az ábra egy részletére:
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4.6. ábra. A (4.7) kezdetiérték-feladat pontos megoldása és a két numerikus módszerrel
kapott megoldás kinagyítva

Ezen az ábrán már látszik, hogy a három megoldás nem illeszkedik tökéletesen egy-
másra, és az is, hogy a Richardson-extrapolációval kapott numerikus módszer jobban
megközelíti a pontos megoldást.
Az intervallum végén kapott hibákat és a közelítés rendjének becslését foglalja össze a
következő táblázat:

4.3. táblázat. A két numerikus megoldás hibája az intervallum végpontjában és a közelítés
rendjének becslése τ csökkenő értékeire

A táblázatban ismét azt látjuk, hogy az elméletnek megfelelően a négylépcsős Runge–
Kutta-módszer rendje 4-hez közelít, míg az aktív Richardson-extrapolációval kombinált
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módszer rendje eggyel magasabb, 5-höz közelít.

4.4. Ismételt Richardson-extrapoláció az RK4 alapmód-

szerrel

Végül azt vizsgáljuk meg, hogy milyen új numerikus módszert kapunk, ha az ismételt
Richardson-extrapolációt alkalmazzuk az RK4 alapmódszerrel τ, τ

2
és τ

4
lépésközökkel.

A τ és a τ
2

lépésközökkel kapott zn+1 és wn+1 értékekhez ugyanúgy jutunk el, mint az
előző módszernél:

f(tn, yn) = k1

f
(
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τ

2
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τ

2
· k1
)
= k2

f
(
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2
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)
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A τ
4

lépésközzel kapott köztes pontokat jelölje x1, x2, x3 és a tn+1 pontbeli közelítést pedig
xn+1.
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f
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+
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Felhasználva az ismételt Richardson-extrapoláció korábban meghatározott, p-től függő
együtthatóit az
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módszert kapjuk. Ennek a módszernek a Butcher-tablója:
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Ezúttal a kombinált módszer levezetése egy 26 lépcsős Runge–Kutta-féle módszerhez veze-
tett, ha azonban az általános Butcher-tabló segítségével határoztuk volna meg a kombinált
módszert, akkor egy 28 lépcsős módszerhez jutottunk volna.
Észrevehetjük, hogy ezúttal is megegyezik a lépcsőszámbeli különbség a levezetéssel ka-
pott és az általános felírásból kapott kombinált módszerek között mind az explicit Euler,
mind az RK4 módszer esetén. A pontosan két lépcső különbséget ezúttal is az alkalmazott
Richardson-extrapoláció magyarázza. Mivel mindhárom lépésközzel az első lépést ugyan-
azzal az f(tn, yn) meredekséggel tesszük meg, a τ

2
és τ

4
lépésközök esetén nem szükséges

új ki meredekséget (lépcsőt) bevezetnünk, összevonhatjuk ezeket egy lépcsőbe.
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5. fejezet

Összefoglalás

A szakdolgozatban röviden összefoglaltuk a közönséges differenciálegyenletek numerikus
megoldási módszereinek alapjait, azok hibájának jellemzését, majd megismerkedtünk egy
numerikus módszercsaláddal, a Runge–Kutta-féle módszerekkel.

Ezután megismerkedtünk a Richardson-extrapolációval és annak különböző változatai-
val, melyeket numerikus módszerek rendjének növelésére lehet alkalmazni.
Megvizsgáltuk általánosan, hogy milyen új numerikus módszert kapunk, ha Runge–Kutta-
féle módszert kombinálunk aktív Richardson-extrapolációval, illetve ismételt Richardson-
extrapolációval.

Az általános vizsgálat után két konkrét Runge–Kutta-féle módszert, az elsőrendű exp-
licit Euler-módszert és a negyedrendű, négylépcsős Runge–Kutta-módszert (RK4) kombi-
náltuk az aktív illetve az ismételt Richardson-extrapolációval. Egy konkrét kezdetiérték-
feladaton megvizsgáltuk a kapott numerikus módszerek pontosságát: kiszámítottuk a glo-
bális hibákat és megbecsültük a közelítés rendjét. Kísérleteink során az elmélet alapján
várt rendnövekedéseket figyeltük meg.
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