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Bevezetés

A mérnoki, gazdasigi és természettudomanyos folyamatok leirasanak gyakori eszkozei
a kozonséges vagy parcialis differencidlegyenletek, egyenletrendszerek. Ezek megoldasa
azonban sokszor nem lehetséges, vagy pedig idGigényes és koltséges, ezért numerikus
modszereket alkalmazunk arra, hogy a megoldést minél jobban kozelitsiik. A szakdol-
gozatban sz6 lesz arrdl, hogy mik a numerikus modszerek, illetve mit értiink az alatt,
hogy egy modszer jol kozeliti a tényleges megoldast. Ezutan megismerkediink egy konkrét
numerikus modszercsaladdal, a Runge-Kutta-féle modszerekkel, valamint a Richardson-
extrapolacioval és valtozataival, melyek segitségével a modszer rendjét tudjuk novelni.
Ezek utan megvizsgaljuk, hogy mely 1j, Runge-Kutta-féle modszerhez jutunk, ha az exp-
licit Euler-modszert, illetve a négylépcesés Runge-Kutta-modszert (RK4) kombinaljuk az
aktiv Richardson-extrapolacioval, illetve az ismételt Richardson-extrapolacioval. Megol-
dunk ezekkel a modszerekkel egy kezdetiérték-feladatot is, abrézoljuk a megoldasok kozti

kiilonbséget, valamint vizsgaljuk a kapott modszerek hibajat és konvergenciarendjét.



1. fejezet

Numerikus moédszerek

Ebben a fejezetben megismerkediink néhany alapfogalommal a koézonséges differencial-
egyenletek numerikus modszereivel kapcsolatban. Definidljuk a megoldand6 problémét,
azt, hogy mit jelent, hogy egy modszer egy- vagy tobblépéses, implicit vagy explicit,
valamint hogyan irhatjuk fel ezeket altalanos alakban. Megismerkediink az egylépéses
modszerek hibaanalizisével is: mit értiink lokalis és globéalis hiba alatt, mit jelent, hogy

egy modszer p-ed rendben konvergens illetve konzisztens.
A megoldandé kezdetiérték-feladat:

y(t) = f(t,y(t), telto,T]=1

y(to) = Yo
ahol f: I x RY — R? folytonos és masodik valtozojaban Lipschitz, yy € R? rogzitett.
Keressiik azt az y : I — R? fiiggvényt, amely folytonos az I intervallumon, differencialhato
a (to, 7] nyilt intervallumon, valamint teljesiti a kezdeti feltételt és a differencidlegyenletet
is.
A célunk, hogy a numerikus modszer segitségével minél jobban kozelitsiikk a megoldast
a [to, T] intervallumon. Ehhez el6szor felosztjuk a vizsgélt [to, T intervallumot véges sok
egyenld hossziisagu részre. Jelolje a részintervallumok szaméat N, ekkor egy részinterval-

lum % hosszu lesz. Ezt a hosszusagot (tovabbiakban: lépéskoz) jelolje 7.

1.0.1. Definicié. Az w, = {t, = to+n-7, n=0,1,....N, 7 = %} halmazt

ekvidisztdans rdcshdlonak nevezziik a [ty, T| intervallumon.



A megoldés soran az w, racshalé pontjaiban alkalmazzuk a numerikus modszert, igy a
numerikus megoldés eredménye egy racspontfiiggvény lesz, mig a tényleges megoldasa a

differencidlegyenletnek egy folytonos fiiggvény.

A leggyakrabban alkalmazott numerikus modszerek a véges kiilonbséges modszerek. Ezek
koziil a legegyszertibbek az egylépéses modszerek, amelyeknél egy adott racspontbeli ko-

zelitést az el6z6 racspontbeli kozelités segitségével hatarozunk meg.

1.0.2. Jelolés. A t, pontban vett kozelitd megolddst jelolje y,, mig a pontos megolddst
jelolje y(t,,).

Ennek a jel6lésnek a segitségével az egylépéses modszereket altalanosan az

Yntl =Yn + T+ ¢(tn: Yns Yn+1, T, f)

alakban frhatjuk fel, ahol ¢ valamilyen fliggvény.

1.0.3. Definici6. Azokat a mddszereket, melyekre ¢ = ¢(tn, yn, T, f), explicit modszerek-

nek nevezzik.

1.0.4. Definicidé. Azokat a mddszereket, melyekre ¢ = ¢(tn, Yn, Yn1T, f), implicit mod-

szereknek nevezzik.

1.0.5. Definicié. Amennyiben az adott pontbeli kozelitést k darab megelézd pontbeli k-

zelités seqgitségével hatdrozzuk meg, k-lépéses modszerrdl beszélink.

Az egylépéses modszerek kozé tartozik példaul az explicit illetve az implicit Euler-
modszer, vagy a Runge-Kutta-modszerek, amelyekkel részletesebben is fogunk foglalkoz-
ni.

A tobblépéses modszerek kozé tartoznak példaul az Adams-moédszerek, amelyekrsl bo-
vebben Farago Istvan és Horvath Robert Numerikus modszerek [5] cimd konyvének 9.5.3.

Adams-tipusi mddszerek fejezetében olvashatunk.

1.1. Egylépéses modszerek hibaanalizise

Az el6z6ekben megismerkedtiink a numerikus modszerek alapfogalmaival és alaptipusai-

val. Ebben a fejezetben az egylépéses modszerek hibaanalizisének alapjait tekintjiik at.



Egy differencidlegyenlet numerikus megoldasakor toreksziink arra, hogy a numerikus meg-
oldas minél jobban kozelitse a tényleges megoldast. De mit értiink jo kozelités alatt? Ehhez
definidljuk egy numerikus modszer lokalis és globalis hibajat, és ezek alapjan a modszer

konzisztenciajat és konvergenciajat.

1.1.1. Definicidé. Egy numerikus mddszer lokdlis (egy lépésben elkovetett) hibdja:
EZOk(tn-i-l) = y(tn-H) - [y<tn) + T ¢(tna y(tn)a y(tn-i-l)a T, f)] :
Azaz at, pontbeli pontos megolddsbol inditjuk a sémdt, é€s meguizsgaljuk, hogy az igy kapott

tne1 pontbeli becslés mennyire tér el az y(t,41) pontos megolddstol.

1.1.2. Definicidé. Egy numerikus mddszer globdlis hibdja alatt az e(t) = y(t) — yﬁf/n)

kiilonbséget értjiik, aholt € w,, €s yﬁf/n) az n-edik becslés T = t/n lépéskozzel.

1.1.3. Definicio. Azt mondjuk, hogy az eqylépéses madszer konzisztens a t € [to, T] pont-
ban, ha |%(t)| — 0, ha 7 — 0.

1.1.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy az egylépéses modszer p-ed rendben konzisztens, ha
glok(t) = O(rPH).

1.1.5. Definici6. Azt mondjuk, hogy az egylépéses mddszer konvergens a t € [ty, T] pont-
ban, ha |e(t)] — 0, ha 7 — 0.

1.1.6. Definicié. Azt mondjuk, hogy az eqylépéses maodszer p-ed rendben konvergens, ha

e(t) = O(7P).

Minél magasabb rendi a numerikus modszer (kovergenciaja), annal gyorsabban tart a

kozelité megoldas a pontoshoz a 1épéskdz nulldhoz tartasaval.

A szakdolgozatban azt fogjuk vizsgalni, hogy a Runge-Kutta-modszerek rendjét hogyan

tudjuk novelni Richardson-extrapolacio segitségével.



2. fejezet

Runge-Kutta-moédszerek

Miel6tt megismerkednénk a Runge-Kutta modszercsaladdal, szot ejtiink az egyik legegy-
szertibb numerikus modszerrél, az explicit Euler-moédszerrdl.

Az explicit Euler-moédszer kiinduloépontja a tg pontbeli, kezdeti feltételbdl ismert yq érték.
A t; pontbeli numerikus megoldast az y pontos megoldas t, pont koriili sorbafejtésébsl

kaphatjuk meg, az altalanos képlete

Ynt+l = Yn + T - f(tnvyn)-

Vagyis az n-edik lépésben a (t,,y,) pontbol az f(t,,y,) meredekséggel lépiink 7 tavol-
sagot, ahol f(t,,y,) annak a megoldasgorbének a meredeksége, amely a (t,,y,) ponton
atmegy.

Tovabbi numerikus modszereket nyeriink, ha az f fiiggvényt nem csak egy, hanem t6bb
helyen is kiértékeljiik, és az igy kapott meredekségeket silyozzuk.

Igy jutunk el az explicit és implicit iteraciés modszereket magaba foglalo Runge-Kutta-
modszercsaladhoz, melyeknek kifejlesztése Carl Runge és Wilhelm Kutta német mate-
matikusok nevéhez fiizédik (1900 koriil). [4] A legtobbszor hasznalt, négylépcsés Runge—
Kutta-modszernél (RK4) négy meredekséget szamolunk ki:

kl :f(t’myn)
T T
k2:f(tn+§7yn+§k1>
T T
kS_f(tn+§7yn+§'k2>

ky= f(tn+T,yn +7 - k3)



Ezeket a meredekségeket stulyozva az

1 1 1 1
SUPEPVRTO (i AT T PN
Ynt+l = Yn + T <6 1+3 2+3 3—|—6 4)

modszert nyerjiik.

A Runge-Kutta-modszercsalad tagjai azok a mddszerek, amelyekben egy 1épésben s he-
lyen kiszamitott meredekségeket felhasznalva lépiink tovabb (az s szamot a modszer 1ép-

cs6szamanak nevezziik). A modszercsalad tagjait altalanosan az

yn+1:yn+7'zbi'ki

=1

ki:f(tn+ci'77yn+7'zaij'k3j>, i:1,...s

j=1
képletekkel frhatjuk fel, ahol a b;, ¢;, a;; egytitthatok valos szamok.
Az igy kapott modszerektsl elvarjuk, hogy az f = 1 fiiggvényre pontosak legyenek, ezt a

s

> bi=1

i=1

feltétel biztositja.

Eszrevehetjiik, hogy a fejezet elején bemutatt numerikus modszer, az explicit Euler-
modszer is a Runge-Kutta-modszercsalad tagja, egy egylépesds modszer. Egy adott Runge-

Kutta-féle modszert egyszertien megadhatunk az tgynevezett Butcher-tablo segitségével:

Ci|amn a2 apz ... Qs
Co | Q21 G22 A23 ... Q2
C3|Aas a3z AaAzz ... 0A3s
Cs | Gs1 Qg2 As3 ... (Ogs
by by b3 ... b
Tomorebben
cl A
bT



ahol ¢ € R, b € R és A = a5 ;_, valos matrix.

Mindig feltessziik, hogy a
cl-:Zaij i:1,2,...,8
j=1

egyenlségek fennallnak (tn. sorosszegfeltétel).
A Butcher-tablorél az is konnyen leolvashato, hogy az adott modszer explicit-e, mert ek-

kor az A métrix szigortian als6é haromszogmatrix.

A korabban maér felirt explicit Euler-modszer Butcher-tabloja

0]0
1

mig a négylépcsés Runge-Kutta-modszert (RK4) pedig a

[l S L )

o= O O v O
W O v O O
W= O O O
o=lo O O O

Butcher-tabloval adhatjuk meg. Mindkettérél konnyen leolvashato, hogy explicit modszer.

Butchertsl szarmazo eredmény az alabbi Osszefiiggés a lépcesék szama (s) és a modszer
rendje (p) kozott [6]:
1<s<4:p<s

s>5:p<s—1
s>8:p<s—2
s>10:p<s—3

Az explicit Euler-modszer (megfelels simasagi feltételek teljesiilése esetén) els6rendben

konvergens, mig a négylépcsés Runge-Kutta-modszer (RK4) negyedrendben konvergal.
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3. fejezet

Richardson-extrapolaci6

Ahogy korabban is emlitettiik, a szakdolgozatban azt vizsgaljuk, hogy hogyan tudunk a
Richardson-extrapolacio segitségével minél pontosabb kozelitést elérni, hogyan tudjuk egy
numerikus modszer rendjét névelni.

Ha egy feladatot megoldunk adott lépéskozzel, és azt tapasztaljuk, hogy a kozelités nem
elég pontos, akkor az egyik lehetGségiink, hogy ujrakezdjiik a szamoléast kisebb 1épéskoz-
zel. Ezzel a kozelités rendje ugyanakkora marad, és az addigi munka karbavész.

A korabbi eredményt is felhasznalhatjuk, és a kozelités rendjét is novelhetjiik, ha ehelyett
Richardson-extrapolaciot alkalmazunk. A Richardson-extrapolacié tehat egy konvergen-

ciagyorsito eljaras.

A modszer Lewis Fry Richardson utan kapta a nevét, aki a 20. szazad elején a deri-
valt adott pontokban torténd kozelitésére hasznalta ezt a technikat, habar a modszer egy
formajat mar a 17. szazad elején Christiaan Huygens alkalmazta [1].

Az eredeti valtozat lépései:

1. A feladatot megoldjuk ugyanazzal a numerikus modszerrel, kétféle lépéskozzel (4l-

taliban 7 és 7)

2. A két numerikus megoldést a durvabb felosztas racspontjaiban linearisan kombinal-

juk
3. Ezzel eggyel magasabb rendi kozelitést nyeriink
A modszernek két valtozatat kiillonboztetjik meg: aktiv és passziv Richardson-extrapolécio,

11



amelyek altalanositasaival (ismételt Richardson-extrapolacio és tébbszoros Richardson-

extrapolacio) tovabb novelhetjiik a konvergencia rendjét.

3.1. Passziv Richardson-extrapolaci6

Az extrapolacios modszerek lényege, hogy egy p-ed rendben konvergens numerikus mod-

szer globéalis hibajanak vezetd tagjat/tagjait kiejtve magasabb rendi kozelitést nyerjiink.

Most vizsgaljuk meg a passziv Richardson-extrapolaciot ugy, hogy a feladat megolda-
sdhoz 7 és 5 1épéskozt hasznalunk, majd az igy kapott kozelitéseket a 7 lépéskozd racs
pontjaiban kombinaljuk. Mivel passziv Richardson-extrapolacior6l van sz, nem a kom-
binéalt eredménybdl fogunk tovabblépni, hanem a két lépéskozzel egymastol fiiggetlentil

oldjuk meg a feladatot. Ezt mutatja a kdvetkezs abra:

.H@.Ty.ﬁ.ﬁ.ﬁ.w
I

1 l

f
o4, [ TN @4y, [ TH [ TN @Yy
} t } + t + | + } } 4 }
0 T 2T 3t 4t 5T 6T 7T

3.1. abra. Passziv Richardson-extrapolécio

Ha a mogottes numerikus modszer stabil volt (azaz a numerikus megoldés korlatos
marad), akkor a passziv Richardson-extrapolacioval kapott 1j modszer 6rokli ezt a tulaj-

donségot, vagyis szintén stabil lesz.
Vizsgaljuk most egy konkrét kezdetiérték-feladatra:

g(t) = f(t,y(t), te [to,T] (3.1)

12



T

5 lépéskozzel is egy egylépéses, p-ed rendben konvergens

Ezt a feladatot megoldjuk 7 és
numerikus modszerrel, az igy kapott kozelitéseket a t,, pontban jeldlje z, és w,. Ekkor az

alabbi egyenleteket irhatjuk fel a p-ed rendd konvergencianak megfelelGen:

y(t,) =z, + Ky -7 + O(TPH) (3.2)
y(tn) = wn + K1 - (%)p + O (3.3)

ahol a K konstans fliggetlen a lépéskoztsl.
Azt szeretnénk, hogy a ¢ - z, + ¢2 - w, linearis kombinacié (p + 1)-ed rendben legyen
konvergens, azaz

Y(tn) — (c1 - 20 + co - wy) = O(7P1) (3.4)

teljesiiljon. A (3.2) és (3.3) egyenletekbdl a z,, és w, numerikus megoldéasokat kifejezve:

zn =y(tn) — Ky -7 + O(TPH)

p
wy = yltn) = K1+ (5)" + 00"
Ezeket behelyettesitve a (3.4) egyenletbe a
c1+Ccy = 1

Cl‘i‘;_?,:

linearis egyenletrendszert nyerjiik, mely matrixos alakban

(b 3) )=

Ezt megoldva megkapjuk a linearis kombinaci6 egyiitthatoit:
-1
w1
op
w1

(3.5)

C1

(3.6)

(&)

Az igy kapott egyltthatok segitségével felirjuk az 0j modszert, amely méar (p + 1)-ed
rendben konvergens kozelitést ad |2, 7, 8:

—2zp + 2P - w,

Yn = w_ 1

13



3.2. Aktiv Richardson-extrapolaci6

Az aktiv Richardson-extrapolacié nagyon hasonl6 a passziv véaltozathoz. Ez esetben is
kétféle lépéskozzel (altalaban 7 és 7) hajtjuk végre a p-ed rendd numerikus modszert, és
a durvabb racs pontjaiban linearisan kombinaljuk a megoldasokat. A kiilonbség a passziv
valtozathoz képest az, hogy a két feladatot nem egymastol fiiggetleniil oldjuk meg, hanem

a linearis kombinécié eredményébdl 1épiink tovabb. Ezt mutatja a kdvetkezd abra:

PUPPPPP

o,
| . = : | , I ; | ' I | : |

0 T 21 3T 41 5T 6T 7T

£

3.2. abra. Aktiv Richardson-extrapoléacio

A passziv valtozatnal latott modon kiszamolhatok a linearis kombinacio egyiitthatoi.
Megmutathato, hogy ugyanazokat a ¢; (3.5) és ¢y (3.6) stlyokat kapjuk itt is. Azon-
ban az alapmodszer stabilitasi tulajdonsagai nem oroklédnek at automatikusan a ka-
pott kombinalt megoldasra, az alapmodszer stabilitdsa nem jelenti azt, hogy az aktiv
Richardson-extrapolacioval kapott j modszer is sziikségszertien stabil lesz (példaul ha a

trapézszabalyt kombinaljuk aktiv Richardson-extrapolacioval [7]).[2]

3.3. A Richardson-extrapolaci6é altalanositasai

Felmeriilhet a kérdés, hogy van-e lehet&ség arra, hogy ne csak eggyel noveljiik meg a
konvergencia rendjét. Az ismételt Richardson-extrapolécioé vagy a tobbszorés Richardson-
extrapolacio segitségével egy p-ed rendben konvergens modszerbdl (p + 2)-ed rendben

konvergens modszert nyerhetiink.

14



3.3.1. Ismételt Richardson-extrapolaci6

Az ismételt Richardson-extrapolacional kettd helyett harom lépéskozzel dolgozunk (élta-
) 2
legnagyobb 1épéskozi racs pontjaiban kombinaljuk lineérisan az eredményeket.

laban 7, 7 és 7, de harom éltaldnos lépéskozzel is meg lehet oldani a feladatot [2]) és a

Vizsgéljuk ismét a passziv esetnél mar latott (3.1) kezdetiérték-feladatot, ha a numerikus

modszert 7, 7 és 7 lépéskozokre alkalmazzuk. Ha a legnagyobb lépéskozi racs pontjaiban

kapott becsléseket rendre z,, w, és v, jeloli, akkor a kdvetkezs egyenlGségek teljesiilnek:
y(tn) =2z, + K- P 4+ Ky - 7—P+1 + O(Tp+2>

y(t,) = w, + K - <z>p + Ko - (Z)pﬂ +O(r7)

2 2
e =K (5) 5 (7)o

ahol K, és K, fiiggetlen a 7 1épéskoztol.

Most azt szeretnénk, hogy az
Y(tn) — (c1 - 20 + o wy +c3-v,) = O(TP2)

egyenl@ség teljesiiljon. Az ismeretlen cq, ¢y és c3 silyokra felirhaté lineéris egyenletrend-

szert megoldva az
Zp — 3+ 2P - w, + 2711y,
1—3-2°r42%+1

Yn =

1j modszert nyerjiik.

3.3.2. Tobbszoros Richardson-extrapolacio

A t6bbszoros Richardson-extrapolaciorol nem lesz részletesen szd a szakdolgozatban, csak
megemlitjiik, hogy ennek segitségével is el lehet érni egy (p + 2)-ed rendben konvergens
1j modszert egy p-ed rendben konvergens alapmodszerbdl:

ElGszor alkalmazzuk a klasszikus Richardson-extrapolaciot az alapmodszeren, igy egy p-
ed rendd modszerbdl (p 4 1)-ed rendid modszert nyeriink. Ezutan ezt kombinéljuk djra
a klasszikus Richardson-extrapolacioval, hogy még eggyel megnoveljiik a konvergencia
rendjét [2].
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4. fejezet

Runge-Kutta-modszerek rendjének

novelése Richardson-extrapolaciéval

Most, hogy mar kiilon-kiilon megismerkedtiink a Runge-Kutta-modszercsaladdal és a
Richardson-extrapolaciéval is, vizsgaljuk meg, hogy mi torténik, ha Runge-Kutta-féle nu-

merikus modszereket kombinalunk Richardson-extrapolacioval.

Ha tetsz6leges Runge-Kutta-féle numerikus modszert kombinalunk aktiv Richardson-
extrapolacioval, akkor szintén egy Runge—Kutta-féle médszerhez jutunk, melynek Butcher-
tablojat altalanosan felirhatjuk az alapmoédszert leir6 b, ¢ vektorok és A matrix segitségével
13, 9]

1
- “A
c 5 0 0
1 1 1
§(€+C) 566T 514 0
c 0 0 A
1 1
()| (55|
2 2

ahol a 0 az s X s -es nullmatrixot jeldli, e az s X 1 -es egységvektort, valamit p = ﬁ Az
altalanosan felirt Butcher-tablé azt mutatja, hogy az igy kapott 0j moédszernek harom-
szor annyi lépcsGje lesz mint az eredetinek, azaz s 1épcsés alapmodszerbdl egy 3s 1épesss

modszerhez jutunk.
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Az 14j, kombinélt modszer Butcher-tablojat akkor is fel tudjuk irni altaldnosan, ha tetszd-

leges Runge—Kutta-féle numerikus modszert ismételt Richardson-extrapolaciéval kombi-

nalunk [3]:
1 1
—c A 0 0 0 0 0 0
4
1 1 1
Z<€+C) ZebT ZA O 0 O 0 0
1 1 1 1 1
Cet el e | Zeb” | -A
26+4c 46 46 1 0 0 0 0
3 1 1 1 1 1
— — ZebT | ZebT | ZebT | A 0 0 0
TRl I I e
1
—c 0 0 0 0 EA 0 0
1 1.1
- - —A
2(6+C) 0 0 0 0 er 5 0
c 0 0 0 0 0 0 A
MYT | MT | MYT | MBT | —QbT | —QbT | NbT
ahol
2%
M = T3 3 (4.1)
3-2P
- 22p+2 _ 3.9p+1 4+ 9 (4.2)
1
(4.3)

:22p+1_3.2p+1

A kovetkezd fejezetekben megvizsgaljuk, hogy mely numerikus modszerekhez jutunk, ha
az explicit Euler-modszert, illetve a négylépcsés Runge-Kutta-modszert (RK4) kombinal-
juk az aktiv, illetve az ismételt Richardson-extrapolacioval. Megoldunk egy kezdetiérték-
feladatot, abrazoljuk a pontos megoldast és a numerikus megoldast, valamint egy tab-

lazatban Osszefoglaljuk 7 csokkend értékeire a numerikus modszerek globélis hibait és

17



megbecsiiljik a kozelités rendjét.

A kozelités rendjének becsléséhez az 1.1. fejezetben definialt globalis hibat és p-ed rend
konvergenciat (1.1.2. Definici6 és 1.1.6. Definici6) hasznéljuk fel.

Tudjuk, hogy ha a numerikus modszer p-ed rendben konvergens, akkor a kapott globélis

hibakra az

e(T)~c-1f (4.4)
eo(T) ~c 78 (4.5)

becslések teljesiilnek. A (4.4) és (4.5) becsléseket egymassal elosztva kiesik a konstans tag,

majd logaritmust véve és atrendezve kapjuk, hogy a konvergencia rendjét a
T
= (ir)
~ N2/ (4.6)

- In (E>
T2

képlettel becsiilhetjiik meg.

4.1. Aktiv Richardson-extrapolacioé az explicit Euler-méd-

szerrel mint alapmoédszerrel

Els6ként megvizsgaljuk, hogy milyen 4j Runge-Kutta-féle numerikus médszerhez jutunk,
ha az els6rendben konvergens explicit Euler-modszert kombinaljuk az aktiv Richardson-
extrapolacioval, T és 7 lépéskozokkel dolgozva.

Az yn 1 meghatarozdsahoz 7 1épéskozzel egyet lépiink a 2,1 pontba, illetve 5 1épéskozzel

kett&t léplink a w,, 1 pontba, a koztes lépést jelolje w;.

Els6ként a z,,; pontba lépilink a
kl - f (tna yn)
meredekséggel, igy a

Znt1 =Yn + T k1

pontba jutunk. Ezutan ismét a
kl - f (tna yn)

meredekséggel léplink, ezuttal 7 hossztusagot, igy kapjuk a

-
wlzyn+§'k1
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koztes értéket, majd innen a

T T T
k?2=f<tn+§,w1> :f<tn+§7yn+§'kl>

meredekséggel tovabblépve a

T T
wn+1:w1+§‘k2:yn+§‘(k1+k2>

pontba érkeziink.
Mivel az explicit Euler-modszer els6rendben konvergens, a (3.5) és (3.6) képletekbe p =1
konvergenciarendet behelyettesitve a ¢; = —1 és co = 2 egyiitthatokat kapjuk, amelyekkel

a Zpy1 €s wy11 megoldasokat sulyozva az

Ynt1 = Yn + T - ko

modszerhez jutunk. Butcher-tabloval felirva:

0l0 0
203 0
0 1

Tehat a levezetéssel egy kétlépesés Runge—Kutta-féle modszerhez jutottunk. Ha azonban
a Butcher-tablot levezetés helyett csak az altalanos feliras segitségével adjuk meg, akkor

egy haromlépcss modszert kapunk:

O v O
O e O
o O O

—1

Ha kifejtjiik, hogy ez a Butcher-tabldé mely Runge-Kutta-modszert reprezentélja, lathat-

juk, hogy a ketts ekvivalens egymassal. Ez a modszer a

kl = f (tna yn)

1 1
ko= f (tn+§T7yn+§kl)

kS - f (tna yn)
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meredekségek segitségével az
Yn+1 :yn+7-' (k1+k72 _k3)
modszert irja le. Mivel azonban ki = k3, az

Ynt1 = Yn + T - ko

egyszeriibb alakra hozhat6. Azt kaptuk tehat, hogy a kombinalt modszer ekvivalens egy

alacsonyabb 1épcsszamu Runge-Kutta-féle numerikus modszerrel.

Vizsgaljuk meg, hogy mit kapunk, ha egy konkrét kezdetiérték-feladatra alkalmazzuk az
explicit Euler, illetve az explicit Euler-modszerbél aktiv Richardson-extrapolacioval ka-
pott numerikus moédszert.

Oldjuk meg az

4.7
y(0) =1 o

kezdetiérték-feladatot 7 = 0.5 1épéskozzel. A kapott numerikus megoldasokat a pontos

megoldéssal kiegészitve a 4.1. abran lathatjuk:
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401 —@— EE
—-—=- Pontos megoldas
35 = EE+ aktiv Richardson

y(t)

1dé (t)

4.1. abra. A (4.7) kezdetiérték-feladat pontos megoldasa és a két numerikus modszerrel

kapott megoldés

Az abran jol latszik, hogy az aktiv Richardson-extrapolécidval kombinalt explicit
Euler-modszer jobban kozeliti a pontos megoldast, mint az explicit Euler-modszer.

Az intervallum végén kapott hibakat és a kozelités rendjének becslését az alabbi tablazat
tartalmazza:
Hibatablazat a vizsgalt intervallum végén (t = 5)

EE hiba EE + aktiv Richardson hiba EE rend EE + aktiv Richardson rend

0.5000 1.15e-02 4.71e-03 - -
0.2500 7.13e-03 8.73e-04 0.69 2.43
0.1250 3.90e-03 1.94e-04 0.87 2.17
0.0625 2.03e-03 4.61e-05 0.94 2.08

4.1. tablazat. A két numerikus megoldas hibéja az intervallum végpontjaban és a kozelités

rendjének becslése 7 csokkend értékeire

A numerikusan szdmolt rendek az explicit Euler-modszer esetén 1-hez, az aktiv Richardson-
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extrapolacioval kombinalt valtozat esetén 2-hoz kozelitenek, ahogy az elmélet alapjan

vartuk.

4.2. Ismételt Richardson-extrapolacié az explicit Euler-

modszerrel mint alapmoédszerrel

Kovetkezének megvizsgaljuk, hogy mely Runge-Kutta-féle modszerhez jutunk, ha az exp-

licit Euler-modszert az ismételt Richardson-extrapolacioval kombinaljuk.

T T

Legyenek a lépéskozok 7, 7, 7, a t,41 pontbeli kozelitések rendre 2,41, Wny1, Tny1 @ wi,

illetve x1, x9, x3 koztes pontokkal.

kl = f(tmyn)
Zn+1 :yn+7'kl

-
wlzyn+§'k1

T T T
k2:f<tn+§,w1) :f<tn+§7yn+§'kl)
T T
wn+1:w1+§'k2:yn+§'(k1+k2)
T
$1:Qn+1‘k’1

kng(thrf,xl) :f(tn+f,yn+f-k1)

4 4 4
T T
$2:$1+Z'k3:yn+1'(k’1+k3)
T T T
k4=f<tn+§,$2> :f<tn+§7yn+1'(kl+k3)>
T T
x3:x2+1-k4:yn+1-(k1+k3+k4)
37 3T T
kszf(tn+z,$3) :f(tn+z’yn+1'(kl+k3+k4))
T T
xn+1:$3+Z'k5:yn+1'(k1+k3+k4+k5>

A ¢, o, 3 stlyok képletébe behelyettesitve a p = 1 értéket, az

2 2 2
Ynt1 =Yn + 7" (—k2 + §k3 + §k4 + §k5)
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modszerhez jutunk. Az Gj modszer Butcher-tabloja:

0/0 0 000
13 0 000
3 0 000
210 1 000
11 0 510

0 -13 3 3

Vizsgaljuk meg most is, hogy az altalanosan felirt Butcher-tabléval melyik numerikus
modszerhez jutunk. A p = 1 értéket a (4.1), (4.2), (4.3) képletekbe behelyettesitve kapjuk,

hogy

2 1
M== =1 N=_
37 Q Y 3
igy a Butcher-tablo

0/0 000 0O 0 0

113 000 0 0 0

11100 0 0 0

it to 0 00

0/0 000 0O 0 0

iloooo0 & 0 0

0/0 000 0 0 0

2 2 2 2 1

5 3 3 3 1L -13

Oldjuk meg ismét a (4.7) kezdetiérték-feladatot ezuttal az explicit Euler-modszer ismételt

Richardson-extrapolacioval kombinalt valtozataval:

23



401 —8— EE '
—-== Pontos megoldas |
354" - EE + Ismételt Richardson

3.0
2.5
y(t)
2.0

1.5 1

1.0

0.5 A1

1dé (t)

4.2. abra. A (4.7) kezdetiérték-feladat pontos megoldasa és a két numerikus modszerrel

kapott megoldés

Ezen az abran ugy ttnik, hogy az ismételt Richardson-extrapolacioval kombinalva
kapott numerikus modszer altal adott megoldas teljesen egybeesik a pontos megoldassal.
Rajzoljuk ra az aktiv Richardson-extrapolacioval kombinalva kapott numerikus megoldast

is:
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4.0 1 —@— EE

—-== Pontos megoldas

35 = EE+ aktiv Richardson
—#— EE + Ismételt Richardson

y(t)

1dé (t)

4.3. abra. A (4.7) kezdetiérték-feladat pontos megoldasa és a harom numerikus modszerrel

kapott megoldés
Lathato, hogy az ismételt valtozat valoban jobban kozeliti a pontos megoldast, mint
az aktiv valtozat, ahogy vartuk is, hiszen az mér egy harmadrendd moédszer, mig az aktiv

Richardson-extrapolacioval kombinalt valtozat masodrendi.

Az abra egy részletére rakozelitve még szembetinébb a kiilonbség:
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1.3

—&— EE
1.2 4 —=- Pontos megoldas

—¢— EE + aktiv Richardson
114 —* EE+ Ismételt Richardson
1.0 ~

y(t) 0.9 7
0.8
0.7 A
0.6
0.5
1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
Id6 (t)

4.4. abra. A (4.7) kezdetiérték-feladat pontos megoldésa és a harom numerikus modszerrel

kapott megoldas kinagyitva

Alabb lathato az el6z6 hibatablazat (4.1. tablazat) kiegészitve az ismételt Richardson-
extrapolacioval kombinélva kapott numerikus modszer hibajaval és konvergenciarendjének

becslésével.

Hibatablazat a vizsgalt intervallum végén (t = 5)

Tau EE hiba EE + aktiv Richardson hiba EE + ismételt Richardson hiba EE rend EE + aktiv Richardson rend EE + ismételt Richardson rend
0.5000 1.15e-02 4.71e-03 3.76e-04 - - -
0.2500 7.13e-03 8.73e-04 3.95e-05 0.69 2.43 3.25
0.1250 3.90e-03 1.94e-04 4.51e-06 0.87 217 3.13
0.0625 2.03e-03 4.61e-05 5.38e-07 0.94 2.08 3.07

4.2. tablazat. A harom numerikus megoldas hibaja az intervallum végpontjaban és a

kozelités rendjének becslése kiilonboz6 7 értékekre

A 4.2. tablazatban lathato, hogy az ismételt Richardson-extrapolacidval kombinalt
explicit Kuler-modszer esetén a numerikusan szamolt rendek 3-hoz kozelitenek, az ismételt

Richardson-extrapolacié valoban kettével néveli meg a kozelités rendjét.
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4.3. Aktiv Richardson-extrapolacié az RK4 alapmodszer-

rel

Kovetkezd lépésként megvizsgaljuk, hogy hogyan tudjuk megadni a kapott 4j modszert,
ha aktiv Richardson-extrapolaciot alkalmazunk a négylépcsés Runge-Kutta-moédszerrel
(RK4), 7 és 7 lépéskozokkel. Ezuttal mar egy negyedrendd modszer pontossagat fogjuk
novelni, igy a kiilonbség nem lesz annyira szembeting, hiszen a negyedrendii modszer mar
onmagaban is igen pontos kozelitést szolgaltat.

Az Y41 meghatarozasihoz 7 lépéskozzel egyet 1épiink a 2,1 pontba, illetve 7 lépéskozzel
kett&t 1épiink a w, 1 pontba, a koztes 1épést jeldlje wy. Az RK4 modszert felhasznalva az

alabbi egyenlGségeket irhatjuk fel:

f(tnayn):kl

T T
F(tat Gon+ 5 ln) =k

T T
f(tn+§>yn+§'k2> = ks
fn+Tyn+7ks) =k

majd ezeket felhasznélva a

B kv ke ks kg
Zntl =Yn +T <6+3+3+6>

képletet kapjuk.

Ezutan meghatarozzuk wy, majd w, ., értékét:

f(tna yn) = kl

(n Z’yn_i_z.kl)

/ 4 4
1
/ Zvyn+z'k6)

(b 5w t3

by ks ke K
wlzyn+z-(—1+—5+—6+—7)

ks

T T
Lotk

4 4 o

~—
Il

tn +
t +
b, +

kr

[\]

2 6 3 3 6
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Innen tovabblépve adodik w,,1:

f(tn‘FT,wl‘i‘g'klo) = ki3
e T N R T 6

Felhasznalva, hogy az aktiv Richardson-extrapolacio p-t6l fliggs stlyait ismerjik, a p = 4
értéket behelyettesitve az

1 16
Yn+1 = 5 Znt+1 t 5 Wn41

osszefiiggéshez jutunk, melybe w;, képletét behelyettesitve, majd Gsszevonva az

7 1 1 1 8 8 4 4 8
1 = Yn N =k — —ke— —ks — —ka+ —ks + —ke + —kr + —ks + —k
Ynt1 =Yn + T (901 TR 904+455+456+457+458+459
8 4
+4—5k‘10+£k’11)

modszert kapjuk.

Az igy kapott 1j modszer is a Runge-Kutta-modszercsalad tagja, 11 lépcsével, a konvergencia-
rendje pedig eggyel magasabb, mint az alapmodszeré, igy egy otodrendben konvergens j

modszert nyertiink. A Butcher-tabloja:
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0j0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
i1 0 0 0 0 0 0 0O 0 0 O
o 2 0 0 0 0 0O O O O O
10 0 1 0 0 0 0 0 0 0 O
4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
o0 0 0 0 X 0 0 0 0 0 O
o0 0 0 0 L 0 0 0 0 O
s 0o o0 o0 Y i1 L 0 0 0 0
s 00 0 b st 000
ey 00 0 bt g0 400
1l 0 0 0 ¢ 3 45 0 0 35 0
r _ 1 _ 1 _1 8 8 4 4 8 8 4

90 45 45 90 45 45 45 45 45 45 45

Most is megfigyelhetjiik, hogy az altalanos Butcher-tabloval egy 12 1épcsds modszert kap-
tunk volna. Ezuttal is ekvivalens volt tehat a kombinalt modszer egy alacsonyabb lépcss-
szamu modszerrel.

Megfigyelhetjiik azt is, hogy az explicit Euler-modszer esetében és az RK4 esetében is egy
pontosan eggyel alacsonyabb 1épcsGszamu modszerrel volt ekvivalens a kombinalt valto-
zat. Ennek oka az, hogy az aktiv Richardson-extrapolaciéo nem egymastol fliggetleniil 1ép
a két kiilonboz6 1épéskdzzel, hanem mindig a kombinalt modszer altal adott megoldasbol
lép tovabb. Igy az elss lépést a 7 és a I lépéskozzel is ugyanazzal az f(t,,y,) meredek-
séggel tessziik, melyeket igy a kombinalt moédszerben Osszevonhatunk egy 1épcsébe, ezzel

eggyel alacsonyabb 1épcsGszamot nyerve.

Oldjuk meg ismét a (4.7) kezdetiérték-feladatot, eztuttal az RK4, illetve az RK4-bdl aktiv
Richardson-extrapolacioval kapott numerikus modszereket alkalmazva, 7 és 3 1épéskozok-
kel.

A kapott megoldasokat az alabbi abran lathatjuk:
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4.0 1 —@— RK4 2

—-== Pontos megoldas )
35 - RK4 + aktiv Richardson g,
3.0 1 ) 4

y(t) 251 Vol
o
2.0 - /
1.5 A
,,;"":‘/
107 & o
‘ *ﬁ.:;,, i
0 1 2 3 4 5
[d6 (t)

4.5. abra. A (4.7) kezdetiérték-feladat pontos megoldasa és a két numerikus modszerrel

kapott megoldés

Az abrat megvizsgalva tgy tlnik, mintha a harom megoldas egybeesne. Valdjaban
azonban nem illeszkednek egymaésra tokéletesen, csak egy ilyen nagy intervallumon nem

latjuk a negyedrendd, illetve 6todrendid hibakat. Kozelitsiink ré az abra egy részletére:
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+3.039

—e— RK4
0.000225 4 ——- Pontos megoldas
—¢— RK4 + aktiv Richardson

0.000250

0.000200 -
0.000175 -
Y® 6000150 -
0.000125 -
0.000100

0.000075 A

0.000050 T T T T
0 1 2 3 4 5

1dé (t) le—5+4.0025

4.6. abra. A (4.7) kezdetiérték-feladat pontos megoldésa és a két numerikus modszerrel

kapott megoldés kinagyitva

Ezen az abran mar latszik, hogy a hdrom megoldas nem illeszkedik tokéletesen egy-
mésra, és az is, hogy a Richardson-extrapolacioval kapott numerikus modszer jobban
megkozeliti a pontos megoldast.

Az intervallum végén kapott hibakat és a kozelités rendjének becslését foglalja Gssze a

kovetkezd tablazat:

Hibatablazat a vizsgalt intervallum végén (t = 5)

RK4 hiba RK4 + aktiv Richardson hiba RK4 rend RK4 + aktiv Richardson rend
0.5000 5.35e-05 6.74e-07 - -
0.2500 2.70e-06 1.79e-08 4.31 5.24
0.1250 1.52e-07 5.16e-10 4.15 5.12
0.0625 9.03e-09 1.55e-11 4.08 5.06

4.3. tablazat. A két numerikus megoldas hibédja az intervallum végpontjaban és a kozelités

rendjének becslése 7 csdkkend értékeire

A téblazatban ismét azt latjuk, hogy az elméletnek megfelelGen a négylépcsés Runge—

Kutta-modszer rendje 4-hez kozelit, mig az aktiv Richardson-extrapolacioval kombinalt
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modszer rendje eggyel magasabb, 5-hoz kozelit.

4.4. Ismételt Richardson-extrapolacié az RK4 alapmoéd-
szerrel

Végiil azt vizsgaljuk meg, hogy milyen j numerikus modszert kapunk, ha az ismételt
Richardson-extrapolaciot alkalmazzuk az RK4 alapmodszerrel 7,7 és 7 1épéskozokkel.
A 7 és a 7 lépéskozokkel kapott 2,41 és wyq1 értékekhez ugyanigy jutunk el, mint az

el6z6 modszernél:

f(tnayn):kl
f(tn+%,yn+%-k1) — ky
I (tat Sogn+ 2 k) = ks

f(tn+77yn+7'k3):k4

B ko ke ks kg
Zn+1_yn+7— <6+3+3+6)

T T
f(tn_‘_Zayn_‘_Zkl):kB
T T
f(tn+z>yn+z'k‘5>=k6
T T
f(tn+§>yn+§'k6)—k7
k

k k k k k k k
wn+1:yn+1-(§+§+§+g+g+§+§+%)

A 7 lépéskozzel kapott koztes pontokat jelolje 1, o, x3 és a t, 41 pontbeli kozelitést pedig

Ln+1-
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f(tna yn) = k?l

903—962%—%-(%—!—% %+%
f(tn—i_??faxg)—kég
f(tn+%,x3+§.k23) — ks
f<t”+%_=x3+§'k’24) = Koj



f<t +’7’£I33+— k25):k26
k k k k
T 23 24 1 25 X 26

SO R T T
Felhasznalva az ismételt Richardson-extrapolaci6 korabban meghatarozott, p-tél fliggs

egyiitthatoit az

7 1 1 1 8 8 4 4
bl = Yo 7 | 2k k k kg — ——ks — ——kg — —kr — —kg
Yot = Un T Tg6™ T 13057 T 13957 T 2700™ T 4650 4650 4657 465

8 8 4 128 128 64 64

— kg — ko — ——ki1 + ok k kg + ok
165" 1650 T 265 T 13952 T 13957 T 1395 4 * 1305™°
128 128 64 64 128 128

2k k kg 4+ ——Fk k k
130516 T 130517 T 1305718 T 139510 T 13050 T 130572

64 64 128 128 64

—k k Koot 4 ——kge + ———
130572 T 130573 T 1305 T 305" T 1305

ks

modszert kapjuk. Ennek a modszernek a Butcher-tabloja:

ofl]o o o 0o o o0 O o0 O O O O O O O O O O O 0O 0O 0O 0 0 0 0
iy 0o o o 0 0 0 0 0 0 o 0o o0 0O o O O O 0O 0O O O O 0 0 O
o L oo o0 0 0 0 0 0 0 0 o 0 0 0 0 0 0 0O 0 0 0 0
1o 0 1 0o o0 OO O O O O O 0 O O 0 0O 0 0O 0 0O 0 0O 0 0 0 0
i 0 o o o0 0 0 0 0 0 o 0o 0 0O o O O O 0O 0 O O O 0O 0 O
4o 0o o o + o o o o0 O O O O O O O O O O O O O O 0O 0 0
440 0o o o o & o 0o o0 O O O O O O O O O O 0O O O O 0 0 0
iy o o o % L 0 0 0 o 0 o0 0O o o0 O O O 0 O O O 0O 0 O
s)1 0o 0 o & 4 L 1 9 90 o0 0 O O O O O O O O O 0O 0O 0 0 0
25 0o o o % i5 0 1 0 o 0o 0 0O o O O O O 0 O O O 0 0 O0
115 o o o % i 5 0 0 1 o 0 0 0O o O O O O 0 O O O 0O 0 O
ils 0 0 0 0 0 0 0 0 o o0 o 0 o0 O 0O 0O 0O O 0 0O 0 0 0 0 0
o o o o 0 0 0 0 0 0 o £ 0 O O O O O O O O O O 0O 0 O0
400 o o o o o o o0 O0 0O O +¥ 0o o o o 0o 0 0 0O 0O 0O 0O 0 0
ilx 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 &% &% % O 0 0 0 0 0 O O 0O 0 0 0
/L 0 0 o0 0 0 0 0 0 0 o & 45 &£ ¢+ 0 o0 o0 0 0 O O O 0O 0 O
)40 0o 0o o o0 o0 o0 0 0 0 £ L& L 0o %t 0o 0o 0 0 0 0 0 0 0 0
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Ezuttal a kombinalt médszer levezetése egy 26 1épcsés Runge—Kutta-féle modszerhez veze-
tett, ha azonban az altalanos Butcher-tablo segitségével hataroztuk volna meg a kombinéalt
modszert, akkor egy 28 1épcsés modszerhez jutottunk volna.

Eszrevehetjiik, hogy eztttal is megegyezik a lépcsszambeli kiilonbség a levezetéssel ka-
pott és az altaldnos felirasbol kapott kombinélt modszerek kozott mind az explicit Euler,
mind az RK4 moédszer esetén. A pontosan két 1épcesé kiilonbséget ezuttal is az alkalmazott

Richardson-extrapolaci6 magyarazza. Mivel mindharom lépéskozzel az elsd 1épést ugyan-

T

azzal az f(tn,y,) meredekséggel tessziik meg, a 7 és 7 lépéskozok esetén nem sziikséges

4 k; meredekséget (lépcsét) bevezetniink, Gsszevonhatjuk ezeket egy lépesébe.
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5. fejezet
Osszefoglalas

A szakdolgozatban réviden sszefoglaltuk a kozonséges differencidlegyenletek numerikus
megoldéasi moédszereinek alapjait, azok hibajanak jellemzését, majd megismerkedtiink egy

numerikus modszercsaladdal, a Runge-Kutta-féle modszerekkel.

Ezutan megismerkedtiink a Richardson-extrapolécidéval és annak kiilonbozd§ valtozatai-
val, melyeket numerikus modszerek rendjének névelésére lehet alkalmazni.

Megvizsgaltuk altalanosan, hogy milyen j numerikus modszert kapunk, ha Runge-Kutta-
féle modszert kombindlunk aktiv Richardson-extrapolacioval, illetve ismételt Richardson-

extrapolacioval.

Az éltalanos vizsgalat utan két konkrét Runge-Kutta-féle modszert, az elsérendi exp-
licit Euler-modszert és a negyedrendd, négylépcsés Runge-Kutta-modszert (RK4) kombi-
naltuk az aktiv illetve az ismételt Richardson-extrapolacioval. Egy konkrét kezdetiérték-
feladaton megvizsgéltuk a kapott numerikus modszerek pontossagat: kiszamitottuk a glo-
balis hibakat és megbecsiiltiik a kozelités rendjét. Kisérleteink soran az elmélet alapjan

vart rendnévekedéseket figyeltiik meg.
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Nyilatkozat Mesterséges Intelligencia hasznalatarol

Alulirott Tar Zsuzsanna nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése soran az alabb

felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI alapu eszkozoket alkalmaztam:

Feladat Felhasznalt eszkoz | Felhasznélas helye Megjegyzés

Abra-és tablazatkészités | Gemini 3.1 Pro 4. fejezet Python koéd generélas

A felsoroltakon til méas MI alapu eszkozt nem hasznaltam.
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