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1. fejezet

Bevezetés

A komplex függvénytan nagyon fontos ága a matematikai analízisnek. A szakdolgozat
sarokköve a következő alapvető kérdés lesz, ezt fogjuk körbejárni a lehető legtöbb szem-
pontból, komplex analízisbeli eszközökkel:

Az alapprobléma:

Legyenek p, q ∈ C[z] k és l fokú polinomok, azaz:

p(z) = akz
k + ak−1z

k−1 + ...+ a0

q(z) = blz
l + bl−1z

l−1 + ...+ b0

komplex együtthatókkal.
Keressük azon (z, w) rendezett komplex számpárok számát, amelyekre z ̸= w és

p(z) = p(w)

q(z) = q(w)

Persze a kérdés két alapesetre bontható, mégpedig azokra az alproblémákra, hogy
mikor véges számú és mikor végtelen számú ezeknek a pároknak a száma.
Mi főleg azt az esetet fogjuk vizsgálni amikor véges sok megoldásunk van, ám most egy
kicsit gondolkodjunk el arról, hogy mikor és miért lehet végtelen sok megfelelő komplex
számpárunk.
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Két triviális ilyen példa a p = q eset vagy ha p és q is páros. Mindkettő példán látszik,
hogy azért lehet tetszőlegesen sok megoldásunk, mert létezik egy olyan r segédpolinom
amivel megfelelő polinomokat összekomponálva p és q polinomokat kapjuk:

∃ r , p0 , q0 p = p0 ◦ r q = q0 ◦ r,

ahol p0, q0 polinom, r pedig legalább másodfokú polinom.
Ha létezik ilyen r akkor, ugyanúgy, mint a p = q esetében, akkor r(z)=r(w)-nak véges

sok kivételtől eltekintve létezik nemtriviális megoldása, és ez triviálisan teljesíti a feladat
kritériumait, csak azt a lényeges kikötést kell megtennünk r-re, hogy legyen másodfokú,
hiszen az elsőfokú polinomok egyenlősége mindig az azonos számpárokat adja megoldás-
nak. Ezeket komponálva ugyanazon polinomokkal, nyilván egyenlő értékeket kapunk.
Érdekes módon visszafele is igaz lesz, azaz minden végtelen megoldásszámú esetben ilyen
szituációban vagyunk, mindig található egy megfelelő r függvény. Itt jegyezzük meg, hogy
a komplex polinomok kompozícióinak a struktúráját Joseph F. Ritt amerikai matematikus
1922-ben írta le, az ottani eszköztárral bebizonyítható ez az állítás.

Mi a szakdolgozatban a véges eseteket szeretnénk vizsgálni, innentől csak akkor fog-
lalkozunk a végtelen sok megoldás esetével, ha ezt külön is jelezzük.
Ha megfelelő számpárok száma véges akkor is van egy fontos esete a feladatnak, amikor
0 különböző megoldásunk van. Ilyen triviális példa, amikor p(z)=z identitás függvény hi-
szen ennek nem lehet két különböző pontban azonos az értéke.
Erre alapuló kevésbé triviális példa:

p(z) + z = q(z)

p(z) = p(w) p(z) + z = p(w) + w

z = w

Még egy fontos feltétel lesz a polinomok kitevőinek foka, ez fogja igazából meghatározni a
válaszunk. Alapvetően relatív prím fokokkal fogunk foglalkozni, de megvizsgáljuk az olyan
kitevőket is, amiknek van közös osztója.
Ahogy a címünkből is látszik, a szakdolgozat fontos eleme lesz a szingularitás.

A problémánkhoz ugyanis természetes módon hozzárendelhetjük egy kétváltozós po-
linom zérushelyeit (algebrai görbék), és a feladat megoldásához tartozó pontok e görbén
szinguláris pontok lesznek. A szingularitás algebrai görbék esetében azt a jelenséget írja le
amikor egy ilyen görbéhez tartozó kétváltozós polinomnak mindkét változóban eltűnik a
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deriváltja. A szakdolgozat egyik tárgya, hogy az előzőekben megnevezett feladat, és annak
is főleg a 0 megoldású esete hogyan kapcsolódik a szingularitási pontokhoz.
Látni fogjuk, hogy az alapfeladatnak akkor nem lehet megoldása, ha egy megfelelően
felírt görbének nincsenek szingularitási pontjai. Szingularitási pontokkal sokan foglalkoz-
tak, mi a szakdolgozatban Abhyankar és Moh, majd Lin és Zaidenberg, tételeit említjük
meg.Ezenkívül foglalkozunk még speciális és általános esetekkel és adunk egy betekintést
az alapfeladat megoldásába az algebrai geometriából híres Bézout tétel segítségével.

6



2. fejezet

Elemi út

Alapkérdésünkre sokféle választ adhatunk és fogunk is adni, ám kezdjük a legegyenesebb
úttal.

2.1. Felső becslés szimmetrikus polinommal

Adott z-re p(z) = a megoldásai: z1, z2...zk multiplicitással, az algebra alaptétele szerint.
Vizsgáljuk a következő szorzatot:

∏
i̸=j

(q(zi)− q(zj)) (2.1)

2.1.1. Állítás. A szorzattal definiált (k változós komplex) polinom szimmetrikus

Bármely két i j indexet megcseréljük, akkor minden i-t tartalmazó különbséghez pontosan
egy j-t tartalmazó különbséget rendelünk hozzá és fordítva.

Ekkor a Szimmetrikus polinomok alaptétele szerint a polinom előáll elemi szimmetrikus
polinomok polinomjaként.

2.1.2. Állítás. ∏
i̸=j

(q(zi)− q(zj)) = r(a) = cma
m + cm−1a

m−1 + ...+ c0

azaz előáll a m-ed fokú polinomjaként.
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2.1.3. Megjegyzés. Ez a felírás azért nagyon hasznos számunkra, mert ha vesszük egy
gyökét az egyenletnek, akkor a jobb oldal biztosítja, hogy olyan értéket kapjunk, amit meg is
kaphatunk p(z) értékeként, a bal oldal pedig, hogy ehhez az értékhez tartozik olyan gyökpár
amikre q polinom is ugyanazt adja.

Bizonyítás.

A Viéte-formulák miatt a előáll cz1z2 · · · zk alakban valamilyen c konstansra, hiszen a
p(z)− a polinom gyökei z1, z2, ..., zk-k és így: (−1)k(− a

ak
) = z1z2 · · · zk.

Ha a szorzatba visszahelyettesítjük, a q polinomot a megfelelő helyeken:∏
i̸=j

(q(zi)− q(zj)) =
k∏

i=1

k∏
i̸=j,j=1

(bl(z
l
i − zlj) + ...+ b1(zi − zj)) (2.2)

Mivel szimmetrikus polinomok, és nyilván létezik z1z2 · · · zk-s tag ezért ennek a polinom-
jaként írhatjuk fel a szorzatot a szimmetrikus polinomok alaptétele miatt. □

Ezek után keressük m maximumát, hiszen az ad egy felső határt arra, hogy legfeljebb
hány gyöke lehet (2.1)-nek, és ennek a gyökeinek száma meg felső határt adnak arra, hogy
hány olyan zi van egy adott a-hoz, amire q ugyanazt adja, mert pontosan akkor 0-val
egyenlő (2.1), ha valamelyik q(zi) = q(zj).

2.1.4. Állítás.

m ≤ (k − 1)l

Bizonyítás.

(2.2)-ben a belső szorzatokban a zi-k legnagyobb kitevője l és minden belső szorzatban
a k-1 db szorzás által kapunk egy (z1z2...zi−1zi+1..zk)

l tagot, mindig az i = 1...k-1 indexű
elemet kihagyva, és ezt szorozzuk az utolsó k-adik tagot kihagyó szorzattal, így pont
(z1z2...zk)

l·(k−1)-et kapunk. Azaz m ≤ l(k − 1). □

Ha most megnézzük az eredeti p polinomunkat, láthatjuk, hogy semmi nem biztosítja,
hogy a z1...zk gyökök különbözőek lennének és ez bizony probléma, hiszen az alapkérdés-
ben nyilván különböző megoldásokat keresünk.

2.1.1. Kritikus értékek

Hány olyan értéke van p - nek amihez többszörös gyökök tartoznak?
A kérdés megválaszolásához azt kell megadnunk, hogy hány kritikus értéke van p-nek,
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azaz hány olyan vi van amire p(xi) = vi és p′(xi) = 0, hiszen ez ekvivalens azzal, hogy
p(xi)−vi = 0 és p0(z)(z−xi) = p(z)−vi-re p0(xi) = 0, ugyanis p′(z) = p′0(z)(z−xi)+p0(z).
Végül mivel p′(z) egy k-1 fokú komplex polinom k-1 gyöke van multiplicitással, ezeket ha
levonjuk, akkor pont kapunk egy felső becslést; véges esetben legfeljebb (k-1)(l-1) megfelelő
számpárt kaphatunk. Ezzel a kérdésünkre válaszoltunk azzal a feltevéssel, hogy minden
kritikus érték különböző.

2.2. Diszkusszió

Előző bizonyításban feltettük, hogy p′ polinomnak nincsenek többszörös gyökei. Ezt azért
tettük, mert így a 2.1 szorzatnak pont akkor találtuk meg megoldását, ha p(z)=a k gyöke
közül kettő különböző q szerinti képe egyenlő értékéket adott, amihez persze szükséges
hogy legyen k-1 különböző gyök.
Ha nem a kritikus pontok környezetein kívül vizsgáljuk, a polinomokat előfordulhat, hogy
kevesebb megoldást kapunk.

2.2.1. Példa. Legyen (k, l) = 1

p(z) = zk q(z) = zl

ekkor p(z) = p(a) megoldásai, z = ae
m2πi

k ahol m = 1..k − 1.
Ezt behelyettesítve q-ba, kapjuk

zl = ale
lm
k
2πi

és az exponenciális tag pont akkor egy, ha m · l többszöröse a k-nak, ami nem lehetséges,
mivel k ∤ m (k,l)=1. Azaz nincsenek megfelelő megoldáspárok.

Valójában, ha a polinomoknak még vannak is többszörös értékeik, mint az előző példában,
az előző megoldásban az m kitevőre kapott (k-1)l felső határunkat akkor is csökkentenünk
kell (k-1)-gyel. A következőkben erre a jelenségre adunk magyarázatot.

2.2.2. Megjegyzés. A következő levezetésben fel fogjuk tenni, hogy a 0 többszörös kriti-
kus értéke az egyik polinomnak, nyilván 0 helyett tetszőleges komplex számra analóg módon
beláthatnánk az állítást, de 0-val technikailag egyszerűbb és átláthatóbb a leírás.
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Legyen a 0 p′(z) egy (n-1)-szeres gyöke, persze ez pontosan akkor lehetséges, ha valamilyen
z0-ra, p(z0) = 0, p′(z0) = 0...p(n−1)(z0) = 0 és p(n)(z0) ̸= 0.
Ekkor ∃h(z)

p(z) = (z − z0)
nh(z) h(z0) ̸= 0

∃δ0 h(z) ̸= 0 z ∈ B(z0, δ0)

A B(z0, δ0) tartomány egyszeresen összefüggő, így a konform leképezések alaptétele miatt
létezik g(z) := n

√
h(z) -nak a körben holomorf ága.

Ekkor
p(z) = (z − z0)

ngn(z) g(z) ̸= 0

és legyen f(z) := (z − z0)g(z), így f(z0) = 0, de

f ′(z0) = (z0 − z0)g
′(z0) + g(z0) = g(z0) ̸= 0

Ekkor Inverz függvénytétel miatt, létezik 0 < δ < δ0, amelyre: f injektív (konform) ha
z ∈ B(z0, δ)

Legyen ε:= min{|f(z)| : |z − z0| = δ} > 0 mert f(z) ̸= 0 ha |z − z0| = δ.

∃α > ε |f(z)| > ε > |α|

Ekkor persze Rouché tétel miatt, f(z)-nek és f(z)−α-nak ugyanannyi gyöke van B(z0, δ)-n
azaz 1 db.
Nevezzük el f holomorf inverzét:

m := f−1 : B(0, ε) → B(z0, δ)

amire m′(0) = c ̸= 0

Legyen |ω| < ε olyan, hogy

m(ω) = m(0) +m′(0)ω + o(ω)

m(ω) = z0 + cω + o(ω)

m(ω)− z0 = cω + o(ω)

ekkor, ∃ε∗ ≤ ε melyre, ha |ω| < ε∗:

|m(α)− z0| ≤ 2|c||α|
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azaz
|f−1(α)− z0| ≤ 2|c||α|

Ha f−1(α) = z akkor f(z) = α, és fn(z) = αn = p(z) := a

Ha |a| elég kicsi, akkor B(z0, δ)-ban p(z)=a-nek n db megoldása van.
Most zi és zj i ̸= j-re:

|zi − zj| ≤ |zi − z0|+ |zj − z0| ≤ 4|c||a|
1
n

|q(zi)− q(zj)| ≤ M |zi − zj| ≤ 4M |c||a|
1
n

ahol M = max{q′(z) : |z − z0| < δ}
Végül,B(z0, δ) halmazon:

|r(a)| =
∏
i̸=j

|q(zi)− q(zj)| ≤ K∗(4M |c||a|
1
n )n(n−1) = K̂|a|n−1

Így megint az r szorzat fokának becsléséből kapott maximumot tudjuk csökkenteni,
mivel kiszűrjük a |a|n−1 "álmegoldásokat" és r-re valóban; r(a) = asr∗(a). Mivel a kritikus
pontok száma multiplicitással épp k-1, megkapjuk a (k-1)(l-1) felső korlátot a megoldások
számára.
Valójában azzal az általánosabb esettel kellett volna foglalkoznunk, amikor a 0 kritikus
értékhez több kritikus pont is tartozik, azonban az a fent leírtak kis módosításával meg-
oldható.

2.2.3. Megjegyzés. Ahogy említettük, (2.1) egy szimmetrikus polinom, minden q(zi) −
q(zj) tag kétszer szerepel, így az előző állításból kapott eredményben a számpárok számát;
(k−1)(l−1)-t még kettővel oszthatjuk, hogy különböző megoldásokat kapjunk, amit (k, l) =
1 miatt megtehetünk. Így alapkérdésünkre kapunk egy olyan választ is, hogy véges esetben
a sorrendet figyelmen kívül hagyva, a különböző olyan komplex számpárok száma, amire
p(x)− p(y) = q(x)− q(y) = 0 legfeljebb (k−1)(l−1)

2

11



3. fejezet

Speciális esetek

Ebben a szakaszban könnyíteni fogunk néhány a feltételein az alapfeladatnak, és így adunk
választ a megoldáshalmaz pontos vagy maximális elemszámára. Azért is lényeges ez, mert
így megmutathatjuk, hogy az általános esetben kapott felső határ az éles, vagyis valóban
létezik olyan eset amikor pont (k-1)(l-1) megoldás van.

3.1. Egy éles példa

A feltételek maradnak, de legyen most p(z) = zk és q(z) tetszőleges olyan polinom, aminek
nincs kritikus értéke 0-ban; q′(0) ̸= 0 és q-nak ne legyenek többszörös gyökei.
Jelölés: εk : = a k-adik primitív egységgyök.
zk pontosan a (z, zεnkz) k-1 db különböző páron fogja ugyanazt az értéket adni tetszőleges
z-re.
Ha ezeket az egységgyökös alakokat behelyettesítjük q(z) = blz

l + bl−1z
l−1 + ... + b0-be

akkor a következőt kapjuk:

q(εnkz
1
k ) = blε

nl
k z

l
k + bl−1zε

n(l−1)
k z

l−1
k + ...+ b0, z ∈ R (3.1)

Mivel k és l relatív prímek k nem osztja n · l-t sem, az egységgyökök hatványai soha
nem adhatnak egyet, az egységgyökök periodicitása miatt. A q(z) = q(zεmk ) egyenlet l-ed
fokú és a 0 megoldása. Ha emellett van l-1 db egymástól és 0-tól különböző megoldása,
akkor ezek pont (k-1)(l-1) db párt fognak adni a feladatunk megoldására. Legyen például
q(z) = zl + z. Ekkor a (3.1) egyenletnek nem lesznek többszörös gyökei, amit könnyen
ellenőrizhetünk.
Azaz, ebben az esetben az állítás felső becslésére adtunk egy éles példát.
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3.1.1. Megjegyzés. Intuitíven ez a speciális példa két szempontból is hasznos: Először is
mert általánosan, ha k azaz p foka "nagyon nagy" akkor úgy is csak az első tag, így a zk

lesz, ami meghatározza, hogy nagyjából mekkora a keresett párok számának maximuma,
valamint, ha élünk a feltételezéssel, hogy sok olyan q függvény van ami ezen feltételeknek
megfelel, akkor azt állíthatjuk, hogy a legtöbb esetben az általános felső korlátunk, közel
van a tényleges megoldások számához.

3.2. Valós esetek

Ebben a szakaszban az alapfeladat olyan eseteit fogjuk vizsgálni, ahol különböző szem-
pontokból megszorítjuk a feladatot a valós számok halmazára.
Először is feltesszük, hogy a polinomjaink együtthatói valósak.

Vizsgálhatjuk a problémánál, hogy abban az esetben, ha valós együtthatóink vannak,
milyen intervallumon mozog a valós megoldáspárok száma.
Arra, hogy maximális, azaz (k-1)(l-1) darab valós megoldásunk van később a Csebisev
polinomok esetében fogunk példát kapni. Most vizsgáljuk azt, hogy mi a valós megoldások
minimális száma.
Lehetséges, hogy nem kapunk egyáltalán valós megoldást. Először mutatunk egy példát,
azaz egy olyan esetet, ahol a maximális; (k-1)(l-1) komplex megoldás van, de egyáltalán
nincs valós megoldás.

3.2.1. Példa. Legyen p(z) = zk és q(z) = zl + az ahol a ̸= 0 a ∈ R
Első egyenlet megoldásai (z, ze

2πi
k

m) m ∈ Z mert ezek nyilván egyenlőséget adnak, és
maximum k megoldása lehet zk = wk egyenletnek. Legyen a k-adik egységgyök εmk

ezt behelyettesítjük q-ba:

zl + az = zlεml
k + azεmk

zl−1(1− εml
k ) = a(εk − 1)

zl−1 = −a
1− εmk
1− εml

k

Azaz pont akkor nem lesz valós megoldás, ha egyrészt εk ̸= 1, azaz, ha (k,l)=1.
Másrészt, ha εmk ̸= εml

k , mivel az εmk − 1 és εml
k − 1 vektorok hányadosa pont akkor valós,

ha vektorok egyállásúak. e
2πi
k

ml ̸= e
2πi
k

m pedig akkor teljesül, ha (l-1,k)=1.
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3.1. ábra. Egységgyökbe mutató vektorok

Vagyis ennél az egyszerű példánál, akkor biztos nem lehet valós megoldás, ha k és l és k
és l-1 is relatív prímek. Most nézzünk meg egy kicsit általánosabb példát:

3.2.2. Példa. Legyen p(z) = zk megint és q(z) = zl + zm + cz ahol c ∈ R \ {0}, |c| kicsi
és l ≥ m.
Előzőhöz hasonlóan, első megoldásai helyettesítsük a második egyenletbe:

zl + zm + cz = zlεlk + zmεmk + czεk

zl−1(1− εlk) + zm−1(1− εmk ) + c(1− εk) = 0

Legyen:
f(z) = zl−1(1− εlk) + zm−1(1− εmk )

f(z)-nek van (m-1)-szeres gyöke van 0-ban, és pontosan akkor vannak egyébként külön-
böző gyökei, ha

zl−m = −1− εmk
1− εlk

ez csak akkor lehet valós, ha εmk = 1 vagy εlk = 1, vagy εmk = εlk. Ezeket mind ki lehet
zárni, a (k,m)=1 (k,l)=1 és (l-m,k)=1 feltételekkel.
Legyen

0 < r <

∣∣∣∣−1− εmk
1− εlk

∣∣∣∣ 1
l−m

< R

Ha |z| = r vagy |z| = R és |c| elég kicsi

|f(z)| > c|1− εk|

Így itt f(z)-nek ugyanannyi gyöke van mint q(z)−q(zεk)
z

-nek
Ezzel kaptunk, l-m db biztosan nem valós megoldást r < |z| < R körgyűrűn, a kérdés
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találunk-e még m-1 db-ot r > |z|-n.

f(z) = (1− εmk )z
m−1(zl−m 1− εlk

1− εmk
+ 1)

azaz legyen
f(z) = (1− εmk )z

m−1h(z)

ahol így h(0) = 1, és legyen r > δ > 0-ra:

h(z) = αm−1(z) B(0, δ)-ban

majd legyen β(z) = zα(z) és így β(0) = 0 és β′(0) = 1, ekkor β konform, valamilyen
0 < δ0 < δ-ra B(0, δ0)-ban, így ∃φ = β−1 : B(0, ρ) → B(0, δ0), mivel φ(0) = 0 és
φ′(1) = 0 és φ(z) = z + o(z). Ekkor:

f(z) = (1− εmk )(zα(z))
m−1 = c(εk − 1)

(1− εmk )β(z)
m−1 = c(εk − 1)

β(z) = (c
1− εk
1− εmk

z)
1

m−1

z = φ((c
1− εk
1− εmk

)
1

m−1 )

z = (c
1− εk
1− εmk

)
1

m−1 + o(c)

ami, ha (k,m − 1) = 1 és c elég kicsi nem lehet valós szám. azaz kaptunk még m-1
db (megfelelő feltételek mellett) nem valós megoldást, és így valóban kaptunk egy nagy
családnyi valós együtthatós polinomot, amikre a megoldások száma maximális, de nem
valós.
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4. fejezet

Csebisev polinomok

A Csebisev polinomok híres és hasznos osztálya a polinomoknak. A Csebisev polinomokat
eredetileg polinomok közelítése céljából vezették be, azonban rendkívül sok matematikai
probléma kapcsán találkozhatunk velük. Nézzük meg a feladatot ezekre. Látni fogjuk,
hogy olyan példát kapunk velük, amikre nézve a maximális valós megoldásaink elérhetik
az általános felső határt.

4.0.1. Definíció.

Tn(x) = cos(n arccos(x))

képlettel definiáljuk a Csebisev polinomokat.

4.1. Elemi számolás Csebisev polinomokkal

Legyen k,l pozitív egészek relatív prímek.
Keressük azon (x,y) x ̸= y párok számát, melyekre{

Tk(x) = Tk(y)

Tl(x) = Tl(y)
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Nézzük csak az egyiket először:

cos(k arccos(x)) = cos(k arccos(y))

k arccos x = ±k arccos y + n2π n ∈ Z

arccos x± arccos y =
n

k
2π n ∈ Z

arccos(xy ±
√

(1− x2)(1− y2)) =
n

k
2π n ∈ Z

xy ±
√

(1− x2)(1− y2) = cos(
n

k
2π) n ∈ Z

Legyen n
k
2π = αn

(1− x2)(1− y2) = cos2(αn)− 2xy cosαn + x2y2 n ∈ Z

x2 − 2xy cosαn + cos2 αn + y2 − 1 = 0 n ∈ Z

x2 − 2xy cosαn + y2 − sin2(αn) = 0 n ∈ Z (∗)

x =
2y cosαn ±

√
4y2 cos2 αn − 4(y2 − sin2 αn)

2

x = y cosαn ±
√

1− y2 sinαn

|{cos(n
k
2π|n ∈ Z)| = ⌊k

2
⌋+ 1

Mivel koszinusz páros függvény, m ≤ k a periodicitás miatt és plusz egy a 0 miatt, de ez
az az eset amikor pedig az x=y egyenletet kapjuk és ezeket nem számítjuk.
Hasonlóan a másik egyenletek egyenlőségéből:

y2 − 2xy cos(
m

l
2π) + x2 − sin2(

m

l
2π) = 0 m ∈ Z (∗)

és
y = x cos(

m

l
2π)±

√
1− x2 sin(

m

l
2π),m ∈ Z (4.1)

Itt pedig
|{cos(m

l
2π|n ∈ Z)| = ⌊ l

2
⌋+ 1

és ugyanúgy a 0-s eset miatt levonunk egyet.
A két egyenlet felírásából így megkapjuk a pontos számát a megoldáspároknak, különböző
esetekben:
Ha k és l páratlan, az összes megoldás száma, így 2⌊k

2
⌋2⌊ l

2
⌋ = (k−1)(l−1), hiszen minden

szögfüggvény értékre két egyenletet kapunk.
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Ha k páros és l páratlan, akkor páros k miatt, ha cos(αn) = −1 (így sin(αn) = 0) akkor
x = −y-hez tartozó megoldásokat kapjuk, de ennek csak 1 közös megoldása van minden
másik egyenlettel, így ebben az esetben le kell vonnunk az ⌊k

2
⌋⌊ l

2
⌋ értékből 2⌊ l

2
⌋ azaz l-1

megoldást, így megint (k-1)(l-1) megoldást kapunk.
(k,l)=1 így más eset most nincs.

4.1.1. Megjegyzés. Csebisev polinomok esetében elgondolkodhatunk olyan (x,y) párok
számán is, ahol k és l nem relatív prímek, hanem (x,y)=d pozitív egész.
Ha k és l legnagyobb közös osztója d, akkor pont akkor lesz a cos(n

k
2π) = cos(m

l
2π), ha

n
k
= m

l
, mivel n ≤ k és m ≤ l ez pontosan d alkalommal történhet meg beleértve azt az

esetet is amikor az egyenletek az x = y megoldást adják. Azért probléma, ha cos(n
k
2π) =

cos(m
l
2π), mert, ha ráadásul n és m olyan hogy sin2(n

k
2π) = sin2(m

l
2π), akkor pont kapni

fogunk két megegyező (*) egyenletet Tk(x) és Tl(x) megoldásaira, ami persze végtelen sok
megoldást ad.
Ez abból is látszik, ahogy a bevezetőben írtuk, hogy ha (k,l)=d, akkor léteznek k0 és l0

egészek, hogy dk0=k és dl0=l, és ilyenkor mivel

Tdk0(x) = cos(dk0 arccos(x)) = cos(k0 arccos(cos(d arccos(x)))) = Tk0(Td(x))

Tdl0 = Tl0(Td(x))

létezik olyan közös Td(x) polinom, amivel komponálva a vizsgált polinomjainkat kapjuk,
azaz végtelen megoldásnak kell lennie.

4.1.2. Példa. Legyen k=4 és l=3.

Ekkor az előző általános eset bizonyításának levezetésben a (∗) egyenlet alapján, az egyen-
letrendszer a következő:

x2 − 2xy cos(
n

4
2π)− sin2(

n

4
2π) + y2 = 0 n ∈ {1, 2, 3, 4}

x2 − 2xy cos(
m

3
2π) + sin2(

m

3
2π) + y2 = 0 m ∈ {1, 2, 3}

4.1.3. Megjegyzés. Ez az egyenlet egyébként beleillik egy kúpszelet másodfokú egyenle-
tének általános felírásába, ahogy az ábrán is látni fogjuk.
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azaz az első egyenlet adhat:

x2 + 2xy + y2 = 0

x2 − 2xy + y2 = 0

x2 − 1 + y2 = 0

Míg a második:

x2 − 2xy + y2 = 0

x2 + xy + y2 − 3

4
= 0

Persze a (x−y)2 = 0 típusú x = y-t adó egyenleteket nem számítjuk, azaz a megoldásaink
csak a többi egyenlet párosításaiból jön össze, azaz 6 megoldás, mivel az egyik első egyenlet
a (x+ y)2 = 0, ami csak 1 megoldást ad.
A megoldások pedig:

• Ha x = −y és x2 + xy + y2 − 3
4
= 0, akkor (±

√
3
2
;∓

√
3
2
)

• Ha x2+y2 = 1 és x2+xy+y2− 3
4
= 0, akkor xy = −1

4
, így x2+2xy+y2 = (x+y)2 = 1

2

és x2 − 2xy + y2 = (x − y)2 = 3
2

így kapjuk, hogy x + y = ± 1√
2

és x − y = ±
√

3
2
,

amiből a megoldások (
√
2±

√
6

4
,
√
2∓

√
6

4
) és (−

√
2±

√
6

4
, −

√
2∓

√
6

4

(a) "x=y eset"

Ezeket nem számoljuk

(b) x2 + y2 = 1

x2 + xy + y2 − 3
4 = 0

(c) x = −y

x2 + xy + y2 − 3
4 = 0

4.1. ábra. A három lehetséges eset a példában
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5. fejezet

Rezultáns

A következőkben bevezetünk egy klasszikus algebrai eszközt a rezultánst. Mutatunk egy
példát a rezultáns alkalmazására az alapfeladatnál, majd a későbbiekben még használjuk
erősebb állítások bizonyításánál.

5.0.1. Definíció. p(z) = akz
k+ak−1z

k−1+ ...a0 és q(z) = blz
l+ bl−1z

l−1+ ...b0 polinomok
rezultánsa a 

ak ak−1 · · · a0 0 · · · 0

0 ak ak−1 · · · a0 · · · 0

0 0 ak · · · a0 · · · 0
... . . . ...
0 · · · 0 ak ak−1 · · · a0

bl bl−1 · · · b0 0 · · · 0

0 bl bl−1 · · · b0 · · · 0
... . . . ...
0 · · · 0 bl bl−1 · · · b0


(k + l)× (k + l) mátrix determinánsa.

Jelölése: Res(p,q)
Alternatívan, ha ismerjük a polinomok gyökeit, a következőképpen is felírhatjuk a rezul-
tánst:
Legyen p(x) = ak(z − z1)(z − z2) · · · (z − zk) és q(z) = bl(z − w1) · · · (z − wl)

Res(p, q) = alkb
k
l

k∏
i=0

l∏
j=0

(zi − wj)
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5.1. Rezultáns alkalmazása

Tekintsük megint az alapfeladatot.
p és q k és l fokú komplex polinomok, ahol k és l relatív prímek. Keressük azon (z,w)
z ̸= w párok számát melyre

p(z) = p(w)

q(z) = q(w)

p(z)− p(w) = ak(z
k − wk) + ak−1(z

k−1 − wk−1) + ...+ a1(z − w) = 0

Egyenletet kell vizsgálnunk.
Mivel z ̸= w egyszerűsíthetünk (z − w)-vel a klasszikus algebrai azonosságot használva:

ak

k−1∑
j=0

zk−1−jwj + ak−1

k−2∑
j=0

zk−2−jwj + ...+ a1 = 0

Ezt egy kicsit átírva, z polinomjaként kifejezve:

k∑
j=1

ajw
j−1 + z

k∑
j=2

ajw
j−2 + ...+ zk−1

k∑
j=k

ajw
j−k = 0 (5.1)

Ahol az utolsó tag szimplán zk−1ak és hasonlóan q-ra:

l∑
j=1

bjw
j−1 + z

l∑
j=2

bjw
j−2 + ...+ zk−1

l∑
j=l

bjw
j−l = 0 (5.2)

Legyen

f(z, w) = fw(z) =
k∑

j=1

ajw
j−1 + z

k∑
j=2

ajw
j−2 + ...+ zk−1

k∑
j=k

ajw
j−k = 0

g(z, w) = gw(z) =
l∑

j=1

bjw
j−1 + z

l∑
j=2

bjw
j−2 + ...+ zk−1

l∑
j=l

bjw
j−l = 0

Írjuk fel fw és gw rezultánsát: Res(fw, gw) maximum (k − 1) × (l − 1) polinom w
változóval.

5.1.1. Állítás. fw-nek és gw-nek pontosan akkor van közös gyöke, ha Res(fw, gw) nulla.
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Bizonyítás. Írjuk fel Res(fw, gw) gyökös alakját:

Res(fw, gw) = al−1
k bk−1

l

k−1∏
n=1

l−1∏
m=1

(xn − ym)

ahol az ak bl főegyütthatók nem egyenlők nullával és xn ym n = 1, ...k − 1, m = 1...l − 1

az fw és gw gyökei. Ha a rezultánsnak van gyöke, pontosan akkor létezik xn = ym, azaz
fw-nek és gw-nek létezik közös gyökük. □
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6. fejezet

Bizonyítás Bézout-tétellel

Az 1. fejezetben bizonyított állítást a Bézout-tétel segítségével is be lehet bizonyítani.
Ebben a fejezetben bemutatjuk a bizonyítást.

6.0.1. Definíció. (komplex projektív sík) P2
C, az origón átmenő komplex egyenesek hal-

maza a C3 komplex térben.

6.0.2. Definíció. (homogén koordinátázás) Pn
C pontjai megadhatóak a következőképpen

is:
(x1, ...xn+1) ∼ (y1, ..., yn+1) ha ∃λ ∈ C \ {0} λ(x1, .., xn) = (y1, ..., yn+1)

Ez egy ekvivalencia reláció, és az ekvivalencia osztályok Cn+1-ben pontosan az n dimenziós
projektív tér pontjai, azaz az origón átmenő egyenesek.

6.0.3. Definíció. (komplex projektív görbe) Most definiáljuk a komplex projektív görbét:
Legyen f ∈ 2 kétváltozós irreducibilis polinom. Ekkor {(x, y) ∈ C2|f(x, y) = 0} egy algebrai
görbe.

f(x, y) =
n∑

i=0

m∑
j=0

= cijx
iyj

cijx
iyj tagokat hívjuk monomoknak. Egy monom homogén foka mindig az összes változó

összes kitevőjének az összege, így a polinom homogén foka a legnagyobb homogén foka a
monomoknak. Legyen itt f homogén foka d. Ekkor bevezetve egy z változót

cijx
iyjzd−i−j ∼ cijx

iyj ∀ij

Ez alapján homogenizáljuk az f-et:

f̂(y, x, z) =
n∑

i=0

m∑
j=0

cijx
iyjzd−i−j

23



Ekkor f̂(x, y, z):
f̂(x, y, z) = 0 ⇐⇒ ∀λ ̸= 0 : f̂(λx, λy, λz) = 0

mivel
f̂(λx, λy, λz) = λdf̂(x, y, z)

Végül, komplex projektív görbének hívjuk f̂ megoldásait a projektív síkon, azaz:

{(x, y, z)/ ∼∈ PC
2|f̂(x, y, z) = 0}

A projektív görbe foka pedig a d homogén fok.

6.1. Bézout-tétel

6.1.1. Tétel. Legyenek P és Q projektív görbék, m és n fokkal. Ekkor P és Q metszés-
pontjainak száma m · n multiplicitással.

6.1.2. Megjegyzés. Az általános multiplicitás több változóban egy bonyolultabb, algebrai
eszközökkel definiálható fogalom.

6.2. Bézout-tétel alkalmazása az alapfeladatra

Legyenek p, q ∈ C[z] k és l fokú polinomok, keressük azon (z, w), z ̸= w pontpárok véges
számát, amikre

p(z)− p(w) = ak(z
k − wk) + ak−1(z

k−1 − wk−1) + ...+ a1(z − w) = 0

q(z)− q(w) = bl(z
l − wl) + bl−1(z

l−1 − wl−1) + ...+ b1(z − w) = 0

és ha egyszerűsítünk (z − w)-vel:

P (z, w) := ak

k∑
j=0

zk−jwj + ak−1

k−1∑
j=1

zk−1−jwj + ...+ a1

Q(z, w) := bk

k∑
j=0

zk−jwj + bk−1

k−1∑
j=0

zk−1−jwj + ...+ b1

És keressük P(z,w) és Q(z,w) közös gyökeinek számát, azaz P(z,w)=0 és Q(z,w)=0 egyen-
letek metszéspontjait. Most a véges eseteket tekintjük, így mivel p-nek és q-nak nem létezik
közös osztója, P-nek és Q-nak sem lehet végtelen sok metszéspontja.
Ekkor, P(z,w)=0 és Q(z,w)=0 k-1 és l-1 fokú komplex projektív görbéket írnak le, így
Bézout tétel miatt a metszés pontjaik száma, pont (k-1)(l-1) multiplicitással.
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7. fejezet

Kapcsolat szingularitásokkal

Korábbi jelöléseknek és feltételeknek megfelelően vegyünk megint egy q és p polinomot.
Vegyük most a következő polinomokat:

f(t) = p(t)− x

g(t) = q(t)− y

Ha f és g közös megoldásai közül kapunk kettő különbözőt, azok megoldásokat nyújtanak
a mi feladatunkra is.
Ha most vesszük f és g (t-beli polinomok) rezultánsát, akkor a determinánsos definíció
alapján kapunk egy kétváltozós polinomot, ahol a változók x és y.
A rezultáns második definíciójából következik, hogy a rezultáns pont eltűnik, ha f és g-nek
közös gyöke van, azaz:

f(t) = p(t)− x p−1(x) = zi i = 1, ..., k − 1

g(t) = q(t)− y q−1(y) = wi i = 1, ..., l − 1

Rest(f, g) = alkb
k
l

k∏
i=0

l∏
j=0

(zi − wj) = 0

∃i, j zi = wj p(zi) = x, q(wi) = y

Rövidítésnek nevezzük el a rezultánst: Res(f, g) = r(x, y)

7.0.1. Definíció. (Szingularitás)
Legyen f(x, y) kétváltozós komplex polinom.
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Az f(x, y) = 0 algebrai görbének szingularitása van (x0, y0)-ban, ha a következők teljesül-
nek:

f(x0, y0) = 0

∂

∂x
f(x0, y0) = 0

∂

∂y
f(x0, y0) = 0

azaz (x0, y0) a görbe pontja és minden változóban eltűnnek a deriváltak.

Általában ezek azok a pontok, ahol a görbe metszi önmagát. Ezt nem szó szerint
értelmezzük, a kétváltozós polinommal leírt "görbe" egy C2 beli felület. Görbének azért
hívjuk, mert a struktúrája olyan, mint egy R2 síkbeli valós görbének, így amikor azt
mondjuk a görbe metszi önmagát, akkor ezt a valós görbét képzeljük el, de az "igazi"
alakzat persze 4 dimenziós.

7.1. Szingularitások és implicit függvény

7.1.1. Tétel. (Implicit függvénytétel)
Tegyük fel, hogy φ(x, y) kétváltozós komplex függvény, folytonos az (x0.y0) egy környeze-
tében, mindkét változó szerint holomorf, φ(x0, y0) = 0 és ∂

∂y
φ(x0, y0) ̸= 0. Ekkor létezik az

x0 pontnak olyan A környezete és a y0 pontnak olyan B környezete és létezik egy holomorf
h : A → B, hogy

• h(x0) = y0

• f(x, h(x)) ≡ 0

• ∃ε > 0 B((x0, y0), ε)− on f(x, y) = 0 minden megoldása (x, h(x)) alakú.

7.1.2. Állítás. Most tegyük fel, hogy t0 ̸= t1 pontok megoldásai az alapfeladatnak,

p(t0) = p(t1) = x0 q(t0) = q(t1) = y0

Ekkor r(x,y)-nak szingularitása van (x0, y0) pontban.

Bizonyítás.

Indirekten járunk el. Tegyük fel, hogy ∂
∂y
r(x0, y0) ̸= 0.

Ekkor a tétel alapján, ∃ε > 0 és h : A → B holomorf függvény (A és B x0 és y0 környe-
zetei), hogy B((x0, y0), ε) halmazon minden megoldása r = 0-nak (x, h(x)) alakú.
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A folytonosság miatt, létezik ϱ0 > 0 és ϱ1 > 0, hogy

∀t ∈ B(t0, ϱ0) p(t) ∈ B(x0, δ0)

∀t ∈ B(t1, ϱ1) p(t) ∈ B(x0, δ1)

valamilyen δ0 > 0 és δ1 > 0-re, ahol

B(t0, ϱ0) ∩B(t1, ϱ1) = ∅

.
Ekkor nyílt leképezések tétele miatt

∃δ̂ > 0 B(x0, δ̂) ⊂ p(B(t0, ϱ0)) ⊂ B(x0, δ0)

∃δ∗ > 0 B(x0, δ
∗) ⊂ p(B(t0, ϱ0)) ⊂ B(x0, δ0)

és legyen δ = min(δ̂; δ∗)

Ha x ∈ B(x0, δ) akkor

∃s0 ∈ B(t0ϱ0) p(s0) = x

∃s1 ∈ s0 ̸= s1 B(t1ϱ0) p(s0) = x

Végül:
q(s0) ̸= q(s1)

de ha létezik h : A → B holomorf implicit függvény, akkor persze h(x) egyértelmű, azaz
ellentmondást kapunk.

Ugyanezt a gondolatmenetet elmondhatjuk, ∂
∂x
r(x0, y0) ̸= 0 feltevésre is, így ez a par-

ciális derivált is 0 lesz, azaz, ha p(t0) = p(t1) = x0 q(t0) = q(t1) = y0 és r(x0, y0) = 0.
akkor r deriváltja mindkét változóban 0, így szingularitási pontot kapunk. □

Az előzőek szerint, minden megoldáspár, r(x,y)-nak egy gyökét adja, és minden ilyen
gyök szingularitási pontja r-nek. Fordítva viszont, az, hogy az összes szingularitási pontot
meghatározna egy megoldáspár nem igaz, ezt is meg fogjuk mutatni a következőkben.

7.1.3. Állítás. Legyen p(t0) = x0, q(t0) = y0 és r(x,y) a p(t) q(t) polinomokból generált
rezultáns, így r(x0, y0) = 0.
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Ekkor r(x,y)-nak (x0, y0)-ban szingularitási pontja van, azaz

∂

∂x
r(x0, y0) = 0

∂

∂y
r(x0, y0) = 0

ha létezik t1 ̸= t0 amire p(t0) = p(t1) = x0 és q(t0) = q(t1) = y0 vagy p′(t0) = q′(t0) = 0.

Bizonyítás.

Az állítás második felét abban az esetben belátjuk, ha a t0-ban p-nek n-szeres és q-nak
m-szeres értéke van, és n nem osztója m-nek és m sem osztója n-nek.
A lokális értékeloszlás tétele miatt ∀ε > 0 ∃δ1 > 0, δ2 > 0, hogy

p(t0) = 0 és n db helyen p(z) = a ̸= 0

ahol |a| < ε |z − t0| < δ1

p(t0) = 0 és m db helyen q(z) = b ̸= 0

ahol |b| < ε és |z − t0| < δ2.
Ha p(t)=x és q(t)=y, akkor az implicit-tétel miatt, létezik egy a 0 A környezetéből a 0 B
környezetébe menő h függvény melyre h(0) = 0 és h(p(t)) = h(x) = y = q(t) p(t) ∈ A\{0}
Ekkor a (0,0) közelében az r(x,y) gyökei (x,h(x)) alakúak.
∃z1, ..., zn melyre

|t0 − zj| < δ∗ p(zj) = a |a| < ε∗ ∀j

ahol δ∗ = min{δ1, δ2} és ε∗ = min{ε, diamA} Ekkor

q(z1) = q(z2) + ...+ q(zn)

mivel q(zj) = h(p(zj)) = h(a) ∀j
Azaz a q a h(a) értéket felveszi B(t0, δ

∗)-ban n-szer.
Három eset lehetséges. Az első, hogy m kisebb, mint n, de ez ellentmondás mert a lo-
kális érték eloszlás miatt q-nak minden "ilyen" értéket t0 körül m-szer fel kell vennie.
A második, hogy n = m ez a feltétel miatt nem lehet, megint ellentmondás. Csak az a
lehetőség maradt, hogy m nagyobb, mint n. Ekkor létezik egy z∗ ̸= zj semelyik j-re, amire
q(z∗) = h(a) = h(p(z∗)), vagyis a = p(z∗). Ebben az esetben, ha |z∗| elég kicsi megint
léteznie kell z∗1 , ..., z∗n különböző számoknak melyek mind h(a) értéket veszik fel. Azaz q-
nak h(a) értéket muszáj felvennie n-nel osztható alkalommal, ez viszont a feltételek miatt
ellentmondásra vezet. □

Az állítás általános esetben is igaz, de a bizonyítása igen hosszadalmas.
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7.1.4. Tétel. (Lin-Zaidenberg)
Ha f kétváltozós (irreducibilis polinom, és a {(x, y) ∈ C2|f(x, y) = 0} görbe homeomorf
C-vel, akkor létezik olyan h ∈ Aut(C2) automorfizmus és n,m relatív prím egészek, hogy
f(h(x, y)) = xn − ym.
Speciálisan: C-vel homeomorf algebrai görbének C2-ben legfeljebb egy szingularitási pontja
lehet.

7.1.5. Megjegyzés. (Automorfizmusok C2-en)
A polinom automorfizmusok a kétdimenziós komplex síkon előállnak, mint véges kompozí-
ciói a következő módon definiált automorfizmusoknak:

α1 : (x, y) 7→ A(x, y) + b A ∈ C2×2 detA ̸= 0 b ∈ C2

(Azaz a Lineáris Automorfizmusok)

α2 : (x, y) 7→ (x, y + p(x))

ahol p(x) ∈ C[x] egyváltozós polinom.
Ez az úgynevezett Automorfizmus Tétel, amit H. W. E. Jung fedezett fel 1953-ban és
számos matematikus adott rá bizonyítást, többek közt Abhyankar és Moh is belátta a szin-
gularitásokkal is foglalkozó cikkükben.
A bevezetőben említett p(z) és q(z)=p(z)+z eset például jól párba állítható a α2 transzfor-
mációval.

7.1.6. Példa. Nézzünk egy példát a Lin-Zaidenberg tételre.
Korábban használt rezultáns és a klasszikus, tk és tl monomok példája.

f(t) = tk − x g(t) = tl − y

azaz

f(t) =
k−1∏
n=0

(t− εnk |x|
1
k )

g(t) =
l−1∏
m=0

(t− εml |y|
1
l )

Gyökös definícióból:

Rest(f, g) =
k−1∏
n=0

l−1∏
m=0

(εnk |x|
1
k − εml |y|

1
l )
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Minden rögzített n-re
l−1∏
m=0

(εnk |x|
1
k − εml |y|

1
l ) = (ξl − y) ξ = εnk |x|

1
k

A kanonikus alak miatt. A rezultáns így
k−1∏
n=0

(εlnk |x|
l
k − y) = xl − yk

mert εlnk |x|
l
k xl-ken k-adik gyökei.

7.1.7. Megjegyzés. Most kimondjuk Abhyankar és Moh Tételét.
A tételnek rendkívül fontos szerepe van történetileg, az előbb kimondott Lin-Zaidenberg
tételnek az alapja ez a tétel, az valószínűleg nem is született volna meg enélkül.

7.1.8. Tétel. (Abhyankar–Moh)
Legyen f(x,y) irreducibilis kétváltozós polinom. Ha a Γ0 = {(x, y)|f(x, y) = 0} görbe
homeomorf C-vel és nincsenek szingularitási pontjai, akkor létezik olyan α ∈ Aut(C2)

hogy f(α(x, y)) = x

7.2. Általános görbék (ellenpéldák)

Előzőekben levezettük, hogy minden f(t), g(t) polinomhoz tudunk mondani olyan r(x,y)
kétváltozós polinomot, hogy r(x,y) gyökei pont f és g közös gyökét határozzák meg.
Az viszont nem lesz igaz, hogy fordítva, tetszőleges r(x,y) kétváltozós polinomhoz találunk
olyan polinomokat, amik előállítják, r gyökeit egy adott t helyen (f(t),g(t)) alakban.
Erre mutatunk most két egyszerű példát.

7.2.1. Példa. Legyen r(x, y) = x2 − (y3 + y)=0

∂

∂x
r(x, y) = 2x = 0

∂

∂y
r(x, y) = −3y2 − 1 = 0

Megoldások:
(0,± 1√

3
i)

Az egyértelműen látszik, hogy ezek a pontok nem zérushelyei r(x,y)-nak:

r(0,± 1√
3
i) = −(± 1√

3
i)3 −± 1√

3
i ̸= 0
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Ez az r(x, y) nem írható fel a fenti módon rezultáns alakban, azaz nem léteznek olyan
p és q polinomok, melyekre az r(x, y) = 0 összes pontja p(t), q(t) alakú. Most adunk még
egy ellenpéldát, de későbbiekben megmutatjuk, hogy ez a második példa több érdekes
dolgot is magába foglal.

7.2.2. Példa. Az egyenlet a következő:

x2 + y2 = 1

Előzőhe z hasonlóan, ennek a parciális deriváltjai csak a (0,0) pontban tűnnek el, de ez
nyilván nem gyök.

7.2.3. Állítás. Az első példához hasonlóan ennek a megoldásai nem írhatók fel polino-
mokkal, viszont racionális törtfüggvényekkel igen. Racionális törtfüggvényekkel.

7.2.4. Definíció. (Racionális törtfüggvény) Egy rac. törtfüggvény valójában két polinom
hányadosa, azaz:

f(x) =
p(x)

q(x)
=

anx
n + ...+ a0

bmxm + ...+ b0
ahol q(x) ̸= 0.

Bizonyítás. Ennek a bizonyításának kapcsolata van a pitagoraszi számhármasok kép-
letéhez: Keressük azon egész számhármasokat, melyek előállnak a pitagoraszi egyenlet
megoldásaiként:

a2 + b2 = c2 a, b, c =?

A következő számhalmaz meghatározza az összes megoldását az egyenletnek:

a = m2 − n2

b = 2mn

c = m2 + n2

ahol m és n egészek. Könnyen látható, hogy ezek tényleg a megfelelő számhármasok.
azaz, ha

x =
m2 − n2

m2 + n2
y =

2mn

m2 + n2

ezek négyzetösszege pont egyet ad.
Ha m=1, akkor a (-1,0) megoldáson kívül az összes megoldást megkapjuk a következő

1− n2

n2 + 1

2n

n2 + 1

Racionális törtfüggvényekkel. □
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8. fejezet

Általános eset

Az eddigiekben amikor az alapfeladatban mindig feltételeztük, hogy a polinomok foka k
és l mindig relatív prímek. Jogosan felmerül a kérdés, hogy mi történik abban az esetben,
ha a fokok legnagyobb közös osztója d egész.

8.1. Polinom gyökök Puiseux sorokkal

Legyen p és q k és l fokú komplex polinom, ahol (k,l)=d. Legyen

p(z) = akz
k + ak−1z

k−1 + ...+ a0

q(z) = blz
l + bl−1z

l−1 + ...+ b0

Az eredeti feladat első megoldásához hasonlóan, rögzítsük p értékét z-ben, p(z) = a, és
tegyük fel, hogy p-nek nincsenek többszörös gyökei, azaz vegyük a polinomot a maximum
k darab kritikus értékén kívül.

8.1.1. Definíció. (Puiseux sorok)
Legyen z ̸= z0 és rögzítsük (z − z0)

1
k egy holomorf ágát z pontozott környezetében. Ekkor

a következő hatványsort nevezzük Puiseux sornak:

∞∑
m=−∞

cm(z − z0)
m
k

Ahol (z − z0)
m
k = ((z − z0)

1
k )m (holomorf) és cm ∈ C ∀m.

32



8.1.2. Megjegyzés. Victor Puiseux (1820-1883) a törtkitevős hatványsorokat 1850-ben
fedezte fel. Valójában a sorokat nála jóval korábban már definiálta Sir Isaac Newton, aki
többek közt a Newton-Puisex t Tételben foglalkozott velük.
Érdekesség Puiseux-ről, hogy a Francia Alpokban megmászott egy hegycsúcsot amit így róla
neveztek el, pedig a hegycsúcsot, elvileg már korábban is megmászták, így Puiseux itt is
csak második helyet érhetett el.

8.1.3. Állítás. Ekkor p(x)=a megoldása p−1(a) kifejezhető a Puiseux sorában.

Legyen a polinom normált, azaz ak=1.
Először azt fogjuk belátni, hogy p−1(a) gyökök a B(a

1
k , δ) körökben lesznek, ahol a

1
k =

εk|a
1
k | k-adik egységgyökökkel.

Bizonyítás. Legyen αk = a, és tegyük fel, hogy ∀d > 0 ∃K |a| > K-ra p(x) − a

egyenletnek pontosan egy gyöke van a B(α, dα)-ban.
Legyen f(z) := zk−a aminek pontosan egy megoldása legyen a körön és g(z) := ak−1z

k−1+

...+ a0

Ha |z − α| = dα, akkor
|f(z)| = |dk − 1|αk = c|αk|

valamilyen c konstansra és

|g(z)| = ak−1|(d+ 1)k−1||αk−1|+ ...

Azaz megfelelő d-ra |f(z)| > |g(z)| és így a Rouché tétel miatt, f(z)-nek ugyanannyi gyöke
van mint f(z)+g(z)=p(z)-a-nak a körön.
p(z)-a=p(z)-αk zérushelye legyen h(α). Mivel p(z) − αk holomorf ezért lokális inverz-
függvény tétel miatt h(α) is holomorf B(α, dα)-ben.

Ekkor p−1(a) = p−1(αk) és mivel p egy holomorf polinom, a lokális inverze is az lesz,
azaz felírhatjuk az p−1(αk) := h(α) Laurent sorát a 0 körül.

h(α) :=
∞∑

m=−∞

cmα
m

ebbe behelyettesítve a-t:

p−1(a) =
∞∑

m=−∞

cma
m
k
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Ez pont egy Puiseux sor.

Most lássuk be, hogy h(α)
α

→ 1, ha α → ∞.
Nevezzük h∗(α)-nak a h(α)

α
függvényt, és vegyük 1

α
helyen. Ekkor a

H(α) := h∗(
1

α
) : 1 < |α| < 1/k → C

függvény holomorf így felírhatjuk a laurent-sorát:

H(α) =
∞∑

m=0

hmα
m

ahol h0 = 1 és

h∗(α) = H(
1

α
) =

∞∑
m=0

hmα
−m h0 = 1

lim
α→∞

h(α)

α
= limh∗(α) = lim

α→∞
H(

1

α
) = H(0)

ami persze a 0 indexű, azaz h0 = 1 értékkel egyenlő.
Ha

lim
α→∞

h(α)

α

létezik és véges, akkor

lim
α→0

h( 1
α
)

1
α

létezik és véges, ami ekvivalens azzal, hogy

α

∞∑
m=−∞

cmα
−m =

∞∑
m=−∞

cmα
−m+1

Laurent sorban, c2, c3... együtthatók mind 0-k.
Azaz

p−1(a) =
1∑

m=−∞

cma
m
k

□
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8.2. Felső korlát az általános esetben

Legyenek a p(x)=a egyenlet gyökei a z0...zk pontok. Az eredeti megoldáshoz hasonlóan
most azt vizsgáljuk, mi történik, ha behelyettesítjük zi = p−1(a)-et q-ba majd vesszük, az∏

i̸=j

(q(zi)− q(zj)) (8.1)

egyenletet.

q(zi) = q(p−1(a)) = q(
1∑

m=−∞

cma
m
k )

Mivel (8) megint csak kifejezhető a polinomjaként, ezért most is arra a kérdésre ke-
ressük a választ, hogy mi lesz a legnagyobb kitevője. Ha a legnagyobb kitevője a Puiseux
sorban 1

k
, akkor a q-ba behelyettesítve ez maximum l

k
fokú lehet.

Hogyan kapunk meg egy gyököt egy másikból, azaz zj+1-et zj-ből? Megszorozzuk valame-
lyik adott k-adik egységgyökkel: εtk = e

t2πi
k -vel, ahol t ∈ {1, ..., k − 1} rögzített:

εtkzj = εtka
1
k = a

1
k e

t2πi
k = zj+1

ugyanez a q-ba behelyettesítettekre:

q(εtkzj) = q(εtkp
−1(a)) = q(

1∑
m=−∞

cim(aε
t
k)

m
k ) = a

l
kωtl

k +
l−1∑

m=−∞

dmε
tm
k a

m
k

Valamilyen dm együtthatókkal.
ekkor

q(zj+1)− q(zj) = (1− εt·lk )a
l
k + φ(a)

ahol φ(a) csak kisebb kitevőkkel tartalmazza a hatványait.
Mivel (k,l)=d és t ∈ {1, .., k − 1}, az

εtlk = e
t·l2π
k = 1

amikor tl osztható k-val, azaz d-1 alkalommal, és ilyenkor x=y típusú triviális megoldá-
sokat számolnánk.
Igazából d ilyen alkalom van, de ebben benne van az az eset is amikor t=0 vagy t=k, és
ezt az esetet kizárjuk alapból hiszen, különböző gyökökre írjuk fel a (8) szorzatot.
Mivel d-1 alkalommal még olyan ómegákat kapunk, amik ilyen triviális eseteket adnak és a
(8)-as szorzat az alapfeladathoz hasonlóan (k-1)l fokú és levonunk még k-1 esetet mert fel-
tesszük, hogy nincsenek többszörös gyökeink / kritikus pontjaink, ezért végeredményünk,
azaz az olyan párok száma, amik kiegyenlítik a nem relatív prím fokú polinomjainkat,
(k-1)(l-1)-(d-1).
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Összefoglalás

A szakdolgozatban p és q komplex polinomokhoz kerestünk olyan rendezett különböző
(z, w) komplex párokat, melyre p(z)−p(w) = q(z)− q(w) = 0. A megoldások száma lehet
véges és lehet végtelen is. Mi a véges esetben a következő eredményeket írtuk le, komplex
függvénytani módszereket alkalmazva:
Ha a polinomok foka k és l relatív prím, akkor maximum (k−1)(l−1) megoldásunk lehet.
Ezt a felső korlátot Bézout-tétellel is bizonyítani lehet.
Amennyiben a polinomjaink együtthatói valósak, adunk olyan maximális példákat, ahol
minden megoldás valós és olyat is, ahol mindegyik nemvalós.
Azzal is foglalkozunk, hogy a polinomokhoz tartozó rezultáns által definiált algebrai gör-
bének mikor lehet szingularitási pontja és mit jelent ez, az alapfeladatra nézve.
Megemlítünk néhány ideillő, szingularitásokkal foglalkozó tételt, elgondolkodunk azon,
hogy mi igaz az általános algebrai polinomokra az állításaink közül.
Végül, ha (k, l) = d, akkor belátjuk, hogy a maximális párok száma (k−1)(l−1)−(d−1).
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Nyilatkozat mesterséges intelligencia felhasználásról

Alulírott, Seres Jakab nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészítése során az alább felsorolt
feladatok elvégzésére a megadott MI alapú eszközöket alkalmaztam:

Feladat Felhasznált eszköz Felhasználás helye Megjegyzés
Irodalomkeresés Gemini Irodalomjegyzék [7] [8]
Mátrix készítése GPT-5.5 19.oldal Rezultáns
Nyelvhelyesség
ellenőrzése

LATEX beépített
ellenőrző rendszere

Végig a
szakdolgozatban

Ingyenes verzió

Helyesírás és
(matematikai)
pontatlanságok
ellenőrzése

GPT-5.5 Teljes szakdolgozat

A felsoroltakon túl más MI alapú eszközt nem használtam.
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