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1. fejezet
Bevezetés

A komplex fliggvénytan nagyon fontos dga a matematikai analizisnek. A szakdolgozat
sarokkove a kovetkezG alapvetd kérdés lesz, ezt fogjuk korbejarni a lehets legtobb szem-

pontbol, komplex analizisbeli eszkozokkel:

Az alapprobléma:

Legyenek p, q € C[z] k és | foku polinomok, azaz:
p(2) = ap2™ + ap_12" VL oag

q(2) = b2t + b 27+ by

komplex egyiitthatokkal.

Keressiik azon (z,w) rendezett komplex szamparok szaméat, amelyekre z # w és

Persze a kérdés két alapesetre bonthatd, mégpedig azokra az alproblémaéakra, hogy
mikor véges szamu és mikor végtelen szamu ezeknek a paroknak a szama.
Mi féleg azt az esetet fogjuk vizsgalni amikor véges sok megoldasunk van, &m most egy
kicsit gondolkodjunk el arrél, hogy mikor és miért lehet végtelen sok megfelel6 komplex

szamparunk.



Két trivialis ilyen példa a p = ¢ eset vagy ha p és q is paros. Mindketts példan latszik,
hogy azért lehet tetszélegesen sok megoldasunk, mert 1étezik egy olyan r segédpolinom

amivel megfelel§ polinomokat Gsszekomponalva p és ¢ polinomokat kapjuk:

3r,po,q p=poor q=qor,

ahol pg, go polinom, r pedig legalabb masodfoka polinom.

Ha létezik ilyen r akkor, ugyanigy, mint a p = ¢ esetében, akkor r(z)=r(w)-nak véges
sok kivételtsl eltekintve 1étezik nemtrivialis megoldasa, és ez trivialisan teljesiti a feladat
kritériumait, csak azt a lényeges kikotést kell megtenniink r-re, hogy legyen méasodfoku,
hiszen az els6fokt polinomok egyenlGsége mindig az azonos szampérokat adja megoldas-
nak. Ezeket komponélva ugyanazon polinomokkal, nyilvan egyenld értékeket kapunk.
Erdekes modon visszafele is igaz lesz, azaz minden végtelen megoldasszami esetben ilyen
szituadcioban vagyunk, mindig taldlhato egy megfelels r fiiggvény. Itt jegyezziik meg, hogy
a komplex polinomok kompozicidinak a strukturajat Joseph F. Ritt amerikai matematikus
1922-ben irta le, az ottani eszkoztarral bebizonyithat6 ez az Aallitas.

Mi a szakdolgozatban a véges eseteket szeretnénk vizsgalni, innentdl csak akkor fog-
lalkozunk a végtelen sok megoldés esetével, ha ezt kiilon is jelezziik.

Ha megfelel szamparok szama véges akkor is van egy fontos esete a feladatnak, amikor
0 kiilonb6z6 megoldasunk van. Ilyen trivialis példa, amikor p(z)=z identitas fiiggvény hi-
szen ennek nem lehet két kiilonb6z6 pontban azonos az értéke.

Erre alapulé kevésbé trivialis példa:

p(2) + 2 =q(2)
p(2) =pw) p(2)+2z=pw)+w

Z=w

Még egy fontos feltétel lesz a polinomok kitevGinek foka, ez fogja igazabol meghatarozni a
valaszunk. Alapvet&en relativ prim fokokkal fogunk foglalkozni, de megvizsgéljuk az olyan
kitevGket is, amiknek van kozos osztdja.
Ahogy a cimiinkbdl is latszik, a szakdolgozat fontos eleme lesz a szingularitas.

A problémankhoz ugyanis természetes moédon hozzarendelhetjiik egy kétvaltozos po-
linom zérushelyeit (algebrai gorbék), és a feladat megoldasahoz tartozo pontok e gorbén
szinguléris pontok lesznek. A szingularitas algebrai gorbék esetében azt a jelenséget irja le

amikor egy ilyen gorbéhez tartozo kétvaltozos polinomnak mindkét valtozoban eltiinik a



derivéltja. A szakdolgozat egyik targya, hogy az el6z6ekben megnevezett feladat, és annak
is f6leg a 0 megoldést esete hogyan kapcsolodik a szingularitési pontokhoz.

Latni fogjuk, hogy az alapfeladatnak akkor nem lehet megoldasa, ha egy megfelelGen
felirt gorbének nincsenek szingularitasi pontjai. Szingularitasi pontokkal sokan foglalkoz-
tak, mi a szakdolgozatban Abhyankar és Moh, majd Lin és Zaidenberg, tételeit emlitjiik
meg.Ezenkiviil foglalkozunk még specialis és altalanos esetekkel és adunk egy betekintést

az alapfeladat megoldésaba az algebrai geometriabol hires Bézout tétel segitségével.



2. fejezet
Elemi ut

Alapkérdésiinkre sokféle valaszt adhatunk és fogunk is adni, am kezdjiik a legegyenesebb
uttal.

2.1. Fels6 becslés szimmetrikus polinommal

Adott zre p(z) = a megoldésai: 2y, z5...2; multiplicitassal, az algebra alaptétele szerint.

Vizsgaljuk a kovetkezd szorzatot:
[I(a(=) —a(z)) (2.1)
i#]

2.1.1. Allitas. A szorzattal definidlt (k vdltozds komplex) polinom szimmetrikus

Barmely két i j indexet megcseréljiik, akkor minden i-t tartalmazo kiilonbséghez pontosan

egy j-t tartalmazo kiilonbséget rendeliink hozza és forditva.

Ekkor a Szimmetrikus polinomok alaptétele szerint a polinom elGéall elemi szimmetrikus

polinomok polinomjaként.
2.1.2. Allitas.

[Ta(z) = a(z)) = r(a) = cma™ + cpr@™ " + .. 4 ¢
i#j

azaz elddll a m-ed foki polinomjaként.



2.1.3. Megjegyzés. Ez a felirds azért nagyon hasznos szamunkra, mert ha vesszik egy
gyokét az egyenletnek, akkor a jobb oldal biztositja, hogy olyan értéket kapjunk, amit meg is
kaphatunk p(z) értékeként, a bal oldal pedig, hogy ehhez az értékhez tartozik olyan gyokpdr

amikre q polinom is ugyanazt adja.

Bizonyitas.
A Viéte-formulak miatt a elGall cz1z; - - - 2 alakban valamilyen ¢ konstansra, hiszen a
a

p(2) — a polinom gyokei 21, 29, ..., 2x-k és igy: (—1)k(—a) = 2129 2k

Ha a szorzatba visszahelyettesitjiik, a q polinomot a megfelel§ helyeken:
ko ok

[Tta(z) —az) =11 (bi(2i = 25) + o+ ba (2 — 7)) (2.2)
i#j i=1 i#j,j=1
Mivel szimmetrikus polinomok, és nyilvan létezik z125 - - - 2-s tag ezért ennek a polinom-

jaként irhatjuk fel a szorzatot a szimmetrikus polinomok alaptétele miatt. [

Ezek utén keressiik m maximumdt, hiszen az ad egy fels6 hatart arra, hogy legfeljebb
hany gyoke lehet (2.1)-nek, és ennek a gyokeinek szama meg fels§ hatart adnak arra, hogy
hény olyan z; van egy adott a-hoz, amire q ugyanazt adja, mert pontosan akkor 0-val

egyenls (2.1), ha valamelyik ¢(z;) = ¢(z;).

2.1.4. Allitas.
m < (k—1)l

Bizonyitas.

(2.2)-ben a belss szorzatokban a z;-k legnagyobb kitevGje 1 és minden belsd szorzatban
a k-1 db szorzas altal kapunk egy (2122...zi,1zi+1..zk)l tagot, mindig az i = 1...k-1 indext
elemet kihagyva, és ezt szorozzuk az utols6 k-adik tagot kihagyd szorzattal, igy pont
(z129...21)" *V-et kapunk. Azaz m < I(k —1). O

Ha most megnézziik az eredeti p polinomunkat, lathatjuk, hogy semmi nem biztositja,
hogy a z;...2; gyokok kiilonbozbek lennének és ez bizony probléma, hiszen az alapkérdés-

ben nyilvan kiilonb6z6 megoldésokat keresiink.

2.1.1. Kritikus értékek

Hdny olyan értéke van p - nek amihez tébbszords gqyiokok tartoznak?

A kérdés megvalaszolasdhoz azt kell megadnunk, hogy hany kritikus értéke van p-nek,



azaz hany olyan v; van amire p(x;) = v; és p'(x;) = 0, hiszen ez ekvivalens azzal, hogy
p(zi)—v; = 0&s po(2)(2—w;) = p(z) —vi-re po(x;) = 0, ugyanis p'(z) = py(2)(2— ) +po(2).
Végiil mivel p'(2) egy k-1 foka komplex polinom k-1 gyoke van multiplicitéssal, ezeket ha
levonjuk, akkor pont kapunk egy fels§ becslést; véges esetben legfeljebb (k-1)(1-1) megfelels
szampart kaphatunk. Ezzel a kérdésiinkre vélaszoltunk azzal a feltevéssel, hogy minden

kritikus érték kilonbozdo.

2.2. Diszkusszio

El6z6 bizonyitasban feltettiik, hogy p’ polinomnak nincsenek t6bbszoros gyokei. Ezt azért
tettiik, mert igy a 2.1 szorzatnak pont akkor talaltuk meg megoldasat, ha p(z)=a k gyoke
koziil kettd kiillonboz6 q szerinti képe egyenls értékéket adott, amihez persze sziikséges
hogy legyen k-1 kiilonb6z6 gyok.

Ha nem a kritikus pontok kornyezetein kiviil vizsgéljuk, a polinomokat elgfordulhat, hogy

kevesebb megoldéast kapunk.

2.2.1. Példa. Legyen (k,1) =1

m2mi

ekkor p(z) = p(a) megolddsai, z = ae” = aholm =1..k — 1.
Ezt behelyettesitve q-ba, kapjuk

Imo_:
zl:alek%l

€s az exponencidlis tag pont akkor egy, ha m -1 tobbszordse a k-nak, ami nem lehetséges,

mivel ktm (k,l)=1. Azaz nincsenek megfeleld megolddspdrok.

Val6jaban, ha a polinomoknak még vannak is tobbszoros értékeik, mint az el6z6 példaban,
az el6z6 megoldasban az m kitevore kapott (k-1)1 felsé hatarunkat akkor is csokkenteniink

kell (k-1)-gyel. A kovetkezSkben erre a jelenségre adunk magyarazatot.

2.2.2. Megjegyzés. A kovetkezd levezetésben fel fogjuk tenni, hogy a 0 tobbszdords kriti-
kus értéke az eqyik polinomnak, nyilvan 0 helyett tetszdleges komplex szamra analog modon

belathatnank az dallitdst, de 0-val technikailag eqyszeribb és dtldathatobb a leirds.



Legyen a 0 p/(2) egy (n-1)-szeres gyoke, persze ez pontosan akkor lehetséges, ha valamilyen

zo-ra, p(z0) = 0, p'(20) = 0..p" Y (z) = 0 és p(™(2) # 0.
Ekkor Jh(z)

p(2) = (2 = 20)"h(z)  h(z0) # 0
350 h(Z) 7é 0 ze B(Zo,(so)

A B(zp, o) tartomany egyszeresen 6sszefliggd, igy a konform leképezések alaptétele miatt
létezik g(z) := {/h(z) -nak a korben holomorf aga.
Ekkor

p(z) = (2 — 20)"9"(2) g(z) #0
és legyen f(z) := (2 — 20)9(2), igy f(20) =0, de
f(20) = (20 — 20)9'(20) + g(20) = g(20) # 0

Ekkor Inverz fliggvénytétel miatt, létezik 0 < § < g, amelyre: f injektiv (konform) ha
z € B(zp,9)
Legyen e:= min{|f(2)| : |z — 20| =0} > 0 mert f(z) # 0 ha |z — 2| = 0.

Ja>e |f(2)]>e>|q

Ekkor persze Rouché tétel miatt, f(z)-nek és f(z) —a-nak ugyanannyi gyoke van B(z, §)-n
azaz 1 db.

Nevezziik el f holomorf inverzét:
m:= f': B(0,e) = B(z,9)

amire m’(0) = c# 0

Legyen |w| < ¢ olyan, hogy
m(w) =m(0) + m' (0)w + o(w)

m(w) = zo + cw + o(w)
m(w) — zp = cw + o(w)

ekkor, 3¢* < ¢ melyre, ha |w| < e*:

Im(a) — 20| < 2[cf[e

10



azaz

|f~Ha) = 20| < 2|ellof

Ha f~'(a) = 2z akkor f(2) = a, és f"(z) =a" =p(z) :=a
Ha |a| elég kicsi, akkor B(zg,d)-ban p(z)=a-nek n db megoldasa van.

Most z; és z; © # j-re:
1
|2 = 2] < |zi — 20| + [25 — 20| < 4lc]|al

1
q(zi) — q(z))] < M|z — zj| < 4M|c||a|~

ahol M = max{q'(z) : |z — 20| < d}
Végiil, B(zy, d) halmazon:

r(a)l = [ la(z0) — a(z)| € K* (M elfal=)""") = K]a|"~!
1#]

Igy megint az r szorzat fokanak becslésébdl kapott maximumot tudjuk csékkenteni,
mivel kisztirjiik a |a|"~! "dlmegoldéasokat" és r-re valoban; r(a) = a®r*(a). Mivel a kritikus
pontok szama multiplicitassal épp k-1, megkapjuk a (k-1)(I-1) fels6 korlatot a megoldasok
szamara.

Valojaban azzal az altalanosabb esettel kellett volna foglalkoznunk, amikor a 0 kritikus

értékhez tobb kritikus pont is tartozik, azonban az a fent leirtak kis modositasaval meg-
oldhato.

2.2.3. Megjegyzés. Ahogy emlitettik, (2.1) egy szimmetrikus polinom, minden q(z;) —
q(zj) tag kétszer szerepel, igy az el6z6 dllitdsbol kapott eredményben a szdmpdrok szdmdt;
(k—1)(I—1)-t még kettdvel oszthatjuk, hogy kiilonbézé megolddsokat kapjunk, amit (k,1) =
1 miatt megtehetiink. Igy alapkérdésiinkre kapunk eqy olyan vdlaszt is, hogy véges esetben

a sorrendet figyelmen kivil hagyva, a kilonbozd olyan komplexr szdmpdrok szama, amire
p(x) — p(y) = q(x) — q(y) = 0 legfeljebh L=

11



3. fejezet
Specialis esetek

Ebben a szakaszban kénnyiteni fogunk néhany a feltételein az alapfeladatnak, és igy adunk
véalaszt a megoldashalmaz pontos vagy maximalis elemszamara. Azért is 1ényeges ez, mert
igy megmutathatjuk, hogy az altalanos esetben kapott fels§ hatar az éles, vagyis valoban

létezik olyan eset amikor pont (k-1)(I-1) megoldés van.

3.1. Egy éles példa

A feltételek maradnak, de legyen most p(z) = 2* és q(z) tetszdleges olyan polinom, aminek
nincs kritikus értéke 0-ban; ¢/(0) # 0 és g-nak ne legyenek t6bbszoros gyokei.

Jelolés: g5 : = a k-adik primitiv egységgyok.

z¥ pontosan a (z, ze72) k-1 db kiilénbéz paron fogja ugyanazt az értéket adni tetszéleges
z-re.

Ha ezeket az egységgyokos alakokat behelyettesitjiik g(z) = bzl + b_12/71 + ... + by-be
akkor a kovetkez6t kapjuk:

q(s}jz%) = blezlz% + bl_lzez(l_l)z% +...+by,zeR (3.1)

Mivel k és | relativ primek k nem osztja n - [-t sem, az egységgyokok hatvanyai soha
nem adhatnak egyet, az egységgyokok periodicitasa miatt. A q(z) = q(ze}') egyenlet l-ed
foku és a 0 megoldésa. Ha emellett van [-1 db eqymdstol és 0-tol kiilonbézd megolddsa,
akkor ezek pont (k-1)(1-1) db part fognak adni a feladatunk megoldéaséara. Legyen példaul
q(z) = 2! + z. Ekkor a (3.1) egyenletnek nem lesznek tobbszords gyokei, amit kénnyen
ellenérizhetiink.

Azaz, ebben az esetben az allitas fels6 becslésére adtunk egy éles példat.

12



3.1.1. Megjegyzés. Intuitiven ez a specidalis példa két szempontbol is hasznos: Eldszor is
mert dltaldnosan, ha k azaz p foka "nagyon nagy" akkor gy is csak az elsd tag, igy a 2*
lesz, ami meghatdrozza, hogy nagyjabol mekkora a keresett pdrok szimdnak mazrimuma,
valamint, ha €élink a feltételezéssel, hogy sok olyan q fiigguény van ami ezen feltételeknek
megfelel, akkor azt dllithatjuk, hogy a legtobb esetben az dltalanos felsd korldatunk, kozel

van a tényleges megolddsok szdmdahoz.

3.2. Val6s esetek

Ebben a szakaszban az alapfeladat olyan eseteit fogjuk vizsgalni, ahol kiillonb6z6 szem-
pontokbol megszoritjuk a feladatot a valos szamok halmazara.

ElGszor is feltessziik, hogy a polinomjaink egyiitthatoi valosak.

Vizsgalhatjuk a problémanél, hogy abban az esetben, ha valos egyiitthatéink vannak,
milyen intervallumon mozog a val6s megoldasparok szama.
Arra, hogy maximalis, azaz (k-1)(1-1) darab valos megoldasunk van késébb a Csebisev
polinomok esetében fogunk példat kapni. Most vizsgaljuk azt, hogy mi a valés megoldasok
minimalis szama.
Lehetséges, hogy nem kapunk egyéltalan valos megoldést. El6szér mutatunk egy példat,
azaz egy olyan esetet, ahol a maximalis; (k-1)(1-1) komplex megoldas van, de egyaltalan

nincs valés megoldas.

3.2.1. Példa. Legyen p(z) = 2F és q(z) = 2' +az ahola#0 a€R
Elsd egyenlet megolddsai (z,ze%m) m € 7Z mert ezek nyilvdn egyenldséget adnak, €és
mazimum k megolddsa lehet 2* = wk egyenletnek. Legyen a k-adik egységgydk e

ezt behelyettesityik g-ba:

2 taz =2l 4 azel

271 =) = aler — 1)

_ 1—¢&p
4 =—a -

Azaz pont akkor nem lesz valds megoldds, ha eqyrészt ey # 1, azaz, ha (k,1)=1.
Masrészt, ha ef* # €, mivel az e — 1 és e — 1 vektorok hdnyadosa pont akkor valds,

ha vektorok egydlldsiak. e Fiml =+ e F™ pedig akkor teljesiil, ha (I-1,k)=1.

13



3.1. abra. Egységgyokbe mutato vektorok

Vagyis ennél az egyszert példanal, akkor biztos nem lehet valés megoldas, ha k és 1 és k

és 1-1 is relativ primek. Most nézziink meg egy kicsit altaldnosabb példat:

3.2.2. Példa. Legyen p(z) = zF megint és q(2) = 2' + 2™ + ¢z ahol ¢ € R\ {0}, |c| kicsi
ésl>m.

El626hoz hasonloan, elsd megolddsai helyettesitsiik a mdsodik egyenletbe:

2 2™ 4 ez = ek 4+ 2Me 4 caey
A=)+ 21— ) 4 e(l—ex) =0
Legyen:
fl2) =271 =€) + 2" (1 =€)

f(z)-nek van (m-1)-szeres gyoke van 0-ban, és pontosan akkor vannak eqyébként kiilon-

b6z6 gydket, ha

ez csak akkor lehet valds, ha €' = 1 vagy €', = 1, vagy €' = €. Ezeket mind ki lehet
zarni, a (kym)=1 (k,1)=1 és (I-m,k)=1 feltételekkel.

Legyen
L -t
O<r<|-——-o= <R
Ha |z| = r vagy |z| = R és |c| elég kicsi
[f(2)] > ]l — e
gy itt f(z)-nek ugyanannyi gyoke van mint M—nek

Ezzel kaptunk, I-m db biztosan nem valds megoldast r < |z| < R korgyirin, a kérdés

14



taldlunk-e még m-1 db-ot r > |z|-n.

azaz legyen
flz) = (1 —ep)z"""h(z)
ahol igy h(0) =1, és legyen r > 6 > 0-ra:

h(z) = o™ '(2) B(0,6)-ban

magjd legyen [(z) = za(z) és igy f(0) = 0 és 5'(0) = 1, ekkor B konform, valamilyen
0 < & < d-ra B(0,0)-ban, igy I = ' : B(0,p) — B(0,8), mivel p(0) = 0 és
¢'(1) =0 és p(z) = z + o(2). Ekkor:

fz) = (1 =€) (za(2)" " = cler, — 1)

(1—e)B)" " =cler — 1)
1-— Ek 1
= m—1
8(:) = (e =)
(7))
z=((c m—
P e
1— Ek 1
= m—1
z <Cl—€2”) + o(c)
ami, ha (k,m — 1) = 1 és ¢ elég kicsi nem lehet valds szdm. azaz kaptunk még m-1

db (megfeleld feltételek mellett) nem wvalds megolddst, és igy valdban kaptunk egy nagy

csalddnyi valos egyiitthatos polinomot, amikre a megolddsok szdma mazimdlis, de nem

valos.
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4. fejezet
Csebisev polinomok

A Csebisev polinomok hires és hasznos osztalya a polinomoknak. A Csebisev polinomokat
eredetileg polinomok kozelitése céljabol vezették be, azonban rendkiviil sok matematikai
probléma kapcsan talalkozhatunk veliikk. Nézziik meg a feladatot ezekre. Latni fogjuk,
hogy olyan példat kapunk veliik, amikre nézve a maximalis val6s megoldésaink elérhetik

az altalanos fels hatart.

4.0.1. Definicio.

T, (x) = cos(n arccos(z))

képlettel definialjuk a Csebisev polinomokat.

4.1. Elemi szamolas Csebisev polinomokkal

Legyen k.1 pozitiv egészek relativ primek.

Keressiik azon (x,y) x # y parok szamat, melyekre

{ Tii(x) = Ti(y)
Ti(z) = Ti(y)
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Nézziik csak az egyiket el@szor:

cos(k arccos(z)) = cos(k arccos(y))

k arccos x = £k arccosy + n2w n ez
arccos x  arccosy = %271’ n ez
arccos(zy £ /(1 — 22)(1 — y2)) = %271’ n ez
zy /(1 — 22)(1 — 42) :cos(%%r) n ez
Legyen 721 = o,
(1 —2?)(1 — 3?) = cos*(ay) — 22y cos ay, + y? n €’z
x? — 2zycosay, +cos?a, +yt —1 =10 n ez
2® — 2wy cos ay, + y* — sin’(a,) =0 nez (x)

2y cos o, £ /4y? cos? a,, — 4(y? — sin® ay,)
Tr =
2

T =ycosa, £+1/1—y?sina,

|{Cos(%27r|n €Z)| = L%J +1

Mivel koszinusz péros fliggvény, m < k a periodicitas miatt és plusz egy a 0 miatt, de ez
az az eset amikor pedig az x=y egyenletet kapjuk és ezeket nem szamitjuk.

Hasonloan a maésik egyenletek egyenlGségébdl:
y? — 2xy COS(%QT() + 22— sin2($27r) =0 meZ (%
és
m . m
Yy = ZECOS(TQTF) +v1— a2 sm(727r),m €Z (4.1)
Itt pedig
m l
|{cos(727r|n €Z)| = L§J +1

és ugyanugy a 0-s eset miatt levonunk egyet.

A két egyenlet felirasabol igy megkapjuk a pontos szaméat a megoldaspéaroknak, kiilénb6zé
esetekben:

Ha k és | paratlan, az 6sszes megoldés szama, igy 2[£|2| 1| = (k—1)(I—1), hiszen minden

szogfliggvény értékre két egyenletet kapunk.
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Ha k paros és | paratlan, akkor paros k miatt, ha cos(a,) = —1 (igy sin(a,) = 0) akkor
xr = —y-hez tartoz6 megoldasokat kapjuk, de ennek csak 1 kézos megoldésa van minden
masik egyenlettel, igy ebben az esetben le kell vonnunk az |5]|L] értekbol 2| L | azaz 1-1
megoldast, igy megint (k-1)(1-1) megoldast kapunk.

(k,1)=1 igy més eset most nincs.

4.1.1. Megjegyzés. Csebisev polinomok esetében elgondolkodhatunk olyan (x,y) pdrok
szamdn is, ahol k és | nem relativ primek, hanem (x,y)=d pozitiv egész.

Ha k és 1 legnagyobb kozds osztdja d, akkor pont akkor lesz a cos(32m) = cos(}2m), ha
7 =", mweln <k ésm <1 ez pontosan d alkalommal torténhet meg beleértve azt az
esetet is amikor az egyenletek az x =y megolddst adjdk. Azért probléma, ha cos(72m) =
cos(72m), mert, ha rdaddsul n és m olyan hogy sinQ(%Qﬂ) = sin2(%27r), akkor pont kapni
fogqunk két megegyezd (*) egyenletet Ty(z) és T)(x) megolddsaira, ami persze végtelen sok
megoldast ad.

Ez abbdl is ldtszik, ahogy a bevezetdben irtuk, hogy ha (k,1)=d, akkor léteznek ko és ly

egészek, hogy dko=Fk és dly=I, és ilyenkor mivel

Tak, (x) = cos(dkg arccos(x)) = cos(ko arccos(cos(d arccos(x)))) = Ty, (Tu(z))
T, = Tiy(Tu())

létezik olyan kézos Ty(x) polinom, amivel kompondlva a vizsgdlt polinomjainkat kapjuk,

azaz végtelen megolddsnak kell lennie.
4.1.2. Példa. Legyen k=4 és =3.

Ekkor az el6z6 altalanos eset bizonyitasanak levezetésben a (k) egyenlet alapjan, az egyen-

letrendszer a kovetkezd:

% — 2y COS(%QTF) — sin2(%27r) +9* =0 ne{l,2,3,4}
r? — 2y COS(%QW) - sinQ(%Zw) +9% =0 m € {1,2,3}

4.1.3. Megjegyzés. Ez az egyenlet eqyébként beleillik eqy kiupszelet mdsodfoki egyenle-

tének daltaldnos felirdsdba, ahogy az dbrdan is ldtni fogjuk.
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azaz az els6 egyenlet adhat:

22+ 22y + 1y =0
v? =2y +y* =0
22—1+y*=0

Mig a masodik:

2 —2zy+y* =0

3
x2+xy+y2—zl:0

Persze a (x —y)? = 0 tipustt x = y-t ado egyenleteket nem szamitjuk, azaz a megoldasaink
csak a tobbi egyenlet parositasaibol jon 0ssze, azaz 6 megoldés, mivel az egyik elsé egyenlet
a (z +y)? =0, ami csak 1 megoldast ad.

A megoldasok pedig:

S
oS

e Hazw=—yésa?+ay+y®— 2 =0, akkor (5%, F

)
o Haa?+y? =16sa’+ay+y>—3 =0, akkor zy = —1, igy *+2zy+y? = (v+y)? =

¢s 22 — 2zy +y? = (z — y)? = 2 igy kapjuk, hogyx—i—y:i\% ésx—y:j:\/%,

V246 \/§£\/6) és(—\/ii\f —V2¥V6
4 0 4 4 4

1
2

amibdl a megoldasok (

o
1
e
05
1 15 - -05 0 05 1 i
A
05
=1

&

(a) "x=y eset" (b) 22 +y2 =1 (c)x=—y
Ezeket nem szdmoljuk 22+ oy +y? — % =0 22+ oy +y? — % =0

4.1. abra. A harom lehetséges eset a példaban
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5. fejezet
Rezultans

A kovetkezSkben bevezetiink egy klasszikus algebrai eszkozt a rezultanst. Mutatunk egy
példat a rezultans alkalmazaséra az alapfeladatnal, majd a késGbbiekben még hasznéljuk

erGsebb allitasok bizonyitasanal.

5.0.1. Definicié. p(z) = apz® +ar_12""1+...ap és q(2) = bzt +b_12!7 1 +...by polinomok

rezultdnsa a

ar Qag_1 -+ Qg 0
0 ap ar1 -+ ap
0 0 ar -+ Qg
0 0 ap Qp—1 Qo
by b1 - b 0
O bl bl,1 bO
0o ... 0 by by -+ by

(k+1) x (k+ 1) mdtriz determindnsa.

Jelolése: Res(p,q)

Alternativan, ha ismerjiik a polinomok gyokeit, a kovetkez&képpen is felirhatjuk a rezul-

tanst:
Legyen p(x) = ap(z — z1)(z — 22) - -+ (2 — 2zx) és q(2) = by(z —wq) - - - (2 — wy)
kol
Res(p,q) = alby HH — w;)
i=0 j=0



5.1. Rezultans alkalmazasa

Tekintsiik megint az alapfeladatot.
p és q k és 1 foka komplex polinomok, ahol k és 1 relativ primek. Keressiik azon (z,w)

z # w parok szamat melyre

p(2) — p(w) = ap(z* — w*) + a1 (" =W + L Fa(z —w) =0

Egyenletet kell vizsgalnunk.

Mivel z # w egyszertsithetiink (z — w)-vel a klasszikus algebrai azonossagot hasznélva:

k—1 k—2
ag E 2100+ oag E Al 4 +a =0
j=0 Jj=0

Ezt egy kicsit atirva, z polinomjaként kifejezve:

k k k
Zajwj_l+zZajwj_2+...+zk_lzajwj_k:O (5.1)
j=1 =2 j=k

Ahol az utols6 tag szimplan z*~'a; és hasonléan g-ra:

l l !
ijwjfl +szjwj*2+ —|—zkflzbjwj’l =0 (5.2)
j=1 =2 =l

Legyen

k k k

few) = fulz) = D auw’™ 423 a4 25y el =0

j=1 =2 j=k

l 1 .
o) = ) = S =Y b
7j=1 j=2 =1

Irjuk fel f, és g, rezultansat: Res(fs,g,) maximum (k — 1) x (I — 1) polinom w

valtozoval.

5.1.1. Allitas. f,-nek és g,-nek pontosan akkor van kézis qyoke, ha Res(fuw, gw) nulla.

21



Bizonyitas. Irjuk fel Res(f,,g.) gyokos alakjat:

k—1 1-1

Res(fuw, gw) = af,;lbffl H H (Tn = Ym)

n=1m=1

ahol az ay b, f6egylitthatok nem egyenlék nullaval és x,, y,, n=1,..k—1, m=1...1 —1
az f, és g, gyokei. Ha a rezultansnak van gyoke, pontosan akkor létezik x, = y,,, azaz

fw-nek és g,-nek létezik kozos gyokiik. [
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6. fejezet

Bizonyitas Bézout-tétellel

Az 1. fejezetben bizonyitott allitdst a Bézout-tétel segitségével is be lehet bizonyitani.

Ebben a fejezetben bemutatjuk a bizonyitast.

6.0.1. Definicio. (komplex projektiv sik) P%, az origon dtmend komplex egyenesek hal-

maza a C* komplex térben.

6.0.2. Definicié. (homogén koordindtdzds) P¢ pontjai megadhatdak a kivetkezdképpen
18!

(1, o pi1) ~ (Y1, ooy Yns1) ha IXN € C\ {0} Nay, .., 20) = (Y1, Yns1)
Ez eqy ekvivalencia reldcid, és az ekvivalencia osztdlyok C™-ben pontosan az n dimenzids

projektiv tér pontjai, azaz az origon dtmend egyenesek.

6.0.3. Definicid. (komplex projektiv gorbe) Most definidljuk a komplex projektiv gorbét:
Legyen f € 2 kétvdltozds irreducibilis polinom. Ekkor {(x,y) € C?|f(z,y) = 0} egy algebrai
gorbe. o
flay) = =cya'y
i=0 j=0
cija'y! tagokat hiviuk monomoknak. Egy monom homogén foka mindig az ésszes vdltozo
osszes kitevdjének az dsszege, igy a polinom homogén foka a legnagyobb homogén foka a

monomoknak. Legyen itt f homogén foka d. Ekkor bevezetve eqy z vdltozot

e S
cij 'y 2 ~ocaty? Vi

Ez alapjdn homogenizdljuk az f-et:

n m
fly,z,z) = cijx’yjzd_l_]
i=0 j=0
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Ekkor f(z,y,2):
flz,y,2) =0 < YA£0: f(\z,\y, A\z) =0

mivel
FOw, My, Az) = M f (2, y, 2)
Végiil, komplex projektiv gorbének hivjuk f megolddsait a projektiv sikon, azaz:
{(z,y.2)/ ~€P|f(z,y,2) = 0}

A projektiv gorbe foka pedig a d homogén fok.

6.1. Bézout-tétel

6.1.1. Tétel. Legyeneck P és Q) projektiv gorbék, m és n fokkal. Ekkor P és () metszés-

pontjainak szama m - n multiplicitdssal.

6.1.2. Megjegyzés. Az dltaldnos multiplicitdas tobb vdltozéban egy bonyolultabb, algebrai
eszkozokkel definidlhato fogalom.

6.2. Bézout-tétel alkalmazasa az alapfeladatra

Legyenek p, q € C[z] k és 1 fokt polinomok, keressiik azon (z,w), z # w pontpéarok véges
szamat, amikre

p(2) = p(w) = ap(2¥ — wh) + a1 (2" =W + L Fa(z —w) =0
q(2) — q(w) = b(2' —w) + b (27— F b (z—w) =0

és ha egyszertsitiink (z — w)-vel:

k k—1
P(z,w) := ay, g 2T+ gy g A 4 ey
=0 =1

k k-1
Q(z,w) := by Z I 4 by Z P PV RS

§=0 §=0
Es keressiik P(z,w) és Q(z,w) kozos gyokeinek szamat, azaz P(z,w)=0 és Q(z,w)=0 egyen-
letek metszéspontjait. Most a véges eseteket tekintyiik, igy mivel p-nek és g-nak nem létezik
koz0s osztdja, P-nek és Q-nak sem lehet végtelen sok metszéspontja.

Ekkor, P(z,w)=0 és Q(z,w)=0 k-1 és I-1 foka komplex projektiv gorbéket irnak le, igy

Bézout tétel miatt a metszés pontjaik szama, pont (k-1)(l-1) multiplicitassal.

24



7. fejezet

Kapcsolat szingularitasokkal

Korabbi jeloléseknek és feltételeknek megfelelGen vegyilink megint egy ¢ és p polinomot.

Vegyiik most a kovetkezd polinomokat:

Ha f és g kozos megoldésai koziil kapunk ketts kiillonbozét, azok megoldasokat nyujtanak
a mi feladatunkra is.
Ha most vessziik f és g (t-beli polinomok) rezultansat, akkor a determinénsos definicio

alapjan kapunk egy kétvaltozos polinomot, ahol a valtozok x és y.

c stz

fO)=pt)—z p )=z i=1.,k-1
gt)=qt)—y 'y =w i=1.,1-1
k

z
Resi(f,9) = apbi [[[1(z —wj) =0

=0 j=0
di,j zi=w; p(z)=xqw) =y

Roviditésnek nevezziik el a rezultanst: Res(f, g) = r(x,y)

7.0.1. Definicié. (Szingularitds)
Legyen f(z,y) kétvdltozos komplex polinom.
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Az f(x,y) = 0 algebrai gorbének szingularitdisa van (xg,yo)-ban, ha a kivetkezdk teljesiil-
nek:
f(xo,90) =0
0
Ere 8_yf

azaz (xg,Yo) a gorbe pontja és minden vdltozéban eltinnek a derivdltak.

(950>y0) =0 (9307340) =0

Altalaban ezek azok a pontok, ahol a gérbe metszi 6nmagat. Ezt nem szo szerint
értelmezziik, a kétvaltozos polinommal leirt "gorbe" egy C? beli feliilet. Gérbének azért
hivjuk, mert a struktiraja olyan, mint egy R? sikbeli valoés gorbének, igy amikor azt
mondjuk a gérbe metszi 6nmagét, akkor ezt a valos gorbét képzeljik el, de az "igazi"

alakzat persze 4 dimenzios.

7.1. Szingularitasok és implicit fliggvény

7.1.1. Tétel. (Implicit fiigguénytétel)
Tegyiik fel, hogy v(x,y) kétvdltozos komplex fiigguény, folytonos az (x¢.yo) egy kornyeze-
tében, mindkét vdltozo szerint holomorf, p(xg,yo) = 0 és a%go(a:o, yo) # 0. Ekkor létezik az

xo pontnak olyan A kdrnyezete és a yo pontnak olyan B kirnyezete és létezik eqy holomorf
h:A— B, hogy

o h(zo) = 1o
o f(z,h(x))=0
e de >0 B((xo,%),e) —on f(z,y) =0 minden megolddsa (x,h(x)) alaki.
7.1.2. Allitas. Most tegyiik fel, hogy to # t1 pontok megolddsai az alapfeladatnak,
p(to) = p(t1) =x0  q(to) = q(t1) = Yo
Ekkor r(x,y)-nak szingularitisa van (xq,yo) pontban.

Bizonyitas.

Indirekten jarunk el. Tegyiik fel, hogy 3%7“(%, yo) # 0.
Ekkor a tétel alapjan, 3 > 0 és h : A — B holomorf fiiggvény (A és B z és yo kornye-
zetei), hogy B((xo,yo), €) halmazon minden megoldasa r = 0-nak (z, h(x)) alaka.
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A folytonossag miatt, 1étezik gy > 0 és o1 > 0, hogy

vt € B<t07 QO) p<t> S B(l’o, (50)
vt S B<t1a Ql) p(t> € B(x0751)

valamilyen 0y > 0 és 6; > 0-re, ahol

B(to, 00) N B(ty,01) =0

Ekkor nyilt leképezések tétele miatt

30 >0 B(zo,0) C p(Blt, 00)) C B(xo, )
30" >0 B(x0,5*) C p(B(to, QQ)) - B(xo,ao)

és legyen & = min(d; 6*)
Ha z € B(xy,d) akkor

dso € B(tooo) p(s0)
Js1 € so#s1 Bl(tico) p(so)

T

X

Végiil:
q(s0) # q(s1)

de ha létezik h : A — B holomorf implicit fiiggvény, akkor persze h(x) egyértelmti, azaz

ellentmondast kapunk.

Ugyanezt a gondolatmenetet elmondhatjuk, a%r(xo, yo) # 0 feltevésre is, igy ez a par-
cialis derivalt is 0 lesz, azaz, ha p(to) = p(t1) = xo q(to) = q(t1) = yo és r(zo,y0) = 0.

akkor r derivaltja mindkét valtozoban 0, igy szingularitasi pontot kapunk. [J

Az el6z6ek szerint, minden megoldéaspar, r(x,y)-nak egy gyokét adja, és minden ilyen
gyok szingularitasi pontja r-nek. Forditva viszont, az, hogy az 6sszes szingularitasi pontot

meghatarozna egy megoldaspar nem igaz, ezt is meg fogjuk mutatni a kovetkezSkben.

7.1.3. Allitas. Legyen p(to) = xo, q(to) = o €s r(z,y) a p(t) q(t) polinomokbsl generdlt

rezultdns, igy r(xo, yo) = 0.
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Ekkor r(x,y)-nak (xo,yo)-ban szingularitdsi pontja van, azaz
0 0
a—xr(l’myo) =0 a—yT(fﬁo,Z/O) =0
ha létezik t1 # to amire p(ty) = p(t1) = zo €s q(ty) = q(t1) = yo vagy p'(te) = ¢'(to) = 0.

Bizonyitas.
Az allitas masodik felét abban az esetben belatjuk, ha a tg-ban p-nek n-szeres és g-nak
m-szeres értéke van, és n nem oszt6ja m-nek és m sem osztdja n-nek.

A lokélis értékeloszlas tétele miatt Ve > 0 307 > 0, 9o > 0, hogy
p(to) =0 és n db helyen p(z) =a # 0
ahol |a| < e |z —to] < &y
p(to) =0 és m db helyen ¢(z) =b#0

ahol |b] < € és |z — to| < da.

Ha p(t)=x és q(t)=y, akkor az implicit-tétel miatt, létezik egy a 0 A kornyezetébdl a 0 B
kornyezetébe mend h fiiggvény melyre h(0) = 0 és h(p(t)) = h(x) =y = q(t) p(t) € A\{0}
Ekkor a (0,0) kozelében az r(x,y) gyokei (x,h(x)) alakiak.

dzy, ..., 2, melyre

|t0 — Zj| < 0* p(Z]) =a |Cl| <¢g" i

ahol 0* = min{dy, J2} és ¢* = min{e, diamA} Ekkor
q(z1) = q(z2) + . +q(zn)

mivel ¢(z;) = h(p(z;)) = h(a) Vj

Azaz a q a h(a) értéket felveszi B(to, §*)-ban n-szer.

Harom eset lehetséges. Az els6, hogy m kisebb, mint n, de ez ellentmondas mert a lo-
kalis érték eloszlas miatt g-nak minden "ilyen" értéket ¢, koriil m-szer fel kell vennie.
A maésodik, hogy n = m ez a feltétel miatt nem lehet, megint ellentmondas. Csak az a
lehet6ség maradt, hogy m nagyobb, mint n. Ekkor létezik egy z* # z; semelyik j-re, amire
q(z*) = h(a) = h(p(z*)), vagyis a = p(z*). Ebben az esetben, ha |z*| elég kicsi megint
léteznie kell z7, ..., 2 kiilonb6z6 szamoknak melyek mind h(a) értéket veszik fel. Azaz g-
nak h(a) értéket muszaj felvennie n-nel oszthat6 alkalommal, ez viszont a feltételek miatt
ellentmondasra vezet. [

Az allitas altalanos esetben is igaz, de a bizonyitasa igen hosszadalmas.
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7.1.4. Tétel. (Lin-Zaidenberg)

Ha f kétvdltozds (irreducibilis polinom, és a {(z,y) € C?|f(z,y) = 0} gdrbe homeomorf
C-vel, akkor létezik olyan h € Aut(C?) automorfizmus és n,m relativ prim egészek, hogy
f(h(z,y)) = 2" —y™.

Specidlisan: C-vel homeomorf algebrai gorbének C2-ben legfeljebb egy szingularitdsi pontja
lehet.

7.1.5. Megjegyzés. (Automorfizmusok C*-en)
A polinom automorfizmusok a kétdimenzios komplex sikon elddllnak, mint véges kompozi-

ci0i a kovetkezd modon definidlt automorfizmusoknak:
ap: (z,y) = Az, y) +b AeC¥? detA#0 beC?

(Azaz a Linedris Automorfizmusok)

a: (z,y) = (z,y + p(z))

ahol p(x) € Clx] egyvdltozds polinom.
Ez az ugynevezett Automorfizmus Tétel, amit H. W. E. Jung fedezett fel 1953-ban és
szamos matematikus adott rd bizonyitdst, tobbek kozt Abhyankar és Moh is beldtta a szin-
gularitdasokkal is foglalkozo cikkiikben.
A bevezetdben emlitett p(z) és q(z)=p(z)+z eset példdul jol parba dllithaté a ag transzfor-

mdcidval.

7.1.6. Példa. Nézziink eqy példat a Lin-Zaidenberg tételre.

Kordbban haszndlt rezultdns és a klasszikus, t* és t* monomok példdja.

fy=t"—z gt)=t'—y

azaz
k—1

£ty =TJt - eblal®)
o) = Tt <P'lul?)

Gyokos definiciobol:
k—1 1-1

Resi(f,9) = [] T] (tl=l* — <"lyl)

n=0m=0
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Minden rogzitett n-re

-1

[T Erlels —elylt) = (€ —y) € =cplal

m=0
A kanonikus alak miatt. A rezultdns igy

k—1

1
[Tl —y) =2' — 4

n=0

mert e|z|F al-ken k-adik gyikei.

7.1.7. Megjegyzés. Most kimondjuk Abhyankar és Moh Tételét.
A tételnek rendkivil fontos szerepe van térténetileg, az elébb kimondott Lin-Zaidenberg

tételnek az alapja ez a tétel, az valoszinileg nem is sziletett volna meg enélkiil.

7.1.8. Tétel. (Abhyankar-Moh)
Legyen f(z,y) irreducibilis kétvdltozos polinom. Ha a Ty = {(x,y)|f(z,y) = 0} gorbe

homeomorf C-vel és nincsenek szingularitdsi pontjai, akkor létezik olyan o € Aut(C?)

hogy f(a(x,y)) =x

7.2. Altalanos gorbék (ellenpéldak)

Eléz6ekben levezettiik, hogy minden f(t), g(t) polinomhoz tudunk mondani olyan r(x,y)
kétvaltozos polinomot, hogy r(x,y) gyokei pont f és g kozos gyokét hatarozzak meg.
Az viszont nem lesz igaz, hogy forditva, tetszéleges r(x,y) kétvéaltozos polinomhoz taldlunk
olyan polinomokat, amik elgallitjak, r gyokeit egy adott t helyen (f(t),g(t)) alakban.

Erre mutatunk most két egyszert példat.

7.2.1. Példa. Legyen r(z,y) = 2> — (v> +y)=0

0
%r(x,y) =2r=0

8%7’(1:, y)=—-3y*—1=0

Megoldasok:
(0, £—=i)
,E—1
V3
Az egyértelmiien ldtszik, hogy ezek a pontok nem zérushelyei r(z,y)-nak:
1 1

. 3 1.
%z) = _<iﬁl) — i%@ #£0
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Ez az r(z,y) nem irhato fel a fenti médon rezultans alakban, azaz nem léteznek olyan
p és q polinomok, melyekre az r(x,y) = 0 6sszes pontja p(t), ¢(t) alakt. Most adunk még
egy ellenpéldat, de késébbiekben megmutatjuk, hogy ez a méasodik példa tobb érdekes
dolgot is magaba foglal.

7.2.2. Példa. Az egyenlet a kévetkezd:
QZQ 4 y2 =1
El6z6he z hasonléan, ennek a parcidlis derivdltjai csak a (0,0) pontban tinnek el, de ez

nyilvan nem qyok.

7.2.3. Allitas. Az elsé példihoz hasonldan ennek a megolddsai nem irhaték fel polino-

mokkal, viszont raciondlis tortfiigguényekkel igen. Raciondlis tortfiiggvényekkel.

7.2.4. Definicid. (Raciondlis tortfiggvény) Eqgy rac. tortfigguény valdjaban két polinom

hanyadosa, azaz:

_plr)  ana™ + ... +ag
Jx) = q(z)  bpr™ + ... + by

ahol q(z) # 0.

Bizonyitas. Ennek a bizonyitasanak kapcsolata van a pitagoraszi szamharmasok kép-
letéhez: Keressiik azon egész szamharmasokat, melyek elGallnak a pitagoraszi egyenlet
megoldasaiként:
a+bv*=c* abc=?

A kovetkezd szamhalmaz meghatarozza az 0sszes megoldéasat az egyenletnek:

a=m?—n?

b=2mn

c=m?+n?

ahol m és n egészek. Konnyen lathato, hogy ezek tényleg a megfelel szamhérmasok.

azaz, ha
m? — n? 2mn
m = ——— = ———
m2in2 VT mEin
ezek négyzetdsszege pont egyet ad.
Ha m=1, akkor a (-1,0) megoldéason kiviil az 6sszes megoldast megkapjuk a kévetkezd
1—n? 2n

n?+1 n24+1

Racionalis tortfiiggvényekkel. [J
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8. fejezet
Altalanos eset

Az eddigiekben amikor az alapfeladatban mindig feltételeztiik, hogy a polinomok foka k
és 1 mindig relativ primek. Jogosan felmeriil a kérdés, hogy mi térténik abban az esetben,

ha a fokok legnagyobb kozos osztoja d egész.

8.1. Polinom gyokok Puiseux sorokkal
Legyen p és q k és 1 foku komplex polinom, ahol (k,1)=d. Legyen

p(2) = ap2® + ap_ 12"+ .+ ag

q(2) = b2t + b2 4 b

Az eredeti feladat elsé megoldasahoz hasonloan, rogzitsiik p értékét z-ben, p(z) = a, és
tegyiik fel, hogy p-nek nincsenek tobbszords gyokei, azaz vegyiik a polinomot a maximum
k darab kritikus értékén kiviil.

8.1.1. Definicid. (Puiseux sorok)
Legyen z # zy és rogzitsik (z — zo)% eqy holomorf dgat z pontozott kornyezetében. Ekkor
a kovetkezd hatvdnysort nevezziik Puiseux sornak:

[e.e]

Z cm(z — 20)

m=—00

=3

Ahol (z — 20) % = ((z — 20)%)™ (holomorf) és ¢, € C V.
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8.1.2. Megjegyzés. Victor Puiseuzr (1820-1883) a tortkitevds hatvdnysorokat 1850-ben
fedezte fel. Valojaban a sorokat ndla joval korabban mdr definidlta Sir Isaac Newton, ak:
tobbek kozt a Newton-Puisex t Tételben foglalkozott veliik.

Erdekesség Puiseux-r6l, hogy a Francia Alpokban megmdszott eqy hegycsicsot amit igy réla
neveztek el, pedig a hegycsicsot, elvileg madr kordbban is megmdsztak, igy Puiseux itt is

csak masodik helyet érhetett el.
8.1.3. Allitas. Ekkor p(x)—a megolddsa p~'(a) kifejezhetd a Puiseux sordban.

Legyen a polinom normalt, azaz a;=1.
Elészor azt fogjuk belatni, hogy p~'(a) gyokok a B(a%, ) korokben lesznek, ahol ak =
5k|a% | k-adik egységgyokokkel.

Bizonyitas. Legyen of = a, és tegyiik fel, hogy Vd > 0 3K |a| > K-ra p(z) —a
egyenletnek pontosan egy gyoke van a B(«, da)-ban.

Legyen f(z) := 2*
... T+ ag

Ha |z — a| = da, akkor

—a aminek pontosan egy megoldasa legyen a koron és g(z) 1= ap_12* 1+

[f(2)] = |d* - 1]a* = c|a*|

valamilyen c¢ konstansra és
19(2)] = ar—a|(d+1)" | + .

Azaz megfelel d-ra |f(2)| > |g(z)] és igy a Rouché tétel miatt, f(z)-nek ugyanannyi gyoke
van mint f(z)+g(z)=p(z)-a-nak a koron.
p(z)-a=p(z)-a* zérushelye legyen h(a). Mivel p(z) — o* holomorf ezért lokélis inverz-
fliggvény tétel miatt h(«) is holomorf B(«, da)-ben.

Ekkor p~t(a) = p~!(a*) és mivel p egy holomorf polinom, a lokélis inverze is az lesz,

azaz felithatjuk az p~!(a*) := h(a) Laurent sorat a 0 koriil.

ha) == Z Cmal™
ebbe behelyettesitve a-t:
p (a) = Z Cma®



Ez pont egy Puiseux sor.

Most lassuk be, hogy hlo) 1, ha a — .

o

Nevezziik h*(«)-nak a @ fiiggvényt, és vegyiik < helyen. Ekkor a

Ha) = h*(é) 1 <la|<1/k—C

fiiggvény holomorf igy felirhatjuk a laurent-sorét:
H(a) = Z hpa™
m=0
ahol hg = 1 és
h(0) = H(Y = 3 hpa =1
o) = — ) = ma =
a m=0 ’

lim hie) = limh*(a) = lim H(l) = H(0)

a—oo (X a—00 (6%
ami persze a 0 indext, azaz hy = 1 értékkel egyenld.
Ha

h
lim ﬂ)
a—o0 «
létezik és véges, akkor
- h(3)
lim —*=
a—0 P

létezik és véges, ami ekvivalens azzal, hogy

o0 [e.9]

« 5 e = E e

m=—0oQ m=—0Q0

Laurent sorban, cs, c3... egyiitthatok mind 0-k.

Azaz )

pHa)= ) cpa®
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8.2. Felsd korlat az aAltalanos esetben

Legyenek a p(x)=a egyenlet gyokei a zy...zp pontok. Az eredeti megoldashoz hasonloan

most azt vizsgaljuk, mi torténik, ha behelyettesitjiik z; = p~!(a)-et q-ba majd vessziik, az
[1(a(z) = az) (8.1)
i#]

egyenletet.
1

a(z)=ap (@) =a( Y cmat)

m=—00

Mivel (8) megint csak kifejezhet6 a polinomjaként, ezért most is arra a kérdésre ke-
ressiik a valaszt, hogy mi lesz a legnagyobb kitevje. Ha a legnagyobb kitevGje a Puiseux
sorban %, akkor a g-ba behelyettesitve ez maximum é fok lehet.

Hogyan kapunk meg egy gyokot egy méasikbol, azaz z;,-et z;-b6l? Megszorozzuk valame-
lyik adott k-adik egységgyokkel: et = e % -vel, ahol ¢ € {1,...,k — 1} rogzitett:

t2mi

€k =2Zin

e

b, bt
ELZj = ELak = a

ugyanez a g-ba behelyettesitettekre:
1

-1
a(ehz) = alelp™ (@) = q( Y clach)®) = atwf + Y dueia

m=—0oQ m=—00

m
k

Valamilyen d,,, egytlitthatokkal.
ekkor

a(zj1) = alz) = (1= &)ak +p(a)
ahol ¢(a) csak kisebb kitevkkel tartalmazza a hatvanyait.
Mivel (k,])=d és t € {1,..,k — 1}, az

t-127
5',5! =e *r =1

amikor tl oszthatd k-val, azaz d-1 alkalommal, és ilyenkor x=y tipusu trividlis megolda-
sokat szamolnank.

Igazabol d ilyen alkalom van, de ebben benne van az az eset is amikor t=0 vagy t=k, és
ezt az esetet kizarjuk alapbol hiszen, kiilonbozs gyokokre irjuk fel a (8) szorzatot.

Mivel d-1 alkalommal még olyan 6émegékat kapunk, amik ilyen trivialis eseteket adnak és a
(8)-as szorzat az alapfeladathoz hasonloan (k-1)1 foku és levonunk még k-1 esetet mert fel-
tessziik, hogy nincsenek tobbszoros gyokeink / kritikus pontjaink, ezért végeredményiink,

azaz az olyan parok szama, amik kiegyenlitik a nem relativ prim fokt polinomjainkat,

(k-1)(1-1)-(d-1).
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Osszefoglalas

A szakdolgozatban p és q komplex polinomokhoz kerestiink olyan rendezett kiilénb6zé
(z,w) komplex parokat, melyre p(z) — p(w) = q(z) — ¢(w) = 0. A megoldasok szama lehet
véges és lehet végtelen is. Mi a véges esetben a kovetkezd eredményeket irtuk le, komplex
fiiggvénytani modszereket alkalmazva:

Ha a polinomok foka k és 1 relativ prim, akkor maximum (k —1)(/—1) megoldasunk lehet.
Ezt a fels6 korlatot Bézout-tétellel is bizonyitani lehet.

Amennyiben a polinomjaink egyiitthatoi valosak, adunk olyan maximalis példakat, ahol
minden megoldéas valos és olyat is, ahol mindegyik nemvalos.

Azzal is foglalkozunk, hogy a polinomokhoz tartozo6 rezultans éltal definialt algebrai gor-
bének mikor lehet szingularitasi pontja és mit jelent ez, az alapfeladatra nézve.
Megemlitiink néhany ideills, szingularitdsokkal foglalkozo tételt, elgondolkodunk azon,
hogy mi igaz az altalanos algebrai polinomokra az allitasaink koziil.

Végiil, ha (k, 1) = d, akkor belatjuk, hogy a maximaélis parok szama (k—1)(I—1)—(d—1).
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Nyilatkozat mesterséges intelligencia felhasznalasroél

Alulirott, Seres Jakab nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése soran az alabb felsorolt

feladatok elvégzésére a megadott Ml alapu eszkdzdket alkalmaztam:

Feladat Felhasznalt eszk6z | Felhasznalas helye | Megjegyzés
Irodalomkeresés Gemini Irodalomjegyzék [7]1 8]
Matrix készitése GPT-5.5 19.oldal Rezultans

Nyelvhelyesség
ellenérzése

LATEX beépitett
ellendrzb rendszere

Végig a
szakdolgozatban

Ingyenes verzié

Helyesiras és
(matematikai)
pontatlansagok
ellenérzése

GPT-5.5

Teljes szakdolgozat

A felsoroltakon tul mas MI alapu eszk6zt nem hasznaltam.

37



Irodalomjegyzék

1]
2l
3]

4]

[5]

6]

17l

8]

9]

[10]

Petruska Gyorgy, Komplex fiiggvénytan, Tankonyvkiadd, 1983
Kiss Emil, Bevezetés az algebrdba, Typotex, 2007

Shreeram S. Abhyankar and Tzuong Tsieng Moh, Embeddings of the line in the plane,
J. Reine Angew. Math. 276 (1975), 148-166.

M. G. Zaidenberg and V. Ya. Lin, An irreducible, simply connected algebraic curve in
C? is equivalent to a quasithomogeneous curve, Dokl. Akad. Nauk SSSR 271 (1983),

no. H

Vargas-Hurlston, Isabel Zdena. Introduction to Bezout’s theorem., The University of
Chicago Mathematics REU 2024

J. F. Ritt Prime and composite polynomials Transactions of the American Mathe-

matical Society, 1922.

Nguyen Van Chau A Simple Proof of Jung’s Theorem on Polynomial Automorphisms
of C? Nguyen Van Chau

. W. E. Jung, Uber ganze birationale Transformationen der Ebene J. Reine Angew.
Math. 184 (1942), 161-174

Zabradi Gergely Raciondlis egyiitthatdos polinomok Newton-poligonja 7.oldal

Kos Géza Komplex fligguénytan (jegyzet)

38



