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Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni témavezetémnek, Buczolich Zoltannak a szakdolgozatom elké-
szitéséhez nyuijtott segitséget. Kiilon készoném, hogy a hataridé kozeledtével, szamos
elfoglaltsaga mellett is id6t szakitott ram, és munkamat mindig gyorsan és precizen

véleményezte.
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Bevezetés

A klasszikus euklideszi geometria és a differencidlgeometria jellemzdéen olyan objektumokat
vizsgal, amelyeket jol leir a megszokott, egész értéki topologiai dimenzié. Azonban a
19. szazadban egyre tobbszor jelentek meg olyan patologikusnak ting objektumok, mint
példaul a Weierstrass-fliggvény vagy a Cantor-halmaz, amelyek szerkezete skalafiiggetleniil
Osszetett. Ezen kiilonleges alakzatok megkiilonboztetésére az eddigi dimenziofogalmak
tul durvanak bizonyultak. Ez a felismerés hozta létre a fraktalgeometriat és a geometri-
kus mértékelméletet, amelyek ilyen halmazok jellemzésével foglalkoznak, tobbek kozott

altalanosabb, nem feltétlentil egész értéket felvevs dimenzidfogalmak segitségével.

A dolgozat a Hausdorff-dimenzié bemutatasaval kezdédik, amely az egyik legkorébbi és
legelterjedtebb eszkoz a fraktéilok vizsgalataban. Ez a fogalom alapvet&en geometriai ter-
mészet, hiszen fedéseken alapul, viszont a potencidlelmélet egy eszkoze, az energiaintegral

segitségével analitikus jellemzés is adhato ré.

Ez az analitikus megkozelités teret nyit a harmonikus analizis eszkéztéara el6tt, hiszen az
energiaintegral kifejezhetd a mérték Fourier-transzformaltjaval is. Ez a kapcsolat ravilagit
arra, hogy a halmazok dimenzi6ja szorosan Osszefiigg a rajtuk értelmezett mértékek Fourier-
transzformaltjanak lecsengésével. Ezen aszimptotikus viselkedés vizsgélataval természetes

modon definialhatoé a Szoboljev-dimenzi6 és a Fourier-dimenzio.

Igy jutunk el a dolgozat kézponti fogalmahoz, a Jonathan M. Fraser altal bevezetett
Fourier-spektrumhoz. Ahogy Fraser is ramutat cikkének bevezet§jében [4], mig a Hausdorff-
dimenzi6 alapvetGen geometriai jellemzd, a Fourier-dimenzi6 egy olyan analitikus fogalom,
amely érzékeny olyan tulajdonsidgokra, mint az aritmetikai rezonancia vagy a gorbiilet.
A Fourier-spektrum egy olyan dimenzi6csalad, amely interpolal ezen dimenzidfogalmak
k6zott, tobb informaciot feltarva, mint a két fogalom kiilénallo vizsgalata. Alkalmazhaté a
mértékelméletben és az additiv kombinatorikaban felmeriil6 halmazosszeg-tipusu problé-
makban, konvoltciok és tavolsaghalmazok dimenzidjanak becslésére. Ezért ez a fogalom a

modern fraktélgeometriai dimenzio-interpoléacios kutatési programba illeszkedik.

A szakdolgozat {6 eredménye az utolso fejezetben talalhato, ahol mutatunk egy konkrét
példat egy mérték Fourier-spektrumara. A példa Fraser imént hivatkozott cikkébdl szar-
mazik, viszont az eredeti levezetésben taldlhato egy hiba. Erre a problémara ramutatunk,

majd egy 1j bizonyitast adunk az allitasra.



Jelolések, konvenciok

A dolgozat soran gyakran eléfordul, hogy bizonyos integraloknak nem a pontos értéke,
hanem kizarolag a konvergencidja érdekel minket, amin egy pozitiv konstans szorzé nem
valtoztat. Az A < B jelolés azt jelenti, hogy létezik olyan ¢ > 0 konstans, amelyre A < ¢B.
A hagyomanyos relacios jelekhez hasonléan A 2 B azt jelenti, hogy B < A, illetve A =~ B
azt jelenti, hogy A < B és B S A.

A dolgozat soran definialt dimenziéfogalmaktol elvarjuk, hogy nemnegativ értéket vegyenek

fel, ezért bevezetjiik a sup () = 0 konvenciot.



1. fejezet

Geometrial mértékelméleti alapok

Ebben a fejezetben bevezetjik a Hausdorff-dimenziét, amely az egyik legkordabbi és talan
leggyakrabban hasznalt dimenzidéfogalom a nem egész dimenzi6ju halmazok vizsgalataban.
Az els6 alfejezetben megadjuk a definici6jat és bemutatjuk néhany alapvets tulajdonsé-
gat, majd a masodik alfejezetben ratériink egy analitikus jellemzésére az energiaintegrél

segitségével.

1.1. A Hausdorff-dimenzié és tulajdonsagai

ElGszor vezessiink be egy s-dimenzios mértékfogalmat, amely a dimenziéfogalmunk alapjéul

szolgal.

1.1.1. Definici6 (Hausdorff-mérték, [1, 2.1. fejezet]). Legyen FF C R" és s > 0.

Bdrmely 6 > 0 esetén vezessiik be a kovetkezd mennyiséget:

o)

?mm:m%E]ws

i=1

FcUmﬂﬂg%, (1.1)

i=1

ahol |U;| az U; halmaz dtmérdgjét jeloli. Az F' halmaz s-dimenzios Hausdorff-mértékét ekkor

a kovetkezd hatdrérték definidlja:

He(F) = lim Hi(F). (1.2)

6—0t



Az s-dimenzios elnevezést az alabbi skalazési tulajdonsag alapozza meg:

1.1.2. Allitas (Skalazasi tulajdonsag, [1, 2.1. fejezet]). Legyen ' C R és A > 0.
Ekkor
H(AF) = NH(F). (1.3)

Bizonyitas. Legyen § > 0, és jelolje {U;}5°, az F halmaz egy tetsz6leges d-fedését. Vegyiik
észre, hogy az U — AU megfeleltetés egy bijekcio az F' halmaz d-fedései és a AF" halmaz A\o-
fedései kozott, ezért a > o [AU;|® = A* > o0, |Ui|* egyenldség miatt His(AE) = AHE(F).
A § — 07 hataratmenetet véve H*(AF) = N¥H5(F). O

Nem nehéz megmutatni, hogy a H*® Hausdorff-mérték metrikus kiilsé mérték. Carathéodory
tételébsl ekkor kovetkezik, hogy minden Borel-halmaz H*-mérhets, tehat H® megszoritasa

a Borel-halmazokra mérték. 3], 2.10. fejezet]
Ha egy adott F' halmaz Hausdorff-mértékét vizsgéljuk s fliggvényében, akkor egy ugrast

lathatunk oo és 0 kozott, amelyet a kovetkez6 allitas fogalmaz meg.

1.1.3. Allitas ([1, 2.2. fejezet]). Legyen F C R™ és s > 0.

(i) Ha H*(F) < oo, akkor minden t > s esetén H'(F) = 0.

(i1) Ha H*(F) > 0, akkor minden t < s esetén H'(F) = oc.

Bizonyitas. Legyen 0 > 0, és jelolje {U;}32, az F halmaz egy tetszéleges d-fedését.
(i) Tegyiik fel, hogy ¢t > s. Ekkor minden fedShalmazra felirhat6 az alabbi becslés:
Uil" = [U[°|Ui]" < 8O

Osszegezve ezt minden i-re, majd véve az infimumot az Osszes lehetséges d-fedésre, a

kozelité mértékekre a kovetkezst kapjuk:
HE(F) < 8" °HI(F).

Mivel t — s > 0, ezért 6 — 0" esetén §'° — 0. A feltétel szerint H*(F) < oo, emiatt
H;(F) feliilrsl korlatos kellGen kicsi § esetén. A limeszt véve adodik, hogy H!(F) = 0.
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(ii) Tegytik fel, hogy ¢t < s. A korabbiakhoz hasonloan bontsuk fel a kitevét:
U = U U " < 67| U)"

Ha mindkét oldalt 7 szerint Gsszegezziik, majd az infimumot vessziik Gsszes lehetséges
0-fedésre, akkor a
H3(F) < 6" "HG(F)

egyenlStlenséget kapjuk. Mivel s — ¢ > 0, ezért 6% — 0, ha § — 0". A feltétel szerint
H*(F') > 0, tehat a bal oldal egy szigortan pozitiv értékhez, vagy végtelenhez tart. Az
egyenlGtlenség csak akkor maradhat fenn a 6 — 01 hataratmenet soran, ha a jobb oldalon

a masik tényezd végtelenbe tart, azaz lims_,o+ H5(F') = oo, amibsl HY(F) = co. O

A fenti allitasbol kovetkezik, hogy egy adott F' halmazra H*(F') monoton csokkend s-ben,
rdadésul 1étezik egyetlen olyan kritikus érték, ahol a mérték a oo-bél a 0-ba ugrik. Ezen
a ponton kiviil mindenhol az értéke vagy 0, vagy oo. Ezt a kritikus értéket nevezziik a

halmaz dimenzi6janak.

1.1.4. Definici6 (Hausdorff-dimenzio, [1], 2.2. fejezet]). Egy F C R" halmaz

Hausdorff-dimenzidja:

dimpg F = inf{s > 0: H*(F) =0} = sup{s > 0: H*(F) = oo}. (1.4)

A Hausdorff-dimenzi6 kiszamitasa soran egy hasznos tulajdonsag, hogy a dimenzié nem

néhet meg egy Lipschitz-folytonos leképezés hatasara.

1.1.5. Allitas ([1, 2.4. kbvetkezmény]). Legyen F C R™, és tegyiik fel, hogy az
f: F — R™ fiiggvény eqy Lipschitz-folytonos leképezés. Ekkor

Bizonyitas. Legyen f Lipschitz-folytonos C' Lipschitz-konstanssal, azaz | f(z) — f(y)| <
Clz — y|. Legyen 6 > 0, és jelolje {U;}°, az F halmaz egy tetszSleges d-fedését. Ekkor
az |[f(FNU)| < CIFNU;| < CU;| < C6 egyenlstlenség miatt {f(F NU;)}2, az f(F)
halmaznak egy C0 fedése, amib8l Hi, (f(F)) < C*HI(F). Ahogy 6 — 07, megkapjuk a
Yo I f(FNU)|® < O30, |Uil® egyenlbtlenség miatt, hogy H® (f(F)) < C*H*(F). Ha
s > dimy F, akkor H*(F) = 0, és ezért H* (f(F)) =0, azaz dimy f(F) < dimyg F. O
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Egy halmaz Hausdorff-dimenzi6janak meghatarozésa ritkan torténik kozvetleniil a definicio
alapjan. Altalaban egyszertibb a dimenziét feliilr6l becsiilni, hiszen ehhez elegends egyetlen
olyan fedéssorozatot mutatnunk, amelyre a kozelité mérték egy kozos felsé korlat alatt
marad, mikozben a fedések maximélis atmérdje a 0-hoz tart. Az also becsléshez ugyanakkor
az Osszes lehetséges fedést vizsgalnunk kell, amihez kifinomultabb modszerekre van sziikség.

Erre egy gyakori eszkoz az alabbiakban bemutatott tomegszétosztasi elv.

1.1.6. Definicio (T6megeloszlas, [1, 1.3. fejezet]). A p Borel-regquldris mérték egy
tomegeloszlds F-en, ha supp(p) € F €s 0 < u(F) < oo. Ezen mértékek halmazdt jelélje

1.1.7. Tétel (Tomegszétosztasi elv, [1, 4.1. fejezet]). Legyen p egy tomegeloszlds az
F C R™ halmazon. Ha létezik olyan ¢ > 0 konstans, amelyre minden B(x,r) gombre
w(B(x,r)) < crf teljesiil, akkor H*(F) > u(F)/c. Specidlisan s < dimy F'.

Bizonyitas. Legyen 6 > 0, és jelolje {U;}3°, az F' halmaz egy tetszéleges o-fedését.
Minden U halmaz tetszéleges u € U pontja koriil befoglalhato egy |U| sugaria gémbbe,
ezért w(U) < u(B(u, |U|)) < c|U|*. Ekkor

u(F) < p (U Ui) < Zu(Ui) < CZ Uil”.

Az infimumot véve az Osszes d-fedésre megkapjuk, hogy H;(F) > u(F)/c, tehat H*(F) >
pu(F)/c. Mivel u(F) > 0, ezért dimy F' > s. O

1.2. A Frostman-lemma és az energiaintegral

A tomegszétosztasi elv egy hasznos elégséges feltételt ad a dimenzié alulrél torténd
becslésére. Felmeriil a kérdés, hogy ez a feltétel sziikséges is-e. A Frostman-lemma Borel-
halmazokra megadja ennek a tulajdonsagnak egyfajta megforditasat: garantalja, hogy

minden, a dimenzié értékénél kisebb s paraméterhez létezik megfelels tomegeloszlas.

1.2.1. Tétel (Frostman-lemma, [8, 8.8. tétel]). Legyen F' C R"™ egy Borel-halmaz.
Ha s < dimyg F', akkor létezik olyan p tomegeloszlds F-en és ¢ > 0 konstans, amelyre

w(B(z, 7)) < er® minden B(x,r) gombre teljesiil.

8



A Frostman-lemmat megfogalmazhatjuk az s-dimenzios energia nyelvén is. Ezt az atirast
azért érdemes megtenni, mert az integralok kezelésére szamos analizisbeli eszkoz all

rendelkezésiinkre.
1.2.2. Definici6 (s-dimenzids energia, [9), 2.5. fejezet]). Legyen p egy tomegeloszlds

R"™-en. A p mérték s-dimenzios energidjat a kévetkezd integrdl adja meg:

L= [ (o) duta). (1.6)

lz —yl*

1.2.3. Allitas ([9, 2.8. tétel]). Legyen F C R™ egy Borel-halmaz. Ekkor a Hausdorff-
dimenzidja
dimp F' =sup{s >0 | Ip € M(F): I;(u) < oo}. (1.7)

Bizonyitas. [[9) 2.5. fejezet]| alapjan| Elgszor lassuk be, hogy ha egy u € M(F) tomegel-
oszlasra és s > 0 nemnegativ szamra [;(1) < oo teljestil, akkor létezik olyan v € M(F') és
¢ > 0 konstans, amelyek teljesitik az [1.1.7] tomegszétosztasi elv v(B(z,r)) < cr® feltételét,
amibdl kovetkezik, hogy s < dimy F'.

Mivel I,(p) = [[an gn ﬁdu(y) du(x) < oo, ezért a belsé [, ﬁdu(y) integral s~
majdnem minden z-re konvergens. Ezért valaszthatunk egy kell6en nagy M > 0 konstanst,
amire az Iy, = {Jz eF
mérték Fy-re vett megszoritasa, azaz v(A) = u(A N Fyy). Ekkor v € M(F'). Barmely

[ mdu(y) < M} halmaz pozitiv mértékd. Legyen v a u

r € Fyy ésr > 0 esetén

e o [ ) < [ ) <

re (z,r) ‘.’L‘ - y‘s ‘.’L’ - y‘s

amib6l v(B(x,7)) < Mr® adoédik. Altalanosan z € R™-re, ha B(z,7) N Fy; = (), akkor
v(B(z,1)) = 0 és a becslés trividlisan teljesiil, és ha létezik © € B(z,7) N Fyy, akkor a
haromszog-egyenl6tlenséghdl és a korabbi becslésbdl v(B(z, 1)) < v(B(z,2r)) < M(2r)* =

M?2%r® azaz teljesiil a Frostman-feltétel ¢ = M2°-re.

Most lassuk be, hogy ha p € M(F) kielégiti a u(B(z,7)) < cr® Frostman-feltételt, akkor

I;(p) véges minden 0 < t < s paraméterre. Legyen D = |F| az F' halmaz atmérdje:
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2. fejezet

Fourier-analitikus modszerek

Ennek a fejezetnek a {6 eredménye, hogy az el6z6 fejezetben definialt s-dimenziés energiat at-
fogalmazzuk a mérték Fourier-transzformaltjanak segitségével, teret adva Fourier-analitikus
eszkozok hasznalatdnak. Ehhez elGszor attekintiink néhany alapvets fogalmat és eszkozt a

Fourier-analizisb&l, majd ezek segitségével felirjuk az energiaintegral Fourier-alakjat.

2.1. A Fourier-transzforméacié néhany alaptétele

Az alabbiakban definidljuk az L' fiiggvények Fourier-transzformaltjat. Erdemes megje-
gyezni, hogy a Fourier-transzformacié valojaban a fliggvények egy szélesebb csalddjara is

kiterjeszthetd, de erre nem tériink ki ebben a dolgozatban.

2.1.1. Definici6 (L' fiiggvény Fourier-transzformaltja, [7, 2.2.8. definicio]).
Legyen f € LY(R™) tetszbleges integrdlhato fiigguény. Ekkor az f fiigguény Fourier-
transzformdltjdt, amelyet ]/”\ jelol, a kovetkezd integrdl definidlja minden & € R”

pontban:

~

fler= [ fem=san 1)

ahol x € R" és x - & az x és & vektorok standard skaldrszorzata R™-ben.

Mivel f € LY(R") és |e7?™@¢| = 1, az integrandus abszolut értékben feliilr6l becsiilhets

| f(x)|-szel, igy az integral minden £ € R™ esetén véges és jol definialt.
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A Fourier-transzformécio egyik alapvets tulajdonsaga a tértartomény és a frekvenciatarto-
many kozotti dualitas. Ennek értelmében a konvolicio és a pontonkénti szorzés egymas
duéalis miveletei: az eredeti térben elvégzett konvolucio a transzformalt térben szorzésnak

felel meg, és forditva. Ezt a kapcsolatot mondja ki az alabbi tétel.

2.1.2. Tétel (Konvolucio-tétel, |7, 2.2.11. allitas|). Legyenek f,g € L'(R") tetszdle-

ges fligguények. Ekkor a konvolicidjuk, amelyet az
(fxg)@)= [ flz—y)g(y)dy (2.2)
Rn

képlet definidl, szintén eleme az L'(R™) térnek. Tovdbbd a konvolicio Fourier-

transzformdltjara minden & € R™ esetén teljesiil a kévetkezd egyenldség:

—_— ~

fxg(&) = F(E)g(8)- (2.3)

A tértartomany és a frekvenciatartoméany kozotti szoros kapcsolatot mutatja a Parseval-

formula is, amely a belsd szorzatok izometriajat mondja ki.

2.1.3. Tétel (Parseval-formula, [7, 2.2.14. tétel]). Legyenek f,g € L*(R™) N L?(R")
tetszdleges fligguények. Ekkor a Fourier-transzformdltjaik (f ésg) elemei az L*(R™) térnek,

és fenndll az aldbbi integrdlazonossdg:

R -~ —_—

[ Sl = | Feae e 24)

2.2. Az energiaintegral Fourier-alakja

A geometriai mértékelméletben vizsgalt halmazokon értelmezett tomegeloszlasok jellemzGen

szingularisak a Lebesgue-mértékre nézve, igy nem rendelkeznek stirtségfiiggvénnyel, amire

« .0,

Fourier-transzformacio fogalmat ki kell terjeszteniink az L' fiiggvénytérrsl a tomegeloszla-

sok halmazéara.

2.2.1. Definicié (Mérték Fourier-transzformaltja, [9, 3.2. fejezet]). Legyen p egy

tomegeloszlds R™-en. A u mérték Fourier-transzformdltja
6 = [ e aula), (25)
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aholz € R" és x - & az x és € vektorok standard skaldrszorzata R™-ben.

Az energiaintegral Fourier-alakjanak megadésahoz sziikségiink lesz a Riesz-magfiiggvény

Fourier-transzforméltjanak leiraséra is.

2.2.2. Tétel (Riesz-magfiiggvény Fourier-transzformaltja, [9), 3.4. fejezet]).
Minden 0 < s < n esetén a ks(x) = |z|~* Riesz-magfigguény Fourier-transzformadltja

R™-ben a y(n,s) > 0 szorzotdl eltekintve az n — s paraméterd Riesz-magfiiggvény, azaz

ky(&) = y(n, s)El ™ (2.6)

A fenti tétel klasszikus értelemben nem igaz, hiszen a k() fiiggvény nem eleme az L'(R™)
térnek, igy nem értelmezhets ra a definici6 szerinti Fourier-transzformalt. A fenti
egyenl@ség csak a temperalt disztribuciok értelmében all fenn. Mi a disztribuciéelmélet
felépitésétdl most eltekintiink, és az alabbi tételt csak formélis manipulacioval vezetjiik le,
azaz feltessziik az Osszes szerepld fiiggvényrdl, hogy kellGen szépek, és alkalmazzuk rajuk

az el6z6 alfejezetben szereplé Fourier-analizisbeli tételeket.

2.2.3. Tétel ([9, 3.5. fejezet]). Legyen p egy véges Borel-mérték R™-en, és 0 < s < n.
Ekkor létezik eqy v(n,s) > 0 konstans, hogy az s-dimenzids energia kifejezhetd a Fourier-

transzformdlt segitségével:

L0 =(ns) [ [ROPIE de (2.7

Bizonyitas. Mivel csak formélisan vezetjiik le a bizonyitast, tegyiik fel, hogy p abszolut
folytonos a Lebesgue-mértékre nézve, és a du(z) = f,(x) dx egyenletet teljesits f,(z) strd-
ségfiiggvénye L'N L2-beli, igy teljesiilnek ra az elsbbiekben levezett Fourier-transzformacios

alaptételek.
Is(n) = // o=yl diy) di)
B /eRn /eRn o y|—sf“(y> dy f“(x) dr = /n(ks * fu)(x)fy(l’) dz.

Alkalmazzuk Parseval tételét. Mivel az f, mértékstirtség valos értéki, ezért f = f:

[T W AT S

n
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A konvolucio-tétel alapjan:

/ . For LT () de = | R(€)Ful©) Tu(6) de.

R"

Végiil a Riesz-magfiiggvények Fourier-transzformaltjat és a z-z = |z|? komplex azonosségot

felhasznalva:

~

[ Ri0R @R d =) [ ia@rle dc
U

Az alabbi képlet a Hausdorff-dimenziora kozvetleniil kovetkezik az el6z6 tételbsl és az

1.2.3] allitas hasonlo képletébdl a hagyomanyos energiara.
2.2.4. Kovetkezmény. Legyen F' C R" eqy Borel-halmaz. Ekkor F' Hausdorff-dimenzidja:

dimpg F = sup{s > 0| Ju € M(F): 71(z) [|2|* " dw < oo} (2.8)
Rn

14



3. fejezet
A Szoboljev- és Fourier-dimenziok

A Hausdorff-dimenzi6 el6z6 fejezet végén szerepld jellemzése megmutatja, hogy miként
befolyasolja a Fourier-transzformalt viselkedése a dimenzi6 értékét. Ennek okan felmertilhet
benniink, hogy a Fourier-transzformalt aszimptotikus lecsengése alapjéan is lehetne definiélni
dimenziofogalmat. Ezért bevezetjiik a Szoboljev-dimenzié és a Fourier-dimenzié fogalmat,
illetve megvizsgaljuk a Hausdorff-dimenzioval és egymaéssal valo kapcsolatukat. A dolgozat
kovetkezs fejezetében szerepld Fourier-spektrum e két dimenzidfogalom kozott fog egy

folytonos interpolaciot biztositani.

3.1. A Szoboljev-energia és a Szoboljev-dimenzid

Az energiaintegralnak az el6z6 tételben szerepld, Fourier-transzformalt kvadratikus normé-

jat és a frekvenciaalapu sulyfiiggvényt tartalmazé alakjat a Szoboljev-energianak nevezziik.

3.1.1. Definicié (Szoboljev-energia, [9, 5.3. definicid]). Egy n € M(R™) mérték
s € R foki Szoboljev-energidja:

T.(y) = / )P (3.1)

A Szoboljev-energia alapjan egy 1j dimenzitfogalmat kapunk, ha azt a kritikus s kii-

szobértéket keressiik, amelynél az integral még véges. Ahhoz viszont, hogy elkeriiljiik az
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origd koriili szingularitasbol ad6do integralhatosagi problémékat, a definicioban szereplé
salyfiiggvényt regularizaljuk.
3.1.2. Definicié (Szoboljev-dimenzio, [9, 5.2. definicid]).

Egy € M(R™) mérték Szoboljev-dimenzidja:

dimg p = sup {s €R ' / 7(2)2(1 + |z))* " dz < oo} : (3.2)

Egy F C R™ halmaz Szoboljev-dimenzidja:

dimg F' = sup{dimg p | p € M(F)}. (3.3)

A definicioban szerepls (14 |z|)*~" regularizalt sulyfiiggvény és az s € R feltétel hasznélata
a funkcionélanalizis tagabb kontextusaban, példaul altalanos disztribiciok vizsgélatahoz
sziikséges, mivel ott a dimenzid negativ is lehet. A kovetkezd allitas azt mutatja meg,
hogy a tomegeloszlasok esetén a dimenzié mindig nemnegativ lesz, és a sulyfiiggvény

regularizalasatol eltekinthetiink.

3.1.3. Allitas ([9} 5.2. fejezet]).

dimg 1 = sup{s > 0 | Zs(p) < oo}. (3.4)

Bizonyitas. [Sajat| El6szor vegyiik észre, hogy p € M(R™) tomegeloszlasra a Szoboljev-
dimenzi6 sosem negativ. Legyen s < 0. Mivel p véges Borel-mérték, ezért |f(z)| =
| fen € dp(€)| < frn 1dp(€) = p(R™) < oo. Emiatt

[F@PQ )= [ @Rl e [ @Rl e

x| >1

< p(R"Y? /| (R [ el
z|<1

|z[>1

oo o0
< / P dr = / r* L dr < oo,
1 1

Ezek utan az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy s > 0.

mert s — 1 < —1.
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Vizsgéaljuk meg az integralokat az |z| < 1 tartomanyon. Megmutatjuk, hogy itt mindkét
integral véges. Ekkor

1 1
/ i) Pla| de < M(RH)Q/ |z dx < / r el dr = / rLdr,
|z|<1 lz|<1 0 ]

és s > 0 miatt s — 1 > —1, ezért az integral konvergens. Az flx|<1 la(2)2(1 + |z])* " dx <
p(R™)? max{1,2°"} f|x|<1 1 dz integral is konvergens.

Ha |z| > 1, akkor || < 1+ |z| < 2|z|. Ha s —n < 0, akkor 257"|z|*™" < (1 + |z])* ™ <
[z[*™", és ha s —n > 0, akkor |z[*™" < (1 + [z[)*™" < 2°7"[z[*". Mindkét esetben
27" & (1+]2])* " Tehat az [, [A(x) P(1+|z])* " da es [, ., [i(2)[?|2[*~" do integralok

ekvikonvergensek. []

Az elgbbi allitas és a (22.8)) formula alapjan kozvetleniil a Szoboljev-dimenzié definiciojabol
adodik az alabbi Osszefiiggés a Szoboljev-dimenzi6 és a Hausdorff-dimenzi6 egybeesésérsl

Borel-halmazokra:

3.1.4. Kovetkezmény. Tetszdleges F' C R"™ Borel-halmazra

dimg F' = dimy F. (3.5)

A kés6bbiek soran felhasznaljuk az alabbi, a mérték Szoboljev-dimenzidja és tartoja
Hausdorft-dimenzi6ja kozott fennéllo egyenlStlenséget is. Ez az el6z6 egyenlGségbdl és

szintén a halmaz Szoboljev-dimenzidjanak definiciojabol kovetkezik:

3.1.5. Kovetkezmény. Tetszdleges p € M(R™) mértékre

dimg g < dimy supp p. (3.6)

3.2. A Fourier-dimenzio

Mig a Szoboljev-dimenzié az integralason keresztiil egyfajta atlagos lecsengését nézi a
mérték Fourier-transzformaltjanak, a Fourier-dimenzié minden irdnyban megkoveteli a

végtelenbeli, egységes sebességii lecsengést.

3.2.1. Definici6é (Fourier-dimenzid, [9, 3.12. definicid]).
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Egy n € M(R™) mérték Fourier-dimenzidja:
dimp p=sup {s > 0[3C >0:Va € R", |fi(z)] < C’|x|_s/2} : (3.7)
Egy FF C R™ halmaz Fourier-dimenzidja:
dimp F' = sup{min{dimp p,n} | g € M(F)}. (3.8)

A kovetkezd allitas azt mutatja, hogy a Fourier-dimenziéban megkovetelt pontonkén-

ti, egyenletes aszimptotikus lecsengés egy erdsebb feltétel, mint a Szoboljev-dimenzid

T stz

3.2.2. Allitas ([4, 1.1. fejezet]). Tetszdleges u € M(R"™) mértékre, illetve F C R®

halmazra fenndllnak a kévetkezd egyenldtlenségek:
dimp ¢ < dimg p, (3.9)

valamaint
dimp F' < dimy F. (3.10)

Bizonyitas. [Sajat] Ha s olyan, hogy létezik C' > 0, amire |fi(z)| < C|z|~*? minden

x € R™ esetén, akkor tetszGleges t < s-re

T = | @) Pl dr ~ / A@)Plal ™ dz < / 2]~ de < oo,
R |z|>1 |z|>1

mivel ¢ — s < 0. Ebbgl a Szoboljev-dimenziora adott (3.4) alternativ definicié szerint:

dimp pp =sup {s > 0] 3C > 0: Vo € R", |fi(z)] < C\x!’s/z}
<sup{s > 0| Zy(n) < oo} = dimg p.

Ugyanigy a Hausdorff-dimenziéra adott (2.8) alternativ definici6 szerint:
dimp F =sup {0 < s<n|3peM(F): 3C > 0:Vz € R", [fi(z)| < C’|x|_s/2}
<sup{s >0 |3ue M(F): / 71(z) |25 dv < oo} < dimy F.
RTL

Az utolso relacioban azért nem egyenléség szerepel, mert a (2.8)) ekvivalencia csak Borel-
halmazokra igaz, de a tomegszétosztési elvbdl szarmazod alsdé becslés minden halmazra

teljesiil. [

Amely halmazokra az el6bbi dimp F' < dimy F fels6 becslés éles, azokat Salem-halmazoknak

nevezzik.
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3.2.3. Definicié (Salem-halmaz, [4, 1.1. fejezet]). Egy X halmazt Salem-halmaznak
neveziink, ha a Fourier-dimenzioja megegyezik a Hausdorff-dimenziojdval, azaz dimp X =

Bar szamos véletlen konstrukcié eredményez Salem-halmazt, nem trividlis determinisztikus
példékat joval nehezebb talalni. Példaul egy szakasz R-ben Salem-halmaz, de a sikba
agyazva mar nem az. Hasonloképpen, a klasszikus kozépsGharmad Cantor-halmaz, szdmos
onaffin halmaz, az R3-beli kiip, valamint a Brown-mozgés grafikonja sem Salem-halmazok.
A kovetkez§ fejezetben definialt Fourier-spektrum pontosan ezt a Fourier- és Hausdorff-

dimenzi6 kozti rést vizsgilja a nem Salem-halmazokra.
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4. fejezet

A Fourier-spektrum

Ebben a fejezetben ratériink a dolgozat kozponti fogalmara, a Fourier-spektrumra. A
Fourier-spektrum egy 6 € [0, 1] paramétertdl fliggs dimenzidcsalad, amely az energiaintegral
alakjanak megfelel6 modositasabol, illetve az integral konvergencidjabol szarmazik. Ahogy
az el6z6 fejezetben méar emlitettiik, ez egy interpolacidt biztosit a Fourier-dimenzio és a
Szoboljev-dimenzio, illetve halmazok esetén a Hausdorff-dimenzié kozott. Fraser is ramutat
[4], hogy e fogalom része a modern fraktalgeometriaban egyre nagyobb teret nyerd dimenzio-
interpolaciés kutatési programnak. Ilyen interpolalo csalad példaul az Assouad-spektrum
[5], ami a (fels6) dobozdimenzi6 és az Assoud-dimenzié k6zott interpolal, illetve a koztes

dimenziok csaladja 2], amely a Hausdorff- és a dobozdimenzié kozott helyezkedik el.

4.1. A Fourier-spektrum definiciéja, alapvets tulajdonsa-

gai

Az alabbi modositast hajtjuk végre az energiaintegral definicidjan, amely formailag emlé-

s sz

4.1.1. Definicio (f-energia, [4), 1.2. fejezet]). Legyen s > 0 és 0 € [0,1]. A p €

M(R"™) témegeloszldas s-dimenzids 0-energidja

7o) = ([ etz 2
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illetve ha 0 = 0, akkor
Too(p) = sup |i(2)[*]2[*. (4.2)

zeR"

A korabbi dimenzi6fogalmakhoz hasonléan most is az energiaintegral konvergenciajanak

vizsgalatabol szarmazo kritikus s paramétert kerestink.

4.1.2. Definici6 (Fourier-spektrum, [4, 1.2. fejezet]).

A p témegeloszlds Fourier-spektruma a 0 € [0, 1] helyen
dim% p = sup{s > 0: T, 9(1) < 00} (4.3)
Egy FF C R™ halmaz Fourier-spektruma a 0 helyen

dim% F = sup{min{dim% p,n} | p € M(F)}. (4.4)

A fenti definiciokbol kozvetleniil leolvashato, hogy a Fourier-spektrum a § =0 és 0 = 1
szélsGértékek esetén pontosan a korabban bevezetett dimenzidfogalmakat adja vissza. Ha

0 = 0, akkor a definici6 egybeesik a Fourier-dimenzi6éval, mind mértékre, mind halmazra:
dim} pp = dimpp és  dim{ F = dimg F. (4.5)

Ha pedig 6 = 1, akkor a #-energia a Szoboljev-energiaval egyezik meg, igy a Fourier-
spektrum mértékre a Szoboljev-dimenziot, halmazra pedig a Hausdorff-dimenziot adja
vissza:

dimf, pp = dimgp  és  dimg F = dimy F. (4.6)

az dm,, = min{|z|™, 1} dz stirtiségfiiggvénnyel definialt m,, mérték szerinti L'/?-normara,
és az 1/0 = oo konvencioval élve § = 0 esetén az L*°-normat, azaz a fiiggvény (lényeges)

szuprémumat kapjuk.

4.1.3. Allitas ([4, 1.2. fejezet]). Ha s > 0, akkor

Tso(i) = [[18)112°]| Lo, (4.7)
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Bizonyitas. [Sajat] Ha |z| > 1, akkor min{|z[™™, 1} = 27", tehat
S BP0 dz = [ [AG)PP |21 dm.

Megmutatjuk, hogy ha |z| < 1, akkor mindkét integral véges. Az altala-
nossag megszoritasa nélkiil feltehetjiikk, hogy s > 0. Mivel u véges Borel-
mérték, ezért [(z)] = |[[p e 7= du(€)| < fra1du(€) = w(R") < oo. Ekkor
f|z|<1 71(2)[28)2|*/0" d=z < fol ré/0=npn=ldr, és s > 0 miatt s/0 — 1 > —1, ezért az integral

konvergens, illetve [, 11(2)|?0)2|°/% dm,, = Jiaj<n 1(2)|0) 20 dz ~ fol r/0rn=1dr is
hasonl6an konvergens. [
4.1.4. Kovetkezmény.

dim{ p = sup {s > 0 | |7i(2)[*|z|* € LY%(m,)} (4.8)

A kovetkezé tétel a spektrum harom legfontosabb szerkezeti tulajdonsagat mondja ki: a
monoton névé jellegét, a konkavitasat, és az ebbdl adodo folytonossagat a (0, 1] inter-
vallumon. A 6 = 0 pontban a folytonossag altalanosan nem garantalt, de Fraser idézett
cikkében megad egy enyhe feltételt, amelynek teljesiilése esetén a Fourier-spektrum a teljes

[0, 1] intervallumon folytonos.

4.1.5. Tétel ([4, 1.1. tétel]). Legyen € M(R"), F pedig egy nemiires halmaz. Ekkor
a dim% w egy monoton novd, konkdv figgvénye a 6 € [0, 1] vdltozénak. Specidlisan, a dim% 1
folytonos a (0,1] intervallumon. Tovdbbd, a dim% F' monoton névd a [0,1] és folytonos a

(0, 1] intervallumon, de nem feltétleniil konkdv.

Bizonyitas. [[4] alapjan, modositva 6§ = 0 kiilonb6z6 definicidja miatt] Elgszor a konka-

vitast bizonyitjuk. Rogzitsiikk a 0 < 6y < 0; < 1 értékeket, és legyen 0 € (6, 61), illetve

0—6o
01—60 "

megszoritasa nélkiil tegyiik fel, hogy s > 0. Ekkor az altalanositott Holder-egyenlStlenség

legyen \ = Legyen so < dim% 1, 51 < dim% p és s = (1 — \)sg+ Asy. Az éltalanossag
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szerint:

Tso(pt HW )Pzl HLl/G(mn)
- H ) ™ (B
~ so) 1=
< ||| i @R, o

A
= (1RGP ) (IIIﬁ(z)I 21 01y
~ ‘-780,90 (:u)li/\k781791 (M)A

< 00

Ezzel belattuk, hogy d1mF w>s= 50 +3 o— 90 LS Ahogy so — lelF [ és s1 — dlmF 14,

9
991_ 960 dnn%0 "+ mt dnnF 4, ami b1zony1tja a dlmF 1 konkavitésat.

agy dimg >

Kovetkezs 1épésként megmutatjuk, hogy dim% 1 monoton névs. Rogzitsiik a 0 < 6y <
01 < 1 értékeket. Legyen € > 0, és definidljuk az m; mértéket tugy, hogy dm; =
cmin{|z|~("*9) 1} dz, ahol c-t gy vélasztjuk meg, hogy m:, valészintiségi mérték legyen.
Ezt azért tehetjiik meg, mert n + ¢ > n miatt flz\zl |2|~("*+€) dz is konvergens, azaz véges
a tér mértéke, le tudjuk normélni. A valoszintiségi terekre az LP norma monotonicitasat

hasznalva:

01
Tt = ([ A1l am, )
R

01
/ ()R l=e) Y min{|z|-€,1}dmn)

01
-~ s+e61 1/91 5
= ([ Gaepzr=ey ' ans)

= [P ooy g

< AP | oo g -
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Ha 6y # 0, akkor

n

0o
(O RE R - ( 2)2|zf+er) dma)

(

n

n

1/6 %o
L) o o,

—
\\\

%
|2/6'0| |s/90+5 dmn> ’

S+€ (01—60),60 (M)
Ha 6y = 0, akkor

s+e0, s+e6,

1RGP ) = 500 )P

= $+591,0(M) = t7s+€(91—90)790 (/“L)

Osszefoglalva az el6z6 egyenldtlenségsorozatot:

~7S791 (M) 5 \78+8(91*90),90 (:u)

Ha s < dim% ;1 — (6, — 6;), akkor a jobb oldal véges, ezért a bal oldal is, azaz dim 1 —
(6, — o) < dim? p. Az e segédvaltozoval 0-hoz tartva megkapjuk, hogy dim® 1 < dim% p

Ismert tétel, hogy a konkavitas garantalja a folytonossagot a (0, 1) nyilt intervallumon. A
konkavitas és a monoton novés egyiitt pedig garantalja a folytonossagot a § = 1 pontban

1S.

Az el6z6ek alapjan {min{dim% ., n}} peM(p) €gy monoton néves fiiggvénycsalad, ezért a
szuprémumuk, dim% F' szintén monoton névs. Tovabba, mivel ez egy n kozos felsé korlattal
rendelkezd, nemnegativ, konkav fliggvényekbdl allo fiiggvénycsalad, a tagjai egyenletesen
Lipschitz-folytonosak a [, 1] intervallumon minden 0 < § < 1 esetén. A szuprémumuk,
dim% F ebbsl kivetkezéen folytonos a [4,1] intervallumon minden § € (0,1)-re, azaz

folytonos a (0, 1] intervallumon. O

Mivel az €l6z6 tétel értelmében a Fourier-spektrum monoton né a 6 € [0, 1] paraméter
fiiggvényében, és 6 = 0, illetve § = 1 esetén egybeesik a korabban bevezetett dimenzidfo-

galmakkal, kézvetlentil adodik a kévetkezd allitas.
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4.1.6. Kovetkezmény. Tetszdleges i € M(R™) mértékre és FF C R™ halmazra, valamint

0 € [0, 1] paraméterre teljesiilnek az aldbbi egyenldtlenségek:
dimp p < dim% < dimg p, (4.9)

valamint
dimp F < dim% F < dimy F. (4.10)
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5. fejezet
A dolgozat {6 eredménye

Ebben a fejezetben ratériink a dolgozat {6 eredményének bemutatasara. Elgszor belatunk
két segédallitast a bizonyitashoz. Ezutan kimondjuk a dolgozat fétételét, majd felvazoljuk
Fraser bizonyitasdnak szerkezetét, és ramutatunk annak egy hibas 1épésére. Végiil igazoljuk

a tételt egy 1j, Fraser felépitése altal inspiralt gondolatmenettel.

5.1. Segédlemmak

Az alabbi lemma egy gyakran hasznalt eszkoz az oszcillalo integralok vizsgalataban.

5.1.1. Lemma (van der Corput lemmaja, [9, 14.2. tétel]). Legyen ¢ : [a,b] — R
eqy k-szor folytonosan differencidlhato fiigguény, és tegyik fel, hogy minden = € [a,b]
esetén, !cp(k) (x)! > A>0. Ha k=1, akkor ezen felil tegyiik fel, hogy ©' monoton. Ekkor

b
/ @) 1

A f6tétel bizonyitasa sordn csak k = 1-re fogjuk hasznalni az el6z6 lemmat, ezért csak azt

< AVE (5.1)

az esetet bizonyitjuk. A tovabbiakban, amikor a van der Corput lemmaéjéara hivatkozunk,

mindig a k = 1 esetre gondolunk.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy ¢’ monoton, és |¢'(z)| > A minden x € [a,b] értékre.
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Parcialisan integréalva:

b 10(b 1o(a b /
/ i) g — | (0 _ 0 / S (i,
o i0'(b)  ig(a) a i’ ()
ele(b) elvla) bl 1 !
< ip(z) d
=liew| i@ L (wm) !
ol 7l L) |
f— x
(b))  |¢(a) o |\¢'(2)
] ‘+‘ 1 . 11
¢'(b) ¢'(a) ')  ¢(a)
) 9 4
+ < —~AT
' (D) |¢'(a)] T A

Az utolso egyenlGség azért teljesiil, mert ¢ monoton és |¢'(x)] > A > 0, azaz nem valt
/ !/
1 _|rb 1
(QO/(I)) dx = fa (Sﬁl(x)) dz|. O

A fététel bizonyitasa soran egy ponton sziikségiink lesz arra a tényre, hogy az alabbi

elGjelet az [a, b] intervallumon, ezért fab

integral konvergens, és nemnulla értéket vesz fel.

5.1.2. Lemma. Minden p > 1 esetén:

* iy T(D)
/(; e du:We 2p (52)

1

Bizonyitas. Vezessiik be az x = u? helyettesitést. Ekkor du = Ex%_l dx, az integrél a

kovetkezd alakot veszi fel:

o 1 [ 1 .
/ e ™ dy = —/ xr e g
0 D Jo

A |6l 3.381.7. képlet] alapjan minden pu # 0 valés szamra és 0 < Re(k) < 1 feltételt

kielégité komplex szamra:
o , L'k
/ 2P le T dy = ( ) .
0

A mi esetiinkben k = 1%, amire p > 1 miatt 0 < Re (%) < 1 teljestil, tovabba pu = —27 # 0.

A képletet alkalmazva:

0o r <l>
1 , 1
p / wr e gy = = P
0

p p (2mi)l/Pr
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A végleges alakot az sI'(s) = T'(s+1) és az % — 7' Osszefiiggések felhasznéalasaval kapjuk

1 1
— e 2p

p@mi)tle —  (2m)Up

meg:

5.2. A f6tétel és a hiba Fraser bizonyitasaban

A dolgozat {6 eredménye a f1, mérték Fourier-spektrumanak meghatarozasa p > 1 esetén,
ahol (i, a [0, 1] intervallumon vett Lebesgue-mértéknek az x +— (x, 2?) leképezés altal a

{(x,2P) : x € [0,1]} C R? gorbére vett felemeltjét jeloli.

5.2.1. Tétel ([4, 5.1. tétel]). Minden p > 1 és 6 € [0,1] esetén

dim% 1, = min {2/p+6 (1 —1/p),1}. (5.3)

Ezt az allitdst Jonathan M. Fraser mondta ki 2024-es cikkében, amelyben bevezette a
Fourier-spektrum fogalmét. Bizonyitasa soran az energiaintegralt polarkoordindtéakban
irta fel, és a tartoményt a sugar és a szog kapcsolata alapjan harom részre bontotta, majd
tartoméanyonként kivanta megmutatni az integral konvergenciajat a megfelels s értékek
esetén. A tartomanyok definidlasa soran bevezette az e(p) € (0,7/2) szoget, amelyet a

tane(p) = 1/(2p) egyenlet hataroz meg.

A szerz6 eredeti levezetésében azonban egy hiba taldlhato az r~®~1/P < |cosa| < £(p)

tartomany vizsgalatanal. A p, mérték Fourier-transzformaltjat a

1
ﬁp(z) _ / eQﬂ’ir\cosaW(x) dr (54)
0
alakban irta fel, és a '
__cosa  sina 55
¢(z) |Cosoz|x |cosoz|x (5:5)

tazisfiiggvényre szerette volna alkalmazni van der Corput lemméjat. Ehhez a derivaltra az

¢(2)] = 1 - ptane(p) = 1/2 (5.6)
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als6 becslést adta meg, amelybdl a

1
< -
|MP(Z>| ~ ’T‘| COSO[|

(5.7)

fels6 becslés szarmazott. Az (5.6) egyenl6tlenség azonban ezen a tartomanyon nem teljesiil.

Ennek belatasdhoz szamoljuk ki ¢'(z) értékét:

COS & sin «

¢ (x) = P~1 = —sgn(cosa) (1 +ptana - zP7') . (5.8)

| cos a | cos

Amikor |cosa| < e(p), akkor az a € [0,27] sz0g a w/2 és a 37/2 értékek egy kis kor-
nyezetében helyezkedik el. Ahogy r — oo, az r~®~D/? alsé korlat a 0-hoz tart, ezért o
tetszolegesen kozel keriilhet a /2 és 37/2 szogekhez. Ennek kovetkeztében a tan o fiiggvény
negativ iranyban korlatlanul nagy abszolutértéket vehet fel. Igy a kérdéses tartoméanyon
beliil létezik olyan o szog, amelyre az 1 + ptana - 2P~! = 0 egyenletnek van megoldasa
az x € (0,1] intervallumon. Ezen a ponton ¢'(z) = 0, ami azt jelenti, hogy a |¢'(x)|
fliggvény nem becsiilhetd alulrél semmilyen szigortian pozitiv konstanssal, igy van der

Corput lemmaja kozvetleniil nem alkalmazhato.

Ez a hiba érvényteleniti az eredeti cikk fenti tartomanyra vonatkozo becslését, és az érvelés
ezen a ponton nem javithato trividlis médon. Az egyenlGtlenség pontosan akkor
teljestilne, ha |[tana| < tane(p) = % allna fenn. Mivel az eredeti levezetés a fenti hiba
miatt nem tarthato, egy 4j bizonyitast adunk a fétételre a koszinuszrol tangensre valo
attéréssel. Bar az integralési tartoményok felbontasdnak alapotletét, valamint a Fraser altal
is hasznalt ZLp és r—(p=1)/p (a tangensre valtas miatt valojaban r®~Y/P) tartomanyhatérokat

megtartjuk, az integralok becslését az egyes tartoméanyokban ujra felépitjiik.

5.3. A f6tétel bizonyitasa

Ebben az alfejezetben az [5.2.11 fétételt bizonyitjuk az imént felvazolt, tangens alapu

felbontasi séma alkalmazasaval.

Bizonyitas. Irjuk fel j, Fourier-transzforméltjat egy tetszdleges z € R? vektorra, felhasz-

nalva a képmérték definicidjat:
ﬁp(z) :/ 6727”2-5 dﬂp(f) :/ 67271'1,2-(9;,117) dr.
R2 0
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Fejezziik ki p, Fourier-transzformaltjat ugy, hogy a z € R? valtozorol attériink polarkoor-
dinatakra a z = (r cos o, 7 sin a) helyettesitéssel. Ekkor a képletben szerepld skalarszorzat
2+ (x,2P) = r(zcosa + aP sin «) alakot 6lti. A révidebb irasmod kedvéért a bal oldalon a

[, (7 cos ai, 7 sin «v) helyett tovabbra is a [i,(z) jelolést hasznaljuk:

1
~ —9mi P i
[/Jp(z) :/ e 2mir(x cos a+zP sin o) dr.
0

Irjuk fel az s-dimenziés f-energiat is polarkoordinatakban, megjegyezve, hogy n = 2, és
hogy dz = rda dr:

2

(Js,e(up))”g:/w 1y (2) [0z dz:/_ors/(’-l/ 17, (2)[?? dov dr.

=0
Also becslés

ElGszor azt fogjuk bizonyitani, hogy dim% pp = sup{s > 0 : Too(n) < oo} >
min{2/p+6(1 —1/p), 1}. Ezt ugy fogjuk elérni, hogy az integralt r és « szerint tobb részre
bontjuk, és mindegyik részrél belatjuk, hogy s < min{2/p+6(1—1/p), 1} esetén konvergal.

Vegyiik észre, hogy mivel |fi,(z)| = ’fol g~ 2miz:(z,27) dx’ < fol |e—2m‘z~(:v,xp)‘ dr =1, ezért

) 2 ) T /0
/ 7"5/91/ 17,(2)[*? dov dr < 27?/ r0dr = = d? < o0,
r=0 « 0 5/0

=0
tehat elegendd az integralt egy tetszdleges (kés6bb kell6en nagynak valasztott) rg sugartol

vizsgalni.

A fennmarado, r > ry feltételnek eleget tevd tartomanyt a kdvetkezG harom részre
bontjuk: az elsé az {(a,r) € [0,27] x [ro, 00) ’ |tan o < 2%} halmaz, a maéasodik
az {(a,r) € [0,27] x [ro, 00) 2ip < |tana| < r(p_l)/p} halmaz, mig a harmadik az
{(c,r) € [0,27] x [rg,00) | r*~D/P < |tana|} halmaz. Itt kihaszndljuk, hogy ro-t kellGen
nagynak vélasztva teljesiil, hogy r > ry esetén 2Lp < r=D/P_tehat a masodik tartomany

nem fires, illetve az els6 és harmadik tartomanynak iires a metszete.

Meg fogjuk mutatni, hogy az integral az elsg tartoméanyon s < 2 esetén konvergal, a masodik
tartomanyon s < min{2/p+ 6(1 — 1/p), 1} esetén, mig a harmadikon s < 2/p+6(1 —1/p)

esetén.

30



I. Az els6 tartomany: {(a,r) € [0,27] X [rg,00) | |tan o < %p}

Becsiiljikk  feliil |u,(z)|]-t. Ehhez alkalmazzuk van der Corput lemmajat a

o(z) = —2mr(x cos o + 2P sin o) fliggvényre.
¢ (z) = —27r(cos a + paP ' sin )
Latjuk, hogy ez egy monoton fiiggvény a [0, 1] intervallumon. Most becstiljiik alulrol.
|’ (z)| = 277| cos o 4 paP ' sin o] > 277 (| cos a| — plsinal)

1
= 2mr|cos (1 — p|tan a|) > 27r| cos o (1 —p- 2—) = rm|cosal.
p

. . cos? _ _ ] 4p?
Ezen a tartomanyon 1 2 |COSO[| - \/0082 a+sin? o \/1+tan2a = \/1+ (1/2p)? 4p2+1 > 0

ezért | cos a| =~ 1. Ekkor van der Corput lemmaja szerint:

< (rmfcosal) T A

‘ﬁp(z)‘ _ /1 6727rir(:1:cosa+a:p sin ) dr
0

Vezessiik be az A, = {a € [0, 27] ‘ |[tana| < = } jelolést. Az el6z6 felsG becslést felhasznél-

va nézziik meg, hogy mely s értékek esetén konvergens az integral ebben a tartomanyban:

/ rs/0_1/ |ﬁp(z)|2/9dozdr

r=rg A

SJ/ TS/Q_I/ =29 dev drr
r=rg A

</ r(5=2/0=1 gy,
ro

Egy fcoo 2! dx alaka integral, ahol ¢ > 0, pontosan akkor konvergens, ha ¢t < —1. Ezt
felhasznalva a mi integralunk akkor konvergél, ha

s—2

7 —1< -1 <<= s<2.

Ezzel az els6 tartomanyban megmutattuk a kivant alsé becslést a dimenziéra.

II. A masodik tartomany: {(a,r) € [0,27] X [ro, 00) % < |tanal < r(p—l)/P}

Ezt a tartomanyt kettébontjuk tan a elGjele szerint.
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a) Pozitiv tangens esete: tana > 0

Ebben az esetben cos a és sin « eljele megegyezik, ezért ¢'(x) = —27r(cos a+ pxP~! sin a)
sosem lesz 0, és ahogy korabban lattuk, monoton, tehat alkalmazhatjuk megint van der

Corput lemmajat.

|’ (z)| = 27r| cos o + paP ! sin a| = 277 (| cos a| + prP~ | sina|) > 27r| cos

Ezen a tartomanyon 1 > [sina| = /"2 iflfésza ,/ﬁ > 0, ezért
tan (e

|sina| ~ 1. A kapott fels6 becslés:
R 1 _ tana N tan o

bp(2)] S

rlcosal — r|sinal T 7

Vezessiik be a B;f = {oz € [0, 27] (pfl)/p} jelolést. Az el6zo fels6 becslést

felhasznalva nézziik meg, hogy mely s értékek esetén konvergens az integral ebben a

[t [ i dadr
r=rg Bﬂ'

< / 7"5/9_1/ =% (tan )¥ da dr-.
r=r0 B

tartoméanyban:

A B integralasi tartomany az o € (arctan(%p),arctan(r(p_l)/p)) és  az
a € <7r + arctan(5- 5), ™+ arctan(r (p= 1)/7’)) intervallumokbol &ll, de az integrandus csak

tan a-tol fligg, ugyanaz lesz az integral értéke a két intervallumon, elegendd csak az

egyikiiket nézni.

du.

Legyen u = tan a. Ekkor a@ = arctan u, tehat da = HUQ

rp=1)/p r(p=1)/p

/OO 7’(5—2)/9_1/ u?/? L 5 dudr < /OO T(s_2)/9_1/ w2 du dr
r=ro u=1/(2p) 1 +u r=ro u=0

= 2/91 1 /OO 7’(872)/971 (T(pfl)/p)Q/Q—l dr ~ /oo 7,,(572)/‘971+((p*1)/p)(2/071) dr.

T0

Ez akkor konvergal, ha

-2 -1 /2
89 _1+pT(5_1) < —1 <= s<2/p+6(1—1/p),

ami pont az elérni kivant korlat.

b) Negativ tangens esete: tana < 0
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Vizsgaljuk meg az {(a,r) € [0,27] x [rg, 00)

Qip < |tana < r(p_l)/p} tartomany fennma-

rado részét, ahol negativ a szog tangensének elGjele.

Itt fi,(2) becsléséhez nem hasznalhatjuk kozvetleniil van der Corput lemméajat. A ¢'(z) =
1/(p—1)
1
ptana)

gyoke 2Lp < —tana miatt a

[0, 21/(=1] intervallumba esik, és ha tovabba Ilj < —tan«, akkor a [0, 1] intervallumba

—27r(cos a + prP~lsina) fiiggvény xo = (—

esik, tehat nem tudjuk |¢'(z)]-et semmilyen pozitiv konstanssal alulrél becsiilni az egész

tartomanyon.

Ezt a problémat ugy keriiljiik meg, hogy az xq zérushelynek vessziik egy 0 sugaru kérnyeze-
tét (ahol 0 értékét késébb valasztjuk meg). Ezen a szakaszon az ‘6"“’(‘”)| = 1 egyenlGséghdl
szarmazo trivialis fels§ becslést alkalmazzuk az integralra, majd a [0, 1] intervallum mara-

dékan, ahol ¢’ el van hatarolva 0-t6l, alkalmazzuk van der Corput lemmajat.

Legyen A = [0, 1]\ [xo—9, zo+9] és B = [x0—0, 29+0] N[0, 1]. Attol fliggden, hogy o € [0, 1]
vagy sem, illetve hogy 1 < g + 6, azaz [xo — d, zo + §] kilog-e a [0, 1] intervallumbol, az A

halmaz egy vagy két intervallum unidja. Adjuk meg |¢'(z)| also becslését az A halmazon.

Vegyiik észre, hogy mivel 2o # 0, p > 1 és sina # 0, ezért ¢’ (x) = —2mrp(p — 1)2P 2 sina
nem 0 az xg helyen. A folytonossag miatt létezik olyan £ > 0 szam, amelyre minden
T € [y — e, w0 + €] esetén |¢” ()| > 1|¢"(0)]. A § paramétert ugy fogjuk megvalasztani,

hogy § < ¢ teljesiiljon. Mivel ¢” elGjele ezen a szakaszon allando, a Newton—Leibniz-formula

/z0+5 S dt‘

o

alapjan felirhatjuk:

| (w0 + 0)| = [ (w0 + ) — @' (wo)| =

10""5 /! m0+6 1 1 5 /! /!
= [l [ S e = Gl )| ~ 8zl

o xo
Mivel ¢' monoton, ezért x > o + § esetén |¢'(z)| > |¢'(xo + 0)| 2 6|¢" (z0)|. Hasonloan
belathato, hogy |¢'(xg — 0)| 2 d|¢”(x0)], amibsl a monotonitas miatt kovetkezik, hogy
r < xo— 0 esetén is |/ (x)| > |¢'(xg — )| 2 0" (z0)].

Az A halmaz egy vagy két intervallumbol all, alkalmazhatjuk ra intervallumonként van der
Corput lemmajat, ezért az el6zGek alapjan az A halmazon adodik, hogy ’ J 1 @) dg| <
m, mig a B halmazon |fB ¥ (@) dx| < [ ‘ei“’(‘”){ dr = |B| < 20 ~ ¢. A két becslést

0sszegezve: .
Up(2)| S ——— + 0.
IS St
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Ez a becslés akkor a legélesebb, ha a fenti 6sszeg minimalis, ami § = ———— esetén
teljesiil. Ahhoz, hogy ez a valasztés jogos legyen, biztositanunk kell a korabban megkovetelt
§ < e feltételt. Vizsgaljuk meg ¢ aszimptotikajat. A tartomanyon — tan a < r®~1/P miatt
To = (— L )1/(p1) > <+> ey ~ r~ /P és ahogy korabban lattuk, |sina| ~ 1.

ptan prp=1)/p

e Ha p > 2, akkor:

! < ! ~ P
\/27rrp — 1)2b7?| sin \/27rrp — 1) (r=/7)""? | sin
e Ha 1 < p <2, akkor (mivel g < 1ésp—2<0, igy x§_2 >1):
1 1 -1/2

=7r

\/27r7"p(p — 1)zb7?|sin a| \/27”70 — 1)[sina

Lathato, hogy a fenti, d-ra adott fels6 korlatok nem fliggenek a-t6l. Ennek koszénhetGen
r — oo esetén d egyenletesen tart 0-hoz az « véltozora nézve, azaz megadhatunk egyetlen
olyan ry sugarat, amely r > rg esetén az integrélasi tartomany minden széba jové a szogére

garantalja a ¢ < e tulajdonsagot.

Az eddigiek alapjan megmutattuk, hogy a kérdéses tartomanyon, felhasznalva, hogy

1" P—2 o , 1 1/(p-1) )
O"(z) = =2mrp(p — 1)aP?sin« és xy = <_M> , illetve azt, hogy |sinal ~ 1:
1
p(2)] S ———
| (o)
. 1
(r=2)/(p—1)
\/27TTp(p - 1) <_pt;na> |SiI10[|

1
"~ /r[tana @-2/G-1)

Vezessiik be a B, = {a € [0, 27] —tana < r=Y /p} jelolést. Helyettesitsiik be az

el6z6 fels6 becslést az energiaintegral ezen tartomanyra esé részébe:

rs/e_l/ \ﬁp(z)\Q/edadr
r=rp r

</oo 745/0—1\/ (T_1/2|tana|(p_2)/(2(1’_1)))2/9 dev dr
T=TQ .

T (s-1/6-1 ol
rs | tan | @=% dov dr.
r=rg r
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A B integralasi tartomany az a € <7r — arctan(r®~Y/?) 7 — arctan (2%)) és az a €
(2% — arctan(r®=Y/?) 27 — arctan (2%)) intervallumokbol all. Mivel azonban az integ-
randus csak |tan al-tol fligg, az integral értéke mindkét intervallumon megegyezik, igy
elegendd csak az egyiket vizsgalni. S6t, szimmetriaokokbdl kényelmesebb, ha az integréalas-

hoz attériink a pozitiv tangensi alakra.

Legyen u = tan a. Ekkor o = arctan u, tehat da = du. Ezt alkalmazva és a —— < =

1+ 14u? +
becslést ismét kihasznalvas:

. re=1)/p o2 1
/ T(s—l)/@—l/ w100 5 dudr
o u=1/(2p) Lt u

00 r(p—1)/p Ly
S/ 7“(5_1)/9_1/ w72 dy dr.
r=ro u=1/(2p)

A tovabbiakban hérom esetet vizsgalunk a ﬁ — 2 kitevé értéke alapjan.

1. eset: Ha =55 1)9 — 2 = —1 (ami ekvivalens azzal, hogy 1 =2/p+ 6(1 — 1/p)), akkor

00 r(p=1)/p
/ pls=D/0-1 / wt dudr
r=ro u=1/(2p)

= /oo ps= /01 (] (r(p’l)/p) —In 1 dr
ro 2p

o~ / P01 1 - dpe.

T0

Mivel a logaritmusfiiggvény aszimptotikusan lassabban né barmely pozitiv kitev6jd hat-
vanyfiiggvénynél, a konvergenciat kizarélag a hatvanykitevs hatarozza meg. Az integral
tehat pontosan akkor konvergal, ha:

s—1

—1< -1 < s < 1.

2. eset: Ha ¢f ) — 2 < —1 (ami ekvivalens azzal, hogy 1 < 2/p+ 6(1 —1/p)), akkor az

integralas elvegzese utan a kapott Tl konstans szorzé negativ lesz. Igy fels becslést
p—1)0

ad, ha a fels¢ hatéar behelyettesitésebol szarmaz6 negativ tagot elhagyjuk:

p=2 4
00 1 p—=2 _ 1 (p—1)0
/ p(s=1)/6— 1—p - N (r(p—l)/p> oo L _ (2_) dr
o =y P
00 1 1 (p_12)0_1
s—1)/0-1__ -
T0 (p—1)0 P

%/ ps=D/6=1 gy
ro
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Az integral akkor konvergél, ha

s—1
7 1<-1 <+ s<1
3. eset: Ha 1)9 — 2 > —1 (ami ekvivalens azzal, hogy 1 > 2/p + 60(1 — 1/p)), akkor a
— — konstans szorz6 pozitiv. Ebben az esetben tugy kapunk fels§ becslést, ha az also

(p—1)0
hatéar behelyettesitésébdl szarmazo, kivonando (negativ elGjelid) tagot hagyjuk el:

o0 — P_7*2 1
7”(5 1)/6-1 ; (r(p‘ 1)/?) ﬁ 1 1 (p=1)0 .
=2 —1 2 (
ro (p 1)60 1%

< [ i1 R
ro (CEA
p—1

z/oor(s D/0-1+ 221 (=55 -1) g,
0

Ez az integral akkor konvergal, ha

s—1 p—l(p—Z )
-1+ -1 <-1 <= s<2/p+6(1-—1/p).
7 b \ =10 /p+06(1—1/p)

oy < tana < r(pfl)/p} tarto-

méanyban az energiaintegral s < min{2/p + 6(1 — 1/p), 1} esetén konvergens.

Az eseteket 6sszefoglalva megmutattuk, hogy az {(a, T) ‘ L <

III. A harmadik tartomany: {(a,7) € [0,27] x [rg, 00) | r®V/P <|tanal}
Vizsgaljuk meg a harmadik tartomanyt.

Ezen a tartomanyon is van der Corput lemmaéjat fogjuk hasznélni. Szamoljuk ki ehhez ¢
derivaltjat:

1
|tanal |

|/ (z)] = 277| cos a + paP ! sin o > 27r|sina [prP ! —

Ebben a tartomanyban < r~(P=D/P tehat amikor az x valtozo 0 kornyékén van, a

|tan |
fenti als6 becslésiink felveszi a 0-t, ezért nem tudjuk |¢'|-t az egész [0, 1] intervallumon
alulrol becsiilni. Az intervallumot két részre bontjuk, [0, d]-ra és [d, 1]-re, az el6bbi szakaszon
alkalmazzuk az |ei‘f’($)‘ = 1 egyenlGséghdl szarmazoé trividlis fels6 becslést, és az utébbin

van der Corput lemméjat hasznaljuk.

Legyen 0 = (2/p)Y/®=Up=1/P ~ p=1/P_ Ekkor ha = > 6, akkor pzP~! > 2r=(=D/p A

tartomanyok definialasakor rg-t kell6en nagynak valasztottuk meg, hogy a tartomanyok ne
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l6gjanak egymésba, ezért | tan a| > r®=1/P > 2ip, és ekkor az el6z6 tartomanyhoz hasonloan

sin a| ~ 1. Ezt felhasznalva, illetve azt, hogy —— < r~®=1/P 4[5, 1] tartoméanyon |’ (x
| tan o ¥

alsé becslése:

|/ ()| > 27r|sinal |pa?P ™t — > 2mrr| sin afr~ VP & /P,

| tan o

A trivialis becslésbdl [0, 6]-n és van der Corput lemmajabol [0, 1]-en a kovetkezd felss
becslés adodik |fi,(z)|-re:
() S 57 e

Miel6tt ezt a  fels6 becslést  behelyettesitjik az  energiaintegrdlba, a
C, = {acl0,2n]|r®P VP <|tana|} integralasi tartomany mértékét is feliil-

6] becsiiljiik.

A tangens fliggvény szimmetridjat kihasznalva négy hasonlé részre bonthatjuk, az o €
(arctan (r®=V/?) ) az o € (2,7 — arctan (r®V/?)) az a € (7 + arctan (r®=D/P) 35

és az o € (37“, 21 — arctan (r(p_l)/ p)) intervallumokra. Mindegyik intervallum hossza
g — arctan (r(p_l)/p) = arccot (r(p_l)/p) = arctan (r_(p_l)/p) .
Felhasznéalva, hogy arctan(f) = foe 1J+t2 dt < foe 1dt = 6 minden 6 > 0-ra:

|C,| = 4arctan (r_(p_l)/p) < =D/,

Helyettesitsiik be a kapott fels6 becsléseket az energiaintegrél ezen tartomanyra esé részébe:

[t [ P dads

=ro Cr

5/00 ?,,5/9—1/ (r—l/p>2/9 dav dr
T=Tro r

< /OO ps/0=1p—(=1)/p (7;1/p)2/9 dr

~
To

_ / s/ (0= )2/ (00) .

ro
Ez az integréal akkor konvergal, ha
s p—1 2
-l =< -1 = <2 0(1—1/p).
7 i s <2/p+0(1-1/p)
Ezzel megmutattuk mindharom tartoméanyon, hogy az energiaintegral s < min{2/p+6(1 —

1/p), 1} esetén konvergens, azaz dim$ 1, > min{2/p + 6(1 — 1/p), 1}.
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Fels6 becslés
Most azt fogjuk bizonyitani, hogy dim% pp =sup{s > 0: Jso(p) < oo} <min{2/p+6(1—
1/p), 1}. El6szor vegytik észre, hogy

dim$ 1, < dimg 1, = dimg g, < dimg(supp(p,)) < dimg ([0, 1]) = 1,

a[d1.6l,[3.1.4, 3.1.5 és[I.1.5] allitasok alapjan. Az utols6 egyenlStlenség azért teljesiil,

mert az x — (z, 2P) leképezés a [0, 1] intervallumon Lipschitz-folytonos.

Ezért elegendd azt megmutatnunk, hogy dimé p, < 2/p + 6(1 — 1/p). Ezt ugy fogjuk

elérni, hogy az integrélasi tartomany egy megfelel§ részén megmutatjuk az energiaintegral

divergenciajat minden s > 2/p + 6(1 — 1/p) esetén.

Legyen a vizsgalt tartoméany {(a, T) ‘ r> Ry, § — er~ /P <o < %}, ahol Ry és ¢ > 0
kés6bb megvalasztando konstansok. Valasszuk R, értékét elég nagynak ahhoz, hogy minden
r > Ry esetén 7 — cr—(P=H/p > 7 legyen. Megjegyezziik, hogy ekkor \/75 <sina < 1, tehat

sina ~ 1 a tartomanyon.

Alkalmazzuk az u = /P helyettesitést a Fourier-transzformalt integraljaban:

1 ri/p
~ —omi P gi - —omi(urP—1)/p P si
/Lp(2> —_ / e 2mir(z cos ataP sin a) dr =r 1/p/ e 2mi(ur cos a+uP sin a) du.
0 0

Vezesstik be a ®(u) jelolést a fazisfiiggvényre az u valtozoban:

®(u) = =27 (ur® VP cos a + uP sin ).

Célunk megmutatni, hogy ha megfelel6en valasztjuk a tartomanyt definialé Ry és c

1/ .
konstansokat, akkor for " ei®@) du) egy szigoruan pozitiv konstans koriil marad, azaz

Tl/P iP(u 1 o ~ —
fo et )du) ~ 1, amibél |11, (2)| ~ r=1/P.

RV
Azt allitjuk, hogy kellGen kicsi ¢ és kell6en nagy R, valasztasa esetén, fo 7P i) dy tetszo-
legesen kozel keriil az fooo e~ 2" dqy értékhez, az {(a, ) | r> Ry, 5 — er— P D/p < o < %}
tartomany barmelyik (o, r) parjara. Az[5.1.2| lemma alapjan tudjuk, hogy [ e ™" du
értéke egy V, # 0 komplex konstans.

A fenti kiilonbség feliilbecsléséhez kettébontjuk az integralasi tartomanyt egy 0 < M < r'/P

pontnal (amelynek pontos értékét késébb rogzitjiik). Erre a vagasra azért van sziikségiink,
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mert az M-nél nagyobb értékekre (a farokrészen) van der Corput lemmajanak segitségével
tudjuk feliilrél becsiilni az integralokat, mig a kompakt [0, M| szakaszon koézvetleniil

vizsgalhatjuk a két integrandus kiilonbségét. A haromszog-egyenlGtlenséget alkalmazva

[e’e) ri/p
/ 67271'wp du — / BZCIJ(u) du
0 0
M M r1/p o
P ) ) o b
/ e 2miu du — / ez@(u) du / ez@(u) du / e 2miu du
0 0 M M

Pl . .
Adjuk meg az ‘ ) Ml " ei®@) du) integral felsd becslését van der Corput lemmaja segitségével.

kapjuk:

< +

i

Ehhez vegyiik észre, hogy
' (u) = —27(r® VP cosa 4 puP~ ' sina)

monoton, illetve a valasztott tartomanyunkban 0 < o < 7 miatt sina > 0 és cosa > 0,

ezért |®'(u)| alsé becslése az [M, r'/?] intervallumon:
@' (u)| = 27 (r®PV/P cos o + puP~Lsin @) > 2mpuP~sina > 2rpMPsina &~ MPL

Van der Corput lemméjabol adodik, hogy

ri/p
/ €2<I>(u) du
M

azaz kaptunk egy kizarolag M-t6l fliggs felsé becslést, ami 0-hoz tart, ahogy M — oo,

< 1
~Y Mp_l Y

hiszen p > 1.

. oo ! . , ~ . oo 1 2, 2
Mivel az e~ 2™ day integral konvergens, ezért limy oo [1r € 2" du = 0. Ezért valaszt-
0 , M

RV o .
hatunk kell6en nagy M konstanst, amelyre ‘ / Ml " eit) du‘ < % és { i) Iy R T %.

A fennmarado hibatag felss becslése elstt jegyezziik meg, hogy az x — e fiiggvény 1-es
konstanssal Lipschitz-folytonos, azaz |e*® — €| < |z — y|. Tovabba a vizsgalt tartomanyon
a trigonometrikus fiiggvényekre ¢t > 0 esetén felirhato a sint < ¢ és cost > 1 — t2/2

egyenléStlenségekbdl adododan:

cos a < cos (g — cr_(p_l)/p> = sin (cr~@7V/P) < opm 07 V/P,
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illetve

—(p-1)/p)?
cr
sin v > sin (g - cr_(p_l)/p) = cos8 (cr_(p_l)/p) >1— u

- 2
Ezeket figyelembe véve és a haromszog-egyenlStlenséget alkalmazva:
/ e—?mu” du — / ez@(u) du
0 0
M . .
< / |672muf’ . el‘b(’u)‘ du
0
M
g/ |—2muP — ®(u)| du
0
M
= 27r/ ’ (ur(pfl)/p cos o + u” sin a) — up‘ du
0
M M
< 27r/ ur® /P cos v du + 27r/ uP(1 — sin ) du
0 0
c f(pfl)/p)Q

IN

du
2

M M ( ,
27T/ ur®=D/p (cr_(p_l)/p) du+27r/ u?
0 0
M M2
< 27T/ ucdu + 27T/ upERO_Q(p_l)/p du
0 0

p+1
=aM?%c+ 7

2 p—2(p—1)/p
R )
pr1c o

Valasszuk a ¢ konstanst olyannak, hogy wM?c < %, majd valasszuk az Ry konstanst

MP+1C2R—2(p—1)/p < Vol

prl T 0 8

olyannak, hogy m .

Osszefoglalva a korabbi becsléseket, belattuk, hogy a hibara teljesiil

[e’e) rli/p
/ 6—27r1up du — / ez@(u) du
0 0

amibdl a forditott haromszog-egyenlGtlenség alapjan adodik, hogy

ri/p
/ 61<I>(u) du
0

e
tehat a vizsgalt tartomanyon valéban ‘ IN " i) du‘ ~ 1.

%l
_27

_ 3%l

Wl |
- 2

5 =

Ezt az eredményt visszahelyettesitve |i,(z)| képletébe, megkapjuk a kivant aszimptotikat:
Tip(2)| = P,
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Helyettesitsiik be a kapott becslést az energiaintegral ezen tartoméanyra esé részébe:

00 w/2
[ ()2 dav dr
r=Ro a=m/2—cr=(P=1/p

oo /2
z/ 7”3/91/ (Tq/p)?/@ dadr
r=Ryg a=m/2—cr=(P=1/p
N R R A R T
= T (cr ) (7" ) dr
Ro
~ / 5010 1) /p=2/4) g
Ro

Ez az integral pontosan akkor divergal, ha a kitevé nagyobb vagy egyenld, mint —1, azaz

ha
S p—1 2
-1l - — > -1 > 9 0(1 -1 .
7 P =  s>2/p+0( /p)

Megmutattuk tehat, hogy az energiaintegral s > 2/p + 0(1 — 1/p) esetén divergens, azaz
dimf 1, < 2/p+0(1 = 1/p).

Ezt 6sszevetve a trividlis dim% < 1 fels6 korlattal, valamint a korabban igazolt dim% p >

min{2/p + (1 — 1/p), 1} als6 becsléssel, a bizonyitast befejeztiik. Ezzel igazoltuk, hogy:

dim 1, = min {2/p + 6(1 — 1/p), 1} .
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