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Köszönetnyilvánítás

Szeretném megköszönni témavezetőmnek, Buczolich Zoltánnak a szakdolgozatom elké-
szítéséhez nyújtott segítséget. Külön köszönöm, hogy a határidő közeledtével, számos
elfoglaltsága mellett is időt szakított rám, és munkámat mindig gyorsan és precízen
véleményezte.
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Bevezetés

A klasszikus euklideszi geometria és a differenciálgeometria jellemzően olyan objektumokat
vizsgál, amelyeket jól leír a megszokott, egész értékű topológiai dimenzió. Azonban a
19. században egyre többször jelentek meg olyan patologikusnak tűnő objektumok, mint
például a Weierstrass-függvény vagy a Cantor-halmaz, amelyek szerkezete skálafüggetlenül
összetett. Ezen különleges alakzatok megkülönböztetésére az eddigi dimenziófogalmak
túl durvának bizonyultak. Ez a felismerés hozta létre a fraktálgeometriát és a geometri-
kus mértékelméletet, amelyek ilyen halmazok jellemzésével foglalkoznak, többek között
általánosabb, nem feltétlenül egész értéket felvevő dimenziófogalmak segítségével.

A dolgozat a Hausdorff-dimenzió bemutatásával kezdődik, amely az egyik legkorábbi és
legelterjedtebb eszköz a fraktálok vizsgálatában. Ez a fogalom alapvetően geometriai ter-
mészetű, hiszen fedéseken alapul, viszont a potenciálelmélet egy eszköze, az energiaintegrál
segítségével analitikus jellemzés is adható rá.

Ez az analitikus megközelítés teret nyit a harmonikus analízis eszköztára előtt, hiszen az
energiaintegrál kifejezhető a mérték Fourier-transzformáltjával is. Ez a kapcsolat rávilágít
arra, hogy a halmazok dimenziója szorosan összefügg a rajtuk értelmezett mértékek Fourier-
transzformáltjának lecsengésével. Ezen aszimptotikus viselkedés vizsgálatával természetes
módon definiálható a Szoboljev-dimenzió és a Fourier-dimenzió.

Így jutunk el a dolgozat központi fogalmához, a Jonathan M. Fraser által bevezetett
Fourier-spektrumhoz. Ahogy Fraser is rámutat cikkének bevezetőjében [4], míg a Hausdorff-
dimenzió alapvetően geometriai jellemző, a Fourier-dimenzió egy olyan analitikus fogalom,
amely érzékeny olyan tulajdonságokra, mint az aritmetikai rezonancia vagy a görbület.
A Fourier-spektrum egy olyan dimenziócsalád, amely interpolál ezen dimenziófogalmak
között, több információt feltárva, mint a két fogalom különálló vizsgálata. Alkalmazható a
mértékelméletben és az additív kombinatorikában felmerülő halmazösszeg-típusú problé-
mákban, konvolúciók és távolsághalmazok dimenziójának becslésére. Ezért ez a fogalom a
modern fraktálgeometriai dimenzió-interpolációs kutatási programba illeszkedik.

A szakdolgozat fő eredménye az utolsó fejezetben található, ahol mutatunk egy konkrét
példát egy mérték Fourier-spektrumára. A példa Fraser imént hivatkozott cikkéből szár-
mazik, viszont az eredeti levezetésben található egy hiba. Erre a problémára rámutatunk,
majd egy új bizonyítást adunk az állításra.
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Jelölések, konvenciók

A dolgozat során gyakran előfordul, hogy bizonyos integráloknak nem a pontos értéke,
hanem kizárólag a konvergenciája érdekel minket, amin egy pozitív konstans szorzó nem
változtat. Az A ≲ B jelölés azt jelenti, hogy létezik olyan c > 0 konstans, amelyre A ≤ cB.
A hagyományos relációs jelekhez hasonlóan A ≳ B azt jelenti, hogy B ≲ A, illetve A ≈ B

azt jelenti, hogy A ≲ B és B ≲ A.

A dolgozat során definiált dimenziófogalmaktól elvárjuk, hogy nemnegatív értéket vegyenek
fel, ezért bevezetjük a sup ∅ = 0 konvenciót.
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1. fejezet

Geometriai mértékelméleti alapok

Ebben a fejezetben bevezetjük a Hausdorff-dimenziót, amely az egyik legkorábbi és talán
leggyakrabban használt dimenziófogalom a nem egész dimenziójú halmazok vizsgálatában.
Az első alfejezetben megadjuk a definícióját és bemutatjuk néhány alapvető tulajdonsá-
gát, majd a második alfejezetben rátérünk egy analitikus jellemzésére az energiaintegrál
segítségével.

1.1. A Hausdorff-dimenzió és tulajdonságai

Először vezessünk be egy s-dimenziós mértékfogalmat, amely a dimenziófogalmunk alapjául
szolgál.

1.1.1. Definíció (Hausdorff-mérték, [1, 2.1. fejezet]). Legyen F ⊂ Rn és s ≥ 0.
Bármely δ > 0 esetén vezessük be a következő mennyiséget:

Hs
δ(F ) = inf

{
∞∑
i=1

|Ui|s
∣∣∣∣∣ F ⊂

∞⋃
i=1

Ui, |Ui| ≤ δ

}
, (1.1)

ahol |Ui| az Ui halmaz átmérőjét jelöli. Az F halmaz s-dimenziós Hausdorff-mértékét ekkor
a következő határérték definiálja:

Hs(F ) = lim
δ→0+

Hs
δ(F ). (1.2)

5



Az s-dimenziós elnevezést az alábbi skálázási tulajdonság alapozza meg:

1.1.2. Állítás (Skálázási tulajdonság, [1, 2.1. fejezet]). Legyen F ⊂ Rn és λ > 0.
Ekkor

Hs(λF ) = λsHs(F ). (1.3)

Bizonyítás. Legyen δ > 0, és jelölje {Ui}∞i=1 az F halmaz egy tetszőleges δ-fedését. Vegyük
észre, hogy az U 7→ λU megfeleltetés egy bijekció az F halmaz δ-fedései és a λF halmaz λδ-
fedései között, ezért a

∑∞
i=1 |λUi|s = λs

∑∞
i=1 |Ui|s egyenlőség miatt Hs

λδ(λF ) = λsHs
δ(F ).

A δ → 0+ határátmenetet véve Hs(λF ) = λsHs(F ). □

Nem nehéz megmutatni, hogy a Hs Hausdorff-mérték metrikus külső mérték. Carathéodory
tételéből ekkor következik, hogy minden Borel-halmaz Hs-mérhető, tehát Hs megszorítása
a Borel-halmazokra mérték. [3, 2.10. fejezet]

Ha egy adott F halmaz Hausdorff-mértékét vizsgáljuk s függvényében, akkor egy ugrást
láthatunk ∞ és 0 között, amelyet a következő állítás fogalmaz meg.

1.1.3. Állítás ([1, 2.2. fejezet]). Legyen F ⊂ Rn és s ≥ 0.

(i) Ha Hs(F ) < ∞, akkor minden t > s esetén Ht(F ) = 0.

(ii) Ha Hs(F ) > 0, akkor minden t < s esetén Ht(F ) = ∞.

Bizonyítás. Legyen δ > 0, és jelölje {Ui}∞i=1 az F halmaz egy tetszőleges δ-fedését.

(i) Tegyük fel, hogy t > s. Ekkor minden fedőhalmazra felírható az alábbi becslés:

|Ui|t = |Ui|t−s|Ui|s ≤ δt−s|Ui|s.

Összegezve ezt minden i-re, majd véve az infimumot az összes lehetséges δ-fedésre, a
közelítő mértékekre a következőt kapjuk:

Ht
δ(F ) ≤ δt−sHs

δ(F ).

Mivel t − s > 0, ezért δ → 0+ esetén δt−s → 0. A feltétel szerint Hs(F ) < ∞, emiatt
Hs

δ(F ) felülről korlátos kellően kicsi δ esetén. A limeszt véve adódik, hogy Ht(F ) = 0.
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(ii) Tegyük fel, hogy t < s. A korábbiakhoz hasonlóan bontsuk fel a kitevőt:

|Ui|s = |Ui|s−t|Ui|t ≤ δs−t|Ui|t.

Ha mindkét oldalt i szerint összegezzük, majd az infimumot vesszük összes lehetséges
δ-fedésre, akkor a

Hs
δ(F ) ≤ δs−tHt

δ(F )

egyenlőtlenséget kapjuk. Mivel s − t > 0, ezért δs−t → 0, ha δ → 0+. A feltétel szerint
Hs(F ) > 0, tehát a bal oldal egy szigorúan pozitív értékhez, vagy végtelenhez tart. Az
egyenlőtlenség csak akkor maradhat fenn a δ → 0+ határátmenet során, ha a jobb oldalon
a másik tényező végtelenbe tart, azaz limδ→0+ Ht

δ(F ) = ∞, amiből Ht(F ) = ∞. □

A fenti állításból következik, hogy egy adott F halmazra Hs(F ) monoton csökkenő s-ben,
ráadásul létezik egyetlen olyan kritikus érték, ahol a mérték a ∞-ből a 0-ba ugrik. Ezen
a ponton kívül mindenhol az értéke vagy 0, vagy ∞. Ezt a kritikus értéket nevezzük a
halmaz dimenziójának.

1.1.4. Definíció (Hausdorff-dimenzió, [1, 2.2. fejezet]). Egy F ⊂ Rn halmaz
Hausdorff-dimenziója:

dimH F = inf{s ≥ 0 : Hs(F ) = 0} = sup{s ≥ 0 : Hs(F ) = ∞}. (1.4)

A Hausdorff-dimenzió kiszámítása során egy hasznos tulajdonság, hogy a dimenzió nem
nőhet meg egy Lipschitz-folytonos leképezés hatására.

1.1.5. Állítás ([1, 2.4. következmény]). Legyen F ⊂ Rn, és tegyük fel, hogy az
f : F → Rm függvény egy Lipschitz-folytonos leképezés. Ekkor

dimH f(F ) ≤ dimH F. (1.5)

Bizonyítás. Legyen f Lipschitz-folytonos C Lipschitz-konstanssal, azaz |f(x)− f(y)| ≤
C|x − y|. Legyen δ > 0, és jelölje {Ui}∞i=1 az F halmaz egy tetszőleges δ-fedését. Ekkor
az |f(F ∩ Ui)| ≤ C|F ∩ Ui| ≤ C|Ui| ≤ Cδ egyenlőtlenség miatt {f(F ∩ Ui)}∞i=1 az f(F )

halmaznak egy Cδ fedése, amiből Hs
Cδ (f(F )) ≤ CsHs

δ(F ). Ahogy δ → 0+, megkapjuk a∑∞
i=1 |f(F ∩ Ui)|s ≤ Cs

∑∞
i=1 |Ui|s egyenlőtlenség miatt, hogy Hs (f(F )) ≤ CsHs(F ). Ha

s > dimH F , akkor Hs(F ) = 0, és ezért Hs (f(F )) = 0, azaz dimH f(F ) ≤ dimH F . □
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Egy halmaz Hausdorff-dimenziójának meghatározása ritkán történik közvetlenül a definíció
alapján. Általában egyszerűbb a dimenziót felülről becsülni, hiszen ehhez elegendő egyetlen
olyan fedéssorozatot mutatnunk, amelyre a közelítő mérték egy közös felső korlát alatt
marad, miközben a fedések maximális átmérője a 0-hoz tart. Az alsó becsléshez ugyanakkor
az összes lehetséges fedést vizsgálnunk kell, amihez kifinomultabb módszerekre van szükség.
Erre egy gyakori eszköz az alábbiakban bemutatott tömegszétosztási elv.

1.1.6. Definíció (Tömegeloszlás, [1, 1.3. fejezet]). A µ Borel-reguláris mérték egy
tömegeloszlás F -en, ha supp(µ) ⊆ F és 0 < µ(F ) < ∞. Ezen mértékek halmazát jelölje
M(F ).

1.1.7. Tétel (Tömegszétosztási elv, [1, 4.1. fejezet]). Legyen µ egy tömegeloszlás az
F ⊂ Rn halmazon. Ha létezik olyan c > 0 konstans, amelyre minden B(x, r) gömbre
µ(B(x, r)) ≤ crs teljesül, akkor Hs(F ) ≥ µ(F )/c. Speciálisan s ≤ dimH F .

Bizonyítás. Legyen δ > 0, és jelölje {Ui}∞i=1 az F halmaz egy tetszőleges δ-fedését.
Minden U halmaz tetszőleges u ∈ U pontja körül befoglalható egy |U | sugarú gömbbe,
ezért µ(U) ≤ µ(B(u, |U |)) ≤ c|U |s. Ekkor

µ(F ) ≤ µ

(
∞⋃
i=1

Ui

)
≤

∞∑
i=1

µ(Ui) ≤ c
∞∑
i=1

|Ui|s.

Az infimumot véve az összes δ-fedésre megkapjuk, hogy Hs
δ(F ) ≥ µ(F )/c, tehát Hs(F ) ≥

µ(F )/c. Mivel µ(F ) > 0, ezért dimH F ≥ s. □

1.2. A Frostman-lemma és az energiaintegrál

A tömegszétosztási elv egy hasznos elégséges feltételt ad a dimenzió alulról történő
becslésére. Felmerül a kérdés, hogy ez a feltétel szükséges is-e. A Frostman-lemma Borel-
halmazokra megadja ennek a tulajdonságnak egyfajta megfordítását: garantálja, hogy
minden, a dimenzió értékénél kisebb s paraméterhez létezik megfelelő tömegeloszlás.

1.2.1. Tétel (Frostman-lemma, [8, 8.8. tétel]). Legyen F ⊂ Rn egy Borel-halmaz.
Ha s < dimH F , akkor létezik olyan µ tömegeloszlás F -en és c > 0 konstans, amelyre
µ(B(x, r)) ≤ crs minden B(x, r) gömbre teljesül.
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A Frostman-lemmát megfogalmazhatjuk az s-dimenziós energia nyelvén is. Ezt az átírást
azért érdemes megtenni, mert az integrálok kezelésére számos analízisbeli eszköz áll
rendelkezésünkre.

1.2.2. Definíció (s-dimenziós energia, [9, 2.5. fejezet]). Legyen µ egy tömegeloszlás
Rn-en. A µ mérték s-dimenziós energiáját a következő integrál adja meg:

Is(µ) =

∫∫
Rn×Rn

1

|x− y|s
dµ(y) dµ(x). (1.6)

1.2.3. Állítás ([9, 2.8. tétel]). Legyen F ⊂ Rn egy Borel-halmaz. Ekkor a Hausdorff-
dimenziója

dimH F = sup{s ≥ 0 | ∃µ ∈ M(F ) : Is(µ) < ∞}. (1.7)

Bizonyítás. [[9, 2.5. fejezet] alapján] Először lássuk be, hogy ha egy µ ∈ M(F ) tömegel-
oszlásra és s ≥ 0 nemnegatív számra Is(µ) < ∞ teljesül, akkor létezik olyan ν ∈ M(F ) és
c > 0 konstans, amelyek teljesítik az 1.1.7. tömegszétosztási elv ν(B(x, r)) ≤ crs feltételét,
amiből következik, hogy s ≤ dimH F .

Mivel Is(µ) =
∫∫

Rn×Rn
1

|x−y|s dµ(y) dµ(x) < ∞, ezért a belső
∫
Rn

1
|x−y|s dµ(y) integrál µ-

majdnem minden x-re konvergens. Ezért választhatunk egy kellően nagy M > 0 konstanst,
amire az FM =

{
x ∈ F

∣∣∣ ∫F 1
|x−y|sdµ(y) ≤ M

}
halmaz pozitív mértékű. Legyen ν a µ

mérték FM -re vett megszorítása, azaz ν(A) = µ(A ∩ FM). Ekkor ν ∈ M(F ). Bármely
x ∈ FM és r > 0 esetén

ν(B(x, r))

rs
≤
∫
B(x,r)

1

|x− y|s
dν(y) ≤

∫
F

1

|x− y|s
dµ(y) ≤ M,

amiből ν(B(x, r)) ≤ Mrs adódik. Általánosan z ∈ Rn-re, ha B(z, r) ∩ FM = ∅, akkor
ν(B(z, r)) = 0 és a becslés triviálisan teljesül, és ha létezik x ∈ B(z, r) ∩ FM , akkor a
háromszög-egyenlőtlenségből és a korábbi becslésből ν(B(z, r)) ≤ ν(B(x, 2r)) ≤ M(2r)s =

M2srs, azaz teljesül a Frostman-feltétel c = M2s-re.

Most lássuk be, hogy ha µ ∈ M(F ) kielégíti a µ(B(x, r)) ≤ crs Frostman-feltételt, akkor
It(µ) véges minden 0 < t < s paraméterre. Legyen D = |F | az F halmaz átmérője:
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It(µ) =

∫
Rn

(∫
Rn

|x− y|−t dµ(y)

)
dµ(x)

=

∫
Rn

(∫
Rn

(∫ ∞

|x−y|
tr−t−1 dr

)
dµ(y)

)
dµ(x)

=

∫
Rn

(∫ ∞

0

(∫
{y∈Rn:|x−y|<r}

dµ(y)

)
tr−t−1 dr

)
dµ(x)

=

∫
Rn

(
t

∫ ∞

0

µ(B(x, r))

rt+1
dr

)
dµ(x)

= t

∫
Rn

(∫ D

0

µ(B(x, r))

rt+1
dr +

∫ ∞

D

µ(B(x, r))

rt+1
dr

)
dµ(x)

≤ t

∫
Rn

(∫ D

0

crs

rt+1
dr +

∫ ∞

D

µ(Rn)

rt+1
dr

)
dµ(x)

= tµ(Rn)

[
c

∫ D

0

rs−t−1 dr + µ(Rn)

∫ ∞

D

r−t−1 dr

]
< ∞.

□
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2. fejezet

Fourier-analitikus módszerek

Ennek a fejezetnek a fő eredménye, hogy az előző fejezetben definiált s-dimenziós energiát át-
fogalmazzuk a mérték Fourier-transzformáltjának segítségével, teret adva Fourier-analitikus
eszközök használatának. Ehhez először áttekintünk néhány alapvető fogalmat és eszközt a
Fourier-analízisből, majd ezek segítségével felírjuk az energiaintegrál Fourier-alakját.

2.1. A Fourier-transzformáció néhány alaptétele

Az alábbiakban definiáljuk az L1 függvények Fourier-transzformáltját. Érdemes megje-
gyezni, hogy a Fourier-transzformáció valójában a függvények egy szélesebb családjára is
kiterjeszthető, de erre nem térünk ki ebben a dolgozatban.

2.1.1. Definíció (L1 függvény Fourier-transzformáltja, [7, 2.2.8. definíció]).

Legyen f ∈ L1(Rn) tetszőleges integrálható függvény. Ekkor az f függvény Fourier-
transzformáltját, amelyet f̂ jelöl, a következő integrál definiálja minden ξ ∈ Rn

pontban:
f̂(ξ) =

∫
Rn

f(x)e−2πix·ξ dx, (2.1)

ahol x ∈ Rn és x · ξ az x és ξ vektorok standard skalárszorzata Rn-ben.

Mivel f ∈ L1(Rn) és |e−2πix·ξ| = 1, az integrandus abszolút értékben felülről becsülhető
|f(x)|-szel, így az integrál minden ξ ∈ Rn esetén véges és jól definiált.
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A Fourier-transzformáció egyik alapvető tulajdonsága a tértartomány és a frekvenciatarto-
mány közötti dualitás. Ennek értelmében a konvolúció és a pontonkénti szorzás egymás
duális műveletei: az eredeti térben elvégzett konvolúció a transzformált térben szorzásnak
felel meg, és fordítva. Ezt a kapcsolatot mondja ki az alábbi tétel.

2.1.2. Tétel (Konvolúció-tétel, [7, 2.2.11. állítás]). Legyenek f, g ∈ L1(Rn) tetszőle-
ges függvények. Ekkor a konvolúciójuk, amelyet az

(f ∗ g)(x) =
∫
Rn

f(x− y)g(y) dy (2.2)

képlet definiál, szintén eleme az L1(Rn) térnek. Továbbá a konvolúció Fourier-
transzformáltjára minden ξ ∈ Rn esetén teljesül a következő egyenlőség:

f̂ ∗ g(ξ) = f̂(ξ)ĝ(ξ). (2.3)

A tértartomány és a frekvenciatartomány közötti szoros kapcsolatot mutatja a Parseval-
formula is, amely a belső szorzatok izometriáját mondja ki.

2.1.3. Tétel (Parseval-formula, [7, 2.2.14. tétel]). Legyenek f, g ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn)

tetszőleges függvények. Ekkor a Fourier-transzformáltjaik (f̂ és ĝ) elemei az L2(Rn) térnek,
és fennáll az alábbi integrálazonosság:∫

Rn

f(x)g(x) dx =

∫
Rn

f̂(ξ)ĝ(ξ) dξ. (2.4)

2.2. Az energiaintegrál Fourier-alakja

A geometriai mértékelméletben vizsgált halmazokon értelmezett tömegeloszlások jellemzően
szingulárisak a Lebesgue-mértékre nézve, így nem rendelkeznek sűrűségfüggvénnyel, amire
alkalmazhatnánk a Fourier-transzformáció (2.1) egyenletben felírt definícióját. Emiatt a
Fourier-transzformáció fogalmát ki kell terjesztenünk az L1 függvénytérről a tömegeloszlá-
sok halmazára.

2.2.1. Definíció (Mérték Fourier-transzformáltja, [9, 3.2. fejezet]). Legyen µ egy
tömegeloszlás Rn-en. A µ mérték Fourier-transzformáltja

µ̂(ξ) =

∫
Rn

e−2πix·ξ dµ(x), (2.5)
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ahol x ∈ Rn és x · ξ az x és ξ vektorok standard skalárszorzata Rn-ben.

Az energiaintegrál Fourier-alakjának megadásához szükségünk lesz a Riesz-magfüggvény
Fourier-transzformáltjának leírására is.

2.2.2. Tétel (Riesz-magfüggvény Fourier-transzformáltja, [9, 3.4. fejezet]).

Minden 0 < s < n esetén a ks(x) = |x|−s Riesz-magfüggvény Fourier-transzformáltja
Rn-ben a γ(n, s) > 0 szorzótól eltekintve az n− s paraméterű Riesz-magfüggvény, azaz

k̂s(ξ) = γ(n, s)|ξ|s−n. (2.6)

A fenti tétel klasszikus értelemben nem igaz, hiszen a ks(ξ) függvény nem eleme az L1(Rn)

térnek, így nem értelmezhető rá a 2.1.1. definíció szerinti Fourier-transzformált. A fenti
egyenlőség csak a temperált disztribúciók értelmében áll fenn. Mi a disztribúcióelmélet
felépítésétől most eltekintünk, és az alábbi tételt csak formális manipulációval vezetjük le,
azaz feltesszük az összes szereplő függvényről, hogy kellően szépek, és alkalmazzuk rájuk
az előző alfejezetben szereplő Fourier-analízisbeli tételeket.

2.2.3. Tétel ([9, 3.5. fejezet]). Legyen µ egy véges Borel-mérték Rn-en, és 0 < s < n.
Ekkor létezik egy γ(n, s) > 0 konstans, hogy az s-dimenziós energia kifejezhető a Fourier-
transzformált segítségével:

Is(µ) = γ(n, s)

∫
Rn

|µ̂(ξ)|2|ξ|s−n dξ. (2.7)

Bizonyítás. Mivel csak formálisan vezetjük le a bizonyítást, tegyük fel, hogy µ abszolút
folytonos a Lebesgue-mértékre nézve, és a dµ(x) = fµ(x) dx egyenletet teljesítő fµ(x) sűrű-
ségfüggvénye L1∩L2-beli, így teljesülnek rá az előbbiekben levezett Fourier-transzformációs
alaptételek.

Is(µ) =

∫∫
Rn×Rn

|x− y|−s dµ(y) dµ(x)

=

∫
x∈Rn

∫
y∈Rn

|x− y|−sfµ(y) dy fµ(x) dx =

∫
Rn

(ks ∗ fµ)(x)fµ(x) dx.

Alkalmazzuk Parseval tételét. Mivel az fµ mértéksűrűség valós értékű, ezért f = f̄ :∫
Rn

(ks ∗ fµ)(x)fµ(x) dx =

∫
Rn

k̂s ∗ fµ(ξ)f̂µ(ξ) dξ.
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A konvolúció-tétel alapján:∫
Rn

k̂s ∗ fµ(ξ)f̂µ(ξ) dξ =

∫
Rn

k̂s(ξ)f̂µ(ξ)f̂µ(ξ) dξ.

Végül a Riesz-magfüggvények Fourier-transzformáltját és a z · z̄ = |z|2 komplex azonosságot
felhasználva: ∫

Rn

k̂s(ξ)f̂µ(ξ)f̂µ(ξ) dξ = γ(n, s)

∫
Rn

|µ̂(ξ)|2|ξ|s−n dξ.

□

Az alábbi képlet a Hausdorff-dimenzióra közvetlenül következik az előző tételből és az
1.2.3. állítás hasonló képletéből a hagyományos energiára.

2.2.4. Következmény. Legyen F ⊂ Rn egy Borel-halmaz. Ekkor F Hausdorff-dimenziója:

dimH F = sup{s ≥ 0 | ∃µ ∈ M(F ) :

∫
Rn

|µ̂(x)|2|x|s−n dx < ∞}. (2.8)
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3. fejezet

A Szoboljev- és Fourier-dimenziók

A Hausdorff-dimenzió előző fejezet végén szereplő jellemzése megmutatja, hogy miként
befolyásolja a Fourier-transzformált viselkedése a dimenzió értékét. Ennek okán felmerülhet
bennünk, hogy a Fourier-transzformált aszimptotikus lecsengése alapján is lehetne definiálni
dimenziófogalmat. Ezért bevezetjük a Szoboljev-dimenzió és a Fourier-dimenzió fogalmát,
illetve megvizsgáljuk a Hausdorff-dimenzióval és egymással való kapcsolatukat. A dolgozat
következő fejezetében szereplő Fourier-spektrum e két dimenziófogalom között fog egy
folytonos interpolációt biztosítani.

3.1. A Szoboljev-energia és a Szoboljev-dimenzió

Az energiaintegrálnak az előző tételben szereplő, Fourier-transzformált kvadratikus normá-
ját és a frekvenciaalapú súlyfüggvényt tartalmazó alakját a Szoboljev-energiának nevezzük.

3.1.1. Definíció (Szoboljev-energia, [9, 5.3. definíció]). Egy µ ∈ M(Rn) mérték
s ∈ R fokú Szoboljev-energiája:

Is(µ) =

∫
Rn

|µ̂(x)|2|x|s−n dx. (3.1)

A Szoboljev-energia alapján egy új dimenziófogalmat kapunk, ha azt a kritikus s kü-
szöbértéket keressük, amelynél az integrál még véges. Ahhoz viszont, hogy elkerüljük az
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origó körüli szingularitásból adódó integrálhatósági problémákat, a definícióban szereplő
súlyfüggvényt regularizáljuk.

3.1.2. Definíció (Szoboljev-dimenzió, [9, 5.2. definíció]).

Egy µ ∈ M(Rn) mérték Szoboljev-dimenziója:

dimS µ = sup

{
s ∈ R

∣∣∣∣ ∫
Rn

|µ̂(x)|2(1 + |x|)s−n dx < ∞
}
. (3.2)

Egy F ⊂ Rn halmaz Szoboljev-dimenziója:

dimS F = sup{dimS µ | µ ∈ M(F )}. (3.3)

A definícióban szereplő (1+ |x|)s−n regularizált súlyfüggvény és az s ∈ R feltétel használata
a funkcionálanalízis tágabb kontextusában, például általános disztribúciók vizsgálatához
szükséges, mivel ott a dimenzió negatív is lehet. A következő állítás azt mutatja meg,
hogy a tömegeloszlások esetén a dimenzió mindig nemnegatív lesz, és a súlyfüggvény
regularizálásától eltekinthetünk.

3.1.3. Állítás ([9, 5.2. fejezet]).

dimS µ = sup{s ≥ 0 | Is(µ) < ∞}. (3.4)

Bizonyítás. [Saját] Először vegyük észre, hogy µ ∈ M(Rn) tömegeloszlásra a Szoboljev-
dimenzió sosem negatív. Legyen s < 0. Mivel µ véges Borel-mérték, ezért |µ̂(x)| =∣∣∫

Rn e
−2πix·ξ dµ(ξ)

∣∣ ≤ ∫Rn 1 dµ(ξ) = µ(Rn) < ∞. Emiatt∫
Rn

|µ̂(x)|2(1 + |x|)s−n dx =

∫
|x|<1

|µ̂(x)|2(1 + |x|)s−n dx+

∫
|x|≥1

|µ̂(x)|2(1 + |x|)s−n dx

≤ µ(Rn)2
∫
|x|<1

1 dx+ µ(Rn)2
∫
|x|≥1

|x|s−n dx

≲
∫ ∞

1

rs−nrn−1 dr =

∫ ∞

1

rs−1 dr < ∞,

mert s− 1 < −1.

Ezek után az általánosság megszorítása nélkül feltehetjük, hogy s > 0.
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Vizsgáljuk meg az integrálokat az |x| < 1 tartományon. Megmutatjuk, hogy itt mindkét
integrál véges. Ekkor∫

|x|<1

|µ̂(x)|2|x|s−n dx ≤ µ(Rn)2
∫
|x|<1

|x|s−n dx ≲
∫ 1

0

rs−nrn−1 dr =

∫ 1

0

rs−1 dr,

és s > 0 miatt s− 1 > −1, ezért az integrál konvergens. Az
∫
|x|<1

|µ̂(x)|2(1 + |x|)s−n dx ≤
µ(Rn)2max{1, 2s−n}

∫
|x|<1

1 dx integrál is konvergens.

Ha |x| ≥ 1, akkor |x| ≤ 1 + |x| ≤ 2|x|. Ha s − n ≤ 0, akkor 2s−n|x|s−n ≤ (1 + |x|)s−n ≤
|x|s−n, és ha s − n > 0, akkor |x|s−n ≤ (1 + |x|)s−n ≤ 2s−n|x|s−n. Mindkét esetben
|x|s−n ≈ (1+|x|)s−n. Tehát az

∫
|x|≥1

|µ̂(x)|2(1+|x|)s−n dx és
∫
|x|≥1

|µ̂(x)|2|x|s−n dx integrálok
ekvikonvergensek. □

Az előbbi állítás és a (2.8) formula alapján közvetlenül a Szoboljev-dimenzió definíciójából
adódik az alábbi összefüggés a Szoboljev-dimenzió és a Hausdorff-dimenzió egybeeséséről
Borel-halmazokra:

3.1.4. Következmény. Tetszőleges F ⊂ Rn Borel-halmazra

dimS F = dimH F. (3.5)

A későbbiek során felhasználjuk az alábbi, a mérték Szoboljev-dimenziója és tartója
Hausdorff-dimenziója között fennálló egyenlőtlenséget is. Ez az előző egyenlőségből és
szintén a halmaz Szoboljev-dimenziójának definíciójából következik:

3.1.5. Következmény. Tetszőleges µ ∈ M(Rn) mértékre

dimS µ ≤ dimH suppµ. (3.6)

3.2. A Fourier-dimenzió

Míg a Szoboljev-dimenzió az integráláson keresztül egyfajta átlagos lecsengését nézi a
mérték Fourier-transzformáltjának, a Fourier-dimenzió minden irányban megköveteli a
végtelenbeli, egységes sebességű lecsengést.

3.2.1. Definíció (Fourier-dimenzió, [9, 3.12. definíció]).
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Egy µ ∈ M(Rn) mérték Fourier-dimenziója:

dimF µ = sup
{
s ≥ 0 | ∃C > 0 : ∀x ∈ Rn, |µ̂(x)| ≤ C|x|−s/2

}
. (3.7)

Egy F ⊂ Rn halmaz Fourier-dimenziója:

dimF F = sup{min{dimF µ, n} | µ ∈ M(F )}. (3.8)

A következő állítás azt mutatja, hogy a Fourier-dimenzióban megkövetelt pontonkén-
ti, egyenletes aszimptotikus lecsengés egy erősebb feltétel, mint a Szoboljev-dimenzió
definíciójában szereplő integrál konvergenciája.

3.2.2. Állítás ([4, 1.1. fejezet]). Tetszőleges µ ∈ M(Rn) mértékre, illetve F ⊂ Rn

halmazra fennállnak a következő egyenlőtlenségek:

dimF µ ≤ dimS µ, (3.9)

valamint
dimF F ≤ dimH F. (3.10)

Bizonyítás. [Saját] Ha s olyan, hogy létezik C > 0, amire |µ̂(x)| ≤ C|x|−s/2 minden
x ∈ Rn esetén, akkor tetszőleges t < s-re

It(µ) =

∫
Rn

|µ̂(x)|2|x|t−n dx ≈
∫
|x|≥1

|µ̂(x)|2|x|t−n dx ≲
∫
|x|≥1

|x|t−s−n dx < ∞,

mivel t− s < 0. Ebből a Szoboljev-dimenzióra adott (3.4) alternatív definíció szerint:

dimF µ = sup
{
s ≥ 0 | ∃C > 0 : ∀x ∈ Rn, |µ̂(x)| ≤ C|x|−s/2

}
≤ sup{s ≥ 0 | Is(µ) < ∞} = dimS µ.

Ugyanígy a Hausdorff-dimenzióra adott (2.8) alternatív definíció szerint:

dimF F = sup
{
0 ≤ s ≤ n

∣∣ ∃µ ∈ M(F ) : ∃C > 0 : ∀x ∈ Rn, |µ̂(x)| ≤ C|x|−s/2
}

≤ sup{s ≥ 0 | ∃µ ∈ M(F ) :

∫
Rn

|µ̂(x)|2|x|s−n dx < ∞} ≤ dimH F.

Az utolsó relációban azért nem egyenlőség szerepel, mert a (2.8) ekvivalencia csak Borel-
halmazokra igaz, de a tömegszétosztási elvből származó alsó becslés minden halmazra
teljesül. □

Amely halmazokra az előbbi dimF F ≤ dimH F felső becslés éles, azokat Salem-halmazoknak
nevezzük.
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3.2.3. Definíció (Salem-halmaz, [4, 1.1. fejezet]). Egy X halmazt Salem-halmaznak
nevezünk, ha a Fourier-dimenziója megegyezik a Hausdorff-dimenziójával, azaz dimF X =

dimH X.

Bár számos véletlen konstrukció eredményez Salem-halmazt, nem triviális determinisztikus
példákat jóval nehezebb találni. Például egy szakasz R-ben Salem-halmaz, de a síkba
ágyazva már nem az. Hasonlóképpen, a klasszikus középsőharmad Cantor-halmaz, számos
önaffin halmaz, az R3-beli kúp, valamint a Brown-mozgás grafikonja sem Salem-halmazok.
A következő fejezetben definiált Fourier-spektrum pontosan ezt a Fourier- és Hausdorff-
dimenzió közti rést vizsgálja a nem Salem-halmazokra.
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4. fejezet

A Fourier-spektrum

Ebben a fejezetben rátérünk a dolgozat központi fogalmára, a Fourier-spektrumra. A
Fourier-spektrum egy θ ∈ [0, 1] paramétertől függő dimenziócsalád, amely az energiaintegrál
alakjának megfelelő módosításából, illetve az integrál konvergenciájából származik. Ahogy
az előző fejezetben már említettük, ez egy interpolációt biztosít a Fourier-dimenzió és a
Szoboljev-dimenzió, illetve halmazok esetén a Hausdorff-dimenzió között. Fraser is rámutat
[4], hogy e fogalom része a modern fraktálgeometriában egyre nagyobb teret nyerő dimenzió-
interpolációs kutatási programnak. Ilyen interpoláló család például az Assouad-spektrum
[5], ami a (felső) dobozdimenzió és az Assoud-dimenzió között interpolál, illetve a köztes
dimenziók családja [2], amely a Hausdorff- és a dobozdimenzió között helyezkedik el.

4.1. A Fourier-spektrum definíciója, alapvető tulajdonsá-

gai

Az alábbi módosítást hajtjuk végre az energiaintegrál definícióján, amely formailag emlé-
keztet az Lp norma definíciójára.

4.1.1. Definíció (θ-energia, [4, 1.2. fejezet]). Legyen s ≥ 0 és θ ∈ [0, 1]. A µ ∈
M(Rn) tömegeloszlás s-dimenziós θ-energiája

Js,θ(µ) =

(∫
Rn

|µ̂(z)|2/θ|z|s/θ−n dz

)θ

, (4.1)

20



illetve ha θ = 0, akkor
Js,0(µ) = sup

z∈Rn

|µ̂(z)|2|z|s. (4.2)

A korábbi dimenziófogalmakhoz hasonlóan most is az energiaintegrál konvergenciájának
vizsgálatából származó kritikus s paramétert keresünk.

4.1.2. Definíció (Fourier-spektrum, [4, 1.2. fejezet]).

A µ tömegeloszlás Fourier-spektruma a θ ∈ [0, 1] helyen

dimθ
F µ = sup{s ≥ 0 : Js,θ(µ) < ∞}. (4.3)

Egy F ⊂ Rn halmaz Fourier-spektruma a θ helyen

dimθ
F F = sup{min{dimθ

F µ, n} | µ ∈ M(F )}. (4.4)

A fenti definíciókból közvetlenül leolvasható, hogy a Fourier-spektrum a θ = 0 és θ = 1

szélsőértékek esetén pontosan a korábban bevezetett dimenziófogalmakat adja vissza. Ha
θ = 0, akkor a definíció egybeesik a Fourier-dimenzióéval, mind mértékre, mind halmazra:

dim0
F µ = dimF µ és dim0

F F = dimF F. (4.5)

Ha pedig θ = 1, akkor a θ-energia a Szoboljev-energiával egyezik meg, így a Fourier-
spektrum mértékre a Szoboljev-dimenziót, halmazra pedig a Hausdorff-dimenziót adja
vissza:

dim1
F µ = dimS µ és dim1

F F = dimH F. (4.6)

A θ = 0 eset definícióját az motiválja, hogy a Js,θ(µ) energiára tekinthetünk úgy, mint
az dmn = min{|z|−n, 1} dz sűrűségfüggvénnyel definiált mn mérték szerinti L1/θ-normára,
és az 1/θ = ∞ konvencióval élve θ = 0 esetén az L∞-normát, azaz a függvény (lényeges)
szuprémumát kapjuk.

4.1.3. Állítás ([4, 1.2. fejezet]). Ha s > 0, akkor

Js,θ(µ) ≈
∥∥|µ̂(z)|2|z|s∥∥

L1/θ(mn)
. (4.7)
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Bizonyítás. [Saját] Ha |z| ≥ 1, akkor min{|z|−n, 1} = z−n, tehát∫
|z|≥1

|µ̂(z)|2/θ|z|s/θ−n dz =
∫
|z|≥1

|µ̂(z)|2/θ|z|s/θ dmn.

Megmutatjuk, hogy ha |z| < 1, akkor mindkét integrál véges. Az általá-
nosság megszorítása nélkül feltehetjük, hogy s > 0. Mivel µ véges Borel-
mérték, ezért |µ̂(z)| =

∣∣∫
Rn e

−2πiz·ξ dµ(ξ)
∣∣ ≤

∫
Rn 1 dµ(ξ) = µ(Rn) < ∞. Ekkor∫

|z|<1
|µ̂(z)|2/θ|z|s/θ−n dz ≲

∫ 1

0
rs/θ−nrn−1 dr, és s > 0 miatt s/θ− 1 > −1, ezért az integrál

konvergens, illetve
∫
|z|<1

|µ̂(z)|2/θ|z|s/θ dmn =
∫
|z|<1

|µ̂(z)|2/θ|z|s/θ dz ≈
∫ 1

0
rs/θrn−1 dr is

hasonlóan konvergens. □

4.1.4. Következmény.

dimθ
F µ = sup

{
s ≥ 0

∣∣ |µ̂(z)|2|z|s ∈ L1/θ(mn)
}

(4.8)

A következő tétel a spektrum három legfontosabb szerkezeti tulajdonságát mondja ki: a
monoton növő jellegét, a konkavitását, és az ebből adódó folytonosságát a (0, 1] inter-
vallumon. A θ = 0 pontban a folytonosság általánosan nem garantált, de Fraser idézett
cikkében megad egy enyhe feltételt, amelynek teljesülése esetén a Fourier-spektrum a teljes
[0, 1] intervallumon folytonos.

4.1.5. Tétel ([4, 1.1. tétel]). Legyen µ ∈ M(Rn), F pedig egy nemüres halmaz. Ekkor
a dimθ

F µ egy monoton növő, konkáv függvénye a θ ∈ [0, 1] változónak. Speciálisan, a dimθ
F µ

folytonos a (0, 1] intervallumon. Továbbá, a dimθ
F F monoton növő a [0, 1] és folytonos a

(0, 1] intervallumon, de nem feltétlenül konkáv.

Bizonyítás. [[4] alapján, módosítva θ = 0 különböző definíciója miatt] Először a konka-
vitást bizonyítjuk. Rögzítsük a 0 ≤ θ0 < θ1 ≤ 1 értékeket, és legyen θ ∈ (θ0, θ1), illetve
legyen λ = θ−θ0

θ1−θ0
. Legyen s0 < dimθ0

F µ, s1 < dimθ1
F µ és s = (1−λ)s0+λs1. Az általánosság

megszorítása nélkül tegyük fel, hogy s > 0. Ekkor az általánosított Hölder-egyenlőtlenség
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szerint:

Js,θ(µ) ≈
∥∥|µ̂(z)|2|z|s∥∥

L1/θ(mn)

=
∥∥∥(|µ̂(z)|2|z|s0)1−λ (|µ̂(z)|2|z|s1)λ∥∥∥

L1/θ(mn)

≤
∥∥∥(|µ̂(z)|2|z|s0)1−λ

∥∥∥
L1/((1−λ)θ0)(mn)

∥∥∥(|µ̂(z)|2|z|s1)λ∥∥∥
L1/(λθ1)(mn)

=
(∥∥|µ̂(z)|2|z|s0∥∥

L1/θ0 (mn)

)1−λ (∥∥|µ̂(z)|2|z|s1∥∥
L1/θ1 (mn)

)λ
≈ Js0,θ0(µ)

1−λJs1,θ1(µ)
λ

< ∞

Ezzel beláttuk, hogy dimθ
F µ ≥ s = θ1−θ

θ1−θ0
s0+

θ−θ0
θ1−θ0

s1. Ahogy s0 → dimθ0
F µ és s1 → dimθ1

F µ,
úgy dimθ

F µ ≥ θ1−θ
θ1−θ0

dimθ0
F µ+ θ−θ0

θ1−θ0
dimθ1

F µ, ami bizonyítja a dimθ
F µ konkavitását.

Következő lépésként megmutatjuk, hogy dimθ
F µ monoton növő. Rögzítsük a 0 ≤ θ0 <

θ1 ≤ 1 értékeket. Legyen ε > 0, és definiáljuk az mε
n mértéket úgy, hogy dmε

n =

cmin{|z|−(n+ε), 1} dz, ahol c-t úgy választjuk meg, hogy mε
n valószínűségi mérték legyen.

Ezt azért tehetjük meg, mert n+ ε > n miatt
∫
|z|≥1

|z|−(n+ε) dz is konvergens, azaz véges
a tér mértéke, le tudjuk normálni. A valószínűségi terekre az Lp norma monotonicitását
használva:

Js,θ1(µ) ≈
(∫

Rn

|µ̂(z)|2/θ1 |z|s/θ1 dmn

)θ1

≈
(∫

Rn

(
|µ̂(z)|2|z|s+εθ1

)1/θ1
min{|z|−ε, 1} dmn

)θ1

=

(∫
Rn

(
|µ̂(z)|2|z|s+εθ1

)1/θ1
dmε

n

)θ1

=
∥∥|µ̂(z)|2|z|s+εθ1

∥∥
L1/θ1 (mε

n)

≤
∥∥|µ̂(z)|2|z|s+εθ1

∥∥
L1/θ0 (mε

n)
.
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Ha θ0 ̸= 0, akkor

∥∥|µ̂(z)|2|z|s+εθ1
∥∥
L1/θ0 (mε

n)
=

(∫
Rn

(
|µ̂(z)|2|z|s+εθ1

)1/θ0
dmε

n

)θ0

≈
(∫

Rn

(
|µ̂(z)|2|z|s+εθ1

)1/θ0 |z|−ε dmn

)θ0

=

(∫
Rn

|µ̂(z)|2/θ0|z|s/θ0+ε
θ1−θ0

θ0 dmn

)θ0

≈ Js+ε(θ1−θ0),θ0(µ).

Ha θ0 = 0, akkor∥∥|µ̂(z)|2|z|s+εθ1
∥∥
L1/θ0 (mε

n)
= sup

z∈Rn

|µ̂(z)|2|z|s+εθ1

= Js+εθ1,0(µ) = Js+ε(θ1−θ0),θ0(µ).

Összefoglalva az előző egyenlőtlenségsorozatot:

Js,θ1(µ) ≲ Js+ε(θ1−θ0),θ0(µ).

Ha s < dimθ0
F µ− ε(θ1 − θ0), akkor a jobb oldal véges, ezért a bal oldal is, azaz dimθ0

F µ−
ε(θ1−θ0) ≤ dimθ1

F µ. Az ε segédváltozóval 0-hoz tartva megkapjuk, hogy dimθ0
F µ ≤ dimθ1

F µ.

Ismert tétel, hogy a konkavitás garantálja a folytonosságot a (0, 1) nyílt intervallumon. A
konkavitás és a monoton növés együtt pedig garantálja a folytonosságot a θ = 1 pontban
is.

Az előzőek alapján {min{dimθ
F µ, n}}µ∈M(F ) egy monoton növő függvénycsalád, ezért a

szuprémumuk, dimθ
F F szintén monoton növő. Továbbá, mivel ez egy n közös felső korláttal

rendelkező, nemnegatív, konkáv függvényekből álló függvénycsalád, a tagjai egyenletesen
Lipschitz-folytonosak a [δ, 1] intervallumon minden 0 < δ < 1 esetén. A szuprémumuk,
dimθ

F F ebből következően folytonos a [δ, 1] intervallumon minden δ ∈ (0, 1)-re, azaz
folytonos a (0, 1] intervallumon. □

Mivel az előző tétel értelmében a Fourier-spektrum monoton nő a θ ∈ [0, 1] paraméter
függvényében, és θ = 0, illetve θ = 1 esetén egybeesik a korábban bevezetett dimenziófo-
galmakkal, közvetlenül adódik a következő állítás.
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4.1.6. Következmény. Tetszőleges µ ∈ M(Rn) mértékre és F ⊂ Rn halmazra, valamint
θ ∈ [0, 1] paraméterre teljesülnek az alábbi egyenlőtlenségek:

dimF µ ≤ dimθ
F µ ≤ dimS µ, (4.9)

valamint
dimF F ≤ dimθ

F F ≤ dimH F. (4.10)
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5. fejezet

A dolgozat fő eredménye

Ebben a fejezetben rátérünk a dolgozat fő eredményének bemutatására. Először belátunk
két segédállítást a bizonyításhoz. Ezután kimondjuk a dolgozat főtételét, majd felvázoljuk
Fraser bizonyításának szerkezetét, és rámutatunk annak egy hibás lépésére. Végül igazoljuk
a tételt egy új, Fraser felépítése által inspirált gondolatmenettel.

5.1. Segédlemmák

Az alábbi lemma egy gyakran használt eszköz az oszcilláló integrálok vizsgálatában.

5.1.1. Lemma (van der Corput lemmája, [9, 14.2. tétel]). Legyen φ : [a, b] → R
egy k-szor folytonosan differenciálható függvény, és tegyük fel, hogy minden x ∈ [a, b]

esetén
∣∣φ(k)(x)

∣∣ ≥ Λ > 0. Ha k = 1, akkor ezen felül tegyük fel, hogy φ′ monoton. Ekkor∣∣∣∣∫ b

a

eiφ(x) dx

∣∣∣∣ ≲ Λ−1/k. (5.1)

A főtétel bizonyítása során csak k = 1-re fogjuk használni az előző lemmát, ezért csak azt
az esetet bizonyítjuk. A továbbiakban, amikor a van der Corput lemmájára hivatkozunk,
mindig a k = 1 esetre gondolunk.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy φ′ monoton, és |φ′(x)| ≥ Λ minden x ∈ [a, b] értékre.
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Parciálisan integrálva:∣∣∣∣∫ b

a

eiφ(x) dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣( eiφ(b)

iφ′(b)
− eiφ(a)

iφ′(a)

)
−
∫ b

a

eiφ(x)
(

1

iφ′(x)

)′

dx

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ eiφ(b)iφ′(b)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ eiφ(a)iφ′(a)

∣∣∣∣+ ∫ b

a

∣∣∣∣eiφ(x)( 1

iφ′(x)

)′∣∣∣∣ dx
=

∣∣∣∣ 1

φ′(b)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ 1

φ′(a)

∣∣∣∣+ ∫ b

a

∣∣∣∣( 1

φ′(x)

)′∣∣∣∣ dx
=

∣∣∣∣ 1

φ′(b)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ 1

φ′(a)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ 1

φ′(b)
− 1

φ′(a)

∣∣∣∣
≤ 2

|φ′(b)|
+

2

|φ′(a)|
≤ 4

Λ
≈ Λ−1.

Az utolsó egyenlőség azért teljesül, mert φ′ monoton és |φ′(x)| ≥ Λ > 0, azaz nem vált

előjelet az [a, b] intervallumon, ezért
∫ b

a

∣∣∣∣( 1
φ′(x)

)′∣∣∣∣ dx =

∣∣∣∣∫ b

a

(
1

φ′(x)

)′
dx

∣∣∣∣. □

A főtétel bizonyítása során egy ponton szükségünk lesz arra a tényre, hogy az alábbi
integrál konvergens, és nemnulla értéket vesz fel.

5.1.2. Lemma. Minden p > 1 esetén:

∫ ∞

0

e−2πiup

du =
Γ
(
1 + 1

p

)
(2π)1/p

e−iπ 1
2p . (5.2)

Bizonyítás. Vezessük be az x = up helyettesítést. Ekkor du = 1
p
x

1
p
−1 dx, az integrál a

következő alakot veszi fel:∫ ∞

0

e−2πiup

du =
1

p

∫ ∞

0

x
1
p
−1e−2πix dx.

A [6, 3.381.7. képlet] alapján minden µ ≠ 0 valós számra és 0 < Re(k) < 1 feltételt
kielégítő komplex számra: ∫ ∞

0

xk−1eiµxdx =
Γ(k)

(−iµ)k
.

A mi esetünkben k = 1
p
, amire p > 1 miatt 0 < Re

(
1
p

)
< 1 teljesül, továbbá µ = −2π ≠ 0.

A képletet alkalmazva:

1

p

∫ ∞

0

x
1
p
−1e−2πix dx =

1

p

Γ
(

1
p

)
(2πi)1/p

.
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A végleges alakot az sΓ(s) = Γ(s+1) és az 1
i
= e−iπ

2 összefüggések felhasználásával kapjuk
meg:

1

p

Γ
(

1
p

)
(2πi)1/p

=
Γ
(
1 + 1

p

)
(2π)1/p

e−iπ 1
2p .

□

5.2. A főtétel és a hiba Fraser bizonyításában

A dolgozat fő eredménye a µp mérték Fourier-spektrumának meghatározása p > 1 esetén,
ahol µp a [0, 1] intervallumon vett Lebesgue-mértéknek az x 7→ (x, xp) leképezés által a
{(x, xp) : x ∈ [0, 1]} ⊆ R2 görbére vett felemeltjét jelöli.

5.2.1. Tétel ([4, 5.1. tétel]). Minden p > 1 és θ ∈ [0, 1] esetén

dimθ
F µp = min {2/p+ θ (1− 1/p) , 1} . (5.3)

Ezt az állítást Jonathan M. Fraser mondta ki 2024-es cikkében, amelyben bevezette a
Fourier-spektrum fogalmát. Bizonyítása során az energiaintegrált polárkoordinátákban
írta fel, és a tartományt a sugár és a szög kapcsolata alapján három részre bontotta, majd
tartományonként kívánta megmutatni az integrál konvergenciáját a megfelelő s értékek
esetén. A tartományok definiálása során bevezette az ε(p) ∈ (0, π/2) szöget, amelyet a
tan ε(p) = 1/(2p) egyenlet határoz meg.

A szerző eredeti levezetésében azonban egy hiba található az r−(p−1)/p ≤ | cosα| ≤ ε(p)

tartomány vizsgálatánál. A µp mérték Fourier-transzformáltját a

µ̂p(z) =

∫ 1

0

e2πir| cosα|ϕ(x) dx (5.4)

alakban írta fel, és a
ϕ(x) = − cosα

| cosα|
x− sinα

| cosα|
xp (5.5)

fázisfüggvényre szerette volna alkalmazni van der Corput lemmáját. Ehhez a deriváltra az

|ϕ′(x)| ≥ 1− p tan ε(p) = 1/2 (5.6)
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alsó becslést adta meg, amelyből a

|µ̂p(z)| ≲
1

r| cosα|
(5.7)

felső becslés származott. Az (5.6) egyenlőtlenség azonban ezen a tartományon nem teljesül.
Ennek belátásához számoljuk ki ϕ′(x) értékét:

ϕ′(x) = − cosα

| cosα|
− p

sinα

| cosα|
xp−1 = − sgn(cosα)

(
1 + p tanα · xp−1

)
. (5.8)

Amikor | cosα| ≤ ε(p), akkor az α ∈ [0, 2π] szög a π/2 és a 3π/2 értékek egy kis kör-
nyezetében helyezkedik el. Ahogy r → ∞, az r−(p−1)/p alsó korlát a 0-hoz tart, ezért α

tetszőlegesen közel kerülhet a π/2 és 3π/2 szögekhez. Ennek következtében a tanα függvény
negatív irányban korlátlanul nagy abszolútértéket vehet fel. Így a kérdéses tartományon
belül létezik olyan α szög, amelyre az 1 + p tanα · xp−1 = 0 egyenletnek van megoldása
az x ∈ (0, 1] intervallumon. Ezen a ponton ϕ′(x) = 0, ami azt jelenti, hogy a |ϕ′(x)|
függvény nem becsülhető alulról semmilyen szigorúan pozitív konstanssal, így van der
Corput lemmája közvetlenül nem alkalmazható.

Ez a hiba érvényteleníti az eredeti cikk fenti tartományra vonatkozó becslését, és az érvelés
ezen a ponton nem javítható triviális módon. Az (5.6) egyenlőtlenség pontosan akkor
teljesülne, ha | tanα| ≤ tan ε(p) = 1

2p
állna fenn. Mivel az eredeti levezetés a fenti hiba

miatt nem tartható, egy új bizonyítást adunk a főtételre a koszinuszról tangensre való
áttéréssel. Bár az integrálási tartományok felbontásának alapötletét, valamint a Fraser által
is használt 1

2p
és r−(p−1)/p (a tangensre váltás miatt valójában r(p−1)/p) tartományhatárokat

megtartjuk, az integrálok becslését az egyes tartományokban újra felépítjük.

5.3. A főtétel bizonyítása

Ebben az alfejezetben az 5.2.1. főtételt bizonyítjuk az imént felvázolt, tangens alapú
felbontási séma alkalmazásával.

Bizonyítás. Írjuk fel µp Fourier-transzformáltját egy tetszőleges z ∈ R2 vektorra, felhasz-
nálva a képmérték definícióját:

µ̂p(z) =

∫
R2

e−2πiz·ξ dµp(ξ) =

∫ 1

0

e−2πiz·(x,xp) dx.
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Fejezzük ki µp Fourier-transzformáltját úgy, hogy a z ∈ R2 változóról áttérünk polárkoor-
dinátákra a z = (r cosα, r sinα) helyettesítéssel. Ekkor a képletben szereplő skalárszorzat
z · (x, xp) = r(x cosα + xp sinα) alakot ölti. A rövidebb írásmód kedvéért a bal oldalon a
µ̂p(r cosα, r sinα) helyett továbbra is a µ̂p(z) jelölést használjuk:

µ̂p(z) =

∫ 1

0

e−2πir(x cosα+xp sinα) dx.

Írjuk fel az s-dimenziós θ-energiát is polárkoordinátákban, megjegyezve, hogy n = 2, és
hogy dz = r dα dr:

(Js,θ(µp))
1/θ =

∫
R2

|µ̂p(z)|2/θ|z|s/θ−2 dz =

∫ ∞

r=0

rs/θ−1

∫ 2π

α=0

|µ̂p(z)|2/θ dα dr.

Alsó becslés

Először azt fogjuk bizonyítani, hogy dimθ
F µp = sup{s ≥ 0 : Js,θ(µ) < ∞} ≥

min{2/p+ θ(1− 1/p), 1}. Ezt úgy fogjuk elérni, hogy az integrált r és α szerint több részre
bontjuk, és mindegyik részről belátjuk, hogy s < min{2/p+θ(1−1/p), 1} esetén konvergál.

Vegyük észre, hogy mivel |µ̂p(z)| =
∣∣∣∫ 1

0
e−2πiz·(x,xp) dx

∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

∣∣e−2πiz·(x,xp)
∣∣ dx = 1, ezért∫ r0

r=0

rs/θ−1

∫ 2π

α=0

|µ̂p(z)|2/θ dα dr ≤ 2π

∫ r0

0

rs/θ−1 dr =
2π

s/θ
r
s/θ
0 < ∞,

tehát elegendő az integrált egy tetszőleges (később kellően nagynak választott) r0 sugártól
vizsgálni.

A fennmaradó, r > r0 feltételnek eleget tevő tartományt a következő három részre
bontjuk: az első az

{
(α, r) ∈ [0, 2π]× [r0,∞)

∣∣∣ | tanα| ≤ 1
2p

}
halmaz, a második

az
{
(α, r) ∈ [0, 2π]× [r0,∞)

∣∣∣ 1
2p

< | tanα| < r(p−1)/p
}

halmaz, míg a harmadik az{
(α, r) ∈ [0, 2π]× [r0,∞)

∣∣ r(p−1)/p ≤ | tanα|
}

halmaz. Itt kihasználjuk, hogy r0-t kellően
nagynak választva teljesül, hogy r ≥ r0 esetén 1

2p
< r(p−1)/p, tehát a második tartomány

nem üres, illetve az első és harmadik tartománynak üres a metszete.

Meg fogjuk mutatni, hogy az integrál az első tartományon s < 2 esetén konvergál, a második
tartományon s < min{2/p+ θ(1− 1/p), 1} esetén, míg a harmadikon s < 2/p+ θ(1− 1/p)

esetén.
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I. Az első tartomány:
{
(α, r) ∈ [0, 2π]× [r0,∞)

∣∣∣ | tanα| ≤ 1
2p

}
Becsüljük felül |µ̂p(z)|-t. Ehhez alkalmazzuk van der Corput lemmáját a
φ(x) = −2πr(x cosα+ xp sinα) függvényre.

φ′(x) = −2πr(cosα + pxp−1 sinα)

Látjuk, hogy ez egy monoton függvény a [0, 1] intervallumon. Most becsüljük alulról.

|φ′(x)| = 2πr| cosα+ pxp−1 sinα| ≥ 2πr(| cosα| − p| sinα|)

= 2πr| cosα|(1− p| tanα|) ≥ 2πr| cosα|
(
1− p · 1

2p

)
= rπ| cosα|.

Ezen a tartományon 1 ≥ | cosα| =
√

cos2 α
cos2 α+sin2 α

=
√

1
1+tan2 α

≥
√

1
1+(1/2p)2

=
√

4p2

4p2+1
> 0,

ezért | cosα| ≈ 1. Ekkor van der Corput lemmája szerint:

|µ̂p(z)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

e−2πir(x cosα+xp sinα) dx

∣∣∣∣ ≲ (rπ| cosα|)−1 ≈ r−1.

Vezessük be az Ar =
{
α ∈ [0, 2π]

∣∣∣ | tanα| ≤ 1
2p

}
jelölést. Az előző felső becslést felhasznál-

va nézzük meg, hogy mely s értékek esetén konvergens az integrál ebben a tartományban:∫ ∞

r=r0

rs/θ−1

∫
Ar

|µ̂p(z)|2/θ dα dr

≲
∫ ∞

r=r0

rs/θ−1

∫
Ar

r−2/θ dα dr

≲
∫ ∞

r0

r(s−2)/θ−1 dr.

Egy
∫∞
c

xt dx alakú integrál, ahol c > 0, pontosan akkor konvergens, ha t < −1. Ezt
felhasználva a mi integrálunk akkor konvergál, ha

s− 2

θ
− 1 < −1 ⇐⇒ s < 2.

Ezzel az első tartományban megmutattuk a kívánt alsó becslést a dimenzióra.

II. A második tartomány:
{
(α, r) ∈ [0, 2π]× [r0,∞)

∣∣∣ 1
2p

< | tanα| < r(p−1)/p
}

Ezt a tartományt kettébontjuk tanα előjele szerint.
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a) Pozitív tangens esete: tanα > 0

Ebben az esetben cosα és sinα előjele megegyezik, ezért φ′(x) = −2πr(cosα+pxp−1 sinα)

sosem lesz 0, és ahogy korábban láttuk, monoton, tehát alkalmazhatjuk megint van der
Corput lemmáját.

|φ′(x)| = 2πr| cosα+ pxp−1 sinα| = 2πr(| cosα|+ pxp−1| sinα|) ≥ 2πr| cosα|

Ezen a tartományon 1 ≥ | sinα| =
√

sin2 α
sin2 α+cos2 α

=
√

1
1+ 1

tan2 α

>
√

1
1+4p2

> 0, ezért
| sinα| ≈ 1. A kapott felső becslés:

|µ̂p(z)| ≲
1

r| cosα|
=

tanα

r| sinα|
≈ tanα

r
.

Vezessük be a B+
r =

{
α ∈ [0, 2π]

∣∣∣ 1
2p

< tanα < r(p−1)/p
}

jelölést. Az előző felső becslést
felhasználva nézzük meg, hogy mely s értékek esetén konvergens az integrál ebben a
tartományban: ∫ ∞

r=r0

rs/θ−1

∫
B+

r

|µ̂p(z)|2/θ dα dr

≲
∫ ∞

r=r0

rs/θ−1

∫
B+

r

r−2/θ(tanα)2/θ dα dr.

A B+
r integrálási tartomány az α ∈

(
arctan( 1

2p
), arctan(r(p−1)/p)

)
és az

α ∈
(
π + arctan( 1

2p
), π + arctan(r(p−1)/p)

)
intervallumokból áll, de az integrandus csak

tanα-tól függ, ugyanaz lesz az integrál értéke a két intervallumon, elegendő csak az
egyiküket nézni.

Legyen u = tanα. Ekkor α = arctanu, tehát dα = 1
1+u2 du.∫ ∞

r=r0

r(s−2)/θ−1

∫ r(p−1)/p

u=1/(2p)

u2/θ 1

1 + u2
du dr ≤

∫ ∞

r=r0

r(s−2)/θ−1

∫ r(p−1)/p

u=0

u2/θ−2 du dr

=
1

2/θ − 1

∫ ∞

r0

r(s−2)/θ−1
(
r(p−1)/p

)2/θ−1
dr ≈

∫ ∞

r0

r(s−2)/θ−1+((p−1)/p)(2/θ−1) dr.

Ez akkor konvergál, ha

s− 2

θ
− 1 +

p− 1

p

(
2

θ
− 1

)
< −1 ⇐⇒ s < 2/p+ θ(1− 1/p),

ami pont az elérni kívánt korlát.

b) Negatív tangens esete: tanα < 0
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Vizsgáljuk meg az
{
(α, r) ∈ [0, 2π]× [r0,∞)

∣∣∣ 1
2p

< | tanα| < r(p−1)/p
}

tartomány fennma-
radó részét, ahol negatív a szög tangensének előjele.

Itt µ̂p(z) becsléséhez nem használhatjuk közvetlenül van der Corput lemmáját. A φ′(x) =

−2πr(cosα + pxp−1 sinα) függvény x0 =
(
− 1

p tanα

)1/(p−1)

gyöke 1
2p

< − tanα miatt a
[0, 21/(p−1)] intervallumba esik, és ha továbbá 1

p
≤ − tanα, akkor a [0, 1] intervallumba

esik, tehát nem tudjuk |φ′(x)|-et semmilyen pozitív konstanssal alulról becsülni az egész
tartományon.

Ezt a problémát úgy kerüljük meg, hogy az x0 zérushelynek vesszük egy δ sugarú környeze-
tét (ahol δ értékét később választjuk meg). Ezen a szakaszon az

∣∣eiφ(x)∣∣ = 1 egyenlőségből
származó triviális felső becslést alkalmazzuk az integrálra, majd a [0, 1] intervallum mara-
dékán, ahol φ′ el van határolva 0-tól, alkalmazzuk van der Corput lemmáját.

Legyen A = [0, 1]\[x0−δ, x0+δ] és B = [x0−δ, x0+δ]∩[0, 1]. Attól függően, hogy x0 ∈ [0, 1]

vagy sem, illetve hogy 1 < x0 + δ, azaz [x0 − δ, x0 + δ] kilóg-e a [0, 1] intervallumból, az A

halmaz egy vagy két intervallum uniója. Adjuk meg |φ′(x)| alsó becslését az A halmazon.

Vegyük észre, hogy mivel x0 ̸= 0, p > 1 és sinα ≠ 0, ezért φ′′(x) = −2πrp(p− 1)xp−2 sinα

nem 0 az x0 helyen. A folytonosság miatt létezik olyan ε > 0 szám, amelyre minden
x ∈ [x0 − ε, x0 + ε] esetén |φ′′(x)| ≥ 1

2
|φ′′(x0)|. A δ paramétert úgy fogjuk megválasztani,

hogy δ < ε teljesüljön. Mivel φ′′ előjele ezen a szakaszon állandó, a Newton–Leibniz-formula
alapján felírhatjuk:

|φ′(x0 + δ)| = |φ′(x0 + δ)− φ′(x0)| =
∣∣∣∣∫ x0+δ

x0

φ′′(t) dt

∣∣∣∣
=

∫ x0+δ

x0

|φ′′(t)| dt ≥
∫ x0+δ

x0

1

2
|φ′′(x0)| dt =

δ

2
|φ′′(x0)| ≈ δ|φ′′(x0)|.

Mivel φ′ monoton, ezért x > x0 + δ esetén |φ′(x)| ≥ |φ′(x0 + δ)| ≳ δ|φ′′(x0)|. Hasonlóan
belátható, hogy |φ′(x0 − δ)| ≳ δ|φ′′(x0)|, amiből a monotonitás miatt következik, hogy
x < x0 − δ esetén is |φ′(x)| ≥ |φ′(x0 − δ)| ≳ δ|φ′′(x0)|.

Az A halmaz egy vagy két intervallumból áll, alkalmazhatjuk rá intervallumonként van der
Corput lemmáját, ezért az előzőek alapján az A halmazon adódik, hogy

∣∣∫
A
eiφ(x) dx

∣∣ ≲
1

δ|φ′′(x0)| , míg a B halmazon
∣∣∫

B
eiφ(x) dx

∣∣ ≤ ∫
B

∣∣eiφ(x)∣∣ dx = |B| ≤ 2δ ≈ δ. A két becslést
összegezve:

|µ̂p(z)| ≲
1

δ|φ′′(x0)|
+ δ.
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Ez a becslés akkor a legélesebb, ha a fenti összeg minimális, ami δ = 1√
|φ′′(x0)|

esetén
teljesül. Ahhoz, hogy ez a választás jogos legyen, biztosítanunk kell a korábban megkövetelt
δ < ε feltételt. Vizsgáljuk meg δ aszimptotikáját. A tartományon − tanα < r(p−1)/p miatt

x0 =
(
− 1

p tanα

)1/(p−1)

>
(

1
pr(p−1)/p

)1/(p−1)

≈ r−1/p, és ahogy korábban láttuk, | sinα| ≈ 1.

• Ha p > 2, akkor:

δ =
1√

2πrp(p− 1)xp−2
0 | sinα|

≲
1√

2πrp(p− 1) (r−1/p)
p−2 | sinα|

≈ r−1/p.

• Ha 1 < p ≤ 2, akkor (mivel x0 ≤ 1 és p− 2 ≤ 0, így xp−2
0 ≥ 1):

δ =
1√

2πrp(p− 1)xp−2
0 | sinα|

≤ 1√
2πrp(p− 1)| sinα|

≈ r−1/2.

Látható, hogy a fenti, δ-ra adott felső korlátok nem függenek α-tól. Ennek köszönhetően
r → ∞ esetén δ egyenletesen tart 0-hoz az α változóra nézve, azaz megadhatunk egyetlen
olyan r0 sugarat, amely r ≥ r0 esetén az integrálási tartomány minden szóba jövő α szögére
garantálja a δ < ε tulajdonságot.

Az eddigiek alapján megmutattuk, hogy a kérdéses tartományon, felhasználva, hogy

φ′′(x) = −2πrp(p− 1)xp−2 sinα és x0 =
(
− 1

p tanα

)1/(p−1)

, illetve azt, hogy | sinα| ≈ 1:

|µ̂p(z)| ≲
1√

|φ′′(x0)|

=
1√

2πrp(p− 1)
(
− 1

p tanα

)(p−2)/(p−1)

| sinα|

≈ 1√
r| tanα|−(p−2)/(p−1)

≈ r−1/2| tanα|(p−2)/(2(p−1)).

Vezessük be a B−
r =

{
α ∈ [0, 2π]

∣∣∣ 1
2p

< − tanα < r(p−1)/p
}

jelölést. Helyettesítsük be az
előző felső becslést az energiaintegrál ezen tartományra eső részébe:∫ ∞

r=r0

rs/θ−1

∫
B−

r

|µ̂p(z)|2/θ dα dr

≲
∫ ∞

r=r0

rs/θ−1

∫
B−

r

(
r−1/2| tanα|(p−2)/(2(p−1))

)2/θ
dα dr

=

∫ ∞

r=r0

r(s−1)/θ−1

∫
B−

r

| tanα|
p−2

(p−1)θ dα dr.
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A B−
r integrálási tartomány az α ∈

(
π − arctan(r(p−1)/p), π − arctan

(
1
2p

))
és az α ∈(

2π − arctan(r(p−1)/p), 2π − arctan
(

1
2p

))
intervallumokból áll. Mivel azonban az integ-

randus csak | tanα|-tól függ, az integrál értéke mindkét intervallumon megegyezik, így
elegendő csak az egyiket vizsgálni. Sőt, szimmetriaokokból kényelmesebb, ha az integrálás-
hoz áttérünk a pozitív tangensű alakra.

Legyen u = tanα. Ekkor α = arctanu, tehát dα = 1
1+u2 du. Ezt alkalmazva és a 1

1+u2 ≤ 1
u2

becslést ismét kihasználva:∫ ∞

r=r0

r(s−1)/θ−1

∫ r(p−1)/p

u=1/(2p)

u
p−2

(p−1)θ
1

1 + u2
du dr

≤
∫ ∞

r=r0

r(s−1)/θ−1

∫ r(p−1)/p

u=1/(2p)

u
p−2

(p−1)θ
−2 du dr.

A továbbiakban három esetet vizsgálunk a p−2
(p−1)θ

− 2 kitevő értéke alapján.

1. eset: Ha p−2
(p−1)θ

− 2 = −1 (ami ekvivalens azzal, hogy 1 = 2/p+ θ(1− 1/p)), akkor∫ ∞

r=r0

r(s−1)/θ−1

∫ r(p−1)/p

u=1/(2p)

u−1 du dr

=

∫ ∞

r0

r(s−1)/θ−1

(
ln
(
r(p−1)/p

)
− ln

(
1

2p

))
dr

≈
∫ ∞

r0

r(s−1)/θ−1 ln r dr.

Mivel a logaritmusfüggvény aszimptotikusan lassabban nő bármely pozitív kitevőjű hat-
ványfüggvénynél, a konvergenciát kizárólag a hatványkitevő határozza meg. Az integrál
tehát pontosan akkor konvergál, ha:

s− 1

θ
− 1 < −1 ⇐⇒ s < 1.

2. eset: Ha p−2
(p−1)θ

− 2 < −1 (ami ekvivalens azzal, hogy 1 < 2/p+ θ(1− 1/p)), akkor az
integrálás elvégzése után a kapott 1

p−2
(p−1)θ

−1
konstans szorzó negatív lesz. Így felső becslést

ad, ha a felső határ behelyettesítéséből származó negatív tagot elhagyjuk:∫ ∞

r0

r(s−1)/θ−1 1
p−2

(p−1)θ
− 1

[(
r(p−1)/p

) p−2
(p−1)θ

−1 −
(

1

2p

) p−2
(p−1)θ

−1
]
dr

≤
∫ ∞

r0

r(s−1)/θ−1 −1
p−2

(p−1)θ
− 1

(
1

2p

) p−2
(p−1)θ

−1

dr

≈
∫ ∞

r0

r(s−1)/θ−1 dr.
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Az integrál akkor konvergál, ha

s− 1

θ
− 1 < −1 ⇐⇒ s < 1.

3. eset: Ha p−2
(p−1)θ

− 2 > −1 (ami ekvivalens azzal, hogy 1 > 2/p+ θ(1− 1/p)), akkor a
1

p−2
(p−1)θ

−1
konstans szorzó pozitív. Ebben az esetben úgy kapunk felső becslést, ha az alsó

határ behelyettesítéséből származó, kivonandó (negatív előjelű) tagot hagyjuk el:∫ ∞

r0

r(s−1)/θ−1 1
p−2

(p−1)θ
− 1

[(
r(p−1)/p

) p−2
(p−1)θ

−1 −
(

1

2p

) p−2
(p−1)θ

−1
]
dr

≤
∫ ∞

r0

r(s−1)/θ−1 1
p−2

(p−1)θ
− 1

(
r(p−1)/p

) p−2
(p−1)θ

−1
dr

≈
∫ ∞

r0

r(s−1)/θ−1+ p−1
p ( p−2

(p−1)θ
−1) dr.

Ez az integrál akkor konvergál, ha

s− 1

θ
− 1 +

p− 1

p

(
p− 2

(p− 1)θ
− 1

)
< −1 ⇐⇒ s < 2/p+ θ(1− 1/p).

Az eseteket összefoglalva megmutattuk, hogy az
{
(α, r)

∣∣∣ 1
2p

< − tanα < r(p−1)/p
}

tarto-
mányban az energiaintegrál s < min {2/p+ θ(1− 1/p), 1} esetén konvergens.

III. A harmadik tartomány:
{
(α, r) ∈ [0, 2π]× [r0,∞)

∣∣ r(p−1)/p ≤ | tanα|
}

Vizsgáljuk meg a harmadik tartományt.

Ezen a tartományon is van der Corput lemmáját fogjuk használni. Számoljuk ki ehhez φ

deriváltját:

|φ′(x)| = 2πr| cosα+ pxp−1 sinα| ≥ 2πr| sinα|
∣∣∣∣pxp−1 − 1

| tanα|

∣∣∣∣ .
Ebben a tartományban 1

| tanα| ≤ r−(p−1)/p, tehát amikor az x változó 0 környékén van, a
fenti alsó becslésünk felveszi a 0-t, ezért nem tudjuk |φ′|-t az egész [0, 1] intervallumon
alulról becsülni. Az intervallumot két részre bontjuk, [0, δ]-ra és [δ, 1]-re, az előbbi szakaszon
alkalmazzuk az

∣∣eiφ(x)∣∣ = 1 egyenlőségből származó triviális felső becslést, és az utóbbin
van der Corput lemmáját használjuk.

Legyen δ = (2/p)1/(p−1)r−1/p ≈ r−1/p. Ekkor ha x ≥ δ, akkor pxp−1 ≥ 2r−(p−1)/p. A
tartományok definiálásakor r0-t kellően nagynak választottuk meg, hogy a tartományok ne
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lógjanak egymásba, ezért | tanα| ≥ r(p−1)/p > 1
2p

, és ekkor az előző tartományhoz hasonlóan
| sinα| ≈ 1. Ezt felhasználva, illetve azt, hogy 1

| tanα| ≤ r−(p−1)/p, a [δ, 1] tartományon |φ′(x)|
alsó becslése:

|φ′(x)| ≥ 2πr| sinα|
∣∣∣∣pxp−1 − 1

| tanα|

∣∣∣∣ ≥ 2πr| sinα|r−(p−1)/p ≈ r1/p.

A triviális becslésből [0, δ]-n és van der Corput lemmájából [δ, 1]-en a következő felső
becslés adódik |µ̂p(z)|-re:

|µ̂p(z)| ≲ δ + r−1/p ≈ r−1/p.

Mielőtt ezt a felső becslést behelyettesítjük az energiaintegrálba, a
Cr =

{
α ∈ [0, 2π]

∣∣ r(p−1)/p ≤ | tanα|
}

integrálási tartomány mértékét is felül-
ről becsüljük.

A tangens függvény szimmetriáját kihasználva négy hasonló részre bonthatjuk, az α ∈(
arctan

(
r(p−1)/p

)
, π
2

)
, az α ∈

(
π
2
, π − arctan

(
r(p−1)/p

))
, az α ∈

(
π + arctan

(
r(p−1)/p

)
, 3π

2

)
,

és az α ∈
(
3π
2
, 2π − arctan

(
r(p−1)/p

))
intervallumokra. Mindegyik intervallum hossza

π

2
− arctan

(
r(p−1)/p

)
= arccot

(
r(p−1)/p

)
= arctan

(
r−(p−1)/p

)
.

Felhasználva, hogy arctan(θ) =
∫ θ

0
1

1+t2
dt ≤

∫ θ

0
1 dt = θ minden θ ≥ 0-ra:

|Cr| = 4arctan
(
r−(p−1)/p

)
≲ r−(p−1)/p.

Helyettesítsük be a kapott felső becsléseket az energiaintegrál ezen tartományra eső részébe:∫ ∞

r=r0

rs/θ−1

∫
Cr

|µ̂p(z)|2/θ dα dr

≲
∫ ∞

r=r0

rs/θ−1

∫
Cr

(
r−1/p

)2/θ
dα dr

≲
∫ ∞

r0

rs/θ−1r−(p−1)/p
(
r−1/p

)2/θ
dr

=

∫ ∞

r0

rs/θ−1−(p−1)/p−2/(pθ) dr.

Ez az integrál akkor konvergál, ha
s

θ
− 1− p− 1

p
− 2

pθ
< −1 ⇐⇒ s < 2/p+ θ(1− 1/p).

Ezzel megmutattuk mindhárom tartományon, hogy az energiaintegrál s < min{2/p+θ(1−
1/p), 1} esetén konvergens, azaz dimθ

F µp ≥ min{2/p+ θ(1− 1/p), 1}.
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Felső becslés

Most azt fogjuk bizonyítani, hogy dimθ
F µp = sup{s ≥ 0 : Js,θ(µ) < ∞} ≤ min{2/p+ θ(1−

1/p), 1}. Először vegyük észre, hogy

dimθ
F µp ≤ dim1

F µp = dimS µp ≤ dimH(supp(µp)) ≤ dimH([0, 1]) = 1,

a 4.1.6., 3.1.4., 3.1.5. és 1.1.5. állítások alapján. Az utolsó egyenlőtlenség azért teljesül,
mert az x 7→ (x, xp) leképezés a [0, 1] intervallumon Lipschitz-folytonos.

Ezért elegendő azt megmutatnunk, hogy dimθ
F µp ≤ 2/p + θ(1 − 1/p). Ezt úgy fogjuk

elérni, hogy az integrálási tartomány egy megfelelő részén megmutatjuk az energiaintegrál
divergenciáját minden s ≥ 2/p+ θ(1− 1/p) esetén.

Legyen a vizsgált tartomány
{
(α, r)

∣∣ r ≥ R0,
π
2
− cr−(p−1)/p ≤ α ≤ π

2

}
, ahol R0 és c > 0

később megválasztandó konstansok. Válasszuk R0 értékét elég nagynak ahhoz, hogy minden
r ≥ R0 esetén π

2
− cr−(p−1)/p ≥ π

4
legyen. Megjegyezzük, hogy ekkor

√
2
2

≤ sinα ≤ 1, tehát
sinα ≈ 1 a tartományon.

Alkalmazzuk az u = r1/px helyettesítést a Fourier-transzformált integráljában:

µ̂p(z) =

∫ 1

0

e−2πir(x cosα+xp sinα) dx = r−1/p

∫ r1/p

0

e−2πi(ur(p−1)/p cosα+up sinα) du.

Vezessük be a Φ(u) jelölést a fázisfüggvényre az u változóban:

Φ(u) = −2π(ur(p−1)/p cosα+ up sinα).

Célunk megmutatni, hogy ha megfelelően választjuk a tartományt definiáló R0 és c

konstansokat, akkor
∣∣∣∫ r1/p

0
eiΦ(u) du

∣∣∣ egy szigorúan pozitív konstans körül marad, azaz∣∣∣∫ r1/p

0
eiΦ(u) du

∣∣∣ ≈ 1, amiből |µ̂p(z)| ≈ r−1/p.

Azt állítjuk, hogy kellően kicsi c és kellően nagy R0 választása esetén,
∫ r1/p

0
eiΦ(u) du tetsző-

legesen közel kerül az
∫∞
0

e−2πiup
du értékhez, az

{
(α, r)

∣∣ r ≥ R0,
π
2
− cr−(p−1)/p ≤ α ≤ π

2

}
tartomány bármelyik (α, r) párjára. Az 5.1.2. lemma alapján tudjuk, hogy

∫∞
0

e−2πiup
du

értéke egy Vp ̸= 0 komplex konstans.

A fenti különbség felülbecsléséhez kettébontjuk az integrálási tartományt egy 0 < M < r1/p

pontnál (amelynek pontos értékét később rögzítjük). Erre a vágásra azért van szükségünk,
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mert az M -nél nagyobb értékekre (a farokrészen) van der Corput lemmájának segítségével
tudjuk felülről becsülni az integrálokat, míg a kompakt [0,M ] szakaszon közvetlenül
vizsgálhatjuk a két integrandus különbségét. A háromszög-egyenlőtlenséget alkalmazva
kapjuk: ∣∣∣∣∣

∫ ∞

0

e−2πiup

du−
∫ r1/p

0

eiΦ(u) du

∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫ M

0

e−2πiup

du−
∫ M

0

eiΦ(u) du

∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∫ r1/p

M

eiΦ(u) du

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∫ ∞

M

e−2πiup

du

∣∣∣∣ .
Adjuk meg az

∣∣∣∫ r1/p

M
eiΦ(u) du

∣∣∣ integrál felső becslését van der Corput lemmája segítségével.
Ehhez vegyük észre, hogy

Φ′(u) = −2π(r(p−1)/p cosα+ pup−1 sinα)

monoton, illetve a választott tartományunkban 0 < α ≤ π
2

miatt sinα ≥ 0 és cosα ≥ 0,
ezért |Φ′(u)| alsó becslése az [M, r1/p] intervallumon:

|Φ′(u)| = 2π(r(p−1)/p cosα+ pup−1 sinα) ≥ 2πpup−1 sinα ≥ 2πpMp−1 sinα ≈ Mp−1.

Van der Corput lemmájából adódik, hogy∣∣∣∣∣
∫ r1/p

M

eiΦ(u) du

∣∣∣∣∣ ≲ 1

Mp−1
,

azaz kaptunk egy kizárólag M -től függő felső becslést, ami 0-hoz tart, ahogy M → ∞,
hiszen p > 1.

Mivel az
∫∞
0

e−2πiup
du integrál konvergens, ezért limM→∞

∫∞
M

e−2πiup
du = 0. Ezért választ-

hatunk kellően nagy M konstanst, amelyre
∣∣∣∫ r1/p

M
eiΦ(u) du

∣∣∣ ≤ |Vp|
8

és
∣∣∫∞

M
e−2πiup

du
∣∣ ≤ |Vp|

8
.

A fennmaradó hibatag felső becslése előtt jegyezzük meg, hogy az x 7→ eix függvény 1-es
konstanssal Lipschitz-folytonos, azaz |eix − eiy| ≤ |x− y|. Továbbá a vizsgált tartományon
a trigonometrikus függvényekre t ≥ 0 esetén felírható a sin t ≤ t és cos t ≥ 1 − t2/2

egyenlőtlenségekből adódóan:

cosα ≤ cos
(π
2
− cr−(p−1)/p

)
= sin

(
cr−(p−1)/p

)
≤ cr−(p−1)/p,
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illetve

sinα ≥ sin
(π
2
− cr−(p−1)/p

)
= cos

(
cr−(p−1)/p

)
≥ 1−

(
cr−(p−1)/p

)2
2

.

Ezeket figyelembe véve és a háromszög-egyenlőtlenséget alkalmazva:∣∣∣∣∫ M

0

e−2πiup

du−
∫ M

0

eiΦ(u) du

∣∣∣∣
≤
∫ M

0

∣∣e−2πiup − eiΦ(u)
∣∣ du

≤
∫ M

0

|−2πup − Φ(u)| du

= 2π

∫ M

0

∣∣(ur(p−1)/p cosα+ up sinα
)
− up

∣∣ du
≤ 2π

∫ M

0

ur(p−1)/p cosα du+ 2π

∫ M

0

up(1− sinα) du

≤ 2π

∫ M

0

ur(p−1)/p
(
cr−(p−1)/p

)
du+ 2π

∫ M

0

up

(
cr−(p−1)/p

)2
2

du

≤ 2π

∫ M

0

uc du+ 2π

∫ M

0

up c
2

2
R

−2(p−1)/p
0 du

= πM2c+ π
Mp+1

p+ 1
c2R

−2(p−1)/p
0 .

Válasszuk a c konstanst olyannak, hogy πM2c ≤ |Vp|
8

, majd válasszuk az R0 konstanst
olyannak, hogy πMp+1

p+1
c2R

−2(p−1)/p
0 ≤ |Vp|

8
.

Összefoglalva a korábbi becsléseket, beláttuk, hogy a hibára teljesül∣∣∣∣∣
∫ ∞

0

e−2πiup

du−
∫ r1/p

0

eiΦ(u) du

∣∣∣∣∣ ≤ |Vp|
2

,

amiből a fordított háromszög-egyenlőtlenség alapján adódik, hogy

|Vp|
2

≤

∣∣∣∣∣
∫ r1/p

0

eiΦ(u) du

∣∣∣∣∣ ≤ 3|Vp|
2

,

tehát a vizsgált tartományon valóban
∣∣∣∫ r1/p

0
eiΦ(u) du

∣∣∣ ≈ 1.

Ezt az eredményt visszahelyettesítve |µ̂p(z)| képletébe, megkapjuk a kívánt aszimptotikát:

|µ̂p(z)| ≈ r−1/p.
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Helyettesítsük be a kapott becslést az energiaintegrál ezen tartományra eső részébe:∫ ∞

r=R0

rs/θ−1

∫ π/2

α=π/2−cr−(p−1)/p

|µ̂p(z)|2/θ dα dr

≈
∫ ∞

r=R0

rs/θ−1

∫ π/2

α=π/2−cr−(p−1)/p

(
r−1/p

)2/θ
dα dr

=

∫ ∞

R0

rs/θ−1
(
cr−(p−1)/p

) (
r−1/p

)2/θ
dr

≈
∫ ∞

R0

rs/θ−1−(p−1)/p−2/(pθ) dr.

Ez az integrál pontosan akkor divergál, ha a kitevő nagyobb vagy egyenlő, mint −1, azaz
ha

s

θ
− 1− p− 1

p
− 2

pθ
≥ −1 ⇐⇒ s ≥ 2/p+ θ(1− 1/p).

Megmutattuk tehát, hogy az energiaintegrál s ≥ 2/p+ θ(1− 1/p) esetén divergens, azaz
dimθ

F µp ≤ 2/p+ θ(1− 1/p).

Ezt összevetve a triviális dimθ
F µp ≤ 1 felső korláttal, valamint a korábban igazolt dimθ

F µp ≥
min{2/p+ θ(1− 1/p), 1} alsó becsléssel, a bizonyítást befejeztük. Ezzel igazoltuk, hogy:

dimθ
F µp = min {2/p+ θ(1− 1/p), 1} .

□
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