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Téma: Magyar fertilitás előrejelzése multipopulációs modellek segítségével 

A magyar termékenységi ráta modellezését és előrejelzését többek között a népesség-

előreszámítás indokolja, amely eredményei többek között a nyugdíjtervezés- és modellezés 

alapját képezik. A termékenységi ráta egyszerű idősoros modellezése elterjedt módszer a 

termékenységi ráta elemzésére, de ezek a modellek nem tudják megfelelően megragadni a 

termékenységi ráta függőségét az anya életkorától. Az eredetileg mortalitás elemzésére használt 

Lee Carter modellezés alkalmazható az anya korának függvényében kifejezett fertilitási ráták 

leírására is, ám a folyamat mögött rejlő komplexitás miatt ezek sem feltétlen biztosítanak 

megfelelő illeszkedést. Az illeszkedést javíthatja a célországgal szomszédos országok fertilitási 

ráta adatainak bevonása az elemzésbe a Lee-Carter modell multipopulációs kiterjesztéseinek 

segítségével. A multipopulációs modellek alkalmazása nem csak a régióra jellemző közös 

tendenciák megragadásában játszik fontos szerepet, hanem az előrejelzéshez felhasználható 

változók körét is bővíti a célországgal szomszédos országok fertilitási rátáinak 

figyelembevételével. A megnövekedett változószám pedig kedvez a klasszikus Lee-Carter féle 

modellek gépi tanulással támogatott fejlesztésének (különböző boosting technikák), ezzel 

növelve az illeszkedés jóságát és az előrejelzés pontosságát.  
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1. Bevezetés 

„A teljes termékenységi arányszám (az angol rövidítést használva TFR) azt fejezi ki, hogy egy 

nő élete folyamán hány gyermeknek adna életet az adott év kor szerinti születési gyakorisága 

mellett” (KSH definíciója). Számítását tekintve a TFR a különböző időhöz és életkorhoz kötött 

korspecifikus termékenységi ráták súlyozott összege. Képlettel kifejezve: 𝑇𝐹𝑅 = ∑ 𝐴𝑆𝐹𝑅(𝑡)𝑎 , 

ahol t a naptári évet jelöli, a pedig a nők korévét (Berde & Németh, 2015). 

Makroszinten ez a legrégebbi, illetve legnépszerűbb naptári éves termékenységi mutatószám 

(Berde & Németh, 2015). Mindamellett ahogy a definícióból is kiderül, arra a feltételezésre 

épül, hogy a gyermekvállalás kor szerinti mintázatai állandóak – ez viszont a vizsgált 

időszakban (1971-2014) nem igaz a visegrádi országokra, ennek ellenkezője figyelhető meg. 

Az ebből eredő torzításokat érdemes figyelembe venni a mutatószám trendjének 

értelmezésekor. 

Ezzel szemben az ASFR, azaz korspecifikus fertilitási ráta mivel külön számítjuk korévekre és 

naptári időpontokra, jóval közelebbről írja le a termékenység alakulását, gyermekvállalási 

mintázatokat. Előállításához szükséges tudnunk az adott év élveszületéseinek számát a 

megfelelő női korosztályban, illetve az adott évben a vizsgált női korosztály átlagos létszámát. 

(A vizsgált női populációba itt a szülőképes női népességet értjük, a dolgozatban vizsgált adatok 

esetében a 12-55-ig terjedő életkorok tartoznak ide.) 

Bár adott időszakok esetében a TFR növekedését vagy csökkenését nem egyértelmű, hogy mi 

indokolja (és ezért fontos tisztában lenni a mutató valódi jelentéstartalmával és 

hiányosságaival), makrotrendek tekintetében sokszor informatív és könnyen értelmezhető. A 

következőkben az elmúlt évek magyar adatai kerülnek bemutatásra. 
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A magyar termékenységi 

ráta, hasonlóan az élve 

születések alakulásához, 

2025-ben már hosszú ideje 

nem látott szintre csökkent, 

jelenlegi becsült értéke 1,31. 

A teljes termékenységi 

arányszám utoljára a 2011-

ben volt ennél alacsonyabb, 

1,23-as értékkel (KSH). A 

2010-es években egy növekedő tendenciát figyelhettünk meg, mely 2021-ben érte el 

tetőpontját, azóta újra egy erősebb csökkenő trend rajzolódik ki. Ez az Európai Unió többi 

országában is megfigyelhető – nyilván kisebb-nagyobb eltérésekkel a csökkenés mértékét, 

illetve a ráta abszolút nagyságát tekintve. Az európai uniós országok termékenységi rátájának 

átlagos értékét Magyarország az utóbbi években meghaladta, ám attól nem tért el jelentősen. 

Ezzel nagyjából középen helyezkedik el a jelenlegi listavezető Montenegró és a legkisebb 

értékkel rendelkező Málta között (2024-es adatok alapján). Érdekes megfigyelni, hogy bár 

sokak a fejlett családtámogató rendszerekben látják a jövőt, a skandináv országokban is erős 

visszaesés volt megfigyelhető az elmúlt években1. Természetesen nem vonható kétségbe a 

megfelelő intézkedések és infrastruktúra jelentősége, az említett jelenség inkább jobban rámutat 

arra, hogy a gyermekvállalás egy komplex kérdéskör. 

A termékenységi mutatószámok mögött meghúzódó folyamatok nem önmagában statisztikai 

kérdések, hanem összetett társadalmi, közegészségügyi vonatkozásúak. Az elöregedő 

népességszerkezet a csökkenő, illetve amúgy is alacsony szinten levő születésszámokkal 

együttesen egyre inkább megkövetelik az (újra)ellátó rendszerek átstrukturálását, 

fenntarthatóbbá tételét. A születésszámok vizsgálata, termékenységi mutatószámok 

modellezése hozzájárul a népesség- és korösszetétel előrejelzéséhez (Lee, R. D., 1993), mely a 

demográfiai intézkedések, illetve azok tervezésének alapját képezik.  

 
1 Az északi országokban a családtámogatási rendszerekre, intézkedésekre költött éves összeg a GDP-jük 3-3,5%-

át teszi ki, míg az OECD átlag 2,3% körül mozog – ahogy a magyar érték is. Ezzel a skandináv országok az OECD 

országok listájának a tetején helyezkednek el, ami nem csak azért fontos, mert arányaiban „jobban” foglalkoznak 

a kérdéssel, hanem ott kimagasló a szolgáltatás alapú támogatás.   

Forrás: https://www.oecd.org/  

  

ábra 1 A magyar teljes termékenységi ráta alakulása 2020 és 2025 között. 

Forrás: KSH, Portfólió (link: https://www.portfolio.hu/) 

https://www.oecd.org/
https://www.portfolio.hu/
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A visegrádi országokban a hasonló történelmi-gazdasági környezet miatt a 20. században 

hasonlóan alakult a halálozási ráta, a többi európai országtól eltérően, ezért érdemes ezeket az 

országokat külön, a többitő leválasztva elemezni (Szentkereszti-Vékás, 2024). A sok 

szempontból hasonló adottságok, körülmények egyéb demográfiai folyamatok esetében is (pl. 

termékenység) fontos szerepet töltöttek be, így érdemes lehet a fertilitási rátát is regionális 

szinten elemezni. 

A gépi tanulás, mesterséges intelligencia és mély tanulás ma már az aktuárius tudományokban 

is jól alkalmazhatóak, jelenlétük nagyban javítja a modellek illeszkedését, előrejelzések 

pontosságát (Szentkereszti-Vékás, 2024). A dolgozatban használt gépi tanulási technikákról a 

későbbiekben (3.3 fejezet) lesz még bővebben szó. 

A termékenységi ráta alakulása sok tényező függvénye, melyek egy része nem mérhető, illetve 

adott kultúrákban és korokban eltérő. A gyermekvállalást befolyásoló tényezőket ezért a téma 

árnyaltabb bemutatása miatt foglalom majd össze szakirodalmi munkák alapján, dolgozatom 

fókusza a modellek megbízhatósága, illetve az előrejelzés pontosságának javítása. 

2. Szakirodalmi áttekintés 

A mortalitási rátára alkalmazott modelleket sok esetben használják a fertilitási ráta alakulásának 

elemzésére, előrejelzésére is (Sevciková et al., 2016; Lee, R. D., 1993; Hyndman & Ullah, 

2007; Shair et al, 2024; Wisniowski et al, 2015). 

A népességalakulást közvetlenül befolyásoló egyéb demográfiai mutatók azonos 

modellkeretben való vizsgálata is egyre inkább elterjedt (Wisniowski et al, 2015); a Li-Lee 

modell sok esetben kiinduló (vagy benchmark) modellként szerepel. 

Fertilitásra a Lee-Carter féle modellezés már bevett eljárás, ezt kiegészítve más változókkal 

pontosabbá tehető az előrejelzés, illeszkedés is. Ezt a közös trend feltételezése teheti lehetővé, 

mely indokolja az idősorok együttes vizsgálatát multipopulációs modellek segítségével (Li-

Lee, 2005). Ez a fertilitási rátára is alkalmazható feltevés, melyet nem csak az idősorok régión 

belül megfigyelhető együtt mozgása indokol, hanem a közös trendet kialakító (vagy legalábbis 

ahhoz mindenképpen hozzájáruló) hasonló társadalmi-gazdasági környezet, hasonló 

családtámogatási rendszer stb. 
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A második ábráról több 

lényeges folyamat jól 

látható. Egyrészt, a 

termékenységi ráta görbéje 

„laposodik”, azaz a vizsgált 

időszakban (1950-2020) 

szinte monoton módon 

csökkent. Fontos 

megjegyezni, hogy az ábrán 

a kor szerinti fertilitási ráták 

rajzolódnak ki. Így viszont 

rögtön látszik a másik 

jellemző, miszerint a görbe az évek során el is tolódott, azaz a gyermekvállaláskori életkor 

egyre nő. Egyszerűbben megfogalmazva átlagosan később vállalnak gyermeket a nők.  

Sok esetben ez az eltolódás összefügg a születésszámok csökkenésével is2. Általános jelenség, 

hogy eredetileg csak későbbre tervezik a családalapítást, az időzítést módosítva, végül ez a 

megvalósult gyermekszámban is változást okoz(hat). A halasztás visegrádi országok 

mindegyikére jellemző volt. Az 1990-ben az átlagos kora a nőknek gyermekvállaláskor 25,4 

volt, ez az érték 2019-re már 29,2 év volt (Tóth, 2024), hasonlóan az első gyermek születésekori 

átlagos életkor is kitolódott. 

Érdekes lehet megvizsgálni a gyermekszámok alakulását a házasságkötésekkel összefüggésben. 

Általánosságban elmondható, hogy a házas párok nagyobb eséllyel és több gyermeket 

vállalnak, mindemellett a nem házasságon alapuló kapcsolatokban is sok gyermek születik 

(Spéder, 2006). Bár Magyarországon az utóbbi időben magasabb a házasságkötések száma 

(részben, mert több családtámogatási forrás ehhez van kötve), összességében általános 

tendencia, hogy egyre elterjedtebb az élettársi forma, vagy a hivatali oldalról kevésbé 

adminisztrálható együttélési formák a párok számára. 

Fontos lenne megvizsgálni, hogy a női populáción belül mekkora a heterogenitás mértéke, és 

milyen jellemzők alapján lehetne elkülöníteni hasonló fertilitási mintázattal rendelkező 

különböző csoportokat. Ez nem csak a téma mélyebb megértése szempontjából lenne előnyös, 

 
2 Bár a szakirodalmi munkákban nincs konszenzus azzal kapcsolatban, hogy ezek párhuzamosan végbemenő 

folyamatok csupán, vagy ok-okozati összefüggés van-e köztük. 

ábra 2 Magyar kor szerinti termékenységi ráta, 1950-2020-ig vizsgált időszakban. 

Saját szerkesztésű ábra a Human Fertility Database adatai alapján. 
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hanem potenciális intézkedés(csomagok) kialakításánál is – az egyes szubpopulációknál más-

más tényezők hathatnak ösztönzően, illetve jobban kirajzolódhatna, mely csoportoknál lenne 

igazán lényeges az irányított külső intézkedések bevezetése. 

Shair és szerzőtársai tanulmányukban (Shair et al., 2024) különböző multipopulációs Lee-

Carter modelleket illesztettek a maláj kor szerinti fertilitási ráta idősoraira, kihasználva az 

eredetileg mortalitási ráta modellezésére alkalmazott módszertant. Hasonlóan a dolgozatomban 

megfogalmazott kutatási kérdéshez, ők is különböző populációk, „csoportok” termékenységi 

rátáit modellezték együttesen, csak az ő esetükben a nagyobb egységet az országhatár 

testesítette meg, azon belül vizsgálták a maláj, indiai és kínai kisebbségek rátáit. A vizsgált 

adatsorok esetében jól látszik, hogy a ráta alakulása hasonló irányú folyamatot ír le mindhárom 

szubpopuláció tekintetében, bár a kiindulópont és a csökkenés, illetve kor szerinti eltolódás 

mértéke eltérő (Shair et al., 2024). Munkájukban ők is készítettek előrejelzést (2022-2041) az 

ASFR3 alakulására, ahol a tanulóidőszak és a teszthalmaz megválasztását többféleképpen 

határozták meg, majd az out-of-sample hibát minimalizálva választottak a különböző modellek 

közül. A fertilitási rátára felírt alapegyenlet a következőképpen áll elő: 

ln(𝑓𝑥,𝑡,𝑖) = 𝑎𝑥,𝑖 + 𝑏𝑥,𝑖𝑘𝑡,𝑖 + 𝜀𝑥,𝑡,𝑖,                                                                                                        (1) 

Ami alapján az előrejelzés becslése: 

𝑓𝑥,𝑡+𝑠 = exp(𝑎𝑥 + 𝑏𝑥𝑘̂𝑡+𝑠).                                                                                                                 (2)  

Ezt a következőképpen módosították: 

𝑓𝑥,𝑡 = exp(𝑎̂𝑥
(𝐵)

+ 𝑏̂𝑥
(𝐴)

𝑘̂𝑡
(𝐴)

),                                                                                                               (3)  

ahol a B és A indexű tagokat két, egymástól eltérő időszakon becsülték meg. A B modell 

rövidebb időszak adatait használta, ezáltal egy frissebb, a jelenlegi adatokhoz jobban illeszkedő 

becslést alkalmazott a populációspecifikus átlagos log-fertilitás értékére. 

Egyre elterjedtebb a sztochasztikus modellek használata népességalakulás elemzésére és 

előrejelzésére – legyen szó akár halandósági adatokról, fertilitásról vagy akár migráció 

alakulásáról. A népesség méretének és összetételének előrejelzése azért is kiemelt fontosságú 

napjainkban, mert az elöregedés mint egyre gyorsuló jelenség kihívás elé állítja a fejlett 

országok java részét. Nem csak a születéskor várható élettartam növekedéséről van szó, és 

 
3 Age Specific Fertility Rate, azaz korspecifikus termékenységi ráta. 



8 

 

ezáltal az idősebb korcsoportok adott országon belül való növekvő részarányáról, hanem a 

fertilitási ráta és a született gyermekek számának csökkenéséről is. Ezáltal a társadalmi 

intézményrendszerek, szociális ellátó rendszerek már nem csak hosszú, hanem rövidtávon is 

kihívásokkal néznek szembe. Ezen rendszerek többségében alapjaiban épülnek a demográfiai 

folyamatok feltételezett egyensúlyára, mely ilyen módon már nem teljesül, és feltételezhetően 

a jövőben sem fogja ezt a pályát követni. Többek között ezért is összetett feladat a fertilitási 

modellezése – a strukturális törések az idősorban a modellillesztést is nehezítik, emellett az out-

of-sample hibát is nehezebb ezáltal minimalizálni. Éppen ezért a mortalitási-, illetve fertilitási 

modellek – melyek alapját képezik a kor szerinti népességelőrejelzéseknek – javulásának hatása 

szinte azonnal megjelenhet a döntéshozó szervek intézkedéselőkészítésében (Hyndman, 

2006)4. 

Fontos pont továbbá, hogy az előrejelzéseknél a bizonytalanság becslése (pl. 

konfidenciaintervallumok becslése) rendkívül modellfüggő, ezáltal általános állítások sokszor 

nehezen vagy egyáltalán nem fogalmazhatók meg ezzel kapcsolatban. (Hyndman & Booth, 

2008) 

2.1 TFR – avagy mi és hogyan hat a fertilitási ráta alakulására 

A visegrádi négyek országa sok szempontból hasonló történelmi-, gazdasági háttérrel 

rendelkezik, ilyen módon sok közös kulturális vonásban osztoznak. Több kutatás megállapítja 

(Bongaarts & Hodgson, 2022; Sánchez-Barricarte, 2017; ESHRE Capri Workshop Group, 

2001), hogy a fertilitási rátára hosszú távon sokkal nagyobb hatással vannak mélyebb 

társadalmi folyamatok. Ezek általában adott területi egységre, régióra jellemzőek, sokszor a 

közös történelem, hasonló kultúra, gazdasági környezet által kerülnek meghatározásra. Épp 

emiatt lehet problematikus a gyermeknevelési kedvet (csupán) gazdasági ösztönzőkkel növelni, 

mert ezek tipikusan rövid távon fejtik ki hatásukat, sőt valószínűbb, hogy nem is a 

gyermekszámra vannak közvetlenül hatással, hanem a gyermekvállalás idejére („tempo-

effect”) (Gauthier, 2007; Sobotka, 2004; Bongaarts, 2013). 

2.2 Fertilitási ráta modellezési szakirodalma  

A fertilitási ráták irodalma, bár nem olyan széles, mint a mortalitási rátáké, itt is megtalálható 

számos, egymástól eltérő modellcsalád. Ezek egy része múltbeli trendek elemzésére szolgál, de 

 
4 Külön tekintettel arra, hogy a fertilitási projekciók nagyban hozzájárulnak a gyermekeket érintő ellátás 

tervezéséhez (pl. óvodai, bölcsődei helyek száma stb.). 
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a legtöbb esetben itt is előrejelzés a cél. Természetesen a különböző modellfeltevések más-más 

következménnyel járnak, az alábbiakban röviden ezekről is szó lesz. 

Az egyik legelterjedtebb megközelítés az idősor alapú modellek csoportja. Itt különböző 

késleltetésű ARIMA modellekkel próbálják leírni a fertilitási ráta alakulását. Amellett, hogy ha 

nem is pontosan, de sokszor nagyságrendileg illeszkedik az adatokra, előrejelzés tekintetében 

nem kifejezetten optimális a használatuk, mert hosszú időhorizont projekciójára nem 

alkalmasak. Emellett az előrejelzés konfidenciasávja is nagyon hamar igen szélessé válhat (Lee, 

1993). Sok esetben ráadásul azt tekintik kiindulási alapnak ezeknél a modelleknél (bár ez másik 

modellcsaládban is előfordulhat), hogy a termékenységi ráta egy előre meghatározott 

egyensúlyi szint felé tart, idővel ahhoz a szinthez konvergál. Szintén az előbb idézett 

munkájában Lee is megállapítja, hogy indokoltabb lenne azt feltételezni, hogy ez az egyensúlyi 

szint is egy sztochasztikus folyamat, mely idővel változik. Az idősoros modellek ráadásul igen 

érzékenyek a strukturális változásokra, illetve aggregált mutató esetén a különböző 

összetevőkben bekövetkezett eltéréseket sem tudja rendesen megragadni. 

Előfordulnak még az életkor szerinti fertilitási ráták eloszlására illesztett modellek, melyek 

inkább leíró jellegűek, illetve mivel meghatározott alakúak, emiatt kevésbé rugalmasak is – 

csupán a becsült paramétereken lehet változtatni. Példa rájuk többek között Coale-Trussel 

modell (Coale & Trussel, 1974); Hadwiger modellek (Peristera & Kostaki, 2007). 

Egy másik elterjedt megközelítést ad a sztochasztikus alapú fertilitási modellek családja 

(Alkema et al., 2011), melynek egyik standard eleme a demográfiában az eredetileg mortalitási 

ráta modellezésére alkalmazott Lee-Carter modell fertilitási rátára vonatkozó adaptációja (Lee, 

1993; Hyndeman & Booth 2008). Ennek nagy előnye, hogy itt az idő- és a korhatás különválik. 

Hátránya viszont, hogy nem kezeli megfelelően a nemlineáris változásokat (ez a 

modellspecifikációból következik). Ennek kiküszöbölése érdekében jelent meg a 

szakirodalomban a gépi tanulási technikákra épülő modellek használata (neurális hálók, 

véletlen erdő modellek, gradient boosting) (Kassaw et al., 2025). 

A fentebb felsorolt modellek a mortalitási ráta irodalmában is szerepelnek. Értelemszerű 

különbségek mikor a fertilitási rátára alkalmazzuk őket érthető módon adódnak – már csak a 

mögöttes folyamatok természete miatt is. Ilyen például, hogy a halálozási ráta egy ország teljes 

népességét érinti, a termékeny évek figyelembevétele miatt nem is az egész női populáció 

szerepel a megfigyelésekben. Más jellegű, ám annál fontosabb különbség még, hogy a 

halálozási ráta (speciális esetektől eltekintve) alakulása nem egy döntési tényező egy ember 
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életében, míg a gyermekvállalás időpontja és a gyermekek száma ma a nyugati országokban 

már inkább. Ebből kifolyólag előfordulhatnak olyan strukturális változások az ASFR 

alakulásában, melyet tisztán matematikai módon leírni nem magától értetődő. Ettől függetlenül 

természetesen sok tekintetben hasonlóan viselkedik, mint a halálozási ráta, 

demográfiaimutatóként ezért is van nagy átfedés a modellezési szakirodalomban. 

2.3 A termékenységi ráta Magyarországon 

Magyarországon a termékenységi ráta alakulása nem homogén, járásonként vagy akár nagyobb 

régiónként jelentősen eltér az értéke (Tóth-Kincses-Kovács, 2024). A ráta legalacsonyabb 

értékeit Budapest egyes kerületeiben veszi fel, míg jellemzően Északkelet-Magyarországon az 

egyensúlyi 2,1-es érték felett mozog a mutató értéke. Ez felveti a kérdést, hogy vajon milyen 

területi összefüggések figyelhetők meg országon belül, mivel mond ez többet a termékenységet 

befolyásoló tényezőkről, a termékenység mögött húzódó folyamatokról.  

A harmadik ábrán egyébként az is látszik, hogy Magyarországon a magasabb termékenységgel 

rendelkező járások egyben az ország gazdaságilag kevésbé élen járó területei is. A negyedik 

ábrán a személyi jövedelemadóalapot képző jövedelmet láthatjuk, arányosan az adófizetők 

számával leosztva. Természetesen a konkrét mutató kiválasztása egyéni döntés volt, de az 

összefüggés, egybeesés szemléltetésére megfelel, hiszen jól közelíti a járások lakosságának 

(bevallott) jövedelmi szintjét, emellett hasonló ábra rajzolódik ki más, szintén gazdasági-

ábra 3 A teljes termékenységi arányszám területfüggősége – a magas-magas klasztereknek van jelentősebb hatása 

Magyarországon.  

Forrás: Tóth.Kincses-Kovács, 2024. 
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jövedelmi mutatók esetén is. A feltételezett összefüggés negatív irányú, azaz a nagyobb jóléttel 

(gazdasági tekintetben) jellemezhető területek termékenységi adatai magasabbak (az 

összefüggés, ha kismértékben változó erősséggel is, de időben állandó jelleggel fennáll). 

Az összefüggés más európai országok esetében is megfigyelhető, bár vita övezi a témát, hogy 

oksági kapcsolatról (ha igen, milyen irányban) beszélhetünk, esetleg egyidejű kölcsönös 

hatásról van szó, vagy akár külső, harmadik változó(k) hatása tükröződik az együttmozgásban. 

A kérdésfelvetés indokolt, hiszen mindkét folyamat mögött összetett társadalmi-gazdasági 

mechanizmusok vannak, melyeket empirikus módon nehéz teljeskörűen számszerűsíteni, 

modellezni. 

Többen érvelnek amellett, hogy a demográfiai átmenet összefüggései nyilvánulnak meg ebben 

is (Fox, Klüsener, & Myrskylä, 2019). Az átmenet elméletének leegyszerűsített lényege szerint 

úgy haladnak az egyes társadalmak időben, hogy a kezdeti állapot magas gyermekszületéssel 

(termékenységi rátával) jellemezhető és alacsonyabb életszínvonallal, elmaradottabb gazdasági 

körülményekkel jellemezhető. Ezután ahogy a gazdasági (egészségügyi stb.) környezet javul, 

csökken a termékenység. A harmadik szakaszban pedig egyfajta konszolidáció, az elméleti 

egyensúlyi érték (2.1) körüli ingadozás jelenik meg. Ám ma már olyan felvetések is vannak, 

miszerint ez kimagaslóan fejlett gazdasági környezetben akár pozitív irányú kapcsolatba, így a 

termékenységi ráta növekedésébe is átfordulhat (Fox, Klüsener, & Myrskylä, 2019). Emellett 

ábra 4 A személyi jövedelemadóalapot képező jövedelem egy adófizetőre, 2024 (ezer forint) 

Forrás: KSH TIMEA (link: https://map.ksh.hu) 

https://map.ksh.hu/
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persze regionális családpolitikai intézkedések gazdasági helyzettől függetlenül módosíthatnak 

a termékenységi értékeken (rövid távon akár az időzítési hatáson keresztül) (Cevik, 2025). 

Visszatérve a termékenység területi alakulásának vizsgálatához, Tóth-Kincses-Kovács (2024) 

megvizsgálta azt a nullhipotézist, miszerint nincs területi autokorreláció a termékenységi ráta 

alakulását tekintve Magyarországon. Ezt a Moran féle I mutató értéke alapján elvetették, azaz 

elmondható, hogy a magasabb termékenységi rátával rendelkező járások szomszédaiban is 

jellemzően magasabb a fertilitási ráta értéke (ez a dominánsabb összefüggés), míg az 

alacsonyabb értékekkel rendelkező járások szomszédaiban is alacsonyabb a termékenység, 

mint amire a természetes folyamatok következtében számítanánk. Elutasítva a nullhipotézist 

arra a következtetésre juthatunk, hogy Magyarországon megfigyelhető területi függőség a 

termékenységi ráta alakulását tekintve. 

Kutatásukban megállapították, hogy mivel megfigyelhető területi függés a termékenység 

alakulásában, vannak „termékenységi gócpontok”, ezért hatékonyabb lehet a regionális fókuszú 

ösztönzők bevezetése, mint az általános, országos intézkedéscsomagok bevezetése. 

Emellett fontos megállapítás, hogy a vidéki járásokban szintén magasabb a gyermekszületések 

aránya, így érdemes lehet ezt is figyelembe venni népességpolitikai döntéshozatal 

szempontjából (Tóth-Kincses-Kovács, 2024). 

Fontos lenne régiónként (megyék, járások) külön ösztönzőket bevezetni, mert egyrészt 

megvannak azok a központok, amelyek „húzó területként” funkcionálnak, ezzel központibb 

szerepet töltve be a fertilitási ráta növekedését célzó döntéshozatalban, másrészt a különböző 

területi egységeken más-más intézkedés lenne hatékony (a felülről jövő általános intézkedések 

sokszor emiatt nem működnek országszinten igazán jól). 

Mivel dolgozatomban nem az országon belüli összefüggések vizsgálatán van a fókusz, ezért az 

előbbi megállapításokat bár a döntéshozatali nézőpont miatt fontosnak tartom, nem részletezem 

jobban. Mindazonáltal kitekintésnek és a termékenység alakulásának jobb megértése miatt 

érdemesnek tartottam felvetni néhány gondolatot a témát illetően területspecifikusan is. 

2.4 A fertilitási ráta regionális elemzése 

Bár sok tényezőt már azonosítottak azzal kapcsolatban, hogy mi és hogyan befolyásolja/hatja a 

gyermekvállalási kedvet, ezeket többségében nehéz lefordítani gyorsan ható gyakorlati 

intézkedésekre. Egy részük ráadásul vagy részben adottak (pl. történelmi háttér) vagy nagyobb 

részben magánéleti vonatkozású, például vallási hovatartozás, házasságok száma (aggregált 
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szinten), bár ennek ösztönzésére lehet kísérleteket tenni. Magyarország tekintetében többen a 

2010-es évek végi emelkedést a termékenységi arányszámban a különböző hitelek házas 

státuszhoz való kötésének is tulajdonítják. A gyermeket vállalók anyagi helyzete is döntő 

tényező lehet, emellett a munkaadók, munkahelyek rugalmassága (részmunkaidő, szabadságok, 

munkahelyi kultúra). Az anya képzettsége is összefügg közvetlenül, közvetetten a 

gyermekvállalási hajlandósággal, illetve a születések időzítésével is. A lakóhely és kapcsolódó 

tényezők, mint a népsűrűség, zöldterületek aránya, gyermeknevelés intézményei (pl. óvoda, 

bölcsőde stb.) is fontos szerepet játszhatnak a családtervezésben. 

Ahhoz, hogy a fertilitási rátát pontosabban tudjuk elemezni, modellezni és előrejelezni, fontos, 

hogy ezekre a mutatószámokkal kevésbé megfogható jellemzőkre, tényezőkre is legyen 

közelítő változónk. A későbbi elemzésembe ezért is vettem bele a magyar termékenységi rátára 

épített modellbe Szlovákia, Lengyelország és Csehország (későbbiekben V4 országok) 

termékenységi rátáinak idősorát is, melyet a Li-Lee szerzőpáros multipopulációs modellje tesz 

lehetővé. 

Emellett a termékenységi rátát befolyásoló egyéb tényezők figyelembevétele is indokolt. 

Ezekből csak a fontosabbakat emelném ki a következőkben. Bár különböző aspektusait fogják 

meg a gyermekvállalásnak, születendő gyermekek számának és magának a fertilitási rátának, 

sokszor ezek a magyarázóváltozók is összefüggenek, ezzel multikollinearitást okozva a 

modellekben. Emellett sokszor több tényező együttes fennállása számít, nem is csak egy-egy 

változó alakulása külön-külön, nem véletlen, hogy a termékenységi ráta modellezési irodalma 

ábra 5 Saját szerkesztésű ábra a visegrádi országok kor specifikus termékenységi rátáiról (y tengely) a Human Fertility 

Database adatai alapján. (1971-2014-ig tartó megfigyelt időszak alapján.) 
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bár sokféle modellcsaládot foglal magába, a legtöbb vagy szakértői becsléseken, 

megállapításokon alapszik vagy legalábbis kiegészül azzal, szükség van a csupán matematikai 

összefüggések felülvizsgálatára. 

A visegrádi országok TFR idősorai 

hasonló trendet követnek (bár az 

indulási szinteket tekintve kisebb 

eltérés mutatkozik). Magyarországon 

és Lengyelországban is egy 

hangsúlyosabb pronatalista politika 

valósult meg az 2010-es évek 

második felében, ezzel időszakos 

növekedést idézve elő.  

Az ezredfordulóig alapvetően csökkenő tendenciai jellemezte a gyermekszámok alakulását, 

egy-két ideiglenes növekedési szakasztól eltekintve. Ilyen volt pl. a hetvenes évekbeli 

pronatalista politika eredményeképpen megvalósuló emelkedés is (leginkább Magyarországon, 

illetve az akkori Csehszlovákiában). Bár akkor rendkívül pozitívan előrevetítették a 

trendváltást, utólag nézve ez időszakos „baby boom” volt, sőt sokan egyszerű időzítési 

hatásként is értelmezik. A kétezres évek eleje óta szintén egyfajta emelkedést figyelhetünk meg, 

mely már mind a négy ország esetében megfordulni látszik.  

Itt is jól látszik, hogy a vizsgált országokban különösen a huszadik század második felétől a 

szovjet rezsim dominanciáját követően ér még inkább össze a fertilitási ráta trendje és alakulása, 

az eltérések az utóbbi években növekedhettek. Ez akár betudható annak is, hogy a Covid-19 

pandémia különböző módon fejtette ki a hatását a gyermekvállalásra a különböző országokban. 

Ennél talán viszont valószínűbb, hogy ideiglenes trend körüli eltérések figyelhetők meg, 

melyek hosszútávon nem meghatározóak. 

Ahogy Pári és szerzőtársai tanulmányukban megállapítják ez az együttmozgás nem véletlen, a 

fertilitási ráta alakulásában erősen jelen van egyfajta területi hatás (Pári et al., 2024). Ilyen 

módon az országhatárokon túl fontosabb a makroökonómiai szempontok alapján összetartozó 

területeket együttesen vizsgálni (Pári et al., 2024; Németh et al., 2020). Napjainkban is hasonló 

demográfiai kihívásokkal szembesülnek a visegrádi országok az alacsony termékenységi ráta 

következményében, melyek együtt járnak a népesség idősödésével, (vidékiterületekről való) 

ábra 6 A visegrádi országok Teljes Fertilitási rátáinak alakulása 1950 

és 2023 között. (Saját szerkesztésű ábra a Human Fertility Database 

és a KSH adatai alapján.) 
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elvándorlással, sok esetben (vidéki) munkaerőhiánnyal és már egyre inkább rövid távon sem 

fenntartható nyugdíjrendszerrel (Tóth, 2024). 

3. Mortalitási modellek mint a fertilitási ráta 

elemzésének alapja 

A fertilitási ráta modellezési 

szakirodalma kevésbé kiterjedt 

még, mint a mortalitási rátáé, 

ám ez utóbbihoz kapcsolható 

modellcsaládok sokszor jól 

alkalmazhatók a fertilitási ráta 

alakulásának leírására is (akár 

kisebb változtatásokkal 

kiegészítve). A hasonló 

modellezési hátteret indokolja, 

hogy mindkét demográfiai 

folyamatot leíró mutató életkortól függő valószínűséggel, intenzitással jellemezhető. 

Populációra vetített értéke pedig idősorosan elemezhető (ennek struktúrája jellemzően 

egyszerűbben megfogható). Emellett demográfiai mutatókról lévén szó, mindkét rátára igazak 

bizonyos biológiai (vagy életciklust érintő) törvényszerűségek. A hetedik ábrán az is jól látszik, 

hogy a visegrádi országokban a halálozási ráták is hasonló trendet követnek.  

A demográfiai folyamatok tekintetében talán a ki- és bevándorlás mértékében fedezhető fel 

lényegesebb különbség, bár a rendszerváltás után mind a négy országban megfigyelhető volt a 

fiatalabb, tanultabb réteg elvándorlása (brain drain) (Roberts et al., 2023). 

A következőkben ismertetem az általam majd alkalmazott módszertani hátteret, de hogy 

megőrizzem dolgozatom logikai felépítését, előtte összefoglalom az ennek alapjául szolgáló 

modellek (részben moralitási modellek) szakirodalmát.  

3.1 Eredeti Lee-Carter modell 

R. D. Lee és L. R. Carter 1992-es cikkükben mutatták be az általuk az Egyesült Államok 

halálozási rátáira alkalmazott modelljüket, mely azóta Lee-Carter (mortalitási) modellként 

ábra 7 Halálozási ráták alakulása 1980 és 2023 között a visegrádi országokban. 

Forrás: Our World in Data (link: https://ourworldindata.org/)  

https://ourworldindata.org/
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széles körben elterjedt és a demográfiai elemzések alapját képezik (Girosi & King, 2007). 

Eredetileg 1933-1987-ig tartó időszak amerikai adatait használták fel a modellezésre, hamar a 

mortalitási modellek, illetve egyéb demográfiai mutatók (pl. fertilitási ráta) szakirodalmában is 

egyfajta viszonyítási/kiindulási pontként („benchmark” modellként) van jelen. Elterjedése nem 

véltelen, hiszen általában vett jó alkalmazhatósága egy könnyen érthető struktúrával párosul. 

Természetesen, mint minden módszertannak, ennek is megvannak a maga limitációi, 

felhasználásának keretei, így ezeket fontos észben tartani és a kapott eredményeket ennek 

függvényében értelmezni. Az 1992-es cikkük megjelenése óta több, kiterjesztett változatát 

dolgozták ki az eredeti modellnek, melyek mind-mind más hiányosságát hivatottak pótolni az 

eredeti modellnek (mint többek között a (multipopulációs) Li-Lee modell is). 

Az eredeti modellfelírás tehát:  

log[𝑚(𝑥, 𝑡)] = 𝑎(𝑥) + 𝑏(𝑥)𝑘(𝑡) + 𝜀(𝑥, 𝑡), 𝑚𝑖𝑛 ∑ ∑ 𝜀2(𝑥, 𝑡)𝑤
𝑥=0

𝑇
𝑡=0                                          (4) 

𝑘(𝑡) = 𝑘(𝑡 − 1) + 𝑑 + 𝑒(𝑡)𝜎, 𝑒(𝑡)~𝑁(0,1), 𝐸[𝑒(𝑠)𝑒(𝑡)] = 0                                                   (5) 

Ahol a(x) a logmortalitási ráta átlagos értéke, k(t) írja le a néphalandóság időbeli alakulását és 

b(x) a koronkénti logmortalitási ráta csökkenési ütemét a néphalandóság időbeli trendjeinek 

függvényében. Az egyenletek becslése szinguláris érték felbontás (SVD) segítségével történik, 

minimalizálva a reziduumok (𝜀(𝑥, 𝑡)) négyzetösszegét. 

Az eredeti Lee-Carter modell bár sok mortalitás és akár fertilitás idősorra megfelelően 

illeszkedik, sokszor nem ad logikus eredményeket, mert olyan helyzetekben is növekvő 

eltéréseket jelez előre (divergencia az eredményekben), ahol a közös társadalmi- és gazdasági 

helyzet ezt nem teszi indokolttá, egyben historikusan sem figyelhetők meg hasonló jelenségek. 

Ide jellemzően azok az esetek tartoznak, amikor a Lee-Carter modellt több populáció (pl. 

fertilitás, mortalitás) adataira egymástól függetlenül alkalmazzuk, amelyek hosszútávon 

logikusan nem térhetnek el egymástól nagymértékben (a mortalitás példáját idézve pl. egy adott 

ország férfi- és női populációját véve példának (Li-Lee, 2005)). 

Épp ezért bővítették a modellezési koncepciót munkájukban Li és Lee (Li-Lee, 2005) azzal, 

hogy egy adott régión belül a csoportokat együttesen vizsgálják, azok adatsorait együttesen 

vonják be a modellezésbe.  

Az, hogy az adott régión belüli csoportok, más szóval alpopulációk alatt pontosan mit értünk, 

a modellező feladata definiálni és megfelelően indokolni. Jellemzően országon belüli kisebb 

területi egységek szoktak ide tartozni, esetleg országon belül a nemek közti eltéréseket 
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vizsgálják ugyanabban a modellkeretben mortalitás előrejelzés esetén, de sok esetben egy 

nagyobb területi egységen belül (p. országok egy földrajzilag szomszédos csoportja) elemzik a 

különböző országok adatsorait együttesen. Az így kapott (egyelőre köztes) egyenlet a 

következőképpen írható fel: 

log[𝑚(𝑥, 𝑡, 𝑖)] = 𝑎(𝑥, 𝑖) + 𝐵(𝑥)𝐾(𝑡) + 𝜀(𝑥, 𝑡, 𝑖), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇                                                       (6) 

A B(x)K(t) tag felel a vizsgált csoportok feltételezett közös trendjéért. Ez viszont önmagában 

még nem tűnik kellően valósághűnek, mert bár azt láthatjuk régiónként, hogy a csoportok 

vizsgált idősorai egy közös trendhez tartanak, hosszútávon azt követik, rövid távon viszont 

igenis megfigyelhetőek eltérések. Épp emiatt érdemes bővíteni a hatodik egyenletet egy olyan 

csoportspecifikus taggal, mely rövid- és középhosszú távon megfoghatóvá teszi a közös 

trendtől való divergenciát.  

A Li-Lee modell tehát: 

log[𝑚(𝑥, 𝑡, 𝑖)] = 𝑎(𝑥, 𝑖) + 𝐵(𝑥)𝐾(𝑡) + 𝑏(𝑥, 𝑖)𝑘(𝑡, 𝑖) + 𝜀(𝑥, 𝑡, 𝑖), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇                          (7) 

Fontos megjegyezni, hogy míg az eredeti Lee-Carter egyenletben a néphalandóságot leíró 𝐾(𝑡) 

idősort általában eltolásos véletlen bolyongásként (RWD5) szokták leírni (megfelelően 

illeszkedik a vizsgált adatokra), addig a csoportspecifikus b(x,i)k(t,i) tagot egy konstans várható 

értékű AR(1) folyamatként szokták modellezni – épp azért, hogy itt már a közös trendhez való 

konvergencia ne sérüljön. Az 𝑎(𝑥, 𝑖), 𝐵(𝑥), 𝑏(𝑥, 𝑖) és 𝑘(𝑡, 𝑖) valós paramétereket numerikus 

módszerekkel maximum likelihood módszerrel becsülnek, jellemzően Poisson eloszlást 

feltételezve a halálozások vagy születések számára az 𝑥-edik korban és 𝑡-edik időszakban. 

Egy köztes modell – mely szintén viszonylag elterjedt a szakirodalomban – az, amikor 

hasonlóan az előbbi felíráshoz, van közös 𝑘𝑡 idősoros tag, ám itt a populációspecifikus 

eltéréseket nem egy teljesen különálló rész (𝑏(𝑥, 𝑖) és 𝑘(𝑡, 𝑖) szorzata) követi le, hanem egy 

𝑏(𝑥, 𝑖) egyedi szorzó teszi lehetővé a közös trendtől való eltérést (𝑖-edik alpopulációtól függő 

intenzitás). Ez utóbbi modellspecifikáció terjedt el joint-k modell néven a szakirodalomban. (A 

joint-K elnevezés egyébként a közös 𝑘𝑡 idősoros tagból származik.) 

3.2 Mortalitási modellek 

A mortalitási modellek stabil kiindulópontja ma is a Lee-Carter modell, melynek számos 

kiegészítése, különböző módozatai terjedtek el (Wen et al., 2021). Az egyik nagy 

 
5 Random Walk with Drift rövidítése 
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népszerűségnek örvendő módszer a gépi tanulást alkalmazó modellek, melyeket egyre inkább 

kezdenek el többek között a halálozási ráta becslésére és előrejelzéséhez is használni. Sok 

esetben jobban teljesítenek, mint hagyományos sztochasztikus alapokra épülő társaik (kisebb 

mintán belüli- és kívüli hiba), rugalmasabbak és nem szükségesek hozzájuk strukturális 

feltevések (Bjerre, 2022). Hátrányuk a magas számításigény, illetve pont az előre meghatározott 

strukturális keretek hiánya miatt az eredmények értelmezhetősége, azok interpretációja 

nehézkesebb, nem egyértelmű. Ez okból kifolyólag kezdett megjelenni az elmúlt években a 

hagyományos sztochasztikus mortalitási modellek és a machine learning algoritmusok 

használatának ötvözése. A Lee-Carter modellek három komponensre bontják szét a halálozási 

rátát – idő, kor és kohorszra, az előrejelzések alapját pedig az idősoros (ARIMA) tényező Box-

Jenkins módszerrel való projekciója adja. A hibrid modellek esetében általában két féle 

megközelítés terjedt el, vagy az idősoros részt is már gépi tanulás felhasználásával modellezik, 

de ami ennél is elterjedtebb, az az, hogy az alapmodell hibatagjára illesztenek gépi tanuló 

modellt, ezzel egészítve ki azt (Bjerre, 2022). Ha az alapmodell feltételezései teljesülnek, a 

reziduumokban már nincs információtartalom, véletlen zajnak tekinthetők, ebben az esetben az 

ML (machine learning) résszel való kiegészítés nem javítja a modell teljesítményét. 

Amennyiben viszont ez nem teljesül, úgy a modellfejlesztés képes lehet azonosítani azokat a 

mintázatokat az adatsorban, amiket az eredeti nem tudott jól leírni. 

3.3 Extreme Gradient Boosting 

Ezeket a feltételezéseket használva kerül modellezésre a korspecifikus termékenységi ráta a 

dolgozatban, az alap multipopulációs modellt kiegészítve Extreme Gradient Boosting-gal, 

melynek elméleti háttere a következőkben kerül bemutatásra. 

A véletlen erdő (random forest) modellek, ahogy a nevükből is következtethetünk erre, 

véletlenszerűen kiválasztott megfigyeléseken és magyarázóváltozókon tanított független 

döntési fák együtteseként áll össze. Ahogy a fák száma nő, az erdő általánosítási hibája 

(generalization error) konvergál (m. m.) egy adott határértékhez. A nagy számok erős törvénye 

alapján a konvergencia megvalósul, így a túlillesztés veszélye nem merül fel. A hiba mértéke 

függ az egyes fák pontosságától, illetve a köztük levő korreláció mértékétől (Breiman, 2001). 

Egy véletlen erdő modell felépítésénél több döntési tényező van, melyeket hiperparaméter-

optimalizálással szoktak hangolni. Ide tartozik többek között a fák mélysége, minimális 

elemszám egy levélen, figyelembe vett változók száma egy elválasztásnál, a fák száma. 
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Ahogy a véletlen erdő modellek, a gradient boosting is véletlen fák együttesére épül. A véletlen 

erdővel szemben itt viszont az egyes döntési fák egymásra épülnek, felhasználva mindig az 

előző hibatagját. Így egy előre meghatározott veszteségfüggvény (benne lehetséges akár az L1 

és L2 regularizáció is) eredménye alapján számol a következő döntési fa (felhasználva az első- 

és második deriváltakat – innen az elnevezés). Az algoritmussal iteratív módon javítja a 

becslések pontosságát (Friedman, 2001). Több fontos előnye közül a hatékonyabb és gyorsabb 

számítást emelném ki (párhuzamos futtatás lehetősége miatt), emellett kezeli a hiányzó adatokat 

is, illetve beépített regularizációt, így adott esetben változószelekciót is tartalmaz. 

Hasonlóan a véletlen erdőhöz, itt is fontos a hiperparaméterek hangolása. Ide tartozik többek 

között a learning rate, azaz, hogy milyen gyorsan tanul, mennyire veszi figyelembe az előző 

hibáját. Értéke 0 és egy között van, az alapbeállítás 0.3 szokott lenni (Friedman, 2001). 

Alacsonyabb értéke segít elkerülni a túlillesztést, ám nagyobb eséllyel növeli a futásidőt. 

Hiperparaméter még az általában n_estimator néven szereplő döntési fák számát meghatározó 

paraméter, mely jellemzően összefügg a tanulási rátával (fordított irányban). Itt is meg lehet 

határozni az egyes fák maximális mélységét közvetlenül, illetve közvetetten az által, hogy 

meghatározzuk; hogy mennyit kell legalább javulni a veszteségfüggvénynek ahhoz, hogy egy 

újabb levélcsomópontot (leaf node) tovább lehessen osztani egy fában.  

Modelleknél általában megjelenik egy trade-off az illeszkedés jósága a túlillesztés 

valószínűségének csökkentése között, előfordulhat, hogy az illeszkedésre optimalizált modell 

már túl komplex, túltanult. Sokszor 

ennek elkerülése érdekében szokták 

például klasszikus idősor modellek 

esetében a késleltetési struktúrát 

egyszerűbbre venni, gépi tanulás 

esetében pedig ezt szolgálhatja a 

megfelelő tanítás-validálási halmaz 

meghatározása, hiperparaméterek 

hangolása, illetve regularizáció is.  

Az idősorok esetében a modellillesztést és hiperparaméterhangolást ötrétegű 

keresztvalidációval végeztem, ez a nyolcadik ábra szerint következő képpen áll elő. A 

kezdőpont fix (nem gördülőablakos), és az éppen a modellbecslésre felhasznált intervallum 

későbbi határolópontja az, ami változik és egyre tolódik időben előrehaladva. Minden pirossal 

színezett időszakot az azt követő kékkel jelzett intervallum adatain (ún. teszthalmaz) értékelünk 

ábra 8 Ötrétegű keresztvalidáció sematikus ábrája. (Saját szerkesztésű 

ábra.) 
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ki. A tesztidőszakon kapott hibamutatók értékét átlagolva kapjuk a modell jövőbeli adatokra 

vonatkozó becslésének várható teljesítményét, így reálisabb képet kapva a modell előrejelzési 

képességéről.6 

4. Adatok 

A visegrádi országok elérhető adatai az 1971-2014-ig terjedő időszakot fedik le közösen, így a 

multipopulációs modellhez ezt vettem alapul. Az adatsorokban egy érdekességet emelnék ki, 

mi szerint a lengyel adatoknál jelen van egy „2001-„ és egy „2001+”-os évmegjelölésű adatrész 

is. Ez annak tudható be, hogy módszertani váltás volt a lengyel számításokban, 2002-ben már 

változott a női népesség definíciója. Addig a bejelentett lakóhelyet vették kiindulási alapnak, 

utána pedig a ténylegesen az országban élő női népességet. Mivel Lengyelországban 

számottevő a munkavállalói migráció, ezért az új számítás kisebb ugrást eredményezett az 

ASFR alakulásában – hiszen ugyanannyi születés kisebb női populációra lett vetítve. A Human 

Fertility Database ezért számol az eredeti módszer szerint is 2001-es értékeket, illetve a 2002-

es megközelítés szerint is egy 2001+-szal jelzettet is, a dolgozatomban a két érték átlagát 

használtam.  

A multipopulációs modellek bemeneti paramétereként szerepel az összpopulációra vetített 

értékek adatai is (pl. országos átlag, vagy férfi és női adatok súlyozott átlaga). Ez a dolgozatban 

vizsgált esetben egy visegrádi négyek átlagos termékenységi rátájának, illetve külön-külön az 

országok idősorainak felel meg. A négyország átlagos fertilitási rátáját népességarányosan 

számoltam és használtam a későbbiekben. 

Maguk a korspecifikus termékenységi ráták relatíve kis számok a nemnegatív félsíkon, a 

megfigyelt adatok maximumát a cseheknél érte el a 21 éves korosztályban (ASFR = 0.2306), 

1979-ben. Jellemzően egyfajta haranggörbe alakot öltenek fel, azaz a nagyon alacsony 

életkorokban is alacsony a gyermekvállalás valószínűsége és bekövetkezése, szintúgy a 

magasabb életkori csoportokban is. Az adatok a 12-től 55 éves korosztályt ölelik fel, tipikusan 

ez a két kor adja a termékeny évek alsó- és felső határát. 

 
6  Ez kétdimenziós leegyszerűsítése a módszernek, melyet itt tulajdonképpen inkább panel jellegű adatstruktúrára 

alkalmazom. Ennek részletes kifejtése megtalálható az R csomag leírásában is, vagy  
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5. Modellezés 

Többféle továbbfejlesztése él a Lee-Carter modellnek, ami alapjául szolgál sok mortalitási és 

fertilitási modellnek is. Ezeket Villegas és szerzőtársai (2017) foglalták össze részletesebben. 

A dolgozatban ezekből ötnek a teljesítményét hasonlítom össze a vizsgált adatokon (melyek 

integrálva vannak az StMoMo R csomagban is), ezeket az alábbiakban mutatom be röviden. 

5.1 Joint-K modell 

log[𝑚(𝑥, 𝑡, 𝑖)] = 𝑎(𝑥, 𝑖) + 𝑏(𝑥, 𝑖)𝑘(𝑡) + 𝜀(𝑥, 𝑡, 𝑖), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇                                                     (8) 

Ennek egy szigorított változatát adja a „Three-way Lee-Carter modell” (Russolillo et al., 2011), 

melynél az 𝑏(𝑥, 𝑖) = 𝑏(𝑥)𝜆(𝑖) összefüggést tételezik fel, míg a „Common Factor” modellben 

a fő egyenlet mellett a 𝑏(𝑥, 𝑖) = 𝑏(𝑥) korlát teljesül (Li and Lee, 2005).  

Az előbbinél látható, hogy az idősoros komponens együttható része két tényező függvényeként 

áll elő (külön kor és populációtól függően), addig az utóbbiban ez mint közös faktor 

(populációfüggetlen) áll elő. Mivel a joint-K, illetve a különböző korlátokkal teljesülő 

modellvariánsok felépítése implikálja, hogy a mortalitási ráta alakulása a különböző populációk 

között egyértelműen korrelál. A korlátokkal szigorított modelleknél még erősebb összefüggés 

is teljesül, amit sok esetben a valós adatok nem igazolnak (Villegas et al., 2017). Éppen ezért 

egészítették ki a kiindulási modellt még egy plusz taggal, ami megenged kisebb-nagyobb 

eltéréseket a közös trendtől, így kapjuk az „Augmented Common Factor” modellt (Li & Lee, 

2005) – melyről a korábbiakban már volt szó: 

log[𝑚(𝑥, 𝑡, 𝑖)] = 𝑎(𝑥, 𝑖) + 𝐵(𝑥)𝐾(𝑡) + 𝑏(𝑥, 𝑖)𝑘(𝑡, 𝑖) + 𝜀(𝑥, 𝑡, 𝑖), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇                          (9)  

Az Additívnak keresztelt modell ezzel szemben máshogy közelíti meg a mortalitási ráta 

becslését (Debón et al., 2011). Itt nem az idősoros taghoz tartozik az országspecifikus 

kiegészítés, hanem egy populációfüggő konstans tagban térnek el egymástól a becslések (az 

(x,t,i)-től függő hibatagon kívül itt jelenik meg eltérés). 

log [
𝑞(𝑥, 𝑡, 𝑖)

1 − 𝑞(𝑥, 𝑡, 𝑖)
] = 𝑎(𝑥) + 𝑏(𝑥)𝑘(𝑡) + 𝐼𝑖 + 𝜀(𝑥, 𝑡, 𝑖),  

0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇, 𝐼1 = 0, 𝑏0 = 1, 𝑘𝑡0
= 0                                                                                                   (10) 

Ennek becslése is maximum likelihood elven történik a halálozások (születések) számának 

Poisson eloszlás feltételezése mellett, a kezdeti érték feltételek mellett jól identifikálható. 
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A „Multiplikatív” modell megint kicsit máshogy írja fel a becslő egyenletet (Russolillo et al., 

2011). Ebben az esetben is a közös k(t) trendhez kapcsolóik a populációspecifikus tag, ám az 

ebben az esetben szorzótényezőként (𝜆(𝑖)) van jelen 

log[𝑚(𝑥, 𝑡, 𝑖)] = 𝑎(𝑥, 𝑖) + 𝑏(𝑥)𝑘(𝑡)𝜆(𝑖) + 𝜀(𝑥, 𝑡, 𝑖), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇.                                             (11) 

A hibrid modellek (multipopulációs alapmodell, machine learninggel kiegészítve) előállítása a 

következő módon épült fel: 

- Keresztvalidációval kiválasztani az adatokhoz leginkább illő modellspecifikációt (MSE 

metrika alapján); 

- Elkészíteni a sztochasztikus modellel az ASFR becsléseket, illetve az előrejelzéseket a 

megfelelő időhorizontra (10 év, 2015-2024-ig); 

- Ebből előállítani a reziduumokat (ahol volt tényadat, megfigyelés); 

- A maradéktagokra XGB modell (majd ez alapján a hibatagokat is előrejelezni); 

- Végül összeilleszteni a kettőt (a sztochasztikus modell jövőbeli becslését és az ehhez 

tartozó hibatagok előrejelzését a machine learning modell által) – ezzel pontosabb 

illeszkedést és predikciót eredményezve.  

A keresztvalidáció esetében különböző tanuló- és teszthalmaz szétválasztást is vizsgáltam. 

Mivel mind a négy visegrádi országra viszonylag rövidebb időtávra állt rendelkezésre adat 

(1971-2014), ezért ebben kevesebb mozgástér adódott, végül határnak sorban 2004-et, 2005-

öt, 2006-ot, 2007-et és 2008-at hasonlítottam össze. Erre azért is kerítettem sort, mert a 

validációs halmaz határának megválasztásától nagyban függhet a modell teljesítménye, ezzel 

növelve a bizonytalanságot a modellezés során (Parizad, Jamali, Khayyam, 2025).7 

Végül összevetve a különböző szétválasztási dátumokkal kapott eredményeket, a validációs 

halmaz alsó határa 2005 lett. Ez a választás a különböző dátumokkal meghatározott 

elválasztásokkal számolt RMSE értékek alapján történt (3. táblázat). 

Az XG Boost modell hiperparamétereit szintén keresztvalidáció segítségével hangoltam. mivel 

a t időindex a modell magyarázóváltozók között van, így a CV funkció randomizálása során 

nem vész el az adatok időfüggősége. 

 
7 A függelékben található harmadik táblázat arról, hogy az eredmény mennyire volt érzékeny a validációs halmaz 

határának meghatározására (különböző évhatárokhoz tartozó RMSE értékek összehasonlítása). 
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Az XGB modellrészhez (multipopulációs modell hibatagjaira futtatott gépi tanulási technikát 

alkalmazó ensemble modell) a következő hiperparaméterekhez a felsorolt értékekkel 

ellenőriztem a modellváltozatok teljesítményét (összesen 108 kombináció):  

Eta = {0.01, 0.05, 0.1, 0.2} 

Max_depth = {3, 4, 6} 

Subsample = {0.7, 0.8, 1} 

Colsample_bytree = {0.7, 0.8, 1} 

További, nem hangolt bemeneti értékek: Max_rounds = 500; CV_folds = 5. 

Az ötrétegű keresztvalidáció során a következő értékekkel kalibrált modell adta a legkisebb 

hibát: eta = 0.1; max_depth = 6; subsample = 0.7; colsample_bytree = 1, az így kapott RMSE 

(Root Mean Squared Error) értéke: 0.00117. 

Az optimális paraméterek értékét vizsgálva újabb lehetséges paraméter értékekkel bővítettem a 

modellbemeneteket. Az újabb változat paraméterhalmaza a következő volt: 

Eta = {0.01, 0.05, 0.1, 0.15} 

Max_depth = {3, 4, 6} 

Subsample = {0.5, 0.6, 0.7} 

Colsample_bytree = {0.7, 0.8, 1}. 

Az így futtatott keresztvalidáció során némileg más eredményeket láthatunk8. Éppen ezért még 

további paraméterkombinációkra ellenőriztem az RMSE értékeket, hol a legalacsonyabb. A 

vizsgált párosításokat tekintve elmondható, hogy bár a paraméterek legkisebb eredményező 

értékei nem stabilak, hanem megfigyelhető bennük variancia, mégis a modell hibamutatójának 

minimum értéke nem, vagy csak alig változik9. Ez összecseng a szakirodalomban olvasható 

megállapításokkal (Parizad, Jamali, Khayyam, 2025).  Végül a tanító adatokhoz leginkább 

illeszkedő paraméterértékek, amiket végül használtam, a következők voltak: eta = 0.15; 

max_depth = 6; subsample = 0.5; colsample_bytree = 1, az így kapott RMSE értéke: 0.001118. 

Az StMoMo R csomagot használtam a multipopulációs modellek futtatásához (Villegas et al., 

2018), azon belül is a modellillesztéshez szükséges fitLCMulti parancsán belül az ACFM 

 
8 eta = 0.2; max_depth = 6; subsample = 0.7; colsample_bytree = 0.7, az így kapott RMSE értéke: 0.0013 
9 A paraméterek bizonyos intervallumon való változtatása nem okoz nagyságrendi javulást az RMSE értékében. 
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specifikációt, melynek bővebb leírását Li és Lee írták le munkájukban (Li & Lee, 2005). A 

csomagban lehetőség nyílik keresztvalidációra is, mely alapvetően a fentebbiekben 

sematikusan ismertetett módon zajlik, annak a figyelembevételével, hogy itt inkább van szó 

panel adatokról, így a keresztvalidáció háromdimenzióban történik (ennek részletes leírását 

olvashatjuk pl. Bergmeir et al., 2012). A modellezés során 5 rétegű keresztvalidációt 

alkalmaztam, felhasználva az MSE (mean squared error) hibamutatót, hagyatkozva az eddigi 

témába vágó kutatásokban bevett eljárásra (Atance & Debón, 2025). 

Bár eredetileg felmerülhetett, hogy a több paramétert illesztő és ezáltal pontosabb „ACFM” 

(Augmented Common Factor) modellspecifikáció lesz ezek alapján a „legjobb” modell, a 

keresztvalidáció eredményeképpen a „joint-k” változat hibamutatója lett a legkisebb (MSE 

metrika alapján végezve az összehasonlítást és a szelekciót) – mind az összértéket tekintve, 

mind csak a magyar populáción való illeszkedést tekintve.  

A két modell egyenlete és a köztük lévő különbségek jól láthatóak a modellegyenletekből: 

Joint-K: 𝑙𝑜𝑔𝑖𝑡(𝑞𝑥,𝑡
𝑖 ) = 𝑎𝑥

𝑖 + 𝑏𝑥
𝑖 𝑘𝑡                                                                                                     (12)  

ACFM:𝑙𝑜𝑔𝑖𝑡(𝑞𝑥,𝑡
𝑖 ) = 𝑎𝑥

𝑖 + 𝑏𝑥𝑘𝑡+𝑏𝑥
𝑖 𝑘𝑡

𝑖                                                                                            (13)  

A keresztvalidáció miatt lehet az egyszerűbb, kevesebb paraméterrel rendelkező (joint-K) 

modell a preferált, hiszen az mintán kívüli (out-of-sample) hiba minimalizálása által segít 

elkerülni a túlillesztést. Elképzelhető, hogy bár az ACFM modell jobban illeszkedett azokra az 

adatokra, amin éppen becsültük a paramétereit, de az adatok szerkezete miatt a következő 

időszakra vagy másik időperiódusra ugyanez a modell már nem volt kellően pontos. 

Ellenőrzésképpen a multipopulációs modellel készített előrejelzést összevetettem egy 

ugyanazon az időtávon becsült, eredeti Lee-Carter modell előrejelzéseivel. Mivel az előrejelzés 

időtávja tíz év – 2015-2024 – így mindkét modell eredményeit össze lehet vetni a 

tényadatokkal. (Ez természetesen inkább csak érdekesség, az, hogy utólag mennyire 

illeszkednek a különböző modellek előrejelzései a ténylegesen megvalósult értékekre 

visszamenőlegesen nem validálják a modellválasztást, hiszen azt az addig elérhető adatok 

alapján tesszük meg (meghatározott módszerekkel, hibamutatók alapján).10) 

 
10 Bár ezzel együtt nyilván a nap végén ezt tartjuk fontosnak. 
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6. Eredmények 

Végeredményképpen összeállítottam egy data frame-et külön a magyar adatokra, mely 

tartalmazta a különböző év és kor párosításokhoz tartozó ASFR becsléseket a multipopulációs 

joint-k modell, a joint-k modell kiegészítve az XGB modell reziduálisokra futtatott 

komponensével, illetve a sima Lee-Carter modellel becsült értékeket is. A tesztidőszakra 

készített előrejelzéseket is hasonló szerkezetben állítottam elő. Az idősor megfigyelt részén 

visszamérve a becslések hibáját azt kaptam, hogy míg a kevert modellnek az RMSE értéke és 

a Lee-Carter modell hibamutatója mind 0.005 környékén alakultak11. Fontos, hogy ez csak a 

magyar értékekre számított hiba nagysága, az XGB modell és a joint-k modellrész is a visegrádi 

négyek (illetve az összpopulációs átlag) adatait használta a paraméterbecslések során. 

Az előrejelzéseket 10 éves időtávra készítettem el (mivel az elérhető megfigyelt idősor hossza 

is viszonylag rövid, a jobban értelmezhető előrejelzések időtávja viszonylag rövid, jellemzően 

néhány éves távlatra szokták figyelembe venni). A kétféle becsléssel készített előrejelzések 

közti különbségek átlagos abszolútértéke 0.01172, ami nagyságrendileg közel negyede a 

magyar ASFR átlagos értékének. Bár ez az érték nem tűnik jelentősnek és ebből 

következtethetnénk egyfajta konzisztencia jelenlétére az előrejelzések tekintetében, e 

megállapításnak relevanciája nagyban függ attól, hogy a termékenységi rátáknál összességében 

kicsinek tűnő számoknak is nagyobb a jelentősége, hiszen itt már közrejátszik az évek, illetve 

a korok hatása. 

 
11 A pontos érték 0.00517 a Lee-Carter esetében, míg joint-k és az XGB modell összegeként előálló modellé szintén 

ekörül a szám körül ingadozott (futástól, rögzített véletlen magtól függően). 
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6.1 Előrejelzés joint-k multipopulációs modellel 

Az előrejelzés alapját az ARIMA(0,1,0), azaz eltolásos véletlen bolyongás adta, mely jól látható 

módon (9. ábra) nagyjából lineáris alakulást jelez előre a 𝑘𝑡 idősorára. 

Az évekre lebontott előrejelzés szerint (11. ábra) pedig azt láthatjuk, hogy feltételezve a 

megfelelő modellspecifikációt és a becsült paraméterek relevanciáját, a gyermekvállalás ideje 

tovább tolódik az anya életkorától függően. A legnagyobb változást az évek alatt a fiatal, húsz 

év körüli korosztályra jelzi előre a modell, itt érezhető csökkenés rajzolódik ki az évek során. 

Ami még érdekesség, hogy ahogy a halálozási rátáknál is van egy fajta törése a simított 

haranggörbe alakon a húszas évek elején járóknál (főleg férfiaknál) – úgynevezett „baleseti 

púpot”, úgy itt is láthatunk egy lokálisan magasabb értéket, szintén ennél a korosztálynál (19-

20 éves nőknél). Ez a jelenség megfigyelhető a szlovák adatokban is, kisebb mértékben pedig 

a csehországi termékenységi adatokban is (Lengyelországban kevésbé). 

Ez jellemzően a középiskola befejezése után, felsőoktatásba nem belépő vagy azt félbehagyó 

gyermeket vállaló nők miatt jelenhet meg – mely mintázat sokszor a gazdaságilag kevésbé 

élenjáró területeken fedezhető fel.  

ábra 9 A Joint-K modell kt idősoros tagjának előrejelzése. 
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Területi szempontból nézve a házasságkötések számát és arányát (TEHA12) Magyarország erős 

heterogenitással jellemezhető – az ország keleti, északkeleti részében szignifikánsan magasabb 

értékeket vesz fel (Murinkó, Spéder, 2021). Ezek a területek egybeesnek a magasabb 

termékenységi mutatókkal rendelkező országrészekkel is. A feltételezett összefüggés (házas 

nők esetében várhatóan magasabb a termékenységi mutató) erősségében ráadásul növekedés 

volt megfigyelhető Magyarországon az elmúlt években – míg 2015-ben a gyermekek 52.2, 

addig 2020-ban közel 70%-a született házasságon belül (Kapitány, Spéder, 2021). 

Emellett országspecifikus jellemző az is, hogy az ország keleti, északkeleti részében 

alacsonyabb az átlagos szüléskori életkor is. Általánosan is megfogalmazható az az 

összefüggés, hogy ahol magasabb a szüléskori átlagos életkor, ott ez alacsonyabb várható 

gyermekszámmal is párosul. Ezt láthattuk a magyar adatokon is a 2010-es évekig. Utána viszont 

egyfajta változás állt be etéren, a gyermekvállaláskori átlagos életkor növekedése megállt, 

miközben a teljes termékenységi arányszám nőtt (Kapitány, Spéder, 2021). (A termékenységi 

mutató azóta az elmúlt években újra csökkenő trendet követ.)  

 

 
12 A TEHA (Teljes Első Házasságkötési Arányszám) a nők házasságkötési esélyeit számszerűsíti, azaz összegzi a 

nők első házasságkötési arányszámait kor szerint (50 éves korig bezárólag) (KSH).  
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Az előrejelzés mellett (10. ábra) láthatóak összehasonlításképpen a már megfigyelt magyar 

ASFR adatok. A becsült értékek enyhe megemelkedése a 19-20 évesek esetében egyébként úgy 

tűnik, tükrözi a már megfigyelt tényadatok alakulását, amik bár kicsit „zajosabbak”, talán 

emiatt kicsit még szembetűnőbb a lokális megemelkedése a korspecifikus fertilitási rátáknak 

20 éves kör környékén. Ez a folyamat egyébként a kétezres évek elejétől figyelhető meg, előtte 

kevésbé volt jellemző. A korspecifikus termékenységi ráták alakulása korábban (a megfigyelt 

adatokon belül a huszadik század) tipikusan balra ferde, jobbra elnyúló eloszlással írható le, 

azaz az ASFR magasabb a fiatalabb, húsz év eleji korosztályban és gyorsabb ütemben 

növekedve éri el a csúcsot (maximumát), mint ahogy utána csökken. Az elmúlt évek során 

ábra 10  Magyar ASFR (y tengely) 10 éves előrejelzése (2015-2024) 

ábra 11 Magyar ASFR (y tengely) megfigyelt értékek (2015-2020) 
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ebben változás jelent meg, az eloszlás alakja jóval kevésbé aszimmetrikus, kisebb ferdeséggel 

jellemezhető. Ez részben már abból is következik, hogy míg a biológiai adottságok a 

termékenység területén nem vagy alig változtak (a gyermekvállalás időpontjának van fizikai-

biológiai felső korlátja), addig a gyermekvállalás ideje korban kitolódott, várható értékben 

későbbre került – ezáltal csökkentve az addig látványos ferdeséget. Emellett bár akár 

feltételezhetnénk, hogy a gyermekvállalás későbbre tolódásával egyidejűleg a 45-55 éves 

korosztályban is megemelkedett a terhességek száma, ezt a megfigyelések cáfolni látszanak. 

Egyébként a termékenységi időszak végénél (50-55 éves korosztály esetén) az adatok 

zajosabbak, ami altámasztani látszik, hogy még az ennél fiatalabb korosztályban jellemzően 

tudatos döntés, családtervezés (is) állhat a lezajlott folyamatok mögött, ebben a korosztályban 

kevésbé az időben szisztematikus, tervezett döntések állhatnak.13  

 

 
13 Mindamellett az ASFR értékek jóval kisebbek, a variancia abszolút értékben nem feltétlen nagyobb, csak 

arányosan nézve. 

ábra 10 Magyar ASFR a 45 és annál idősebb korosztály körében. (Saját szerkesztésű ábra.) 
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6.2 XGB modell az ASFR adatokra 

A korspecifikus termékenységi adatokat az eddigiekben bemutatott módon modelleztem az 

eredeti Lee-Carter modellel (csak a magyar adatokat használva). Ezt követően keresztvalidáció 

segítségével választottam a különböző multipopulációs modellek közül modellspecifikációt – 

joint-k modellt illesztettem az adategyüttesre (immár a visegrádi négyek adatait használva). Az 

így kapott multipopulációs modell hibatagjait extreme gradient boosting technikával külön 

modelleztem, majd az eredeti joint-k becsléseit kiegészítettem az így kapott 

hibatagbecslésekkel. 

Összességében az RMSE hibamutatót használva a teljesítmények összehasonlításának alapjául 

az összetett modell becslései a teszthalmazon nem voltak sokkal jobbak, mint az egyszerűbb 

modelleké. (A különböző összetettségű modellek hibamutatóit összefoglaló (4.) táblázat a 

függelékben található.) 

A modellezést elvégeztem immár tisztán XGB-tal. A gépi tanuláson alapuló modellek közül ez 

az egyik legelterjedtebb modell, népszerűségét többek között jó illeszkedésének, tanulási 

algoritmusának köszönheti.  

A hiperparaméterhangolást most is ötrétegű keresztvalidációval végeztem, a tanuló és 

teszthalmaz határa a nagyobb összehasonlíthatóság kedvéért itt is 2005 volt. Az adatokon 

legkisebb MSE-t eredményező becslésekhez a következő paraméter értékek tartoztak: eta = 0.2; 

max_depth = 6; subsample = 0.7; colsample_bytree = 0.7, az így kapott RMSE (Root Mean 

Squared Error) értéke a teszthalmazon: 0.00129. Az így készített becslések RMSE értéke volt 

a legalacsonyabb: 0.00092 értékkel.  

Mivel az XGB modellbe nincs beépítve elméleti korlát, feltételezés például a termékenységi 

ráták nemnegativitására vonatkozóan, ezért azt külön kellett kezelni mind az összetett modell 

esetén, mind pedig a tisztán az XGB modell esetén. Mivel a negatív értékek mindkét esetben 

nagyon kicsik voltak, ezért végül ahol az ASFR becslések nulla alá mentek, nullával 

helyettesítettem őket (az így korrigált becslések RMSE értékei alig változtak14, ezért sem 

tartottam indokoltnak az eggyel bonyolultabb kezelését a negatív értékeknek). 

 

 
14  A nemnegativitási korlát nélkül készített becslések RMSE értéke az 1971-2014-ig tartó időszakon 0.005319 

volt, míg a negatív értékeket nullával helyettesítve 0.0053099 volt a mutató értéke. 
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Hasonló eredményt máshol is láthatunk (ld. Bjerre, 2022), a tisztán gépi tanuláson alapuló 

modellek eredményei sokkal jobbak, mint akár az eredeti sztochasztikus változatok 

(mortalitási, fertilitási), vagy akár a hibrid variánsok. Ráadásul a hibridek sem feltétlen 

teljesítenek jobban, mint az eredetiek. Ezeket a megállapításokat tükrözik a magyar idősoron 

futtatott modellek is.15 

 

Természetesen nem véletlenül használják ma is nagy számban az eredeti Lee-Carter modellen 

alapuló, azt valamilyen irányban tovább fejlesztett, kiegészített, újragondolt modelleket. Ha a 

modell illeszkedése nem is tökéletes az adott populáció szóban forgó demográfiai mutatójára a 

vizsgált időhorizonton, a legtöbb esetben már értékelhető, értelmezhető eredményeket ad. 

Emellett pedig azzal az előnyös tulajdonsággal is bírnak ezek a modellek, hogy 

paramétereikhez tudunk jelentést párosítani, ilyen módon a kapott eredmények viszonylag 

egyszerűen interpretálhatóak. Ezzel szemben szokták a gépi tanulást alkalmazó modellek egyik 

legnagyobb hátrányaként kiemelni, hogy fekete dobozként, ún. black box-ként működnek. 

 
15  A függelékben található negyedik táblázatban megtalálhatók a különböző modellek (sztochasztikus, 

sztochasztikus gépi tanulással kiegészítve, illetve tisztán gépi tanuláson alapuló XGB modell) RMSE hibamutatói 

a megfigyelt időintervallumra. 

ábra 11 Az XGB modell becslései a magyar populáció adataira. 
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További lehetséges veszélyek között felmerülhet még, hogy kis adathalmazon nagyobb a 

túltanulás veszélye. 

Az XGB modell egyébként nagyjából jól azonosította a kisebb megugrást a 19-20 évesek 

körében, emellett az időben és korban bekövetkező trendeket is jól azonosította. 

Bár egyre elterjedtebb a demográfiai mutatók (pl. mortalitási-, fertilitási ráta) gépi tanulást 

alkalmazó modellekkel való elemzése, és az ezekkel való előrejelzése, még vannak limitációi a 

módszereknek, már csak az adatok szerkezetéből adódóan is. Ezek egy részét, mint pl. a 

nemnegativitási korlátot viszonylag egyszerű kiküszöbölni, beépíteni a modellezésbe. Ellenben 

azt, hogy tipikusan ezek a modellek nagy adathalmazon működnek igazán hatékonyan, sok 

megfigyelés esetén ideális a használatuk, ezt nehezebb kezelni, hiszen sok esetben viszonylag 

rövidebb idősorokról van szó. Természetesen ilyenkor segíthet, ha további változókat vonunk 

be az elemzésbe, ezzel segítve a modellek tanulását – a visegrádi négyek adatai többek között 

ehhez is hozzájárul. 

A termékenységi rátákat – legyen szó akár a teljes termékenységi mutatóról, a korspecifikus 

változatról vagy akár csak egy ezer főre jutó születésszámról – azért is nehezebb modellezni, 

mint pl. a halálozási rátákat, mert szemben az utóbbival, a gyermekvállalást napjainkban 

javarészt tudatos döntés és tervezés előzi meg. Ezek attól kezdve, hogy vállaljanak-e egyáltalán 

gyermeket, kiterjed arra is, hogy amennyiben igen, mikor (időzítési hatás), illetve mennyit.  

Az időzítés kérdése önmagában is megnehezíti a modellezést (bár eltérő mértékben jelenik meg 

a különböző szerkezetű, felépítésű mutatószámokban), mert rövidtávon akár az időzítési hatás 

miatt első látásra indokolatlan (addigi adatok alapján nem várt), cserébe viszont érzékelhető 

változás következhet be a ráták értékébe. Ennek több oka lehet, például szakpolitikai 

intézkedések, családpolitikai beavatkozások, korszakváltások stb.  

7. Diszkusszió 

A mortalitási-, illetve fertilitási rátáknál bevett modellezési keret a Lee-Carter modellen alapuló 

modellváltozatok használata. Az eredeti Lee-Carter modell, bár sokszor ad kellően jó 

eredményeket, feltételezései sokszor nem teljesülnek, ezért az egyes hibákat kiigazítandó, azóta 

több fejlesztése is megjelent. Ilyen többek között az, hogy a béta együtthatók nem változnak 

idővel a modell szerint, ám ez valós adatokon általában nem teljesül. Ezért is feltételeztem a 

modellezés előtt, hogy a magyar adatok esetében is jobb illeszkedést mutat majd a Li-Lee 
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modell, ahol a visegrádi országok közös 𝑘𝑡 idősoros tagja mellett van egy 𝑏𝑥,𝑖𝑘𝑡,𝑖 tag is, ami 

megengedi, hogy középhosszú távon a konkrét V4 országok által definiált alpopulációk értékei 

eltérjenek a közös trendtől. Ez végül vélhetően a keresztvalidációval történő modellspecifikáció 

miatt végül nem igazolódott vissza, hanem egy eggyel egyszerűbb szerkezetű modell adta a 

legkisebb MSE értéket. Az így kapott joint-k modellben is szerepel populációspecifikus tag, de 

ott azzal a feltételezéssel élünk, hogy a vizsgált sokaság időben egy fejlődési mintát követ, a 

különbségek ennek az intenzitásában jelennek meg (𝑏𝑥,𝑖𝑘𝑡). Ez a jelen esetben megnézve a 

visegrádi négyek ASFR idősorainak alakulását hihetőnek is tűnik – amit a közös gazdasági, a 

talán még meghatározóbb történelmi pálya, illetve háttér indokol, ahol a trendek, folyamatok 

intenzitását sok esetben az országonként eltérő módon megvalósított családpolitikai 

beavatkozások is alakíthattak. Emellett fontos azt is megjegyezni, hogy a különböző 

multipopulációs modellek közötti választás nagyban függ a konkrét adatoktól, hogy melyik 

ország megfigyeléseiről van szó. Általánosságokat lehet megfogalmazni ezzel kapcsolatban, 

hogy melyik modell szokott sok esetben jobb illeszkedést biztosítani, de a konkrét választás 

mindig az éppen vizsgált adatok függvénye, lehet eltérés az egyéb esetekben preferálttól. 

Sőt, nem csak országspecifikus, hogy melyik modell teljesít jobban, hanem a döntésben 

közrejátszik a tanító- és teszthalmaz megállapítása is, különösen, ha több trendváltás volt 

megfigyelhető az adatokban. Részben az emiatti ingadozások kiküszöbölésére lehet hasznos a 

különbözőgépi tanulást alkalmazó modellek bevonása az elemzésbe, hiszen paraméterezés 

szempontjából kötetlenebb szerkezetük miatt akár jobban rátanulhatnak ezekre a mintázatokra, 

amit a hagyományos modellek nem, vagy alig tudnak megfogni. 

További elemzési irány lehet még egyéb változók bevonási a modellezésbe, amikről 

feltételezzük, hogy összefügg a termékenységi ráta változásával – például a dolgozat elején is 

említett végzettség, párkapcsolati státusz, kereset, házasságok és válások száma a vizsgált 

területen stb. Emellett elképzelhetőek olyan irányok is, ahol a gépi tanuló modellek, esetleg 

neurális hálók építése kerülnek a középpontba – bár ezeknél külön foglalkozni kell azzal, hogy 

ezek a modellek tipikusan nagy adathalmazon hatékonyak (jóval magasabb nagyságrendről van 

általában szó).  
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8. Összefoglalás 

A termékenységi ráta elemzése és megfelelő előrejelzése fontos jelentőséggel bír számos 

népességszám alakulástól függő döntéshozói helyzetben. Éppen ezért kiemelt szerepe van 

annak, hogy a modellezést is fejlődés jellemezze, az így kapott eredmények mind jobb 

eredményeket és pontosabb előrejelzést adjanak (az épp aktuális modellezési céltól függően). 

A dolgozat célja is különböző módszertanok teljesítményének összevetése és ezáltal a magyar 

korspecifikus termékenységi rátának egy lehetséges modellezésének bemutatása volt. 

A dolgozat során a magyar korspecifikus termékenységi ráta modellezését mutattam be. Először 

keresztvalidáció segítségével választottam megfelelő modellspecifikációt a multipopulációs 

Lee-Carter modellek közül. Az így kapott joint-k nevű modellváltozat (későbbiekben 

alapmodell) paramétereit a visegrádi négyek 1971-2014-ig tartó idősorán becsültem meg, majd 

a rákövetkező 10 évre készítettem előrejelzést. Ezek után az alapmodell hibatagjait 

újrabecsültem XGB modellel, hogy az ezáltal kapott hibrid modell immár pontosabb becsléseit 

használjam a magyar adatok modellezésére. Az előrejelzést ebben az esetben is tíz évre 

készítettem el. Mivel a megfigyelt időszakon a hibrid modell RMSE hibamutatója nem volt 

érzékelhetően kisebb, mint az alapmodell esetében, ezért felhasználva Bjerre (2022) állításait, 

a magyar adatokat csupán XGB modellel is elemeztem (itt szintén bevontam a modellezésbe a 

szlovák, lengyel és cseh termékenységi adatokat is). Az ő megállapításaik, miszerint a tisztán 

gépi tanuláson alapuló modellek jobb eredményt adnak mortalitási, fertilitási adatokra, mint a 

hagyományos sztochasztikus párjaik, itt is beigazolódtak – az XGB modell jóval kisebb hibákat 

eredményezett. Ez több tényező együttes hatása lehet. A gépi tanuláson alapuló modelleknek 

megvan az előnye a hagyományos sztochasztikus fertilitási modellekkel szemben, hogy 

„tisztán” az adatokból tanul, nincs merev megkötés, előzetes feltevések a struktúrára 

vonatkozóan, amik adott esetben félrevihetik a modellezést és ronthatják az illeszkedést. 

Részben ebből fakadóan a lokális trendváltásokat, esetleges töréspontokat is könnyebben 

leköveti, ami tekintve, hogy a fertilitási ráta (rövid távon) viszonylag érzékeny a külső 

hatásokra (társadalmi, szakpolitikai vagy akár gazdasági változások), kifejezetten előnyös 

lehet16. Az XGB modell becslései nem általánosságban a zaj részét közelítik jobban a 

hagyományos sztochasztikus alapú modell becsléseinek, hanem a kétféle megközelítés 

becsléseiben szisztematikus eltérések vannak. Pontosan az látszik visszaigazolódni, hogy a 

 
16  A joint-k és a tisztán XGB modell becsléseinek eltérései kor és idő függvényében a függelékben található 14. 

ábrán látható. 
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strukturális váltásokat a hagyományos modell kevésbé tudta lekövetni. Nem véletlen, hogy a 

nagyobb eltérések időben a rendszerváltás környékére datálhatók, illetve az 1970-es évek 

végére (potenciálisan a Ratkó unokák miatt megemelkedett születésszámot becsülte alá a 

hagyományos modell), kor szerint pedig a húszas évek elejére és a harminchoz közeli 

korosztályhoz (kitolódási hatás). 

Természetesen ebből nem vonható le az a következtetés, hogy az XGB modell (és a többi 

machine learning modell) egyértelműen jobb a demográfiai mutatók modellezésére, hiszen több 

(a korábbiakban is említett) lényeges hátránnyal rendelkezik a hagyományos megközelítésekkel 

szemben. Összességében viszont elmondható, hogy a modellezés céljától függően érdemes 

lehet bevonni az elemzésbe, hogy eredményeit felhasználva egy árnyaltabb, mélyebb és 

pontosabb képet kaphassunk a termékenységi ráta alakulásáról, időbeli fejlődéséről. 
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Függelék 

táblázat 1 Multipopulációs modellspecifikáció választása (ötrétegű) keresztvalidáció segítségével, MSE hibamutató alapján. 

táblázat 2 A különböző modellspecifikációk MSE értékei csak a magyar adatokra számolva. 

táblázat 3 Az XGB modell hiperparamétereinek keresztvalidálásához szükséges validációs halmaz meghatározása RMSE 

alapján. 

táblázat 4 A különböző modellek RMSE értékei külön a magyar populációra számolva a vizsgált időszakban. 

Modellek RMSE értéke 

Lee-Carter modell 0.0087954 

Joint-k modell 0.0054174 

Joint-k modell + XGB a hibatagokra 0.0053099 

„Tiszta” XGB modell 0.0009273 

 

Modellspecifikáció MSE értéke 

ACFM 0.0260693 

Additive 0.0001356 

CFM 0.0001137 

Joint-k 0.0001029 

Multiplicative 0.1492303 

Modellspecifikáció MSE értéke csak a magyar populációra nézve 

ACFM 0.0360617 

Additive 0.0002020 

CFM 0.0001419 

Joint-k 0.0000789 

Multiplicative 0.0782071 

Validációs halmaz határa (év) RMSE értéke  

2004 0.001146986 

2005 0.001118351 

2006 0.001136405 

2007 0.001137722 

2008 0.001122438 
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ábra 13 A joint-k és az XGB modell becsléseinek az eltérése kor és idő függvényében. 
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