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Téma: Magyar fertilitas elorejelzése multipopulacios modellek segitségével

A magyar termékenységi rata modellezését ¢és eldrejelzését tobbek kozott a népesség-
eléreszamitas indokolja, amely eredményei tobbek kozott a nyugdijtervezés- €s modellezés
alapjat képezik. A termékenységi rata egyszerli idésoros modellezése elterjedt modszer a
termékenységi rata elemzésére, de ezek a modellek nem tudjak megfeleléen megragadni a
termékenységi rata fliggdségét az anya életkoratol. Az eredetileg mortalitas elemzésére hasznalt
Lee Carter modellezés alkalmazhato az anya koranak fliggvényében kifejezett fertilitasi ratak
leirasara is, am a folyamat mogott rejld komplexitds miatt ezek sem feltétlen biztositanak
megfeleld illeszkedést. Az illeszkedést javithatja a célorszaggal szomszédos orszagok fertilitasi
rata adatainak bevondsa az elemzésbe a Lee-Carter modell multipopulacids kiterjesztéseinek
segitségével. A multipopulaciés modellek alkalmazdsa nem csak a régiora jellemzd kozos
tendenciak megragadasaban jatszik fontos szerepet, hanem az eldrejelzéshez felhasznalhato
valtozok korét is boviti a célorszaggal szomszédos orszagok fertilitasi ratdinak
figyelembevételével. A megnovekedett valtozoszam pedig kedvez a klasszikus Lee-Carter féle
modellek gépi tanuldssal tdmogatott fejlesztésének (kiillonbozd boosting technikik), ezzel

novelve az illeszkedés josagat és az eldrejelzés pontossagat.
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1. Bevezetes

A teljes termékenységi aranyszam (az angol roviditést hasznalva TFR) azt fejezi ki, hogy egy
no ¢élete folyaman hany gyermeknek adna ¢€letet az adott €v kor szerinti sziiletési gyakorisaga
mellett” (KSH definicidja). Szamitasat tekintve a TFR a kiilonb6z6 idohoz és életkorhoz kotott
korspecifikus termékenységi ratak sulyozott 6sszege. Képlettel kifejezve: TFR = Y., ASFR(t),
ahol t a naptari évet jeloli, a pedig a nék korévét (Berde & Németh, 2015).

Makroszinten ez a legrégebbi, illetve legnépszeriibb naptari éves termékenységi mutatdoszam
(Berde & Németh, 2015). Mindamellett ahogy a definiciobdl is kideriil, arra a feltételezésre
¢épiil, hogy a gyermekvallalds kor szerinti mintazatai allandéak — ez viszont a vizsgalt
idészakban (1971-2014) nem igaz a visegradi orszagokra, ennek ellenkezdje figyelheté meg.
Az ebbdl eredd torzitisokat érdemes figyelembe venni a mutatdoszam trendjének

értelmezésekor.

Ezzel szemben az ASFR, azaz korspecifikus fertilitasi rata mivel kiilon szdmitjuk korévekre és
naptari idépontokra, joval kozelebbrdl irja le a termékenység alakuldsat, gyermekvallalasi
mintazatokat. Eldéallitasahoz sziikséges tudnunk az adott év élvesziiletéseinek szamat a
megfeleld noéi korosztalyban, illetve az adott évben a vizsgalt ndi korosztaly atlagos 1étszamat.
(A vizsgélt n6i populacidba itt a sziiloképes néi népességet €rtjiik, a dolgozatban vizsgalt adatok

esetében a 12-55-ig terjedd életkorok tartoznak ide.)

Bar adott iddszakok esetében a TFR novekedését vagy csokkenését nem egyértelmii, hogy mi
indokolja (és ezért fontos tisztaban lenni a mutatd valodi jelentéstartalmaval és
hidnyosséagaival), makrotrendek tekintetében sokszor informativ és konnyen értelmezhetd. A

kovetkezdkben az elmult évek magyar adatai keriilnek bemutatésra.



A magyar termékenységi

Teljes termékenységi aranyszam

rata, hasonloan az élve
sziiletések alakulasahoz,
2025-ben mar hossza ideje
nem latott szintre csokkent,

jelenlegi becsiilt értéke 1,31.

A teljes  termékenységi
aranyszam utoljara a 2011-

ben volt ennél alacsonyabb, IS ki i

abra 1 A magyar teljes termékenységi rata alakulasa 2020 és 2025 kozott.
1,23-as értékkel (KSH). A  Forras: KSH, Portfoli6 (link: https://www.portfolio.hu/)

2010-es években egy ndvekedd tendenciat figyelhettiink meg, mely 2021-ben érte el
tetOpontjat, azota Gjra egy erdsebb csokkend trend rajzolddik ki. Ez az Eurdpai Unio tobbi
orszagaban is megfigyelhetd — nyilvan kisebb-nagyobb eltérésekkel a csokkenés mértékét,
illetve a rata abszolut nagysagat tekintve. Az eurdpai unids orszagok termékenységi ratajanak
atlagos értékét Magyarorszag az utdbbi években meghaladta, &m attol nem tért el jelentdsen.
Ezzel nagyjabol kozépen helyezkedik el a jelenlegi listavezetd Montenegrd és a legkisebb
értékkel rendelkezé Malta kozott (2024-es adatok alapjan). Erdekes megfigyelni, hogy bar
sokak a fejlett csaladtamogatd rendszerekben latjak a jovot, a skandinav orszagokban is erds
visszaesés volt megfigyelheté az elmult években'. Természetesen nem vonhat6d kétségbe a

megfeleld intézkedések és infrastruktira jelentdsége, az emlitett jelenség inkabb jobban ramutat

arra, hogy a gyermekvallalas egy komplex kérdéskor.

A termékenységi mutatoszamok mogott meghtizédo folyamatok nem Gnmagéaban statisztikai
kérdések, hanem Osszetett tarsadalmi, kozegészségiigyi vonatkozastiak. Az eloregedd
népességszerkezet a csokkend, illetve amugy is alacsony szinten levd sziiletésszamokkal
egylittesen egyre inkdabb megkovetelik az (Gjra)ellatd rendszerek atstrukturalasat,
fenntarthatobba tételét. A sziiletésszamok vizsgalata, termékenységi mutatoszdmok
modellezése hozzajarul a népesség- és kordsszetétel eldrejelzéséhez (Lee, R. D., 1993), mely a

demografiai intézkedések, illetve azok tervezésének alapjat képezik.

! Az északi orszagokban a csaladtdmogatasi rendszerekre, intézkedésekre koltott éves dsszeg a GDP-jiik 3-3,5%-
at teszi ki, mig az OECD 4atlag 2,3% koriil mozog — ahogy a magyar érték is. Ezzel a skandindv orszagok az OECD
orszagok listajanak a tetején helyezkednek el, ami nem csak azért fontos, mert aranyaiban ,,jobban” foglalkoznak
a kérdéssel, hanem ott kimagaslé a szolgaltatds alapu tdmogatas.

Forrés: https://www.oecd.org/


https://www.oecd.org/
https://www.portfolio.hu/

A visegradi orszagokban a hasonlo torténelmi-gazdasagi kornyezet miatt a 20. szdzadban
hasonloan alakult a halalozési rata, a tobbi eurdpai orszagtol eltérden, ezért érdemes ezeket az
orszagokat kiilon, a tobbitd levalasztva elemezni (Szentkereszti-Vékas, 2024). A sok
szempontbol hasonl6 adottsdgok, koriilmények egyéb demografiai folyamatok esetében is (pl.
termékenység) fontos szerepet toltottek be, igy érdemes lehet a fertilitasi ratat is regionalis

szinten elemezni.

A gépi tanulas, mesterséges intelligencia és mély tanulds ma mar az aktudrius tudoméanyokban
is jol alkalmazhatoak, jelenlétiik nagyban javitja a modellek illeszkedését, elorejelzések
pontossagat (Szentkereszti-Vékas, 2024). A dolgozatban hasznalt gépi tanulési technikakrol a

késobbiekben (3.3 fejezet) lesz még bévebben sz0.

A termékenységi rata alakuldsa sok tényezo fliggvénye, melyek egy része nem mérhetd, illetve
adott kultarakban és korokban eltérd. A gyermekvallalast befolyasold tényezoket ezért a téma
arnyaltabb bemutatdsa miatt foglalom majd 0ssze szakirodalmi munkék alapjan, dolgozatom

fokusza a modellek megbizhatosaga, illetve az eldrejelzés pontossaganak javitasa.

2.Szakirodalmi attekintés

-----

elemzésére, eldrejelzésére is (Sevcikova et al., 2016; Lee, R. D., 1993; Hyndman & Ullah,
2007; Shair et al, 2024; Wisniowski et al, 2015).

A népességalakulast kozvetleniil befolyasolé egyéb demografiai mutatok azonos
modellkeretben valo vizsgalata is egyre inkabb elterjedt (Wisniowski et al, 2015); a Li-Lee

modell sok esetben kiindulo (vagy benchmark) modellként szerepel.

Fertilitasra a Lee-Carter féle modellezés mar bevett eljaras, ezt kiegészitve mas valtozokkal
pontosabba tehetd az eldrejelzés, illeszkedés is. Ezt a kozos trend feltételezése teheti lehetdveé,
mely indokolja az iddsorok egyiittes vizsgalatat multipopulacios modellek segitségével (Li-
Lee, 2005). Ez a fertilitasi ratara is alkalmazhato feltevés, melyet nem csak az iddsorok région
beliil megfigyelhetd egylitt mozgéasa indokol, hanem a k6zds trendet kialakito (vagy legalabbis
ahhoz mindenképpen hozz4jaruld) hasonld tarsadalmi-gazdasagi kornyezet, hasonld

csaladtamogatasi rendszer stb.



A masodik 4brarol tobb
lényeges  folyamat  jol
lathato. Egyrészt, a
termékenységi rata gorbéje
»laposodik”, azaz a vizsgalt
idészakban (1950-2020)
szinte monoton moddon
csokkent. Fontos

megjegyezni, hogy az abran

a kor szerinti fertilitasi ratak ! ! !
. , .z ) dabra 2 Magyar kor szerinti termékenységi rata, 1950-2020-ig vizsgalt idészakban.
rajzolodnak ki. Igy viszont Sajat szerkesztés{i dbra a Human Fertility Database adatai alapjan.

rogton  latszik a madsik
jellemzd, miszerint a gorbe az évek soran el is tolodott, azaz a gyermekvallalaskori életkor

egyre nd. Egyszeribben megfogalmazva atlagosan késobb vallalnak gyermeket a nok.

Sok esetben ez az eltolodas sszefiigg a sziiletésszamok csokkenésével is>. Altalanos jelenség,
hogy eredetileg csak késObbre tervezik a csaladalapitast, az id6zitést modositva, végiil ez a
megvalésult gyermekszdmban is valtozast okoz(hat). A halasztds visegradi orszagok
mindegyikére jellemz6 volt. Az 1990-ben az atlagos kora a ndknek gyermekvallalaskor 25,4
volt, ez az érték 2019-re mar 29,2 év volt (Toth, 2024), hasonldan az elsdé gyermek sziiletésekori

atlagos ¢letkor is kitolodott.

Erdekes lehet megvizsgalni a gyermekszamok alakulasat a hazassagkotésekkel Gsszefiiggésben.
Altalanossagban elmondhaté, hogy a hazas parok nagyobb eséllyel és tobb gyermeket
véllalnak, mindemellett a nem hazassagon alapulé kapcsolatokban is sok gyermek sziiletik
(Spéder, 2006). Bar Magyarorszagon az utobbi idoben magasabb a hazassagkotések szama
(részben, mert tobb csalddtdmogatasi forras ehhez van kotve), Osszességében altalanos
tendencia, hogy egyre elterjedtebb az élettarsi forma, vagy a hivatali oldalrdl kevésbé

adminisztralhato egytittélési formak a parok szamara.

Fontos lenne megvizsgalni, hogy a néi populacion beliil mekkora a heterogenitas mértéke, és
milyen jellemzdk alapjan lehetne elkiiloniteni hasonld fertilitdsi mintdzattal rendelkezd

kiilonb6z6 csoportokat. Ez nem csak a téma mélyebb megértése szempontjabol lenne eldnyos,

2 Bar a szakirodalmi munkakban nincs konszenzus azzal kapcsolatban, hogy ezek parhuzamosan végbemend
folyamatok csupan, vagy ok-okozati dsszefliggés van-e koztiik.



hanem potencialis intézkedés(csomagok) kialakitasanal is — az egyes szubpopulacidknal mas-
mas tényezOok hathatnak 6sztonzden, illetve jobban kirajzoldodhatna, mely csoportoknal lenne

igazan lényeges az irdnyitott kiilsd intézkedések bevezetése.

Shair €s szerzdtarsai tanulmanyukban (Shair et al., 2024) kiilonb6z6é multipopulacioés Lee-
Carter modelleket illesztettek a maldj kor szerinti fertilitdsi rata iddsoraira, kihasznalva az
eredetileg mortalitasi rata modellezésére alkalmazott modszertant. Hasonloan a dolgozatomban
megfogalmazott kutatasi kérdéshez, 6k is kiilonb6z6 populéciok, ,,csoportok” termékenységi
ratait modellezték egylittesen, csak az O esetiilkben a nagyobb egységet az orszaghatar
testesitette meg, azon beliil vizsgaltdk a maldj, indiai és kinai kisebbségek ratait. A vizsgalt
adatsorok esetében jol latszik, hogy a rata alakulasa hasonlo irdnyu folyamatot ir le mindharom
szubpopulécio tekintetében, bar a kiindulopont és a csokkenés, illetve kor szerinti eltolodas
mértéke eltérd (Shair et al., 2024). Munkdajukban Ok is készitettek eldrejelzést (2022-2041) az
ASFR?® alakulasira, ahol a tanul6idszak és a teszthalmaz megvalasztasat tobbféleképpen
hataroztak meg, majd az out-of-sample hibat minimalizalva valasztottak a kiilonbzé modellek

koziil. A fertilitasi ratara felirt alapegyenlet a kdvetkezdképpen 4ll eld:

In(fiei) = Qei + buikei + €xci (D

Ami alapjan az el6rejelzés becslése:

fx,t+s = exp(ax + bxk\t+s)- 2)

Ezt a kdvetkezoképpen moddositottak:
~ ~(A) 7 (4
fee = exp(a” + BVRP), 3)

ahol a B ¢és A indexii tagokat két, egymastol eltérd idészakon becsiilték meg. A B modell
rovidebb iddszak adatait hasznalta, ezaltal egy frissebb, a jelenlegi adatokhoz jobban illeszkedd

becslést alkalmazott a populaciospecifikus atlagos log-fertilitas értékére.

Egyre elterjedtebb a sztochasztikus modellek hasznéalata népességalakulds elemzésére €s
elorejelzésére — legyen szd akédr halanddsagi adatokrdl, fertilitdsrol vagy akéar migracio
alakulasarol. A népesség méretének és Osszetételének eldrejelzése azért is kiemelt fontossagu
napjainkban, mert az eléregedés mint egyre gyorsuld jelenség kihivas elé allitja a fejlett

orszagok java részét. Nem csak a sziiletéskor varhato élettartam novekedésérdl van szo, €s

3 Age Specific Fertility Rate, azaz korspecifikus termékenységi rata.



ezaltal az iddsebb korcsoportok adott orszagon beliil vald6 novekvd részaranyardl, hanem a
fertilitasi rata és a sziiletett gyermekek szamanak csokkenésérdl is. Ezaltal a tarsadalmi
intézményrendszerek, szocidlis ellaté rendszerek mar nem csak hosszu, hanem rovidtavon is
kihivasokkal néznek szembe. Ezen rendszerek tobbségében alapjaiban épililnek a demografiai
folyamatok feltételezett egyensulyara, mely ilyen modon mar nem teljestil, és feltételezhetden
a jovoben sem fogja ezt a palyat kdvetni. Tobbek kozott ezért is dsszetett feladat a fertilitasi
modellezése — a strukturalis torések az idosorban a modellillesztést is nehezitik, emellett az out-
of-sample hibat is nehezebb ezaltal minimalizalni. Eppen ezért a mortalitasi-, illetve fertilitasi
modellek — melyek alapjat képezik a kor szerinti népességelorejelzéseknek — javulasanak hatasa
szinte azonnal megjelenhet a dontéshozd szervek intézkedéselOkészitésében (Hyndman,

2006)*.

Fontos pont tovabba, hogy az eldrejelzéseknél a bizonytalansdg becslése (pl.
konfidenciaintervallumok becslése) rendkiviil modellfiiggo, ezaltal altalanos allitasok sokszor
nehezen vagy egyaltalan nem fogalmazhatok meg ezzel kapcsolatban. (Hyndman & Booth,

2008)

2.1 TFR — avagy mi és hogyan hat a fertilitasi rata alakulasara

A visegradi négyek orszaga sok szempontbol hasonld torténelmi-, gazdasdgi hattérrel
rendelkezik, ilyen médon sok k6zds kulturalis vonasban osztoznak. Tobb kutatas megallapitja
(Bongaarts & Hodgson, 2022; Sanchez-Barricarte, 2017; ESHRE Capri Workshop Group,
2001), hogy a fertilitdsi ratara hosszu tdvon sokkal nagyobb hatdssal vannak mélyebb
tarsadalmi folyamatok. Ezek altaldban adott teriileti egységre, régiora jellemzdek, sokszor a
kozos torténelem, hasonlé kultira, gazdasagi kornyezet ltal keriilnek meghatérozasra. Epp
emiatt lehet problematikus a gyermeknevelési kedvet (csupan) gazdasagi 6sztonzokkel novelni,
mert ezek tipikusan rovid tavon fejtik ki hatdsukat, s6t valdszinlibb, hogy nem is a
gyermekszamra vannak kozvetleniil hatassal, hanem a gyermekvallalas idejére (,,tempo-

effect”) (Gauthier, 2007; Sobotka, 2004; Bongaarts, 2013).

2.2 Fertilitasi rata modellezési szakirodalma

A fertilitasi ratak irodalma, bar nem olyan széles, mint a mortalitasi rataké, itt is megtalalhato

szamos, egymastol eltéré modellcsalad. Ezek egy része multbeli trendek elemzésére szolgél, de

4 Kiilon tekintettel arra, hogy a fertilitisi projekciok nagyban hozzajarulnak a gyermekeket érintd ellatas
tervezéséhez (pl. 6vodai, bolcsédei helyek szama stb.).



a legtobb esetben itt is eldrejelzés a cél. Természetesen a kiilonbdzoé modellfeltevések mas-mas

kovetkezménnyel jarnak, az alabbiakban roviden ezekrdl is szo lesz.

Az egyik legelterjedtebb megkdzelités az idésor alapti modellek csoportja. Itt kiilonbozo
késleltetésit ARIMA modellekkel probaljak leirni a fertilitasi rata alakulasat. Amellett, hogy ha
nem is pontosan, de sokszor nagysagrendileg illeszkedik az adatokra, elérejelzés tekintetében
nem kifejezetten optimalis a hasznalatuk, mert hosszii id6horizont projekcidjara nem
alkalmasak. Emellett az elorejelzés konfidenciasavja is nagyon hamar igen szélessé valhat (Lee,
1993). Sok esetben raadasul azt tekintik kiindulasi alapnak ezeknél a modelleknél (bar ez masik
modellcsaladban is el6fordulhat), hogy a termékenységi rata egy elére meghatarozott
egyensulyi szint felé tart, idovel ahhoz a szinthez konvergal. Szintén az elébb idézett
munkdjaban Lee is megallapitja, hogy indokoltabb lenne azt feltételezni, hogy ez az egyensulyi
szint is egy sztochasztikus folyamat, mely id6vel valtozik. Az idésoros modellek rdadasul igen
érzékenyek a strukturalis valtozasokra, illetve aggregalt mutatd esetén a kiilonbozo

Osszetevokben bekovetkezett eltéréseket sem tudja rendesen megragadni.

Eléfordulnak még az életkor szerinti fertilitasi ratak eloszlasara illesztett modellek, melyek
inkabb leiro jellegliek, illetve mivel meghatarozott alaktak, emiatt kevésbé rugalmasak is —
csupan a becslilt paramétereken lehet valtoztatni. Példa rajuk tobbek kozott Coale-Trussel

modell (Coale & Trussel, 1974); Hadwiger modellek (Peristera & Kostaki, 2007).

Egy masik elterjedt megkdzelitést ad a sztochasztikus alapu fertilitdsi modellek csaladja
(Alkema et al., 2011), melynek egyik standard eleme a demografidban az eredetileg mortalitasi
rata modellezésére alkalmazott Lee-Carter modell fertilitasi ratara vonatkozé adaptacidja (Lee,
1993; Hyndeman & Booth 2008). Ennek nagy eldnye, hogy itt az id6- és a korhatas kiilonvalik.
Hatranya viszont, hogy nem kezeli megfeleléen a nemlinearis valtozasokat (ez a
modellspecifikdciobol kovetkezik). Ennek kikiiszobolése érdekében jelent meg a
szakirodalomban a gépi tanuldsi technikdkra épiild0 modellek haszndlata (neuralis halok,

véletlen erdé modellek, gradient boosting) (Kassaw et al., 2025).

A fentebb felsorolt modellek a mortalitdsi rata irodalméaban is szerepelnek. Ertelemszer(i
kiilonbségek mikor a fertilitasi ratara alkalmazzuk Oket értheté moédon adédnak — mar csak a
mogottes folyamatok természete miatt is. [lyen példaul, hogy a halalozési rata egy orszag teljes
népességét €rinti, a termékeny évek figyelembevétele miatt nem is az egész néi populacio
szerepel a megfigyelésekben. Mas jellegi, &m anndl fontosabb kiilonbség még, hogy a

halalozasi rata (specidlis esetektdl eltekintve) alakuldsa nem egy dontési tényezd egy ember



¢letében, mig a gyermekvallalas idopontja és a gyermekek szdma ma a nyugati orszagokban
mar inkdbb. Ebbdl kifolyolag el6fordulhatnak olyan strukturdlis valtozasok az ASFR
alakulasaban, melyet tisztan matematikai modon leirni nem magétol értetddd. Ettdl fiiggetlentil
természetesen sok tekintetben hasonloan viselkedik, mint a haldlozasi rata,

demografiaimutatoként ezért is van nagy atfedés a modellezési szakirodalomban.

2.3 A termékenységi rata Magyarorszagon

Magyarorszagon a termékenységi rata alakulasa nem homogén, jarasonként vagy akar nagyobb
régionként jelentdsen eltér az értéke (Toth-Kincses-Kovacs, 2024). A rata legalacsonyabb
értékeit Budapest egyes keriileteiben veszi fel, mig jellemzéen Eszakkelet-Magyarorszagon az
egyensulyi 2,1-es érték felett mozog a mutatd értéke. Ez felveti a kérdést, hogy vajon milyen
teriileti 6sszefiiggések figyelhetdk meg orszagon beliil, mivel mond ez tobbet a termékenységet

befolyasold tényezdkrol, a termékenység mogott htizodo folyamatokrol.

[_1 Nem szignifikans
B Magas—Magas
Il Alacsony—Alacsony

[ 1 Egyéb pozitiv
[ Negativ

abra 3 A teljes termékenységi ardnyszam teriiletfiiggésége — a magas-magas klasztereknek van jelent6sebb hatasa
Magyarorszagon.
Forras: Toth.Kincses-Kovacs, 2024.

A harmadik abran egyébként az is latszik, hogy Magyarorszagon a magasabb termékenységgel
rendelkezd jarasok egyben az orszag gazdasagilag kevésbé élen jaro teriiletei is. A negyedik
abran a személyi jovedelemadodalapot képzd jovedelmet lathatjuk, ardnyosan az adéfizetok
szdmaval leosztva. Természetesen a konkrét mutatd kivalasztidsa egyéni dontés volt, de az
Osszefiiggés, egybeesés szemléltetésére megfelel, hiszen jol kozeliti a jardsok lakossdganak

(bevallott) jovedelmi szintjét, emellett hasonld abra rajzolodik ki mas, szintén gazdasagi-
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jovedelmi mutatok esetén is. A feltételezett 6sszefiiggés negativ irdnyu, azaz a nagyobb joléttel
(gazdasagi tekintetben) jellemezhetd teriiletek termékenységi adatai magasabbak (az

Osszefiiggés, ha kismértékben valtozo erésséggel is, de idoben allandé jelleggel fennall).

Az 0sszefliggés mas eurdpai orszagok esetében is megfigyelhetd, bar vita dvezi a témat, hogy
okséagi kapcsolatrol (ha igen, milyen irdnyban) beszélhetiink, esetleg egyidejii kolcsonos
hatasrol van sz0, vagy akar kiils, harmadik valtozé(k) hatasa tiikkr6zodik az egylittmozgésban.
A kérdésfelvetés indokolt, hiszen mindkét folyamat mogott Gsszetett tarsadalmi-gazdasagi
mechanizmusok vannak, melyeket empirikus modon nehéz teljeskorlien szamszerlsiteni,

modellezni.

Mértékeaység: ezer Ft

[] 3318 - 42285
[] 4227 - 4813
[] 4814 - 5535
[ 5525 - 6508
B 5597 - 8180

abra 4 A személyi jovedelemadoalapot képezé jovedelem egy adofizetére, 2024 (ezer forint)

Forras: KSH TIMEA (link: https://map.ksh.hu)

Tobben érvelnek amellett, hogy a demografiai &tmenet Osszefliggései nyilvanulnak meg ebben
is (Fox, Kliisener, & Myrskyld, 2019). Az atmenet elméletének leegyszeriisitett Iényege szerint
ugy haladnak az egyes tarsadalmak id6ben, hogy a kezdeti allapot magas gyermeksziiletéssel
(termékenységi rataval) jellemezhetd és alacsonyabb életszinvonallal, elmaradottabb gazdasagi
koriilményekkel jellemezhetd. Ezutan ahogy a gazdasagi (egészségiigyi stb.) kérnyezet javul,
csokken a termékenység. A harmadik szakaszban pedig egyfajta konszolidacio, az elméleti
egyensilyi érték (2.1) koriili ingadozas jelenik meg. Am ma mar olyan felvetések is vannak,
miszerint ez kimagasloan fejlett gazdasagi kornyezetben akar pozitiv irdnyt kapcsolatba, igy a

termékenységi rata ndvekedésébe is atfordulhat (Fox, Kliisener, & Myrskyld, 2019). Emellett
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persze regionalis csaladpolitikai intézkedések gazdasagi helyzettdl fiiggetleniil modosithatnak

a termékenységi értékeken (rovid tdvon akar az id6zitési hatason keresztiil) (Cevik, 2025).

Visszatérve a termékenység teriileti alakulasanak vizsgalatdhoz, Toth-Kincses-Kovacs (2024)
megvizsgalta azt a nullhipotézist, miszerint nincs teriileti autokorrelacio a termékenységi rata
alakulasat tekintve Magyarorszagon. Ezt a Moran féle I mutato értéke alapjan elvetették, azaz
elmondhatd, hogy a magasabb termékenységi rataval rendelkezd jarasok szomszédaiban is
jellemzéen magasabb a fertilitasi rata értéke (ez a dominansabb Osszefiiggés), mig az
alacsonyabb értékekkel rendelkezd jarasok szomszédaiban is alacsonyabb a termékenység,
mint amire a természetes folyamatok kdvetkeztében szamitanank. Elutasitva a nullhipotézist
arra a kovetkeztetésre juthatunk, hogy Magyarorszagon megfigyelhetd teriileti fliggdség a

termékenységi rata alakulasat tekintve.

Kutatasukban megallapitottak, hogy mivel megfigyelhetd teriileti fiiggés a termékenység
alakuldsdban, vannak ,,termékenységi gocpontok™, ezért hatékonyabb lehet a regionalis fokuszi

0sztonzok bevezetése, mint az dltaldnos, orszagos intézkedéscsomagok bevezetése.

Emellett fontos megéallapitas, hogy a vidéki jarasokban szintén magasabb a gyermeksziiletések
aranya, igy érdemes lehet ezt is figyelembe venni népességpolitikai dontéshozatal

szempontjabol (Toth-Kincses-Kovacs, 2024).

Fontos lenne régionként (megyék, jardsok) kiilon Osztonzdket bevezetni, mert egyrészt
megvannak azok a kozpontok, amelyek ,h0z6 teriiletként” funkciondlnak, ezzel kdzpontibb
szerepet toltve be a fertilitasi rata novekedését célzd dontéshozatalban, masrészt a kiillonbozo
tertileti egységeken mas-mas intézkedés lenne hatékony (a feliilrdl jovo altalanos intézkedések

sokszor emiatt nem mitkddnek orszagszinten igazan jol).

Mivel dolgozatomban nem az orszadgon beliili 6sszefliggések vizsgalatan van a fokusz, ezért az
eldbbi megallapitasokat bar a dontéshozatali néz6pont miatt fontosnak tartom, nem részletezem
jobban. Mindazonaltal kitekintésnek €s a termékenység alakuldsanak jobb megértése miatt

érdemesnek tartottam felvetni néhany gondolatot a témat illetéen teriiletspecifikusan is.

2.4 A fertilitasi rata regionalis elemzése

Bar sok tényez6t mar azonositottak azzal kapcsolatban, hogy mi €s hogyan befolyasolja/hatja a
gyermekvallaldsi kedvet, ezeket tobbségében nehéz leforditani gyorsan hatd gyakorlati
intézkedésekre. Egy résziik rdadasul vagy részben adottak (pl. torténelmi hattér) vagy nagyobb

részben maganéleti vonatkozasu, példaul vallasi hovatartozas, hdzassagok szama (aggregalt
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szinten), bar ennek 0sztonzésére lehet kisérleteket tenni. Magyarorszag tekintetében tobben a
2010-es évek végi emelkedést a termékenységi aranyszamban a kiilonbozé hitelek hazas
statuszhoz vald kotésének is tulajdonitjdk. A gyermeket vallalok anyagi helyzete is dontd
tényezo lehet, emellett a munkaadok, munkahelyek rugalmassaga (részmunkaidd, szabadsagok,
munkahelyi kultara). Az anya képzettsége is Osszefiigg kozvetleniil, kozvetetten a
gyermekvallalasi hajlandosaggal, illetve a sziiletések idozitésével is. A lakohely és kapesolodo
tényezOk, mint a népsliriiség, zoldteriiletek ardnya, gyermeknevelés intézményei (pl. 6voda,

bolcsdde stb.) is fontos szerepet jatszhatnak a csaladtervezésben.

Ahhoz, hogy a fertilitasi ratat pontosabban tudjuk elemezni, modellezni és eldrejelezni, fontos,
hogy ezekre a mutatoszamokkal kevésbé megfoghatd jellemzokre, tényezdkre is legyen
kozelitd valtozonk. A késdbbi elemzésembe ezért is vettem bele a magyar termékenységi ratara
épitett modellbe Szlovékia, Lengyelorszag és Csehorszdg (késdbbiekben V4 orszagok)
termékenységi ratainak idosorat is, melyet a Li-Lee szerzOparos multipopulacidos modellje tesz

lehetové.

Csehorszig Lengyelorszig

i
w
g Wagyarorszag Szlovakia

10 20 30 40 50 10 20 30 40 50
Age

dabra 5 Sajat szerkesztési abra a visegradi orszagok kor specifikus termékenységi ratair6l (y tengely) a Human Fertility
Database adatai alapjan. (1971-2014-ig tart6 megfigyelt id6szak alapjan.)

Emellett a termékenységi ratat befolyasold egyéb tényezdk figyelembevétele is indokolt.
Ezekbdl csak a fontosabbakat emelném ki a kdvetkezékben. Bar kiilonbozd aspektusait fogjak
meg a gyermekvallalasnak, sziiletendd gyermekek szdmanak és maganak a fertilitasi ratanak,
sokszor ezek a magyarazovaltozok is 0Osszefiiggenek, ezzel multikollinearitdst okozva a
modellekben. Emellett sokszor tobb tényez0 egyiittes fennalldsa szamit, nem is csak egy-egy

valtozé alakulasa kiilon-kiilon, nem véletlen, hogy a termékenységi rata modellezési irodalma
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bar sokféle modellcsaladot foglal magéba, a legtobb vagy szakértdi becsléseken,
megallapitasokon alapszik vagy legalabbis kiegésziil azzal, sziikség van a csupan matematikai

Osszefiiggések feliilvizsgalatara.
A V4 orszagok TFR idésorai (1950-2023)
A visegradi orszagok TFR idésorai

3,500
hasonlo trendet kovetnek (bar az

3,000

indulasi szinteket tekintve kisebb s

eltérés mutatkozik). Magyarorszagon
1,500

¢s  Lengyelorszagban is egy :w

hangsulyosabb pronatalista politika

0,000

1954
1972
1974

101
1952

valésult meg az 2010-es évek
—C5ehOrSZ3g — =——Magyarorszag = eeelengyelorszag — eSzlovakia

masodik felében, ezzel iddszakos
dbra 6 A visegradi orszagok Teljes Fertilitasi ratdinak alakulasa 1950

novekedést idézve eld. és 2023 kozott. (Sajat szerkesztésii abra a Human Fertility Database
¢s a KSH adatai alapjan.)

Az ezredforduldig alapvetden csokkend tendenciai jellemezte a gyermekszamok alakulasat,

egy-két ideiglenes novekedési szakasztol eltekintve. Ilyen volt pl. a hetvenes évekbeli

pronatalista politika eredményeképpen megvalosuld emelkedés is (leginkdbb Magyarorszagon,

illetve az akkori Csehszlovakidban). Bar akkor rendkiviil pozitivan eldrevetitették a

trendvaltast, utdlag nézve ez iddszakos ,.baby boom” volt, sét sokan egyszerli iddzitési

hatasként is értelmezik. A kétezres évek eleje Ota szintén egyfajta emelkedést figyelhetiink meg,

mely mar mind a négy orszag esetében megfordulni latszik.

Itt is jol latszik, hogy a vizsgalt orszagokban kiilondsen a huszadik szazad masodik felétdl a
szovjet rezsim dominanciajat kovetden ér még inkabb Ossze a fertilitasi rata trendje és alakulasa,
az eltérések az utobbi években novekedhettek. Ez akar betudhat6é annak is, hogy a Covid-19
pandémia kiilonb6z6 modon fejtette ki a hatasat a gyermekvallalasra a kiilonb6z6 orszagokban.
Ennél talan viszont valdszinlibb, hogy ideiglenes trend koriili eltérések figyelhetok meg,

melyek hosszitavon nem meghatarozoak.

Ahogy Pari és szerzétarsai tanulmanyukban megallapitjdk ez az egyiittmozgas nem véletlen, a
fertilitasi rata alakulasdban erdsen jelen van egyfajta teriileti hatas (Pari et al., 2024). Ilyen
moédon az orszaghatarokon til fontosabb a makrodkondmiai szempontok alapjan sszetartozo
tertileteket egyiittesen vizsgalni (Pari et al., 2024; Németh et al., 2020). Napjainkban is hasonld
demografiai kihivasokkal szembesiilnek a visegradi orszagok az alacsony termékenységi rata

kovetkezményében, melyek egyiitt jarnak a népesség iddsddésével, (vidékiteriiletekrdl valo)
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elvandorlassal, sok esetben (vidéki) munkaer6hiannyal és mar egyre inkabb rovid tavon sem

fenntarthat6 nyugdijrendszerrel (To6th, 2024).

3.Mortalitasi modellek mint a fertilitasi rata

elemzésének alapja

pmadeath e rom Al ey, 08D 02028 A fertilitasi rata modellezési

T | O v (RN > szakirodalma kevésbé kiterjedt
még, mint a mortalitasi rataé,
am ez utobbihoz kapcsolhato
modellcsalddok  sokszor  jol

alkalmazhatok a fertilitasi rata

alakuldsanak leirasara is (akar

kisebb valtoztatasokkal

- “ kiegészitve). A hasonlo
dbra 7 Halalozasi ratak alakulasa 1980 és 2023 kozott a visegradi orszagokban. L . .

Forras: Our World in Data (link: https://ourworldindata.org/) modellezési hatteret indokolja,

hogy mindkét demografiai
folyamatot leir6 mutatd ¢Eletkortdl fiiggd valoszinliséggel, intenzitassal jellemezhetd.
Populaciéra vetitett értéke pedig iddsorosan elemezhetd (ennek strukturaja jellemzden
egyszerlibben megfoghatd). Emellett demografiai mutatokrol 1évén sz, mindkét ratara igazak
bizonyos biologiai (vagy életciklust érintd) torvényszeriiségek. A hetedik abréan az is jol latszik,

hogy a visegradi orszagokban a haldlozasi ratak is hasonlo trendet kdvetnek.

A demografiai folyamatok tekintetében talan a ki- és bevandorlas mértékében fedezhetd fel
lényegesebb kiilonbség, bar a rendszervaltas utan mind a négy orszdgban megfigyelhetd volt a

fiatalabb, tanultabb réteg elvandorlésa (brain drain) (Roberts et al., 2023).

A kovetkezOkben ismertetem az altalam majd alkalmazott modszertani hatteret, de hogy
megorizzem dolgozatom logikai felépitését, elotte dsszefoglalom az ennek alapjaul szolgalo

modellek (részben moralitasi modellek) szakirodalmat.

3.1 Eredeti Lee-Carter modell

R. D. Lee és L. R. Carter 1992-es cikkiikben mutattik be az altaluk az Egyesiilt Allamok

halalozési rataira alkalmazott modelljiiket, mely azdta Lee-Carter (mortalitasi) modellként
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sz¢éles korben elterjedt és a demografiai elemzések alapjat képezik (Girosi & King, 2007).
Eredetileg 1933-1987-ig tart6 id6szak amerikai adatait hasznaltdk fel a modellezésre, hamar a
mortalitasi modellek, illetve egyéb demografiai mutatok (pl. fertilitasi rata) szakirodalmaban is
egyfajta viszonyitasi/kiindulédsi pontként (,,benchmark” modellként) van jelen. Elterjedése nem
véltelen, hiszen altaldban vett jo alkalmazhatosaga egy konnyen érthetd struktiraval parosul.
Természetesen, mint minden modszertannak, ennek is megvannak a maga limit4cioi,
felhaszndlasanak keretei, igy ezeket fontos észben tartani és a kapott eredményeket ennek
fliggvényében értelmezni. Az 1992-es cikkiik megjelenése ota tobb, kiterjesztett valtozatat
dolgoztak ki az eredeti modellnek, melyek mind-mind mas hidnyossagat hivatottak potolni az

eredeti modellnek (mint tobbek kozott a (multipopulacios) Li-Lee modell is).

Az eredeti modellfeliras tehat:

log[m(x, )] = a(x) + b()k(t) + e(x, t), min Xi_o X¥=o £*(x, ) (4)
k(t) =k(t—1)+d+e(t)o,e(t)~N(0,1), E[e(s)e(t)] =0 (5)

Ahol a(x) a logmortalitasi rata atlagos értéke, k(?) irja le a néphalandosag iddbeli alakulasat ¢s
b(x) a koronkénti logmortalitasi rata csokkenési litemét a néphalanddsag idébeli trendjeinek
fiiggvényében. Az egyenletek becslése szingularis érték felbontas (SVD) segitségével torténik,

minimalizalva a reziduumok (£(x, t)) négyzetosszegét.

Az eredeti Lee-Carter modell bar sok mortalitas és akar fertilitds idOsorra megfelelden
illeszkedik, sokszor nem ad logikus eredményeket, mert olyan helyzetekben is novekvo
eltéréseket jelez eldre (divergencia az eredményekben), ahol a k6zos tarsadalmi- és gazdasagi
helyzet ezt nem teszi indokoltta, egyben historikusan sem figyelhet6k meg hasonld jelenségek.
Ide jellemzbéen azok az esetek tartoznak, amikor a Lee-Carter modellt tobb populacio (pl.
fertilitds, mortalitds) adataira egymastol fliggetleniil alkalmazzuk, amelyek hosszitavon

logikusan nem térhetnek el egymastdl nagymértékben (a mortalitas példajat idézve pl. egy adott

crer

Epp ezért bovitették a modellezési koncepciot munkajukban Li és Lee (Li-Lee, 2005) azzal,
hogy egy adott région beliil a csoportokat egyiittesen vizsgaljak, azok adatsorait egyiittesen

vonjak be a modellezésbe.

Az, hogy az adott régién beliili csoportok, mas szoval alpopulacidk alatt pontosan mit értiink,
a modellezd feladata definidlni és megfeleléen indokolni. Jellemzden orszagon beliili kisebb

terlileti egységek szoktak ide tartozni, esetleg orszdgon beliil a nemek kozti eltéréseket
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vizsgaljak ugyanabban a modellkeretben mortalitads eldrejelzés esetén, de sok esetben egy
nagyobb teriileti egységen beliil (p. orszagok egy foldrajzilag szomszédos csoportja) elemzik a
kiilonb6z6é orszagok adatsorait egylittesen. Az igy kapott (egyeldre koztes) egyenlet a

kovetkezoképpen irhat6 fel:
log[m(x,t,i)] = a(x,i) + B()K(t) + e(x,t,0),0<t<T (6)

A B(x)K(t) tag felel a vizsgalt csoportok feltételezett kozos trendjéért. Ez viszont dnmagaban
még nem tiinik kellden valosaghiinek, mert bar azt lathatjuk régionként, hogy a csoportok
vizsgalt iddsorai egy kozos trendhez tartanak, hosszutdvon azt kovetik, rovid tdvon viszont
igenis megfigyelhetéek eltérések. Epp emiatt érdemes bdviteni a hatodik egyenletet egy olyan
csoportspecifikus taggal, mely rovid- és kézéphosszi tavon megfoghatova teszi a kdzos

trendtdl val6 divergenciat.
A Li-Lee modell tehat:
log[m(x,t,i)] = a(x,i) + B(x)K(t) + b(x,0)k(t,i) + e(x,t,i),0<t<T @)

Fontos megjegyezni, hogy mig az eredeti Lee-Carter egyenletben a néphalandésagot leird K (t)
idésort altalaban eltolasos véletlen bolyongasként (RWDS) szoktak leirni (megfelelden
illeszkedik a vizsgalt adatokra), addig a csoportspecifikus b(x,i)k(z,i) tagot egy konstans varhatd
értékli AR(1) folyamatként szoktdk modellezni — épp azért, hogy itt mar a kdzos trendhez vald
konvergencia ne sériiljon. Az a(x, i), B(x), b(x, i) és k(t,i) valos paramétereket numerikus
modszerekkel maximum likelihood modszerrel becsiilnek, jellemzden Poisson eloszlast

feltételezve a halalozasok vagy sziiletések szamara az x-edik korban ¢és t-edik idszakban.

Egy koztes modell — mely szintén viszonylag elterjedt a szakirodalomban — az, amikor
hasonloan az elobbi felirashoz, van kozds k; idésoros tag, am itt a populacidspecifikus
eltéréseket nem egy teljesen kiilonallo rész (b(x, i) és k(t,i) szorzata) koveti le, hanem egy
b(x, i) egyedi szorzo teszi lehetdvé a kozos trendtdl vald eltérést (i-edik alpopulaciotol fiiggd
intenzitas). Ez utobbi modellspecifikacio terjedt el joint-k modell néven a szakirodalomban. (A

joint-K elnevezés egyébként a kdzos k; idésoros tagbodl szarmazik.)

3.2 Mortalitasi modellek

A mortalitdsi modellek stabil kiindulopontja ma is a Lee-Carter modell, melynek szdmos

kiegészitése, kiilonb6z0 modozatai terjedtek el (Wen et al.,, 2021). Az egyik nagy

5 Random Walk with Drift roviditése
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népszeriségnek orvendd modszer a gépi tanulast alkalmaz6 modellek, melyeket egyre inkabb
kezdenek el tobbek kozott a haldlozési rata becslésére és eldrejelzéséhez is hasznalni. Sok
esetben jobban teljesitenek, mint hagyomanyos sztochasztikus alapokra épiil6 tarsaik (kisebb
mintan beliili- és kiviili hiba), rugalmasabbak ¢és nem sziikségesek hozzajuk strukturalis
feltevések (Bjerre, 2022). Hatranyuk a magas szamitasigény;, illetve pont az elére meghatarozott
strukturdlis keretek hidnya miatt az eredmények értelmezhetdsége, azok interpretacidja
nehézkesebb, nem egyértelmii. Ez okbol kifolyolag kezdett megjelenni az elmult években a
hagyomanyos sztochasztikus mortalitdsi modellek és a machine learning algoritmusok
hasznalatdnak 6tvozése. A Lee-Carter modellek harom komponensre bontjak szét a halalozasi
ratat — 1d0, kor és kohorszra, az elérejelzések alapjat pedig az idésoros (ARIMA) tényezd Box-
Jenkins modszerrel vald projekcidja adja. A hibrid modellek esetében altalaban két féle
megkozelités terjedt el, vagy az iddsoros részt is mar gépi tanulas felhasznalasaval modellezik,
de ami ennél is elterjedtebb, az az, hogy az alapmodell hibatagjara illesztenek gépi tanulo
modellt, ezzel egészitve ki azt (Bjerre, 2022). Ha az alapmodell feltételezései teljesiilnek, a
reziduumokban mar nincs informacidtartalom, véletlen zajnak tekinthetdk, ebben az esetben az
ML (machine learning) résszel vald kiegészités nem javitja a modell teljesitményét.
Amennyiben viszont ez nem teljesiil, ugy a modellfejlesztés képes lehet azonositani azokat a

mintazatokat az adatsorban, amiket az eredeti nem tudott jol leirni.

3.3 Extreme Gradient Boosting

Ezeket a feltételezéseket hasznalva keriil modellezésre a korspecifikus termékenységi rata a
dolgozatban, az alap multipopuldciés modellt kiegészitve Extreme Gradient Boosting-gal,

melynek elméleti hattere a kovetkezOkben keriil bemutatasra.

A véletlen erdd (random forest) modellek, ahogy a neviikbdl is kdvetkeztethetiink erre,
véletlenszerlien kivalasztott megfigyeléseken és magyarazovaltozokon tanitott fliggetlen
dontési fak egyiitteseként all 6ssze. Ahogy a fak szadma nd, az erddé altaldnositasi hibaja
(generalization error) konvergal (m. m.) egy adott hatarértékhez. A nagy szamok erds térvénye
alapjan a konvergencia megvaldsul, igy a tilillesztés veszélye nem meriil fel. A hiba mértéke
fligg az egyes fak pontossagatol, illetve a koztiik levd korrelacié mértékétdl (Breiman, 2001).
Egy véletlen erdd modell felépitésénél tobb dontési tényezd van, melyeket hiperparaméter-
optimalizalassal szoktak hangolni. Ide tartozik tobbek kozott a fak mélysége, minimalis

elemszam egy levélen, figyelembe vett valtozok szdma egy elvalasztasnal, a fak szama.
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Ahogy a véletlen erd6 modellek, a gradient boosting is véletlen fak egytittesére €piil. A véletlen
erdével szemben itt viszont az egyes dontési fak egymasra épiilnek, felhasznalva mindig az
el6z8 hibatagjat. Igy egy el6re meghatarozott veszteségfiiggvény (benne lehetséges akar az L1
¢s L2 regularizacié is) eredménye alapjan szamol a kovetkezd dontési fa (felhasznalva az elso-
¢s masodik derivaltakat — innen az elnevezés). Az algoritmussal iterativ modon javitja a
becslések pontossagat (Friedman, 2001). Tobb fontos elénye koziil a hatékonyabb és gyorsabb
szamitast emelném ki (parhuzamos futtatas lehetdsége miatt), emellett kezeli a hianyzé adatokat

is, illetve beépitett regularizaciot, igy adott esetben valtozoszelekciot is tartalmaz.

Hasonlodan a véletlen erd6hoz, itt is fontos a hiperparaméterek hangolasa. Ide tartozik tobbek
kozott a learning rate, azaz, hogy milyen gyorsan tanul, mennyire veszi figyelembe az el6z6
hibajat. Ertéke 0 és egy kozott van, az alapbeallitds 0.3 szokott lenni (Friedman, 2001).
Alacsonyabb értéke segit elkeriilni a tulillesztést, &m nagyobb eséllyel noveli a futasidot.
Hiperparaméter még az altalaban n_estimator néven szereplé dontési fak szamat meghatarozo
paraméter, mely jellemzden Osszefligg a tanuldsi rataval (forditott iranyban). Itt is meg lehet
hatarozni az egyes fak maximalis mélységét kozvetleniil, illetve kdzvetetten az altal, hogy
meghatarozzuk; hogy mennyit kell legalabb javulni a veszteségfiiggvénynek ahhoz, hogy egy

ujabb levélcsomopontot (leaf node) tovabb lehessen osztani egy faban.

Modelleknél altaldban megjelenik egy trade-off az illeszkedés josdga a talillesztés
valoszinliségének csokkentése kozott, eléfordulhat, hogy az illeszkedésre optimalizalt modell

mar tal komplex, taltanult. Sokszor Ot réteg(i keresztvalidaci6 idésoron

ennek elkerﬁlése érdekében SZOkték Tanulé idészak Validaciés idészak

példaul klasszikus idésor modellek _-
1, ]
2 ]

esetében a késleltetési strukturat

egyszeriibbre venni, gépi tanulds [ ]

3.
esetében pedig ezt szolgalhatja a [ ]
megfeleld tanitds-validalasi halmaz 5 |

meghatérozésa, hiperparaméterek Tanulé idészak - Tesztid6szak

, . e dabra 8 Otrétegii keresztvalidacio sematikus abraja. (Sajat szerkesztési
hangolasa, illetve regularizacio is. abra.)

Az iddsorok esetében a modellillesztést ¢és  hiperparaméterhangolast — otrétegli
keresztvalidacioval végeztem, ez a nyolcadik abra szerint kovetkezd képpen all eld. A
kezddpont fix (nem gordiiléablakos), €s az éppen a modellbecslésre felhasznalt intervallum
késObbi hataroldopontja az, ami valtozik és egyre tolodik idoben eldrehaladva. Minden pirossal
szinezett id6szakot az azt kdvetd kékkel jelzett intervallum adatain (Un. teszthalmaz) értékeliink
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ki. A tesztidészakon kapott hibamutatok értékét atlagolva kapjuk a modell jovobeli adatokra
vonatkoz6 becslésének varhato teljesitményét, igy redlisabb képet kapva a modell eldrejelzési

képességérol.’

4. Adatok

A visegradi orszagok elérhetd adatai az 1971-2014-ig terjedd id6szakot fedik le kdzosen, igy a
multipopulacidés modellhez ezt vettem alapul. Az adatsorokban egy érdekességet emelnék ki,
mi szerint a lengyel adatoknal jelen van egy ,,2001-,, és egy ,,2001+7-0s évmegjelolésti adatrész
is. Ez annak tudhato be, hogy moddszertani valtas volt a lengyel szamitdsokban, 2002-ben mar
valtozott a ndi népesség definicidja. Addig a bejelentett lakohelyet vették kiindulasi alapnak,
utdna pedig a ténylegesen az orszagban €16 ndi népességet. Mivel Lengyelorszagban
szamottevd a munkavallaldi migracio, ezért az 0j szamitas kisebb ugrast eredményezett az
ASFR alakulasaban — hiszen ugyanannyi sziiletés kisebb ndi populéciora lett vetitve. A Human
Fertility Database ezért szamol az eredeti modszer szerint is 2001-es értékeket, illetve a 2002-
es megkozelités szerint is egy 2001+-szal jelzettet is, a dolgozatomban a két érték atlagat

hasznaltam.

A multipopulaciés modellek bemeneti paramétereként szerepel az Osszpopulacidra vetitett
értékek adatai is (pl. orszagos atlag, vagy férfi €s noi adatok stlyozott atlaga). Ez a dolgozatban
vizsgalt esetben egy visegradi négyek atlagos termékenységi ratdjanak, illetve kiilon-kiilon az
orszagok iddésorainak felel meg. A négyorszag atlagos fertilitdsi ratajat népességaranyosan

szamoltam és hasznaltam a késObbiekben.

Maguk a korspecifikus termékenységi ratak relative kis szamok a nemnegativ félsikon, a
megfigyelt adatok maximumat a cseheknél érte el a 21 éves korosztalyban (ASFR = 0.2306),
1979-ben. Jellemzbéen egyfajta haranggorbe alakot Oltenek fel, azaz a nagyon alacsony
¢letkorokban is alacsony a gyermekvallalds valoszinlisége €s bekovetkezése, szintagy a
magasabb életkori csoportokban is. Az adatok a 12-t81 55 éves korosztalyt olelik fel, tipikusan

ez a két kor adja a termékeny évek also- és felsd hatarat.

¢ Ez kétdimenzios leegyszertisitése a modszernek, melyet itt tulajdonképpen inkabb panel jellegli adatstruktirara
alkalmazom. Ennek részletes kifejtése megtalalhato az R csomag leirasaban is, vagy
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5.Modellezés

Tobbféle tovabbfejlesztése €l a Lee-Carter modellnek, ami alapjaul szolgéal sok mortalitasi és
fertilitasi modellnek is. Ezeket Villegas €s szerzotarsai (2017) foglaltak 0ssze részletesebben.
A dolgozatban ezekbdl 6tnek a teljesitményét hasonlitom 6ssze a vizsgalt adatokon (melyek

integralva vannak az StMoMo R csomagban is), ezeket az alabbiakban mutatom be réviden.

5.1 Joint-K modell
log[m(x,t,i)] = a(x,i) + b(x, Dk(t) + e(x,t,i),0<t<T (8)

Ennek egy szigoritott valtozatat adja a ,,Three-way Lee-Carter modell” (Russolillo et al., 2011),
melynél az b(x, i) = b(x)A(i) Osszefliggést tételezik fel, mig a ,,Common Factor” modellben

a f6 egyenlet mellett a b(x, i) = b(x) korlat teljesiil (Li and Lee, 2005).

Az elobbinél 1athato, hogy az idésoros komponens egylitthatd része két tényezo fiiggvényeként
all eld (kiilon kor és populaciotol fiiggden), addig az utdbbiban ez mint kozds faktor
(populaciofiiggetlen) 4all eld. Mivel a joint-K, illetve a kiilonbdzd korlatokkal teljesiild
modellvaridnsok felépitése implikalja, hogy a mortalitasi rata alakuldsa a kiilonb6z6 populéaciok
kozott egyértelmiien korreldl. A korlatokkal szigoritott modelleknél még er0sebb Osszefiiggés
is teljesiil, amit sok esetben a valés adatok nem igazolnak (Villegas et al., 2017). Eppen ezért
egészitették ki a kiinduldsi modellt még egy plusz taggal, ami megenged kisebb-nagyobb
eltéréseket a kozos trendtdl, igy kapjuk az ,,Augmented Common Factor” modellt (Li & Lee,

2005) — melyrdl a korabbiakban mar volt szd:
log[m(x,t,i)] = a(x,i) + B(x)K(t) + b(x,0)k(t,i) + e(x,t,i),0<t<T 9

Az Additivnak keresztelt modell ezzel szemben mashogy kozeliti meg a mortalitasi rata
becslését (Debon et al., 2011). Itt nem az iddsoros taghoz tartozik az orszagspecifikus
kiegészités, hanem egy populaciofiiggd konstans tagban térnek el egymastdl a becslések (az

(x,t,1)-t6l fliggd hibatagon kiviil itt jelenik meg eltérés).

q(x,t,i) |
log |—2 | .
o8 L oo IRk ORI OLORS R CTD)
0< STl =0,by=1k;,=0 (10)

Ennek becslése is maximum likelihood elven torténik a halalozdsok (sziiletések) szamanak

Poisson eloszlas feltételezése mellett, a kezdeti érték feltételek mellett jol identifikalhato.
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A ,,Multiplikativ’ modell megint kicsit mashogy irja fel a becslé egyenletet (Russolillo et al.,
2011). Ebben az esetben is a kozos k(t) trendhez kapcsoloik a populaciospecifikus tag, &m az

ebben az esetben szorzotényezdként (A(i)) van jelen
log[m(x,t,i)] = a(x,i) + b(x)k(@)A0) + e(x,t,i0),0 <t <T. (1D

A hibrid modellek (multipopulacios alapmodell, machine learninggel kiegészitve) eldallitasa a

kovetkez6 modon épiilt fel:

- Keresztvalidacioval kivalasztani az adatokhoz leginkabb 1116 modellspecifikaciot (MSE
metrika alapjan);

- Elkésziteni a sztochasztikus modellel az ASFR becsléseket, illetve az elorejelzéseket a
megfeleld id6horizontra (10 év, 2015-2024-1g);

- Ebbdl eldallitani a reziduumokat (ahol volt tényadat, megfigyelés);

- A maradéktagokra XGB modell (majd ez alapjan a hibatagokat is eldrejelezni);

- Végil osszeilleszteni a kettot (a sztochasztikus modell jovobeli becslését €s az ehhez
tartozd hibatagok eldrejelzését a machine learning modell altal) — ezzel pontosabb

illeszkedést és predikciot eredményezve.

A keresztvalidaci6é esetében kiillonboz6 tanulo- és teszthalmaz szétvalasztast is vizsgaltam.
Mivel mind a négy visegradi orszagra viszonylag rovidebb iddtavra allt rendelkezésre adat
(1971-2014), ezért ebben kevesebb mozgastér adodott, végiil hatarnak sorban 2004-et, 2005-
ot, 2006-ot, 2007-et és 2008-at hasonlitottam Ossze. Erre azért is keritettem sort, mert a
validacios halmaz hataranak megvalasztasatol nagyban fiigghet a modell teljesitménye, ezzel

novelve a bizonytalansagot a modellezés soran (Parizad, Jamali, Khayyam, 2025).”

Végiil osszevetve a kiillonbozo szétvalasztasi datumokkal kapott eredményeket, a validacios
halmaz als6é hatara 2005 lett. Ez a valasztds a kiilonbozé datumokkal meghatarozott

elvalasztasokkal szamolt RMSE értékek alapjan tortént (3. tablazat).

Az XG Boost modell hiperparamétereit szintén keresztvalidacio segitségével hangoltam. mivel
a t iddindex a modell magyarazovaltozok kozott van, igy a CV funkcid randomizaldsa soran

nem vész el az adatok id6fiiggdsége.

7 A fiiggelékben talalhatd harmadik tablazat arrdl, hogy az eredmény mennyire volt érzékeny a validacids halmaz
hataranak meghatarozasara (kiilonbdz6 évhatarokhoz tartozd6 RMSE értékek 0sszehasonlitasa).
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Az XGB modellrészhez (multipopulaciés modell hibatagjaira futtatott gépi tanulési technikat
alkalmaz6d ensemble modell) a kovetkezd hiperparaméterekhez a felsorolt értékekkel

ellendriztem a modellvaltozatok teljesitményét (6sszesen 108 kombinacid):
Eta= {0.01, 0.05, 0.1, 0.2}

Max_depth = {3, 4, 6}

Subsample = {0.7, 0.8, 1}

Colsample bytree = {0.7, 0.8, 1}

Tovabbi, nem hangolt bemeneti értékek: Max rounds = 500; CV_folds = 5.

Az otrétegli keresztvalidacid sordn a kovetkezd értékekkel kalibralt modell adta a legkisebb
hibat: eta = 0.1; max_depth = 6; subsample = 0.7; colsample bytree = 1, az igy kapott RMSE
(Root Mean Squared Error) értéke: 0.00117.

Az optimalis paraméterek értékét vizsgalva ijabb lehetséges paraméter értékekkel bovitettem a

modellbemeneteket. Az Gjabb valtozat paraméterhalmaza a kdvetkezo volt:
Eta= {0.01, 0.05, 0.1, 0.15}

Max_depth = {3, 4, 6}

Subsample = {0.5, 0.6, 0.7}

Colsample_bytree = {0.7, 0.8, 1}.

Az igy futtatott keresztvalidacié soran némileg mas eredményeket lathatunk®. Eppen ezért még
tovabbi paraméterkombinacidkra ellendriztem az RMSE értékeket, hol a legalacsonyabb. A
vizsgalt parositasokat tekintve elmondhatd, hogy bar a paraméterek legkisebb eredményezd
értékei nem stabilak, hanem megfigyelhetd benniik variancia, mégis a modell hibamutatdjanak
minimum értéke nem, vagy csak alig valtozik®. Ez 6sszecseng a szakirodalomban olvashaté
megallapitasokkal (Parizad, Jamali, Khayyam, 2025). Végiil a tanit6 adatokhoz leginkabb
illeszkedé paraméterértékek, amiket végiil hasznéltam, a kovetkezok voltak: eta = 0.15;

max_depth = 6; subsample = 0.5; colsample_bytree = 1, az igy kapott RMSE értéke: 0.001118.

Az StMoMo R csomagot hasznaltam a multipopulacidés modellek futtatasdhoz (Villegas et al.,

2018), azon beliil is a modellillesztéshez sziikséges fitLCMulti parancsan beliil az ACFM

8 eta = 0.2; max_depth = 6; subsample = 0.7; colsample_bytree = 0.7, az igy kapott RMSE értéke: 0.0013
% A paraméterek bizonyos intervallumon valo valtoztatdsa nem okoz nagysagrendi javulast az RMSE értékében.
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specifikaciot, melynek bovebb leirdsat Li és Lee irtdk le munkdjukban (Li & Lee, 2005). A
csomagban lehetdség nyilik keresztvalidacidora is, mely alapvetéen a fentebbiekben
sematikusan ismertetett modon zajlik, annak a figyelembevételével, hogy itt inkabb van sz6
panel adatokrol, igy a keresztvalidacié haromdimenzioban torténik (ennek részletes leirasat
olvashatjuk pl. Bergmeir et al., 2012). A modellezés soran 5 rétegli keresztvalidaciot
alkalmaztam, felhasznalva az MSE (mean squared error) hibamutatét, hagyatkozva az eddigi

témaba vago kutatasokban bevett eljarasra (Atance & Debon, 2025).

Bar eredetileg felmeriilhetett, hogy a tobb paramétert illeszté és ezaltal pontosabb ,,ACFM”
(Augmented Common Factor) modellspecifikacié lesz ezek alapjan a ,legjobb” modell, a
keresztvalidacié eredményeképpen a ,,joint-k” valtozat hibamutatoja lett a legkisebb (MSE
metrika alapjan végezve az 0sszehasonlitast €s a szelekcidt) — mind az Osszértéket tekintve,

mind csak a magyar populacion val¢ illeszkedést tekintve.

A két modell egyenlete és a koztiik 1évo kiilonbségek jol 1athatdak a modellegyenletekbdl:
Joint-K: logit(qL,) = ab + blk, (12)
ACFM:logit(qL,) = ab + byk,+bLk} (13)

A keresztvalidacio miatt lehet az egyszerlibb, kevesebb paraméterrel rendelkezd (joint-K)
modell a preferalt, hiszen az mintan kiviili (out-of-sample) hiba minimalizalasa altal segit
elkeriilni a talillesztést. Elképzelhetd, hogy bar az ACFM modell jobban illeszkedett azokra az
adatokra, amin éppen becsiiltiik a paramétereit, de az adatok szerkezete miatt a kdvetkezd

iddszakra vagy masik idéperiddusra ugyanez a modell mar nem volt kelléen pontos.

Ellentrzésképpen a multipopulacids modellel készitett eldrejelzést Osszevetettem egy
ugyanazon az idétavon becsiilt, eredeti Lee-Carter modell elérejelzéseivel. Mivel az eldrejelzés
iddtavja tiz év — 2015-2024 — igy mindkét modell eredményeit Ossze lehet vetni a
tényadatokkal. (Ez természetesen inkabb csak érdekesség, az, hogy utdlag mennyire
illeszkednek a kiilonbozé modellek eldrejelzései a ténylegesen megvaldsult értékekre
visszamendlegesen nem validaljak a modellvalasztast, hiszen azt az addig elérhetd adatok

alapjan tessziik meg (meghatérozott modszerekkel, hibamutatok alapjan).'?)

10 Bar ezzel egyiitt nyilvan a nap végén ezt tartjuk fontosnak.
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6. Eredmenyek

Végeredményképpen Osszedllitottam egy data frame-et kiilon a magyar adatokra, mely
tartalmazta a kiilonboz6 év €s kor parositasokhoz tartozo ASFR becsléseket a multipopulacios
joint-k modell, a joint-k modell kiegészitve az XGB modell rezidualisokra futtatott
komponensével, illetve a sima Lee-Carter modellel becsiilt értékeket is. A tesztiddszakra
készitett elorejelzéseket is hasonld szerkezetben allitottam eld. Az idOsor megfigyelt részén
visszamérve a becslések hibajat azt kaptam, hogy mig a kevert modellnek az RMSE ¢értéke és
a Lee-Carter modell hibamutatdja mind 0.005 kornyékén alakultak!!. Fontos, hogy ez csak a
magyar értékekre szamitott hiba nagysaga, az XGB modell és a joint-k modellrész is a visegradi

négyek (illetve az 6sszpopulécios atlag) adatait hasznalta a paraméterbecslések soran.

Az eldrejelzéseket 10 éves idOtavra készitettem el (mivel az elérhetd megfigyelt iddsor hossza
is viszonylag rovid, a jobban értelmezhetd eldrejelzések idétavja viszonylag rovid, jellemzden
néhany éves tavlatra szoktak figyelembe venni). A kétféle becsléssel készitett elorejelzések
kozti kiilonbségek atlagos abszolutértéke 0.01172, ami nagysagrendileg kozel negyede a
magyar ASFR atlagos értékének. Bar ez az érték nem tlinik jelentdsnek ¢és ebbdl
kovetkeztethetnénk egyfajta konzisztencia jelenlétére az eldrejelzések tekintetében, e
megallapitasnak relevancidja nagyban fiigg attél, hogy a termékenységi rataknal osszességében
kicsinek tlind szamoknak is nagyobb a jelentdsége, hiszen itt mar kozrejatszik az évek, illetve

a korok hatéasa.

' A pontos érték 0.00517 a Lee-Carter esetében, mig joint-k és az XGB modell 8sszegeként el34all6 modellé szintén
ekortiil a szam koriil ingadozott (futastol, rogzitett véletlen magtol fliggben).
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6.1 Elorejelzés joint-k multipopulacios modellel
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abra 9 A Joint-K modell k: iddsoros tagjanak elérejelzése.

Az elorejelzés alapjat az ARIMA(0,1,0), azaz eltolasos véletlen bolyongas adta, mely jol lathato

modon (9. abra) nagyjabol linearis alakulast jelez elére a k; idésorara.

Az évekre lebontott eldrejelzés szerint (11. dbra) pedig azt lathatjuk, hogy feltételezve a
megfeleld modellspecifikaciot és a becsiilt paraméterek relevanciajat, a gyermekvallalés ideje
tovabb tolodik az anya ¢€letkoratol fliggden. A legnagyobb valtozast az évek alatt a fiatal, hlisz

¢év kortili korosztalyra jelzi elére a modell, itt érezhetd csokkenés rajzolodik ki az évek soran.

Ami meég érdekesség, hogy ahogy a haldlozasi ratdknal is van egy fajta torése a simitott
haranggdrbe alakon a htszas évek elején jaroknal (foleg férfiaknal) — tgynevezett ,,baleseti
pupot”, ugy itt is lathatunk egy lokalisan magasabb értéket, szintén ennél a korosztalynal (19-
20 éves ndknél). Ez a jelenség megfigyelhetd a szlovak adatokban is, kisebb mértékben pedig

a csehorszagi termékenységi adatokban is (Lengyelorszagban kevésbé).

Ez jellemzden a kozépiskola befejezése utan, felsdoktatasba nem belépd vagy azt félbehagyo
gyermeket véllalo ndk miatt jelenhet meg — mely mintdzat sokszor a gazdasagilag kevésbé

élenjaro teriileteken fedezhetd fel.
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Teriileti szempontbol nézve a hazassagkotések szamat és aranyat (TEHA'?) Magyarorszag erds
heterogenitassal jellemezhetd — az orszag keleti, északkeleti részében szignifikdnsan magasabb
értékeket vesz fel (Murinko, Spéder, 2021). Ezek a teriiletek egybeesnek a magasabb
termékenységi mutatokkal rendelkezd orszagrészekkel is. A feltételezett Osszefliggés (hazas
nok esetében varhatdoan magasabb a termékenységi mutatd) erdsségében raadasul novekedés
volt megfigyelhetd Magyarorszdgon az elmult években — mig 2015-ben a gyermekek 52.2,
addig 2020-ban kozel 70%-a sziiletett hazassagon beliil (Kapitany, Spéder, 2021).

Emellett orszagspecifikus jellemz0 az is, hogy az orszag keleti, északkeleti részében
alacsonyabb az atlagos sziiléskori életkor is. Altalanosan is megfogalmazhatd az az
Osszefiiggés, hogy ahol magasabb a sziiléskori atlagos életkor, ott ez alacsonyabb varhato
gyermekszdmmal is parosul. Ezt lathattuk a magyar adatokon is a 2010-es évekig. Utana viszont
egyfajta valtozas allt be etéren, a gyermekvallalaskori atlagos ¢életkor ndvekedése megallt,
mikdzben a teljes termékenységi aranyszam nétt (Kapitany, Spéder, 2021). (A termékenységi

mutatd azdta az elmult években Gjra csokkend trendet kovet.)

12 A TEHA (Teljes Els6 Hazassagkotési Aranyszam) a nk hazassagkotési esélyeit szamszerlsiti, azaz dsszegzi a
nok elsé hazassagkdtési aranyszamait kor szerint (50 éves korig bezarélag) (KSH).
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Az elOrejelzés mellett (10. dbra) lathatoak Osszehasonlitasképpen a mar megfigyelt magyar
ASFR adatok. A becsiilt értékek enyhe megemelkedése a 19-20 évesek esetében egyébként ugy
tlnik, tiikr6zi a mar megfigyelt tényadatok alakuldsat, amik bar kicsit ,,zajosabbak”, talan
emiatt kicsit még szembetlindébb a lokalis megemelkedése a korspecifikus fertilitasi rataknak
20 éves kor kornyékén. Ez a folyamat egyébként a kétezres évek elejétdl figyelheté meg, eldtte
kevésbé volt jellemzd. A korspecifikus termékenységi ratak alakuldsa korabban (a megfigyelt
adatokon beliil a huszadik szazad) tipikusan balra ferde, jobbra elnyulo eloszlassal irhato le,
azaz az ASFR magasabb a fiatalabb, husz ¢év eleji korosztilyban és gyorsabb iitemben

novekedve éri el a csticsot (maximumat), mint ahogy utana csokken. Az elmult évek soran
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ebben valtozas jelent meg, az eloszlas alakja joval kevésbé aszimmetrikus, kisebb ferdeséggel
jellemezhetd. Ez részben mar abbol is kovetkezik, hogy mig a biologiai adottsdgok a
termékenység teriiletén nem vagy alig valtoztak (a gyermekvallalas id6pontjanak van fizikai-
biologiai felsé korlatja), addig a gyermekvallalds ideje korban kitolddott, varhatod értékben
késObbre keriilt — ezaltal csokkentve az addig latvanyos ferdeséget. Emellett bar akar
feltételezhetnénk, hogy a gyermekvallalas késdbbre tolodasaval egyidejlileg a 45-55 éves
korosztalyban is megemelkedett a terhességek szdma, ezt a megfigyelések cafolni latszanak.
Egyébként a termékenységi idOszak végénél (50-55 éves korosztdly esetén) az adatok
zajosabbak, ami altdmasztani latszik, hogy még az ennél fiatalabb korosztalyban jellemzden
tudatos dontés, csaladtervezes (is) allhat a lezajlott folyamatok mogott, ebben a korosztalyban

kevésbé az idében szisztematikus, tervezett dontések allhatnak.!?

Magyar ASFR a 45 evesnél idosebb korosztalyban (1952-2020)
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abra 10 Magyar ASFR a 45 és anndl idésebb korosztaly kdrében. (Sajat szerkesztésii abra.)

13 Mindamellett az ASFR értékek joval kisebbek, a variancia abszolut értékben nem feltétlen nagyobb, csak
aranyosan nézve.
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6.2 XGB modell az ASFR adatokra

A korspecifikus termékenységi adatokat az eddigiekben bemutatott moédon modelleztem az
eredeti Lee-Carter modellel (csak a magyar adatokat hasznalva). Ezt kovetden keresztvalidacio
segitségével valasztottam a kiilonb6z6é multipopulaciés modellek koziil modellspecifikaciot —
joint-k modellt illesztettem az adategylittesre (immar a visegradi négyek adatait hasznalva). Az
igy kapott multipopulacidos modell hibatagjait extreme gradient boosting technikaval kiilon
modelleztem, majd az eredeti joint-k Dbecsléseit kiegészitettem az igy kapott

hibatagbecslésekkel.

Osszességében az RMSE hibamutatét hasznalva a teljesitmények dsszehasonlitasanak alapjaul
az Osszetett modell becslései a teszthalmazon nem voltak sokkal jobbak, mint az egyszeriibb
modelleké. (A kiillonbozd Osszetettségli modellek hibamutatoit 6sszefoglald (4.) tablazat a

fliggelékben talalhato.)

A modellezést elvégeztem immar tisztan XGB-tal. A gépi tanuldson alapulé modellek koziil ez
az egyik legelterjedtebb modell, népszeriiségét tobbek kozott jo illeszkedésének, tanulasi

algoritmuséanak kdszonheti.

A hiperparaméterhangolast most is Otrétegli keresztvalidacioval végeztem, a tanuld és
teszthalmaz hatara a nagyobb Osszehasonlithatosdg kedvéért itt is 2005 volt. Az adatokon
legkisebb MSE-t eredményez0 becslésekhez a kovetkezd paraméter értékek tartoztak: eta =0.2;
max_depth = 6; subsample = 0.7; colsample bytree = 0.7, az igy kapott RMSE (Root Mean
Squared Error) értéke a teszthalmazon: 0.00129. Az igy készitett becslések RMSE értéke volt
a legalacsonyabb: 0.00092 értékkel.

Mivel az XGB modellbe nincs beépitve elméleti korlat, feltételezés példaul a termékenységi
ratdk nemnegativitdsara vonatkozoan, ezért azt kiilon kellett kezelni mind az sszetett modell
esetén, mind pedig a tisztan az XGB modell esetén. Mivel a negativ értékek mindkét esetben
nagyon kicsik voltak, ezért végiil ahol az ASFR becslések nulla ald mentek, nulldval
helyettesitettem Oket (az igy korrigalt becslések RMSE értékei alig valtoztak'®, ezért sem
tartottam indokoltnak az eggyel bonyolultabb kezelését a negativ értékeknek).

14 A nemnegativitasi korlat nélkiil készitett becslések RMSE értéke az 1971-2014-ig tarté idészakon 0.005319
volt, mig a negativ értékeket nullaval helyettesitve 0.0053099 volt a mutato értéke.
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Hasonl6 eredményt mashol is lathatunk (l1d. Bjerre, 2022), a tisztan gépi tanulason alapulo
modellek eredményei sokkal jobbak, mint akar az eredeti sztochasztikus valtozatok
(mortalitasi, fertilitasi), vagy akéar a hibrid varidnsok. Rdaddsul a hibridek sem feltétlen
teljesitenek jobban, mint az eredetiek. Ezeket a megallapitasokat tiikrozik a magyar idésoron

futtatott modellek is.">

ASFR becslése XGB modellel
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dbra 11 Az XGB modell becslései a magyar populacio adataira.

Természetesen nem véletleniil hasznaljak ma is nagy szamban az eredeti Lee-Carter modellen
alapul6, azt valamilyen irdnyban tovabb fejlesztett, kiegészitett, ijragondolt modelleket. Ha a
modell illeszkedése nem is tokéletes az adott populéacio szoéban forgd demografiai mutatdjara a
vizsgalt id6horizonton, a legtobb esetben mar értékelhetd, értelmezhetdé eredményeket ad.
Emellett pedig azzal az el6nyds tulajdonsaggal is birnak ezek a modellek, hogy
paramétereikhez tudunk jelentést parositani, ilyen modon a kapott eredmények viszonylag
egyszeriien interpretalhatoak. Ezzel szemben szoktak a gépi tanulast alkalmazé modellek egyik

legnagyobb hatranyaként kiemelni, hogy fekete dobozként, un. black box-ként miikddnek.

15 A fiiggelékben taldlhatdo negyedik tablazatban megtaldlhatok a kiilénbézé modellek (sztochasztikus,

sztochasztikus gépi tanulassal kiegészitve, illetve tisztan gépi tanulason alapulé XGB modell) RMSE hibamutatéi
a megfigyelt idéintervallumra.
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Tovabbi lehetséges veszélyek kozott felmeriilhet még, hogy kis adathalmazon nagyobb a

tultanulas veszélye.

Az XGB modell egyébként nagyjabol jol azonositotta a kisebb megugrast a 19-20 évesek

korében, emellett az idoben és korban bekdvetkezo trendeket is jol azonositotta.

Bar egyre elterjedtebb a demografiai mutatok (pl. mortalitasi-, fertilitasi rata) gépi tanulast
alkalmaz6 modellekkel vald elemzése, és az ezekkel valo elorejelzése, még vannak limitacioi a
modszereknek, mar csak az adatok szerkezetébdl adddoan is. Ezek egy részét, mint pl. a
nemnegativitasi korlatot viszonylag egyszert kikiiszobolni, beépiteni a modellezésbe. Ellenben
azt, hogy tipikusan ezek a modellek nagy adathalmazon miikodnek igazan hatékonyan, sok
megfigyelés esetén idedlis a hasznalatuk, ezt nehezebb kezelni, hiszen sok esetben viszonylag
rovidebb idésorokrdl van sz6. Természetesen ilyenkor segithet, ha tovabbi valtozokat vonunk
be az elemzésbe, ezzel segitve a modellek tanulasat — a visegradi négyek adatai tobbek kozott

ehhez is hozz4jarul.

A termékenységi ratakat — legyen sz6 akar a teljes termékenységi mutatordl, a korspecifikus
valtozatrol vagy akar csak egy ezer fore jutd sziiletésszamrol — azért is nehezebb modellezni,
mint pl. a haldlozéasi ratakat, mert szemben az utdbbival, a gyermekvallalast napjainkban
javarészt tudatos dontés €s tervezés eldzi meg. Ezek attol kezdve, hogy véllaljanak-e egyaltalan

gyermeket, kiterjed arra is, hogy amennyiben igen, mikor (1d6zitési hatas), illetve mennyit.

Az 1d6zités kérdése Gnmagaban is megneheziti a modellezést (bar eltéré mértékben jelenik meg
a kiilonboz0 szerkezetli, felépitésii mutatdszamokban), mert rovidtavon akar az id6zitési hatés
miatt elsd latasra indokolatlan (addigi adatok alapjan nem vart), cserébe viszont érzékelhetd
valtozds kovetkezhet be a ratdk értékébe. Ennek tobb oka lehet, példaul szakpolitikai

intézkedések, csaladpolitikai beavatkozasok, korszakvaltasok stb.

7. Diszkusszio

A mortalitasi-, illetve fertilitasi ratdknal bevett modellezési keret a Lee-Carter modellen alapuld
modellvaltozatok hasznéalata. Az eredeti Lee-Carter modell, bar sokszor ad kellden jo
eredményeket, feltételezései sokszor nem teljesiilnek, ezért az egyes hibakat kiigazitando, azota
tobb fejlesztése is megjelent. Ilyen tobbek kozott az, hogy a béta egyiitthatok nem valtoznak
id6vel a modell szerint, &m ez valos adatokon altaldban nem teljestil. Ezért is feltételeztem a

modellezés elott, hogy a magyar adatok esetében is jobb illeszkedést mutat majd a Li-Lee
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modell, ahol a visegradi orszagok ko6zos k, idésoros tagja mellett van egy b, ;k,; tag is, ami
megengedi, hogy kozéphosszi tdvon a konkrét V4 orszagok altal definialt alpopulaciok értékei
eltérjenek a kozos trendtdl. Ez végiil vélhetden a keresztvalidacidval torténd modellspecifikacio
miatt végiil nem igazolddott vissza, hanem egy eggyel egyszeriibb szerkezetii modell adta a
legkisebb MSE értéket. Az igy kapott joint-k modellben is szerepel populéciospecifikus tag, de
ott azzal a feltételezéssel ¢€liink, hogy a vizsgalt sokasag idoben egy fejlodési mintat kovet, a
kiilonbségek ennek az intenzitiasaban jelennek meg (b, ;k;). Ez a jelen esetben megnézve a
visegradi négyek ASFR iddésorainak alakulasat hihetonek is tlinik — amit a k6z0s gazdasagi, a
talan még meghatarozobb torténelmi palya, illetve hattér indokol, ahol a trendek, folyamatok
intenzitdsat sok esetben az orszagonként eltéré moddon megvalodsitott csaladpolitikai
beavatkozasok is alakithattak. Emellett fontos azt is megjegyezni, hogy a kiilonb6z6
multipopulaciés modellek kozotti valasztds nagyban fiigg a konkrét adatoktol, hogy melyik
orszag megfigyeléseirdl van szo. Altalanossagokat lehet megfogalmazni ezzel kapcsolatban,
hogy melyik modell szokott sok esetben jobb illeszkedést biztositani, de a konkrét véalasztas

mindig az éppen vizsgalt adatok fiiggvénye, lehet eltérés az egyéb esetekben preferalttol.

S6t, nem csak orszagspecifikus, hogy melyik modell teljesit jobban, hanem a dontésben
kozrejatszik a tanitd- és teszthalmaz megéllapitasa is, kiilonosen, ha tobb trendvaltas volt
megfigyelheté az adatokban. Részben az emiatti ingadozasok kikiiszobolésére lehet hasznos a
kiilonbozégépi tanulast alkalmazd modellek bevonasa az elemzésbe, hiszen paraméterezés
szempontjabol kotetlenebb szerkezetiik miatt akar jobban ratanulhatnak ezekre a mintazatokra,

amit a hagyomanyos modellek nem, vagy alig tudnak megfogni.

Tovabbi elemzési irany lehet még egyéb valtozok bevondsi a modellezésbe, amikrdl
feltételezziik, hogy Osszefiigg a termékenységi rata valtozasaval — példaul a dolgozat elején is
emlitett végzettség, parkapcsolati statusz, kereset, hazassagok ¢és valasok szama a vizsgalt
teriileten stb. Emellett elképzelhetdek olyan iranyok is, ahol a gépi tanulé modellek, esetleg
neuralis halok épitése keriilnek a kdzéppontba — bar ezeknél kiilon foglalkozni kell azzal, hogy
ezek a modellek tipikusan nagy adathalmazon hatékonyak (joval magasabb nagysagrendrdl van

altalaban sz0).
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8. Osszefoglalas

A termékenységi rata elemzése és megfeleld eldrejelzése fontos jelentdséggel bir szamos
népességszam alakulastol fiiggd dontéshozoi helyzetben. Eppen ezért kiemelt szerepe van
annak, hogy a modellezést is fejlodés jellemezze, az igy kapott eredmények mind jobb
eredményeket és pontosabb elérejelzést adjanak (az épp aktualis modellezési céltol fiiggden).
A dolgozat célja is kiilonbozé modszertanok teljesitményének Osszevetése €s ezaltal a magyar

korspecifikus termékenységi ratanak egy lehetséges modellezésének bemutatasa volt.

A dolgozat soran a magyar korspecifikus termékenységi rata modellezését mutattam be. E10szor
keresztvalidacid segitségével valasztottam megfeleld modellspecifikaciot a multipopulacios
Lee-Carter modellek koziil. Az igy kapott joint-k nevli modellvéltozat (késébbiekben
alapmodell) paramétereit a visegradi négyek 1971-2014-ig tart6 idésoran becsiiltem meg, majd
a rakovetkezO 10 évre készitettem eldrejelzést. Ezek utdn az alapmodell hibatagjait
ujrabecsiiltem XGB modellel, hogy az ezaltal kapott hibrid modell immar pontosabb becsléseit
haszndljam a magyar adatok modellezésére. Az eldrejelzést ebben az esetben is tiz évre
készitettem el. Mivel a megfigyelt idészakon a hibrid modell RMSE hibamutatdja nem volt
érzékelhetden kisebb, mint az alapmodell esetében, ezért felhasznalva Bjerre (2022) allitasait,
a magyar adatokat csupan XGB modellel is elemeztem (itt szintén bevontam a modellezésbe a
szlovak, lengyel és cseh termékenységi adatokat is). Az 6 megallapitasaik, miszerint a tisztan
gépi tanulason alapulé modellek jobb eredményt adnak mortalitasi, fertilitasi adatokra, mint a
hagyomanyos sztochasztikus parjaik, itt is beigazolddtak — az XGB modell joval kisebb hibakat
eredményezett. Ez tobb tényezd egyiittes hatasa lehet. A gépi tanulason alapulé modelleknek
megvan az elénye a hagyomanyos sztochasztikus fertilitasi modellekkel szemben, hogy
»tisztan” az adatokbol tanul, nincs merev megkdtés, eldzetes feltevések a struktirara
vonatkozdan, amik adott esetben félrevihetik a modellezést és ronthatjak az illeszkedést.
Részben ebbdl fakaddan a lokalis trendvaltasokat, esetleges toréspontokat is koénnyebben
lekdveti, ami tekintve, hogy a fertilitasi rata (révid tdvon) viszonylag érzékeny a kiilsd
hatasokra (tarsadalmi, szakpolitikai vagy akar gazdasdgi valtozasok), kifejezetten eldnyds
lehet'®. Az XGB modell becslései nem 4ltalanossagban a zaj részét kozelitik jobban a
hagyomanyos sztochasztikus alapii modell becsléseinek, hanem a kétféle megkodzelités

becsléseiben szisztematikus eltérések vannak. Pontosan az latszik visszaigazolodni, hogy a

16" A joint-k és a tisztan XGB modell becsléseinek eltérései kor és id6 fiiggvényében a fiiggelékben talalhato 14.
abran lathato.
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strukturalis valtasokat a hagyomanyos modell kevésbé tudta lekovetni. Nem véletlen, hogy a
nagyobb eltérések idében a rendszervaltds kornyékére datilhatok, illetve az 1970-es évek
végére (potencidlisan a Ratkd unokak miatt megemelkedett sziiletésszamot becsiilte ald a
hagyomanyos modell), kor szerint pedig a huszas évek elejére és a harminchoz kozeli

korosztalyhoz (kitolodasi hatas).

Természetesen ebbdl nem vonhato le az a kovetkeztetés, hogy az XGB modell (és a tobbi
machine learning modell) egyértelmiien jobb a demografiai mutatok modellezésére, hiszen tobb
(akorabbiakban is emlitett) Iényeges hatrannyal rendelkezik a hagyomanyos megkdozelitésekkel
szemben. Osszességében viszont elmondhat6, hogy a modellezés céljatl fiiggéen érdemes
lehet bevonni az elemzésbe, hogy eredményeit felhaszndlva egy arnyaltabb, mélyebb ¢és

pontosabb képet kaphassunk a termékenységi rata alakuldsarol, idébeli fejlodésérol.
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Fliggelck

tablazat 1 Multipopulacios modellspecifikacio valasztasa (6trétegli) keresztvalidacio segitségével, MSE hibamutato6 alapjan.

Modellspecifikacid MSE értéke
ACFM 0.0260693
Additive 0.0001356
CFM 0.0001137
Joint-k 0.0001029
Multiplicative 0.1492303

tablazat 2 A kiilonb6z6 modellspecifikaciok MSE értékei csak a magyar adatokra szamolva.

Modellspecifikacio MSE értéke csak a magyar populéciora nézve
ACFM 0.0360617
Additive 0.0002020
CFM 0.0001419
Joint-k 0.0000789
Multiplicative 0.0782071

tablazat 3 Az XGB modell hiperparamétereinek keresztvalidalasahoz sziikséges validaciés halmaz meghatarozasa RMSE
alapjan.

Validacids halmaz hatara (év) RMSE értéke
2004 0.001146986
2005 0.001118351
2006 0.001136405
2007 0.001137722
2008 0.001122438

tablazat 4 A killonbdz6 modellek RMSE értékei kiilon a magyar populédciora szamolva a vizsgalt idészakban.

Modellek RMSE értéke
Lee-Carter modell 0.0087954
Joint-k modell 0.0054174
Joint-k modell + XGB a hibatagokra 0.0053099
,»Tiszta” XGB modell 0.0009273
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A Joint-k és az XGB modell ASFR becslésének eltérései
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abra 13 A joint-k és az XGB modell becsléseinek az eltérése kor és id fiiggvényében.
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