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1. fejezet

Bevezetés

A biztositasi piacon ismert jelenség az informaciés aszimmetria. A biztositoé és a don-
téshozo eltérd informacioval rendelkezik, amely hatéssal van dontéseikre. Ennek a fajta
egyenlGtlenségnek két {6 kovetkezménye van: antiszelekcioé és moralis kockazat. Az anti-
szelekcié a szerz6déskotés el6tt felmeriil probléma. A biztosito tisztaban van vele, hogy
a biztositast kerestk kiilonbo6z6 kockazattal birnak, azonban ezeket a tipusokat nem tudja
tokéletesen meghatarozni. Egyéb 6sztonzék nélkiil igy inkdbb a magas kockazatiak fog-
nak biztositasi szerz6dést kotni, ez pedig veszteséges a biztositonak. A moralis kockazat
a szerz6déskotés utan meriil fel és lényege, hogy a biztositott viselkedése megvaltozik a
szerz6déskotés hatasara. Mivel a biztosito elGszor csak a szerzddéskotés elstti viselkedést
ismeri, ez is hatékonytalansighoz vezet. Az informacios aszimmetria Osszességében te-
héat joléti veszteséget okozhat (Rothschild-Stiglitz, 1976). Ennek csokkentésére kotelezd
biztositas, kockazatosztilyozas és sokperiodusi szerzédések alkalmazasa lehet alkalmas
(Dionne, 2013).

A boénusz-malusz rendszerek pontosan ezt a kockadzatosztilyozast valositjak meg. A
rendszer célja, hogy minden kétvénytulajdonos a kockazatanak megfelels biztositéasi dijat
fizesse. Ehhez a biztosité bonusz-malusz osztalyokat hoz létre, és meghatarozza az osz-
talyokhoz tartozé dijat. Bonusz osztalyokat alacsonyabb, malusz osztalyokat magasabb
dij jellemzi. Egy kotvénytulajdonos osztalybesoroldsa minden idGszak — jellemzGen év
— végén valtozik annak megfelelGen, hogy hény kart jelentett be. Karmentesség esetén
jellemz6 az egy osztallyal vald javulds, karokozas esetén azonban kiilénb6z6 rendszerek

kiilonb6z6 szabalyokat alkalmazhatnak.



1.1. Atsorolasi szabalyok a gyakorlatban

A boénusz-malusz rendszerek leggyakoribb alkalmazasa vilagszerte a kotelezd gépjarmii-
felelgsségbiztositéast teriiletén figyelhetd meg. Ezen beliil a biztositok legtobbszor egységes
atsorolasi szabdalyokat alkalmaznak. Ez azt jelenti, hogy a karokozas esetén torténd osz-
talybesorolas valtozasa nem fiigg attol, hogy a kétvénytulajdonos éppen melyik osztalyban
tartozkodik. Ilyen példéul a magyar kotelezd gépjarmi-felelGsségbiztositas bonusz-malusz
rendszere, amely allamilag szabalyozott, attol a biztositok nem térhetnek el. A magyar
rendszerben 10 bonusz, 4 malusz és 1 kezdeti osztaly van. A kezdeti osztalyba nem lehet
visszatérni. Karmentesség esetén egy osztalyt javit, 1 < n < 3 kar esetén 2n osztalyt
ront, n > 4 kir esetén pedig a legals6 malusz osztélyba keriil a kétvénytulajdonos. Az
atsorolasi szabaly tehat minden idGszakban fiiggetlen az aktualis osztalybesorolastol.

Nem egységes atsorolasi szabalyok is el6fordulnak a gyakorlatban. A torténelmi atte-
kintés Lemaire (1995)| munkajan alapszik. A jelenlegi szabéalyozashoz hasznélt weboldalak
megtalalhatok a dolgozat mellékletében. Németorszag és Finnorszag az a két legnagyobb
eurdpai orszag, amely nem egységes atsorolasi szabalyt alkalmazott és részben ma is al-
kalmaz.

Németorszagban a korai 1980-as években 18 osztalybol allt a béonusz-malusz rendszer.
1-es osztaly volt a legmagasabb osztaly, azaz itt volt a legalacsonyabb a biztositasi dij.
A 18-as osztaly volt a legrosszabb és 14-es vagy 15-0s a kezdeti (belépd) osztaly. A 14-es
osztalybol az a kétvénytulajdonos indult, akinek legalabb hdrom éve volt érvényes jogosit-
vanya. Karmentesség esetén egy osztalyt javitott a ktvénytulajdonos, de legalabb a 13-as
osztalyba keriilt. Azaz az alsé osztalyokban elképzelheté volt nagyobb ugras is. Egy kar
esetén az aktualis osztalybesorolastol fiiggGen 1-5 osztalyt rontott a kdtvénytulajdonos.
Az 1995-ben tGjnak szamité német szabalyozas megvaltoztatta ezt a rendszert. Az oszta-
lyok szamét megnovelték 22-re, a kezdeti osztaly 21 vagy 19 volt. Itt a kezdeti osztély
a korabbi kartorténettsl és a haztartasban lévd autok szamatol fiiggott. Karmentesség
esetén tovabbra is egy osztaly javulast irt el a rendszer, de legalabb a 18-as osztalyt.
Egy kar esetén még valtozatosabb lett a besorolas valtozésa (1. Lemaire, 1995).

A jelenlegi német szabalyozis megenged&bb, mint korabban, igy biztositonként eltérd
lehet a bonusz-malusz osztalyok szama és az atsorolasi szabaly. A kovetkezd megéllapi-

tasok az Allianz (részvénytarsasag) és a HUK-Coburg (egyesiilet) elérhetd informéacioin



alapszanak. Személygépjarmivekre 54 osztaly létezik, mas gépjarmitipusok esetén ez a
szam kevesebb. Az osztalyok szdmozésa alapvetGen azt mutatja, hogy a kotvénytulaj-
donos hany éve karmentes. Karokozas esetén az osztaly valtozas tovabbra sem egységes,
és el6fordulhat akar 20 osztalynyi esés is. A magyar szabalyozashoz hasonléan haromnél
tobb kar esetén a kétvénytulajdonos a legalsé osztalyba keriil.

Finnorszagban 1995-ben 17 osztaly létezett, szamozasanak logikaja az akkori némettel
megegyezett. Ahogy méas rendszerekben, a kezdeti 15-6s osztélyba itt sem lehetett késGbb
visszakeriilni. Kérmentesség esetén egy osztalyt javult a besorolds, egy kar esetén a 3-4
osztaly rontas volt jellemzG, azaz az atsorolas nem volt egységes.

A jelenlegi szabalyozés bemutatésara az If P&C Insurance és az OP Financial Group
adatait hasznaltam, el6bbi svéd székhely biztositotarsasag, utobbi finn székhelyi banki
és biztositéasi tevékenységgel foglalkozo vallalat. A bonusz-malusz osztalyok szama rendre
22 és 17. Karmentesség esetén egy osztalyt javul a besorolas, ez a régebbi rendszerhez
képest nem jelent valtozast. Kéarokozas esetén a rontas mértéke jellemz&en megnétt 4-8
osztalyra, azonban fontos valtozas, hogy a legmagasabb osztalybol egy kar esetén csak 1-2
osztalyt ront a biztositott. [Lemaire (1995)| altal bemutatott rendszerben a legmagasabb

osztalybol mér egy kar esetén is 4 osztalynyi besorolast vesztett a kdtvénytulajdonos.

1.2. Eddigi eredmények

A bonusz-malusz rendszerek monoton likelihood arany tulajdonsagat |Agoston és Gyetvai
(2022)| bizonyitotta az egységes atsorolasok bizonyos speciélis eseteiben, feltéve, hogy egy
periédusban legfeljebb egy kar kovetkezhet be. Ezt az eredményt késGbb javitotta|Agoston
és Papp (2026), akik megmutattak, hogy amennyiben kidrmentesség esetén a biztositott
egy osztallyal feljebb, kar esetén d osztallyal lejjebb keriil, akkor a monoton likelihood
arany tulajdonsag teljesiilni fog a bonusz-malusz rendszerre.

Dolgozatom célja, hogy a monoton likelihood arany tulajdonsédgot (MLRP) vizsgéaljam
olyan bonusz-malusz rendszerekben, amelyekben az atsorolasi szabaly nem egységes és
periodusonként legfeljebb egy kar kovetkezhet be. A legfébb cél az elméleti bizonyitéas
felépitése, azonban a bizonyitas mellett a MLRP numerikus ellenérzése és vizsgalata is
alapvets fontossdgi. A MLRP igazolasa nem kizarélag egy matematikai allitas, hanem

tovabbi kozgazdaséigi jelentGsége is van, amelyet az elméleti részben indokolunk.



2. fejezet

Elmélet: hattér

Ebben a fejezetben a dolgozatban hasznalt modellek és fogalmak matematikai megalapo-
zasa szerepel. El6szor a bonusz-malusz rendszereket és az atsorolasi szabalyt definialjuk,
majd a monoton likelihood arany tulajdonsigot. Ez a két témakor kulcsfontossagt a dol-
gozat késGbbi részében. A monoton likelihood arany tulajdonsidg numerikus ellenérzéséhez

a Sturm-tételt fogjuk haszndalni, igy ennek révid bemutatasa is a fejezet része.

2.1. Boénusz-malusz rendszerek

A boénusz-mélusz rendszerek tulajdonképpen specidlis tulajdonsdgiu Markov-lancok. A

kovetkez6kben [Arato (2001) konyve alapjan definidljuk a bonusz-malusz rendszert.

2.1.1. Definicié. Legyen (€2, F, P) valoszintiségi mezé és (Z, B) mérhets tér (allapottér),
ahol Z = {1,..., K}. Legyen tovabba t € Zs. Ekkor az X; : Q — T diszkrét paraméteri

sztochasztikus folyamat véges Markov-ldnc, ha teljesiti a Markov-tulajdonsigot, azaz
P(Xn = Zn|4X70 = iO? o 7Xn—1 = in—l) = P(Xn - in’Xn—l = in—l) (21)
minden n > 1 és ¢ € 7 esetén.

A véges Markov-lancok lesznek a bonusz-malusz rendszerek alapja, de a folyamattol meg-
koveteliink harom tulajdonsagot.

1. Homogenitas: minden k& > 0-ra, n > 1-re és i,j € Z-re
P(Xin = j|1 X5 = i) = P(X,, = j|Xo = i) = p™(4, )

Homogén Markov-lanc esetén minden ¢ € Z idépontban a lanc dinamikajat a T € RE*K



atmenetvaloszintiség-matrix jellemzi, melyre T = (p(l)(i,j))fszl. Azaz a T maétrix az
egylépéses atmenetvaloszintiségeket tartalmazza, melyek a kovetkez&képpen hatarozhatok

meg:
PN (i, j) = P(X; = j|Xo = i)

A homogenitasbol az is kovetkezik, hogy az n lépéses atmenetvaldsziniiség matrix megha-
tarozhato az egylépéses matrix hatvanyaként, azaz T = T, ahol T = (p™ (i, j))fszl.

2. Irreducibilitds: minden 7, 7 € Z-re létezik n > 0, hogy
P(X, = j|Xo =1) =p™(i.5) > 0
3. Aperiodicitas: Inko{n > 0:p™(i,i) > 0} = 1 minden i € Z-re.

2.1.2. Definicié. Legyen X, a korabbi definici6 értelmében véges Markov-lanc. Ha
X, teljesiti a harom fenti tulajdonsagot, akkor X, és az osztalyokhoz tartozo dijfiiggvény
egylitt egy bonusz-mdlusz rendszert definidl. 7 halmaz meghatarozza a bonusz-mélusz

osztalyokat.

Ekkor az irreducibilitas és aperiodicitas miatt X; ergodikus, azaz létezik egyetlen staci-
onarius eloszlasa {c;}, ahol j € Z. Ez nem lesz més, mint nli_)n;()p(”) (i,j) = ¢;. Ezeket
stacionarius valosziniiségeknek nevezziik, hiszen P(Xy = i) = ¢; esetén P(X,, = i) = ¢
minden n > 1-re. A homogenitas miatt pedig a stacionarius valoszintségek meghatéaroz-

hatok a T'(q) atmenetvalosziniiség-matrixbol, jelesiil

c"(¢)T(q) =c'(q) (2.2)

ahol c(q) a stacionarius valoszintiségeket tartalmazo vektor, amely természetesen fiigg a
karokozas valoszintiségétdl.

A dolgozat tovabbi részében feltessziik, hogy minden idGszakban legfeljebb egy kar
kovetkezik be. A kar valoszintisége minden osztaly esetén ¢, a kirmentességé 1 — q. Ez
a tulajdonsag biztositja a bonusz-mélusz rendszert leir6 Markov-lanc homogenitasat. To-
vabbi feltevés, hogy kirmentesség esetén egységes az atsorolas. Mindig egy osztalyt javul a
besorolas, vagy a legmagasabb osztily esetén nem valtozik. Ez egyrészt a gyakorlatban is
altalaban igy miikddik, masrészt elméleti oldalrol biztositja Markov-lanc irreducibilitésat
és aperiodicitasat.

Ezekkel a feltevésekkel a bonusz-malusz rendszert egyértelmiien definidlja a dijfiigg-



vény, az osztalyok szama (K) és a karokozaskor torténd osztalyvaltozas szabéalya. Ezt
egy K hosszu vektorként definidlhatjuk, amely megadja, hogy melyik osztalybol melyik

osztalyba keriilhetiink karokozéaskor. K jelenti a legmagasabb bonusz osztalyt.

2.1.3. Definicié. Legyenek érvényesek az elébbi feltevések. Ekkor egy K osztalyu

bonusz-mélusz rendszer dtsoroldsi szabdlya az az a € T¥ vektor, amelyre a; = 1 és
a; 6{1772—1}
minden 2 < i < K esetén.

Egységes atsorolas esetén természetesen az atsorolési szabaly minden osztalyra azonos,
igy az als6 néhany osztalytol eltekintve a;, = a,_; + 1. A nem egységes atsorolasi szabaly
ennél megengedébb. Miért lehet érdemes nem egységes atsorolasi szabalyokat alkalmazni?
A kovetkezd példaban két nagyon hasonlé bonusz-malusz rendszert vizsgalunk: egyikben
az atsorolasi szabalyok egységesek, masikban nem. Hasonl6 példa szerepel Gyetvai (2022)
dolgozataban, ott kizardlag egységes atsorolédsokkal. Azt kapjuk, hogy nem egységes at-

sorolasok esetén javulhat a rendszer szelekcids képessége.

2.1.4. Példa. Tekintsiink ketts, egyenként 10 osztalybdl all6 béonusz-mélusz rendszert.
Az 1-es a legalacsonyabb malusz, a 10-es a legmagasabb bonusz osztéily. A rendszerben az
atsorolasi szabaly a kovetkezd: kar esetén 1 osztaly rontas, kirmentesség esetén 1 osztély
javulas. B rendszerben az atsorolasi szabdly hasonld, egyediili kiilénbség, hogy a 3-as
osztalybol kar esetén rogton az 1-es osztalyba visz az atsorolas. Azonos ardnyban adott
kétfajta kotvénytulajdonos: egyik Ay = 0,4 valoszintséggel okoz kart, a masik Ay = 0,6
valoszintiséggel. A fels6 5 osztalyban a dij A\j, az alsé 5 osztélyban Ay. Szamoljuk ki A és
B stacionarius valoszintiségeit! A pontos értékeket az tartalmazza.

Az egységes atsorolasi szabalyt alkalmazd A rendszer esetén mindkét tipusa kétvény-
tulajdonos 88,36%-ban fizet a kockdzatanak megfelel§ dijat. A nem egységes atsorolasi
szabalyt alkalmaz6 B rendszer esetén az 1-es tipust kotvénytulajdonos 87,21%-ban fizet
a kockazatanak megfelels dijat, mig a 2-es tipusi 90,51%-ban. Azaz a B rendszer esetén
atlagosan a kotvénytulajdonosok 88,86%-a fizet fair dijat. A példabol azt kaptuk, hogy a
nem egységes atsorolasi szabaly miatt atlagosan fél szazalékponttal tobben fizetnek fair

dijat, a B rendszer jobban szelektal.



Osztaly | Ay = 0,4 Ay = 0,6 Osztaly | Ay = 0,4 Ay = 0,6

10 0,3392  0,0088 0,3348  0,0072
0,2261  0,0132 0,2232  0,0108
0,1508  0,0199 0,1488  0,0162
0,1005  0,0298 0,092  0,0243
0,0670  0,0447 0,0661  0,0364
0,0447  0,0670 0,0441  0,0546
0,0298  0,1005 0,0204  0,0820
0,0199  0,1508 0,0196  0,1230
0,0132  0,2261 0,0131  0,1844
0,0088  0,3392 0,0218  0,4611
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1. tablazat. A (bal) és B (jobb) rendszer stacionarius valoszintiségei.
(Forras: sajat szerkesztés)

Természetes elvaras az atsorolasi szabalytol, hogy ha adott egy magasabb és egy alacso-
nyabb osztaly, akkor kir esetén a magasabb osztalybol ne lehessen lejjebb esni, mint az
alacsonyabb osztalybol. Ellenkez6 esetben elGfordulhat, hogy a magasabb osztaly kevésbé
lesz vonzé a biztositottnak, mint az alacsonyabb. Ez éppen ellentétes a bonusz-malusz

rendszerek céljaval. A monoton atsorolasi szabalyok kizarjak ezt az anomaliat.

2.1.5. Definicié. Egy a atsorolasi szabaly monoton, ha minden 1 <7 < j < K esetén

a; < a;. Az atsorolasi szabaly nemmonoton, ha nem monoton.

Kés6bb egy ellenpéldaval meg is mutatjuk, hogy nemmonoton atsorolasi szabaly esetén a

monoton likelihood arany tulajdonsag nem teljesiilhet altalanosan.

2.2. Monoton likelihood arany tulajdonsag

A monoton likelihood arany tulajdonsag (Monotone Likelihood Ratio Property, MLRP)
koncepcibja alapvet§en a statisztika teriiletérsl szarmazik. A biztositasi kozgazdasagtanba
Milgrom (1981)/munkéja vezette be a fogalmat. Aszimmetrikus informacios helyzetekben,
kiilondsen moralis kockazat esetén elengedhetetlen a monoton likelihood arany tulajdonsag

vizsgalata. A definici6 utan réviden indokoljuk ez utébbi allitést.

2.2.1. Definici6. Legyen X egy valoszintiségi valtozo, mely fiigg valamely 6 € R} para-
métertSl. Legyen tovabba f(x|0) az X valoszintiségi valtozo feltételes siirtségfiiggvénye.

X-re teljesiil a monoton likelithood ardny tulajdonsdg, ha



f(x061)
f(20l6o)

f(z1]61)
f(z1]6o)

>
amennyiben xg < z1 és 0y < 6.

A definicidoban szereplé paraméterhalmaz felfoghato a biztositott erdfeszitéseként, hogy
a kart elkeriilje. Ebben az értelemben a monoton likelihood ardny tulajdonsag azt je-
lenti, hogy egy nagyobb kar megfigyelésébdl kovetkezik, hogy az ercéfeszités nagyobb va-
loszintiséggel volt alacsony. Lathato, hogy ez a tulajdonsdg természetes elviras lehet a

biztositasban. [Milgrom (1981) tovabba ramutat, hogy a monoton jelzé arra utal, hogy

f(z[01)
f(z[0o)

tikdban gyakran hasznalt eloszlasok koziil példaként emliti a 6, varhato értéki normaélis,

kifejezés monoton z-ben, mégpedig nd, ha 6; > 6y, kiilonben cstkken. A statisz-

01-exponencialis, #;-Poisson és a [0, 0;]-en egyenletes eloszlasokat, amelyek rendelkeznek
a monoton likelihood arany tulajdonsaggal.

Valojaban diszkrét valosziniiségi valtozok esetén a definici6 egyszertisithets. A
boénusz-malusz rendszerek stacionarius eloszlasa is diszkrét, ezért késGbb a kévetkezd for-

maban fogjuk vizsgalni a monoton likelihood arany tulajdonsagot.

2.2.2. Megjegyzés. Legyen X diszkrét valoszintiségi valtozo. Ekkor X-re teljesiil a
monoton likelihood arany tulajdonsag, ha

P (0/01)
P (0|0)

P($1|91)
P (1/6o)

> (2.4)

amennyiben zo < x; és 6y < 6.

Atrendezve a egyenlGtlenséget azt kapjuk, hogy a monoton likelihood arany tulajdon-
sag ugy is megfoghato, hogy % monoton #-ban. Pontosan ezt a tulajdonsagot fogjuk
vizsgalni a bonusz-malusz rendszerek esetén a stacionérius eloszlasra. Ha most ¢; jeloli az
1-edik osztalyt jellemz6 stacionarius valoszintséget és q a karokozasi valoszintiséget, akkor
_enile) (2.5)
CI@(iH)(Q)
monotonitasat kell vizsgalnunk g-ban. (Agoston-Gyetvai, 2022)
A monoton likelihood arany tulajdonsag kifejezetten fontos bonusz-méalusz rendszerek
esetén. Rothschild és Stiglitz (1976)| egyperiodust modelljére tamaszkodva Cooper és Ha-

ves (1986) vizsgélta a tobbperiodusi biztositasi szerzédések elméletét. Munkajuk egyrészt

maganak a bénusz-méalusz rendszereknek az elméletét alapozta meg, masrészt a szerzik



megallapitjak, hogy a tapasztalati dijszabis hatékonyan szelektal tobbperiddust biztosi-
tasi rendszerek esetén. Ez a fajta kartorténet alapi dijszabéds a bonusz-méalusz rendszerek
gyakorlati alkalmazasaban is megjelenik. Az osztalyok tekintetében pedig a monoton like-
lihood arany tulajdonsig biztositja a dijak monotonitasit: egy magasabb osztalyban nem
lehet magasabb a dij, mint egy alacsonyabb osztélyban. Ez akkor jatszhat fontos szere-
pet, amikor a bonusz-malusz osztalyok dijainak megallapitasat programozasi feladatként
irjuk fel. Masképpen, amikor optimalis dijakat szeretnénk megallapitani olyan szempont-
bol, hogy minden kétvénytulajdonos a kockézatanak leginkabb megfelel§ biztositasi dijat
fizesse. Ha a rendszerre teljesiil a monoton likelihood arany tulajdonsag, akkor nem
kell kiilon korlatként kikotni, hogy maéalusz osztalyban magasabb a dij, mint bénuszban
(Agoston-Papp, 2026). Az aktuariusi irodalomban is eléfordul, hogy el6kévetelményként
jelenik meg a MLRP. Winter (1992) moralis kockazat jelenléte mellett vizsgalta a Pareto-
optimalis biztositasi szerz6déseket. A monoton likelihood arany tulajdonsag itt is meg-
jelenik, mint az optimalis szerz6dés létezésének egyik sziikséges feltétele. Bonusz-malusz
rendszereket is jellemz&en moralis kockazattal terhelt piacokon alkalmaznak, mint példa-
ul a kotelezd gépjarmii-felelGsségbiztositas teriilete. Ezért a MLRP vizsgalata nemcsak
matematikailag lehet érdekes, hanem kozgazdasagilag is indokolhato.

Bizonyos egyszerti és egységes atsorolasi szabalyok esetén a monoton likelihood arény
tulajdonsag teljesiil, ezt mutatta meg|Agoston és Gyetvai (2022). Tlyen atsorolési szabaly
példaul a karmentesség esetén egy osztaly javulas, kir esetén legalsd mélusz osztélyba esés
vagy kdrmentesség esetén egy osztaly javulas, kar esetén 2 osztaly esés. |Agoston és Papp
(2026)| kiegészitette az el6z6 eredményt karmentesség esetén tetszdleges — de egységes —

atsorolasi szaballyal.

2.2.3. Definicié. Egy bonusz-malusz osztaly d-elérhetd, ha kar esetén egy lépésben
d osztily rontassal elérhet6. Ha egy osztaly tobbféleképpen is elérhetd, akkor d mint
vektor definialhatd. Az osztaly kdrral nem elérhetd, ha egy lépésben csak karmentességgel

elérhetd.

Mivel a dolgozatban t&bb bizonyitasban fogunk hivatkozni Agoston és Papp (2026)| ered-
ményére, réviden osszefoglaljuk gondolatmenetiiket.
Tekintsiink egy bonusz-malusz rendszert K osztallyal és egységes atsorolasi szaballyal:

kar esetén d osztaly az atsorolas. A stacionarius valoszintiségekben a ¢ argumentumot a



jobb olvashatosag kedvéért nem tiintetjiik fel. Ekkor egyrészt a legmagasabb bénusz

osztalyra

q
I—gq

ck =1—-¢q)ck +(1—q)ck-1 = cx_1= CK

Masrészt 1 <7 < d — 1 esetén a K — i osztaly karral nem elérhet6. Emiatt

q
1—gq)

Osszefiiggés adodik. A tovabbi osztalyok d-elérhetdk, igy ¢ > d esetén

CK—; = ( CK (1 S ) S d) (26)

CKk—i = qCK—ita + (1 — CI)CK—(z‘+1)

Az egyenldséget elosztva (1 — ¢)-val és atrendezve

CK—i  4CK—it+d (2 7)

CK—(i+1) = 1—¢ 1—¢

2.2.4. Definici6. Vezessiik be a kovetkez§ jeldlést:

(1—q)cx—
CK

Pi(q) = (2.8)

Ekkor persze Py(q) =1 és 1 < i < d esetén a (2.6)) sszefiigges felhasznalasaval kapjuk,

hogy P;(q) = q. A (2.7) azonossaghol pedig a kovetkezd rekurziot kapjuk i > d esetére:

Pia(g) Pi(q) qPi—a(q)

=g (-9 -qf (1-q1-q)?
Osszefoglalva tehat Py(q) = 1 és
q, ha 0 S 1< d
Piia(g) = (2.9)
Pi(q) —q(1 = q)'P_alq),  hai>d
P;(q) egy legfeljebb i-edfokt polinom. A monoton likelihood arény tulajdonsag pedig a
bevezetett jelolésekkel éppen

CKk—i (1—q)Pi(q)
cr—r1y  Puilq) (2.10)

monotonitasat jelenti. Agoston és Papp (2026) a kivetkezé két lemma felhasznalasaval

latta be a rendszer monoton likelihood arédny tulajdonsagéat.
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2.2.5. Lemma. A (2.9) szerinti polinomsorozat kielégiti a kovetkezd rekurziot:

d—1
Pini(g) =) a(l — )" Pii(q) (2.11)
k=0
amennyiben ¢ > d.
2.2.6. Lemma. Legyen n > 2, valamint aq, as, ..., a, és by, by, ..., b, pozitiv valosak,
amelyekre
ai a2 Qn
— ] =< < .
b by bn

Ekkor a kovetkezd egyenlGtlenség is fennall:

aq a1+a2—|—...+an<an

by by tbyt...4+b, b,

2.3. Sturm-tétel

A likelihood arany tehat egy egyvaltozos kifejezés, amely valdjaban két polinom hanyado-
sa. Ennek monotonitasat a (0, 1) intervallumon akarjuk vizsgalni. Ha numerikusan szeret-
nénk ellenérizni ezt a tulajdonsigot, akkor a likelihood arany derivaltjanak zérushelyeinek
szamat kell meghataroznunk a (0, 1) intervallumon. Ha nincs zérushely az intervallumban,
akkor a vizsgalt likelihood arany monoton.

Ebben a részben Basu-Pollack-Roy (2006) konyvét felhasznalva mondjuk ki a Sturm-
tételt, amely az el6bb vazolt problémara megoldast jelent. A tétel bizonyitédsa megtalal-
hat6 a konyvben. A monoton likelihood arany tulajdonsag elméleti igazoldsahoz nincs

sziikség a Sturm-tételre, azt kizarolag a numerikus ellen6rzés esetén fogjuk alkalmazni.
2.3.1. Definici6é. Legyen Q(x) # 0 egyvaltozos, valos egyiitthatos polinom. Ekkor

Sturm(Q) = (Sturmg(Q), Sturm;(Q), . . ., Sturmg(Q))

a (Q-hoz tartozd Sturm-sorozat, mégpedig a kévetkezGképpen definidlva

Sturmg(Q) = Q
Sturm; (Q) = Q'
Sturms(Q)) = —Rem(Sturmg(Q), Sturm; (Q))

11



Sturmg(Q) = —Rem(Sturmy_»(Q), Sturmy_1(Q)) # 0
Sturmy1(Q) = —Rem(Sturmy_1(Q), Sturm(Q)) =0

ahol Rem(P, Q) a Q-nak P-vel val6 euklideszi polinomosztasanak maradékat jeloli. Ha a

Q(z) polinom k-adfokd, akkor a Sturm-sorozat legfeljebb k + 1 hosszi lehet.

2.3.2. Definici6. Legyen r € RP, ahol r = (ry,...,r,) és r; # 0. Ekkor az r valés
szamsorozat eldjelvdltisainak szamdt jelolje V (r), ami rekurzioval szamithato. V(r;) =0
és

V(rg,...,rp) + 1, ha 1riry <0
V(ry,... 1) = g (2.12)

V(ra,...,rp), ha riry, > 0.

2.3.3. Tétel. (Sturm) Adott Q(z) Z 0 egyvaltozos, valos egylitthatos polinom. Legyen
a,b € RU{—o00,+00} és a < b. Ekkor

V(Sturm(Q)(a)) - V(Sturm(Q)(b)) (2.13)

éppen () gyokeinek szama az (a, b) intervallumon.

2.3.4. Példa. Legyen Q(z) = —5z® — 32% + 6z + 1 és keressiik a (0, 1) intervallumon Q
gyokeinek szamat. Szamitsuk ki el6szor a (Q-hoz tartozo Sturm-sorozatot.

. 22 3 3165
Sturm(Q) = (—59&‘5—3952—1—63:—1—1,—15352—61‘—1—6,——35 )

57 5 484
Innen
3 3165
3165
v(sanmQ)u))::V(-—L-qb,—5,—zgz)::0

A Sturm-tétel értelmében Q-nak a (0,1) intervallumon 1 — 0 = 1 gydke van. A gydk nu-
merikus értéke kiszamolhato, de altalanossagban a monoton likelihood arany tulajdonsag

vizsgalatidhoz ehhez nincsen sziikség.
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3. fejezet

Monoton likelihood arany vizsgalata

Ebben a fejezetben kiilonb6z6 monoton atsorolasi szabalyokra fogjuk a monoton likeli-
hood arany tulajdonsagot ellenérizni. Az atsorolas monotonitasa fontos kikotés lesz a
bizonyitasok soran. A kévetkezd példaban bemutatjuk, hogy nemmonoton atsorolasi sza-
baly esetén el6fordulhat, hogy a monoton likelihood arany tulajdonsdg nem teljesiil. A

numerikus ellendrzés soran kapott legegyszertbb ilyen példat mutatja az[I. abral

1—g¢q 1—g¢q 1—gq 1—g¢q

SOWBO

1. 4bra. Nemmonoton atsorolasi szabaly 5 osztalynal.
(Forras: sajat szerkesztés)

Legyen szokasosan egy idGszakban legfeljebb egy kir, melynek bekovetkezési valoszintisége

q. Ekkor egyrészt a 2-es osztaly stacionarius valdsziniiségére teljesiil, hogy
2 = (1= q)er +qles +ca)

A szamolasok soran a jobb olvashatosag kedvéért c;(q) = ¢; jelolést fogjuk hasznélni,
de fontos, hogy a stacionarius valoszintiségek mindig fliggnek ¢-tol! A tobbi osztalyra

c3 = (1—=q)cg és cqy = (1 — q)cs, ebbdl pedig

2 = (L= qer+((1—g)ez + (1 = )%
o 1—gq B 1—g¢q
a 1-q(l-¢)—q(l—q)?* 1-2¢+3¢°—¢°
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A (2.5) tulajdonsagot szeretnénk ellendrizni. Ehhez derivaljuk 2 kifejezést ¢ szerint! A

derivalt elGjele csak a kovetkez6 kifejezéstol fiigg:
—(1=2¢+3¢" = ¢°) = (1 = q)(=2+6¢ — 3¢°) = =(2¢° = 6¢° + 6g — 1) = =2(¢ = 1)’ — 1

A derivalt tehat elGjelet valt ¢ = 1 — 2713 ~ 0,2063-ban. Az eljelvaltast Sturm-tétellel
is beldthattuk volna. Tehat £ nem monoton a (0,1) intervallumon, igy a bemutatott

bonusz-méalusz rendszerre nem teljesiil a monoton likelihood arany tulajdonsig. A likeli-

hood aranyokat a mutatja be. A tobbi likelihood ardny monoton, hiszen o= =g

q

és 4 = 3 =1 — ¢g. Pirossal a £ nemmonoton likelihood arany latszodik.
c3 c2 C1

1,2 | -3

Cq

1 —_— 4

c3

0,8 | o

0,6 | -

—— C2.

04 | o
0,2 |

q

0 : : : : :
o 02 04 06 08 1

2. abra. Monoton likelihood ardny tulajdonsag sériilése.
(Forras: sajat szerkesztés)
A kovetkezs alfejezetben az egységes atsorolasok egy lehetséges bévitését vezetjilk be.
Specidlis esetben visszaadjék az egységes atsorolasi szabalyra kapott eredményeket, azon-
ban altalanossagban megengedik az atsorolasi szabaly monotonitasit. Megmutatjuk, hogy

erre a b&vitésre teljesiil a monoton likelihood arény tulajdonség.

3.1. Szigortian monoton Atsorolasi szabaly

Tekintsiink egy bénusz-mélusz rendszert K > 2 osztallyal. Tovabbra is idészakonként
legfeljebb egy kar kovetkezik be, ¢ valoszintiséggel. Legyen a legmagasabb r bénusz osz-
talyban az atsorolas d; > 1, mig a tobbi osztalyban dy gy, hogy dy > d;. Ekkor kénnyen
lathato, hogy az atsorolas monoton. S6t, szigortian monoton abban az értelemben, hogy

nincsen olyan osztély, amely egyszerre di- és ds-elérhetd. A boénusz-méalusz rendszer se-

matikusan lathato a B._abranl
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K — (r + d2) darab dg — dy darab r darab dy darab
dy-elérhets

1 —— o ° do-elérhet6
D> Dy x~ X , y
SO MO A i e® kirral nem elérhets
X ¥ & > o
s ‘X s ‘X s
LA LA +
+ +

3. 4bra. Nem egységes, szigorian monoton atsorolési szabaly.
(Forras: sajat szerkesztés)

Ekkor a legmagasabb r 4 d; osztalyban az &tsorolas egységes, hiszen a legmagasabb d;
bonusz osztalyba csak kdrmentességgel lehet eljutni, a kovetkezé r osztaly pedig rendre
di-elérhets. Ezekre az osztalyokra a megszokott modon definidlhato a (2.7) alapjan a

P;(q) polinom, és a (2.9) rekurzi6. A P;(q) polinomsorozat elsé néhéany tagja:

Py(q) =1
Pi(q) =q
Pd1(Q) =dq

Pria(q) = Pryay—1(q) — q(1 — @)™ P._1(q)

Ugyanakkor a K — (r 4+ dy)-t6l a K — (r + dy — 1)-ig tart6 osztalyok egyarant karral nem
elérhetdk, igy

Prva (@) = Pryai1(@) = ... = Pryay (q) (3.1)

A dy-elérhets osztalyokra, azaz i > r + dy esetén, igaz lesz, hogy

CK—i qCK —(i—ds)
1—¢q l—gq

CK—(i+1) =

Ezt felithatjuk a P;(q) polinomokkal is, mégpedig

Pii1(q) = Pi(q) — q(1 — ) Pi—a,(q) (3.2)

alakban. A monoton likelihood arany tulajdonsag igazolasdhoz be kell latnunk a
Lemma egy modositott valtozatat. Ez biztositani fogja, hogy az |Agoston és Papp (2026)
altal bemutatott lemmaban szereplé rekurzié atviheté a most targyalt — nem egységes

atsorolasi — rendszerre is.
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3.1.1. Lemma. Ha teljesiil a (3.1 Osszefliggés, valamint i < r + d; esetén a P;(q)
polinomokra a (2.9)) képlet, akkor a (3.2)) rekurzié atalakithato a kovetkezd alakra

do—1

Pia(g) = > a1 — ¢)* Pik(q) (3.3)

k=0
amennyiben i > r + ds.

B1zoNYITAS. Alkalmazzunk teljes indukciot! Legyen ¢ = r + ds, ekkor

Priay1(q) = Priay(q) — q(1 — ) Po(q)
= qP?"erz (Q) + (1 - q)PT+d2 (Q) - q(l - q>d2PT(q)

= qPriay (@) + (1 = @) Prray—1(q) + (1 — ¢)*Priar—1(q) — a(1 — 9)2 P, (q)

do—dq
= ( (1—q)*Pryay k(‘])) +(1—q)" " Py, (q) — q(1 — )2 P(q)

k
2—

&.O

d 1

= (q(l — Q)kPr+d2—k(Q)> + (1= g)B it (Pr-i-ch(Q) —q(1— Q)dl_lpr(Q))

k=0
Most hasznaljuk ki a Lemmat, hiszen ez alkalmazhaté P, 4, (¢)-ra. Ekkor

di—1

Pria(q) =gl = )" 'Pu(q) = ) (Q(l — Q)kpr+d1—1—k<Q)) —q(1—q)"'P.(q)
di1—2
= > (1= q)* Prya,—1-1(q)
k=0

Ezt felhasznalva

do—d;
Priaya(q) = (q (1—q)"Priay- k(Q)) + (1 — g)dtt (th (q) —q(1— q)d”Pr(q))
k=0
do—d1 dy—2
=D (q (1= q)*Prya, k<q>) L=y (1= @) Prva-1-i(a)
k=0 k=0
da—1

=Y q(1 = )" Pria—x(q)
=0

o

Most legyen az indukcios feltevésiink ¢ = n-re a kdvetkezs:

do—1

Poii(g) = Z q(1 — Q)kpnfk(Q)

k=0

Ekkor i = n + l-re felirhatjuk P;11(¢)-t a (3.2) definici6 szerint, majd alkalmazzuk az
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indukcios feltevésiinket:

Proia(q) = Pay1(q) — ¢(1 — )™ Py_(ay—1)(q)

= qPoi1(q) + (1 = @) Pas1(q) — ¢(1 — @)™ Pa_gp-1y ()

()
= qPui1(q) + 1—Q§f(ql—q (@)—ﬂl—wﬁﬂ4ww@)
-

g(1—q)" @0

k 0
dy—1

= Z q(1 — )" Poi1y-1(q)
=0

O

A kovetkezd allitasban Gsszegezziik az eddigi eredményeket és megmutatjuk, hogy a tar-
gyalt bénusz-malusz rendszer rendelkezik a monoton likelihood arany tulajdonsaggal. A
bizonyitas gondolatmenete |Agoston és Papp (2026)| bizonyitasan alapszik, kiegészitve az

elébbi B.1.1] Lemmaval.

3.1.2. Allitas. A fentiekben definialt bonusz-malusz rendszer rendelkezik a monoton
likelihood arany tulajdonsaggal.

B1zONYITAS. Ahogy korabban lattuk, a legmagasabb r 4 d; bonusz osztalyban egy-
séges az atsorolds. Ez azt jelenti, hogy 0 < ¢ < r + d; esetén

CK—i  _ (1 —q)P(q)
CK—(i+1) Piy1(q)

kifejezés monoton csokken g-ban (Agoston-Papp, 2026). Ha r 4+ d, < i < r + dy, akkor a

(3.1) Osszefiiggés miatt

(1-q)Pi(q)
R‘H(Q)

teljesiil, amely szintén monoton cstkken ¢-ban. Mar csak ¢ > r + dy esetén kell ellen-

6rizniink a monoton likelihood arany tulajdonsagot. Legyen 0 < ¢; < ¢qo < 1, ekkor a

kovetkezd egyenlStlenséget kell igazolnunk:

(1 —q)Pi(q) < Pii(q1)
(1 —q2)Pi(q2) = Pita(q2)

Alkalmazzunk teljes indukciot! i < r + dy esetén lattuk, hogy (3.4) teljesiil. Indukcios
lepésként tegyiik fel, hogy (3.4) teljesiil i = k — da, k — (dy — 1),...,k esetén. Azt kell

(3.4)
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megmutatnunk, hogy

(1 _ C]l)Pk-i-l((h) S Pk+2(Q1) (35)

(1 = q2)Preya(q2) = Prya(g2)

is teljesiil. Az indukcios feltevésiinkbdl a kovetkezs egyenlGtlenségek kovetkeznek:

aP(q1) a1 —q)Pia(qr) a(l— Q1)d2_1pk—(d2—1)(91)
92 Px(q2) ¢2(1 — q2) Pi—1(g2) o g1 — QQ)d271Pk7(d271)(QQ)

Most alkalmazzuk a Lemmat és a Lemmat, hiszen utébbi feltételei mind

(3.6)

teljesiilnek. Azt kapjuk, hogy

d ; d ;
Pri(q) 23201 (1 —q) Pej(q) - Zf o2 (1 —q) Pej(q)
Pri1(q2) ij 01 (1 — @2)7 Py_j(q2) 252 02 ¢2(1 — q2)7 Py_;(q2)

Innen algebrai atalakitasok utan

(3.7)

do—2 1 do—2

a2 q1
(1—q)’P + (1—q)'P
1—qo Pk+1(Q2 Z a( @2)’ Pe-j(q2) > l—q ' Peii(q1) ; a1 ( @)’ Pe—j(q1)

@2 Pi+1(q2) + Zji1 %2(1 = ¢2)’ Pry1-j(q2) - 0 Perr(@) + X727 @1(1— @1) Prga—j(an)
(1 - QQ)Pk+1(Q2) (1 - QI)Pk+1(QI)
(1 —q1) Peyr(qr) > @1 Pri1(qr) + Zd2 L ai(1— 1) Poga—j(ar)

(1 —q2)Pri1(ge) @2 Pri1(q2) + Zdz 11 @2(1 = @2)7 Pry1—(q2)

Az egyenlétlenség jobb oldalan a |3.1.1.| Lemma alapjan éppen PZ%E“; jelent meg. Ez

tehat megegyezik azzal az egyenl6tlenséggel, amit a (3.5) alapjan meg akartunk mutatni.
O

Az el6bb targyalt rendszert altalanosithatjuk is. A kévetkezd konstrukeiét a tovabbiakban
szigorian monoton atsorolasi szabalynak nevezziik. Ahogy a bevezets példaban szerepelt,
a szigor jelzd itt azt jelenti, hogy nincsen olyan osztaly a rendszerben, amely karral egynél
tobbféleképpen elérhetd lenne.

Tekintsiink egy bénusz-malusz rendszert K > 2 osztallyal. A legfelsé r; bonusz osz-
talyban legyen az atsorolas di, a kovetkezS ry osztalyban dy és igy tovabb a legals6 ry,
malusz osztalyban az atsorolas dy;. Az atsoroldsi szabaly szigori monotonitisa miatt

megkoveteljiik, hogy
di <ds < ...<dy

3.1.3. Definici6. Legyen Sé” =04és1<m< M esetén

18



m

SO =3 "n (3.8)

k=1

Természetesen S](V? =K.

Azt lattuk mar korabban, hogy szigorian monoton atsorolasi szabalyok esetén a rend-
szerben léteznek kirral nem elérheté osztalyok és d,,-elérhet6 osztalyok. Minden rend-
szerre igaz lesz, hogy Py(q) = 1 és Py(q) = q. Ha dy = 1-nek tekintjiik, akkor 1 < m < M
esetén a kovetkezG rekurziot irhatjuk fel a Py (q) polinomokra.

Pi(q), ha S5y + dpy <0 < Sy + d
Pii(q) = (3.9)
Fi(g) = a(l = )" Prg, (@), ha Sy 4 d < i < S5+ dy,
A kovetkez6 lemma a Lemma altaldnositasa, amely felhasznalaséval a Allitas

is altalanosithato.

3.1.4. Lemma. Ha fennall a 1) rekurzio, akkor Sf,:)_l ol < i< SE 4 dy, esetén a

kovetkezd rekurzid is teljesiil:

d?n -1

Pii(g) =) q(1—q)"Pi_k(q) (3.10)
k=0

B1zoNviTAS. Alkalmazzunk teljes indukciot! m = 1-re a Lemma bizonyitja az
Osszefiiggést, m = 2-re a Lemma. Indukcios lépésként tegyiik fel, hogy tetszéleges
m > 2-re Sﬁ:)_l +d, <i < S d,, esetén teljesiil a (3.10) rekurzio. 1) miatt
57(7:) +d, <i< 57(77;) + dypy1 esetén Piii(q) = Pi(q). Azt kell megmutatnunk, hogy
S+ A1 <1< Sfﬂrl + d,, 11 esetén is teljesiil a (3.10|) rekurzio.

i = S%+ dpm41 esetén — ahogy a Lemmaban tettiilk — kozvetlen szdmolassal
ellendrizhetjiik, hogy teljesiil, hiszen

s 1@ = Pogp g, () = a1 = )" Py (q)
- qPSgr:)+d7n+1 <q) + (1 B q)PSr(ri)+dm+1 (q) - q(]‘ - q)dm+1 PS;:) <q)

=Py, (@) + Q=) Py, (a) = a(l = )" Py (q)

dnz+1 _d'm

= Z q(1— Q)kpsg;>+dm+1,k(Q)+
pn

+ (1= q)" T P () = g(1 = @)™ Pyen (9)

m
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Az utolso két tagot tekintve kihasznalhatjuk az indukcios feltevésiinket, mégpedig

d'm_l
Pyor, o (@) = (1= )" " Pyor(q) = > (Q(l - Q)kPS;;>+dm1k(61)) —q(1 = q)™ Py (q)
k=0

dm—2

Z ¢(1= )" Py 4 4(@)

Ekkor pedig

dm+1 _dm, dm -2
Po) vt (@) = Z g(1 — Q)kpsﬁ;i)ermH—k(q) + (1= gyttt Z g(1— Q)kpsﬁ,l')+dm,—1_k(q>
k=0 k=0
11
= 41 =) Py (@)
k=0

Ami éppen a (3.10)) rekurziot adja. A bizonyitas befejezése a Lemméahoz analog

modon elvégezhetd. U

3.1.5. Allitas. Szigoriian monoton atsorolasi szabalyt bonusz-maélusz rendszerekre tel-
jesiil a monoton likelihood arany tulajdonsag.

B1zoNYITAS. Tekintsiik a bénusz-malusz osztalyokat a legfels§ bonusz osztaly felsl. A
fels6 dy darab osztaly karral nem elérhets. Utana kdvetkezik ry darab di-elérheté osztaly.
Mivel dy > dy, ezért a di-elérhets osztalyok utan legalabb egy olyan osztaly kovetkezik,
amelyik karral nem elérhets. Ezutan kévetkezik ro darab dy-elérhetd osztaly, és igy tovabb.
Az atsorolas szigort monoton volta miatt az osztalyok karral legfeljebb egyféleképpen
elérhet6k. Ugyanakkor altalanossdgban a d;-elérhets és d;yi-elérhetd osztalyok blokkjai
k6zott nem lehet karral elérhetd osztaly. Viszont ugyanezen két blokk kozott biztosan
lesz legalabb egy karral nem elérhets osztaly, hiszen d;, > d;. Alkalmazhatjuk a
Allitas bizonyitasaban szerepls gondolatmenetet a legutobb bizonyitott Lemmaval
pontosan (M —1)-szer, amellyel a rendszer Gsszes osztalyara tudjuk ellenérizni a monoton

likelihood arany tulajdonsagot. 0]

3.2. Specialis monoton atsorolasi szabaly

Ebben az alfejezetben olyan atsorolasi szabalyokkal fogunk foglalkozni, amelyek monoto-
nak, azonban nem a szigora értelemben. Ez azt jelenti, hogy létezik legalabb egy olyan
osztaly, amely kar esetén legalabb kétféleképpen elérhets. A legegyszertibb ilyen atsorolasi

szabalynal egyetlen olyan osztaly van, amelyet kétféleképpen lehet kar esetén elérni. A
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tobbi osztaly karral vagy egyféleképpen elérhets, vagy egyaltalan nem.
Tekintsiink egy bdénusz-méalusz rendszert K > 2 osztéllyal és a kovetkezd atsorolasi
szaballyal. A legmagasabb r > 2 boénusz osztalyban az atsoroldas d > 2, mig a tobbi

osztalyban d — 1. Az igy megadott bonusz-malusz rendszer lathato a

K — (r + d) darab r — 1 darab d darab d—elérhet(),
o | . ® (d— 1)-elérhets
N I N N N A ® (d,d — 1)-elérhet6

» d» S R4 , 4, P

o x X - N @ karral nem elérhets
<
¢ &
+ +

4. 4bra. Nem egységes, specialis monoton atsorolasi szabdly.
(Forrés: sajat szerkesztés)

A K —(r+d—1)-es osztaly kétféleképpen is elérhetd kar esetén: K — (r—1)-es osztalybol d
rontassal vagy K —r-es osztalybol d—1 rontassal. Erre az atsorolasi szabalyra is felirhatok

a P;(q) polinomok. Py(q) =1és1 <i < desetén P;(q) = ¢, majd d <i <r+d—2 esetén

Pi1(q) = Piq) — q(1 — )*Pi—a(q)

Eddig nincsen valtozas a szigortian monoton atsorolasi szabalyokhoz képest. A kdvetkezd

polinom viszont méar a kétféleképpen elérhets osztalyra vonatkozik, mégpedig

Pria(q) = Prya-1(q) — q(1 — )" Pr_1(q) — (1 — )" ' Po(q) (3.11)

Az eddig megszokottol eltéréen itt tehat a jobb oldalon megjelenik még egy tag, hiszen a
K — (r+d — 1)-es osztaly most karral kétféleképpen elérheté. Ha pedig ¢ > r + d, akkor

Piia(q) = Pi(q) — q(1 — )" " Pi—a-1)(q)

A kovetkezd lemméaban azt mutatjuk meg, hogy az igy konstrualt monoton atsorolasi
szabaly hasonl6 m6don miikodik, mint a szigorian monoton atsorolasi szabalyok. Vagyis
a rekurzi6 is atalakithato ugy, hogy legfeljebb P,.1(q)-es rekurziv tag szerepel-
jen benne. Az ilyen médon modositott lemma segitségével igazolhatd, hogy a rendszer

rendelkezik a monoton likelihood arany tulajdonsaggal.

3.2.1. Lemma. A fenti atsorolasi szabalyt tekintve ¢ > r +d — 1 esetén

U

-2

Pii(9) =) q(1—q)"Pi_i(q) (3.12)

=
Il
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B1zoNYITAS. Kihasznaljuk, hogy d < i <r+d — 1 esetén

U

-1

Pii(q) = (1 —q)*Pi_k(q)

A Lemma alapjan. Az éllitas els6 tagjara ellendrizhetjiik, hogy teljesiil a (3.12)

i

rekurzio.

Priva(q) = Prya—1(q) — q(1 — )" Pr_i(q) — (1 — )" ' Po(q)
=qPrya1(9) + (1 —q) Y q(1 = q)* Pirya—2)-r(q) — (1 — q)*Pr_1(q) — q(1 — )" " P.(q)

QL

T
w O

=qPria—1(q) + (1 =) > (1 — Q)" Pyyi—2-1(q)

by
o

IS

-2

= Q(1 - Q)kp(r+d—1)—k(Q)
0

i

Az i = r 4 d esetet szintén ellendrizhetjiik, valamint a Lemma mintajara elvégez-
hetjiik a teljes indukciot, amibdl adodik a (3.12) rekurzio. O

3.2.2. Allitas. A fenti modon definialt bonusz-malusz rendszerre teljesiil a monoton
likelihood arany tulajdonsag.

B1zONYITAS. A monoton likelihood arany tulajdonsagot csak azokra az osztalyokra
kell ellenérizni, ahol nem egységes az atsorolas. Ezekre az osztalyokra teljesiil a (3.12)) re-
kurzié. Ezt felhasznalva a monoton likelihood arany tulajdonsag bizonyitasa megegyezik

a Allitas bizonyitasanak gondolatmenetével. ([l

Végiil nézziik meg az el6bb bemutatott rendszer egy lehetséges altalanositasat. Erre a
késébbiekben specialis monoton atsorolasi szabaly néven fogunk hivatkozni. Tekintsiink
tovabbra is egy bonusz-malusz rendszert K > 2 osztallyal! A legmagasabb r; > 2 osz-
talyban legyen az atsoroldas d > M, majd rendre a kovetkez6 ro > 1 darab osztalyban
d—1, r3 > 1 darab osztalyban d — 2, és igy tovabb. Az utolsé ry; > 1 darab osztalyban az
atsorolas d — (M — 1). Egy ilyen atsorolési szabaly természetesen monoton. A rendszerre
igaz az, hogy a legmagasabb d darab bonusz osztaly karral nem elérhetd, a (d + 1)-edik
osztaly pedig kizarolag d-elérhets. Ha bevezetjiik az

OZSO<81§82§...§SL:M—1
jeloléseket, akkor az osztalyok elérhetéség tekintetében a kovetkezSképpen kovetik egy-
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mast. A d-elérhetd osztalyokat kovetik a (d — so,...,d — sp)-elérhetsk, majd a (d —
S1,...,d—sg)-elérhetdk, igy tovabb végill a (d—sp_1,...,d— sp)-elérhetsk. L értéke fiigg
az adott atsorolasi szabalytol. A bekezdés elején szerepld példa specidlisan az s; = s, = 1
és L = 2 esetet mutatta be: d-elérhets osztaly utan (d, d — 1)-elérhet6 osztaly kovetkezett,
majd uténa a (d — 1)-elérhetdk.

Ha s, 1 < sy, akkor a (d — sy_1, ..., d — sy)-elérhetd osztalyokbol pontosan egy lehet a
rendszerben. Ez az atsorolési szabaly konstrukciojabol kévetkezik. Ha s, = s4, akkor a
(d—sp-1,...,d— sp)-elérhets osztalyok egyszertien a (d — sy)-elérhets osztéalyokat jelentik,
azaz karral csak egyféleképpen elérheték. Tlyen osztalyokbol egynél t6bb is lehet.

A monoton likelihood arany tulajdonsag igazoldsahoz sziikséges lemma ebben az eset-

ben a koévetkezéképpen modosul.

3.2.3. Lemma. A fenti atsorolasi szabélyt tekintve, ha a (K — i)-edik osztaly (d —

S¢—1,...,d — sg)-elérhetd, akkor teljesiil a kdvetkezd rekurzio:
d—sg—1
Pl = Y q(l—q)*Pi(q) (3.13)
k=0
ahol ¢ > 1.

B1zONYITAS. Végezziik el a teljes indukciot f-re! Mivel van tisztan d-elérhetd osztaly,
el6tte pedig karral nem elérhetd osztalyok, ezért tovabbra is d <7 < ry +d — 1 esetén,

azaz a d-elérhetd osztalyokra

d—1
Pini(q) = ) q(1 = q)*Piy(q)
k=0
Ezutan kovetkezik a (d—sy, . . ., d—s1)-elérhets osztaly, ez az £ = 1 esete. Mivel sy < s1, az

ilyen tipust osztalybol valoban csak egy létezik. Erre igazolhatjuk a (3.13) Gsszefiiggést:

Piia(q) = Piq) = Y _ a1 — @) *Pr_ta(q)

d—1 S1

=qP(q) + (1= )Y a1 — )" Pu—nyi(q) = > a1 — @) " Pi_a_i(q)
k=0 k=0
d—s1—2

= qPi(q) + (1 —q) q(1 = )" Pi—1y—k(q)

k=0
d—s1—1
= q(1 — )" Pi_i(q)
k=0

Indukcios 1épésként tegyiik fel, hogy a (d — sy_1, ..., d — sg)-elérhetd osztalyokra teljesiil a

23



(3.13)) rekurzio. Tekintsiik most a (d— sy, . .., d— sp11)-elérhetd osztalyokat! Ha s, < spyq,

akkor csak egy osztalyt kell ellenérizniink. Felhasznalva az indukcios feltevést, a megfeleld

1-re:
Spr1—5Sp
Pi(q) = Pilq) — Z q(1— )" P_g_sy—i (q)
k=0
d—sp—1 S¢41—S¢
=qPi()+(1—q) > a1 =) Pi_nr(e) - ¢(1 = @) P s, w(9)
k=0 k=0
d—S,@+1—2
=qP(q) + (1 —q) Z q(1 = )" Pi-1)-1(q)
k=0
d78g+171
= q(1 — )* Pk (q)

Ha sy = spy1, akkor tobb osztalyt kell ellenérizniink, azonban ezek csak (d — s,)-elérhetsk.

Itt is indukcidval bizonyithatunk, hiszen az els6 (d — sy)-elérhetd osztalyra:

Pii1(q) = Pi(q) — q(1 — q)d_sef)i—(d—sz)<Q)
d—sy—1
q(1 — @) Pi—1)-1(q) — q(1 — @) Pi_(4-5,)(q)

(]

=qP(q) + (1 —q)

k=0
d—sp—2
=qP(q)+ (1 —q) q(1 = @) P—1y—k(q)
k=0
d—sp—1 d—spy1—1
= q1—)fPrl@)= D q1—q) P i(q)
k=0 k=0

A t6bbi (d — sg)-elérhet osztélyra teljes indukcioval elvégezhets (3.13) igazolasa, és ezt

kellett megmutatni. 0

3.2.4. Megjegyzés. A Lemma igaz lesz r; = 1 esetén is, azonban ekkor a
bizonyitas eleje némiképp modosul. Ha az osztalyokat a legmagasabb bonusz osztalytol

tekintjiik, akkor elgszor d darab karral nem elérhetd osztaly taladlhato, azaz

Ezutan kozvetleniil kovetkezik egyetlen darab (d,...,d — s1)-elérhetd osztaly. Ez éppen
a K — d osztaly. Ha erre igazoljuk a (3.13)) Osszefiiggést, a bizonyitds tovabbi része

valtozatlanul hasznalhato. Ehhez irjuk fel P;,1(¢q) polinomot a megszokott modon:

Pys(q) = Palq) — Z (1 - q)""*Pi(q)
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U

—1 S1

= q(1 = @) Pailq) + (1 = )" Pr(q) — a(1 — @) Po(q) — Y a1 —q)* *Pi(q)

i

Hasznéljuk ki, hogy Po(q) = 1 és Pi(q) = ¢, amely nem fiigg az atsorolasi szabalytol!

Ekkor a jobb oldalon csak a két szummas kifejezés marad, melyek méar 6sszevonhatok:

Pro(@) = Y 4l — 0" Pusla) — a1l — /" Pig)
- =
= q(1 — q)" Py_1(q)

Ezzel megkaptuk a (3.13) Osszefiiggést. A specidlis monoton atsorolasi szabaly esetén
a monoton likelihood arany tulajdonsag bizonyitasa csak egy ponton tér el a kordbban

bemutatott MLRP bizonyitastol, ezt éppen a Lemma biztositja.

3.2.5. Allitas. Specialis monoton atsorolasi szabalyd bonusz-malusz rendszerekre telje-
siil a monoton likelihood ardny tulajdonsag.

B1ZONYITAS. A bizonyitids menete a Allitas bizonyitasahoz hasonld. A legma-
gasabb d bonusz osztaly karral nem elérhetd, ezekre teljesiil a monoton likelihood arany
tulajdonsag. Az osztalyokat a tovabbiakban is a legmagasabb bonusz osztaly felsl tekint-
siik. Az indukciéban i = k — (d — s¢),k — (d — s; — 1), ..., k esetekre tegyiik fel, hogy
teljesiil (3.4). Ennek megfelelGen (3.6) a kovetkezSképpen modosul:

aPe(q1) a1 —q)Pea(qr) - a(1— @) 'Pe_g_s—1) (1)
©P(q) (1 —@)Pii(e) ¢l-— @) Py (a—s,—1)(q2)
Legyen i = k + 1 egy olyan osztaly, amely (d — sp_1,...,d — sy)-elérhets. Ekkor Py, 1(q)

elgallithato a Lemma alapjan. Ha i = k+2 osztaly is (d—sp_1, . .., d— sy)-elérhetd,
akkor (3.7)) becslése:
Pk+1(q1) . Z?;SPI Q1(1 - Q1)ij—j(Q1) S Zj;(s)e_Q Q1(1 - Ch)jpk—j(fh)

Pepa(e2) S 01— @) P j(ge) — Ym0 a2(1 — 42)7 P (g0)

Elképzelhets viszont, hogy i = k + 2 mér (d — sy, ...,d — spp1)-elérhets. Ekkor a ((3.7)

als6 becslése modosul:

d—sp— i d—spy1—2 ;

Pri1(qr) o ijog ' a(1—a1) Pe—j(q1) < ijolpr a1 —aq ) Pe—j(q1)
Pina) 000 (1= ) Peoilee) — im0 qo(1 — )i P (o)

Mindkét becslést a Lemma biztositja. Az alsé becsléseket felhasznalva a bizonyitas

befejezése mar a Allitas gondolatmenetével egyezik. O
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3.3. Vegyes monoton aAtsorolasi szabaly

A monoton likelihood aranyt vizsgaltuk szigortian monoton és specialis monoton &tsoro-
lasok esetén. Azonban léteznek olyan atsorolasi szabalyok, amelyek nem esnek bele egyik
konstrukcioba sem. Példaként tekinthetjiik K = 6 osztalyra az a = (1,1,2,3,3,5) atso-
rolasi szabalyt. Minden olyan monoton szabalyt, amely se nem szigortian monoton, se
nem specialis monoton, 6sszefoglaléan vegyes monoton atsorolési szabalynak nevezziik. A
vegyes szabalyokat két tipusra fogjuk osztani, attol fliggéen, hogy a legfels6 néhany osz-
talyra szigori vagy specilis monoton atsorolasi szabély érvényes. Azt vizsgaljuk, hogy

vegyes monoton atsorolési szabalyokra is megfogalmazhatok az eddigi lemmak analogiai.

d+ Aq
— o ~ 00— ° 1j szabaly
> N ~ v > N S o , X .
T A L X W @ karral nem elérhetd
b b ad N < ~N N
x x a e o X oW *£~/
/Q /Q hod v N,/ «é/ ‘t'/
¢ ¢ A

5. abra. Els6 tipust vegyes monoton szabaly.
(Forras: sajat szerkesztés)

A kovetkezs konstrukeiot elsg tipusa vegyes monoton atsorolasi szabéalynak nevezziik (1.
. abra). Tekintsiink egy bonusz-mélusz rendszert, amelyben a K, K —1,..., K — (i —
d + 1) osztalyokra a szigoruan monoton atsorolasi szabaly teljesiil, mégpedig tgy, hogy
a K — (i — d) osztalyban az atsorolas éppen d és a K — (i — d + 1) osztalyban d + Ay,
ahol A; > 0. Ha a K — (i — d + 2) osztalyban az atsorolas d + A; vagy nagyobb, akkor
tovabbra is szigortian monoton az atsorolési szabaly, erre teljesiil a monoton likelihood
arany tulajdonsag. Ha az atsorolasi szabaly erre az osztalyra kisebb, mint d + A; — 1,
akkor sériil az atsorolasi szabaly monotonitasa. Az egyetlen eset, amit vizsgalnunk kell,
ha K — (i — d + 2) osztélyban az atsorolas éppen d + Ay — 1. Ez azt is jelenti, hogy a
K — i osztalyig a monoton likelihood arany teljesiil, itt a szigorian monoton szabélyra
vonatkozo eredményeket fel tudjuk hasznéalni. Szemléletesen A; megadja, hogy a K — 1
osztaly utan sorozatban pontosan hany karral nem elérheté osztaly van. Vezessiik be az
SﬁA) jelolést mintdjara. Els6 tipusi vegyes monoton atsorolasi szabalynal altalaban

n > 1 esetén, ha a bonusz-malusz osztalyokat a legmagasabb bonusz osztalytol tekintjiik,
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akkor 0 < A,, < n megadja, hogy a K — (i + S,(ﬁ)l +n — 1) osztaly utan sorozatban hany
kirral nem elérhetd osztaly kovetkezik. A sorban kovetkezd (A, + 1)-edik osztaly — azaz
a K —(i+ S 4 n) osztaly — mar karral elérhetd.

A K — i osztaly biztosan csak d-elérhets, ez a szigorian monoton atsoroldsi szabaly

kovetkezménye. Alkalmazhatjuk a Lemmat, amibdl azt kapjuk, hogy

-1

Pini(a) = Y _a(1 = 9)*Pii(q) (3.14)

U

>
Il

A kovetkezd A darab osztaly kdrral nem elérhets. Innen 1 < s < Ay + 1 jel6léssel

Poas@) = .. = Pios(g) = ... = Pryara(0) (3.15)

A K — (i + Ay + 1) osztaly biztosan (d + A;)- és (d + Ay — 1)-elérhets. Ha ennél tobbfé-
leképpen is elérhetd, az csak rendre a K — (i — d + 2) osztély utan kovetkezs osztalyokbol
lehetséges. Ez az atsorolasi szabaly monotonitasabol kovetkezik. Az tehat nem lehetséges,
hogy K — (i+ A1 +1) osztéaly karral elérheté K — (i —d+2) és K — (i—d+4) osztalybol, de
karral nem elérhets a K — (i—d+3) osztalybol. Meggondolhato, hogy ekkor a K —(i—d+3)
osztalybol egyediil a d + A; — 2 &tsorolds nem sérti a szabaly monotonitasat, ami pedig
éppen azt jelenti, hogy a K — (i — d + 3) osztalybol a K — (i + A + 1) osztalyba torténik
az atsorolas. Legyen tehat altalanosan ez az osztaly (d + Aq,...,d + Ay — A\j)-elérhetd,
ahol A\; > 1. A kovetkezs rekurziot irhatjuk fel:

A1

Piyar+2(@) = Praay+1(q) — Z g(1 = )" > " Piyiag(g) (3.16)
k=0

Ekkor a szokésos atalakitasokat és a korabbi (3.14), (3.15)) és (3.16) Osszefiiggéseket alkal-

mazva:
Ay

Priaria(q) =Y a1 = @) Pasay-k(g) + (1= @)™ (1 — ) Pii(q)—
k=0 0

A1
=Y g1 = )" Py aik(g)
k=0

Aq d—A1—2

= a1 =) Pira, (@ + (1= > q(1—9)*Pilg)

U
—_

B
Il

d+A1—X\1—1

= CI(1 - Q)kp(i+A1+1)—k(Q)
k=0

A kovetkezd lemmaban megfogalmazzuk a fent kapott eredmény altalanositasat.
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3.3.1. Lemma. Legyen n > 1 egész. Tekintsiik az els6 tipust vegyes monoton atsorolasi
szaballyal adott bénusz-mélusz rendszert. Ha a bonusz-mélusz osztélyokat a legmagasabb
bonusz osztalytol tekintjiik, akkor a K — ¢ osztaly utan 1évé osztalyok pontosan akkor

karral elérhetsk, ha elsallnak K — (i + Si™ 4+ n) alakban, tovabba

d+S'r(LA) _S'SLX) -1
P

Z+S7(LA)+H+1(Q) = Z Q(l - Q)kp(i_,_S;A)_,_n)_k(Q) (317)
k=0

BI1zZONYITAS. n =1 esetén a K — (i + A + 1) osztaly biztosan karral elérhetd, és erre
be is lattuk a (3.17) Osszefiiggést. Tegyiik fel, hogy n = j-re teljesiil az allitas. Tekintsiik
most a n = j+1 esetet. Ha a bonusz-malusz osztalyokat a legmagasabb bonusz osztalytol

tekintjiik, akkor kozvetleniil a K — (i + Sj(.ﬂ +j+1) osztalyt megel6z6en sorozatban Aj iy

darab karral elérhetetlen osztaly van. A K — (i+ S}ﬂ +j+1) pedig éppen karral elérhetd.

«, e,

Ezt és az atsorolési szabaly monotonitasat kihasznalva kifejezhetjiik a (3.17) egyenls-

ség bal oldalat:

Aj+1
p d+53) —s™

s 2@ = Do) (@) = 3 a(l = @)™ ™% 0P o0 4 (9)
k=0

Aj+1

- Z q(l N Q)kp(wsﬁﬁjﬂ)fk(q) + <1 - q>Aj+1+1Pi+S§A)+j+1<q)_
k=0

Aj+1

(8) _ g
_ a8
E:q(l q) T Pi+j+1—d+5§’\)+k(Q)
k=0

Most hasznéljuk ki az indukcids feltevésiinket. FEkkor a jobb oldal utols6 két tagja tovabb

alakithato.
5% 5N 1 At
. (A) _ g _
(1—g)t! Z q(1 - q>kp(i+S§A)+j)—k(Q) =D a(l— )" sz’+j+1—d+S§-A>+k(q)
k=0 k=0
5~ —2
= (1 - Q)Aj+1+1 ; q(l — Q)kP(HSJ(.AHj)fk(q)

Utolso lépésként folytassuk az eredeti allitéds bal oldalanak vizsgalatat, behelyettesitve a

legutobb kapott Gsszefiiggést.

—

Aj+

P g io(a) = q(1 - Q)kP(HS(A)HH)_k(Q)ﬂL

Jj+1 Jj+1
k=0
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(&)
d+5;7 -

SN o

Jj+1

=g Y (1= 0) P, (@)
k=0
d+8{0 -5 -1
_ Y
= Z q(1—q) P(i+s§$i+j+1)fk<q)

k=0
0J

Az igy kapott lemma strukturdjaban egyezik a szigoriian monoton és specialis monoton
atsorolasi szabalyok esetén kapott lemmakkal. Ebbdl kifolyolag a monoton likelihood
arany tulajdonsag bizonyitasa sem tér el a korabban bemutatott gondolatmenetektsl. A

bizonyitast éppen ezért ebben az esetben mar csak vazlatos formaban adjuk meg.

3.3.2. Allitas. Az els6 tipust vegyes monoton atsorolasi szaballyal rendelkezd bonusz-
méalusz rendszerekre teljesiil a monoton likelihood arany tulajdonsag.

B1zoNYIiTAs. Tekintsiik az els§ tipusi vegyes monoton atsorolési szaballyal rendelkezd
rendszert. A legmagasabb i + A; osztalyra teljesiill a MLRP, hiszen szigorian monoton
az atsorolas, valamint karral nem elérhetd osztélyok talalhatok itt. Az ez utdn kdvetkezs
osztalyokra teljes indukcioval és a[3.3.1.] Lemma alkalmazaséaval tudjuk igazolni a monoton

likelihood arany tulajdonsagot. 0

d+ Aq
d+ A1 — X1 L
d spec. mon. szabaly
, _ [ 1j szabaly
N DD D N N ¢ . . o
ICHC A o~ W ® kirral nem elérhetd
& 4 x e s
/\;N>< /Q.>< \L/ s . /6 L /L v
+ & /\N v
+

6. abra. Masodik tipusi vegyes monoton szabaly.
(Forras: sajat szerkesztés)

A kovetkez6 konstrukciot masodik tipusi vegyes monoton atsorolasi szabalynak nevezziik
(1. [6] abra). Tekintsiink egy bonusz-malusz rendszert, amelyben a K, K—1,..., K—(i—d)
osztalyokra a specidlis monoton atsorolési szabaly teljesiil, mégpedig gy, hogy a K —(i—d)
osztalyban az atsorolas éppen d. Ha a K — (i —d+1) osztalyban az atsorolés d vagy d —1,
akkor az eddigi osztalyokra tovabbra is teljesiil a specidlis monoton &tsorolasi szabaly, erre

pedig mar beldttuk a monoton likelihood ardny tulajdonsigot. Ha az atsorolas kisebb,
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mint d — 1, akkor az atsorolasi szabaly nemmonoton lesz, igy ezt az esetet nem vizsgaljuk.
Legyen tehat a K — (i —d+ 1) osztalyban az atsorolas d+ Ay, ahol Ay > 1. Vegyiik észre,
hogy A, szemléletes jelentése ugyanaz, mint az elsé tipusi vegyes monoton &atsorolds
esetén!

Ekkor a K — i osztélyig teljesiil a monoton likelihood arany tulajdonsag. A K —1
osztalyrol tovabba tudjuk, hogy (d+¢, ..., d)-elérhets, ahol £ > 0. A Lemma miatt
ekkor

U

-1

Pii(g) =) q(1—q)*P_s(q) (3.18)

Azaz a masodik tipusnal kapott (3.18]) rekurzio megegyezik az elsé tipusnal kapott ((3.14))

i

rekurzioval.

A K — ¢ osztaly utan kovetkezik A; darab karral nem elérhetd osztaly, igy a
egyenlGségek is teljesiilnek. Egyetlen kiilonbség, hogy az elsé tipus esetén A; > 0, masodik
tipus esetén A; > 1.

A K — (i + Ay + 1) osztaly mér karral elérhets. Egyrészt d + A, atsorolassal biztosan
a K — (i—d+1) osztalybol, hiszen ott pontosan ez az atsorolasi szabaly. Az elsé tipushoz
hasonloan itt is teljesiil a , viszont A\; > 1 helyett A\; > 0 megkotéssel. Aj-re és \;-
re vonatkozé megkotéseket nem hasznéltuk ki az elsd tipust vegyes monoton atsorolasok
vizsgalatanal, igy ez a mésodik tipus esetén sem okoz problémat. Azt kaptuk, hogy a
Lemma Allitdsa masodik tipusti vegyes monoton atsorolasi szabdly esetén is igaz
marad, ezt felhasznalva pedig a monoton likelihood arany tulajdonsag is analég moédon
igazolhaté a maéasodik tipust vegyes monoton atsorolasi szaballyal adott bonusz-malusz
rendszerekre.

A szigor, specidlis és vegyes monoton atsorolési szabalyok lefedik a monoton atsoro-
lasi szabédlyok halmazat. Mind a harom tipus esetén megadtuk, hogyan bizonyithato a
rendszert jellemz6 monoton likelihood arany tulajdonsag. Ezzel tehat a szakirodalomban

szerepl$ egységes atsorolasi szabalyokra kapott korabbi eredményeket altalanositottuk.
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3.4. Numerikus ellenérzés

Ebben a részben a monoton likelihood arany tulajdonsag numerikus ellenérzésével foglal-
kozunk. Habar az el6z6 alfejezetekben belattuk, hogy a MLRP teljesiil monoton &tsorolési
szabalyok esetén, mégis érdemes numerikusan vizsgilni a tulajdonsagot. Fgyrészt azért,
mert nemmonoton atsorolasi szabalyok esetén nem fogalmaztunk meg semmilyen allitast,
méasrészt tovabbi kutatasokban is jol hasznalhaté anyagot jelent a monoton likelihood
arany ellendrzéséhez elGallitott programkod. A monoton likelihood arény tulajdonsag el-
len6rzését a kordbban bemutatott Sturm-tétellel fogjuk elvégezni. Ehhez el§szor rogzitsiik
a bonusz-malusz rendszer osztalyainak szamat, amelybdl meg tudjuk hatarozni a mono-
ton atsorolasi szabalyokat. Minden atsorolasi szabalyra kiszamolhatok a P;(q) polinomok,
ahol 0 <7 < K — 2, hiszen minden stacionarius valésziniiség el6all a kovetkezd alakban:
cx—i = (1 —q)cx—@i+1) + Z qCK—j (3.19)
J€Ti
Itt J; C Z és minden j € J; esetén igaz az, hogy a K — i osztaly kirral elérhet6 a K — 7
osztalybol. Ebbdl a felirasbol az is kovetkezik, hogy 0 < 7 < ¢ és ¢ = 0 esetén Jy = 9.
Valojaban a Osszefliggés tetszéleges atsoroldsi szabdlyra igaz, ahol kirmentesség
esetén egy osztaly javulas a szabaly. Megjegyezziik, hogy monoton esetben az is teljesiilni
fog, hogy J; csak kozvetleniil egymés utan kdvetkezd osztélyokat tartalmazhat. Ennek

szemléltetésére tekintsiik a

7. abra. J; halmaz specidlis tulajdonsaga.
(Forrés: sajat szerkesztés)

Az &bra hat, egymast koveté bonusz-malusz osztalyt abrazol, amely akir lehet egy na-
gyobb rendszer része is. Nyilakkal a kar esetén torténd atsorolas jeldljiik. Tegyiik fel, hogy
az atsorolasi szabaly monoton és a 2-es osztaly elérhets a {4,6} osztalyokbol. A kérdes

az, hogy az 5-0s osztalybol hova torténhet az atsorolas? Egyrészt k < 2 osztilyba nem
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torténhet, hiszen az sértené az atsorolasi szabaly monotonitasat a 4 — 2 atsorolas miatt.
Mésrészt k > 2 sem lehet, hiszen az a 6 — 2 atsorolas miatt sértené a monotonitast. Eze-
ket az eseteket az abra pirossal jeloli. Az egyetlen lehetséges atsorolas az 5 — 2, amely
éppen azt jelenti, hogy a 2-es osztalyhoz tartozo J; = {4,5,6}, amely csak kozvetleniil
egymast kovets osztalyokat tartalmaz. Ezt a specialis tulajdonsdgot kihasznaltuk ki min-
den olyan esetben, amikor a monoton likelihood arany tulajdonsagot vizsgaltuk monoton
atsorolasi szabalyok esetén.
A Osszefiiggés atrendezve azt adja, hogy

CK i
CK—(i+1) = -

]Gjl_q

CK—j

Ekkor pedig attérve a P;(q) polinomokra, ekvivalensen a kovetkezot jelenti:
Pia(q) = Pi(q) — Y a(1 — q)' 7 P;(q) (3.20)
J€T:
A rekurzioval tudjuk elgéllitani a P;(q) polinomokat minden &tsorolasi szabaly ese-
tén, felhasznalva, hogy Py(q) = 1 és Pi(q) = q. A monoton likelihood arany vizsgalatahoz
a (2.10) alakot vizsgaljuk. A monotonitashoz a derivalt el§jelvaltasait fogjuk vizsgalni.

Egyrészt a derivalt meghatarozhato:

i((l —Q)Pz'(Q)> _ (=P + 1= 9P(q) Pa(a) — (1 — ) P(9) Py (q)
dg Piy1(q) P12+1< )

A derivalt elGjelét természetesen csak a szamlald fogja befolyasolni. Rogzitett atsorolasi

szabaly esetén tehat vegyiik ezeket a szamlalokat 0 < i < K — 2 esetén. Mivel P;(q) egy-
valtozos, valos egyiitthatos polinom, tovabba P;(q) # 0, ezért a Sturm-tétel alkalmazhato.
Minden i-re ellenérizziik, hogy a szamlalonak van-e gybke a (0, 1) intervallumon. Ez a
m képlet alkalmazasat jelenti a = 0 és b = 1 beallitassal. Ha nincs gyok, az azt jelenti,
hogy adott ¢ esetén a m hanyados monoton ¢-ban, ami éppen a monoton likelihood
arany tulajdonsagot jelenti.

A numerikus ellenérzés soran fontos attekintenti, hogy valojaban hany esetet kell meg-
vizsgalnunk, ha a bonusz-malusz osztalyok szamat régzitjiik. Masképpen, érdemes megha-
taroznunk, hogy adott osztalyszam mellett hanyféle kiilonb6z6 monoton atsorolasi szabaly
konstrualhatd. A kovetkezd néhany allitds ennek szamszertsitésével foglalkozik. ElGszor

sziikségiink lesz egy kombinatorikdbol ismert definiciora, amellyel a monoton &atsorolasi

szabalyokat karakterizalhatjuk.
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3.4.1. Definicié. Dyck-utnak nevezziik az olyan torottvonalat, amely

e (1,1)-bél indul,
o csak (+1,0) és (0,+1) lépéseket tartalmaz,

e cgyetlen pontja sem esik az y = x egyenes f6lé.

3.4.2. Allitas. Egy monoton atsorolasi szabaly megfeleltethet egy Dyck-titnak.

B1zoNYITAS. Tekintsiink egy K osztalybol all6 boénusz-malusz rendszert, a monoton
atsorolasi szaballyal. Tekintsiik tovabba az (1, 1)-t6l (K, K)-ig tart6 racsot és vegyiik fel
az (1,1), a (K, K) pontokat, valamint minden 2 < k < K esetén a (k,a;) pontokat. A
(k,ay) pontot ugy kotjiik ssze a (k—1,a,_1) ponttal, hogy a; —a,_1 darab (0, +1) 1épés
utan egy (+1,0) lépéssel érkeziink meg a (k,ax) pontba. Végil a (K, ak) és a (K, K)
pontot K — ay darab (0,+1) lépéssel kotjitk Ossze.

Az atsorolasi szabily monotonitasa miatt az Gt megkonstrualhato az el6bb megadott
modon, hiszen i > j esetén a; —a; > 0. Tovabba, az Ut egyetlen pontja sem esik az
y = x egyenes f6lé, hiszen a;, < k. Az igy kapott toréttvonal tehat teljesiti a Dyck-ut

definiciojaban szerepld feltételeket. O

3.4.3. Példa. Legyen K =6 és a = (1,1,1,2,4,5). Ez az atsorolasi szabaly megfelel a
Allitasban szerepls szigortian monoton atsorolasd bonusz-malusz rendszernek, ahol
r=2,d, =1 és dy =2. Ekkor az a-nak megfelel§ Dyck-utat mutatja az[8. &bral

(6,6)

(6,5)

Ly @D G

8. abra. Monoton &atsorolasi szabaly mint Dyck-tt.
(Forras: sajat szerkesztés)

3.4.4. Kovetkezmény. Legyen K > 1 egész. Ekkor egy K + 1 osztalybol allo6 bonusz-
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malusz rendszer esetén a monoton atsorolasi szabalyok szama

KLH (22() (3.21)

Egy K + 1 osztalybol 4116 bonusz-malusz rendszerhez tartozé monoton atsorolasi szabély
megfeleltetheté egy 2K hosszi Dyck-utnak, ahogy azt korabban lattuk. Az ilyen utak
szama éppen (3.21), amely éppen a K-adik Catalan-szam (Stanley, 2015).

A Stirling-formulaval kifejezhetjiik (3.21) nagysagrendjét.

1 (2K (2K)! VATK - (EP2K K
K—+1<K>

(K+1)(K")?  K-2rK - (Ey2K K32/

Vagyis a monoton &atsorolasi szabalyok szdma a boénusz-mélusz osztalyok szamaban ex-
ponencialisan névekszik. Ez jelentds kiilonbség az egységes atsorolasokhoz képest, ahol a
novekedés linearis. A numerikus ellendrzés soran egyrészt ez okozhat problémaét, masrészt
csupan egy atsorolast tekintve is, a monoton likelihood arany tulajdonsag ellenérzése tobb
id6t vesz igénybe, ha a rendszerben tobb osztaly van. Ezt figyelembe véve nem megle-
p6, hogy a monoton likelihood arédny tulajdonsag gépi ellenérzését csak viszonylag kevés
osztaly esetén tudtuk beldthato idén beliil elvégezni.

A monoton szabalyokon beliil korabban targyaltuk a szigoritan monoton és specialis
monoton szabalyokat. Az ilyen atsorolasi szabélyt rendszerekrsl megmutattuk, hogy
teljesiil rajuk a monoton likelihood arany tulajdonsig. A szigorian monoton és speciélis
monoton szabalyokba egyarant beletartoznak az egységes atsorolasi szabalyok. S6t, ha egy
atsorolasi szabdly egyszerre szigortian monoton és specialis monoton, akkor az &tsorolas
kizarolag egységes lehet. Egy K + 1 osztalybol all6 rendszer esetén egységes atsorolasi
szabalyokbol éppen K darab van, hiszen a legmagasabb bonusz osztalybol kar esetén
d=1,2,..., K atsorolés lehetséges. A szigortian monoton és specialis monoton &tsorolési

szabalyokbol ennél nagysagrenddel t6bb van, errdl szol a kévetkezd két allitas.

3.4.5. Allitas. Legyen K > 1 egész. Ekkor egy K + 1 osztalybol allo bénusz-malusz
rendszer esetén a szigortian monoton &tsoroldsi szabalyok szama 251,

B1zoNYITAS. A K+1 osztalybdl all6 rendszer szigorian monoton atsorolasi szabélya a
kovetkezSképpen karakterizalhato mint egy 2K hossza Dyck-ut. Jeloljiik a (+1,0) lépést
J-vel, a (0,+1) lépést F-fel! Ekkor a Dyck-utban pontosan K darab J szerepel és K
darab F. Ez biztositja, hogy (1,1)-b6l (K + 1, K + 1)-be jutunk. Tovabba az ut minden

pontjara igaz az, hogy legalabb annyi J szerepel benne, mint F'. Ez biztositja, hogy az
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ut nem vezet az y = x egyenes f6lé. A szigori monotonitast pedig tgy irhatjuk le, hogy
az Ut els6 F' 1épése utan nem szerepelhet két J 1épés egyméas utan. Masképpen, az els6 F
lépés utan az uton csak JF blokkban fordulhat el§ J lépés.

Tekintsiik a Dyck-ut elejét tehat (J)*F-nek, ahol 1 < s < K. Tudjuk, hogy az
ut tovabbi részében pontosan K — s darab JF blokk fog el6fordulni, hiszen igy kapjuk
meg a K darab J lépést, és J lépés csak ilyen blokkban fordulhat el6. Marad tehéat
K — (K —s) —1 = s — 1 darab szabad F' lépésiink, amit az ut tovabbi részében kell
elhelyezniink. Az Ut nem fog az y = x egyenes f0lé vezetni, hiszen az elsé F' 1épésig s
darab J lépés van az tton és 1 darab F 1épés, ugyanakkor az it tovabbi részében legfeljebb
s — 1 szabad F' lépésiink van. Tehat az F' 1épések szama az tuton mindig legfeljebb a J
lépések szamaval egyezik.

A K — s darab JF blokk kozott Osszesen K — s + 1 helyre tehetjiik az s — 1 darab
F 1épést. Ez rogzitett s-re éppen az ismétléses kombinacioval ragadhato meg, hiszen az

F lépések megkiilonboztethetetlenek, viszont a helyiik mar nem azok! Igy rogzitett s-re

i) = (k)

kiilonboz6 Ut lehetséges. Ezt Osszegezve s-re, majd alkalmazva a binomélis tételt, meg-

éppen

kapjuk az Gsszes lehetséges ut szamat. 0

3.4.6. Allitas. Legyen K > 1 egész. Ekkor egy K + 1 osztalybol allo bénusz-malusz
rendszer esetén a specialis monoton atsorolasi szabalyok szama 251,

B1zoNviTAs. Hasznéljuk az el6z6 allitds bizonyitas jeloléseit, és karakterizaljuk a
K +1 osztalybol allo rendszer specidlis monoton atsorolasi szabalyat. A specialis monoton
atsorolasi szabaly altal meghatarozott Dyck-tutra teljesiilnie kell, hogy az els6 F' lépés utan
nem szerepelhet két F' lépés egymas utan, azaz F' 1épés csak F'J blokkokban fordulhat
el6. Ez alol a szabaly alol kivétel az utat lezaré F' sorozat.

Ha az ut elején K darab J 1épés szerepel, akkor egyetlen lehetséges it van, mégpedig
(J)E(F)E.

Legyen az els6 F' lépésig elsforduld J lépések szdma s. Csupén az 1 < s < K — 1

esetet kell mar csak vizsgalnunk. Altalanossagban az ut tehat a kovetkezéképpen néz ki:



ahol s < w < K — 1 az utat lezard F 1épések szama. A kipontozott utrészleten Osszesen
K — s —1 darab J lépést és K —w — 1 darab F' 1épést kell elhelyezniink. Mivel az F
lépések csak F'J blokkban fordulhatnak el6, ezért valojaban K —w — 1 darab F'J blokkot
és w — s darab 6nallo J lépést kell elhelyezniink. Az 1t itt sem fog az y = x egyenes folé
vezetni. Az F'J blokkok kozott Osszesen K — w kiilonb6zd helyre tehetjiikk a w — s darab

megkiilonboztetett J lépést. Ez rogzitett s-re és w-re Gsszesen

((w—s)—l—(K—w)—l) B (K—s—l)

(K —w)—1 K—-—w-1

utat jelent. Ezt Osszegezziik s-re és w-re. Legyen j =w —sésn=K —s— 1.
K—-1K-1 K-1 n
91;([( w—l) SZ:;( )

K-—1

K— K-2
on Z Ks—lzz2m:2l(—1_1
1 =1 m=0

A kapott eredményhez hozza kell adnunk azt az esetet, amikor az ut elején K darab J

s=

lépés van, igy adodik az allités. O

A numerikus ellenérzést elGszor a monoton szabalyokra végezziik el. Ez rogzitett osztaly-
szam esetén tehat eset vizsgalasat jelenti. Az ellenérzés Python 3.13.5 verzioval,
egy Intel Core i3-1115G4 CPU 3.00 GHz szamitégéppel tortént, 16 GB DDR4 RAM-
mal. Mivel az egyes esetek ellen6rzése egymastol fiiggetleniil elvégezhets, a programkod
parhuzamositassal gyorsitja a numerikus ellenérzést. A programkod elérhetd a dolgozat
mellékletében megadott GitHub repozitoriumban. A futésidék eredményét a
foglalja Ossze. K < 7 osztalyra a futasidGk nem érik el az 1 masodpercet, igy a tdblazatban

nem szerepelnek, de az ellen6rzést ezekre az esetekre is elvégeztiik.

Az elmélettel Gsszhangban azt kaptuk, hogy K < 15 bonusz-mélusz osztaly és mo-
noton atsorolasi szabalyok esetén a monoton likelihood arany kivétel nélkiil teljesiil. A
magyar bonusz-malusz szabalyozas 15 osztalyt definidl — jollehet az egyik osztaly csak
az 1j belép&knek van fenntartva —, igy kijelenthetd, hogy a magyar rendszer egységes
atsorolasi szabalyanak megvaltoztatasa monoton atsorolési szabalyra nem rontja el a a
rendszerre jellemz6 monoton likelihood arény tulajdonsagot. Természetesen figyelembe
kell venni, hogy az ellenérzés soran tovabbra is feltettiik, hogy idGszakonként legfeljebb
egy kar fordulhat el6. A futasidékben megjelenik a korabban bizonyitott exponenciélis

novekedés, ezért a K > 15 esetekre nem végeztiik el az ellenGrzést.
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Osztalyok Monoton atsorolasi

szama szabalyok szama, Futdsidg
7 132 < 1mp
8 429 1 mp
9 1430 6 mp
10 4 862 26 mp
11 16 796 2p 6mp
12 58 786 7 p 40 mp
13 208 012 32 p 35 mp
14 742 900 | 1 6 58 p 59 mp
15 2674440 | 8 6 14 p 24 mp

2. tablazat. MLRP numerikus ellen6rzése monoton atsorolasok esetén.
(Forras: sajat szerkesztés)

Erdekes még megvizsgalnunk a nemmonoton atsorolasokat altalaban. Egy K + 1 osztaly-
bol all6 béonusz-malusz rendszerben Osszesen K'!-féle nem egységes atsorolas elképzelhetd.
Innen a nemmonoton &atsorolési szabilyok szama K! — K#H(QII;) Ahogy a fejezet ele-
jén megmutattuk, ezekre altalaban nem teljesiil a monoton likelihood arany tulajdonsag.
A numerikus ellenérzés lehetGséget ad arra, hogy Gsszeszamoljuk, rogzitett osztélyszam
esetén mekkora ardnyban sériil a monoton likelihood arany tulajdonsag. A kapott ered-

ményeket a mutatja. K < 3 esetén minden nem egységes atsorolasi szabély

monoton, igy ezeket a tablazat nem tartalmazza.

Osztalyok Nemmonoton atsorolasi MLRP sériilések MLRP sériilések o
; ; ) ) ) Futasiddl
szama szabélyok szama szama aranya
4 1 0 0,00% <1 mp
5 10 1 10,00% <1mp
6 78 14 17,95% < 1mp
7 588 150 25,51% 2 mp
8 4611 1 547 33,55% 23 mp
9 38 890 16 340 42,02% 3 p 45 mp
10 358 018 180 689 50,47% 40p 9 mp
11 3 612 004 2 111 432 58,46% | 7 6 38 p 48 mp

3. tablazat. MLRP numerikus ellen6rzése nemmonoton atsorolasok esetén.
(Forras: sajat szerkesztés)

A maésodik numerikus ellenérzés soran azt kaptuk, hogy a monoton likelihood arany tulaj-
donsag az osztalyok novelése mellett egyre nagyobb aranyban sériil. Ebben az irAnyban
érdemes lehet vizsgalni, hogy milyen feltételek mellett bizonyithatd a monoton likelihood

arany tulajdonsidg nemmonoton atsorolasi szabalyokra. Ugyanakkor fontos megjegyezni,

L Adott osztalyszam mellett az Gsszes nem egységes atsorolasi szabaly ellenérzésének futasideje
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hogy a nemmonoton atsoroldsi szabalyok alkalmazasa a gyakorlatban nem megszokott és
nem is jol indokolhat6. A egy lehetséges példa olyan nemmonoton atsorolési
szabalyra, amelyre teljesiil a monoton likelihood arany tulajdonsag. Itt az atsorolasi utani
osztaly oszlopa megadja, hogy kir esetén a kiinduld osztalybol hova keriil a kotvénytulaj-
donos. Az egyes likelihood ardnyokra a korabban bemutatott modszerrel ellenérizhets a

monotonitas.

Kiindulé osztaly ~Atsorolas utani osztaly

CE©®-10 Ttk Wi
e S e N N

4. tablazat. Példa MLRP teljesiilésére nemmonoton atsorolasi szabaly esetén.
(Forras: sajat szerkesztés)

Ez az atsorolasi szabaly szinte megegyezik az OP Financial Group bonusz-méalusz rendsze-
rének also 11 osztalyanak szabalyaval (1. a dolgozat mellékletében), azzal a kiilonbséggel,
hogy a 10-es osztalyban a 6-os osztalyba sorolast modositottuk 5-6s osztalyra. Igy a
monoton atsorolasi szabalyb6l nemmonoton jott létre, de a MLRP tovabbra is teljesiil
a rendszerre. A monoton likelihood ardny tulajdonsig bizonyitasa monoton &tsorolasi
szabalyokra nemcsak onmagaban lehet hasznos eredmény, hanem akar segithet jobban
megérteni a nemmonoton atsorolasi szaballyal rendelkez6 bonusz-malusz rendszerek vi-

selkedését is.
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4. fejezet

Osszefoglalas

A dolgozat a bonusz-méalusz rendszerek koré épiil, amely az informéciés aszimmetridval
terhelt biztositasi piacokon egy bevett kockazatkezelési technika. A gyakorlatban egyarant
megjelennek egységes és nem egységes atsorolasi szabalyok, amelyek a rendszer dinami-
kajat jellemzik. Elgbbire példa a magyarorszagi szabalyozas, utobbira bizonyos német és
finn rendszerek. Egységes atsorolas esetén az iddszakokonként torténé besorolas valtozasa
nem fiigg attol, hogy éppen melyik bonusz-malusz osztalyban tartozkodik a kdtvénytu-
lajdonos. A monoton likelihood arany tulajdonsag (MLRP) tébbek kozott biztositja azt,
hogy magasabb bonusz osztalyban nagyobb valoszintiséggel taldlhatok kevésbé kockazatos
iigyfelek, és alacsonyabb malusz osztalyban nagyobb valoszintiséggel taldlhatok kockéza-
tosabb iigyfelek. Ez a kockazatosztalyozas egyik alapvetd kovetelménye.

Egységes atsoroldsok esetén a monoton likelihood arany tulajdonsag teljesiil, amennyi-
ben iddszakonként legfeljebb egy kar fordulhat el és karmentesség esetén egy osztallyal
javul a besorolas. A dolgozat {6 kutatasi kérdése az volt, hogy igazolhato-e ugyanez a
tulajdonsag nem egységes atsorolasok esetén is. Ehhez|Agoston és Papp (2026) gondolat-
menetét altalanositottuk a nem egységes atsorolasi szabalyokra.

Roéviden attekintettiik a véges Markov-lancok elméletét, amely a bonusz-malusz rend-
szerek modellezésének alapja. A monoton likelihood arany tulajdonsagot altalanosan
definialtuk és megadtuk, hogy Markov-lancok esetén hogyan lehet ezt a tulajdonsagot
ellenérizni. A nem egységes atsorolasokat megbontottuk monoton és nemmonoton atso-
rolési szabalyokra. Monoton atsorolési szabalyok esetén matematikai bizonyitast tudtunk
adni, hogy a MLRP val6ban teljesiil. Nemmonoton esetben ellenpéldaval igazoltuk, hogy
altalaban nem teljesiilhet a MLRP.
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A numerikus ellenérzéssel 15 osztalyig megvizsgaltuk a monoton likelihood arany tu-
lajdonsag teljesiilését monoton atsorolasi szabalyok esetén, amelyet kordbban az elméleti
oldalrol attekintettiink. Altalaban, nemmonoton atsorolasi szabalyok esetén, az osztalyok
novelésével egyre n6 a MLRP sériilések ardnya. A szamitogépes ellenérzést nehezitette,
hogy a bonusz-malusz osztalyok novelésével a lehetséges monoton atsorolasi szabélyok
szama és igy a futasido is exponencidlisan névekedett. Nem egységes atsorolasi szabalyok
esetében ez a novekedés mar faktoridlis nagysagrendd.

A dolgozat egyik tovabbfejlesztése lehet a modellezési feltételek gyengitése abban az
irAnyban, hogy idGszakonként tobb kar is el6fordulhat. Koézvetlen gyengités lehet, ha leg-
feljebb két kar fordulhat els, de altalanosan akar a klasszikus karszameloszlasok is elkép-
zelhetGk mint modellezési feltételek. Egy masik lehetséges irdnyt jelenthet a nemmonoton
atsorolasi szabalyok esetén olyan feltételrendszer kidolgozasa, amellyel biztosithato lehet

a monoton likelihood arany tulajdonsag.
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Melléklet

Bo6nusz-malusz rendszerek a gyakorlatban

Az elsG fejezetben bemutatott orszagok és Magyarorszig boénusz-malusz rendszerei az
alabbi weboldalakon elérhetGk. Utolso letoltés: 2026. majus 28.

e Németorszag
https://www.allianz.de/content/dam/onemarketing/azde/azd/pdfs/auto/schad
ensfreiheitsklasse/schadensfreiheitsklassen.pdf
https://www.kfz-versicherung.co/allianz/rueckstufungstabelle
https://www.huk.de/service/schaden/rueckstufungstabellen.html

e Finnorszag
https://www.if .fi/globalassets/fi/pdf/terms/terms-and-conditions-for-mot
or-third-party-liability-insurance.pdf
https://www.op.fi/documents/10208/1365799/330868e, +Motor+liability+insur
ance, +terms+and+conditions/f9858e41-dd25-428b-8ede-77b99cd1bd17

e Magyarorszag
https://www.mnb.hu/fogyasztovedelem/biztositasok/gepjarmu-biztositas/a-b

onus-malus-besorolasi-rendszer

Felhasznalt programkodok

A dolgozatban felhasznalt Python programkédok az alabbi linken elérheték.

https://github.com/csahokm/thesis
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https://www.allianz.de/content/dam/onemarketing/azde/azd/pdfs/auto/schadensfreiheitsklasse/schadensfreiheitsklassen.pdf
https://www.allianz.de/content/dam/onemarketing/azde/azd/pdfs/auto/schadensfreiheitsklasse/schadensfreiheitsklassen.pdf
https://www.kfz-versicherung.co/allianz/rueckstufungstabelle
https://www.huk.de/service/schaden/rueckstufungstabellen.html
https://www.if.fi/globalassets/fi/pdf/terms/terms-and-conditions-for-motor-third-party-liability-insurance.pdf
https://www.if.fi/globalassets/fi/pdf/terms/terms-and-conditions-for-motor-third-party-liability-insurance.pdf
https://www.op.fi/documents/10208/1365799/330868e,+Motor+liability+insurance,+terms+and+conditions/f9858e41-dd25-428b-8e4e-77b99cd1bd17
https://www.op.fi/documents/10208/1365799/330868e,+Motor+liability+insurance,+terms+and+conditions/f9858e41-dd25-428b-8e4e-77b99cd1bd17
https://www.mnb.hu/fogyasztovedelem/biztositasok/gepjarmu-biztositas/a-bonus-malus-besorolasi-rendszer
https://www.mnb.hu/fogyasztovedelem/biztositasok/gepjarmu-biztositas/a-bonus-malus-besorolasi-rendszer
https://github.com/csahokm/thesis
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Nyilatkozat mesterséges intelligencia alapa eszko6zok
hasznalatarol

Alulirott, Csahok Mihaly, nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése soran az aldbb

felsorolt feladatok elvégzésére a megadott mesterséges intelligencia alapu eszkdzoket al-

kalmaztam.
Feladat Felhasznalt eszk6z Felhasznalas helye
Programozas Claude Atsorolasi szabalyok generalasa,

kod optimalizalasa a 3.4. alfejezetben

A felsoroltakon tdl mas mesterséges intelligencia alapt eszkdzt nem hasznaltam.

Kelt: Budapest, 2026. majus 28.

Csahok Mihaly

44



	Bevezetés
	Átsorolási szabályok a gyakorlatban
	Eddigi eredmények

	Elméleti háttér
	Bónusz-málusz rendszerek
	Monoton likelihood arány tulajdonság
	Sturm-tétel

	Monoton likelihood arány vizsgálata
	Szigorúan monoton átsorolási szabály
	Speciális monoton átsorolási szabály
	Vegyes monoton átsorolási szabály
	Numerikus ellenőrzés

	Összefoglalás
	Melléklet
	Irodalomjegyzék

