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1. fejezet

Bevezetés

A biztosítási piacon ismert jelenség az információs aszimmetria. A biztosító és a dön-

téshozó eltér® információval rendelkezik, amely hatással van döntéseikre. Ennek a fajta

egyenl®tlenségnek két f® következménye van: antiszelekció és morális kockázat. Az anti-

szelekció a szerz®déskötés el®tt felmerül® probléma. A biztosító tisztában van vele, hogy

a biztosítást keres®k különböz® kockázattal bírnak, azonban ezeket a típusokat nem tudja

tökéletesen meghatározni. Egyéb ösztönz®k nélkül így inkább a magas kockázatúak fog-

nak biztosítási szerz®dést kötni, ez pedig veszteséges a biztosítónak. A morális kockázat

a szerz®déskötés után merül fel és lényege, hogy a biztosított viselkedése megváltozik a

szerz®déskötés hatására. Mivel a biztosító el®ször csak a szerz®déskötés el®tti viselkedést

ismeri, ez is hatékonytalansághoz vezet. Az információs aszimmetria összességében te-

hát jóléti veszteséget okozhat (Rothschild-Stiglitz, 1976). Ennek csökkentésére kötelez®

biztosítás, kockázatosztályozás és sokperiódusú szerz®dések alkalmazása lehet alkalmas

(Dionne, 2013).

A bónusz-málusz rendszerek pontosan ezt a kockázatosztályozást valósítják meg. A

rendszer célja, hogy minden kötvénytulajdonos a kockázatának megfelel® biztosítási díjat

�zesse. Ehhez a biztosító bónusz-málusz osztályokat hoz létre, és meghatározza az osz-

tályokhoz tartozó díjat. Bónusz osztályokat alacsonyabb, málusz osztályokat magasabb

díj jellemzi. Egy kötvénytulajdonos osztálybesorolása minden id®szak � jellemz®en év

� végén változik annak megfelel®en, hogy hány kárt jelentett be. Kármentesség esetén

jellemz® az egy osztállyal való javulás, károkozás esetén azonban különböz® rendszerek

különböz® szabályokat alkalmazhatnak.
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1.1. Átsorolási szabályok a gyakorlatban

A bónusz-málusz rendszerek leggyakoribb alkalmazása világszerte a kötelez® gépjárm¶-

felel®sségbiztosítást területén �gyelhet® meg. Ezen belül a biztosítók legtöbbször egységes

átsorolási szabályokat alkalmaznak. Ez azt jelenti, hogy a károkozás esetén történ® osz-

tálybesorolás változása nem függ attól, hogy a kötvénytulajdonos éppen melyik osztályban

tartózkodik. Ilyen például a magyar kötelez® gépjárm¶-felel®sségbiztosítás bónusz-málusz

rendszere, amely államilag szabályozott, attól a biztosítók nem térhetnek el. A magyar

rendszerben 10 bónusz, 4 málusz és 1 kezdeti osztály van. A kezdeti osztályba nem lehet

visszatérni. Kármentesség esetén egy osztályt javít, 1 ≤ n ≤ 3 kár esetén 2n osztályt

ront, n ≥ 4 kár esetén pedig a legalsó málusz osztályba kerül a kötvénytulajdonos. Az

átsorolási szabály tehát minden id®szakban független az aktuális osztálybesorolástól.

Nem egységes átsorolási szabályok is el®fordulnak a gyakorlatban. A történelmi átte-

kintés Lemaire (1995) munkáján alapszik. A jelenlegi szabályozáshoz használt weboldalak

megtalálhatók a dolgozat mellékletében. Németország és Finnország az a két legnagyobb

európai ország, amely nem egységes átsorolási szabályt alkalmazott és részben ma is al-

kalmaz.

Németországban a korai 1980-as években 18 osztályból állt a bónusz-málusz rendszer.

1-es osztály volt a legmagasabb osztály, azaz itt volt a legalacsonyabb a biztosítási díj.

A 18-as osztály volt a legrosszabb és 14-es vagy 15-ös a kezdeti (belép®) osztály. A 14-es

osztályból az a kötvénytulajdonos indult, akinek legalább három éve volt érvényes jogosít-

ványa. Kármentesség esetén egy osztályt javított a kötvénytulajdonos, de legalább a 13-as

osztályba került. Azaz az alsó osztályokban elképzelhet® volt nagyobb ugrás is. Egy kár

esetén az aktuális osztálybesorolástól függ®en 1-5 osztályt rontott a kötvénytulajdonos.

Az 1995-ben újnak számító német szabályozás megváltoztatta ezt a rendszert. Az osztá-

lyok számát megnövelték 22-re, a kezdeti osztály 21 vagy 19 volt. Itt a kezdeti osztály

a korábbi kártörténett®l és a háztartásban lév® autók számától függött. Kármentesség

esetén továbbra is egy osztály javulást írt el® a rendszer, de legalább a 18-as osztályt.

Egy kár esetén még változatosabb lett a besorolás változása (l. Lemaire, 1995).

A jelenlegi német szabályozás megenged®bb, mint korábban, így biztosítónként eltér®

lehet a bónusz-málusz osztályok száma és az átsorolási szabály. A következ® megállapí-

tások az Allianz (részvénytársaság) és a HUK-Coburg (egyesület) elérhet® információin
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alapszanak. Személygépjárm¶vekre 54 osztály létezik, más gépjárm¶típusok esetén ez a

szám kevesebb. Az osztályok számozása alapvet®en azt mutatja, hogy a kötvénytulaj-

donos hány éve kármentes. Károkozás esetén az osztály változás továbbra sem egységes,

és el®fordulhat akár 20 osztálynyi esés is. A magyar szabályozáshoz hasonlóan háromnál

több kár esetén a kötvénytulajdonos a legalsó osztályba kerül.

Finnországban 1995-ben 17 osztály létezett, számozásának logikája az akkori némettel

megegyezett. Ahogy más rendszerekben, a kezdeti 15-ös osztályba itt sem lehetett kés®bb

visszakerülni. Kármentesség esetén egy osztályt javult a besorolás, egy kár esetén a 3-4

osztály rontás volt jellemz®, azaz az átsorolás nem volt egységes.

A jelenlegi szabályozás bemutatására az If P&C Insurance és az OP Financial Group

adatait használtam, el®bbi svéd székhely¶ biztosítótársaság, utóbbi �nn székhely¶ banki

és biztosítási tevékenységgel foglalkozó vállalat. A bónusz-málusz osztályok száma rendre

22 és 17. Kármentesség esetén egy osztályt javul a besorolás, ez a régebbi rendszerhez

képest nem jelent változást. Károkozás esetén a rontás mértéke jellemz®en megn®tt 4-8

osztályra, azonban fontos változás, hogy a legmagasabb osztályból egy kár esetén csak 1-2

osztályt ront a biztosított. Lemaire (1995) által bemutatott rendszerben a legmagasabb

osztályból már egy kár esetén is 4 osztálynyi besorolást vesztett a kötvénytulajdonos.

1.2. Eddigi eredmények

A bónusz-málusz rendszerek monoton likelihood arány tulajdonságát Ágoston és Gyetvai

(2022) bizonyította az egységes átsorolások bizonyos speciális eseteiben, feltéve, hogy egy

periódusban legfeljebb egy kár következhet be. Ezt az eredményt kés®bb javította Ágoston

és Papp (2026), akik megmutatták, hogy amennyiben kármentesség esetén a biztosított

egy osztállyal feljebb, kár esetén d osztállyal lejjebb kerül, akkor a monoton likelihood

arány tulajdonság teljesülni fog a bónusz-málusz rendszerre.

Dolgozatom célja, hogy a monoton likelihood arány tulajdonságot (MLRP) vizsgáljam

olyan bónusz-málusz rendszerekben, amelyekben az átsorolási szabály nem egységes és

periódusonként legfeljebb egy kár következhet be. A legf®bb cél az elméleti bizonyítás

felépítése, azonban a bizonyítás mellett a MLRP numerikus ellen®rzése és vizsgálata is

alapvet® fontosságú. A MLRP igazolása nem kizárólag egy matematikai állítás, hanem

további közgazdasági jelent®sége is van, amelyet az elméleti részben indokolunk.
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2. fejezet

Elméleti háttér

Ebben a fejezetben a dolgozatban használt modellek és fogalmak matematikai megalapo-

zása szerepel. El®ször a bónusz-málusz rendszereket és az átsorolási szabályt de�niáljuk,

majd a monoton likelihood arány tulajdonságot. Ez a két témakör kulcsfontosságú a dol-

gozat kés®bbi részében. A monoton likelihood arány tulajdonság numerikus ellen®rzéséhez

a Sturm-tételt fogjuk használni, így ennek rövid bemutatása is a fejezet része.

2.1. Bónusz-málusz rendszerek

A bónusz-málusz rendszerek tulajdonképpen speciális tulajdonságú Markov-láncok. A

következ®kben Arató (2001) könyve alapján de�niáljuk a bónusz-málusz rendszert.

2.1.1. De�níció. Legyen (Ω,F ,P) valószín¶ségi mez® és (I,B) mérhet® tér (állapottér),

ahol I = {1, . . . , K}. Legyen továbbá t ∈ Z+
0 . Ekkor az Xt : Ω → I diszkrét paraméter¶

sztochasztikus folyamat véges Markov-lánc, ha teljesíti a Markov-tulajdonságot, azaz

P(Xn = in|X0 = i0, . . . , Xn−1 = in−1) = P(Xn = in|Xn−1 = in−1) (2.1)

minden n ≥ 1 és i ∈ I esetén.

A véges Markov-láncok lesznek a bónusz-málusz rendszerek alapja, de a folyamattól meg-

követelünk három tulajdonságot.

1. Homogenitás: minden k ≥ 0-ra, n ≥ 1-re és i, j ∈ I-re

P(Xk+n = j|Xk = i) = P(Xn = j|X0 = i) = p(n)(i, j)

Homogén Markov-lánc esetén minden t ∈ Z+
0 id®pontban a lánc dinamikáját a T ∈ RK×K
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átmenetvalószín¶ség-mátrix jellemzi, melyre T = (p(1)(i, j))Ki,j=1. Azaz a T mátrix az

egylépéses átmenetvalószín¶ségeket tartalmazza, melyek a következ®képpen határozhatók

meg:

p(1)(i, j) = P(X1 = j|X0 = i)

A homogenitásból az is következik, hogy az n lépéses átmenetvalószín¶ség mátrix megha-

tározható az egylépéses mátrix hatványaként, azaz T (n) = T n, ahol T (n) = (p(n)(i, j))Ki,j=1.

2. Irreducibilitás: minden i, j ∈ I-re létezik n ≥ 0, hogy

P(Xn = j|X0 = i) = p(n)(i, j) > 0

3. Aperiodicitás: lnko{n > 0 : p(n)(i, i) > 0} = 1 minden i ∈ I-re.

2.1.2. De�níció. Legyen Xt a korábbi de�níció értelmében véges Markov-lánc. Ha

Xt teljesíti a három fenti tulajdonságot, akkor Xt és az osztályokhoz tartozó díjfüggvény

együtt egy bónusz-málusz rendszert de�niál. I halmaz meghatározza a bónusz-málusz

osztályokat.

Ekkor az irreducibilitás és aperiodicitás miatt Xt ergodikus, azaz létezik egyetlen staci-

onárius eloszlása {cj}, ahol j ∈ I. Ez nem lesz más, mint lim
n→∞

p(n)(i, j) = cj. Ezeket

stacionárius valószín¶ségeknek nevezzük, hiszen P(X0 = i) = ci esetén P(Xn = i) = ci

minden n ≥ 1-re. A homogenitás miatt pedig a stacionárius valószín¶ségek meghatároz-

hatók a T (q) átmenetvalószín¶ség-mátrixból, jelesül

c⊤(q)T (q) = c⊤(q) (2.2)

ahol c(q) a stacionárius valószín¶ségeket tartalmazó vektor, amely természetesen függ a

károkozás valószín¶ségét®l.

A dolgozat további részében feltesszük, hogy minden id®szakban legfeljebb egy kár

következik be. A kár valószín¶sége minden osztály esetén q, a kármentességé 1 − q. Ez

a tulajdonság biztosítja a bónusz-málusz rendszert leíró Markov-lánc homogenitását. To-

vábbi feltevés, hogy kármentesség esetén egységes az átsorolás. Mindig egy osztályt javul a

besorolás, vagy a legmagasabb osztály esetén nem változik. Ez egyrészt a gyakorlatban is

általában így m¶ködik, másrészt elméleti oldalról biztosítja Markov-lánc irreducibilitását

és aperiodicitását.

Ezekkel a feltevésekkel a bónusz-málusz rendszert egyértelm¶en de�niálja a díjfügg-
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vény, az osztályok száma (K) és a károkozáskor történ® osztályváltozás szabálya. Ezt

egy K hosszú vektorként de�niálhatjuk, amely megadja, hogy melyik osztályból melyik

osztályba kerülhetünk károkozáskor. K jelenti a legmagasabb bónusz osztályt.

2.1.3. De�níció. Legyenek érvényesek az el®bbi feltevések. Ekkor egy K osztályú

bónusz-málusz rendszer átsorolási szabálya az az a ∈ IK vektor, amelyre a1 = 1 és

ai ∈ {1, . . . , i− 1}

minden 2 ≤ i ≤ K esetén.

Egységes átsorolás esetén természetesen az átsorolási szabály minden osztályra azonos,

így az alsó néhány osztálytól eltekintve ai = ai−1 + 1. A nem egységes átsorolási szabály

ennél megenged®bb. Miért lehet érdemes nem egységes átsorolási szabályokat alkalmazni?

A következ® példában két nagyon hasonló bónusz-málusz rendszert vizsgálunk: egyikben

az átsorolási szabályok egységesek, másikban nem. Hasonló példa szerepel Gyetvai (2022)

dolgozatában, ott kizárólag egységes átsorolásokkal. Azt kapjuk, hogy nem egységes át-

sorolások esetén javulhat a rendszer szelekciós képessége.

2.1.4. Példa. Tekintsünk kett®, egyenként 10 osztályból álló bónusz-málusz rendszert.

Az 1-es a legalacsonyabb málusz, a 10-es a legmagasabb bónusz osztály. A rendszerben az

átsorolási szabály a következ®: kár esetén 1 osztály rontás, kármentesség esetén 1 osztály

javulás. B rendszerben az átsorolási szabály hasonló, egyedüli különbség, hogy a 3-as

osztályból kár esetén rögtön az 1-es osztályba visz az átsorolás. Azonos arányban adott

kétfajta kötvénytulajdonos: egyik λ1 = 0,4 valószín¶séggel okoz kárt, a másik λ2 = 0,6

valószín¶séggel. A fels® 5 osztályban a díj λ1, az alsó 5 osztályban λ2. Számoljuk ki A és

B stacionárius valószín¶ségeit! A pontos értékeket az 1. táblázat tartalmazza.

Az egységes átsorolási szabályt alkalmazó A rendszer esetén mindkét típusú kötvény-

tulajdonos 88,36%-ban �zet a kockázatának megfelel® díjat. A nem egységes átsorolási

szabályt alkalmazó B rendszer esetén az 1-es típusú kötvénytulajdonos 87,21%-ban �zet

a kockázatának megfelel® díjat, míg a 2-es típusú 90,51%-ban. Azaz a B rendszer esetén

átlagosan a kötvénytulajdonosok 88,86%-a �zet fair díjat. A példából azt kaptuk, hogy a

nem egységes átsorolási szabály miatt átlagosan fél százalékponttal többen �zetnek fair

díjat, a B rendszer jobban szelektál.

6



Osztály λ1 = 0,4 λ2 = 0,6

10 0,3392 0,0088
9 0,2261 0,0132
8 0,1508 0,0199
7 0,1005 0,0298
6 0,0670 0,0447
5 0,0447 0,0670
4 0,0298 0,1005
3 0,0199 0,1508
2 0,0132 0,2261
1 0,0088 0,3392

Osztály λ1 = 0,4 λ2 = 0,6

10 0,3348 0,0072
9 0,2232 0,0108
8 0,1488 0,0162
7 0,0992 0,0243
6 0,0661 0,0364
5 0,0441 0,0546
4 0,0294 0,0820
3 0,0196 0,1230
2 0,0131 0,1844
1 0,0218 0,4611

1. táblázat. A (bal) és B (jobb) rendszer stacionárius valószín¶ségei.
(Forrás: saját szerkesztés)

Természetes elvárás az átsorolási szabálytól, hogy ha adott egy magasabb és egy alacso-

nyabb osztály, akkor kár esetén a magasabb osztályból ne lehessen lejjebb esni, mint az

alacsonyabb osztályból. Ellenkez® esetben el®fordulhat, hogy a magasabb osztály kevésbé

lesz vonzó a biztosítottnak, mint az alacsonyabb. Ez éppen ellentétes a bónusz-málusz

rendszerek céljával. A monoton átsorolási szabályok kizárják ezt az anomáliát.

2.1.5. De�níció. Egy a átsorolási szabály monoton, ha minden 1 ≤ i < j ≤ K esetén

ai ≤ aj. Az átsorolási szabály nemmonoton, ha nem monoton.

Kés®bb egy ellenpéldával meg is mutatjuk, hogy nemmonoton átsorolási szabály esetén a

monoton likelihood arány tulajdonság nem teljesülhet általánosan.

2.2. Monoton likelihood arány tulajdonság

A monoton likelihood arány tulajdonság (Monotone Likelihood Ratio Property, MLRP)

koncepciója alapvet®en a statisztika területér®l származik. A biztosítási közgazdaságtanba

Milgrom (1981) munkája vezette be a fogalmat. Aszimmetrikus információs helyzetekben,

különösen morális kockázat esetén elengedhetetlen a monoton likelihood arány tulajdonság

vizsgálata. A de�níció után röviden indokoljuk ez utóbbi állítást.

2.2.1. De�níció. Legyen X egy valószín¶ségi változó, mely függ valamely θ ∈ R+
0 para-

métert®l. Legyen továbbá f(x|θ) az X valószín¶ségi változó feltételes s¶r¶ségfüggvénye.

X-re teljesül a monoton likelihood arány tulajdonság, ha
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f(x0|θ1)
f(x0|θ0)

≥ f(x1|θ1)
f(x1|θ0)

(2.3)

amennyiben x0 ≤ x1 és θ0 ≤ θ1.

A de�nícióban szerepl® paraméterhalmaz felfogható a biztosított er®feszítéseként, hogy

a kárt elkerülje. Ebben az értelemben a monoton likelihood arány tulajdonság azt je-

lenti, hogy egy nagyobb kár meg�gyeléséb®l következik, hogy az er®feszítés nagyobb va-

lószín¶séggel volt alacsony. Látható, hogy ez a tulajdonság természetes elvárás lehet a

biztosításban. Milgrom (1981) továbbá rámutat, hogy a monoton jelz® arra utal, hogy
f(x|θ1)
f(x|θ0) kifejezés monoton x-ben, mégpedig n®, ha θ1 ≥ θ0, különben csökken. A statisz-

tikában gyakran használt eloszlások közül példaként említi a θ1 várható érték¶ normális,

θ1-exponenciális, θ1-Poisson és a [0, θ1]-en egyenletes eloszlásokat, amelyek rendelkeznek

a monoton likelihood arány tulajdonsággal.

Valójában diszkrét valószín¶ségi változók esetén a (2.3) de�níció egyszer¶síthet®. A

bónusz-málusz rendszerek stacionárius eloszlása is diszkrét, ezért kés®bb a következ® for-

mában fogjuk vizsgálni a monoton likelihood arány tulajdonságot.

2.2.2. Megjegyzés. Legyen X diszkrét valószín¶ségi változó. Ekkor X-re teljesül a

monoton likelihood arány tulajdonság, ha

P(x0|θ1)
P(x0|θ0)

≥ P(x1|θ1)
P(x1|θ0)

(2.4)

amennyiben x0 ≤ x1 és θ0 ≤ θ1.

Átrendezve a (2.4) egyenl®tlenséget azt kapjuk, hogy a monoton likelihood arány tulajdon-

ság úgy is megfogható, hogy P(x0|θ)
P(x1|θ) monoton θ-ban. Pontosan ezt a tulajdonságot fogjuk

vizsgálni a bónusz-málusz rendszerek esetén a stacionárius eloszlásra. Ha most ci jelöli az

i-edik osztályt jellemz® stacionárius valószín¶séget és q a károkozási valószín¶séget, akkor

cK−i(q)

cK−(i+1)(q)
(2.5)

monotonitását kell vizsgálnunk q-ban. (Ágoston-Gyetvai, 2022)

A monoton likelihood arány tulajdonság kifejezetten fontos bónusz-málusz rendszerek

esetén. Rothschild és Stiglitz (1976) egyperiódusú modelljére támaszkodva Cooper és Ha-

yes (1986) vizsgálta a többperiódusú biztosítási szerz®dések elméletét. Munkájuk egyrészt

magának a bónusz-málusz rendszereknek az elméletét alapozta meg, másrészt a szerz®k
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megállapítják, hogy a tapasztalati díjszabás hatékonyan szelektál többperiódusú biztosí-

tási rendszerek esetén. Ez a fajta kártörténet alapú díjszabás a bónusz-málusz rendszerek

gyakorlati alkalmazásában is megjelenik. Az osztályok tekintetében pedig a monoton like-

lihood arány tulajdonság biztosítja a díjak monotonitását: egy magasabb osztályban nem

lehet magasabb a díj, mint egy alacsonyabb osztályban. Ez akkor játszhat fontos szere-

pet, amikor a bónusz-málusz osztályok díjainak megállapítását programozási feladatként

írjuk fel. Másképpen, amikor optimális díjakat szeretnénk megállapítani olyan szempont-

ból, hogy minden kötvénytulajdonos a kockázatának leginkább megfelel® biztosítási díjat

�zesse. Ha a rendszerre teljesül a monoton likelihood arány tulajdonság, akkor nem

kell külön korlátként kikötni, hogy málusz osztályban magasabb a díj, mint bónuszban

(Ágoston-Papp, 2026). Az aktuáriusi irodalomban is el®fordul, hogy el®követelményként

jelenik meg a MLRP. Winter (1992) morális kockázat jelenléte mellett vizsgálta a Pareto-

optimális biztosítási szerz®déseket. A monoton likelihood arány tulajdonság itt is meg-

jelenik, mint az optimális szerz®dés létezésének egyik szükséges feltétele. Bónusz-málusz

rendszereket is jellemz®en morális kockázattal terhelt piacokon alkalmaznak, mint példá-

ul a kötelez® gépjárm¶-felel®sségbiztosítás területe. Ezért a MLRP vizsgálata nemcsak

matematikailag lehet érdekes, hanem közgazdaságilag is indokolható.

Bizonyos egyszer¶ és egységes átsorolási szabályok esetén a monoton likelihood arány

tulajdonság teljesül, ezt mutatta meg Ágoston és Gyetvai (2022). Ilyen átsorolási szabály

például a kármentesség esetén egy osztály javulás, kár esetén legalsó málusz osztályba esés

vagy kármentesség esetén egy osztály javulás, kár esetén 2 osztály esés. Ágoston és Papp

(2026) kiegészítette az el®z® eredményt kármentesség esetén tetsz®leges � de egységes �

átsorolási szabállyal.

2.2.3. De�níció. Egy bónusz-málusz osztály d-elérhet®, ha kár esetén egy lépésben

d osztály rontással elérhet®. Ha egy osztály többféleképpen is elérhet®, akkor d mint

vektor de�niálható. Az osztály kárral nem elérhet®, ha egy lépésben csak kármentességgel

elérhet®.

Mivel a dolgozatban több bizonyításban fogunk hivatkozni Ágoston és Papp (2026) ered-

ményére, röviden összefoglaljuk gondolatmenetüket.

Tekintsünk egy bónusz-málusz rendszert K osztállyal és egységes átsorolási szabállyal:

kár esetén d osztály az átsorolás. A stacionárius valószín¶ségekben a q argumentumot a
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jobb olvashatóság kedvéért nem tüntetjük fel. Ekkor egyrészt a legmagasabb bónusz

osztályra

cK = (1− q)cK + (1− q)cK−1 =⇒ cK−1 =
q

1− q
cK

Másrészt 1 ≤ i ≤ d− 1 esetén a K − i osztály kárral nem elérhet®. Emiatt

cK−i =
q

(1− q)i
cK (1 ≤ i ≤ d) (2.6)

összefüggés adódik. A további osztályok d-elérhet®k, így i ≥ d esetén

cK−i = qcK−i+d + (1− q)cK−(i+1)

Az egyenl®séget elosztva (1− q)-val és átrendezve

cK−(i+1) =
cK−i

1− q
− qcK−i+d

1− q
(2.7)

2.2.4. De�níció. Vezessük be a következ® jelölést:

Pi(q) =
(1− q)icK−i

cK
(2.8)

Ekkor persze P0(q) = 1 és 1 ≤ i ≤ d esetén a (2.6) összefüggés felhasználásával kapjuk,

hogy Pi(q) = q. A (2.7) azonosságból pedig a következ® rekurziót kapjuk i ≥ d esetére:

Pi+1(q)

(1− q)i+1
=

Pi(q)

(1− q)(1− q)i
− qPi−d(q)

(1− q)(1− q)i−d

Összefoglalva tehát P0(q) = 1 és

Pi+1(q) =

q, ha 0 ≤ i < d

Pi(q)− q(1− q)dPi−d(q), ha i ≥ d

(2.9)

Pi(q) egy legfeljebb i-edfokú polinom. A monoton likelihood arány tulajdonság pedig a

bevezetett jelölésekkel éppen

cK−i

cK−(i+1)

=
(1− q)Pi(q)

Pi+1(q)
(2.10)

monotonitását jelenti. Ágoston és Papp (2026) a következ® két lemma felhasználásával

látta be a rendszer monoton likelihood arány tulajdonságát.
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2.2.5. Lemma. A (2.9) szerinti polinomsorozat kielégíti a következ® rekurziót:

Pi+1(q) =
d−1∑
k=0

q(1− q)kPi−k(q) (2.11)

amennyiben i ≥ d.

2.2.6. Lemma. Legyen n ≥ 2, valamint a1, a2, . . ., an és b1, b2, . . ., bn pozitív valósak,

amelyekre

a1
b1

<
a2
b2

< . . . <
an
bn

.

Ekkor a következ® egyenl®tlenség is fennáll:

a1
b1

<
a1 + a2 + . . .+ an
b1 + b2 + . . .+ bn

<
an
bn

.

2.3. Sturm-tétel

A likelihood arány tehát egy egyváltozós kifejezés, amely valójában két polinom hányado-

sa. Ennek monotonitását a (0, 1) intervallumon akarjuk vizsgálni. Ha numerikusan szeret-

nénk ellen®rizni ezt a tulajdonságot, akkor a likelihood arány deriváltjának zérushelyeinek

számát kell meghatároznunk a (0, 1) intervallumon. Ha nincs zérushely az intervallumban,

akkor a vizsgált likelihood arány monoton.

Ebben a részben Basu-Pollack-Roy (2006) könyvét felhasználva mondjuk ki a Sturm-

tételt, amely az el®bb vázolt problémára megoldást jelent. A tétel bizonyítása megtalál-

ható a könyvben. A monoton likelihood arány tulajdonság elméleti igazolásához nincs

szükség a Sturm-tételre, azt kizárólag a numerikus ellen®rzés esetén fogjuk alkalmazni.

2.3.1. De�níció. Legyen Q(x) ̸≡ 0 egyváltozós, valós együtthatós polinom. Ekkor

Sturm(Q) = (Sturm0(Q), Sturm1(Q), . . . , Sturmk(Q))

a Q-hoz tartozó Sturm-sorozat, mégpedig a következ®képpen de�niálva

Sturm0(Q) = Q

Sturm1(Q) = Q′

Sturm2(Q) = −Rem(Sturm0(Q), Sturm1(Q))

...
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Sturmk(Q) = −Rem(Sturmk−2(Q), Sturmk−1(Q)) ̸= 0

Sturmk+1(Q) = −Rem(Sturmk−1(Q), Sturmk(Q)) = 0

ahol Rem(P,Q) a Q-nak P -vel való euklideszi polinomosztásának maradékát jelöli. Ha a

Q(x) polinom k-adfokú, akkor a Sturm-sorozat legfeljebb k + 1 hosszú lehet.

2.3.2. De�níció. Legyen r ∈ Rp, ahol r = (r1, . . . , rp) és ri ̸= 0. Ekkor az r valós

számsorozat el®jelváltásainak számát jelölje V (r), ami rekurzióval számítható. V (r1) = 0

és

V (r1, . . . , rp) =

V (r2, . . . , rp) + 1, ha r1r2 < 0

V (r2, . . . , rp), ha r1r2 > 0.

(2.12)

2.3.3. Tétel. (Sturm) Adott Q(x) ̸≡ 0 egyváltozós, valós együtthatós polinom. Legyen

a, b ∈ R ∪ {−∞,+∞} és a < b. Ekkor

V
(
Sturm(Q)(a)

)
− V

(
Sturm(Q)(b)

)
(2.13)

éppen Q gyökeinek száma az (a, b) intervallumon.

2.3.4. Példa. Legyen Q(x) = −5x3 − 3x2 + 6x+ 1 és keressük a (0, 1) intervallumon Q

gyökeinek számát. Számítsuk ki el®ször a Q-hoz tartozó Sturm-sorozatot.

Sturm(Q) =

(
− 5x3 − 3x2 + 6x+ 1,−15x2 − 6x+ 6,−22

5
x− 3

5
,−3165

484

)
Innen

V
(
Sturm(Q)(0)

)
= V

(
1, 6,−3

5
,−3165

484

)
= 1

V
(
Sturm(Q)(1)

)
= V

(
− 1,−15,−5,−3165

484

)
= 0

A Sturm-tétel értelmében Q-nak a (0, 1) intervallumon 1− 0 = 1 gyöke van. A gyök nu-

merikus értéke kiszámolható, de általánosságban a monoton likelihood arány tulajdonság

vizsgálatához ehhez nincsen szükség.
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3. fejezet

Monoton likelihood arány vizsgálata

Ebben a fejezetben különböz® monoton átsorolási szabályokra fogjuk a monoton likeli-

hood arány tulajdonságot ellen®rizni. Az átsorolás monotonitása fontos kikötés lesz a

bizonyítások során. A következ® példában bemutatjuk, hogy nemmonoton átsorolási sza-

bály esetén el®fordulhat, hogy a monoton likelihood arány tulajdonság nem teljesül. A

numerikus ellen®rzés során kapott legegyszer¶bb ilyen példát mutatja az 1. ábra.

1 2 3 4 5q

1− q 1− q 1− q 1− q

q

q

qq
1− q

1. ábra. Nemmonoton átsorolási szabály 5 osztálynál.
(Forrás: saját szerkesztés)

Legyen szokásosan egy id®szakban legfeljebb egy kár, melynek bekövetkezési valószín¶sége

q. Ekkor egyrészt a 2-es osztály stacionárius valószín¶ségére teljesül, hogy

c2 = (1− q)c1 + q(c3 + c4)

A számolások során a jobb olvashatóság kedvéért ci(q) = ci jelölést fogjuk használni,

de fontos, hogy a stacionárius valószín¶ségek mindig függnek q-tól! A többi osztályra

c3 = (1− q)c2 és c4 = (1− q)c3, ebb®l pedig

c2 = (1− q)c1 + q
(
(1− q)c2 + (1− q)2c2

)
c2
c1

=
1− q

1− q(1− q)− q(1− q)2
=

1− q

1− 2q + 3q2 − q3
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A (2.5) tulajdonságot szeretnénk ellen®rizni. Ehhez deriváljuk c2
c1

kifejezést q szerint! A

derivált el®jele csak a következ® kifejezést®l függ:

−(1− 2q + 3q2 − q3)− (1− q)(−2 + 6q − 3q2) = −(2q3 − 6q2 + 6q − 1) = −2(q − 1)3 − 1

A derivált tehát el®jelet vált q = 1− 2−1/3 ≈ 0,2063-ban. Az el®jelváltást Sturm-tétellel

is beláthattuk volna. Tehát c2
c1

nem monoton a (0, 1) intervallumon, így a bemutatott

bónusz-málusz rendszerre nem teljesül a monoton likelihood arány tulajdonság. A likeli-

hood arányokat a 2. ábra mutatja be. A többi likelihood arány monoton, hiszen c5
c4

= 1−q
q

és c4
c3

= c3
c2

= 1− q. Pirossal a c2
c1

nemmonoton likelihood arány látszódik.

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2 max

q

c5
c4

c4
c3

c3
c2

c2
c1

2. ábra. Monoton likelihood arány tulajdonság sérülése.
(Forrás: saját szerkesztés)

A következ® alfejezetben az egységes átsorolások egy lehetséges b®vítését vezetjük be.

Speciális esetben visszaadják az egységes átsorolási szabályra kapott eredményeket, azon-

ban általánosságban megengedik az átsorolási szabály monotonitását. Megmutatjuk, hogy

erre a b®vítésre teljesül a monoton likelihood arány tulajdonság.

3.1. Szigorúan monoton átsorolási szabály

Tekintsünk egy bónusz-málusz rendszert K ≥ 2 osztállyal. Továbbra is id®szakonként

legfeljebb egy kár következik be, q valószín¶séggel. Legyen a legmagasabb r bónusz osz-

tályban az átsorolás d1 ≥ 1, míg a többi osztályban d2 úgy, hogy d2 > d1. Ekkor könnyen

látható, hogy az átsorolás monoton. S®t, szigorúan monoton abban az értelemben, hogy

nincsen olyan osztály, amely egyszerre d1- és d2-elérhet®. A bónusz-málusz rendszer se-

matikusan látható a 3. ábrán.
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1 2 . .
.

K
−
(r
+
d 2
)

K
−
(r
+
d 2

−
1) . .

.

K
−
(r
+
d 1
)

K
−
(r
+
d 1

−
1) . .

.

K
−
d 1

K
−
(d

1
−
1) . .

.

K
−
1 K

d1 darabr darabd2 − d1 darabK − (r + d2) darab

d1-elérhet®
d2-elérhet®

kárral nem elérhet®

3. ábra. Nem egységes, szigorúan monoton átsorolási szabály.
(Forrás: saját szerkesztés)

Ekkor a legmagasabb r + d1 osztályban az átsorolás egységes, hiszen a legmagasabb d1

bónusz osztályba csak kármentességgel lehet eljutni, a következ® r osztály pedig rendre

d1-elérhet®. Ezekre az osztályokra a megszokott módon de�niálható a (2.7) alapján a

Pi(q) polinom, és a (2.9) rekurzió. A Pi(q) polinomsorozat els® néhány tagja:

P0(q) = 1

P1(q) = q

...

Pd1(q) = q

Pd1+1(q) = Pd1(q)− q(1− q)d1P0(q)

...

Pr+d1(q) = Pr+d1−1(q)− q(1− q)d1Pr−1(q)

Ugyanakkor a K − (r+ d1)-t®l a K − (r+ d2 − 1)-ig tartó osztályok egyaránt kárral nem

elérhet®k, így

Pr+d1(q) = Pr+d1+1(q) = . . . = Pr+d2(q) (3.1)

A d2-elérhet® osztályokra, azaz i ≥ r + d2 esetén, igaz lesz, hogy

cK−(i+1) =
cK−i

1− q
−

qcK−(i−d2)

1− q

Ezt felírhatjuk a Pi(q) polinomokkal is, mégpedig

Pi+1(q) = Pi(q)− q(1− q)d2Pi−d2(q) (3.2)

alakban. A monoton likelihood arány tulajdonság igazolásához be kell látnunk a 2.2.5.

Lemma egy módosított változatát. Ez biztosítani fogja, hogy az Ágoston és Papp (2026)

által bemutatott lemmában szerepl® rekurzió átvihet® a most tárgyalt � nem egységes

átsorolású � rendszerre is.
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3.1.1. Lemma. Ha teljesül a (3.1) összefüggés, valamint i ≤ r + d1 esetén a Pi(q)

polinomokra a (2.9) képlet, akkor a (3.2) rekurzió átalakítható a következ® alakra

Pi+1(q) =

d2−1∑
k=0

q(1− q)kPi−k(q) (3.3)

amennyiben i ≥ r + d2.

Bizonyítás. Alkalmazzunk teljes indukciót! Legyen i = r + d2, ekkor

Pr+d2+1(q) = Pr+d2(q)− q(1− q)d2Pr(q)

= qPr+d2(q) + (1− q)Pr+d2(q)− q(1− q)d2Pr(q)

= qPr+d2(q) + q(1− q)Pr+d2−1(q) + (1− q)2Pr+d2−1(q)− q(1− q)d2Pr(q)

...

=

d2−d1∑
k=0

(
q(1− q)kPr+d2−k(q)

)
+ (1− q)d2−d1+1Pr+d1(q)− q(1− q)d2Pr(q)

=

d2−d1∑
k=0

(
q(1− q)kPr+d2−k(q)

)
+ (1− q)d2−d1+1

(
Pr+d1(q)− q(1− q)d1−1Pr(q)

)
Most használjuk ki a 2.2.5. Lemmát, hiszen ez alkalmazható Pr+d1(q)-ra. Ekkor

Pr+d1(q)− q(1− q)d1−1Pr(q) =

d1−1∑
k=0

(
q(1− q)kPr+d1−1−k(q)

)
− q(1− q)d1−1Pr(q)

=

d1−2∑
k=0

q(1− q)kPr+d1−1−k(q)

Ezt felhasználva

Pr+d2+1(q) =

d2−d1∑
k=0

(
q(1− q)kPr+d2−k(q)

)
+ (1− q)d2−d1+1

(
Pr+d1(q)− q(1− q)d1−1Pr(q)

)

=

d2−d1∑
k=0

(
q(1− q)kPr+d2−k(q)

)
+ (1− q)d2−d1+1

d1−2∑
k=0

q(1− q)kPr+d1−1−k(q)

=

d2−1∑
k=0

q(1− q)kPr+d2−k(q)

Most legyen az indukciós feltevésünk i = n-re a következ®:

Pn+1(q) =

d2−1∑
k=0

q(1− q)kPn−k(q)

Ekkor i = n + 1-re felírhatjuk Pi+1(q)-t a (3.2) de�níció szerint, majd alkalmazzuk az
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indukciós feltevésünket:

Pn+2(q) = Pn+1(q)− q(1− q)d2Pn−(d2−1)(q)

= qPn+1(q) + (1− q)Pn+1(q)− q(1− q)d2Pn−(d2−1)(q)

= qPn+1(q) + (1− q)

d2−1∑
k=0

(
q(1− q)kPn−k(q)

)
− q(1− q)d2Pn−(d2−1)(q)

= qPn+1(q) + (1− q)

d2−2∑
k=0

(
q(1− q)kPn−k(q)

)

=

d2−1∑
k=0

q(1− q)kP(n+1)−k(q)

□

A következ® állításban összegezzük az eddigi eredményeket és megmutatjuk, hogy a tár-

gyalt bónusz-málusz rendszer rendelkezik a monoton likelihood arány tulajdonsággal. A

bizonyítás gondolatmenete Ágoston és Papp (2026) bizonyításán alapszik, kiegészítve az

el®bbi 3.1.1. Lemmával.

3.1.2. Állítás. A fentiekben de�niált bónusz-málusz rendszer rendelkezik a monoton

likelihood arány tulajdonsággal.

Bizonyítás. Ahogy korábban láttuk, a legmagasabb r + d1 bónusz osztályban egy-

séges az átsorolás. Ez azt jelenti, hogy 0 ≤ i < r + d1 esetén

cK−i

cK−(i+1)

=
(1− q)Pi(q)

Pi+1(q)

kifejezés monoton csökken q-ban (Ágoston-Papp, 2026). Ha r + d1 ≤ i < r + d2, akkor a

(3.1) összefüggés miatt

(1− q)Pi(q)

Pi+1(q)
= 1− q

teljesül, amely szintén monoton csökken q-ban. Már csak i ≥ r + d2 esetén kell ellen-

®riznünk a monoton likelihood arány tulajdonságot. Legyen 0 < q1 < q2 < 1, ekkor a

következ® egyenl®tlenséget kell igazolnunk:

(1− q1)Pi(q1)

(1− q2)Pi(q2)
>

Pi+1(q1)

Pi+1(q2)
(3.4)

Alkalmazzunk teljes indukciót! i < r + d2 esetén láttuk, hogy (3.4) teljesül. Indukciós

lépésként tegyük fel, hogy (3.4) teljesül i = k − d2, k − (d2 − 1), . . . , k esetén. Azt kell
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megmutatnunk, hogy

(1− q1)Pk+1(q1)

(1− q2)Pk+1(q2)
>

Pk+2(q1)

Pk+2(q2)
(3.5)

is teljesül. Az indukciós feltevésünkb®l a következ® egyenl®tlenségek következnek:

q1Pk(q1)

q2Pk(q2)
<

q1(1− q1)Pk−1(q1)

q2(1− q2)Pk−1(q2)
< . . . <

q1(1− q1)
d2−1Pk−(d2−1)(q1)

q2(1− q2)d2−1Pk−(d2−1)(q2)
(3.6)

Most alkalmazzuk a 2.2.6. Lemmát és a 3.1.1. Lemmát, hiszen utóbbi feltételei mind

teljesülnek. Azt kapjuk, hogy

Pk+1(q1)

Pk+1(q2)
=

∑d2−1
j=0 q1(1− q1)

jPk−j(q1)∑d2−1
j=0 q2(1− q2)jPk−j(q2)

>

∑d2−2
j=0 q1(1− q1)

jPk−j(q1)∑d2−2
j=0 q2(1− q2)jPk−j(q2)

(3.7)

Innen algebrai átalakítások után

q2
1− q2

+
1

Pk+1(q2)

d2−2∑
j=0

q2(1− q2)
jPk−j(q2) >

q1
1− q1

+
1

Pk+1(q1)

d2−2∑
j=0

q1(1− q1)
jPk−j(q1)

q2Pk+1(q2) +
∑d2−1

j=1 q2(1− q2)
jPk+1−j(q2)

(1− q2)Pk+1(q2)
>

q1Pk+1(q1) +
∑d2−1

j=1 q1(1− q1)
jPk+1−j(q1)

(1− q1)Pk+1(q1)

(1− q1)Pk+1(q1)

(1− q2)Pk+1(q2)
>

q1Pk+1(q1) +
∑d2−1

j=1 q1(1− q1)
jPk+1−j(q1)

q2Pk+1(q2) +
∑d2−1

j=1 q2(1− q2)jPk+1−j(q2)

Az egyenl®tlenség jobb oldalán a 3.1.1. Lemma alapján éppen Pk+2(q1)

Pk+2(q2)
jelent meg. Ez

tehát megegyezik azzal az egyenl®tlenséggel, amit a (3.5) alapján meg akartunk mutatni.

□

Az el®bb tárgyalt rendszert általánosíthatjuk is. A következ® konstrukciót a továbbiakban

szigorúan monoton átsorolási szabálynak nevezzük. Ahogy a bevezet® példában szerepelt,

a szigorú jelz® itt azt jelenti, hogy nincsen olyan osztály a rendszerben, amely kárral egynél

többféleképpen elérhet® lenne.

Tekintsünk egy bónusz-málusz rendszert K ≥ 2 osztállyal. A legfels® r1 bónusz osz-

tályban legyen az átsorolás d1, a következ® r2 osztályban d2 és így tovább a legalsó rM

málusz osztályban az átsorolás dM . Az átsorolási szabály szigorú monotonitása miatt

megköveteljük, hogy

d1 < d2 < . . . < dM

3.1.3. De�níció. Legyen S
(r)
0 = 0 és 1 ≤ m ≤ M esetén
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S(r)
m =

m∑
k=1

rk (3.8)

Természetesen S
(r)
M = K.

Azt láttuk már korábban, hogy szigorúan monoton átsorolási szabályok esetén a rend-

szerben léteznek kárral nem elérhet® osztályok és dm-elérhet® osztályok. Minden rend-

szerre igaz lesz, hogy P0(q) = 1 és P1(q) = q. Ha d0 = 1-nek tekintjük, akkor 1 ≤ m ≤ M

esetén a következ® rekurziót írhatjuk fel a Pi+1(q) polinomokra.

Pi+1(q) =

Pi(q), ha S
(r)
m−1 + dm−1 ≤ i < S

(r)
m−1 + dm

Pi(q)− q(1− q)dmPi−dm(q), ha S
(r)
m−1 + dm ≤ i < S

(r)
m + dm

(3.9)

A következ® lemma a 3.1.1. Lemma általánosítása, amely felhasználásával a 3.1.2. Állítás

is általánosítható.

3.1.4. Lemma. Ha fennáll a (3.9) rekurzió, akkor S(r)
m−1 + dm ≤ i < S

(r)
m + dm esetén a

következ® rekurzió is teljesül:

Pi+1(q) =
dm−1∑
k=0

q(1− q)kPi−k(q) (3.10)

Bizonyítás. Alkalmazzunk teljes indukciót! m = 1-re a 2.2.5. Lemma bizonyítja az

összefüggést, m = 2-re a 3.1.1. Lemma. Indukciós lépésként tegyük fel, hogy tetsz®leges

m ≥ 2-re S
(r)
m−1 + dm ≤ i < S

(r)
m + dm esetén teljesül a (3.10) rekurzió. (3.9) miatt

S
(r)
m + dm ≤ i < S

(r)
m + dm+1 esetén Pi+1(q) = Pi(q). Azt kell megmutatnunk, hogy

S
(r)
m + dm+1 ≤ i < S

(r)
m+1 + dm+1 esetén is teljesül a (3.10) rekurzió.

i = S
(r)
m + dm+1 esetén � ahogy a 3.1.1. Lemmában tettük � közvetlen számolással

ellen®rizhetjük, hogy (3.10) teljesül, hiszen

P
S
(r)
m +dm+1+1

(q) = P
S
(r)
m +dm+1

(q)− q(1− q)dm+1P
S
(r)
m
(q)

= qP
S
(r)
m +dm+1

(q) + (1− q)P
S
(r)
m +dm+1

(q)− q(1− q)dm+1P
S
(r)
m
(q)

= qP
S
(r)
m +dm+1

(q) + (1− q)P
S
(r)
m +dm+1−1

(q)− q(1− q)dm+1P
S
(r)
m
(q)

...

=

dm+1−dm∑
k=0

q(1− q)kP
S
(r)
m +dm+1−k

(q)+

+ (1− q)dm+1−dm+1P
S
(r)
m +dm

(q)− q(1− q)dm+1P
S
(r)
m
(q)
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Az utolsó két tagot tekintve kihasználhatjuk az indukciós feltevésünket, mégpedig

P
S
(r)
m +dm

(q)− q(1− q)dm−1P
S
(r)
m
(q) =

dm−1∑
k=0

(
q(1− q)kP

S
(r)
m +dm−1−k

(q)

)
− q(1− q)dm−1P

S
(r)
m
(q)

=
dm−2∑
k=0

q(1− q)kP
S
(r)
m +dm−1−k

(q)

Ekkor pedig

P
S
(r)
m +dm+1+1

(q) =

dm+1−dm∑
k=0

q(1− q)kP
S
(r)
m +dm+1−k

(q) + (1− q)dm+1−dm+1

dm−2∑
k=0

q(1− q)kP
S
(r)
m +dm−1−k

(q)

=

dm+1−1∑
k=0

q(1− q)kP
S
(r)
m +dm+1−k

(q)

Ami éppen a (3.10) rekurziót adja. A bizonyítás befejezése a 3.1.1. Lemmához analóg

módon elvégezhet®. □

3.1.5. Állítás. Szigorúan monoton átsorolási szabályú bónusz-málusz rendszerekre tel-

jesül a monoton likelihood arány tulajdonság.

Bizonyítás. Tekintsük a bónusz-málusz osztályokat a legfels® bónusz osztály fel®l. A

fels® d1 darab osztály kárral nem elérhet®. Utána következik r1 darab d1-elérhet® osztály.

Mivel d2 > d1, ezért a d1-elérhet® osztályok után legalább egy olyan osztály következik,

amelyik kárral nem elérhet®. Ezután következik r2 darab d2-elérhet® osztály, és így tovább.

Az átsorolás szigorú monoton volta miatt az osztályok kárral legfeljebb egyféleképpen

elérhet®k. Ugyanakkor általánosságban a di-elérhet® és di+1-elérhet® osztályok blokkjai

között nem lehet kárral elérhet® osztály. Viszont ugyanezen két blokk között biztosan

lesz legalább egy kárral nem elérhet® osztály, hiszen di+1 > di. Alkalmazhatjuk a 3.1.2.

Állítás bizonyításában szerepl® gondolatmenetet a legutóbb bizonyított 3.1.4. Lemmával

pontosan (M−1)-szer, amellyel a rendszer összes osztályára tudjuk ellen®rizni a monoton

likelihood arány tulajdonságot. □

3.2. Speciális monoton átsorolási szabály

Ebben az alfejezetben olyan átsorolási szabályokkal fogunk foglalkozni, amelyek monoto-

nak, azonban nem a szigorú értelemben. Ez azt jelenti, hogy létezik legalább egy olyan

osztály, amely kár esetén legalább kétféleképpen elérhet®. A legegyszer¶bb ilyen átsorolási

szabálynál egyetlen olyan osztály van, amelyet kétféleképpen lehet kár esetén elérni. A
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többi osztály kárral vagy egyféleképpen elérhet®, vagy egyáltalán nem.

Tekintsünk egy bónusz-málusz rendszert K ≥ 2 osztállyal és a következ® átsorolási

szabállyal. A legmagasabb r ≥ 2 bónusz osztályban az átsorolás d ≥ 2, míg a többi

osztályban d− 1. Az így megadott bónusz-málusz rendszer látható a 4. ábrán.

1 2 . .
.

K
−
(r
+
d)

K
−
(r
+
d
−
1)

K
−
(r
+
d
−
2) . .

.

K
−
d

K
−
(d
−
1) . .

.

K
−
1 K

d darabr − 1 darabK − (r + d) darab d-elérhet®
(d− 1)-elérhet®
(d, d− 1)-elérhet®
kárral nem elérhet®

4. ábra. Nem egységes, speciális monoton átsorolási szabály.
(Forrás: saját szerkesztés)

A K−(r+d−1)-es osztály kétféleképpen is elérhet® kár esetén: K−(r−1)-es osztályból d

rontással vagy K−r-es osztályból d−1 rontással. Erre az átsorolási szabályra is felírhatók

a Pi(q) polinomok. P0(q) = 1 és 1 ≤ i ≤ d esetén Pi(q) = q, majd d ≤ i ≤ r+d−2 esetén

Pi+1(q) = Pi(q)− q(1− q)dPi−d(q)

Eddig nincsen változás a szigorúan monoton átsorolási szabályokhoz képest. A következ®

polinom viszont már a kétféleképpen elérhet® osztályra vonatkozik, mégpedig

Pr+d(q) = Pr+d−1(q)− q(1− q)dPr−1(q)− q(1− q)d−1Pr(q) (3.11)

Az eddig megszokottól eltér®en itt tehát a jobb oldalon megjelenik még egy tag, hiszen a

K − (r + d− 1)-es osztály most kárral kétféleképpen elérhet®. Ha pedig i ≥ r + d, akkor

Pi+1(q) = Pi(q)− q(1− q)d−1Pi−(d−1)(q)

A következ® lemmában azt mutatjuk meg, hogy az így konstruált monoton átsorolási

szabály hasonló módon m¶ködik, mint a szigorúan monoton átsorolási szabályok. Vagyis

a (3.11) rekurzió is átalakítható úgy, hogy legfeljebb Pr+1(q)-es rekurzív tag szerepel-

jen benne. Az ilyen módon módosított lemma segítségével igazolható, hogy a rendszer

rendelkezik a monoton likelihood arány tulajdonsággal.

3.2.1. Lemma. A fenti átsorolási szabályt tekintve i ≥ r + d− 1 esetén

Pi+1(q) =
d−2∑
k=0

q(1− q)kPi−k(q) (3.12)
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Bizonyítás. Kihasználjuk, hogy d ≤ i < r + d− 1 esetén

Pi+1(q) =
d−1∑
k=0

q(1− q)kPi−k(q)

A 2.2.5. Lemma alapján. Az állítás els® tagjára ellen®rizhetjük, hogy teljesül a (3.12)

rekurzió.

Pr+d(q) = Pr+d−1(q)− q(1− q)dPr−1(q)− q(1− q)d−1Pr(q)

= qPr+d−1(q) + (1− q)
d−1∑
k=0

q(1− q)kP(r+d−2)−k(q)− q(1− q)dPr−1(q)− q(1− q)d−1Pr(q)

= qPr+d−1(q) + (1− q)
d−3∑
k=0

q(1− q)kP(r+d−2)−k(q)

=
d−2∑
k=0

q(1− q)kP(r+d−1)−k(q)

Az i = r + d esetet szintén ellen®rizhetjük, valamint a 3.1.1. Lemma mintájára elvégez-

hetjük a teljes indukciót, amib®l adódik a (3.12) rekurzió. □

3.2.2. Állítás. A fenti módon de�niált bónusz-málusz rendszerre teljesül a monoton

likelihood arány tulajdonság.

Bizonyítás. A monoton likelihood arány tulajdonságot csak azokra az osztályokra

kell ellen®rizni, ahol nem egységes az átsorolás. Ezekre az osztályokra teljesül a (3.12) re-

kurzió. Ezt felhasználva a monoton likelihood arány tulajdonság bizonyítása megegyezik

a 3.1.2. Állítás bizonyításának gondolatmenetével. □

Végül nézzük meg az el®bb bemutatott rendszer egy lehetséges általánosítását. Erre a

kés®bbiekben speciális monoton átsorolási szabály néven fogunk hivatkozni. Tekintsünk

továbbra is egy bónusz-málusz rendszert K ≥ 2 osztállyal! A legmagasabb r1 ≥ 2 osz-

tályban legyen az átsorolás d ≥ M , majd rendre a következ® r2 ≥ 1 darab osztályban

d−1, r3 ≥ 1 darab osztályban d−2, és így tovább. Az utolsó rM ≥ 1 darab osztályban az

átsorolás d− (M − 1). Egy ilyen átsorolási szabály természetesen monoton. A rendszerre

igaz az, hogy a legmagasabb d darab bónusz osztály kárral nem elérhet®, a (d + 1)-edik

osztály pedig kizárólag d-elérhet®. Ha bevezetjük az

0 = s0 < s1 ≤ s2 ≤ . . . ≤ sL = M − 1

jelöléseket, akkor az osztályok elérhet®ség tekintetében a következ®képpen követik egy-
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mást. A d-elérhet® osztályokat követik a (d − s0, . . . , d − s1)-elérhet®k, majd a (d −

s1, . . . , d−s2)-elérhet®k, így tovább végül a (d−sL−1, . . . , d−sL)-elérhet®k. L értéke függ

az adott átsorolási szabálytól. A bekezdés elején szerepl® példa speciálisan az s1 = s2 = 1

és L = 2 esetet mutatta be: d-elérhet® osztály után (d, d−1)-elérhet® osztály következett,

majd utána a (d− 1)-elérhet®k.

Ha sℓ−1 < sℓ, akkor a (d− sℓ−1, . . . , d− sℓ)-elérhet® osztályokból pontosan egy lehet a

rendszerben. Ez az átsorolási szabály konstrukciójából következik. Ha sℓ−1 = sℓ, akkor a

(d−sℓ−1, . . . , d−sℓ)-elérhet® osztályok egyszer¶en a (d−sℓ)-elérhet® osztályokat jelentik,

azaz kárral csak egyféleképpen elérhet®k. Ilyen osztályokból egynél több is lehet.

A monoton likelihood arány tulajdonság igazolásához szükséges lemma ebben az eset-

ben a következ®képpen módosul.

3.2.3. Lemma. A fenti átsorolási szabályt tekintve, ha a (K − i)-edik osztály (d −

sℓ−1, . . . , d− sℓ)-elérhet®, akkor teljesül a következ® rekurzió:

Pi+1(q) =

d−sℓ−1∑
k=0

q(1− q)kPi−k(q) (3.13)

ahol ℓ ≥ 1.

Bizonyítás. Végezzük el a teljes indukciót ℓ-re! Mivel van tisztán d-elérhet® osztály,

el®tte pedig kárral nem elérhet® osztályok, ezért továbbra is d ≤ i < r1 + d − 1 esetén,

azaz a d-elérhet® osztályokra

Pi+1(q) =
d−1∑
k=0

q(1− q)kPi−k(q)

Ezután következik a (d−s0, . . . , d−s1)-elérhet® osztály, ez az ℓ = 1 esete. Mivel s0 < s1, az

ilyen típusú osztályból valóban csak egy létezik. Erre igazolhatjuk a (3.13) összefüggést:

Pi+1(q) = Pi(q)−
s1∑
k=0

q(1− q)d−kPi−(d−k)(q)

= qPi(q) + (1− q)
d−1∑
k=0

q(1− q)kP(i−1)−k(q)−
s1∑
k=0

q(1− q)d−kPi−(d−k)(q)

= qPi(q) + (1− q)

d−s1−2∑
k=0

q(1− q)kP(i−1)−k(q)

=

d−s1−1∑
k=0

q(1− q)kPi−k(q)

Indukciós lépésként tegyük fel, hogy a (d− sℓ−1, . . . , d− sℓ)-elérhet® osztályokra teljesül a
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(3.13) rekurzió. Tekintsük most a (d−sℓ, . . . , d−sℓ+1)-elérhet® osztályokat! Ha sℓ < sℓ+1,

akkor csak egy osztályt kell ellen®riznünk. Felhasználva az indukciós feltevést, a megfelel®

i-re:

Pi+1(q) = Pi(q)−
sℓ+1−sℓ∑
k=0

q(1− q)(d−sℓ)−kPi−(d−sℓ−k)(q)

= qPi(q) + (1− q)

d−sℓ−1∑
k=0

q(1− q)kP(i−1)−k(q)−
sℓ+1−sℓ∑
k=0

q(1− q)(d−sℓ)−kPi−(d−sℓ−k)(q)

= qPi(q) + (1− q)

d−sℓ+1−2∑
k=0

q(1− q)kP(i−1)−k(q)

=

d−sℓ+1−1∑
k=0

q(1− q)kPi−k(q)

Ha sℓ = sℓ+1, akkor több osztályt kell ellen®riznünk, azonban ezek csak (d−sℓ)-elérhet®k.

Itt is indukcióval bizonyíthatunk, hiszen az els® (d− sℓ)-elérhet® osztályra:

Pi+1(q) = Pi(q)− q(1− q)d−sℓPi−(d−sℓ)(q)

= qPi(q) + (1− q)

d−sℓ−1∑
k=0

q(1− q)kP(i−1)−k(q)− q(1− q)d−sℓPi−(d−sℓ)(q)

= qPi(q) + (1− q)

d−sℓ−2∑
k=0

q(1− q)kP(i−1)−k(q)

=

d−sℓ−1∑
k=0

q(1− q)kPi−k(q) =

d−sℓ+1−1∑
k=0

q(1− q)kPi−k(q)

A többi (d − sℓ)-elérhet® osztályra teljes indukcióval elvégezhet® (3.13) igazolása, és ezt

kellett megmutatni. □

3.2.4. Megjegyzés. A 3.2.3. Lemma igaz lesz r1 = 1 esetén is, azonban ekkor a

bizonyítás eleje némiképp módosul. Ha az osztályokat a legmagasabb bónusz osztálytól

tekintjük, akkor el®ször d darab kárral nem elérhet® osztály található, azaz

P1(q) = . . . = Pd(q)

Ezután közvetlenül következik egyetlen darab (d, . . . , d − s1)-elérhet® osztály. Ez éppen

a K − d osztály. Ha erre igazoljuk a (3.13) összefüggést, a bizonyítás további része

változatlanul használható. Ehhez írjuk fel Pd+1(q) polinomot a megszokott módon:

Pd+1(q) = Pd(q)−
s1∑
k=0

q(1− q)d−kPk(q)
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=
d−1∑
k=0

q(1− q)kPd−k(q) + (1− q)dP1(q)− q(1− q)dP0(q)−
s1∑
k=1

q(1− q)d−kPk(q)

Használjuk ki, hogy P0(q) = 1 és P1(q) = q, amely nem függ az átsorolási szabálytól!

Ekkor a jobb oldalon csak a két szummás kifejezés marad, melyek már összevonhatók:

Pd+1(q) =
d−1∑
k=0

q(1− q)kPd−k(q)−
s1∑
k=1

q(1− q)d−kPk(q)

=

d−s1−1∑
k=0

q(1− q)kPd−k(q)

Ezzel megkaptuk a (3.13) összefüggést. A speciális monoton átsorolási szabály esetén

a monoton likelihood arány tulajdonság bizonyítása csak egy ponton tér el a korábban

bemutatott MLRP bizonyítástól, ezt éppen a 3.2.3. Lemma biztosítja.

3.2.5. Állítás. Speciális monoton átsorolási szabályú bónusz-málusz rendszerekre telje-

sül a monoton likelihood arány tulajdonság.

Bizonyítás. A bizonyítás menete a 3.1.2. Állítás bizonyításához hasonló. A legma-

gasabb d bónusz osztály kárral nem elérhet®, ezekre teljesül a monoton likelihood arány

tulajdonság. Az osztályokat a továbbiakban is a legmagasabb bónusz osztály fel®l tekint-

sük. Az indukcióban i = k − (d − sℓ), k − (d − sℓ − 1), . . . , k esetekre tegyük fel, hogy

teljesül (3.4). Ennek megfelel®en (3.6) a következ®képpen módosul:

q1Pk(q1)

q2Pk(q2)
<

q1(1− q1)Pk−1(q1)

q2(1− q2)Pk−1(q2)
< . . . <

q1(1− q1)
d−sℓ−1Pk−(d−sℓ−1)(q1)

q2(1− q2)d−sℓ−1Pk−(d−sℓ−1)(q2)

Legyen i = k + 1 egy olyan osztály, amely (d − sℓ−1, . . . , d − sℓ)-elérhet®. Ekkor Pk+1(q)

el®állítható a 3.2.3. Lemma alapján. Ha i = k+2 osztály is (d−sℓ−1, . . . , d−sℓ)-elérhet®,

akkor (3.7) becslése:

Pk+1(q1)

Pk+1(q2)
=

∑d−sℓ−1
j=0 q1(1− q1)

jPk−j(q1)∑d−sℓ−1
j=0 q2(1− q2)jPk−j(q2)

>

∑d−sℓ−2
j=0 q1(1− q1)

jPk−j(q1)∑d−sℓ−2
j=0 q2(1− q2)jPk−j(q2)

Elképzelhet® viszont, hogy i = k + 2 már (d − sℓ, . . . , d − sℓ+1)-elérhet®. Ekkor a (3.7)

alsó becslése módosul:

Pk+1(q1)

Pk+1(q2)
=

∑d−sℓ−1
j=0 q1(1− q1)

jPk−j(q1)∑d−sℓ−1
j=0 q2(1− q2)jPk−j(q2)

>

∑d−sℓ+1−2
j=0 q1(1− q1)

jPk−j(q1)∑d−sℓ+1−2
j=0 q2(1− q2)jPk−j(q2)

Mindkét becslést a 2.2.6. Lemma biztosítja. Az alsó becsléseket felhasználva a bizonyítás

befejezése már a 3.1.2. Állítás gondolatmenetével egyezik. □
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3.3. Vegyes monoton átsorolási szabály

A monoton likelihood arányt vizsgáltuk szigorúan monoton és speciális monoton átsoro-

lások esetén. Azonban léteznek olyan átsorolási szabályok, amelyek nem esnek bele egyik

konstrukcióba sem. Példaként tekinthetjük K = 6 osztályra az a = (1, 1, 2, 3, 3, 5) átso-

rolási szabályt. Minden olyan monoton szabályt, amely se nem szigorúan monoton, se

nem speciális monoton, összefoglalóan vegyes monoton átsorolási szabálynak nevezzük. A

vegyes szabályokat két típusra fogjuk osztani, attól függ®en, hogy a legfels® néhány osz-

tályra szigorú vagy speciális monoton átsorolási szabály érvényes. Azt vizsgáljuk, hogy

vegyes monoton átsorolási szabályokra is megfogalmazhatók az eddigi lemmák analógiái.
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d+∆1

d+∆1 − 1

d+∆1 − λ1 szig. mon. szabály
új szabály

kárral nem elérhet®

5. ábra. Els® típusú vegyes monoton szabály.
(Forrás: saját szerkesztés)

A következ® konstrukciót els® típusú vegyes monoton átsorolási szabálynak nevezzük (l.

5. ábra). Tekintsünk egy bónusz-málusz rendszert, amelyben a K,K − 1, . . . , K − (i −

d + 1) osztályokra a szigorúan monoton átsorolási szabály teljesül, mégpedig úgy, hogy

a K − (i − d) osztályban az átsorolás éppen d és a K − (i − d + 1) osztályban d + ∆1,

ahol ∆1 ≥ 0. Ha a K − (i − d + 2) osztályban az átsorolás d +∆1 vagy nagyobb, akkor

továbbra is szigorúan monoton az átsorolási szabály, erre teljesül a monoton likelihood

arány tulajdonság. Ha az átsorolási szabály erre az osztályra kisebb, mint d + ∆1 − 1,

akkor sérül az átsorolási szabály monotonitása. Az egyetlen eset, amit vizsgálnunk kell,

ha K − (i − d + 2) osztályban az átsorolás éppen d + ∆1 − 1. Ez azt is jelenti, hogy a

K − i osztályig a monoton likelihood arány teljesül, itt a szigorúan monoton szabályra

vonatkozó eredményeket fel tudjuk használni. Szemléletesen ∆1 megadja, hogy a K − i

osztály után sorozatban pontosan hány kárral nem elérhet® osztály van. Vezessük be az

S
(∆)
n jelölést (3.8) mintájára. Els® típusú vegyes monoton átsorolási szabálynál általában

n ≥ 1 esetén, ha a bónusz-málusz osztályokat a legmagasabb bónusz osztálytól tekintjük,
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akkor 0 ≤ ∆n < n megadja, hogy a K − (i+ S
(∆)
n−1 + n− 1) osztály után sorozatban hány

kárral nem elérhet® osztály következik. A sorban következ® (∆n + 1)-edik osztály � azaz

a K − (i+ S
(∆)
n + n) osztály � már kárral elérhet®.

A K − i osztály biztosan csak d-elérhet®, ez a szigorúan monoton átsorolási szabály

következménye. Alkalmazhatjuk a 3.1.4. Lemmát, amib®l azt kapjuk, hogy

Pi+1(q) =
d−1∑
k=0

q(1− q)kPi−k(q) (3.14)

A következ® ∆1 darab osztály kárral nem elérhet®. Innen 1 ≤ s ≤ ∆1 + 1 jelöléssel

Pi+1(q) = . . . = Pi+s(q) = . . . = Pi+∆1+1(q) (3.15)

A K − (i+∆1 + 1) osztály biztosan (d+∆1)- és (d+∆1 − 1)-elérhet®. Ha ennél többfé-

leképpen is elérhet®, az csak rendre a K − (i− d+2) osztály után következ® osztályokból

lehetséges. Ez az átsorolási szabály monotonitásából következik. Az tehát nem lehetséges,

hogy K−(i+∆1+1) osztály kárral elérhet® K−(i−d+2) és K−(i−d+4) osztályból, de

kárral nem elérhet® aK−(i−d+3) osztályból. Meggondolható, hogy ekkor aK−(i−d+3)

osztályból egyedül a d + ∆1 − 2 átsorolás nem sérti a szabály monotonitását, ami pedig

éppen azt jelenti, hogy a K − (i− d+3) osztályból a K − (i+∆1 +1) osztályba történik

az átsorolás. Legyen tehát általánosan ez az osztály (d + ∆1, . . . , d + ∆1 − λ1)-elérhet®,

ahol λ1 ≥ 1. A következ® rekurziót írhatjuk fel:

Pi+∆1+2(q) = Pi+∆1+1(q)−
λ1∑
k=0

q(1− q)d+∆1−kPi+1−d+k(q) (3.16)

Ekkor a szokásos átalakításokat és a korábbi (3.14), (3.15) és (3.16) összefüggéseket alkal-

mazva:

Pi+∆1+2(q) =

∆1∑
k=0

q(1− q)kP(i+∆1+1)−k(q) + (1− q)∆1+1

d−1∑
k=0

q(1− q)kPi−k(q)−

−
λ1∑
k=0

q(1− q)d+∆1−kPi+1−d+k(q)

=

∆1∑
k=0

q(1− q)kP(i+∆1+1)−k(q) + (1− q)∆1+1

d−λ1−2∑
k=0

q(1− q)kPi−k(q)

=

d+∆1−λ1−1∑
k=0

q(1− q)kP(i+∆1+1)−k(q)

A következ® lemmában megfogalmazzuk a fent kapott eredmény általánosítását.
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3.3.1. Lemma. Legyen n ≥ 1 egész. Tekintsük az els® típusú vegyes monoton átsorolási

szabállyal adott bónusz-málusz rendszert. Ha a bónusz-málusz osztályokat a legmagasabb

bónusz osztálytól tekintjük, akkor a K − i osztály után lév® osztályok pontosan akkor

kárral elérhet®k, ha el®állnak K − (i+ S
(∆)
n + n) alakban, továbbá

P
i+S

(∆)
n +n+1

(q) =

d+S
(∆)
n −S

(λ)
n −1∑

k=0

q(1− q)kP
(i+S

(∆)
n +n)−k

(q) (3.17)

Bizonyítás. n = 1 esetén a K − (i+∆1 +1) osztály biztosan kárral elérhet®, és erre

be is láttuk a (3.17) összefüggést. Tegyük fel, hogy n = j-re teljesül az állítás. Tekintsük

most a n = j+1 esetet. Ha a bónusz-málusz osztályokat a legmagasabb bónusz osztálytól

tekintjük, akkor közvetlenül a K− (i+S
(∆)
j+1+ j+1) osztályt megel®z®en sorozatban ∆j+1

darab kárral elérhetetlen osztály van. A K−(i+S
(∆)
j+1+j+1) pedig éppen kárral elérhet®.

A kárral elérhet® osztályok ilyen karakterizációja ∆ de�níciójából következik.

Ezt és az átsorolási szabály monotonitását kihasználva kifejezhetjük a (3.17) egyenl®-

ség bal oldalát:

P
i+S

(∆)
j+1+j+2

(q) = P
i+S

(∆)
j+1+j+1

(q)−
λj+1∑
k=0

q(1− q)d+S
(∆)
j+1−S

(λ)
j −kP

i+j+1−d+S
(λ)
j +k

(q)

=

∆j+1∑
k=0

q(1− q)kP
(i+S

(∆)
j+1+j+1)−k

(q) + (1− q)∆j+1+1P
i+S

(∆)
j +j+1

(q)−

−
λj+1∑
k=0

q(1− q)d+S
(∆)
j+1−S

(λ)
j −kP

i+j+1−d+S
(λ)
j +k

(q)

Most használjuk ki az indukciós feltevésünket. Ekkor a jobb oldal utolsó két tagja tovább

alakítható.

(1− q)∆j+1+1

d+S
(∆)
j −S

(λ)
j −1∑

k=0

q(1− q)kP
(i+S

(∆)
j +j)−k

(q)−
λj+1∑
k=0

q(1− q)d+S
(∆)
j+1−S

(λ)
j −kP

i+j+1−d+S
(λ)
j +k

(q)

= (1− q)∆j+1+1

d+S
(∆)
j −S

(λ)
j+1−2∑

k=0

q(1− q)kP
(i+S

(∆)
j +j)−k

(q)

Utolsó lépésként folytassuk az eredeti állítás bal oldalának vizsgálatát, behelyettesítve a

legutóbb kapott összefüggést.

P
i+S

(∆)
j+1+j+2

(q) =

∆j+1∑
k=0

q(1− q)kP
(i+S

(∆)
j+1+j+1)−k

(q)+
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+ (1− q)∆j+1+1

d+S
(∆)
j −S

(λ)
j+1−2∑

k=0

q(1− q)kP
(i+S

(∆)
j +j)−k

(q)

=

d+S
(∆)
j+1−S

(λ)
j+1−1∑

k=0

q(1− q)kP
(i+S

(∆)
j+1+j+1)−k

(q)

□

Az így kapott lemma struktúrájában egyezik a szigorúan monoton és speciális monoton

átsorolási szabályok esetén kapott lemmákkal. Ebb®l kifolyólag a monoton likelihood

arány tulajdonság bizonyítása sem tér el a korábban bemutatott gondolatmenetekt®l. A

bizonyítást éppen ezért ebben az esetben már csak vázlatos formában adjuk meg.

3.3.2. Állítás. Az els® típusú vegyes monoton átsorolási szabállyal rendelkez® bónusz-

málusz rendszerekre teljesül a monoton likelihood arány tulajdonság.

Bizonyítás. Tekintsük az els® típusú vegyes monoton átsorolási szabállyal rendelkez®

rendszert. A legmagasabb i + ∆1 osztályra teljesül a MLRP, hiszen szigorúan monoton

az átsorolás, valamint kárral nem elérhet® osztályok találhatók itt. Az ez után következ®

osztályokra teljes indukcióval és a 3.3.1. Lemma alkalmazásával tudjuk igazolni a monoton

likelihood arány tulajdonságot. □
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6. ábra. Második típusú vegyes monoton szabály.
(Forrás: saját szerkesztés)

A következ® konstrukciót második típusú vegyes monoton átsorolási szabálynak nevezzük

(l. 6. ábra). Tekintsünk egy bónusz-málusz rendszert, amelyben aK,K−1, . . . , K−(i−d)

osztályokra a speciális monoton átsorolási szabály teljesül, mégpedig úgy, hogy aK−(i−d)

osztályban az átsorolás éppen d. Ha a K− (i−d+1) osztályban az átsorolás d vagy d−1,

akkor az eddigi osztályokra továbbra is teljesül a speciális monoton átsorolási szabály, erre

pedig már beláttuk a monoton likelihood arány tulajdonságot. Ha az átsorolás kisebb,
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mint d−1, akkor az átsorolási szabály nemmonoton lesz, így ezt az esetet nem vizsgáljuk.

Legyen tehát a K− (i−d+1) osztályban az átsorolás d+∆1, ahol ∆1 ≥ 1. Vegyük észre,

hogy ∆n szemléletes jelentése ugyanaz, mint az els® típusú vegyes monoton átsorolás

esetén!

Ekkor a K − i osztályig teljesül a monoton likelihood arány tulajdonság. A K − i

osztályról továbbá tudjuk, hogy (d+ ℓ, . . . , d)-elérhet®, ahol ℓ ≥ 0. A 3.2.3. Lemma miatt

ekkor

Pi+1(q) =
d−1∑
k=0

q(1− q)kPi−k(q) (3.18)

Azaz a második típusnál kapott (3.18) rekurzió megegyezik az els® típusnál kapott (3.14)

rekurzióval.

A K − i osztály után következik ∆1 darab kárral nem elérhet® osztály, így a (3.15)

egyenl®ségek is teljesülnek. Egyetlen különbség, hogy az els® típus esetén∆1 ≥ 0, második

típus esetén ∆1 ≥ 1.

A K − (i+∆1 +1) osztály már kárral elérhet®. Egyrészt d+∆1 átsorolással biztosan

a K− (i−d+1) osztályból, hiszen ott pontosan ez az átsorolási szabály. Az els® típushoz

hasonlóan itt is teljesül a (3.16), viszont λ1 ≥ 1 helyett λ1 ≥ 0 megkötéssel. ∆1-re és λ1-

re vonatkozó megkötéseket nem használtuk ki az els® típusú vegyes monoton átsorolások

vizsgálatánál, így ez a második típus esetén sem okoz problémát. Azt kaptuk, hogy a

3.3.1. Lemma állítása második típusú vegyes monoton átsorolási szabály esetén is igaz

marad, ezt felhasználva pedig a monoton likelihood arány tulajdonság is analóg módon

igazolható a második típusú vegyes monoton átsorolási szabállyal adott bónusz-málusz

rendszerekre.

A szigorú, speciális és vegyes monoton átsorolási szabályok lefedik a monoton átsoro-

lási szabályok halmazát. Mind a három típus esetén megadtuk, hogyan bizonyítható a

rendszert jellemz® monoton likelihood arány tulajdonság. Ezzel tehát a szakirodalomban

szerepl® egységes átsorolási szabályokra kapott korábbi eredményeket általánosítottuk.
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3.4. Numerikus ellen®rzés

Ebben a részben a monoton likelihood arány tulajdonság numerikus ellen®rzésével foglal-

kozunk. Habár az el®z® alfejezetekben beláttuk, hogy a MLRP teljesül monoton átsorolási

szabályok esetén, mégis érdemes numerikusan vizsgálni a tulajdonságot. Egyrészt azért,

mert nemmonoton átsorolási szabályok esetén nem fogalmaztunk meg semmilyen állítást,

másrészt további kutatásokban is jól használható anyagot jelent a monoton likelihood

arány ellen®rzéséhez el®állított programkód. A monoton likelihood arány tulajdonság el-

len®rzését a korábban bemutatott Sturm-tétellel fogjuk elvégezni. Ehhez el®ször rögzítsük

a bónusz-málusz rendszer osztályainak számát, amelyb®l meg tudjuk határozni a mono-

ton átsorolási szabályokat. Minden átsorolási szabályra kiszámolhatók a Pi(q) polinomok,

ahol 0 ≤ i ≤ K − 2, hiszen minden stacionárius valószín¶ség el®áll a következ® alakban:

cK−i = (1− q)cK−(i+1) +
∑
j∈Ji

qcK−j (3.19)

Itt Ji ⊂ I és minden j ∈ Ji esetén igaz az, hogy a K − i osztály kárral elérhet® a K − j

osztályból. Ebb®l a felírásból az is következik, hogy 0 ≤ j < i és i = 0 esetén J0 = ∅.

Valójában a (3.19) összefüggés tetsz®leges átsorolási szabályra igaz, ahol kármentesség

esetén egy osztály javulás a szabály. Megjegyezzük, hogy monoton esetben az is teljesülni

fog, hogy Ji csak közvetlenül egymás után következ® osztályokat tartalmazhat. Ennek

szemléltetésére tekintsük a 7. ábrát.

1 2 3 4 5 6

7. ábra. Ji halmaz speciális tulajdonsága.
(Forrás: saját szerkesztés)

Az ábra hat, egymást követ® bónusz-málusz osztályt ábrázol, amely akár lehet egy na-

gyobb rendszer része is. Nyilakkal a kár esetén történ® átsorolás jelöljük. Tegyük fel, hogy

az átsorolási szabály monoton és a 2-es osztály elérhet® a {4, 6} osztályokból. A kérdés

az, hogy az 5-ös osztályból hova történhet az átsorolás? Egyrészt k < 2 osztályba nem
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történhet, hiszen az sértené az átsorolási szabály monotonitását a 4 → 2 átsorolás miatt.

Másrészt k > 2 sem lehet, hiszen az a 6 → 2 átsorolás miatt sértené a monotonitást. Eze-

ket az eseteket az ábra pirossal jelöli. Az egyetlen lehetséges átsorolás az 5 → 2, amely

éppen azt jelenti, hogy a 2-es osztályhoz tartozó Ji = {4, 5, 6}, amely csak közvetlenül

egymást követ® osztályokat tartalmaz. Ezt a speciális tulajdonságot kihasználtuk ki min-

den olyan esetben, amikor a monoton likelihood arány tulajdonságot vizsgáltuk monoton

átsorolási szabályok esetén.

A (3.19) összefüggés átrendezve azt adja, hogy

cK−(i+1) =
cK−i

1− q
−

∑
j∈Ji

q

1− q
cK−j

Ekkor pedig áttérve a Pi(q) polinomokra, ekvivalensen a következ®t jelenti:

Pi+1(q) = Pi(q)−
∑
j∈Ji

q(1− q)i−jPj(q) (3.20)

A (3.20) rekurzióval tudjuk el®állítani a Pi(q) polinomokat minden átsorolási szabály ese-

tén, felhasználva, hogy P0(q) = 1 és P1(q) = q. A monoton likelihood arány vizsgálatához

a (2.10) alakot vizsgáljuk. A monotonitáshoz a derivált el®jelváltásait fogjuk vizsgálni.

Egyrészt a derivált meghatározható:

d
dq

(
(1− q)Pi(q)

Pi+1(q)

)
=

(
− Pi(q) + (1− q)P ′

i (q)
)
Pi+1(q)− (1− q)Pi(q)P

′
i+1(q)

P 2
i+1(q)

A derivált el®jelét természetesen csak a számláló fogja befolyásolni. Rögzített átsorolási

szabály esetén tehát vegyük ezeket a számlálókat 0 ≤ i ≤ K − 2 esetén. Mivel Pi(q) egy-

változós, valós együtthatós polinom, továbbá Pi(q) ̸≡ 0, ezért a Sturm-tétel alkalmazható.

Minden i-re ellen®rizzük, hogy a számlálónak van-e gyöke a (0, 1) intervallumon. Ez a

(2.13) képlet alkalmazását jelenti a = 0 és b = 1 beállítással. Ha nincs gyök, az azt jelenti,

hogy adott i esetén a cK−i

cK−(i+1)
hányados monoton q-ban, ami éppen a monoton likelihood

arány tulajdonságot jelenti.

A numerikus ellen®rzés során fontos áttekintenti, hogy valójában hány esetet kell meg-

vizsgálnunk, ha a bónusz-málusz osztályok számát rögzítjük. Másképpen, érdemes megha-

tároznunk, hogy adott osztályszám mellett hányféle különböz® monoton átsorolási szabály

konstruálható. A következ® néhány állítás ennek számszer¶sítésével foglalkozik. El®ször

szükségünk lesz egy kombinatorikából ismert de�nícióra, amellyel a monoton átsorolási

szabályokat karakterizálhatjuk.
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3.4.1. De�níció. Dyck-útnak nevezzük az olyan töröttvonalat, amely

� (1, 1)-b®l indul,

� csak (+1, 0) és (0,+1) lépéseket tartalmaz,

� egyetlen pontja sem esik az y = x egyenes fölé.

3.4.2. Állítás. Egy monoton átsorolási szabály megfeleltethet® egy Dyck-útnak.

Bizonyítás. Tekintsünk egy K osztályból álló bónusz-málusz rendszert, a monoton

átsorolási szabállyal. Tekintsük továbbá az (1, 1)-t®l (K,K)-ig tartó rácsot és vegyük fel

az (1, 1), a (K,K) pontokat, valamint minden 2 ≤ k ≤ K esetén a (k, ak) pontokat. A

(k, ak) pontot úgy kötjük össze a (k− 1, ak−1) ponttal, hogy ak−ak−1 darab (0,+1) lépés

után egy (+1, 0) lépéssel érkezünk meg a (k, ak) pontba. Végül a (K, aK) és a (K,K)

pontot K − aK darab (0,+1) lépéssel kötjük össze.

Az átsorolási szabály monotonitása miatt az út megkonstruálható az el®bb megadott

módon, hiszen i > j esetén ai − aj ≥ 0. Továbbá, az út egyetlen pontja sem esik az

y = x egyenes fölé, hiszen ak < k. Az így kapott töröttvonal tehát teljesíti a Dyck-út

de�níciójában szerepl® feltételeket. □

3.4.3. Példa. Legyen K = 6 és a = (1, 1, 1, 2, 4, 5). Ez az átsorolási szabály megfelel a

3.1.2. Állításban szerepl® szigorúan monoton átsorolású bónusz-málusz rendszernek, ahol

r = 2, d1 = 1 és d2 = 2. Ekkor az a-nak megfelel® Dyck-utat mutatja az 8. ábra.

(1, 1) (2, 1) (3, 1)

(4, 2)

(5, 4)

(6, 5)

(6, 6)

8. ábra. Monoton átsorolási szabály mint Dyck-út.
(Forrás: saját szerkesztés)

3.4.4. Következmény. Legyen K ≥ 1 egész. Ekkor egy K + 1 osztályból álló bónusz-
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málusz rendszer esetén a monoton átsorolási szabályok száma

1

K + 1

(
2K

K

)
(3.21)

Egy K +1 osztályból álló bónusz-málusz rendszerhez tartozó monoton átsorolási szabály

megfeleltethet® egy 2K hosszú Dyck-útnak, ahogy azt korábban láttuk. Az ilyen utak

száma éppen (3.21), amely éppen a K-adik Catalan-szám (Stanley, 2015).

A Stirling-formulával kifejezhetjük (3.21) nagyságrendjét.

1

K + 1

(
2K

K

)
=

(2K)!

(K + 1)(K!)2
∼

√
4πK · (2K

e
)2K

K · 2πK · (K
e
)2K

=
4K

K3/2
√
π

Vagyis a monoton átsorolási szabályok száma a bónusz-málusz osztályok számában ex-

ponenciálisan növekszik. Ez jelent®s különbség az egységes átsorolásokhoz képest, ahol a

növekedés lineáris. A numerikus ellen®rzés során egyrészt ez okozhat problémát, másrészt

csupán egy átsorolást tekintve is, a monoton likelihood arány tulajdonság ellen®rzése több

id®t vesz igénybe, ha a rendszerben több osztály van. Ezt �gyelembe véve nem megle-

p®, hogy a monoton likelihood arány tulajdonság gépi ellen®rzését csak viszonylag kevés

osztály esetén tudtuk belátható id®n belül elvégezni.

A monoton szabályokon belül korábban tárgyaltuk a szigorúan monoton és speciális

monoton szabályokat. Az ilyen átsorolási szabályú rendszerekr®l megmutattuk, hogy

teljesül rájuk a monoton likelihood arány tulajdonság. A szigorúan monoton és speciális

monoton szabályokba egyaránt beletartoznak az egységes átsorolási szabályok. S®t, ha egy

átsorolási szabály egyszerre szigorúan monoton és speciális monoton, akkor az átsorolás

kizárólag egységes lehet. Egy K + 1 osztályból álló rendszer esetén egységes átsorolási

szabályokból éppen K darab van, hiszen a legmagasabb bónusz osztályból kár esetén

d = 1, 2, . . . , K átsorolás lehetséges. A szigorúan monoton és speciális monoton átsorolási

szabályokból ennél nagyságrenddel több van, err®l szól a következ® két állítás.

3.4.5. Állítás. Legyen K ≥ 1 egész. Ekkor egy K + 1 osztályból álló bónusz-málusz

rendszer esetén a szigorúan monoton átsorolási szabályok száma 2K−1.

Bizonyítás. AK+1 osztályból álló rendszer szigorúan monoton átsorolási szabálya a

következ®képpen karakterizálható mint egy 2K hosszú Dyck-út. Jelöljük a (+1, 0) lépést

J-vel, a (0,+1) lépést F -fel! Ekkor a Dyck-útban pontosan K darab J szerepel és K

darab F . Ez biztosítja, hogy (1, 1)-b®l (K + 1, K + 1)-be jutunk. Továbbá az út minden

pontjára igaz az, hogy legalább annyi J szerepel benne, mint F . Ez biztosítja, hogy az
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út nem vezet az y = x egyenes fölé. A szigorú monotonitást pedig úgy írhatjuk le, hogy

az út els® F lépése után nem szerepelhet két J lépés egymás után. Másképpen, az els® F

lépés után az úton csak JF blokkban fordulhat el® J lépés.

Tekintsük a Dyck-út elejét tehát (J)sF -nek, ahol 1 ≤ s ≤ K. Tudjuk, hogy az

út további részében pontosan K − s darab JF blokk fog el®fordulni, hiszen így kapjuk

meg a K darab J lépést, és J lépés csak ilyen blokkban fordulhat el®. Marad tehát

K − (K − s) − 1 = s − 1 darab szabad F lépésünk, amit az út további részében kell

elhelyeznünk. Az út nem fog az y = x egyenes fölé vezetni, hiszen az els® F lépésig s

darab J lépés van az úton és 1 darab F lépés, ugyanakkor az út további részében legfeljebb

s − 1 szabad F lépésünk van. Tehát az F lépések száma az úton mindig legfeljebb a J

lépések számával egyezik.

A K − s darab JF blokk között összesen K − s + 1 helyre tehetjük az s − 1 darab

F lépést. Ez rögzített s-re éppen az ismétléses kombinációval ragadható meg, hiszen az

F lépések megkülönböztethetetlenek, viszont a helyük már nem azok! Így rögzített s-re

éppen (
(s− 1) + (K − s+ 1)− 1

(K − s+ 1)− 1

)
=

(
K − 1

K − s

)
különböz® út lehetséges. Ezt összegezve s-re, majd alkalmazva a binomális tételt, meg-

kapjuk az összes lehetséges út számát. □

3.4.6. Állítás. Legyen K ≥ 1 egész. Ekkor egy K + 1 osztályból álló bónusz-málusz

rendszer esetén a speciális monoton átsorolási szabályok száma 2K−1.

Bizonyítás. Használjuk az el®z® állítás bizonyítás jelöléseit, és karakterizáljuk a

K+1 osztályból álló rendszer speciális monoton átsorolási szabályát. A speciális monoton

átsorolási szabály által meghatározott Dyck-útra teljesülnie kell, hogy az els® F lépés után

nem szerepelhet két F lépés egymás után, azaz F lépés csak FJ blokkokban fordulhat

el®. Ez alól a szabály alól kivétel az utat lezáró F sorozat.

Ha az út elején K darab J lépés szerepel, akkor egyetlen lehetséges út van, mégpedig

(J)K(F )K .

Legyen az els® F lépésig el®forduló J lépések száma s. Csupán az 1 ≤ s ≤ K − 1

esetet kell már csak vizsgálnunk. Általánosságban az út tehát a következ®képpen néz ki:

(J)sFJ . . . (F )w
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ahol s ≤ w ≤ K − 1 az utat lezáró F lépések száma. A kipontozott útrészleten összesen

K − s − 1 darab J lépést és K − w − 1 darab F lépést kell elhelyeznünk. Mivel az F

lépések csak FJ blokkban fordulhatnak el®, ezért valójában K−w− 1 darab FJ blokkot

és w − s darab önálló J lépést kell elhelyeznünk. Az út itt sem fog az y = x egyenes fölé

vezetni. Az FJ blokkok között összesen K − w különböz® helyre tehetjük a w − s darab

megkülönböztetett J lépést. Ez rögzített s-re és w-re összesen(
(w − s) + (K − w)− 1

(K − w)− 1

)
=

(
K − s− 1

K − w − 1

)
utat jelent. Ezt összegezzük s-re és w-re. Legyen j = w − s és n = K − s− 1.

K−1∑
s=1

K−1∑
w=s

(
K − s− 1

K − w − 1

)
=

K−1∑
s=1

n∑
j=0

(
n

n− j

)

=
K−1∑
s=1

2n =
K−1∑
s=1

2K−s−1 =
K−2∑
m=0

2m = 2K−1 − 1

A kapott eredményhez hozzá kell adnunk azt az esetet, amikor az út elején K darab J

lépés van, így adódik az állítás. □

A numerikus ellen®rzést el®ször a monoton szabályokra végezzük el. Ez rögzített osztály-

szám esetén tehát (3.21) eset vizsgálását jelenti. Az ellen®rzés Python 3.13.5 verzióval,

egy Intel Core i3-1115G4 CPU 3.00 GHz számítógéppel történt, 16 GB DDR4 RAM-

mal. Mivel az egyes esetek ellen®rzése egymástól függetlenül elvégezhet®, a programkód

párhuzamosítással gyorsítja a numerikus ellen®rzést. A programkód elérhet® a dolgozat

mellékletében megadott GitHub repozitóriumban. A futásid®k eredményét a 2. táblázat

foglalja össze. K ≤ 7 osztályra a futásid®k nem érik el az 1 másodpercet, így a táblázatban

nem szerepelnek, de az ellen®rzést ezekre az esetekre is elvégeztük.

Az elmélettel összhangban azt kaptuk, hogy K ≤ 15 bónusz-málusz osztály és mo-

noton átsorolási szabályok esetén a monoton likelihood arány kivétel nélkül teljesül. A

magyar bónusz-málusz szabályozás 15 osztályt de�niál � jóllehet az egyik osztály csak

az új belép®knek van fenntartva �, így kijelenthet®, hogy a magyar rendszer egységes

átsorolási szabályának megváltoztatása monoton átsorolási szabályra nem rontja el a a

rendszerre jellemz® monoton likelihood arány tulajdonságot. Természetesen �gyelembe

kell venni, hogy az ellen®rzés során továbbra is feltettük, hogy id®szakonként legfeljebb

egy kár fordulhat el®. A futásid®kben megjelenik a korábban bizonyított exponenciális

növekedés, ezért a K > 15 esetekre nem végeztük el az ellen®rzést.
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Osztályok
száma

Monoton átsorolási
szabályok száma

Futásid®

7 132 < 1 mp
8 429 1 mp
9 1 430 6 mp
10 4 862 26 mp
11 16 796 2 p 6 mp
12 58 786 7 p 40 mp
13 208 012 32 p 35 mp
14 742 900 1 ó 58 p 59 mp
15 2 674 440 8 ó 14 p 24 mp

2. táblázat. MLRP numerikus ellen®rzése monoton átsorolások esetén.
(Forrás: saját szerkesztés)

Érdekes még megvizsgálnunk a nemmonoton átsorolásokat általában. Egy K +1 osztály-

ból álló bónusz-málusz rendszerben összesen K!-féle nem egységes átsorolás elképzelhet®.

Innen a nemmonoton átsorolási szabályok száma K! − 1
K+1

(
2K
K

)
. Ahogy a fejezet ele-

jén megmutattuk, ezekre általában nem teljesül a monoton likelihood arány tulajdonság.

A numerikus ellen®rzés lehet®séget ad arra, hogy összeszámoljuk, rögzített osztályszám

esetén mekkora arányban sérül a monoton likelihood arány tulajdonság. A kapott ered-

ményeket a 3. táblázat mutatja. K ≤ 3 esetén minden nem egységes átsorolási szabály

monoton, így ezeket a táblázat nem tartalmazza.

Osztályok
száma

Nemmonoton átsorolási
szabályok száma

MLRP sérülések
száma

MLRP sérülések
aránya

Futásid®1

4 1 0 0,00% < 1 mp
5 10 1 10,00% < 1 mp
6 78 14 17,95% < 1 mp
7 588 150 25,51% 2 mp
8 4 611 1 547 33,55% 23 mp
9 38 890 16 340 42,02% 3 p 45 mp
10 358 018 180 689 50,47% 40 p 9 mp
11 3 612 004 2 111 432 58,46% 7 ó 38 p 48 mp

3. táblázat. MLRP numerikus ellen®rzése nemmonoton átsorolások esetén.
(Forrás: saját szerkesztés)

A második numerikus ellen®rzés során azt kaptuk, hogy a monoton likelihood arány tulaj-

donság az osztályok növelése mellett egyre nagyobb arányban sérül. Ebben az irányban

érdemes lehet vizsgálni, hogy milyen feltételek mellett bizonyítható a monoton likelihood

arány tulajdonság nemmonoton átsorolási szabályokra. Ugyanakkor fontos megjegyezni,

1Adott osztályszám mellett az összes nem egységes átsorolási szabály ellen®rzésének futásideje
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hogy a nemmonoton átsorolási szabályok alkalmazása a gyakorlatban nem megszokott és

nem is jól indokolható. A 4. táblázat egy lehetséges példa olyan nemmonoton átsorolási

szabályra, amelyre teljesül a monoton likelihood arány tulajdonság. Itt az átsorolási utáni

osztály oszlopa megadja, hogy kár esetén a kiinduló osztályból hova kerül a kötvénytulaj-

donos. Az egyes likelihood arányokra a korábban bemutatott módszerrel ellen®rizhet® a

monotonitás.

Kiinduló osztály Átsorolás utáni osztály

1 1
2 1
3 1
4 1
5 2
6 4
7 5
8 5
9 6
10 5
11 7

4. táblázat. Példa MLRP teljesülésére nemmonoton átsorolási szabály esetén.
(Forrás: saját szerkesztés)

Ez az átsorolási szabály szinte megegyezik az OP Financial Group bónusz-málusz rendsze-

rének alsó 11 osztályának szabályával (l. a dolgozat mellékletében), azzal a különbséggel,

hogy a 10-es osztályban a 6-os osztályba sorolást módosítottuk 5-ös osztályra. Így a

monoton átsorolási szabályból nemmonoton jött létre, de a MLRP továbbra is teljesül

a rendszerre. A monoton likelihood arány tulajdonság bizonyítása monoton átsorolási

szabályokra nemcsak önmagában lehet hasznos eredmény, hanem akár segíthet jobban

megérteni a nemmonoton átsorolási szabállyal rendelkez® bónusz-málusz rendszerek vi-

selkedését is.
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4. fejezet

Összefoglalás

A dolgozat a bónusz-málusz rendszerek köré épül, amely az információs aszimmetriával

terhelt biztosítási piacokon egy bevett kockázatkezelési technika. A gyakorlatban egyaránt

megjelennek egységes és nem egységes átsorolási szabályok, amelyek a rendszer dinami-

káját jellemzik. El®bbire példa a magyarországi szabályozás, utóbbira bizonyos német és

�nn rendszerek. Egységes átsorolás esetén az id®szakokonként történ® besorolás változása

nem függ attól, hogy éppen melyik bónusz-málusz osztályban tartózkodik a kötvénytu-

lajdonos. A monoton likelihood arány tulajdonság (MLRP) többek között biztosítja azt,

hogy magasabb bónusz osztályban nagyobb valószín¶séggel találhatók kevésbé kockázatos

ügyfelek, és alacsonyabb málusz osztályban nagyobb valószín¶séggel találhatók kockáza-

tosabb ügyfelek. Ez a kockázatosztályozás egyik alapvet® követelménye.

Egységes átsorolások esetén a monoton likelihood arány tulajdonság teljesül, amennyi-

ben id®szakonként legfeljebb egy kár fordulhat el® és kármentesség esetén egy osztállyal

javul a besorolás. A dolgozat f® kutatási kérdése az volt, hogy igazolható-e ugyanez a

tulajdonság nem egységes átsorolások esetén is. Ehhez Ágoston és Papp (2026) gondolat-

menetét általánosítottuk a nem egységes átsorolási szabályokra.

Röviden áttekintettük a véges Markov-láncok elméletét, amely a bónusz-málusz rend-

szerek modellezésének alapja. A monoton likelihood arány tulajdonságot általánosan

de�niáltuk és megadtuk, hogy Markov-láncok esetén hogyan lehet ezt a tulajdonságot

ellen®rizni. A nem egységes átsorolásokat megbontottuk monoton és nemmonoton átso-

rolási szabályokra. Monoton átsorolási szabályok esetén matematikai bizonyítást tudtunk

adni, hogy a MLRP valóban teljesül. Nemmonoton esetben ellenpéldával igazoltuk, hogy

általában nem teljesülhet a MLRP.
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A numerikus ellen®rzéssel 15 osztályig megvizsgáltuk a monoton likelihood arány tu-

lajdonság teljesülését monoton átsorolási szabályok esetén, amelyet korábban az elméleti

oldalról áttekintettünk. Általában, nemmonoton átsorolási szabályok esetén, az osztályok

növelésével egyre n® a MLRP sérülések aránya. A számítógépes ellen®rzést nehezítette,

hogy a bónusz-málusz osztályok növelésével a lehetséges monoton átsorolási szabályok

száma és így a futásid® is exponenciálisan növekedett. Nem egységes átsorolási szabályok

esetében ez a növekedés már faktoriális nagyságrend¶.

A dolgozat egyik továbbfejlesztése lehet a modellezési feltételek gyengítése abban az

irányban, hogy id®szakonként több kár is el®fordulhat. Közvetlen gyengítés lehet, ha leg-

feljebb két kár fordulhat el®, de általánosan akár a klasszikus kárszámeloszlások is elkép-

zelhet®k mint modellezési feltételek. Egy másik lehetséges irányt jelenthet a nemmonoton

átsorolási szabályok esetén olyan feltételrendszer kidolgozása, amellyel biztosítható lehet

a monoton likelihood arány tulajdonság.
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Melléklet

Bónusz-málusz rendszerek a gyakorlatban

Az els® fejezetben bemutatott országok és Magyarország bónusz-málusz rendszerei az

alábbi weboldalakon elérhet®k. Utolsó letöltés: 2026. május 28.

• Németország

https://www.allianz.de/content/dam/onemarketing/azde/azd/pdfs/auto/schad

ensfreiheitsklasse/schadensfreiheitsklassen.pdf

https://www.kfz-versicherung.co/allianz/rueckstufungstabelle

https://www.huk.de/service/schaden/rueckstufungstabellen.html

• Finnország

https://www.if.fi/globalassets/fi/pdf/terms/terms-and-conditions-for-mot

or-third-party-liability-insurance.pdf

https://www.op.fi/documents/10208/1365799/330868e,+Motor+liability+insur

ance,+terms+and+conditions/f9858e41-dd25-428b-8e4e-77b99cd1bd17

• Magyarország

https://www.mnb.hu/fogyasztovedelem/biztositasok/gepjarmu-biztositas/a-b

onus-malus-besorolasi-rendszer

Felhasznált programkódok

A dolgozatban felhasznált Python programkódok az alábbi linken elérhet®k.

https://github.com/csahokm/thesis
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Nyilatkozat mesterséges intelligencia alapú eszközök
használatáról

Alulírott, Csahók Mihály, nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészítése során az alább

felsorolt feladatok elvégzésére a megadott mesterséges intelligencia alapú eszközöket al-

kalmaztam.

Feladat Felhasznált eszköz Felhasználás helye

Programozás Claude Átsorolási szabályok generálása,

kód optimalizálása a 3.4. alfejezetben

A felsoroltakon túl más mesterséges intelligencia alapú eszközt nem használtam.

Kelt: Budapest, 2026. május 28.

Csahók Mihály
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