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1. Bevezetés

Karszamok eloszlasanak el®rejelzése a biztositasban tébb terileten is fontos tevékenység.
Példaul Casco és KGFB esetén lehet®ség van egyrészt egyéni szerz®dések karszamanak
el®rejelzésére, masrészt jarmycsoportok vagy termékhez tartozé allomany karszamanak
el®rejelzésére. Az el®rejelzés eredménye alkalmazhat6 arazasban, tartalékolasban, illetve
autg-asszisztencia szolgaltatas megszervezésében is. A megfelel® modszerek eltér®ek a
rendelkezésre allé adat mennyisége, a portfolio vagy termékhez tartozo allomany mérete
szerint is (Wuthrich és Buser 2025).

Biztositasi termékek esetében is egyre elterjedtebb a jarm{ asszisztencia (Europ Assis-
tance Magyarorszag n.d.), azonban nagy az erre specializalédott szolgaltatok piaca is. Az
Egyesitilt Kiralysagban 2024 oktoberét®| 2025 szeptembereéig kalonb6z® jarmivek egyutt-
véve 337,8 milliard mérféldet tettek meg. Ez 0,9 szézalékkal tébb mint a megel®z® egy
éves id®szakban, mely ugyancsak nagyobb szamu jarmfhibat és balesetet jelent. Bér
a jarmq asszisztencia szektorra vonatkozdan bevételcsokkenést jeleztek el®re 2026-ra, az
ipardg éves bevétele meghaladja az 1,8 milliard Fontot (IBISWorld 2026). Akar bizto-
sitasi termékhez kotott, akar kialonallo asszisztencia esetén a szolgaltatd szamara fontos
el®rejelezni az uti balesetek, lerobbanasok szamanak varhat6 eloszlasat.

A gépjarm{ asszisztencia-biztositas tbbbletszolgaltatasokat tartalmaz a hagyomanyos
Casco-hoz vagy KGFB-hez képest. Akkumulator probléma, defekt, Gzemanyaghiany,
egyéb miszaki probléma esetén szakember érkezik a jarmfhéz. Ha az nem javithatd
a helyszinen, szerel®hoz szallitjak, egyes csomagok még csereautot, akar szallast is tartal-
maznak a javitas idejére, ha nyaralas alatt torténik a baleset. Az lUgyfél még az autdba
véletlenll bezart kulcs esetén is felhivhatja a biztositét. Van szolgaltatd, amelyik az éves
dij felét vissza zeti, ha belféldon énhibabdl nem ér ki egy éran belil a helyszinre (Europ
Assistance Magyarorszag n.d.). Egy asszisztencia-biztositdo szaméara ezek miatt a tobblet-
szolgaltatasok miatt a megszervezésénél kilondsen fontos lehet a kareloszlas jobb széle,
hogy a felmerul® problémak egy meghatarozott magas aranyat tudja minél koltséghate-
konyabban lefedni.

Karszamok id®sorainak két megkulonboztet® tulajdonsaga van. A karszamfolyamat
nemnegativ, valamint egész értékeket vesz fel. Jellemz®en az sem igaz, hogy a karszamok
eloszlasa jol kozelithet® normalis eloszlassal. Emiatt a kardarabszam el®rejelzéséhez ()
modszerek kidolgozasara volt sziikség, melyek torténeti attekintése szerepel a masodik
fejezetben.



Napi adatok elemzésekor gyakori a heti szezonalitas és hosszutavua trend. Id®soros mo-
dellek szadméara kompromisszum kényszert jelenthet, hogy a valtozasokra val6é érzékenység
bar jol koveti a trendet, a kilonb6z® ingadozasok talzott meértékben eltérithetik a mo-
dellt. Egy kiugréan magas balesetszamu nap utan a modell is tal magas varhato értéket
becsil. Kevésbé érzékeny modell nem reagal ilyen mértékben a kiugré adatokra, viszont
nehezebben ingadozik az éves trendekhez.

A dolgozat célja kordbban kidolgozott diszkrét eloszlasok id®soros el®rejelzésére alkal-
mazott mddszerek és ezek kdzotti hasonldésagok és kulonbségek explicitebb bemutatasa,
emellett az altalanosabb modellek Poisson és negativ binomialis esetekre térten® levezete-
se és alkalmazasa. Kilon célja tovabba az egyes modellek kapcsan szezonalitas bevezetése
a modellek teljesitményének javitasa érdekében.

A méasodik és harmadik fejezetben bemutatom részletesebben a konjugalt prior méd-
szerét, majd a Harvey és Fernandes (1989) és Ahn, Jeong és Withrich (2026) altal leirt
modelleket, melyek ezt diszkrét eloszlasokra id®sorosan alkalmazzak, és részletesebben
kifejtem, miért tér el az Ahn-Jeong modellben a bayesi paraméter frissités és a likeliho-
od fuggvény, mely az eredeti Ahn-Jeong munkaban nem szerepelt ilyen explicit médon.
Az eredeti Harvey-Fernandes modelleket leird cikk nem tartalmazta a béta-negativ bino-
mialis modell allapottér valtozoja varianciajanak id®beli valtozasanak levezetését, ebben
a dolgozatban ez szerepel. Tovabba megvizsgalom, milyen feltétel mellett érvényesil az
Ahn-Jeong modellre a gyenge stacionaritas. A negyedik fejezet végén javaslatot teszek az
Ahn-Jeong modell egy szezonalis valtozatéara.

Az o6todik fejezetben a Generalizalt Autoregressziv Szkér modelleket mutatom be.
Creal, Koopman és Lucas (2013) megmutattak, hogy a GARCH modell a GAS egy speci-
alis esete, a dolgozatomban azt is megmutatom, hogy az ACP modell is egy specidlis eset,
emellett levezetésre kerll a negativ binomialis eloszlasra tortén® alkalmazas is. A fejezet
végén megmutatom, mikor alkalmazhat6 a Poisson é€s a negativ binomialis modellre is a
Frank, Ghahramani és Thavaneswaran (2011) altal korabban mar bevezetett szezonalis
GARCH modellel analdg feliras.

A hatodik fejezetben a valoszinfség eloszlasok el®rejelzése terén kidolgozott modelldi-
agnosztikai eszkdzoket mutatom be. Ezek kozott vannak, melyek a modellek 6sszehason-
litasat szolgaljak, és vannak, melyek azt prébaljdk megragadni, a meg gyelések valéban
szarmazhattak-e az el®re jelzett eloszlasokbal.

A hetedik fejezetben az adatbazist 6sszedllitd Moosavi és tsai. (2019) munkajara ta-
maszkodva részletes bemutatom a modellek alkalmazasahoz valasztott adatbazist és az



adatgyfjtés mddszertanat. Az adatokat ezen tal aggregalom, és 6sszevetem az aggregalt

mennyiségeket tartalmazé dnkormanyzati riporttal, annak vizsgalatara, mennyire teljes
kor] az adathalmaz.

A nyolcadik fejezetben leird statisztikai elemzést végzek az adathalmaz egy kivalasztott
terlleti egységre szrt részén, és kiértekelem a napi baleseti adatokra illesztett modelleket,
gyelembe véve a hatodik fejezetben ismertetett megkozelitéseket.



2. Torténeti attekintés

A bemutatott modellek a kovetkez® megkdzelitést alkalmazzak. Azt feltételezik, hogy a
karszamok bizonyos eloszlas szerint alakulnak, azonban ez az eloszlas id®ben folyamatosan
valtozik a kilénb6z® trendeknek és szezonalis hatdsoknak megfelel®en, példaul a forgalom
ndvekedése, jarmfvek biztonsagossaganak ndvekedése, heti ingadozasok stb. A bemuta-
tott modellek a jov®beli eloszlas paramétereire adnak becslést a mult adatai alapjan.

Cox és tsai. (1981) megkulonboztetik a meg gyelésvezérelt (observation driven) és a
paraméter vezérelt (parameter driven) modelleket. Legyen, egy eloszlas paramétere t
id®pontban. Emellett y egy . valoszinfségi valtozo t-ben meg gyelt értéke. ;Y az
Vi1 ;VYi2 i meg gyelések halmaza. Fpedig kdzvetlendl a t id®pont el®ttig rendelkezés-
re allo informéacié. Ez a korabbi meg gyelések mellett tartalmazhat, egyéb magyarazé
valtozokat is. A meg gyelésvezérelt modellek esetében:

t= (Y t1 5 0

ahol  egy véletlen innovacid, mely lehet a meg gyelések fliggvénye is. Egy paraméter
vezeérelt modell esetén

t = +(tl;t+);

+

ahol [ tisztdn egy zaj innovaci6. Tehét a paraméter eértéke nem a meg gyelt adatok
fluggvényében valtozik.

A dolgozatban szerepl® modellek meg gyelésvezérelt modellek, ezen beldl is két eltér®
irAnyba sorolhatok. Az egyik tekinthet® bayesi alapu megkéozelitésnek, mely modellekre
a tovabbiakban a "konjugalt modellek" kifejezés utal, a masik bizonyos értelemben ha-
gyomanyos, autoregressziv, illetve mozgdatlag tipusu, mely modellekre a tovabbiakban az
"autoregressziv modellek" kifejezés utal.

2.1. Konjugalt modellek

A bayesi megkozelités a modellek felépitése sordn de nial egy allapottér valtozét. Ez
mindegyik esetben egy eloszlas paramétere. Ekkor két feltételezéssel élnek. Az egyik ar-
ra vonatkozik, az id®sor meg gyelései milyen eloszlast kdvetnek az allapottér valtozéra
feltételesen. A masik feltételezés az allapottér valtozd eloszlasara vonatkozik. Emellett



de nialnak egyenleteket, melyek a korabbi adatok és kezdeti paraméterek fiiggvényében
prior el®rejelzik az allapottér valtozo jov®beni eloszlasat. Ezeket a képleteket ugy hata-
rozzak meg, hogy a modell altaluk kivanatosnak tekintett tulajdonsagokkal rendelkezzen.

Mivel a feltételezett eloszlasok minden modellben konjugalt parok, kozvetlen kbvetkez-

mény, hogy az allapottér valtozé prior el®re jelzett eloszlasabdl hogyan kaphaté meg az
Uj adatok ismeretében a poszterior eloszlasa.

A dolgozat két szerz® munkajat mutatja be részletesebben ebb®l az iranyzatbdl. Har-
vey és Fernandes (1989) olyan meg gyelésvezérelt modellt alkottak, melynek két fontos
tulajdonsaga van. Az egyik, hogy a meg gyelések varhat6 értéke, tehat a allapottér
valtozg, id®ben nem éallandd. Ennek mdodszere, hogy a korabbi meg gyelések egyre kisebb
sullyal szerepelnek a varhatd érték becslésében, mely sulyokat egy ! hiperparaméter ha-
taroz meg. A masik tulajdonsag, hogy a becsilt;jY,; feltételes eloszlas varhatd értéke
megegyezik {1 jYi1 varhato értékével, a szorasa viszont ndvekszik (Harvey és Fernandes
1989).

Harom eloszlasra alkottak modellt, melyek megfelel®k lehetnek diszkrét eloszlasok el®-
rejelzésére. A paraméterre vett feltételes eloszlas lehet binomidlis, Poisson és negativ
binomidalis. Emellett leirtdk magyarazo valtozék implementalasanak moédszerét is.

Ahn, Jeong és Withrich (2026) nem tartottdk kivanatosnak a modell azon tulajdon-
sagat, hogy a paraméter szorasa novekszik, olyan okok miatt sem, melyekre Harvey és
Fernandes (1989) is ramutattak. Tobbek k6zott nagy frekvenciaju adatok esetén mar ér-
zékelhet®veé valhat, hogy a paraméter szordsa a végtelenhez tart. Az ! paraméter helyett
p: €s g paramétereket, illetve exogén folyamatokat vezették be, melyek lehetnek id®ben
allandoak, illetve valtozoak. Ezekre vonatkozé korlatokkal a modellez® elddntheti, hogy
az el®re jelezni kivant paraméter szorasa novekedjen, csokkenjen vagy éllandé maradjon.
llyen mdédon a Poisson eloszlast terjesztették ki.

2.2. Autoregressziv modellek

Az autoregressziv eloszlas el®rejelz® modellek szintén de nidlnak egy allapottér valtozot,
amely az eloszlas egy vagy tébb paramétere. Itt azonban csak a kimeneti valtozo allapottér
valtozéra vett feltételes eloszlasarodl élnek feltételezéssel. A paraméterek eloszlasat nem
hatarozzak meg explicit médon. Azt egy autoregressziv vagy mozgoatlag folyamatként
irjak le, ahol az allapottér valtozé Uj értéke linearis fliggvénye a korabbi értékeinek és a
folyamat innovaciéinak. A modell illesztésének része ezek egyiitthatdinak becslése.



A folyamat innovacioi meg gyelésvezérelt modell esetében a kimeneti Valtozok fligg-
vénye. Ennek kovetkeztében ebben a keretrendszerben is a feltételes eloszlas paraméterei
valészinfségi valtozok, azonban abbdl a szempontbdl rugalmasabb, hogy nem elvaras a
konjugaltsdg. Az egyik klasszikus megoldas Bollerslev (1986) Altalanositott Autoreg-
ressziv Feltételes Heteroszkedaszticitds (GARCH) modellje. Frank, Ghahramani és Tha-
vaneswaran (2011) a szezonalis GARCH egy felirasat javasoltak, mely atalakithat® x
ARMA folyamatéava, ezzel 6sszeegyeztetve az ARMA folyamatok korabbi eredményeivel.

Diszkrét eloszlasok el®rejelzéséhez alkalmazhaté Heinen (2003) Autoregressziv Felté-
teles Poisson (ACP) modellje. A kimeneti valtozo paraméterre vett feltételes eloszlasa
Poisson, az ACP pedig a Poisson paraméter id®soros dinamikajat irja fel. A paraméter t
id®pontbeli értéke a korabbi értékeinek és a korabbi meg gyelések linearis fuggvénye. A
szerz® ezt a modellt kidolgozta dupla Poisson (double Poisson) eloszlasra is, mely jobban
illeszkedik az olyan adatokra, ahol a szérasnégyzet jelent®sen nagyobb a varhato értéknél.

Creal, Koopman és Lucas (2013) szamos korabbi modellt egy keretrendszerbe foglal-
tak az Altalanositott Autoregressziv Szkor (GAS) kidolgozasaval. A korabbi modellekhez
hasonléan a feltételes eloszlas egy vagy tébb paraméterének dinamikajat irja le, azonban a
modell innovacidja nem tetsz®leges fliggvenye kimeneti valtozé meg gyelt értékének, ha-
nem a prediktalt eloszlas szerinti szkérjanak a Fisher informéacié valamilyen hatvanyaval
skalazott értéke. Ennek el®nye, hogy ha az el®re jelzett paraméterek szerint a meg gye-
lés egy nagyon kiugré érték, az a paraméterek jelent®sebb modositasat eredményezi a
likelihood fliggvény szerinti megfelel® iranyba.

A szerz®k azt is megmutattdk toébbek kodzott, hogy a GARCH model a GAS egy
specialis esete, ahol a skalazo elem a Fisher informacio fliggvénye. Az is megmutathato,
hogy az ACP szintén specidlis eset, ugyancsak inverz Fisher informacio skalazassal. A GAS
keretrendszer lehet®séget ad tovabba magyarazo valtozok implementalaséara, valamint a

Yays

pozitiv legyen, modellezhet® a paraméter logaritmusa is (Creal, Koopman és Lucas 2013).
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3. Kevert eloszlas és konjugalt prior

3.1. Két analdg megkozelités

Harvey és Fernandes (1989) els® modellje feltételezi, hogy a kimengWaltozonak egy ¢
paraméterre vett feltételes eloszlasa Poisson eloszlas. Jeldlje a tovabbiakban, P(y+)
eloszlast f(y;). A modellez®t azonban val6jaban az érdekli, hogy mj-nek Y,; korabbi
meg gyelésekre vett feltételes eloszlasa, hiszen a paramétert nem lehet koézvetlenul
meg gyelni. Kordbbi eredmény, hogy ha ; eloszlasa egy paraméter] Poisson eloszléas,
€s paraméter nem determinisztikus, hanem egy Gamma eloszlasu valészinfségi valtozo,
akkor (nem feltételes) eloszlasa Negativ binomialis eloszlas.

A kevert eloszlasnak van egy gyakorlatiasabb értelmezése is. Egy adott varosban
minden sof®r karszama Poisson eloszlasu, azonban minden vezet® paramétere eltér®, ezért
adott esetben a paraméter is egy valoszinfségi valtozo.

Harvey és Fernandes (1989) a konjugalt prior fogalmat alkalmazzdk. Ez a fogalom
a bayesi statisztikdbol szarmazik, mely jelen esetben analég a kevert eloszlassal. Az
id®ben valtoz6 paramétert szeretnék megbecsilini, mely az aktudlis varhaté értéke a
karszamnak. Ennek legegyszerfbb mddja, hogy a korabbi karszamok atlagat tekintik a
Poisson paraméter maximum likelihood becslésének, a karszam pedig egy ekoril ingadozé
valészinségi valtozé.

Azonban nem biztos, hogy a Poisson eloszlas paramétere a korabbi meg gyelések at-
laga, hiszen ugyanazok a meg gyelések szarmazhatnak végtelen kulonb6z® paraméterq
Poisson eloszlasbdl, azonban ezek likelihoodja eltér®. A modellez® szemszdgéb®I tehéat a
paraméter is egy valészin{ségi valtoz6. Egy megkozelités az eltér® Poisson eloszlasokhoz
tartozé valdszinfségek sulyozott atlagolasa, ahol a sulyokat az egyes paraméterbecslések-
hez tartozo likelihoodok hatarozzak meg. A modellez® szemsz6géb®I ezaltal az Uj meg -
gyelések eloszlasa egy olyan Poisson eloszlas, melynek paramétere nem determinisztikus,
ami egy ugynevezett kevert eloszlast eredményez.

Kezdetben eltekintliink a valtozok id®soros indexelését®l. Y jeldlje a korabban meg -

gyelt adathalmazt, a vizsgalt paramétert, az el®re jelezni kivant jov®beli val6szin{ségi
valtozot. A keresett f(yjY ) prediktiv eloszlas a teljes valoszinfség tételével igy felirhato
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az aldbbi médon:
Z 1
flyjy) = . f(yj)f(jy)d

Ez az integral el®feltételezések nélkil nagyon nehezen szamolhato ki, mert a legtébb eset-
ben nem egy ismert prediktiv eloszlast ad. Tovabba mivel az egyenletben szerinti integ-
ral szerepel, sziukséges valamilyen feltételezéssel élni az eloszlasat illet®en. A Bayes tétel
segitségével a paraméter adatokra vett feltételes eloszlasa felirhatd a kovetkez®képpen:

fFCYifo)

(=~

Ha az f()) konjugalt priort Gamma eloszlasnak feltételezzuk, akkor f(jY ) poszteriornak

is Gamma eloszlast kapunk, és az is ismert, hogy az adatok fényében hogyan kell médo-

sitani a Gamma eloszlas el®zetesen feltételezett paramétereit. Ezekkel az eloszlasokkal a

fenti integradl mar kénnyebben szamolhatd. Az integrélba Poisson és Gamma eloszlaso-

kat behelyettesitve negativ binomialis prediktiv eloszlast kapunk. Réviden ¢sszefoglalva
Poisson likelihood fliggvényéhez Gamma prior és poszterior eloszlas tartozik, valamint

negativ binomidlis prediktiv eloszlas.

3.2. ld®soros Poisson modell

A dolgozatban . jeldli a kimeneti valészinfségi valtozét t id®pontban, az ett®l valo
eltérés kilon ki van emelve. Ahogy fentebb is szerepelt Harvey és Fernandes (1989) els®
modellje a kdvetkez® feltételezésekre épll. Legygmek -re vett feltételes eloszlasa
Poisson, ekkor:

yle t
N )
flyd o) = vl

t-

ahol ; a t-beli Poisson eloszlas paramétere, ezéltal varhatd értéke és szérasnégyzete.

A modell keretrendszerében; paraméter is valdszinfségi valtozo, eloszlasa Gamma
eloszlas. (1 jYy1 ) jeldli 3 mar (t 1)-ben elérhet® informaciora vett feltételes
eloszlasat. Tegyuk fel, hogy (t 1)-benismertaf( {1 jY;1 ) Gamma eloszlashoz tartoz6
a1 €sb; paraméter. Az eloszlas:

o exp(b) 2t
f(;a;b) = (@b = X
ahola;b>0és = ;,a=a;;1,b=h; . Ezek a paraméterek ¥, -b®I becsilhet®k,
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t = 0 id®pontban pedig valamilyen feltételezésre éplilnek (Harvey és Fernandes 1989).

A kovetkez® Iépés a paraméterek prior el®rejelzésének megkonstrualasa. (a;b) paramé-
ter] Gamma eloszlas varhaté érték@, szérasnégyzete;. Mivel cél azon tulajdonsaganak
meg®rzése, hogy; feltételes varhatd értéke megegyezik , feltételes varhatd értékével,
szorasa azonban novekszik, feltételezzik, hogyYi1 (a1 ;hby1 ) parameterf] Gamma
eloszlas, ahol:

a1 =la
b1 ='b¢p; O0<!<1

Ez val6sitia meg a modell id®soros jellegét. A korabbi a és b paramétereknek egy !
paraméterrel tortén® modositasa prediktalja jov®beli eloszlaséat. Ezaltal a varhato érték
valéban valtozatlan és a szérasnégyzet névekszik.

latr _ a

E[ Y1 ]= b = — =E[ 1 ]Y1]
‘D1 1
. la 1a& 1 .
D?( (Y1 ) = !4;211 = !_hll = !—Dz( t1 Y1)

Miutan a t-beli y; meg gyelések elérhet®vé valnak, a paraméterek 0j adatok szerinti mo-
dositdsa megadja f(jY;) poszterior eloszlas paramétereit, ezeket a formulakat mar a
Gamma prior-poszterior kapcsolat egyértelmflen megadja.

& = agrr tYi
bh=byg, +1

Megjegyzend®, hogy, feltételes varhato értékét az a=ih hanyados adja, ami az ! para-
méter nélkul egyszerflen a meg gyelések atlaga. A rekurzio t = -bdl indul, ahol az els®
olyan id®pont, ahol nem 0 kdresemény van (Harvey és Fernandes 1989).

Az | paraméter ML becsléséhez szikség van az egyuttes eloszlasra. Az :: t
meg gyelések feltételes egyuttes eloszlasa a kdvetkez®:

fly sosunymD = Lag f(YdYen)

Ahogy korabban is szerepelt Poisson eloszlas Gamma eloszlasu paraméterrel negativ bi-
nomialis eloszlast eredményez ezért:

(a+; t) ba(l_'_b) (a+y 1)

flydYer ) = W
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ahola=!a;; ésb=1b; Az! paraméter loglikelihood fiiggvénye:

XT

I(t) = llog (fa 11 +y¢) log(y +!)

t= +1
log (la 1 )+!a {1 log(!bs )
(fa (1 +yylog(1+!b 1 )]

Ennek maximalizaldsaval megkapjuk ! ML becslést, ezt visszahelyettesitve az iteraciod
megadja adott id®pontban az eloszlas paramétereit, valamint egy egyszery mdédszert ad a
varhato érték becslésére, mely a paraméterek Uj adatok szerinti frissitéséb®I kdvetkezik.

P iy,
g0 Yt

=0 °

E[ t+1 th] =

oo

A véarhaté érték a korabbi adatpontok sulyozott atlaga, ahol a suly az ! paraméter annal
magasabb hatvanya, minél régebbi id®szak adata. Mivel ! < 1, a korabbi meg gyelések
exponencialisan csokken® sullyal szerepelnek az atlagban (Harvey és Fernandes 1989).
Emiatt a modell kilébndsen olyan esetben alkalmas, amikor az adatok eloszlasa valamilyen
trend szerint valtozik. Példaul egyre biztonsagosabba valik a kdzlekedés és a jarmivek.

3.3. Kiterjesztés Negativ binomidlis eloszlasra

Ha az a feltételezés, hogy az egyes adatpontok eloszlasa olyan Negativ binomialis, mely-
nek paramétere Béta eloszlasu valoszinfségi valtozé, akkor a kevert eloszlas béta-negativ
binomialis. Ha {j  NB(; ) akkor:

+y: 1

Vi (1) v =0:1;2;:

flyd )=

Ekkor a feltételes varhato érték és szorasnégyzet képlete:

El t]=&

D?(4j o) = #:E[ d o+

E?[ 4 4
A paraméter Beta(a; b) eloszlasu valészinfségi valtozo.

f(jY)= x31 (1 x) P!

B(a; b)
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Ebben a modellben is szempont, hogy ga ;b1 el®rejelz® paraméterek tartsak meg
-nak az a;; €s b, szerinti varhat6 értéket. Ehhez azonban arra van szilkség, ho&y-
varhato értéke ne valtozzon. Megmutathato, hogy:

E =

Ezért agy konstrualtak a modellt, hogy az el®rejelz® paraméterek a kdvetkez®képpen
maodosulnak:

aj1 =laq +(11)
bjtr =01
Ugyanis ezek kielégitik, hogy:

byt 1 _ b
a1 1 a; 1

(Harvey és Fernandes 1989).

Erdemes megvizsgalni B 1_1t viselkedését, id®ben ez hogyan valtozik. Ha elosz-
lasa Béta(a; b), akkor;— eloszlasa inverz Béta(a; b). Az inverz Béta eloszlas tulajdonséaga,
hogy a valészinfségi valtozo reciproganak eloszlasa pedig inverz Béta(b; a). Emiatt
szOrasnégyzete:

1 bb+a 1)
D? = : > 2:
@2ann 2 °
Legyen 4, Béta(a 41 ;hby1 ). Ekkor:
D2 1 4 _ b (tber +lar 1)
it 1 (fagp ! D(a 1 1) 2

_ b1 (b +ag 1) :
(farx ! D@ 1 1) 2

A masodik egyenl®ségnél egyszerysitettiink !-val. A szamlalé ekkor ugyanaz, mirt IjT‘l
szamlaloja. A nevez®r®I kell megmutatni, hogy

(fayr ! D@ 1 D<@ @ 1) =
Atalakitva:

(M@ 1) D<@ v 2)
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A bal oldal ! szerinti derivaltja pozitiv, ha ! > 0 és a > 2, amik teljesilnek, ezért ennek
fuggvényében szigorian monoton n®. ! = 1 esetén van egyenl®ség, ezért az allapottér
valtozo prediktalt szérasnégyzete magasabb, ha ! < 1, ugyanis ekkor a szamlal6 kisebb.
Emiatt fontos kdvetkezmény, hogy nem ; szérasnégyzete novekszik, hanemlat—‘ kifeje-
zésé.

A konjugaltsagbal itt is egyértelmfen kovetkezik, hogy negativ binomialis likelihood
€s béta prior esetén a poszterior paramétereket a kdvetkez® formuldk adjadk meg a prior
paraméterekb®I:

& =ag, +

b =bgr +Y

Szintén a konjugaltsagbdl kovetkezik, hogy; prediktiv eloszlasa béta-negativ binomidalis.
Ennek eloszlasaba behelyettesithet®k a modell altal prior feltételezett prediktiv paramé-
terek.

1 B( +a g1 ; Yi + b1 )

flyYes ) =
(Y tjYe1 ) +y: B(;yc¢+1)B(ag: ; byj1 )

(Harvey és Fernandes 1989).

3.4. Magyarazé valtozok

Az adott id®szakban bekdvetkez® karok, balesetek szamanak el®rejelzésekor nem csak
a multbéli adatok birnak magyarazéer®vel, hanem az adott id®szakra jellemz® egyéb val-
tozok is, példaul, hogy az adott nap hétkbznap vagy hétvege.

Nem dinamikus modellek esetében elterjedt a GLM maddszer, melynek a linearis reg-
resszio egy specialis esete, azonban a linearis regresszio feltétele, hogy a becslési hibak
normalis eloszlast kdvetnek, ami példaul kardarabszamok el®rejelzése esetén nem teljesul.
A modszer akkor is alkalmazhatd, amikor a kimenet exponencialis eloszlascsaladba tar-
tozo eloszlast kdvet. A modell szerint a varhato érték E = , ahol transzformalja a
magyarazo valtozok fliggvénye.

g((X) = ot Xa+ Xtilt pXp

Ahol g szigordan monoton noév®, di erencialhatdo kapocsfiiggvény. Ha a kimenet elosz-
lasa Poisson, akkor a kapocsfliggvény g(u) = Inu. Vagyis predikcidja exp(x ), ami
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garantdlja, hogy a becslés pozitiv legyen (Nelder és Wedderburn 1972).

Ennek fényében mddositja Harvey és Fernandes (1989) az id®soros modellt,
eloszlasa (a1 ;b1 ), tYy1 eloszlasa pedig (‘a;; ;'b¢1 ). A magyardzo valtozo olyan
modon szerepel, hogy (j ;) eloszlasa pedig P oisson( ), ahol:

£ = rexp(x)

Tehat ( ¢j ;) varhatd értéke a paraméter egy magyarazo valtozoktdl fligg® taggal meg-
szorzott értéke. [ paraméter is egy val6szinfségi valtozo, Y -re vett feltételes eloszlasa

+ . Wt .
(@ 41 3By, ) ahol:

a:}tl =la

tj}tl =1b ¢ exp(X )

Ekkor azonban ! mellett a magyarazo6 valtozék egyutthatéit is meg kell becsiini,
ezéltal a loglikelihood fliggvény is modosul. fa helyett 'by; exp(x ) szerepel, és
mindkét paraméter szerint maximalizalni kell (Harvey és Fernandes 1989).

Az Uj meg gyelések moadositjdk a karok varhatd szamarol alkotott elképzelést. Egy
olyan nap, ahol nagyon keveés kar tortént, csokkenti a vart értéket. Azonban, visszatérve
ahhoz a példahoz, hogy hétvégén jellemz®en kevesebb a baleset az alacsonyabb forgalom
miatt, nem mindegy, hogy az alacsony érték hétvégi mérés vagy hétkdznapi. Hiszen ha
hétkdznapi, akkor nagyobb mértékben csdkken a vart értek, mint egy hétvégi méres eseteén,
ahol amugy is lehetett szamitani arra, hogy kevesebb a baleset. Emiatt a paraméterek
adatokkal tortén® modositasa az alabbi (Harvey és Fernandes 1989):

a =la 1 ty
b =1!by +exp(X;)

Ekkor ! paraméter nélkil a varhat6é érték nem egyszer{en a meg gyelések atlaga lenne,
ugyanis a nevez®t jobban ndéveli egy olyan nap meg gyelése, amely napon magas a vart
balesetszam.
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4. Paraméterrel szabalyozott szorasnegyzet

4.1. Szorasnégyzet viselkedése a HF modellben

A konjugalt prior médszer soran a megbecsulni kivant paraméter eloszlasara tett el®ze-
tes feltételezések sulya az adatmennyiség ndvekedésével nullahoz tart, a paraméter széras-
négyzete is nullahoz tart, ugyanis minél nagyobb a mintaelemszam, annal jobban csdkken
a paramétert illet® bizonytalansag. Ezért példaul a Gamma-Poisson modellben a predik-
tiv eloszlas negativ binomialis, a becsilt szérasnégyzet eleinte jelent®sen meghaladhatja
a becsllt varhat6 értéket. A nbvekv® adatmennyiséggel a prediktiv eloszlas egyre jobban
kozelit a Poisson eloszlashoz.

Harvey és Fernandes (1989) modellje ebben a tekintetben eltér®en mykodik. Az ! pa-
raméter miatt a modell nem csak alacsonyabb sullyal veszi gyelembe a korabbi adatokat,
hanem a parameéter szorasnégyzete nem tart nulldhoz, ezéaltal a prediktiv eloszlas nagy
adatmennyiség mellett is meg®rzi a negativ binomialis eloszlas azon tulajdonsagat, hogy
a szérasnégyzet jelent®sen meghaladja a varhatd értéket. Azt feltételezi, hogy az eloszlas
paramétere id®ben valtozik, ezért nem t{nik el a paramétert illet® bizonytalansag. Bi-
zonyos esetekben ez egy héatranyos tulajdonsag, példaul magas gyakorisagu, percenkénti,
masodpercenkénti adatoknal, ugyanis ekkor érzékelhet®vé valik, hogy a szoéras végtelenhez
tart.

4.2. Ahn, Jeong-féle modell

Ahn, Jeong és Wiithrich (2026) modellje erre a problémaéara szolgaltat megoldast Uj
valtozok bevezetésével. A modellez® az optimalizalas soran megadhatja gy ezen valtozok
korlatait, hogy a becsilt paraméter szérasa az Uj meg gyelések beérkezésével ndévekedjen,
csokkenjen vagy allandé maradjon.

A modell bemutatasa soran a cikkben hasznalt jelolések helyett a korabbi jeldlésekkel
konzisztens jel6léseket alkalmazom. Legyen exogén folyamatp,; ¢, ahol t 1. Ezek
a folyamatok konstansok is lehetnek, a tovabbiakban egyszer{sitésként elhagyarésg
also indexét, id®ben valtozatlanként kezelem. Legyen:

¢t 05 p2(0;1); gq>0; pg<1
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A kimeneti valtozékat . jeldli, t id®pontig meg gyelt adatokat pedig ¥ =fy 1;::5; 0. ¢
allapottér valtozé.  allapottér valtozora vett feltételes eloszlasa Poisson:

tj t POiS( t t)’ t 1

A kimeneti valtozo feltételes varhato értéke ; (. A modell felépitésében E[;] = 1,
ezéltal a kordbbiakhoz hasonldéan a Poisson eloszlas varhatoé értéke . valdszin{ségi
valtozé, t = 1 id®pontban eloszlasa:

1 Gamma(a 10; byo);

ahol azt feltetelezziik, ao €s hj Ugy adottak, hogy E[ ;] = 1. Korabbi meg gyelések
ismeretében, t 1 feltételes eloszlasa, valamint prediktiv eloszlasa a kévetkez® (Ahn,
Jeong és Wiithrich 2026):

t1 JYia  Gamma(a (1 ;b1 )

dYer  Gamma(a g1 by )

4.3. HF-modellel szembeni kilénbségek

Az els® pont, ahol megmutatkozik a HF-modellel vett killénbség, ahogyan p; gpara-
méterek adjak . prediktiv paramétereit.

ajr1 = pdags +(1 p)b g1
b =qhys

A formulak megvéalasztasanak kovetkezménye, hogy paraméter varhatd érték szempont-
jabdl stacionarius, ugyanis

E[ ¢jYea 1=PE[ t1jYi2 1+ (1 p);

tehat t id®pontban varhato értéke at 1-beli varhato érték 1-gyel vett linearis kombi-
nacidja és korabban az is szerepelt, hogy E() = 1 (Ahn, Jeong és Withrich 2026).

A poszterior paramétereket a Harvey-Fernandes modellt®l némiképp eltér® egyenletek
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adjak (Ahn, Jeong és Withrich 2026):

& = agrr tYi
b =byi1 +

Ez abbdl a kilénbségb®| adodik, hogy a feltételes Poisson eloszlas paramétere nem
vagyis az allapottér valtoz6 , hanem , tehat az éallapottér valtoz6 és egy exogén
folyamat szorzata. Ezért | eloszlasa a kdvetkez®:

() e

)=

Gamma(a,b) eloszlasu, ezért eloszlasa:

f()= P oa eb

(@)

A Bayes tétel szerint:

f(yj )f()
f(y)

Behelyettesitve és a konstansokat c(y; a; b)-vel jeldlve:

f(iy) =

f(iyy=() Ye *'e® c(y;ab)
A kitev®k csoportositasa utan:
f(yy= vt e®)  c(y;a;b)

Ez egy Gamma eloszlas, ahol,@;werior = a+Yy €S byoszerior = b+ . Ez a levezetes
csak annyiban modositja a Ho (2009) tankdnyvében szerepl®t, hogy a Poisson eloszlas
paramétere

Ugyanezen okbdl a likelihood fliggvényben is mas paraméterek szerepelnek. Itt is az
alabbi egyenlet a kiindulasi pont, ahol jY eloszlasa f(y):
Z 1
f(y) = . flyj)f()d

Behelyettesités utan:

iy ve B,
0 y! (a)

fly) = e’ d
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A hatvanyok csoportositasa és a konstansok kiemelése utan itt is:

Z
YR 1
f(y) = et d
y'@ o
Ha a Gamma eloszlast nullatél végtelenig integraljuk(Ho 2009):
Z 1
1= B a1 g d; ab>0;
o (@
Ezt atrendezve:
Z 1
atgh g = @ ;. a;b>0;
0 og

Alkalmazzuk az a:=a+y és b := b+ behelyettesitést:

B (aty)
yt (@ (b+)

fly) =

Az atrendezés aza; b% paramétery negativ binomialis eloszlast eredményez, ezzel meg-

kapva a prediktiv paramétereket. A likelihood fliggvény pedig:

(a+y) b * 7
@y! b+ b+ '

fly) =

Ez a levezetés azonos modon a Ho (2009) kdnyvében szerepl® levezetésnek a modosi-
tasa. A likelihood fliggvénybe a = g, és b = Iy;; parametereket beirva a fuggvény
maximalizalasaval megkaphatd p; g és paraméterek ML becslése.

4.4. Szorasnéegyzet elemzése

A szerz®k célja az volt, hogy p;q paraméterek megadasaval meghatarozhato legyen a
szérasnégyzet viselkedése. Ennek elemzésére a kovetkez® lemma ad lehet®séget (Ahn,
Jeong és Wiithrich 2026).

1. Lemma. Tekintsik a 4.2 és 4.3-ban meghatérozott modellt, ekkor a kdvetkez®k telje-
sulnek:
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Ekkor

|) E[at] = bt, E[ t] = 1, éS E[ t] = ¢
i) D?( w1jY)= H:

i) E[D?( wijY)]= qih

iv) D* E[ w1 jYd =p{D*EL «jYu):

H

Ahn, Jeong és Withrich (2026) cikkének mellékletében a lemma teljes bizonyitasa
szerepel, azonban mivel a lemma épit a modell felépitéséb®l ered® tulajdonsagokra, annak
bizonyitasabdl kiemelésre kertilnek részletek. iii) abbol kovetkezik, hogy:

1

E[E[ w1iYdl= —:

E[DZ( w1 Y] = ah

1
b(+1jt
Itt az els® egyenl®ség abbdl kdvetkezik, hogy Gamma(a; b) eloszlasu X valdszin{ségi valto-
z6 szérasnégyzet@ = =X A masodik egyeni®séget a toronyszabaly eredménye, ugyanis
E[E[ «1]jYiJl=E[ #1]=1. Az iv) pont bizonyitasanak kiindulasi pontja, hogy:

. a{+'
E[ w1iYid= b it = pt%
+1]

+(1 p )

Ebb®I visszahelyettesitésekkel megkaphato, hogy:

a

D*(E[ t+1th]):pt2D2 K :ptzDz(E[ Yil)

A variancia felbontas alkalmazhaté a lemma iii; iv pontjaira, melynek képlete:
D*(X) = E[D *(XjY)]+D *(E[XjY])

Ez megadja .1 és  szorasnégyzetét, melyek ezutan a kilénb6z® parameéterek figgve-
nyében dsszehasonlithatova valnak, megmutatva az id®beni valtozast.

D*( w1)=E D*( w1 jY:) +D? E[ w1 jYi
1 L, .
= = +p2D2 E[ jV.
ah Pi [ tiYi

D*( )=E D*( ¢jY:) +D? E[ {jYi]

1
Z+D2E[ (Y
b [ t]Yi]
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A p;q paraméterek szerint lehet csoportositani a modelleket, aszerint, hogy sz06-
rasnégyzete novekszik, csokken, illetve allandd. Lathatd, hogy p = 1 és g 2 (0;1) a
Harvey-Fernandes modellt eredményezi, ekkor szorasnégyzete novekszik.

CsoOkken® szorasnégyzetet a q =1 és p 2 (0; 1) paramétervalasztas eredményez. Ekkor
a paraméterek frissitése a kovetkez®:

a =pag; +(1 p)b 1 +y,
bh=bi + ¢

A szOrasnégyzet ezaltal csokken, ugyanis:

D*( w1) D ?( )=(p? 1D *E[ 4Yi))
=2 1D 2 & <o
b
Ezen felll, ha  folyamat konstans vagy alulrol és felllr®l korlatos, akkor, szorasnegy-
zete 0-hoz tart, y szérasnégyzete pedig -hoz.

A harmadik eset, hogy . szérasnégyzete konstans. Legyen 1 = EJ és ﬁ =
D?( ;)=D?( ), mindent 1-re. Ekkor D ?( ) konstans, akkor és csak akkor, ha; s
g kielégiti a kdvetkez® egyenletet mindent 1-re:

1, 1 1 1

— TPt — :
ah bjo b bujo
Ha p = p id®ben valtozatlan, akkor ez a megkotés az alabbira médosul:

bujo

4T Pop+ p b
ami rekurzivan szamolhato,
bh=0qi1 b1 +
b =byo+ 1

(Ahn, Jeong és Wiithrich 2026)

A modelleket harom csoportra lehet osztani aszerint is, hogy milyen mértékben hata-
rozza meg . értékét az exogén varhat6 érték. Ha p = 0, akkor ; teljes mértékben az
exogén folyamattdl flgg, E[ «jYi1 ]= . Ha p =1, akkor  varhato értéke teljes mér-
tékben varhatd értékét®l fugg, E[ ¢jYi1 1 = 1 E[ ¢1 jYi1 ]. Ha azonban p 2 (0; 1),
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akkor y; varhatd értéke feltételes varhat6d értékének és az exogén folyamatnak egy
linearis kombinacioja, E[{jYi1 ]=p t1 E[ t1 Y1 ]+ (1 p) + (Ahn, Jeong és Wiithrich
2026).

Erdemes tovabba megvizsgalni, hogy;-re teljesiil-e a gyenge stacionaritas tulajdonsa-
ga. Korabban is szerepelt, hogy a folyamat atlag szempontjabdl stacionarius és gF 1.
A kovetkez® lépés annak vizsgalata, hogy Cowty ; ) kizardlag h-tél figg-e, vagyis a
héattérvaltozo két id®pontban vett értékének kovarianciaja csak az id®beli tAvolsagtol fligg-
e.

tobblépéses varhato értékét a valtozo6 prediktiv paramétereinek képlete alapjan lehet
felirni.

E[ whi Jd=p" «+@ p ")
Cov( wh; t)=E[ wn « E[ wnlE[ ] (1)

A poszterior paraméterek képlete ugy van meghatarozva, hogy E| = 1 mindent 1-
re. Emiatt a masodik tag értéke 1. Az els® tag kiszamitasahoz alkalmazhato a teljes
valészinség tétele:

E[Y ] = E[E[Y jX]]
Tehat:

E[ wh fJ=E[ (E[ wn] I

Ebbe behelyettesithet® a tobblépéses feltételes varhato értek képlete:

E[ wh JJ=E[ (" (+@ p ")
=p"E[ 21+ p ME[ ]
=p"E[ +(1 p "

Az els® és masodik tagot is a kovariancia képletébe visszahelyettesitve:

Cov( wn; )=P"E[ 1+ p ") 1
=p" E[ {] 1
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A szbOrasnégyzet de nicidja szerint B(X) = E[X 2] E ?[X], ezért a kovariancia:
Cov( wn; o) =p"D*( o):

Miutan a kovariancia szorasnégyzetének dinamikajatol fugg, : folyamat akkor stacio-
narius, ha szérasnégyzete allando.

4.5. Szezonalis Ahn-Jeong modell

A modellben szerepel a varhato érték dinamikajat meghatarozqg folyamat. Modellezés
soran ez tobb moédon is megszabhat6. Az egyik lehet®ség megtartdsa konstans pa-
raméternek. Ekkor a modellez® két tulajdonsagat hasznalja ki a modellnek, azt, hogy
megszabhatd az allapottér valtozé szorasanak dinamikaja, valamint a mindenkori atlag-
hoz val6 visszahuzast, mely a kiugro értékek torzitd hatasat meérsékeli. Egy id®ben valtozo
¢ folyamat azonban lehet®séget ad trendek és szezonalis ingadozasok megragadasara.

A dolgozatban az adatok elemzése soran a szezonalitas az alabbi modon szerepel az

------

folyamat. Egy koruton vizsgalt kdzlekedés esetében ez lehet példaul a megyében vagy
akar allamban jegyzett 6sszes baleset napi szama. Az exogén folyamat legyen:

X Xag_g I
~S ts] -
t J ;

PR
j=1 =1 -

, ahol az optimalizacidébol kapott konstans paraméter, J a (t 1)=s lefele kerekitett ér-
téke, ! 1, s pedig a ciklusok hosszét jelz® paraméter. Tehat az exogén folyamat minden
id®pontban az elmult id®szakban ciklusonként az arra a napra es® aggregalt balesetszamok
I paraméterrel exponencialisan sulyozott atlaga, skalazva -val.
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5. Autoregressziv modellek

5.1. Az Ahn-Jeong modell specialis tulajdonsagai

Az Ahn-Jeong cikkben az 1989-es Harvey és Fernandes tanulmanyban szerepl® model-
lek k6zul csak a Gamma-Poisson modell altaldnositdsa szerepel. Cél annak a vizsgalata,
hogy milyen tovabbi, részben az Ahn-Jeong modellre analég mddszerek vannak a negativ
binomialis-béta modell kapcsan. Teljesen szimmetrikus modositasok nem feltétlen lehet-
ségesek, ugyanis az Ahn-Jeong cikk tobb tulajdonsagat kihasznalja a Gamma-Poisson
konjugalt eloszlasparnak.

Az egyik nehézség a hattérvaltozé skaldzasabdl fakad. Ahn-Jeong esetébenek
i-re vett feltételes eloszlasa Poisson( ;). Ezzel a mddositassal megvalésithatd, hogy
a megfelel® poszterior paraméterfrissités miatt EJ] = 1. Ez alkalmat ad arra, hogy
a prediktalt E[ jY;1 ] feltételes varhato érték E[ {1 jYi1 ] €s 1 linearis kombinacioja
legyen. Mindkét oldalt -vel beszorozva.jY;; varhato értéke a allapottér valtozébol
szamolt varhat6 érték és egy exogén folyamat linearis kombinacidja legyen.

A béta-negativ binomialis konjugalt prior médszer esetén ugy kaphaté meg a poszterior
paraméterek képlete, hogy a Bayes-tételbe a prior eloszlast és a likelihoodot behelyette-
sitve:

f(iy)/ @)y at@ ) Pt
A kitev®ket 0sszevonva:
f(yyy/ =t @ ) vt

Tehat a poszterior eloszlas Beta(a+ ;b +Yy).

A béta-negativ binomidlis konjugélt par esetében -t ismertnek tekintjik, parame-
ter becslése a cél. Ebben a modellben két valtozot is célszer( lehet allapottér valtozénak
tekinteni. Az egyik egyszerflen a paraméter, a masik pedig a Harvey-Fernandes modell-
ben is alkalmazott1—. Ha eloszlasa (a;b) paramétery béta, akkot— eloszlasa (b; a)
paramétery inverz béta. El®bbi varhato értékeZ-, utdbbi varhato értéke%. Mindkett®
esetében probléma, hogy a varhato értékek nem lineéris figgvényei a-nak. Emiatt bar
valaszthatdak olyan prior paraméterek, hogy az allapottér valtoz6 (t = 1)-ben vett var-
hatd értéke 1 legyen, nem lehet a paramétert ugy atskalazni, hogy az allapottér valtozé
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varhat6 értéke a kés®bbi id®pontokban is 1 maradjon.

A szoérasnégyzet elemzését az Ahn-Jeong modellben a lemma alapozza meg. A bizo-
nyitas részleteib®l latszik, hogy ez tébb ponton épit a Gamma eloszlas tulajdonsagaira
valamint a modell azon viselkedésére, hogy az allapottér valtozé varhatd értéke 1. A
szorasnégyzet elemzése lehet®séget ad arra, hogy p €s q paraméterek megfelel® megva-
lasztasaval az allapottér valtozo szorasnégyzete allandé maradjon, mely feltétele a gyenge
stacionaritds teljesulésének. Tovabba el®nye az Ahn-Jeong modellnek, hogy heel-
tér 1-t®l, akkor p fuggvényében a modell 1-hez, vagyis a varhatd értékéhez hluzza, nem
egy mesterségesen feltételezett ertékhez. Ez pedig a prediktiv poszterior eloszlas varhato
ertékét az exogén, trendnek tekinthet® folyamathoz kozeliti.

5.2. Generalizalt Autoregressziv Szkor

Tetsz®leges eloszlas id®soros el®rejelzésének mddszere a Generalizalt Autoregressziv
Szkor keretrendszer (Creal, Koopman és Lucas 2013). Szamos modell, példaul a GARCH
ennek specidlis esete. A modell alap felépitése a kovetkez®N 1 méret] vektor jeloli
a meg gyelhet® kimeneti valtozot, f pedig az allapottér valtozé vektort. Ez lehet pél-
daul  eloszlasanak egy vagy tobb paramétere. Van emellett egy statikus paramétereket
jelol® vektor, . Y, = fy 1;::5;y:g a t id®pontig tapasztalt meg gyelések halmaza, ;Fa
ff o;f1:::ftg halmaz. % jeldli az exogén valtozék vektorat, a korabbiakhoz hasonléan to-
vabba X; = fx q; X1:::x¢g. t-ben rendelkezésre all6 informaciot jeloli #= fY {1 ;Fy1 ; X:0.

A modell feltételezi, hogy -t az alabbi eloszlas generalja:

¢ By dJfoFe )

A modell kbzponti része az autoregressziv frissit® mechanizmusalfapottér valtozo-
nak:
XP Xd
fon =1+ AiStiv1 + Biftj+1
i=1 j=1
ahol ! konstansok vektora, A €s B egyutthatd matrixok i = 1;:::;p-hez és j = 1;:::;0-
hoz tartoz6 megfelel® dimenzidkkal.. & multbéli adatok fliggvenye, tekinthet® a folyamat

SV
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st a becsilt eloszlasnak és a meg gyelésnek a fliggvénye:

@Inf(yjf; Fe; ) .

=S50, O = ;
St 1O i of

S =St fFe )

ahol S() egy métrix figgvény. A p és q rendf Generalizalt Autoregressziv Szkér modell
jelolése GAS(p;q). A szkdér megadja azt az iranyt, amelyben a paramétert modositva
javul a modell szkérja. Emiatt bar az innovacié véletlenszerf, a valés modellparaméter
esetén a szkdr varhato értéke 0. A volatiliths csokkentése erdekében sok esetben érdemes
azonban skalazni. Erre két médszert is javasoltak Creal, Koopman és Lucas (2013).

A skalazas mértéke fugghet a szkér szérasnégyzetét®l, legyen az els® skalazé matrix:
S =1 tj%l ;g1 =En [00"];

ahol £, a f(yijft;F¢; ) szerint vett varhaté érték. Ezaltal a skaldzé matrix a Fisher
informacidé matrix inverze. Minél nagyobb a meg gyelések allapottér valtozora vett fel-
tételes eloszlasanak a szérasnégyzete, annal kisebb a Fisher informéacié, annal kevésbé
skaldzza le az innovaciot. Tovabbi skalaz6é matrix az:

— . T — 1 .
St_thtl ) ‘]tjtl ‘thtl =1 tjtl o

tehat a Fisher informéacié matrix inverzének négyzetgyoke. Ennek tobb el®nyfs statisztikai
tulajdonsaga van a GAS modell szempontjabdl. Ez annak a kdvetkezménye, hogy ekkor
az innovacio szérasnégyzete egyséegnyi Creal, Koopman és Lucas (2013).

S =J 1, Jq{l Jijr =1 U.%l skalazas valasztasa esetépn egy martingal di erencia
egységnyi szorasnégyzettel. A GAS(1; 1) felirhaté MA(1) forméban:
x o
fe=(1 B )*!+A;  Bls:
i=0
Ebb®I kdvetkezik, hogy f akkor gyengén stacionarius, ha Bgyokei az egységkoron belll
vannak (Creal, Koopman és Lucas 2013).

Eloszlasok paraméterének modellezésekor gyakori megkdtés a nemnegativitds. Legyen
2 a modellezni kivant paraméter, melynél elvaras a nemnegativitas. Ekkor kézenfekv®
valasztas azfy = log( ?2) paraméterezés. Altalanos értelemben az eltér® paraméterezést
jeldlje ft = h(f ), ahol h() egy folytonos invertalhato leképezés. Tovabbi jeldlés, hogy =
%gt). Mivel a Fisher informacio jél viselked® eloszlasok esetén egyarant megegyezik a a
szkorok kils® szorzatanak varhato6 értékével, valamint az eloszlas logaritmusanak masodik
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derivaltjaval, a kovetkez® egyenletet kapjuk (Creal, Koopman és Lucas 2013):
1
Jir Jg1 = Ea (B )OO 1R} = bdygy Jg by

ahol a~azt jelenti, hogy az eloszlas af; szerint van derivalva, nem f szerint. Emellett
ervényes a kovetkez® oOsszeflgges:

_ @Inf(yjf ¢; Ft;

): Tlo.
a (bt)" O

G

Ebb®I kovetkezik, hogy egydimenziés esetben a folyamat innovacidja valtozatlan marad,
ugyanis:

§=Jh1 O =5 =J51 (B)) g1 st

Itt s¢ =J g1 O és egyvaltozds esetbedy; (h{)! Jyq1 = 1. Tobbvaltozés esetben pe-
dig az Uj paraméterezéssel az innovacié az ortogonalis lineéris transzformacidja az eredeti
innovacionak:

.
Jor (B Jger Tier () Jya = g1 (b)) M lga (B) ' Ty, =1

5.3. Alkalmazas Poisson eloszlassal

Heinen (2003) javasolta az ACP (Autoregressive Conditional Poisson) modellt. Tovabb-
ra is jeldlje F; a (t) id®pontig rendelkezésre allo informaciot. Ekkor a kimenet feltételes
eloszlasa:

yijF¢ Poisson( );

ahol a paraméter , autoregressziv folyamat. A javasolt modell formulaja:
_ xP Xa
E[jFia]= ='+4 ivij + it
j=1 =1
ahol ( j; ;!) pozitiv alland6 paraméterek.

Megmutathato, hogy ez a modell a GAS egy specialis esete. A szkor Poisson eloszlas
esetében:

INf(y« o) =yeln o t:
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A szkor ¢ szerinti derivaltja:

@Infyj o) _ %t

1:
@t t

Poisson eloszlas esetében a Fisher informacio inverze £, amivel felirhaté a GAS
folyamat innovacidja, S =1 ! esetén:

St:|1ot=)’t t:

Ezzel ezzel az innovacidval atalakithaté a GAS folyamat az ACP modellé:

xa xXP
t= ot i St
=1 =1
= TG4t j(YIj t] )
=1 =1
xP
= (G Dy iYij
=1 j=1
A felirasban ;| = 7 i behelyettesitéssel pontosan az ACP modellt kapjuk.

Heinen (2003) harom fontos tulajdonsagat mutatja meg az ACP modellnek. Az els®
az ACP(p; q) nem feltételes varhatd értéke:

E[«]= = P

max(p;q) ;
1 i ( p+ j)

j=0

valamint a folyamat stacionarius a= 75®% (; + ;) < 1 feltétel mellett. A masodik
allitas az ACP(1; 1) modell feltétel nélklli szérasnégyzetére vonatkozik:

_ @ i+ )2+ D

Ez anal6g azzal a feltételezéssel, mely a konjugalt modellekre volt jellemz®, hogy a Poisson
eloszlas paramétere is egy valészinfségi valtozé. Emiatt paraméterre vett feltételes elosz-
las varhato értéke és szorasnégyzete megegyezik, azonban a meg gyelések nem feltételes
eloszlasa esetén a szorasnégyzet meghaladja a varhatd értéket. A harmadik tulajdonsag
az ACP(1; 1) modell autokorrelécio figgvénye:

1(1 11+ 1),

Corr( ts ts):( 1t 1)Sl 1 ( 1+ l)2+ %
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5.4. Alkalmazas negativ binomialis eloszlassal

Karszamok id®soros el®rejelzése soran kdnnyebben interpretalhatdé a paraméterezése a
negativ binomialis eloszlasnak, melyben jeloli az eloszlas varhato értekét. Ekkor =

és(l )= . Ekkor felirhaté eloszlasa:
L (+y) 7
flyi) = YO - " :

Itt is fontos megkoétés, hogy a parameéterek nemnegativak. Abban az esetben, ha
csak a paramétert tekintjUk éllapottér véltozc’)nak a modell az egydimenziés esetre
log( ¢). A modeII alkalmazasahoz szikség van a negatlv binomialis eloszlashoz tartozo
Fisher informaciora, valamint a paraméterhez tartoz6 szkorra. Utdbbi szamitasa:

Wit
Inf(yy ;Fe;)=In(+y ) Ink In ()
k=1
+ (InIn( + D) tydn ¢ InC+ )
A { szerinti derivalt pedig:
@Inf(yj Fi) _ L
@ ot t ot
_ Yot (e W),
t ot W+ )

A fenti képlet alapjan ©, is megkaphato, erre azonban nincs feltétlendl sziikseg egydimen-
zi6s esetben:

@Infoi 6Fu) _ oy O O 1T e )
@y (B) t(+ t) t t("‘ t)

— V't t)

ot

A fentiekb®I kiszamithato az I( ;) Fisher informacio:

e (o0 S . .1
B G CP
; ?
) fC+ 02 T f(+ 1)



Ezek ismeretében a GAS folyamat innovacidja:

r s
t(+ ) (Ve ) _ (Yt )2 _ W t

t( + t)_ t(+ 1) D( v)

S,[Z

5.5. Trend és szezonalitas

ey

az additiv id®sor-dekompoziciés modell:
Ye =My + Sy +2Zy;

ahol m; a trend komponens, egy szabalyosan valtozo fuggveny,sgezonalis komponens,
szabalyos amplitidoju és azonos periodicitasl, az ingadozasokat tartalmazza. Ha d a
periodus hossza, akkorS= Siw.q . z pedig véletlen zaj, E[g = 0, a nem nulla varhat6
erték beolvaszthato a trend tagba (Varga 2026).

B a visszaléptetés operator, ezaltal a Lag-d di erencia operator (1 B). Szemléltetve
(1 B 9y, =y y (q . Vehet®k a Lag-d di erenciaoperator hatvanyai is: (1 BY)™y, =

1B d)ml Yt Y td)
LB Y= B Y (yi Yyia)=(Q B D2 (yy 2y ta *+Yi2a );

ahol m egész szam. ;yARIMA(p;d;q) folyamatot kovet, ha (1 B) %, ARMA(p;q)
folyamat (Varga 2026).

A valésagban azonban jellemz®en nem allanddé nagysagu a szezonalis hatas és nem
is feltétlen determinisztikus. Emiatt egy lehetséges b®vités a SARIMA (szezonalis ARI-
MA) modell. A SARIMA(p;d;q) (P;D;Q) m, m periodusu folyamat felirhato az alabbi
formaban:

P(B)RB™)y: = QBM(B ™)z;
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ahol:

P(x)=1 X oXP
R(x)=1 X px"
Qx)=1 X X
M(Xx)=1  ix oX®

Fontos megéllapitas, hogy hd (x) és R(x) gyokei az egységkordn belll vannak, akkor a
folyamatnak létezik stacionarius megoldasa, ha pedig Q(x) €s M(x) gyokei az egységkoron
kivil vannak, akkor a folyamatnak Iétezik inverze (Varga 2026).

5.6. Szezondlis GAS

A Valtozo szezondlis ingadozas egyik kezelési lehet®sége, mely szerint a SARIMA modell-
hez hasonlité alakban irjuk fel a GAS modellt. Azonban mig az ARMA modell ebben az
alakban irhato fel:

P(B)y: = Q(B)z:;

ahol z a folyamat innovaciéja. Ez azonban GAS esetében némiképp eltér®:

xXp
P(B) = Stj -
j=1
Az innovaci6 az eggyel korabbi id®pontban gyelhet® meg, mint az el®re jelzettpara-
méter, a modell ; egyenletében nem hasznélja a t index{ szkort, tehat azmeg gyelést.
GARCH modell esetében Frank, Ghahramani és Thavaneswaran (2011) mar bevezettek
szezondlis modellfelépitést. Legyen x z folyamat, ahol z fliggetlen azonos eloszlasu
zaj, tovdbba E[z] =0 és D(z) = 1.  id®soros képlete pedig:
2 x 2 X
t= ot iXgi *
i=1 j=1

Ezutan a szezonalis GARCH-ot, m hosszusagu ciklusokkal a kévetkez® méddon irtak fel:

h .
PB)R(B™) 2=!+ P(B)RB™) QB)M(B m)I xZ:

Ennek el®nye, hogy a B operatorok nulladik hatvanyai kiejtik egymast, ezért agmem sze-
repel ; képletében, azonban példaul (m = 7) hosszusagu ciklusban val6bagy xszerepel
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a képletben. GARCH model esetében igaz az, hogysx? 2, ahol 5 a szok&sos jelolés-
sel a GAS modellben szerepl® skalazott szkér, ahol a skalazé operator a Fisher informacio
inverze. Ezt behelyettesitve felirhatd az alabbi szezonalis forma (Frank, Ghahramani és
Thavaneswaran 2011):

QBM(B ™x2=1+ P(B)RB™)s;

mely egyenlet az x ARMA formaju felirasa. A GARCH modell tulajdonsaga, hogy

s +fy = x?, ahol f; = 2, tehat a GAS innovacié és az allapottér valtozd Osszege a
kimeneti valtozé egy olyan figgvénye, amelyben nem szerepel a paraméter. Ez fontos az
ARMA alak felirasahoz.

A fenti gondolatmenettel analég modon, a szezonalis GAS egyenlete:

h .
PB)RB™f =1+ P({B)REB™) QBM(B m)I (st + o)

Mely ugyancsak tovabb alakithat6:

QBM(B M)(sy+f) ="+ rF:(B) R(B™)s;; valamint
i
QBMB Mf¢=!+ PB)REB™) QBMEB M) s

A GARCH-ra jellemz® ARMA feliras azonban nem altalanosithaté maradéktalanul. Pél-
daul negativ binomialis GAS modellben, ahol a skdlazé elem a Fisher informacio inverzé-
nek gyoke, s+f  nem csupan a kimenet figgvénye. Azonban ha a skalaz6 elem a Fisher
informacio inverze, akkor s = y; f , emiatt felirhaté a kivant ARMA alak. Poisson
modellnél ugyanez az éllitas igaz.
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6. Modelldiagnosztika

6.1. Eloszlas predikciora jellemz® kihivasok

Diebold, Gunther és Tay (1998) de nial egy dontési kdrnyezetet. Legyen {y.jY:)g fel-
tételes eloszlasok sorozata, melyek valdszin{ségi valtozok sorozatat generaljak,, ¥
fy 1;:::y:g szokasos moédon a t id®pontnél korabbi meg gyelések halmaza.(yfjY;) az
ezzel parhuzamosan el®re jelzett eloszlasok. Az el®rejelzések felhasznaldjanak van egy
L(a;y) veszteségfuggvenye, ahol a egy dontési valtozo. A felhasznalo olyandéntést
szeretne hozni, amely minimalizalja a varhatd veszteségét, mely varhat6 értéket az el®re
jelzett eloszlas alapjan szamol ki:
Z
a (f(y)) = argmin ,  L(a;y)f(y)dy:

Az adatgeneralo folyamat szerint varhato veszteseég:
Z
ElL(a ;y)]= L(a ;y)g(y)dy:

A dontéshozo f(y) és fk(y) el®rejelzés kozil azt fogja valasztani, amelyikre teljesil
az, hogy az adatgeneralo folyamat szerinti varhato vesztesége kisebb az el®rejelzés szerint
valasztott optimalis a dontésnek. Tehat a felhasznalg, {y)-t gyengén preferalja & (y)-nal
szemben, ha:

Z Z
L(a;;y)g(y)dy L(@y;y)g(y)dy;

ahol j es k az elter® el®rejelzéseket megkulonboztet® also indpxazaf; (y), a, pedig az
f(y) prediktalt eloszlas szerinti optimalis dontés (Diebold, Gunther és Tay 1998).

Az els®dleges cél egy olyan rangsorolas felallitasa volna, melyben minden felhasznéalo
megegyezik, a veszteségfliggvényét®I flggetlendl, azonban ilyen rangsor nem létezik. Di-
ebold, Gunther és Tay (1998) erre egy ellenpéldat hoz. Legyen a valés sfr{iség N(0; 1)
normalis eloszlas. Az els® felhasznalo veszteségfiiggvénya;y) = (y a) 2, a masodik
felnasznaloé L(a;y) = (y? a) 2. Ekkor az els® felhasznal6 a varhaté érték alapjan hoz
dontést, a masodik felhasznald pedig a nem centralt masodik momentum alapjan. Legyen
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f; N(0;2) ésf N(1;1) valaszthato el®rejelzések. Megmutathato, hogy ekkor az
els® felhaszndlo6 j a masodik felhasznalo k el®rejelzést preferalja (Diebold, Gunther és Tay
1998).

Ez megmutatta, hogy hibas el®rejelzések kozott nem lehet veszteségfliggvényt®l flg-
getlen rangsort feldllitani, azonban az is igaz, hogy ha az el®re jelzett eloszlas megegyezik
az adatgeneralo sfr{iséggel, akkor tetsz®leges veszteségfiiggvény szerint hozott dontés var-
hatd veszteségét a valds sfr{ség szerint optimalizalt dontés minimalizalja. Tehat a cél
nem minden el®rejelzés rangsorolasa, hanem annak a vizsgalata, hogy egy el®re jelzett
eloszlas valdban egyezik-e az adatgeneralo eloszlassal (Diebold, Gunther és Tay 1998).

6.2. Probability Integral Transformation

Legyen G a valés adatgeneral6 folyamat olyan értelemben, hogy t-beli val6szin{ségi
valtozé G, eloszlasbdl szarmazik, ahol t = 1;2:::.. Az el®rejelz® minden t id®pontra egy
F. eloszlast prediktal. Az idedlis el®rejelz®, aho] E G,. Dawid (1984) elve, hogy egy
el®rejelzés kiértékelésekor kizardlag.(k;) legyen gyelembe véve. Diebold, Gunther és
Tay (1998) a probability integral transformation (PIT) érték hasznélatat javasolta:

P = F(Xy):

Ugyanis idealis el®rejelz® eseténffiggetlen egyenletes eloszlasu (0;1)-en. Annak tesz-
telésére, hogy egy valtozo fliggetlen egyenletes eloszlasu-e (0; 1)-en, az egyik mdédszer a
Kolmogorov-Szmirnov teszt.

Diebold, Gunther és Tay (1998) kritikaja a Kolmogorov-Szmirnov teszttel szemben az,
hogy abban az esetben, amikor elutasitja a nullhipotézist, nem derdl ki, a nullhipotézis
melyik eleme nem teljesilt. Ugyanis ennek tobb oka lehet, az egyik az, hogy a valtozo
nem egyenletes eloszlasu (0; 1)-en, a masik, hogy nem fliggetlen, a harmadik, hogy egyik
elvaras sem teljesul. Emiatt vizualis médszerek alkalmazasat javasoltak, amik bar kevesbé
precizek, a nullhipotézis elutasitasdnak okat jobban megvilagitjadk. A PIT értékek hisz-
togramja megmutatja, milyen médon sérll az egyenletes eloszlas. A PIT értékek atlagtol

Yays

nem lineéris fligg®ségeket mutatja meg.
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6.3. El®rejelzések kalibraltsaga

Azonban Hamill (2001) adott egy példat arra az esetre, hogy nem kizarélag idedlis
el®rejelz® esetén lesz a PIT értékek eloszlasa egyenletes eloszlasu. Legyen egy olyan adat-
generald folyamat, ahol ; standard normdlis eloszlasu. G eloszlas pedig N(1). A
modellez® ismeri -t, ez a valtozo sfriti 6ssze az 6sszes kornyezetr®| gy{jtott informaciot.

Az alabbi tablazat tartalmazza az egyes el®rejelz® tipusokat:

El®rejelz® Fi, amikor G; = N( ;1) where { N(0;1)
Idedlis N( ;1)

Klimatolégikus | N (0; 2)

Fokuszélatlan | 3fN( 1)+N( (+ ;1)g,

ahol P(;=1)=P( (= 1)= 1

Hamill N( ¢+ ¢ . ahol (¢ 92 (3;1);( 3:1);(0; 52
mindegyik 3 val6szinfséggel

1. tAblazat. El®rejelz® tipusok

A klimatolégikus el®rejelz® minden esetben N (0; 2) eloszlast jelez el®re. Ez gyakor-
latban nem ritka jelenség, a multbéli adatokra illesztett eloszlast j6ésolja a jov®re nézve
is. A fokuszalatlan el®rejelz® felhasznalja informaciét, de hozzdad egy véletlenszerq
torzitast, Hamill el®rejelz®je is hasonld elven mfkodik (Gneiting és Katzfuss 2014).

Ezekr®l Hamill (2001) megmutatta, hogy PIT értékeik egyenletes eloszlasuak, mely-
nek fontos koévetkezménye, hogy az idealis el®rejelz®nek ez szikséges, de nem elégséges
feltétele, torzitott el®rejelzes is teljesitheti ezt a kritériumot. Emiatt Gneiting és Katzfuss
(2014) egy elméleti keretrendszert javasoltak az el®rejelzési teljesitmény mérésére. Ennek
els® fontos eleme a kalibracié. A kalibracié négy madijat de nialja, valdészinfségi kalibralt,
tullépés kalibralt, marginalisan kalibralt és er®sen kalibralt:

a) (Ft)w=1.2:: valoszinységi kalibralt (G)=1.:: -hez viszonyitva, ha:

1 X
?

t=1

G Fl'(p)!p 8p2(0;1)

b) (Fi)t=1.2:: tUllépés kalibralt (Gi)=1.2:: -hez viszonyitva, ha:

1 X
?

t=1

G' F(X)!x 8x2R
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C) (Ft)t=1.2:: margindlisan kalibralt (G)=1.2.. -hez viszonyitva, ha:
. ( 1 X )
G(x) = |T|T T Gt(x)

t=1

. ( 1 X :
FOO=lim = R
=1
léteznek és megegyeznek egymassal minden x 2 R esetén. Tovabba, ha a k6zds hatarel-

oszlas minden sulyt véges értékekre helyez.

d) (Ft)=1.2:: er®sen kalibralt (G)=1.2.. -hez viszonyitva, ha valdszin{ségi kalibralt, tul-
lépés kalibralt és marginalisan kalibralt.

A valbészinfségi kalibraltsag azt fogalmazza meg, hogy a PIT értékek egyenletes el-
oszlast kdvetnek. A tallépés kalibraltsag intuitivan azt jelenti, hogy F és G percentilisei
atlagosan megegyeznek R-en. A marginalis kalibraltsag pedig azt igényeli, hogy a ha-
tareloszlasok létezzenek és megegyezzenek. A teljes valoszinfségi, tullépés és marginalis
kalibracio azt jelenti, hogy (R)«1.2:: minden részsorozata valoszinfségi, tallépés, illetve
marginalisan kalibralt (G)=1.2.. megfelel® részsorozatdhoz (Gneiting és Katzfuss 2014).

A valbészinfségi kalibraltsag tulajdonsag vizualisan a PIT értékek hisztogramon tértén®
abrazolasaval jelenithet® meg, itt szemmel is vizsgalhatd, hogy az eloszlas egyenletes-
e. A marginalis kalibraltsag tulajdonsag vizudlis vizsgalatara Gneiting az el®re jelzett
eloszlasok atlagat:

XT

Frg= £ R0 x2R

t=1

€s a meg gyelések empirikus eloszlasfliggvényét:

Gr(x) = I, xg . X2R

1
T t=1

javasolja 6sszehasonlitani, ez szintén abrazolhat6 és szemmel is vizsgalhat6. Ezen tulaj-
donsagok abrazolasa és szemmel tortén® vizsgalata alkalmas a nagy eltérések leleplezésé-
re, azonban Gneiting megmutatja, hogy a Hamill el®rejelz®je nem valdszinségi kalibralt,
azonban csak kevésse tér el attél, ezért a PIT hisztogram ranézésre nem kulonbdztethet®

meg egy egyenletes eloszlas hisztogramjatdl (Gneiting és Katzfuss 2014).
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6.4. Modellek 6sszehasonlitasa

Modellek 6sszehasonlitdsakor azt a kérdést kell megvizsgalni, melyik ad jobb becslést az
eloszlasra. Ehhez szorosan kapcsolddo kifejezés az élesség (sharpness) (Gneiting és Ka-
tzfuss 2014). Ez azt az elvet jeldli, hogy az el®rejelz® modell minél biztosabb legyen az
el®re jelzett esemény bekbvetkeztében. Mas szavakkal a prediktalt eloszlas koncentralt
legyen. Példaul ha egy esemény t id®pontban bekdvetkezik, akkor kivanatosabb az a mo-
dell, amelyik ennek t-beli bekdvetkezésére 75% esélyt adott, mint amelyik 60%-ot, annak
ellenére, hogy mindkét modell nagyobb valészinfséget tulajdonitott a bekdvetkezésnek,
mint a nem bekovetkezésnek. Elesség tekintetében az el®rejelzések annal jobbak, minél
kdzelebb vannak a becsilt valdszinfségek 0-hoz vagy 1-hez, a tul er®s élesség azonban a
kalibraltsag rovasara torténik

Szamos metrika, szkor van eloszlast el®rejelz® modellek dsszehasonlitasara. Ezekt®l
egy nagyon fontos elvart tulajdonsag az ugynevezett Iényeges szkdr, ami azt jelenti, hogy
varhat6an az a modell kapja a legjobb pontot, amelyik a valds val6szin{ségeket prediktal-
ja. A szkorok is egyfajta vesztesegfliggvények, a modell valosagtol vett eltérését mérik. A
lényeges szkor altal mért veszteség a lényeges veszteség. A lényeges veszteség felbonthatd
ezdltal egy kalibraltsag és egy élesség tulajdonsagokbdl ered® tényez®re. Analdég mdédon
ahogy pontbecslés esetében az el®rejelzési hiba felbonthat6 torzitottsag és variancia té-
nyez®kre (Gneiting és Katzfuss 2014).

Az els® targyalt Iényeges szkér a Brier szkor:

1 X
BS=— (fe 0%
n
t=1
ahol f; az el®re jelzett valdszin{ség; a valés kimenet, 0 vagy 1, n pedig a meg gyelések
szama. Tobb mint kett® kimeneti lehet®ség esetén:

1 XX
BS = n (fik O t;k)z;
t=1 k=1
ahol K a kimeneti lehet®ségek szama. A Brier szkér tulajdonképpen egy atlagos négy-
zetes eltérés, amely a (0; 1) kimenet josolt valdszinfségét®l vett négyzetes eltérését méri
(Ru bach 2010).

A Brier szkor 6sztonzi a minél jobban kalibrélt és minél jobb pontossaggal (re ne-
ment) rendelkez® modellt. A pontossag fogalom hasonlit az élességre, azonban mig a
élesség egyedil azt jelenti, hogy egy eloszlas minél magabiztosabb legyen az egyes ki-
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meneteket illet®en, fliggetlenll a valés adatoktdl, addig a pontossag arra utal, hogy az
empirikus gyakorisag tényleg koveti-e a modell altal jelzett valoszinfségeket. Tehat a
modell csak addig legyen minél magabiztosabb az egyes kimeneteket illet®en, ameddig a
valos bizonytalanség korlatja engedi (Ru bach 2010).

Kovetkez® metrika a logaritmikus szkér. Ennek értéke a prediktalt eloszlas meg gyelés
helyén felvett értéke logaritmusanak a minusz egyszerese. Ha f(x) a becsiilt eloszlas, y a
meg gyelés, akkor:

logscore(f;y) = log(f(y))

Minél valoszinflbb az adott meg gyelés egy modell szerint, annal magasabb a meg gye-
lésnél az eloszlas értéke, ezért annal alacsonyabb ez a pontszadm. A logaritmikus szkor
egyik el®nye, hogy lényeges szkor. Azonban nem robosztus, ha mégis bekovetkezik egy
esemeény, amire a modell nagyon kicsi valészinfséget ad, azt a pontozas nagyon szigortan
binteti. Természetesen egy esemény akkor is bekdvetkezhet, ha annak valéban nagyon
kicsi a valoszinfsége, ez azonban nagyon lerontja a modell pontszamat, akkor is, ha j6
valészinfségeket becsul (Gneiting és Katzfuss 2014).

Eltér® metrika a Continuous Ranked Probability Score (CRPS). Legyen F (x) a becsiilt
eloszlasfuggvény és y a meg gyelés, ekkor:
Z 1
crps(F;y) = (F() 1fx yg) 2dx

1

ahol 1fx yg indikatorfiggvény. Alternativ alakja:
. . 1_.
crps(Fiy) =EiX yj  SEX X §;

Ahol X; X °fliggetlen mintdk az el®re jelzett eloszlasbél. A CRPS is Iényeges szkor, azon-
ban el®nye a logaritmikus szkér-ral szemben, hogy robosztusabb. Ennek oka, hogy ke-
vésbé gyorsan n® a blntetés a bekbvetkezett esemény valészinfségének csokkenésével.
Szintén az alacsonyabb szkor jel6li a metrika szerinti jobb modellt. Az egyes modelle-

ket az adott szkor szerinti atlagos pontszama alapjan lehet 6sszehasonlitani (Gneiting és
Katzfuss 2014).
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6.5. PIT diszkrét eloszlas esetén

A PIT értéekek diszkrét eloszlasnal nem koévetnek egyenletes eloszlast, ez legkénnyebben
Bernoulli eloszlasnal latszik. Diszkrét eloszlasok esetében Smith (1985) a randomizalt
PIT abrazolasat javasolta, jeldlje u.

u=F(y 1)+U[F(y) F(y 1)

ahol F (y) az el®re jelzett eloszlas felvett értéke a meg gyelés helyén, F( 1) := 0, U pedig
egyenletes eloszlasu (0; 1)-en.

Czado, Gneiting és Held (2009) egy nem randomizalt PIT-et javasoltak, mely ugyan-
csak standard egyenletes eloszlasu egy idedlis el®rejelz® esetén. A randomizalt PIT-b®I
nem véletlen mintat vesznek, hanem az adatra vett feltételes eloszlasfiiggvényét abrazol-
jak:

8
%0; u F(y 1);
L uFly 1 | .
FMW_EFW)le)’ F(y 1) u F(y)
-1 u F(y):

Ezaltal u egyenletes eloszlasu F(y 1) és F(y) kozétt, ezen a tartomanyon kivil 0 a
valészinfsége.
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7. Autdbaleset adatok bemutatasa

A sof®rok szamara legveszélyesebb varos az Egyesilt Allamokban Memphis, Tennessee-
ben. 100 ezer f®re 25,96 baleset okozta halalos aldozat jut. Az okok koz6tt felsorolhatd az
ittas vezetés, gyelmetlenség és gyorshajtas. Az 5 legveszélyesebb varos kozott szerepel
még Detroit, Albuguerque, Tucson, Kansas. Gyakori okok az dreged® infrastruktara és
rossz utak, de emberi mulasztasok is, tébbek kozott jogositvany nélkili sof®rok, piros
lampéan athajtas. Az id®soros elemzeéshez Memphisben az [-240-es ut kerdlt kivalasztasra,
ezen a szakaszon jelentik be a legtobb balesetet.

Az adatok egy amerikai autObaleseteket tartalmazo 7,7 millié elem{ adatbazisbdl szar-
maznak (Moosavi és tsai. 2019), 2016 februarjatdl 2023 marciusaig API-ok segitségével
valés id®ben gyfjtotték 49 tagallamban tdbbféle forrasbdl. Fontos, hogy az adatbazist
Osszedllitdé szerz®k de nialjak a baleset fogalmat, ami itt egy vagy tébb autot érint® t-
kdzést jelent, emiatt a tablaban ilyen események szerepelnek (Moosavi és tsai. 2019).

Minden egyes sor egy balesetet jeldl, ezekhez szerepel egy azonosité valamint 45 egyéb
attributum. Ezek az adat forrasa, a baleset sulyossaga, id®beli kezdete és vege helyi id®
szerint masodpercre pontosan, emellett az id®z6na megnevezése, koordinatakkal megadva
a baleset kezd® és végpontja, a baleset altal érintett Utszakasz hossza valamint a baleset
rovid leirasa. Tovabba a baleset cime az allam megnevezését®l az utca nevéig (Moosavi
és tsai. 2019).

Szamos adat van a baleset kdrilményeir®I, ezek az id®jarast leird adatok, mint a para-
tartalom, szélsebesség és szélirany, légnyomas, fényviszonyok, h®@meérseéklet és az id®jaras
altalanos leirasa. A baleset kdrtilményeir®I tovabbi adatok, hogy milyen kézlekedést befo-
lyasol6 elemek vannak a kdzelben, keresztez®dés, kérforgalom, fekv®rend®r, els®bbségadas,
illetve stoptabla, vasuti atkel® vagy allomas, jelz®lampa, emellett egyéb kényelmi infra-
struktdra. Erdekesség, hogy minden balesetnél jegyezve van, hogy volt-e a kdzelben olyan
palya, ahol a villamos vagy vonat meg tud fordulni, azonban egyik baleset kdzelében sem
volt ilyen szakasz (Moosavi és tsai. 2019).

Moosavi és tsai. (2019) kozzétettek egy részletes leirast az adatbazis dsszeallitasanak
maodjardl. A nyers baleseti adatokat két szolgaltatd API-an keresztil gyfjtottek, ezek
a MapQuest Realtime Tra ¢ Data Collector és a Microsoft-Bing Realtime Tra ¢ Data

Collector.

Fontos megvizsgalni, hogy mennyire teljes kor] ez az adatbazis. Tennessee 6nkor-
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manyzata k6zzéteszi megyénként, havi bontdsban a balesetszamokat. A kdvetkez® tabla-
zat mutatja a Shelby megyei baleseteket a Kaggle adatbazis, valamint a Tennessee allami
onkormanyzat adatai szerint:

Ev | Tennessee Kaggle
2017 37605 1440
2018 39291 3903
2019 39436| 3835
2020 35033 3808
2021 38251 4436
2022 34888 4475

2. tablazat. Meg gyelésszam évente az 6nkormanyzati és a Kaggle adatbazisban

A 2017-es év kilog az adatok kozul, a tbbbi id®szakban konzisztensen nagyjabdl az
onkormanyzat altal jegyzett balesetek tizede szerepel a kaggle adatbazisban. Ennek oka
lehet, hogy nem tudtak mindent régziteni, de az is lehet, hogy valamilyen szempont szerint
tortént a valogatas. Egy oszlop jeldli a baleset sulyossagat 1-4-ig tarto skalan, attol figg®-
en, mekkora hatassal volt az adott baleset a forgalomra. Az 6nkormanyzati adatbazisban
harom tipus megkilonboztetés van: halalos, sérilés és PDO (property damage only).
Emiatt a besorolasok nem teljesen vethet®k dssze. A Kaggle adatok k&zott nagyjabol
harmadannyi 4-es sulyossagu baleset szerepel, mint ahany halalos az 6nkormanyzati ada-
tok kozott. Az dsszes Kaggle adat Shelby megyében nagyjabdl fele az sérliléses balesetek
szamanak. Az dnkormanyzati adatbazisban nem szerepel a megyeinél részletesebb tertleti
felbontas, feltételezhet®, hogy a forgalmas, kdzponti teriileteken az adatok nagyobb része
szerepel a Kaggle adatbazisban, ilyen példaul a kivalasztott 1-240-es Ut.
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8. Adatok elemzése

8.1. Adatok leiro statisztikaja

A Harvey és Fernandes modell olyan koérnyezetben hasznalhato jol, ahol az eloszlas
trendszerflen valtozik, az id® el®rehaladtaval nem allandé az atlaga és/vagy szorésa,
ugyanis ekkor el®ny, hogy az id®ben tavolabbi meg gyeléseket egyre kisebb sullyal veszi
gyelembe. Az alabbi tablazatok mutatjak a napi balesetszam éves atlagat és szorasat:

Ev | Atlag | Szo6ras
2018| 2,475, 2,133
2019 1,721| 1,754
2020| 1,883 2,022
2021| 2,751, 2,707
2022| 3,252 3,239

3. tAblazat. Napi balesetszam éatlaga és szorasa évekre bontva

2018-ban viszonylag magas a napi balesetszam atlaga és szérasa, 2019-ben mindkett®
lecsokken, majd 2019 és 2022 kdzott egyarant monoton n®. Ez alapjan az eloszlas valéban
valtozik az évek soran.

A Poisson eloszlas nem illeszkedik az adatokra, a negativ binomialis viszont 0,95-0s
szigni kancia szint mellett igen, a p-érték 0,083.

Intervallum | Meg gyelés | EIméleti érték
0 475 450
1 350 397
2 292 301
3 233 216
4 161 151
5 102 103
6 80 70
8 76 78

> 8 56 60

4. tablazat. Napi adatokra illesztett negativ binomidlis eloszlas (2018-2022)
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Ha a napi balesetek eloszlasa val6ban negativ binomialis, az tébb folyamatbdl is ad6d-
hat. Valéban szarmazhat véletlen paramétery Poisson eloszlasbél, de szarmazhat alland6
p paramétery negativ binomialis eloszlasbal is.

A 2022-es év balesetszamainak eloszlasa jelent®sen eltér a tobbi év eloszlasaitél. A
2018-2021 évekre 90 szazalékos szigni kanciaszint mellett sem vethet® el a negativ bino-
mialis eloszlas, az dsszes évre (2022-t leszamitva) a p értek 0,53. A 2022-es év ertékei
azonban meglehet®sen szokatlanok, tobb olyan nap volt, amelyen 2 baleset volt, mint
olyan, amelyiken 1.

Intervallum | Meg gyelt | lllesztett
0 99 81
1 35 66
2 45 52
3 43 40
4 39 30
5 25 23
6 23 18
8 27 24

>8 29 32

5. tablazat. Napi adatokra illesztett negativ binomiélis eloszlas (2022)

Feltételezhet® a balesetszamok eloszlasaban egy heti ciklikussdg. A National Safety
Council (2024) adatai szerint a halalos balesetek atlagos szama hétvégén magasabb, mig
a nem halalos balesetek atlagos szama a hét kbzepén a nagyobb. Az elemzéshez hasznalt
adatbazis napi adatai a nem halalos balesetek megoszlaséat kovetik.

Nap Atlagos balesetszam
csutortok 3,03
hétf® 2,45
kedd 2,93
péntek 2,71
szerda 2,73
szombat 1,54
vasarnap 1,52

6. tablazat. Atlagos napi balesetszam hét napjai szerint

Ennek tovabbi vizsgalatara abrazoltam a napi balesetek becsiilt autokorrelacio és par-
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cialis autokorrelacio fuggvényét.

1. &bra. Napi balesetszam autokorreléacio (2018-2022)

2. bra. Napi balesetszam parcialis autokorreléacio (2018-2022)

Ezekr®I leolvashatd szigni kdns autokorrelacio és parcialis autokorrelacio, ennek is egy
ciklikus jellege, legmagasabb értékek a (t 1), valamint (t 7) és (t 8), esetenként (t 6)
id®pontokban vannak.
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8.2. Modellek illesztése

A modellek illesztéséhez a 2018-2022 id®sor felbontasra kerdl, a tanité adathalmaz a
2018-2021-es évek, a 2022-es év pedig a teszt adathalmaz. Az els® két tabla mutatja 2022-
es tesztévvel a kulonb6z® modellek atlagos pontszamait a logaritmikus szkér és a CRPS
szerint. A harmadik tdbla a randomizalt PIT értékeken futtatott Khi-négyzet tesztek
p-ertékét tartalmazza, azt hogy mennyire illeszkedik a (0;1)-en egyenletes eloszlas. A
harmadik tdblaban mar nem szerepelnek a tobbi metrika szerint legrosszabbul teljesit®
modellek.

Modell LogScore
BNB HF 2,343
NB SGAS 2,343
GP AJ 2,385
GP SAJ 2,393
BNB 2,401
NB GAS 2,446
GP HF 2,624
GPx HF 2,644
GP 3,027

7. tablazat. Modellek rangsora teszt adaton vett logaritmikus szkér szerint (teszt: 2022)

Modell CRPS
NB SGAS | 1,725
GP SAJ 1,741
BNB HF 1,745
GP AJ 1,806
NB GAS 1,820
GPx HF 1,832

BNB 1,839
GP HF 1,878
GP 1,928

8. tdblazat. Modellek rangsora teszt adaton vett CRPS szerint (teszt: 2022)
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Modell p-érték
BNB HF 2:462 1¢
NB SGAS| 3;975 1@
GP SAJ 9;251 10°
GP AJ 6;684 103
BNB 1;176 104
GPx HF | 2;884 10%
GP HF 5;215 1CG*

9. tablazat. Modellek rangsora teszt adaton vett Khi-négyzet teszt p-értéke szerint (teszt:
2022)

Legjobban a szezonalis GAS, és a béta-negativ binomialis HF modell szerepeltek min-
den pontozas szerint. A tablak fels® felében van a tobbi negativ binomialis eloszlast
feltételez® modell, illetve az Ahn-Jeong modellek. Lathatéan a Poisson eloszlason alapuld
folyamatok kevésbé illeszkedtek az adatokra, ezért azok kdzll csak az Ahn-Jeong modellek
randomizalt PIT hisztogramjat abrazolom.

A HF modell ! paraméter becslése 0; 71. A tovabbiakban legyen F a HF modell altal
becsllt eloszlasfiggvény. A PIT értékek értékek eloszlasaban sok a 1-hez és 0-hoz kdzeli
érték. Ennek oka lehet az, hogy bar az atlagot atlagosan jol becsili, ugyanis a valos atlag

€s a becslilt atlagok atlaga szintén 3,25, a szorast azonban alulbecsili. A 2022-es napi
balesetszamok szo6rasa 3,23, mig a becsllt szérasok atlaga 2,06. Ez feltehet®en a Poisson
eloszlas attribdutumainak tulajdonithatd, melyben a paraméter bar véletlenszer] marad,

a valos diszperziéo meghaladja a modell altal becstiltét.

Az egyszer{ Gamma-Poisson konjugalt prior modszer varhaté érték becsléseinek
atlaga 3,61, a becsilt szorasok atlaga 1,91. Lathatéan nagyobb mértékben eltér, mint a
Harvey-Fernandes modell. Ez nem meglep®, mert az adatokra még kevésbé illeszkedik
a Poisson eloszlas. Es mig a HF modellben nem t{nik el a paraméter szérasa, addig az
egyszery konjugalt prior médszer Poisson eloszlast becsiil.

Az egyes meg gyelésekhez tartozé logaritmikus szkoér atlaga a HF modell esetében
2,62, szigni kansan alacsonyabb, mint az egyszerf becsléshez tartozo 3,03, a t-teszt p-
értéke 0,01. Ez megfelel annak az intuicionak, hogy a HF modell a varhato értéket és a
szoérast is jobban becsiilte. Erdekes azonban, hogy CRPS tekintetében nincs szigni kans
kilénbség, a HF modell atlagos pontszama 1,88, az egyszerq becslésé 1,92.
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A magyarazo valtozoét tartalmazé HF  modellben a magyarazo valtozé az, hogy az

adott nap hétkdznapra vagy hétvégére esik. Az értéke 1, ha hétvégére esik. Ekkor az
optimalis ! paraméter értéke 0,78, a magyarazé valtoz6 egyutthatdja -0,67, ami azt
jelenti, hétvégén varhatéan 0,51-szer annyi baleset torténik, mint hétkdznap.

A tanul6 adatbazissal 6sszevetve valoban ez tapasztalhatd. 2022-ben azonban jelen-
t®sen mashogy alakul a balesetszam heti ciklikussaga. A csutortok tovabbra is a legve-
szélyesebb, a szombati atlag azonban joval k6zelebb van a hétkdznapi atlagokhoz mint a
tanul6 adathalmazban.

Nap Atlagos balesetszam (18-21) Atlagos balesetszam (22
csutortok 2,64 4,60
hétf® 2,37 2,79
kedd 2,71 3,79
péntek 2,63 3,04
szerda 2,48 3,73
szombat 1,26 2,66
vasarnap 1,36 2,17

10. tablazat. Atlagos napi balesetszam hét napjai szerint, dsszehasonlitas: 2018-21 és 2022

Feltehet®en emiatt az atlagos logaritmikus szkdrja valamivel rosszabb a magyarazo
valtozot alkalmaz6 modellnek az egyszer{bb HF modellhez képest, 2,64, de ez nem szig-
ni kans kulonbség. CRPS értéke azonban valamivel jobb, 1,83 az 1,88-hoz képest, de ez
szintén tekinthet® véletlen ingadozasnak.

A béta-negativ binomialis HF modell illesztésekor ! paraméter optimalis értéke
0,98, optimalis értéke 1,80. Itt ! alig tér el 1-t®l, nagyon gyenge a mozgdatlag hatasa.
Ha !-t 1.nek rogzitjuk, vagyis a nem id®soros konjugalt prior médszert alkalmazva
értéke 1,63. Az utobbi modell PIT hisztogramjan tovabbra is kiugréak az 1-hez kozeli
értékek, a modell nem koveti le a napi balesetszam névekv® trendjét.
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3. abra. PIT értékek hisztogramja; modell: béta-negativ binomialis konjugalt prior, teszt:
2022

Atlagos logaritmikus szkorja mindkét modelinek alacsonyabb, mint a Gamma-Poisson
modellé, 99 szazalékos szigni kanciaszint mellett is elvethet®, hogy az eltérést a véletlen
okozna. Egyméashoz viszonyitva azonban nem szigni kans a kilénbség, ez nem meglep®,
hiszen 1-hez nagyon kozeli az ! értéke.

4. abra. PIT értékek hisztogramja; modell: béta-negativ binomidlis Harvey-Fernandes,
teszt: 2022
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A BNB HF modellhez tartoz6 PIT értékek hisztogramja két méduszinak tekinthet®.
A becslilt varhat6 értékek atlaga 3,20, a becsult szorasok atlaga 3,03. Az egyszer{ béta-
negativ binomialis modell altal becsult varhaté értékek atlaga 2,34, becsult szorasok atlaga
2,39.

Az illesztett Gamma-Poisson HF modell altal becsilt varhato értékek szorasa 1,57,
mig a béta-negativ binomialis modell altal becsilt varhatd ertékek szorasa csak 0,50.
Ennek oka, hogy az el®bbinél kisebb az ! paraméter, a kordbbi meg gyelések hamarabb
elévilnek. Ezért egy olyan nap utan, amelyiken sok baleset volt, a becsiilt varhaté érték
jelent®sen megn®het. A béta-negativ binomialis modell altal becsult legmagasabb varhato
érték 4,27, a Gamma-Poisson altal becsilt legmagasabb 7,90.

Az Ahn-Jeong modell egyik el®nye, hogy a paraméterek korlatozasaval meg lehet
hatarozni a paraméter szérasnégyzetének hosszutavu viselkedését. A masik tulajdonsa-
ga, mely bizonyos modellezési kornyezetben el®ny lehet, hogy a becsllt varhato érték a
poszterior prediktiv paraméterekb®I| szamolt varhato érték és egy exogén varhatd érték
lineéris kombinacidja. Emiatt kisebb ! (a modell jel6lésében, és ezért a tovabbiakban q)
mellett is kevésbé emelkedik meg a varhato érték egy olyan nap utan, melyen nagy volt a
balesetszam.

Az els® illesztés sordn p, g €s paraméterek nem valtoznak id®ben. Optimalis értékeik
p=0;23, g =0;43, = 2;21. A becslilt varhato értékek atlaga 2,36, szorasoké 1,93.
A varhato értékek szoérdsa 0,42, maximuma 3,86. Valéban kevésbé volatilis, mint a HF
modell. Itt nem volt egyik paraméter sem kulén korlatozva, az allapottér valtoz6 becsiilt
szorasnégyzeteit abrazolva nincs szemmel lathatoé tendencia a meglehet®sen nagy volati-
litas miatt, az illesztett trendvonal enyhe fokozatos cstkkenést mutat. A modell atlagos
logaritmikus szkérja 2,39, ez alacsonyabb mint a Gamma-Poisson HF modell pontsza-
ma, a t-teszt p-értéke 0,02. Az atlagos logaritmikus szkdrja nem tér el szigni kAnsan
a béta-negativ binomialis modellekét®l. PIT értékeinek hisztogramjan szintén sok az 1
kdzeli érték, melynek oka lehet egyarant az exogén folyamat konstans jellege és a Poisson
feltételes eloszlas.
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5. &bra. PIT értékek hisztogramja; modell: Gamma-Poisson Ahn-Jeong, teszt: 2022

A szezondlis Ahn-Jeong futtatasakor nem volt allandé ;. Kilon adatbazisban be-
toltéttem a Tennessee allami baleseteket, és ezeket aggregdaltam napi szinten, jeldlje a
napi értéket TN;. Az exogén folyamat legyer, = le ™ o & , ahol az optima-
lizaciobol kapott konstans paraméter, J pedig a (t 1)=7 lefele kerekitett érteke, ! 1

€s nev = jJ=1 1. A ciklikus exogén folyamatban tehat a ciklus hossza 7. A logaritmi-
kus szkorja ennek a modellnek valamivel magasabb, mint a konstans exogén folyamatu
Ahn-Jeong modellé, a CRPS értéke valamivel alacsonyabb, a Khi-négyzet teszt p-érteke
nagyobb. Altalanos teljesitményben nincs szigni kans kiilonbség a két modell kozott,
azonban a PIT értékek hisztogramja meglehet®sen eltér®en néz ki, magas percentilisek

becslése esetén a szezonalis modell er®sebb lehet.
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6. abra. PIT értékek hisztogramja; modell: Gamma-Poisson szezonalis Ahn-Jeong, teszt:
2022

GAS modell futtatdsakor a "gasmodel" R csomag lehet®vé teszi, hogy a diszperzid
paraméter is dinamikusan valtozzon. Ez a tébbi modellhez képest rendkivil hosszu futasi
id®t eredményez. Mig a tébbi modell futdsa par masodperc, a dinamikus varhato érték és
diszperzio optimalizalasa 10 perc nagysagrendf. Ez a modell azonban elmaradt a BNB
HF modellt® mindharom mutatdészdm szerint.

A szezonalis GAS CRPS és Khi-négyzet préba szerint megel®zte a BNB HF modellt,
bar nem szigni kdns a CRPS étlagok kilénbsége. A két modellhez tartozé PIT értékek
hisztogramja is mutat hasonlésagot, ugyancsak két méduszu, de nem kiugroak a 0-hoz és
1-hez nagyon kozeli értékek.
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7. abra. PIT értékek hisztogramja; modell: negativ binomialis szezonélis GAS, teszt: 2022

Az elmélettel 6sszhangban van, hogy a szezonalis GAS innovacidi esetén nincs szigni -
kans autokorrelacio, illetve parcialis autokorrelacié, valamint az innovaciok szorasa 1-hez
kozeli, 1;03.

8. 4bra. negativ binomialis szezonélis GAS modellben a skalazott szkorok autokorrelacioja
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9. abra. negativ binomialis szezonéalis GAS modellben a skalazott szkorok parcialis auto-
korrelacidja

8.3. Rossz el®rejelz®k dsszehasonlitasa

A tesztelt modellek kozil a 2022-es és a 2021-es teszt évben is 1 szazalékos szigni kancia
szint mellett mindegyik esetében elvethet® volt, hogy a PIT értékek (0; 1)-en egyenletes
eloszlasbdl szarmaznak, egyik sem tekinthet® valdszinfségi kalibraltnak. A béta-negativ
binomidlis konjugalt, a negativ binomialis GAS és az Ahn-Jeong modellek kdzul érdemben
a logaritmikus szkoér és a CRPS mutatdszdm szerint sem lehet gy®ztest hirdetni, ugyanis
nem vethet® el 10 szazalékos szigni kanciaszint mellett sem, hogy az eltéréseket csak a
véletlen okozza. Még kevésbé kivanatos végkdvetkeztetés volna, hogy az id®sor alapd mo-
dellek nem nyujtanak szigni kans javulast az egyszery béta-negativ binomialis konjugalt
maddszerhez képest.

llyen helyzetben azonban fontos Diebold, Gunther és Tay (1998) megéallapitasa, ugyan-
is nem idedlis modellek kdzott nem lehet olyan rangsort felallitani, mely fiiggetlen a mo-
dellez® veszteségfliggvényét®l. Egy autd asszisztencia szolgaltaté vallalhatja azt, hogy a
lerobbanasok és balesetek 99, illetve 95 szazalékanal a helyszinre érkezik egy megadott id®n
belll, ekkor szdmara fontosak lehetnek a 0,99, illetve 0,95 percentilis értékek. Ugyancsak
célja lehet, hogy ezt a szolgaltatast minél kevesebb er®forrasbdl képes legyen biztositani,
ilyen médon hatranyban részesithet egy klimatoldgikus tipusu el®rejelz®t.
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Az alabbi tablazat mutatja, hogy az egyes modellek altal becsiilt percentilisek folott
milyen ardnyban volt a napi balesetszadm. Ezekben mar szigni kans eltérések mutat-
koznak. Val6ban az latszik, hogy az egyszery béta-negativ binomialis médszer altal be-
csllt percentiliseket az elvartndl joval nagyobb aranyban haladja meg a napi balesetszam.
Ugyanez igaz a nem szezonalis, konstans paramétery Ahn-Jeong modelire. A BNB HF 1
szazalékos, a szezonalis AJ 5 szazalékos, a szezonalis GAS 10 szazalékos szigni kanciaszint
mellett is jobban teljesit a 0,95-0s percentilis becslését illet®en.

Modell Gp:os tUllépési arany | gp.go tullépési arany
NB SGAS 0,068 0,019
BNB HF 0,055 0,008
BNB 0,107 0,030
GP SAJ 0,066 0,016
GP AJ 0,104 0,033

11. tablazat. A modellek 0,95-0s és 0,99-es percentilis el®rejelzéseinek tullépési aranyai,
teszt:2022

Tovabba érdemes vizsgalni a becsilt percentilisek értékét is. A nem szezonalis Ahn-
Jeong modell altal becsult 0,98-as percentiliseket haladjak meg pont olyan aranyban a
napi adatok, mint a szezonalis Ahn-Jeong modell altal becsltilt 0,95-0s percentiliseket.
Azonban a becsiilt kvantilisek értéke a szezonalis modell esetében 5 szazalékos szint mellett
szigni kansan alacsonyabb, ezzel a modellel a szolgaltaté kevesebb raforditassal éri el
ugyanazt a szint{ megbizhatésagot.

Ennek kiegészitéseként érdemes azt is megvizsgalni, hogy az egyes modellek altal el®re
jelzett eloszlasok varhato értéke és szorasa atlagosan mekkora. Ezt foglalja 0ssze a 12.
tablazat.

Modell | Atlag | Szo6ras
BNB HF | 3,203| 3,034

BNB 2,344 2,389
Al 2,358| 2,326
SAJ 3,423 2,684

SGAS 3,076 2,820

12. tabldzat. A modellek altal atlagosan el®re jelzett varhatd érték és széras, teszt: 2022,
teszt atlag: 3,252, teszt szoras: 3,239

A szezonalis Ahn-Jeong modell a 0,955-0s kvantilissel képes ugyanazt a megbizhatosa-
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got nyUjtani, mint a béta-negativ binomidlis Harvey-Fernandes modell 0.95-8s kvantilise,
azonban 1 szazalékos szint mellett is szigni kAnsan alacsonyabb raforditassal. Ezek az
eredmények azt mutatjak, hogy az eloszlas el®rejelz® modellek altalanos kiértékel® mu-
tatdinak (mint a logaritmikus szkér vagy a CRPS) hasonlésaga esetén a modelleket fel-
hasznalasuk szempontjabdl is érdemes 6sszehasonlitani, mely jellemz®en az eloszlas egy
szfkebb tartomanyara vonatkozik. Ez ugyanis a szolgéaltat6 szamara uzleti el®nyodkkel
jarhat.

9. Osszefoglalas és lehetséges folytatas

A dolgozat felvezette a karszdmeloszlas el®rejelzésének fontossagat. Gépjarmy terlleten
ennek fontos szerepe van az arazas, a tartalékolas és asszisztencia szolgaltatds megszerve-
zése soran. Jelen dolgozatban az utébbi kerll fokuszba. A torténeti attekintés utan rész-
letesen ismertetésre kerultek konjugalt modellek kdzil Gamma-Poisson és Béta-Negativ
binomidlis eloszlasparon alapulé modellek, autoregressziv modellek kdzul pedig a Gene-
ralizalt Autoregressziv Szkér keretrendszerbe tartoz6 médszerek.

A hivatkozott cikkek tartalman tilmen®en mindkét modellcsoport bemutatasa ve-

gén foglalkoztam a szezonalitas implementaciojanak lehet®ségeivel, alkalmaztam a Gamma-
Poisson konjugalt paraméterfrissités tankdnyvi levezetését az Ahn-Jeong modellre. Leve-
zettem az allapottér valtozd gyenge stacionaritasanak feltételét az Ahn-Jeong modellben,
valamint az allapottér valtozo szorasnégyzetének dinamikajat a béta-negativ binomialis
Harvey-Fernandes modellben. Az autoregressziv modellek témakérében megmutattam,
hogy az ACP modell a GAS keretrendszer egy specidlis esete, szerepel tovabba a GAS
negativ binomialis eloszlasra tortén® alkalmazasanak levezetése. A dolgozatban emellett
megmutattam, hogy Poisson és negativ binomialis GAS modelleknél is alkalmazhaté a
GARCH esetén mar ismert szezonalis feliras, ha a skélazo6 elem a Fisher informéaci6 inver-
ze.

Az eloszlas el®rejelzéshez hasznélt diagnosztikai eszk6zok és az adatelemzésre szolgalo
adatbazis felépitésének bemutatasa utan a modellek tesztelésére kerult sor. Ehhez alkal-
maztam altalanos mutatédkat, a logaritmikus szkért és a CRPS-t. Az altalanos mutatokon
tul megnéztem, hogy a modellek altal becsilt 0,95 és 0,99 kvantiliseket milyen aranyban
haladja meg a napi balesetszam, és mekkora ezen kvantilisek atlagos értéke.

57



A modellek kiértékelésének tanulsdga volt, hogy a béta-negativ binomialis kon-

jugalt, a negativ binomialis GAS és a Gamma-Poisson Ahn-Jeong modellek kdzo6tt az
altalanos mutatok tekintetében nincs szigni kans kilonbség. Logaritmikus szkér, CRPS

és Khi-négyzet teszt szerint is magasan megel®zik a kordbbi Gamma-Poisson konjugalt
modelleket, koztilk azonban nem lehet stabil sorrendet felallitani. Emellett mindegyik
esetben elvethet®, hogy idealis el®rejelz® volna. Egy elképzelt autd asszisztencia szolgal-
tatd szemszogeb®l, tehat egy valasztott veszteségfiiggvény szerint azonban szigni kansan
eltér® a modellek teljesitménye. Az id®soros modelleknél jelent®sen kdzelebb volt 5 szaza-
lékhoz a becslult a 0,95-6s percentilisek meghaladasi valészinfsége, mint a hagyomanyos
béta-negativ binomialis konjugalt moédszernél. Ezek kdzil legjobb eredményt a béta-
negativ binomidlis Harvey-Fernandes modell ért el. A percentilisek atlagabadl kiderdlt,
hogy a béta-negativ binomialis Harvey-Fernandes modell a klimatolégikus el®rejelz®re
hasonlit abbdl a szempontbdl, hogy a balesetszamok trendszer emelkedését lekoveti, de
nem érzékeny a ciklikus ingadozasra. Emiatt a szezondlis Ahn-Jeong modell hasonlé
meghaladasi megbizhatdésagot ért el jelent®sen alacsonyabb 0,95-6s percentilis atlaggal.
Emiatt példaul, ha egy asszisztencia szolgaltatd célja, hogy az esetek 95 szazalékaban egy
meghatarozott id®n belll a helyszinen legyen, ez lehet®séget nyujt arra, hogy ugyanazt a
megbizhatdsagot nyujtsa kevesebb er®forras raforditasaval.

Legfontosabb folytatasi lehet®ségek egyike egy olyan modell kidolgozasa, mely az
Ahn-Jeong modellre anal6g tulajdonsagokkal rendelkezik, azonban béta-negativ binomi-
alis konjugalt eloszlasparon alapszik, vagy mas olyan diszkrét eloszlason, ahol a szoras-
négyzet meghaladja a varhat6 értéket, példaul a Poisson eloszlas &ltalanositott formai.
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A. Kiegeéeszit® anyagok és nyilatkozat
A R-programkddok és a hasznalt adatfajlok ezen a linken érhet®ek el:

https://drive.google.com/drive/folders/1C9du_LI-Czc2Z1ulBrWaF3LMGAVNgLDX
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