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Absztrakt

Az arvaellatds a tarsadalombiztositasi rendszer egyik hozzatartozoi nyugellatasa,
amelynek célja az elhunyt szil6 jovedelmének részleges pétlasa. Magyarorszagon
az ellatads mértéke az elhunyt sziil6 nyugdijjogosultsagan alapul, ezért nagymérték-
ben fligg annak életkoratdl. 1d6sebb sziil6hoz jellemz&en idésebb gyermek is tarto-
zik, igy osszességeben az az aszimmetria 1ép fel, hogy ceteris paribus egy fiatalon
meg(fél)arvult gyermek sokkal kevesebb ellatasban részesul, mint id6sebb sorstar-
sa, ekdzben magatol értet6dd, hogy elébbi sokkal tobb eréforrast igenyel az életben
maradt sztl6/nevel6 részérél. A dolgozat célja néhany olyan ellatasi rendszer bemu-
tatasa, amely fenntarthatd, minden gyermek szamara megfelel ellatast biztosit, és
megszlnteti az emlitett aszimmetriat. A dolgozat két részre oszthat6. Az els6 komp-
lex statisztikai mddszerek (Lee-Carter, KDE, Kopuladk, MC-szimulacid, XGBoost)
alkalmazaséaval készit olyan modellt, amely alapveté demografiai adatokbdl képes az
arvak és félarvak létszamat becstilni és annak évenkénti, korévenkénti megoszlasat
elérejelezni. Ennek megvaldsitasa érdekében a dolgozat vizsgalja a szul6k élettar-
tamanak egymasra gyakorolt hatdsat, a szul6k korkulonbségének eloszlasat, és a
korspecifikus termékenységi ratak jovobeli alakulasat. A masodik rész az elsd ered-
ményeit felhasznalva kilonb6z6 Gjraelosztési szintekhez mutat olyan ellatasi rend-
szereket, amelyek megfelel§ alternativat jelenthetnek a mai szabalyozassal szemben
és fenntarthatéak maradnak legalabb 2040-ig. Ennek érdekében a kutatas kitér a
magyarorszagi keresetek eloszlasanak, azok jovobeli alakulasanak és kiilonbozo ella-
tasi rendszerek érzékenységének vizsgalatara. Az eredmények rdmutatnak arra, hogy
a (féharvak létszamaban novekedés varhatd, az ellatasban résztvevok koreloszlasa
erésen jobbra tolédd, valamint hogy ezek a tendenciak kilonb6zé megszoritasokkal,
de kezelhet6k. A bemutatott modell és szcenaridelemzés hasznos eszkozt jelenthet
az arvaellatasi rendszerek jovObeli alakulasanak, illetve a kiilonb6z6 szakpolitikai

valtoztatasok arvaellatasra gyakorolt hatasanak kvantitativ vizsgalataban.
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akik szeretetiikkel és bizalmukkal mindig mellettem allnak.



.Early investment in the lives of disadvantaged
children will help reduce inequality, in both the

short and the long run.”
James Heckman

1. fejezet

Bevezetés

Magyarorszagon, Eurépaban, és talan az egész vilagon az aktudrius szakirodalom
egyik legtargyaltabb téméaja a kulonb6z6 nyugdijrendszerek vizsgalata. Itt azonban
jellemzéen az oregségi nyugdijra fokuszalnak, mig hattérbe szorulnak a hozzatar-
tozoi nyugdijak, és ezen belll szinte egyetlen sz6 sem esik az arvaellatasrol. Ez a
tendencia valamennyire érthet6 is, hiszen az 6regségi nyugdij gyakorlatilag minden-
Kit érint, ezzel szemben az arvaellatéasra szerencsére csak kevesen lehetnek jogosultak.
Fontos azonban azt is figyelembe venni, hogy a szulg elvesztése egy nagyon nagy ha-
tasu kockazat. Egy (fél)arva gyermek csupan a megfelel6 gondoskodas kiesése miatt
sokkal nehezebb helyzetbe kerll, mint kortarsai, ha ehhez hozzavesszik a kiesett jo-
vedelem miatti életszinvonal-csokkenést is, akkor egy oriasi szakadékot kapunk. Az
is empirikusan bizonyitott, hogy ez a szakadék feln6ttkorra is megmarad (Wagmiller
& Adelman, 2009), igy az arvaellatas nem csak a fiatal gyermek ellatasat hivatott
fedezni, hanem tekinthetd egyfajta befektetésnek is, ami azt szorgalmazza, hogy a
gyermek ne maradjon le tarsaihoz képest, és késébb aktiv, eredményes tagja lehes-
sen a tarsadalomnak. Dolgozatom irasa kozben a legfontosabb célom az volt, hogy
felhivjam a figyelmet erre a rendkivil fontos, és egyben alultargyalt témara.

Miel6tt bemutatnam a magyar rendszer mai mikodését, érdemes tisztazni, mit
is ertiink arvaellatas alatt, hiszen az elnevezés tobb szempontbol is félrevezeto lehet.
Egyrészt gondolhatunk a gyermekotthonokra (vagy arvahézakra). Ezen intézmények
feladata elsésorban a gondozottak fizikai és nevelési sziikségleteinek kielégitése. Ide
kertlhetnek azok a gyermekek, akiknek barmilyen okbol kifoly6lag nincsen olyan
gyamjuk, aki megfeleléen tudna gondoskodni roluk. A gyermekotthon feladata te-

hat a biztonsagos lakhatas, a mindennapos ellatas és a nevelés biztositasa. Ezzel
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szemben az arvaellatasban részesulé gyermekekrdl feltételezziik, hogy van olyan sze-
mély, aki az el6bbiekrdl gondoskodik (akar énmaga, ha mar elég id6s). Az ellatas
ebben az esetben kizarolag pénzigyi juttatast takar, amelynek célja az elhunyt szild
vagy szul6k gyermeknevelésre forditott jovedelmének potlasa. Masrészt az a tévhit
is kialakulhat, hogy a rendszer kizaro6lag azokra vonatkozik, akik mindkét szul6jiket
elvesztették, ezzel szemben az ellatasban részesuldk tulnyomé tobbsége felarva.

1.1. A mai rendszer

Ebben a szekciéban a magyar rendszer mikodését ismertetem, a 2025. decem-
ber 31-ei napon hatélyos jogszabalyok alapjan. Az arvaellatassal kapcsolatban két
relevans jogszabaly van, az 1997. évi LXXXI. térvény a tarsadalombiztositasi nyug-
ellatasrdl és az emlitett torvény végrehajtasarol szoldé 168/1997. (X. 6.) kormany-
rendelet. A bemutatés soran nem térek ki minden apro részletszabalyra (ezek meg-
ismeréséhez elolvashatoak a konkrét jogszabalyok), célom inkdbb, hogy atfogo képet
adjak a rendszer miikodésének lényegérdl és esetleges hianyossagairdl.

Az ellatasra alapjaraton azok a gyermekek lehetnek jogosultak, akik egyik vagy
mindkét szlljluket elvesztették. Itt gyermekek alatt a 16 évesnél fiatalabb vagy 25
év alatti és még nappali tagozatos oktatasban résztvevd személyekre gondolunk,
szul6k alatt pedig a gyermek nevelGszuleit is értjuk. Ez azonban nem elegendé a jo-
gosultsaghoz. A tébbi hozzatartozdi nyugellatashoz hasonldan, az elhunyt szilének
egy (életkortdl figg6) minimalis szolgalati id6t is teljesitenie kellett. A minimalis

szolgalati id6 mértékét a kovetkezd tablazat mutatja:

Elhunyt életkora EIlvart szolgalati id6 (ev)

<22 2
22-24 4
25-29 6
30-34 8
35-44 10

44< 15

1.1. tablazat. Minimalis szolgalati id6k (sajat szerkesztés)

Arvaellatasra az is jogosult, akinek elhunyt sziilGje a tablazat szerinti sziikséges
szolgalati id6t nem szerezte meg, de az alacsonyabb életkorhoz el6irt szolgalati id6t

az ott meghatarozott életkor betdltéséig megszerezte, és ezt kdvetéen halalaig nem
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volt 30 napnal hosszabb megszakitasa. Fontos megemliteni, hogy itt szolgalati id6-
nek szamit a fels6oktatasban toéltott napok szama is, a jogalkotd ezzel préobéalhatja
korrigélni azt, hogy a fiatalon elhunyt egyetemi végzettségliek nagy eséllyel nem dol-
goztak még eleget. Az alapvet6 probléma azonban igy is megmutatkozik. A rendszer
azzal, hogy a jogosultsagot szolgalati id6hoz koti, az arvaellatast egyfajta megta-
karitasnak allitja be. Ezt a gondolatot késébb bévebben is kifejtem (amikor latjuk,
hogy az ellatas dsszege is nagyban fligg a szolgalati id6tél), az azonban mar most
is megemlithetd, hogy egy olyan csaladmodellben, ahol példaul az édesanya otthon
marad a gyermekkel, az édesanya halala esetén a gyermek nagy valdszin(iséggel nem
részesul arvaellatasban. Ez olyan szempontb6l védhetd is, hogy igy a gyermek nem
esik el jovedelemt6l, azonban a rendszernek valahogyan potolnia kellene az édesanya
altal befektetett humantékét is, hiszen ebben az esetben az édesapanak kell tobb
munkat a gyereknevelésbe fektetnie, igy kevesebb ideje és energiaja marad jovede-
lemszerzésre.

A jogosultsaggal kapcsolatos utolséd fontos szabaly, hogy 6rokbefogadéas esetén a
gyermek fészabaly szerint csak az 6rokbefogado szul6é utan szerezhet jogosultsagot
arvaellatasra. Ez aldl kivételt képez az az eset, amikor a gyermek mar az orokbefo-
gadast megelézben elvesztette szileit, ilyenkor az érokbefogadas nem érinti a mar
fennalld jogosultsagot, és a gyermek tovabbra is részestilhet az ellatasban.

Az arvaellatas 6sszege annak a valos, vagy elméleti nyugdijnak a 30%-a, ami az
elhunytat 6regségi nyugdijként megillette. Az elméleti nyugdij kiszdmitasara tehat
akkor van sziikség, ha az elhunyt szl még nem volt éregségi nyugdijas (ez érte-
lemszerlien az esetek nagy része, hiszen a nyugdijas szilék gyermekei jellemzdéen
betoltottek mar a 25. életéviket). Ha az elhunyt rendelkezett legaldbb 25 év szolga-
lati id6vel, akkor az elméleti nyugdij kiszamitasa teljesen megegyezik a valés nyug-
dij kiszdmitasanak modjaval. Amennyiben nem, a havi atlagkeresetre alkalmazando
szazalékos szorzok az elhunyt életkoratol fliiggben valtoznak. A jelenleg hatalyos szor-
zOkat a kovetkezd oldalon az 1.2. tablazat mutatja. Itt érdemes visszatérni arra a
gondolatra, hogy a jelenlegi rendszer nem biztositasként, hanem megtakaritasként
kezeli az arvaellatast. Ez abbol adodik, hogy az ellatas ésszege nyugdijhoz kotott,
tehat ceteris paribus egy idésebben elhunyt sziil§ gyermeke magasabb ellatasban
részesul. Vegylnk két egyszerd példat, ahol ez szemléletesen is latszik. Tegyuk fel
mindkét esetben, hogy a szuld 18 évesen allt el6szor munkaba (és azdta nem volt

megszakitasa) és legyen mindkét esetben a valorizalt havi netté atlagkereset 400 000
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Ft. Egyik esetben a szul6 28 évesen halt meg, masik esetben 48 évesen. Ekkor a leirt

szabalyok szerint az arvaellatas (nettd) mértéke az els6 és masodik esetben:

400000 0;555 0;3 =66600 Ft
400000 0;68 0;3 = 81600 Ft.

Az is evidencia, hogy az id6sebb szul6nek jellemz6en a gyermeke is idGsebb, igy az
ellatas sokkal kisebb segitséget nyujt a fiatalon meg(fél)arvultaknak. Ezzel szemben
magatol értet6dd, hogy egy fiatalabb gyermek sokkal tébb eréforrast igényel a neveld
részérél. A példankra visszatérve tegytk fel mindkét esetben, hogy a szll6 25 évesen
vallalt gyermeket, igy a 66600 Ft egy 3 éves gyermeknek, mig a 81600 Ft egy 23
éves fiatalnak jar. Kés6bbi szamitasokbdl az is latszik, hogy az elldtasban résztvevék
nagy része 16 évesnél id6sebben veszti el szil6jét, igy a rendszer kevesebbet juttat
a kisebb létszamu és nehezebb helyzetben Iév6 gyermekeknek, mint a tébbségnek

(akik részben mar énmagukrol is tudnanak gondoskodni).

Szolgalati id6 Betoltott életkor a halal id6pontjaban

(év) <35 35-39 40-44 45-49 50-54 >54
<2 51,0 - - - - -
2 516, - - - - -
3 520 - - - - -
4 525 - - - - -
5 530 - - - - -
6 535 - - - - -
7 540 - - - - -
8 545 - - - - -
9 550 - - - - -
10 555° 54,0 51,0 465 42,0 375
11 56,0 56,0 53,0 485 440 395
12 565 56,5 550 50,5 46,0 415
13 57,0 57,0 57,0 5255 48,0 435
14 575 575 575 545 50,0 455
15 58,0 58,0 580 565 52,0 475
16 585 585 585 585 54,0 495
17 59,0 59,0 59,0 59,0 56,0 515
18 595 595 595 595 58,0 535
19 60,0 60,0 600 60,0 600 555
20 60,5 605 605 605 605 575
21 61,0 610 610 61,0 610 595
22 615 615 615 615 615 615
23 620 62,0 620 620 620 620
24 625 625 625 625 625 625

1.2. tablazat. Havi atlagkeresetre alkalmazand6 szazalékos szorzdk az elhunyt
életkoranak fliggvényében (sajat szerkesztés)
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Néhany fontosabb részletszabélyt is tartalmaz még a térvény. Az arvaellatas ak-
kor is csak az egyik szil6 utan jar (az utan amelyikkel az arva jobban jar), ha a
gyermek mindkét szul6jét elvesztette, de ekkor 30% helyett a nyugdij 60%-aval kell
szamolni. Az arvaellatds minimalis 6sszege 2022. januar 1-t6l 50000 Ft (korabban
ez 25000 Ft volt). A kormanyzat tajékoztatasa szerint, az emelésre azért volt szik-
ség, mert az ellatasban részesil6k 76%-a ennél kevesebbet kapott. Ezenkivil 1étezik
Kivételes &rvaellatas is. Erre azok nyujthatjak be a kérelmet, akiknek az elhunyt szi-
I6je nem teljesitette az elvart szolgalati id6t. A kivételes arvaellatas azonban egyeéni
szinten elbirdland6 és nem jar minden esetben, emellett az 6sszege nem haladhatja
meg az 50000 Ft-ot, de nem is lehet kevesebb 15000 Ft-nal.

Monticone és mtsai. (2008) tanulmanyukban ramutatnak arra, hogy a legtébb
eurdpai orszagban az arvaellatas 6sszege (a magyar rendszerhez hasonléan) az el-
hunyt szilé nyugdijanak bizonyos szazaléka, van azonban néhany kivétel. Példaul
Franciaorszagban, Hollandiaban és irorszagban kiilonbézé mdodokon, de fix 6sszegi
tamogatas jar a haztartasban él6 meg(fél)arvult gyermekek utan. Legtébb orszagban
az ellatas 18 eves korig tart, de jellemz6 a tanulmanyokhoz kétott meghosszabbitas

is.

1.2. Az idealis rendszer jellemzai

A nyugdijrendszereket altalaban harom szempontbdl szoktak vizsgalni: fenntart-
hatdsag, megfeleléség és méltanyossag. Mindharommal részletesebben foglalkozom
a késdbbi fejezetekben, de érdemes elére végiggondolni, mit mondhatunk ezekrél az
arvaellatasra vonatkoztatva.

Fenntarthatdsag szempontjabol elsére azt gondolhatjuk, hogy jé helyzetben va-
gyunk, hiszen a mortalitasi és a fertilitasi ratak is csokkend tendenciat mutatnak
Magyarorszagon. Fontos azonban azt is figyelembe venni, hogy a parok egyre id6-
sebben alapitanak csaladot, igy n6 annak a valdszinlsége, hogy a gyermek még
fiatalon elveszti szuleit.

Megfelel6séggel az a probléma, hogy nehéz megitélni, egy gyermeknek mekkora
Osszegre van szilksége az egészséges nevelkedéshez. Azt azonban szeretnénk, hogy
minden gyermek hozz4jusson ehhez az ésszeghez, részben az arvaellatasbol, részben

pedig az életben lévé nevel§jétol.
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A méltanyossag az, ami itt nehezen értelmezhetd, hiszen kérdés, hogy kinek a
szemsz0gébdl szeretnénk a meltanyossagot biztositani. Amennyiben a szilé szem-
sz6gebol, akkor teljesen logikus a nyugdijhoz kotott ellatés, azonban ez a korabban
emlitett aszimmetriahoz vezet (miszerint a fiatalon meg(fél)arvultak kevesebb ella-
tasban részesiilnek). A gyermek szemszogéb6l a méltanyossag azt jelenti, hogy anyagi
kilatasai valamilyen 6sszhangban vannak abban az esetben, ha elveszti szuleit és ab-
ban az esetben, ha nem. Ez azt implikdlja, hogy egyfajta kockazati biztositasként
kell az &rvaellatasra tekinteni, azaz az elldtas 0sszege fugghet az elhunyt szul6 ke-
resetétdl, de nem fiigghet a szuld altal ledolgozott évek szamatol, igy nyilvanvaléan
megszlinik a fent emlitett aszimmetria is. El6bbiek szerint logikusnak tdnhet, hogy
az arvaellatas legyen egy kotelez6 biztositas, amelyet gyermekvallalaskor kell kotni,
azonban Németh (2008) tanulmanyéban Kifejti, hogy ez ellene megy a tarsadalom
igazsagerzetének, hiszen ezzel éppen a gyermeket nevel6kre helyeziink még tébb
terhet. Ebbdl kifolydlag kockdzatalapu Gjraelosztasra mindenképpen sziikseg van,
hiszen azoknak is fizetnilk kell a jarulékot, akiknek nincs, vagy mar felnétt gyerme-
kik. Az, hogy keresetalapu Ujraelosztas milyen mértékben legyen (azaz a meghalt
szul6 jovedelme mennyire befolyasolja az arvaellatas 0sszegét), mar egy ideologiai
kérdés, ezért ebben nem kivanok allast foglalni. Dolgozatom sordn bemutatok tébb
lehetséges rendszert, melyek kiilonb6z6 szolidaritasi szintekhez lehetnek alkalmasak.



,Litterarum radices amarae, fructus dulces”

Marcus Tullius Cicero

2. fejezet

Mobdszertani ismertetd

Ebben a fejezetben bemutatok néhany (a dolgozatban alkalmazott) haladé sta-
tisztikai eljarast. Célom nem az, hogy teljes pontossaggal kitérjek ezek muakddésé-
re és matematikai hatterére (erre a célra van elegend6 szakirodalom), inkabb az,
hogy a mddszerek alapdtletét, miikodési elvet megismertessem az olvasoval. Persze
amennyiben az olvasé mar ismeri a kdvetkezGkben bemutatott eljarasokat, ezt a

fejezetet nyugodtan atugorhatja.

2.1. Lee-Carter modell

Napjaink talan legelterjedtebb halanddsagel6rejelz6 modszere a Lee és Carter
(1992) altal megalkotott modell. Ennek Iényege, hogy a vizsgalt idészak halalozasa-
ibol és Kitettségeibdl szamolt my.; (t évben x évesekre vonatkoz0) halalozasi ratakra

illeszt log-bilinearis modellt:

In mX’t = a.X + bxkt + X;t'

A képletben . a becslés hibatagja, ax az x évesek atlagos log-haldlozési rataja,
ki a néphalanddsag valtozasat (altaldban javulasat) leirdé adatsor, by pedig annak
a mutatdja, hogy az x évesekre mennyire teljestll a ki-ben megjelend valtozas. Az
egyes tagokat az empirikus adatok alapjan egyszerten kiszamolhatjuk, ezek utan az
el6rejelzéshez pedig csak k; jovobeli értékeit kell valahogyan becsulniink, hiszen ez
az egyetlen id6fliggd tag. Ehhez leginkabb ARIMA(0,1,0)-t szokas hasznalni, ezért

dolgozatomban én is ezt alkalmazom.
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2. Modszertani ismertet6

Intuitivan a modell tehat ugy mikodik, hogy idésorelemzéssel meghatarozza ho-
gyan valtozik a néphalanddsag, és ezt a valtozast a kiilonb6z6 koruakra kilonbo-
z6 sullyal alkalmazza. Ez azért nagyon fontos, mert példaul a csecseméhalandosag
sokkal gyorsabban mérséklédik, a kdzepkoruak halandosaganal. Ezen kivil a modell
egyik nagy elénye, hogy nem csak a halalozéasi, hanem példaul a termékenységi ratak
el6rejelzésére is rendkivil jol hasznalhatd (Shair és mtsai., 2024). Mivel a termékeny-
ségi ratak és azok alakulasa az arvaellatasnal kifejezetten fontosak, dolgozatomban

ezek becslésére is alkalmazom a Lee-Cartert.

2.2. Kernel Density Estimation

A Kernel Density Estimation (KDE) egy nemparaméteres statisztikai modszer,
amit (abszolut folytonos eloszlasu) valoszinliségi valtozok strdségfiggvenyének becs-
Iésére hasznalhatunk (Chen, 2017). M(kddésének lényege, hogy a megfigyeléseinkre
egy-egy "pupot”, tehat szimmetrikus slr(iségfiiggvényt tesz, majd a kapott fugg-
vényt gy skalazza at, hogy annak integralja 1 legyen. Matematikailag ez azt jelenti,

hogy a becslést az
1 X X X

nh h

i=1

f(x) =

az ugynevezett savszélesség. K a pupok alakjat, h pedig azok szorasat, tehat a
simitas mértékét hatarozza meg. A kernelt legtébbszor a standard normalis eloszlas
stiriségfiiggvenyének, a savszélességet pedigh 1;06 n s-nek valasztjak, ahol a
minta szdrasa. Utobbi abbdl a heurisztikus megfontolasbdl jon, hogy ha ismernénk a
valos eloszlast, akkor ki tudnank szamolni az optimalis savszélességet, igy tegylk fel,
hogy az eloszlas normalis, és ekkor az optimalis (minimélis MISE-t ad6) savszélesség
éppen a fenti (Belhaj, 2024).

Dolgozatom egy pontjan szul6k korkulonbségének eloszlasat kozelitem, ami év-
ben mérve diszkrét, val6jaban mégis folytonos valtoz6. A KDE alkalmazhat6saga
érdekében itt el6szor a folytonos idében mért eloszlast becslem, majd ezt diszkreti-

zalom egyszer( kerekitéssel.
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2. Médszertani ismertet®

2.3. Kopulak

A kopulak tobb valészinfségi valtoz6 6sszefigg®ségi szerkezetének leirasara szol-
galé fuggvények. MYkodésiuk megértéséhez a legfontosabb matematikai allitas az,
hogy ha X folytonos eloszlasu valészinfségi valtozo, akkogk BX) egyenletes elosz-
lasu a [0; 1] intervallumon. A kopulédk alkalmazasat gyakorlatilag ennek az eredmény-

nek a tébb dimenzids altalanositasa teszi lehet®vé (Ruschendorf, 2009):

1. De nicié. Azt mondjuk, hogy C : [0;1] ¢ ![0; 1] egy d-dimenzios kopula, ha egy
olyan d-dimenzids eloszlasfiggvény, melynek peremeloszlasai egyenletes eloszlasuak

a [0; 1] intervallumon.

1. Tétel (Sklar-tétel). Legyen F d-dimenzids eloszlasfuggvény;F ::;Fq peremel-

egy d-dimenzids eloszlasfliggvény.

Dolgozatomban a kopulakat szUl®k élettartamanak modellezésére hasznalom. A
tétel masodik feléb®I kévetkezik, hogy ha van két ismert eloszlasunk, és ismert a kdz-
tik |év® Osszefliggést leird kopula is, akkor tudunk az egyittes eloszlasbol szarmazé
mintat generalni. A kérdés az, hogy hogyan valasszuk meg C-t. Ha rendelkezésre
allnak empirikus adatok (példaul esetemben hazaspéarok élettartamai) akkor ezeket
megfelel®en a [0; 1] intervallumra transzformalva kapunk egy, a kopulabdl szarmazoé
mintat. Mivel a kopula is egy eloszlasfliggvény, innent®l mar a szokasos eloszlasbecs-
lésekkel kdzelithetjuk azt. A modellezés soran én kivalasztottam néhany nevezetes
kopulacsaladot, és ezek paramétereit becsiltem maximum likelihood médszerrel. A
kopulak alkalmazasanak egyik legnagyobb el®nye, hogy teljesen kilén kezelik a pe-
remeloszlasokat és a koztik lév® dsszeflggéseket, igy példaul esetemben a kapott
kopulat alkalmazhattam kilonb6z® évekre is, egyszerfen a peremeloszlasokat kellett

megfelel®en valtoztathom.
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2. Médszertani ismertet®

2.4. Monte-Carlo szimulacio

A Monte-Carlo szimulacié egy olyan numerikus modszer, amely véletlen min-
tavételt hasznal matematikai problémak kozelit® megoldasara. Egy ilyen probléma
lehet az, ha valamilyen Y = f(X) valészinfségi valtozé varhato értékét akarjuk meg-
hatarozni ugy, hogy X-et ismerjuk, de f tulsagosan bonyolult ahhoz, hogy E[Y ]-t
zart alakban fel tudjuk irni. Ekkor, ha E[Y ] létezik, akkor a nagy szamok toérvénye
szerint o

nI!|lrn - B f(xi)=E[Y],

Vegyuk észre, hogy ebben a felirhsban a szimulacié rengeteg mindenre hasznal-
hato, példaul valészin{segek kozelitésére (ha Y indikator valtozo), vagy hatarozott
integralok szamitasara (ha X egyenletes eloszlasu). Ezt a mddszert dolgozatom-
ban komplex (kopula segitségével meghatarozott) valoszinfségek, illetve arvaellatasi

rendszerek varhatd kiadasainak becslésére alkalmazom.

2.5. Extreme Gradient Boosting

Az Extreme Gradient Boosting (XGBoost) napjaink egyik legelterjedtebb gépi
tanulasi modszere. Nevéb®l addéddan a Gradient Boosting alapelvén m{kddik, tehat
nem egyetlen dontési fat, hanem azok sorozatéat épiti agy, hogy az Ujabb fak mindig
javitsanak az el®z®ek predikciojan. Ezen tul az XGBoost beépitett regularizacioval
rendelkezik, amely a tulillesztés elkerilését segqiti, illetve optimalizalt tanulasa miatt
meglehet®sen gyors (Friedman, 2001).

A gépi tanulasi modszerekkel kapcsolatban altalaban az a kritika fogalmazadik
meg, hogy black box-ként m{kdodnek, tehat az ok-okozati dsszefliggéseket csak na-
gyon nehezen lehet kiszrni bel®luk. Az XGBoost-ot dolgozatomban egyetlen jelen-
ségnek, a gyermekvallalasi kor kitolddasanak modellezésére alkalmazom. Itt az okok
egyértelmfek (tarsadalmi, értékrendi, iskolazottsagi valtozasok), és az eredményeim

szempontjabol gyakorlatilag nem is fontosak.
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Es ist nicht genug zu wissen, man muss auch

anwenden
Johann Wolfgang von Goethe

3. fejezet
Arvasagi tablak

Barmilyen rendszerben gondolkodunk, az egyik legalapvet®bb informacio, ami-
re mindenképpen szukségunk van, hogy hany f® lehet jogosult az ellatasra.
Magyarorszagon a (fél)arvak létszamara vonatkozéan nagyon kevés adat talalha-
t6. Az egyetlen amit tAmpontnak tekinthetiink, a KSH altal évente kozolt arvael-
latasban részesul®k szamat tartalmazé adatsor [1], ez azonban tébb szempontbol
sem elegend® az elemzéshez. Egyrészt, ahogy azt a bevezet® fejezetben kifejtet-
tem, a jelenlegi rendszerben nem minden (fél)arva jogosult az ellatasra, masrészt
az adatokbol nem allapithaté meg a korcsoportonkénti és az arvak/félarvak szerinti
megoszlas sem, emiatt nem tudjuk azt vizsgalni, hogy egy esetleges jogosultsagra
vonatkoz6 szabalymaddositasnak (példaul korhatarvaltoztatasnak) milyen kdvetkez-
ményei lehetnek. Ebben a fejezetben a célom egy olyan arvasagi tabla létrehozasa,

amely évenként és korévenként becsli a magyarorszagi arvak és félarvak szamat.

3.1. Egyszerq tabla

Ebben a szekcioban egy egyszerfsitett szamolast mutatok be, amelynek célja
nem a pontos becslés, inkabb az, hogy megértesse az olvaséval a keés®bbi, komplexebb
modell alapétletét.

A szadmolasaimhoz hasznélt halanddséagi tablak és kitettségek a Human Mortality
Database-r®I [2], a korspeci kus fertilitasi ratdk pedig a Human Fertility Database-
r®l [3] [4] sz&rmaznak. Itt minden tabla évenként és korévenként tartalmazza a szik-

séges szamokat. Fontos azonban megjegyezni, hogy mar ezek a kiindulasi adatok is
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3. Arvasagi tablak

részben becslések, példaul a fér fertilitas 5 éves korcsoportos adatokbol van koze-
litve.

A szamitdas mddja, hogy rogzitiink egy évet, amelyre szeretnénk a (fél)arvak
szamat meghatarozni, legyen ez példaul 2014. Ezutan minden korhoz meghataroz-
zuk az anyuka életkoranak eloszlasét, ezt a fertilitasi adatokbdl és a kitettségekb®I
kénnyen megtehetjik. Jeldlie ASFR a z évben y korhoz tartozo6 fertilitasi ratat,

P OPJ pedig a z évben y kort n®k létszamat es x a gyermek életkorat. Ekkor annak
a valoszinfsége, hogy az anyuka y éves volt a gyermek sziletésekor:

ASFR2014X POP2014X
AR =P = - : (3.1)
y:X i5:014 ASFR i2014 X PO Pi2014 X

A szumma hatarai azzal magyarazhatdak, hogy a fertilitasi adatok szerint a n®k
leghamarabb 14 évesen, legkés®bb 50 évesen vallalnak gyermeket. Azért érdemes
minden korra kilén szamolni ezt az eloszlast, mert a parok egyre kés®bb vallalnak
gyermeket, igy egy 2014-ben szlletett gyermek édesanyja relative (a gyermekhez
képest) sokkal id®sebb, mint egy 1989-ben sziletett gyermeké (aki 2014-ben 25 éves),

ezt mutatja a kdvetkez® abra is.

3.1. 4bra. Edesanya koreloszlasa gyermekvalalaskor (sajat szerkesztés)

Az igy kapott koreloszlasokkal konnyen megkaphatjuk az adott kord gyermek
anyukajanak halandésagi szamait. Jeldlje mosf @ z evre vonatkoz6 n®igt, tehat
annak a valészinfseget, hogy z évben egy y eves n® meghal. Legygn o pedig
annak a valészinfsége, hogy egy 2014-ben x éves gyermek édesanyja meghal z évben.
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3. Arvasagi tablak

Ekkor: (
0 z 2014 x;

anyuka Ok = P i5:014 Aﬁgl“ G 7>2014 x (3.2)

Az els® eset azért 0, mert a gyermek szilletésének id®pontjat az édesanya mindenkép-
pen megéli, a masodik eset pedig csak a halandosagi szamok anyuka koreloszlasaval
vett sulyozott atlaga.

Ugyanezt a szamolast elvégezhetjik az édesapara is, annyi valtoztatassal, hogy
a minimum és maximum gyermekvallalasi korokat 15-re és 59-re modositjuk (ez
olvashato ki a fér fertilitasi adatokbdl). Ekkor ha azzal az egyszer{sitéssel élunk,
hogy az anyuka és az apuka gyermekvallalaskori kora fliggetlen, és feltesszik azt is,
hogy a szUl®k élettartama egymastdl figgetlen, akkor egyszery szorzadsokkal kapjuk
a kovetkez® tablazatot:

Gyermek Val6szinfségek (%)
életkora  Mindkét Csakaz Csakaz A gyermek A gyermek
(év) szUil® él apuka él anyuka él félarva arva
0 100,00 0,00 0,00 0,00 0,00
1 99,85 0,05 0,10 0,15 0,00
2 99,70 0,10 0,21 0,30 0,00
3 99,51 0,15 0,33 0,49 0,00
4 99,32 0,21 0,46 0,67 0,00
5 99,15 0,27 0,59 0,85 0,00
6 98,91 0,33 0,75 1,08 0,00
7 98,65 0,41 0,93 1,34 0,00
8 98,37 0,49 1,13 1,62 0,01
9 98,05 0,59 1,35 1,94 0,01
10 97,70 0,69 1,60 2,29 0,01
11 97,33 0,79 1,86 2,65 0,02
12 96,90 0,92 2,16 3,08 0,02
13 96,42 1,06 2,50 3,56 0,03
14 95,94 1,19 2,83 4,02 0,04
15 95,39 1,35 3,22 4,57 0,05
16 94,73 1,53 3,68 5,21 0,06
17 93,95 1,75 4,23 5,98 0,08
18 93,10 1,98 4,82 6,80 0,10
19 92,14 2,25 5,48 7,73 0,13
20 90,96 2,56 6,30 8,86 0,18
21 89,80 2,87 7,11 9,97 0,23
22 88,50 3,21 8,01 11,21 0,29
23 86,95 3,60 9,08 12,67 0,38
24 85,30 4,01 10,21 14,22 0,48
25 83,40 4,48 11,50 15,98 0,62

3.1. tablazat. Szul®k életbenléte az egyszery modell szerint (sajat szerkesztés)
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3. Arvasagi tablak

Az eredmény egyik érdekessége, hogy a félarvak tébb mint kétharmada az édes-
apjat vesztette el, ezt egyrészt a fér ak kedvez®tlenebb halandésaga, masrészt az
okozza, hogy a fér ak jellemz®en id®sebben vallalnak gyermeket. Ha a tablazat va-
l0szinségeit kombinaljuk a KSH tanuldi adataival [5] (hiszen 16-24 éves korban mar
csak a tanuldk jogosultak az ellatasra), akkor azt kapjuk, hogy 2014-ben 76 298 f®
vett részt az ellatdsban. A pontos szam ezzel szemben 81 248 [1], igy a modszer els®re
egész jonak tfnhet, azonban van néhany probléma.

Egyrészt a (3.2) képlet nem teljesen helyes, a atalon szul® édesanyékat nagyobb
sullyal kellene gyelembe venni, hiszen ®ket kisebb eséllyel vesztette mar el a gyer-
mek. Masrészt a csupan demogra ai adatokat hasznalé becsléssel a valodinal maga-
sabb szadmot kellene kapnunk, hiszen az ellatds nem jar minden (fél)arvanak (még
akkor sem, ha tovabbtanul). Harmadrészt az arvasag valészin{sége is rendkivil ala-
csonynak tfnik. A tablazat alapjan azt latjuk, hogy a Magyarorszagon €l® 25 évesnél
atalabb arvak szama 2014-ben 2527 f® volt. Nem all rendelkezésre statisztikai adat,
amellyel ezt dsszevethetném, de az alulbecslés elég valoszin{, hiszen itt nem vettem
gyelembe a broken-heart e ektust, miszerint hazasparoknal az egyik fél halala ese-
tén a masik varhato élettartama jelent®sen lecsokken (Spreeuw és Owadally, 2013).
Végul probléma még, hogy predikciok nélkil a tdbbi évre nem tudunk szamolni,
mivel a fér fertilitdsi adatok 2014-ig allnak rendelkezésre. A fejezet hatralév® részé-
ben megprobalom feloldani az egyszer{sit® megkotéseket és el®allitom a szamokat
2025-ig, s®t el®rejelezve 2040-ig is.

3.2. SzUul®k élettartamanak modellezése

Dolgozatom hatralév® részében a hazasparokra vonatkoz6 statisztikai 6sszefiiggé-
seket igaznak tekintem a szll®kre is. Persze nem minden hazaspar vallal gyermeket
€s sajnos nem is minden szul® él életvitelszerfen egyutt, azonban megfelel® adatok
hijan nincs jobb kozelités. A szul®k (vagy hazasparok) élettartamanak kopulakkal
valé modellezésének otlete Tarnok Edina (2011) szakdolgozatabdl szarmazik, €s én
is a Tarnok &ltal vizsgalt adatsorral dolgoztam, azonban a szdmoldsokat minden
esetben magam végeztem.

Az emlitett adatsor egy temet®b®| szarmazik és olyan hazaspéarok élettartamait
tartalmazza, akiket egy helyre temettek. Az adatok kdzt persze szerepelnek nagyon

régiek is, tehat egy alapfeltevés, hogy az id® el®rehaladtaval az élettartamok kozti
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3. Arvasagi tablak

0sszefliggés nem valtozik, igy a javulé halandosagi tendenciak csupan a peremelosz-

lasokon keresztll érvényesulnek.

3.2. abra. Elettartam adatok vizualizacioja (sajat szerkesztés)

A 3.2 abra azt mutatja, hogy az élettartamok kodzt van dsszefliggés, bar nem
annyira er®s. Az als6 szélosszefliggés mar er®sebbnek tfnik, azonban ez lehet csak
annak kdszénhet®, hogy alacsony élettartamokra kevés adat van, igy magas a becslés
szOrasa, ezt mutatja a kon dencia-intervallum (szlrke sav) kiszélesedése is.

Az adatokra flggetlenségi, komonotonitasi, normalis, t-, Clayton és Gumbel ko-
pulat illesztettem. Ezek kozll egyiket sem vethetjik el 10%-0s szigni kancia szin-
ten, s®t a Gumbel kivételével mindegyiknek legalabb 70% a p-értéke, azonban ezt az
eredményt ismét fenntartasokkal kell kezelni az alacsony mintaméret miatt. Kés®bbi
szamitasaimhoz a Clayton kopulat valasztottam, hiszen ez rendelkezett a legnagyobb
p-értékkel (85,26%), raadasul ez j6 valasztas, ha alsé széltsszefiiggés tapasztalhaté.

Ezek utan Sklar tételét felhasznalva Monte-Carlo szimulacioval élettartamokat
generaltam, peremeloszlasnak a Human Mortality Database [2] 2020-as peridédus
tablajat hasznalva. A szimulalt adatok empirikus eloszlasaval mar létre lehet hozni az
egyuttes halandosagi tablat. A tabla elemei (g ) annak a valészinfségét mutatjak,

hogy a férj pontosan x, a feleség pontosan y évesen hal meg. Az 6sszehasonlithatosag
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3. Arvasagi tablak

kedvéeért ugyanezt kiszamoltam fluggetlenséget feltételezve, ahogy tettik azt az els®,
egyszery arvatabla el®allitasanal is. Jeloljé a fér, gy @ n®i halandésagi ratakat,

ekkor értelemszerfen:

— ~f ¥ f n yﬂ n
Gy =0x @ aij)a @ ai).
i=0 i=0

A kovetkez® abran a két halanddséagi tabla kulonbsége lathatd. Kék szineknél a
Clayton, mig piros szineknél a fuggetlensegi kopula adta a nagyohl 4. Jol kive-
het®, hogy a Clayton kopulaval szamolt esetben a hazaspéarok sokkal inkabb egyuitt
halaloznak. Ez bizonyitja azt az éallitasomat, hogy a flggetlenség feltételezésével
alulbecsuljuk az arvak szdmat, hiszen ha egy gyermek valamelyik szll®je meghal,
akkor megn® annak a valészinfsége, hogy rovid id®n belll elveszti a masik szul®-
jét is. Erdekesség, hogy a broken-heart e ektus joval er®sebben hat a fér akra (ez
a kés®bbi dijkalkulaciokbdl jol kivehet®), ezért a félarvakat nevel® szul®knek még
nagyobb aranyat alkotjak az egyedil maradt édesanyak, mint azt az els® modellnél

szamoltuk.

3.3. abra. Clayton és fuggetlenségi kopulaval szamolt halanddsagi ratak kiulénbsége
(sajat szerkesztés)
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3. Arvasagi tablak

3.3. Szul®k korklulonbségének vizsgalata

Dolgozatom ezen szakaszaban is parhuzamot vonok a szul®k, hadzastarsak és élet-
tarsak adatai kozt (ismét a megfelel® informacidk hianya miatt). Elemzéshez a 2022-
es népszamlalast vettem alapul, azonban a teljes adatbazishoz kulén engedély szik-
séges, ezért csak annak 10%-o0s mintajaval dolgoztam, amely nyilvanosan elérhet®
[7]. 1tt az élettarsként egyiitt €l® fér ak és n®k életkorai szerepelnek. Az életkorokat
kivontam egymasbdl, igy minden parra megkaptam, hogy hany évvel id®sebb a fér
(persze itt negativ értékek is szerepelnek), kdvetkez® abran ennek a hisztogramja

lathato:

3.4. 4bra. Elettarsak korkilonbségének hisztogramja (sajat szerkesztés)

Az 4brara ranézve érezhet®, hogy ezzel nem dolgozhatunk, hiszen példaul rend-
Kivil alacsony annak a valészinfsége, hogy a n® 5 évvel id®sebb, illetve zavard, hogy
vannak olyan értékek, melyekre egyetlen meg gyelés sem tértént. EI®sz6r megpro-
baltam (az outlierek elhagyasaval és anélkil is) poisson, binomialis, illetve negativ
binomidlis eloszlasokat illeszteni. Ehhez persze eltoltam az adatsort, hogy ne legye-
nek negativ értékek, de egyik eloszlas sem illeszkedett megfelel®en, az alacseny
tesz p-ertékek miatt az 6sszeset el kellett vetnem. Ezutan megprobaltam folytonos
eloszlasokat illeszteni (normalis és t-eloszlast), arra a gondolatmenetre épitve, hogy
a korkllbénbség valéjaban csak egy folytonos valtozé, amelyet évekre kerekitiink. Itt
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egyeértelmflen a normalis mutatta a jobb illeszkedést, igy csak azzal szamoltam to-
vabb. Ha a korktlonbséget K-val, az illesztett normalis eloszlas eloszlasfiiggvenyét

pedig -vel jel6ljuk, akkor a becsult diszkrét eloszlas egyszerfen:

P(K=k)= (k+0;5) (k 0;5).

Utolsé mdodszerként az adatokra nem eloszlast probaltam illeszteni, hanem az
empirikus adatokat simitottam. Ehhez el®szor egy kernel sfr{iségbecslést alkalmaz-
tam, a kernelt Gaussnak, a savszélességet pedig a Silverman-szabalynak megfelel®en
valasztva, ezutan a kapott sfr{ségfiggvenyt az el®z® gondolatmenethez hasonlo-
an az egesz ertékek korul kiintegraltam. A kovetkez® abran az utolsé két moédszer

eredmeénye lathato:

3.5. abra. Elettarsak korkilonbségének becslései (sajat szerkesztés)

Lathato, hogy a normalis eloszlassal kapott becslés nem koveti le j6l az empirikus
gorbét, hiszen az utébbi sokkal csicsosabb, emellett a széleken is lassabb lecsengésf.
A simitas hatasara a KDE-vel kapott becslés is laposabb, de a széleken jobban
viselkedik, ezért a kés®bbi szamitdsokhoz ezt hasznéltam.

A hazastarsak élettartamanak 6sszefliiggéséhez hasonlbéan a tovabbi szamitasok-
hoz feltettem, hogy a most kiszamolt eloszlas nem Vvaltozik az évek soran. Ez els®re
furcsa lehet, azt hihetnénk, hogy a parok korkilonbsége az évek soran csdkken®
tendenciat mutat, azonban a KSH adatai alapjan [6] a hazassagot kot®k atlagos
korkulénbsége 1980 6ta 2;7 és 3 kdzott mozog (a simitott eloszlas varhatd értéke
2;83).
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3. Arvasagi tablak

3.4. Korspeci kus termékenyseégi ratak el®rejelzése

Human Fertility Database-en [3] a termékenységi mutatok 2023-ig érhet®ek el,
ezért a legfrissebb, illetve a j6v®beli arvasagi mutatok el®allitasdhoz mindenkép-
pen valamilyen predikciéhoz kellett folyamodnom. EI®szor az 6sszes elérhet® termé-
kenységi ratara (évek: 1950-2023, életkorok: 14-50) illesztettem Lee-Carter modellit.
Ahogy azt a 2.1 szekcioban ismertettem, ez a modell logaritmikus transzformacion
alapul, ezért az input adatoknak pozitivnak kell lennitik. A fertilitasi ratakat ezért
kissé eltorzitottam, a O értékeket kicseréltem egy rendkivil kicsi pozitiv szamra

(107 ). Az igy kapott becslést a kovetkez® abra mutatja pirossal:

3.6. abra. Korspeci kus fertilitasi ratak el®rejelzése Lee-Carter modellel
(sajat szerkesztés)

Az eredmény nyilvanvaléan nem elfogadhatd, hiszen a predikcibban nem jelenik
meg a szlletések kitolodasa. Kovacs (2025) szakdolgozataban ugyanezzel a jelenség-
gel talalkozott. Munkajaban kifejti, hogy a Lee-Carterben nem szerepel semmilyen
kétvaltozos (életkortol és id®t®I fligg®) komponens, amely képes leirni ezt a tendenci-
at. Kovetkez® oldalon a 3.7 abra egy 1950-1990 kozti adatokon illesztett Lee-Carter
hibatagjait mutatja. JOI lathatd, hogy a hibatagokban maradt valamilyen szabaly-
szerfiség. Ennek a szabalyszer{ségnek a leirAsdhoz Kovacs gépi tanulasos modelleket

illeszt, ezt az otletet kdvettem én is.
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