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Absztrakt

Az árvaellátás a társadalombiztosítási rendszer egyik hozzátartozói nyugellátása,

amelynek célja az elhunyt szülő jövedelmének részleges pótlása. Magyarországon

az ellátás mértéke az elhunyt szülő nyugdíjjogosultságán alapul, ezért nagymérték-

ben függ annak életkorától. Idősebb szülőhöz jellemzően idősebb gyermek is tarto-

zik, így összességében az az aszimmetria lép fel, hogy ceteris paribus egy fiatalon

meg(fél)árvult gyermek sokkal kevesebb ellátásban részesül, mint idősebb sorstár-

sa, eközben magától értetődő, hogy előbbi sokkal több erőforrást igényel az életben

maradt szülő/nevelő részéről. A dolgozat célja néhány olyan ellátási rendszer bemu-

tatása, amely fenntartható, minden gyermek számára megfelelő ellátást biztosít, és

megszünteti az említett aszimmetriát. A dolgozat két részre osztható. Az első komp-

lex statisztikai módszerek (Lee-Carter, KDE, Kopulák, MC-szimuláció, XGBoost)

alkalmazásával készít olyan modellt, amely alapvető demográfiai adatokból képes az

árvák és félárvák létszámát becsülni és annak évenkénti, korévenkénti megoszlását

előrejelezni. Ennek megvalósítása érdekében a dolgozat vizsgálja a szülők élettar-

tamának egymásra gyakorolt hatását, a szülők korkülönbségének eloszlását, és a

korspecifikus termékenységi ráták jövőbeli alakulását. A második rész az első ered-

ményeit felhasználva különböző újraelosztási szintekhez mutat olyan ellátási rend-

szereket, amelyek megfelelő alternatívát jelenthetnek a mai szabályozással szemben

és fenntarthatóak maradnak legalább 2040-ig. Ennek érdekében a kutatás kitér a

magyarországi keresetek eloszlásának, azok jövőbeli alakulásának és különböző ellá-

tási rendszerek érzékenységének vizsgálatára. Az eredmények rámutatnak arra, hogy

a (fél)árvák létszámában növekedés várható, az ellátásban résztvevők koreloszlása

erősen jobbra tolódó, valamint hogy ezek a tendenciák különböző megszorításokkal,

de kezelhetők. A bemutatott modell és szcenárióelemzés hasznos eszközt jelenthet

az árvaellátási rendszerek jövőbeli alakulásának, illetve a különböző szakpolitikai

változtatások árvaellátásra gyakorolt hatásának kvantitatív vizsgálatában.



Tartalomjegyzék

1. Bevezetés 4

1.1. A mai rendszer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2. Az ideális rendszer jellemzői . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2. Módszertani ismertető 10

2.1. Lee-Carter modell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.2. Kernel Density Estimation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.3. Kopulák . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.4. Monte-Carlo szimuláció . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.5. Extreme Gradient Boosting . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

3. Árvasági táblák 14

3.1. Egyszerű tábla . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3.2. Szülők élettartamának modellezése . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3.3. Szülők korkülönbségének vizsgálata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

3.4. Korspecifikus termékenységi ráták előrejelzése . . . . . . . . . . . . . 22

3.5. Javított tábla . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3.5.1. Szülők korának eloszlása gyermekvállaláskor . . . . . . . . . . 24

3.5.2. Szülők halandósági rátái . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3.5.3. A tábla összeállítása . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3.5.4. Predikciók és feltevések . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.6. Eredmények . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

4. Lehetséges rendszerek 34

4.1. A mai rendszer pénzügyi háttere . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

4.2. Fix összegű rendszer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

4.3. Erősen szociális rendszer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

4.3.1. Jövedelemek eloszlásának becslése . . . . . . . . . . . . . . . . 42



TARTALOMJEGYZÉK

4.3.2. A rendszer kiadásainak becslése . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

4.4. Individualista rendszerek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

4.4.1. Fix rátájú rendszerek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

4.4.2. Degresszív rátájú rendszerek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

4.5. Piachívő rendszer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

4.5.1. Egyszeri kifizetés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

4.5.2. Árvajáradék . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

5. Szcenárióelemzés 57

5.1. Jogosultságra vonatkozó változások . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

5.2. Gazdasági és demográfiai változások . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

Összegzés 66

Irodalomjegyzék 68

Felhasznált adatok 70

Számítások és kiegészítő anyagok 72

Nyilatkozat mesterséges intelligencia alapú eszközök használatáról 73



Köszönetnyilvánítás

Mindenekelőtt szeretném megköszönni azok segítségét, akik közvetlenül, vagy köz-

vetve hozzájárultak ezen dolgozat elkészültéhez. Elsősorban köszönettel tartozom

témavezetőmnek, Dr. Szepesváry Lászlónak, aki munkája és mindennapi elfoglaltsá-

gai mellett időt szánt rám. Hálás vagyok szakmai iránymutatásáért, hasznos taná-

csaiért és folyamatos támogatásáért. Külön köszönöm bizalmát, amivel előzetes is-

merettség nélkül is vállalta a közös munkát. Köszönettel tartozom az Eötvös Loránd

Tudományegyetem és a Budapesti Corvinus Egyetem oktatóinak, akik jelentősen

hozzájárultak tanulmányaim során megszerzett tudásomhoz és szakmai fejlődésem-

hez. Végül, de nem utolsósorban, hálával tartozom édesanyámnak és édesapámnak,

akik szeretetükkel és bizalmukkal mindig mellettem állnak.

3



„Early investment in the lives of disadvantaged

children will help reduce inequality, in both the

short and the long run.”
James Heckman

1. fejezet

Bevezetés

Magyarországon, Európában, és talán az egész világon az aktuárius szakirodalom

egyik legtárgyaltabb témája a különböző nyugdíjrendszerek vizsgálata. Itt azonban

jellemzően az öregségi nyugdíjra fókuszálnak, míg háttérbe szorulnak a hozzátar-

tozói nyugdíjak, és ezen belül szinte egyetlen szó sem esik az árvaellátásról. Ez a

tendencia valamennyire érthető is, hiszen az öregségi nyugdíj gyakorlatilag minden-

kit érint, ezzel szemben az árvaellátásra szerencsére csak kevesen lehetnek jogosultak.

Fontos azonban azt is figyelembe venni, hogy a szülő elvesztése egy nagyon nagy ha-

tású kockázat. Egy (fél)árva gyermek csupán a megfelelő gondoskodás kiesése miatt

sokkal nehezebb helyzetbe kerül, mint kortársai, ha ehhez hozzávesszük a kiesett jö-

vedelem miatti életszínvonal-csökkenést is, akkor egy óriási szakadékot kapunk. Az

is empirikusan bizonyított, hogy ez a szakadék felnőttkorra is megmarad (Wagmiller

& Adelman, 2009), így az árvaellátás nem csak a fiatal gyermek ellátását hivatott

fedezni, hanem tekinthető egyfajta befektetésnek is, ami azt szorgalmazza, hogy a

gyermek ne maradjon le társaihoz képest, és később aktív, eredményes tagja lehes-

sen a társadalomnak. Dolgozatom írása közben a legfontosabb célom az volt, hogy

felhívjam a figyelmet erre a rendkívül fontos, és egyben alultárgyalt témára.

Mielőtt bemutatnám a magyar rendszer mai működését, érdemes tisztázni, mit

is értünk árvaellátás alatt, hiszen az elnevezés több szempontból is félrevezető lehet.

Egyrészt gondolhatunk a gyermekotthonokra (vagy árvaházakra). Ezen intézmények

feladata elsősorban a gondozottak fizikai és nevelési szükségleteinek kielégítése. Ide

kerülhetnek azok a gyermekek, akiknek bármilyen okból kifolyólag nincsen olyan

gyámjuk, aki megfelelően tudna gondoskodni róluk. A gyermekotthon feladata te-

hát a biztonságos lakhatás, a mindennapos ellátás és a nevelés biztosítása. Ezzel
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1. Bevezetés

szemben az árvaellátásban részesülő gyermekekről feltételezzük, hogy van olyan sze-

mély, aki az előbbiekről gondoskodik (akár önmaga, ha már elég idős). Az ellátás

ebben az esetben kizárólag pénzügyi juttatást takar, amelynek célja az elhunyt szülő

vagy szülők gyermeknevelésre fordított jövedelmének pótlása. Másrészt az a tévhit

is kialakulhat, hogy a rendszer kizárólag azokra vonatkozik, akik mindkét szülőjüket

elvesztették, ezzel szemben az ellátásban részesülők túlnyomó többsége félárva.

1.1. A mai rendszer

Ebben a szekcióban a magyar rendszer működését ismertetem, a 2025. decem-

ber 31-ei napon hatályos jogszabályok alapján. Az árvaellátással kapcsolatban két

releváns jogszabály van, az 1997. évi LXXXI. törvény a társadalombiztosítási nyug-

ellátásról és az említett törvény végrehajtásáról szóló 168/1997. (X. 6.) kormány-

rendelet. A bemutatás során nem térek ki minden apró részletszabályra (ezek meg-

ismeréséhez elolvashatóak a konkrét jogszabályok), célom inkább, hogy átfogó képet

adjak a rendszer működésének lényegéről és esetleges hiányosságairól.

Az ellátásra alapjáraton azok a gyermekek lehetnek jogosultak, akik egyik vagy

mindkét szülőjüket elvesztették. Itt gyermekek alatt a 16 évesnél fiatalabb vagy 25

év alatti és még nappali tagozatos oktatásban résztvevő személyekre gondolunk,

szülők alatt pedig a gyermek nevelőszüleit is értjük. Ez azonban nem elegendő a jo-

gosultsághoz. A többi hozzátartozói nyugellátáshoz hasonlóan, az elhunyt szülőnek

egy (életkortól függő) minimális szolgálati időt is teljesítenie kellett. A minimális

szolgálati idő mértékét a következő táblázat mutatja:

Elhunyt életkora Elvárt szolgálati idő (év)
<22 2
22-24 4
25-29 6
30-34 8
35-44 10
44< 15

1.1. táblázat. Minimális szolgálati idők (saját szerkesztés)

Árvaellátásra az is jogosult, akinek elhunyt szülője a táblázat szerinti szükséges

szolgálati időt nem szerezte meg, de az alacsonyabb életkorhoz előírt szolgálati időt

az ott meghatározott életkor betöltéséig megszerezte, és ezt követően haláláig nem
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1. Bevezetés

volt 30 napnál hosszabb megszakítása. Fontos megemlíteni, hogy itt szolgálati idő-

nek számít a felsőoktatásban töltött napok száma is, a jogalkotó ezzel próbálhatja

korrigálni azt, hogy a fiatalon elhunyt egyetemi végzettségűek nagy eséllyel nem dol-

goztak még eleget. Az alapvető probléma azonban így is megmutatkozik. A rendszer

azzal, hogy a jogosultságot szolgálati időhöz köti, az árvaellátást egyfajta megta-

karításnak állítja be. Ezt a gondolatot később bővebben is kifejtem (amikor látjuk,

hogy az ellátás összege is nagyban függ a szolgálati időtől), az azonban már most

is megemlíthető, hogy egy olyan családmodellben, ahol például az édesanya otthon

marad a gyermekkel, az édesanya halála esetén a gyermek nagy valószínűséggel nem

részesül árvaellátásban. Ez olyan szempontból védhető is, hogy így a gyermek nem

esik el jövedelemtől, azonban a rendszernek valahogyan pótolnia kellene az édesanya

által befektetett humántőkét is, hiszen ebben az esetben az édesapának kell több

munkát a gyereknevelésbe fektetnie, így kevesebb ideje és energiája marad jövede-

lemszerzésre.

A jogosultsággal kapcsolatos utolsó fontos szabály, hogy örökbefogadás esetén a

gyermek főszabály szerint csak az örökbefogadó szülő után szerezhet jogosultságot

árvaellátásra. Ez alól kivételt képez az az eset, amikor a gyermek már az örökbefo-

gadást megelőzően elvesztette szüleit, ilyenkor az örökbefogadás nem érinti a már

fennálló jogosultságot, és a gyermek továbbra is részesülhet az ellátásban.

Az árvaellátás összege annak a valós, vagy elméleti nyugdíjnak a 30%-a, ami az

elhunytat öregségi nyugdíjként megillette. Az elméleti nyugdíj kiszámítására tehát

akkor van szükség, ha az elhunyt szülő még nem volt öregségi nyugdíjas (ez érte-

lemszerűen az esetek nagy része, hiszen a nyugdíjas szülők gyermekei jellemzően

betöltötték már a 25. életévüket). Ha az elhunyt rendelkezett legalább 25 év szolgá-

lati idővel, akkor az elméleti nyugdíj kiszámítása teljesen megegyezik a valós nyug-

díj kiszámításának módjával. Amennyiben nem, a havi átlagkeresetre alkalmazandó

százalékos szorzók az elhunyt életkorától függően változnak. A jelenleg hatályos szor-

zókat a következő oldalon az 1.2. táblázat mutatja. Itt érdemes visszatérni arra a

gondolatra, hogy a jelenlegi rendszer nem biztosításként, hanem megtakarításként

kezeli az árvaellátást. Ez abból adódik, hogy az ellátás összege nyugdíjhoz kötött,

tehát ceteris paribus egy idősebben elhunyt szülő gyermeke magasabb ellátásban

részesül. Vegyünk két egyszerű példát, ahol ez szemléletesen is látszik. Tegyük fel

mindkét esetben, hogy a szülő 18 évesen állt először munkába (és azóta nem volt

megszakítása) és legyen mindkét esetben a valorizált havi nettó átlagkereset 400 000
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1. Bevezetés

Ft. Egyik esetben a szülő 28 évesen halt meg, másik esetben 48 évesen. Ekkor a leírt

szabályok szerint az árvaellátás (nettó) mértéke az első és második esetben:

400 000 � 0; 555 � 0; 3 = 66 600 Ft
400 000 � 0; 68 � 0; 3 = 81 600 Ft.

Az is evidencia, hogy az idősebb szülőnek jellemzően a gyermeke is idősebb, így az

ellátás sokkal kisebb segítséget nyújt a fiatalon meg(fél)árvultaknak. Ezzel szemben

magától értetődő, hogy egy fiatalabb gyermek sokkal több erőforrást igényel a nevelő

részéről. A példánkra visszatérve tegyük fel mindkét esetben, hogy a szülő 25 évesen

vállalt gyermeket, így a 66 600 Ft egy 3 éves gyermeknek, míg a 81 600 Ft egy 23

éves fiatalnak jár. Későbbi számításokból az is látszik, hogy az ellátásban résztvevők

nagy része 16 évesnél idősebben veszti el szülőjét, így a rendszer kevesebbet juttat

a kisebb létszámú és nehezebb helyzetben lévő gyermekeknek, mint a többségnek

(akik részben már önmagukról is tudnának gondoskodni).

Szolgálati idő Betöltött életkor a halál időpontjában
(év) <35 35-39 40-44 45-49 50-54 >54
<2 51,0 – – – – –
2 51,5 – – – – –
3 52,0 – – – – –
4 52,5 – – – – –
5 53,0 – – – – –
6 53,5 – – – – –
7 54,0 – – – – –
8 54,5 – – – – –
9 55,0 – – – – –
10 55,5 54,0 51,0 46,5 42,0 37,5
11 56,0 56,0 53,0 48,5 44,0 39,5
12 56,5 56,5 55,0 50,5 46,0 41,5
13 57,0 57,0 57,0 52,5 48,0 43,5
14 57,5 57,5 57,5 54,5 50,0 45,5
15 58,0 58,0 58,0 56,5 52,0 47,5
16 58,5 58,5 58,5 58,5 54,0 49,5
17 59,0 59,0 59,0 59,0 56,0 51,5
18 59,5 59,5 59,5 59,5 58,0 53,5
19 60,0 60,0 60,0 60,0 60,0 55,5
20 60,5 60,5 60,5 60,5 60,5 57,5
21 61,0 61,0 61,0 61,0 61,0 59,5
22 61,5 61,5 61,5 61,5 61,5 61,5
23 62,0 62,0 62,0 62,0 62,0 62,0
24 62,5 62,5 62,5 62,5 62,5 62,5

1.2. táblázat. Havi átlagkeresetre alkalmazandó százalékos szorzók az elhunyt
életkorának függvényében (saját szerkesztés)
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1. Bevezetés

Néhány fontosabb részletszabályt is tartalmaz még a törvény. Az árvaellátás ak-

kor is csak az egyik szülő után jár (az után amelyikkel az árva jobban jár), ha a

gyermek mindkét szülőjét elvesztette, de ekkor 30% helyett a nyugdíj 60%-ával kell

számolni. Az árvaellátás minimális összege 2022. január 1-től 50 000 Ft (korábban

ez 25 000 Ft volt). A kormányzat tájékoztatása szerint, az emelésre azért volt szük-

ség, mert az ellátásban részesülők 76%-a ennél kevesebbet kapott. Ezenkívül létezik

kivételes árvaellátás is. Erre azok nyújthatják be a kérelmet, akiknek az elhunyt szü-

lője nem teljesítette az elvárt szolgálati időt. A kivételes árvaellátás azonban egyéni

szinten elbírálandó és nem jár minden esetben, emellett az összege nem haladhatja

meg az 50 000 Ft-ot, de nem is lehet kevesebb 15 000 Ft-nál.

Monticone és mtsai. (2008) tanulmányukban rámutatnak arra, hogy a legtöbb

európai országban az árvaellátás összege (a magyar rendszerhez hasonlóan) az el-

hunyt szülő nyugdíjának bizonyos százaléka, van azonban néhány kivétel. Például

Franciaországban, Hollandiában és Írországban különböző módokon, de fix összegű

támogatás jár a háztartásban élő meg(fél)árvult gyermekek után. Legtöbb országban

az ellátás 18 éves korig tart, de jellemző a tanulmányokhoz kötött meghosszabbítás

is.

1.2. Az ideális rendszer jellemzői

A nyugdíjrendszereket általában három szempontból szokták vizsgálni: fenntart-

hatóság, megfelelőség és méltányosság. Mindhárommal részletesebben foglalkozom

a későbbi fejezetekben, de érdemes előre végiggondolni, mit mondhatunk ezekről az

árvaellátásra vonatkoztatva.

Fenntarthatóság szempontjából elsőre azt gondolhatjuk, hogy jó helyzetben va-

gyunk, hiszen a mortalitási és a fertilitási ráták is csökkenő tendenciát mutatnak

Magyarországon. Fontos azonban azt is figyelembe venni, hogy a párok egyre idő-

sebben alapítanak családot, így nő annak a valószínűsége, hogy a gyermek még

fiatalon elveszti szüleit.

Megfelelőséggel az a probléma, hogy nehéz megítélni, egy gyermeknek mekkora

összegre van szüksége az egészséges nevelkedéshez. Azt azonban szeretnénk, hogy

minden gyermek hozzájusson ehhez az összeghez, részben az árvaellátásból, részben

pedig az életben lévő nevelőjétől.
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1. Bevezetés

A méltányosság az, ami itt nehezen értelmezhető, hiszen kérdés, hogy kinek a

szemszögéből szeretnénk a méltányosságot biztosítani. Amennyiben a szülő szem-

szögéből, akkor teljesen logikus a nyugdíjhoz kötött ellátás, azonban ez a korábban

említett aszimmetriához vezet (miszerint a fiatalon meg(fél)árvultak kevesebb ellá-

tásban részesülnek). A gyermek szemszögéből a méltányosság azt jelenti, hogy anyagi

kilátásai valamilyen összhangban vannak abban az esetben, ha elveszti szüleit és ab-

ban az esetben, ha nem. Ez azt implikálja, hogy egyfajta kockázati biztosításként

kell az árvaellátásra tekinteni, azaz az ellátás összege függhet az elhunyt szülő ke-

resetétől, de nem függhet a szülő által ledolgozott évek számától, így nyilvánvalóan

megszűnik a fent említett aszimmetria is. Előbbiek szerint logikusnak tűnhet, hogy

az árvaellátás legyen egy kötelező biztosítás, amelyet gyermekvállaláskor kell kötni,

azonban Németh (2008) tanulmányában kifejti, hogy ez ellene megy a társadalom

igazságérzetének, hiszen ezzel éppen a gyermeket nevelőkre helyezünk még több

terhet. Ebből kifolyólag kockázatalapú újraelosztásra mindenképpen szükség van,

hiszen azoknak is fizetniük kell a járulékot, akiknek nincs, vagy már felnőtt gyerme-

kük. Az, hogy keresetalapú újraelosztás milyen mértékben legyen (azaz a meghalt

szülő jövedelme mennyire befolyásolja az árvaellátás összegét), már egy ideológiai

kérdés, ezért ebben nem kívánok állást foglalni. Dolgozatom során bemutatok több

lehetséges rendszert, melyek különböző szolidaritási szintekhez lehetnek alkalmasak.
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„Litterarum radices amarae, fructus dulces”

Marcus Tullius Cicero

2. fejezet

Módszertani ismertető

Ebben a fejezetben bemutatok néhány (a dolgozatban alkalmazott) haladó sta-

tisztikai eljárást. Célom nem az, hogy teljes pontossággal kitérjek ezek működésé-

re és matematikai hátterére (erre a célra van elegendő szakirodalom), inkább az,

hogy a módszerek alapötletét, működési elvét megismertessem az olvasóval. Persze

amennyiben az olvasó már ismeri a következőkben bemutatott eljárásokat, ezt a

fejezetet nyugodtan átugorhatja.

2.1. Lee-Carter modell

Napjaink talán legelterjedtebb halandóságelőrejelző módszere a Lee és Carter

(1992) által megalkotott modell. Ennek lényege, hogy a vizsgált időszak halálozása-

iból és kitettségeiből számolt mx;t (t évben x évesekre vonatkozó) halálozási rátákra

illeszt log-bilineáris modellt:

lnmx;t = ax + bxkt + �x;t.

A képletben �x;t a becslés hibatagja, ax az x évesek átlagos log-halálozási rátája,

kt a néphalandóság változását (általában javulását) leíró adatsor, bx pedig annak

a mutatója, hogy az x évesekre mennyire teljesül a kt-ben megjelenő változás. Az

egyes tagokat az empírikus adatok alapján egyszerűen kiszámolhatjuk, ezek után az

előrejelzéshez pedig csak kt jövőbeli értékeit kell valahogyan becsülnünk, hiszen ez

az egyetlen időfüggő tag. Ehhez leginkább ARIMA(0,1,0)-t szokás használni, ezért

dolgozatomban én is ezt alkalmazom.
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2. Módszertani ismertető

Intuitívan a modell tehát úgy működik, hogy idősorelemzéssel meghatározza ho-

gyan változik a néphalandóság, és ezt a változást a különböző korúakra különbö-

ző súllyal alkalmazza. Ez azért nagyon fontos, mert például a csecsemőhalandóság

sokkal gyorsabban mérséklődik, a középkorúak halandóságánál. Ezen kívül a modell

egyik nagy előnye, hogy nem csak a halálozási, hanem például a termékenységi ráták

előrejelzésére is rendkívül jól használható (Shair és mtsai., 2024). Mivel a termékeny-

ségi ráták és azok alakulása az árvaellátásnál kifejezetten fontosak, dolgozatomban

ezek becslésére is alkalmazom a Lee-Cartert.

2.2. Kernel Density Estimation

A Kernel Density Estimation (KDE) egy nemparaméteres statisztikai módszer,

amit (abszolút folytonos eloszlású) valószínűségi változók sűrűségfüggvényének becs-

lésére használhatunk (Chen, 2017). Működésének lényege, hogy a megfigyeléseinkre

egy-egy "púpot", tehát szimmetrikus sűrűségfüggvényt tesz, majd a kapott függ-

vényt úgy skálázza át, hogy annak integrálja 1 legyen. Matematikailag ez azt jelenti,

hogy a becslést az

f̂(x) =
1

nh

nX
i=1

K

�
x� xi
h

�
képlet adja, ahol x1; x2; : : : ; xn a megfigyelt minta, K a választott kernel, h pedig

az úgynevezett sávszélesség. K a púpok alakját, h pedig azok szórását, tehát a

simítás mértékét határozza meg. A kernelt legtöbbször a standard normális eloszlás

sűrűségfüggvényének, a sávszélességet pedig h � 1; 06�n�
1
5 -nek választják, ahol � a

minta szórása. Utóbbi abból a heurisztikus megfontolásból jön, hogy ha ismernénk a

valós eloszlást, akkor ki tudnánk számolni az optimális sávszélességet, így tegyük fel,

hogy az eloszlás normális, és ekkor az optimális (minimális MISE-t adó) sávszélesség

éppen a fenti (Belhaj, 2024).

Dolgozatom egy pontján szülők korkülönbségének eloszlását közelítem, ami év-

ben mérve diszkrét, valójában mégis folytonos változó. A KDE alkalmazhatósága

érdekében itt először a folytonos időben mért eloszlást becslem, majd ezt diszkreti-

zálom egyszerű kerekítéssel.
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2. Módszertani ismertet®

2.3. Kopulák

A kopulák több valószín¶ségi változó összefügg®ségi szerkezetének leírására szol-

gáló függvények. M¶ködésük megértéséhez a legfontosabb matematikai állítás az,

hogy ha X folytonos eloszlású valószín¶ségi változó, akkor FX (X) egyenletes elosz-

lású a [0; 1] intervallumon. A kopulák alkalmazását gyakorlatilag ennek az eredmény-

nek a több dimenziós általánosítása teszi lehet®vé (Rüschendorf, 2009):

1. De�níció. Azt mondjuk, hogy C : [0; 1] d ! [0; 1] egy d-dimenziós kopula, ha egy

olyan d-dimenziós eloszlásfüggvény, melynek peremeloszlásai egyenletes eloszlásúak

a [0; 1] intervallumon.

1. Tétel (Sklar-tétel). Legyen F d-dimenziós eloszlásfüggvény F1; : : : ; Fd peremel-

oszlásokkal, ekkor létezik C : [0; 1]d ! [0; 1] kopula, hogy minden x1; : : : ; xd 2 R

esetén
F (x 1; : : : ; xd) = C

�
F1(x1); : : : ; Fd(xd)

�
:

Fordítva, ha C kopula és F1; : : : ; Fd egydimenziós eloszlásfüggvények, akkor

F (x 1; : : : ; xd) = C
�
F1(x1); : : : ; Fd(xd)

�

egy d-dimenziós eloszlásfüggvény.

Dolgozatomban a kopulákat szül®k élettartamának modellezésére használom. A

tétel második feléb®l következik, hogy ha van két ismert eloszlásunk, és ismert a köz-

tük lév® összefüggést leíró kopula is, akkor tudunk az együttes eloszlásból származó

mintát generálni. A kérdés az, hogy hogyan válasszuk meg C-t. Ha rendelkezésre

állnak empirikus adatok (például esetemben házaspárok élettartamai) akkor ezeket

megfelel®en a [0; 1] intervallumra transzformálva kapunk egy, a kopulából származó

mintát. Mivel a kopula is egy eloszlásfüggvény, innent®l már a szokásos eloszlásbecs-

lésekkel közelíthetjük azt. A modellezés során én kiválasztottam néhány nevezetes

kopulacsaládot, és ezek paramétereit becsültem maximum likelihood módszerrel. A

kopulák alkalmazásának egyik legnagyobb el®nye, hogy teljesen külön kezelik a pe-

remeloszlásokat és a köztük lév® összefüggéseket, így például esetemben a kapott

kopulát alkalmazhattam különböz® évekre is, egyszer¶en a peremeloszlásokat kellett

megfelel®en változtatnom.
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2. Módszertani ismertet®

2.4. Monte-Carlo szimuláció

A Monte-Carlo szimuláció egy olyan numerikus módszer, amely véletlen min-

tavételt használ matematikai problémák közelít® megoldására. Egy ilyen probléma

lehet az, ha valamilyen Y = f(X) valószín¶ségi változó várható értékét akarjuk meg-

határozni úgy, hogy X-et ismerjük, de f túlságosan bonyolult ahhoz, hogy E[Y ]-t

zárt alakban fel tudjuk írni. Ekkor, ha E[Y ] létezik, akkor a nagy számok törvénye

szerint

lim
n!1

1
n

nX

i=1

f (x i ) = E[Y ],

ahol x1; : : : ; xn egy, az X eloszlásából származó minta (Raychaudhuri, 2008).

Vegyük észre, hogy ebben a felírásban a szimuláció rengeteg mindenre használ-

ható, például valószín¶ségek közelítésére (ha Y indikátor változó), vagy határozott

integrálok számítására (ha X egyenletes eloszlású). Ezt a módszert dolgozatom-

ban komplex (kopula segítségével meghatározott) valószín¶ségek, illetve árvaellátási

rendszerek várható kiadásainak becslésére alkalmazom.

2.5. Extreme Gradient Boosting

Az Extreme Gradient Boosting (XGBoost) napjaink egyik legelterjedtebb gépi

tanulási módszere. Nevéb®l adódóan a Gradient Boosting alapelvén m¶ködik, tehát

nem egyetlen döntési fát, hanem azok sorozatát építi úgy, hogy az újabb fák mindig

javítsanak az el®z®ek predikcióján. Ezen túl az XGBoost beépített regularizációval

rendelkezik, amely a túlillesztés elkerülését segíti, illetve optimalizált tanulása miatt

meglehet®sen gyors (Friedman, 2001).

A gépi tanulási módszerekkel kapcsolatban általában az a kritika fogalmazódik

meg, hogy black box-ként m¶ködnek, tehát az ok-okozati összefüggéseket csak na-

gyon nehezen lehet kisz¶rni bel®lük. Az XGBoost-ot dolgozatomban egyetlen jelen-

ségnek, a gyermekvállalási kor kitolódásának modellezésére alkalmazom. Itt az okok

egyértelm¶ek (társadalmi, értékrendi, iskolázottsági változások), és az eredményeim

szempontjából gyakorlatilag nem is fontosak.
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�Es ist nicht genug zu wissen, man muss auch

anwenden�
Johann Wolfgang von Goethe

3. fejezet

Árvasági táblák

Bármilyen rendszerben gondolkodunk, az egyik legalapvet®bb információ, ami-

re mindenképpen szükségünk van, hogy hány f® lehet jogosult az ellátásra.

Magyarországon a (fél)árvák létszámára vonatkozóan nagyon kevés adat találha-

tó. Az egyetlen amit támpontnak tekinthetünk, a KSH által évente közölt árvael-

látásban részesül®k számát tartalmazó adatsor [1], ez azonban több szempontból

sem elegend® az elemzéshez. Egyrészt, ahogy azt a bevezet® fejezetben kifejtet-

tem, a jelenlegi rendszerben nem minden (fél)árva jogosult az ellátásra, másrészt

az adatokból nem állapítható meg a korcsoportonkénti és az árvák/félárvák szerinti

megoszlás sem, emiatt nem tudjuk azt vizsgálni, hogy egy esetleges jogosultságra

vonatkozó szabálymódosításnak (például korhatárváltoztatásnak) milyen következ-

ményei lehetnek. Ebben a fejezetben a célom egy olyan árvasági tábla létrehozása,

amely évenként és korévenként becsli a magyarországi árvák és félárvák számát.

3.1. Egyszer¶ tábla

Ebben a szekcióban egy egyszer¶sített számolást mutatok be, amelynek célja

nem a pontos becslés, inkább az, hogy megértesse az olvasóval a kés®bbi, komplexebb

modell alapötletét.

A számolásaimhoz használt halandósági táblák és kitettségek a Human Mortality

Database-r®l [2], a korspeci�kus fertilitási ráták pedig a Human Fertility Database-

r®l [3] [4] származnak. Itt minden tábla évenként és korévenként tartalmazza a szük-

séges számokat. Fontos azonban megjegyezni, hogy már ezek a kiindulási adatok is
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3. Árvasági táblák

részben becslések, például a fér� fertilitás 5 éves korcsoportos adatokból van köze-

lítve.

A számítás módja, hogy rögzítünk egy évet, amelyre szeretnénk a (fél)árvák

számát meghatározni, legyen ez például 2014. Ezután minden korhoz meghatároz-

zuk az anyuka életkorának eloszlását, ezt a fertilitási adatokból és a kitettségekb®l

könnyen megtehetjük. Jelölje ASFRzy a z évben y korhoz tartozó fertilitási rátát,

POPz
y pedig a z évben y korú n®k létszámát és x a gyermek életkorát. Ekkor annak

a valószín¶sége, hogy az anyuka y éves volt a gyermek születésekor:

A2014
y;x =

ASFR2014�x
y � POP2014�x

yP 50
i=14 ASFR2014�x

i � POP2014�x
i

. (3.1)

A szumma határai azzal magyarázhatóak, hogy a fertilitási adatok szerint a n®k

leghamarabb 14 évesen, legkés®bb 50 évesen vállalnak gyermeket. Azért érdemes

minden korra külön számolni ezt az eloszlást, mert a párok egyre kés®bb vállalnak

gyermeket, így egy 2014-ben született gyermek édesanyja relatíve (a gyermekhez

képest) sokkal id®sebb, mint egy 1989-ben született gyermeké (aki 2014-ben 25 éves),

ezt mutatja a következ® ábra is.

3.1. ábra. Édesanya koreloszlása gyermekválaláskor (saját szerkesztés)

Az így kapott koreloszlásokkal könnyen megkaphatjuk az adott korú gyermek

anyukájának halandósági számait. Jelölje most qz
y a z évre vonatkozó n®i qy-t, tehát

annak a valószín¶ségét, hogy z évben egy y éves n® meghal. Legyenanyuka qz
x pedig

annak a valószín¶sége, hogy egy 2014-ben x éves gyermek édesanyja meghal z évben.
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3. Árvasági táblák

Ekkor:

anyuka qz
x =

(
0 z � 2014 � x;
P 50

i=14 A2014
i;x � qz

i+x z > 2014 � x:
(3.2)

Az els® eset azért 0, mert a gyermek születésének id®pontját az édesanya mindenkép-

pen megéli, a második eset pedig csak a halandósági számok anyuka koreloszlásával

vett súlyozott átlaga.

Ugyanezt a számolást elvégezhetjük az édesapára is, annyi változtatással, hogy

a minimum és maximum gyermekvállalási korokat 15-re és 59-re módosítjuk (ez

olvasható ki a fér� fertilitási adatokból). Ekkor ha azzal az egyszer¶sítéssel élünk,

hogy az anyuka és az apuka gyermekvállaláskori kora független, és feltesszük azt is,

hogy a szül®k élettartama egymástól független, akkor egyszer¶ szorzásokkal kapjuk

a következ® táblázatot:

Gyermek Valószín¶ségek (%)
életkora Mindkét Csak az Csak az A gyermek A gyermek

(év) szül® él apuka él anyuka él félárva árva
0 100,00 0,00 0,00 0,00 0,00
1 99,85 0,05 0,10 0,15 0,00
2 99,70 0,10 0,21 0,30 0,00
3 99,51 0,15 0,33 0,49 0,00
4 99,32 0,21 0,46 0,67 0,00
5 99,15 0,27 0,59 0,85 0,00
6 98,91 0,33 0,75 1,08 0,00
7 98,65 0,41 0,93 1,34 0,00
8 98,37 0,49 1,13 1,62 0,01
9 98,05 0,59 1,35 1,94 0,01
10 97,70 0,69 1,60 2,29 0,01
11 97,33 0,79 1,86 2,65 0,02
12 96,90 0,92 2,16 3,08 0,02
13 96,42 1,06 2,50 3,56 0,03
14 95,94 1,19 2,83 4,02 0,04
15 95,39 1,35 3,22 4,57 0,05
16 94,73 1,53 3,68 5,21 0,06
17 93,95 1,75 4,23 5,98 0,08
18 93,10 1,98 4,82 6,80 0,10
19 92,14 2,25 5,48 7,73 0,13
20 90,96 2,56 6,30 8,86 0,18
21 89,80 2,87 7,11 9,97 0,23
22 88,50 3,21 8,01 11,21 0,29
23 86,95 3,60 9,08 12,67 0,38
24 85,30 4,01 10,21 14,22 0,48
25 83,40 4,48 11,50 15,98 0,62

3.1. táblázat. Szül®k életbenléte az egyszer¶ modell szerint (saját szerkesztés)
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3. Árvasági táblák

Az eredmény egyik érdekessége, hogy a félárvák több mint kétharmada az édes-

apját vesztette el, ezt egyrészt a fér�ak kedvez®tlenebb halandósága, másrészt az

okozza, hogy a fér�ak jellemz®en id®sebben vállalnak gyermeket. Ha a táblázat va-

lószín¶ségeit kombináljuk a KSH tanulói adataival [5] (hiszen 16-24 éves korban már

csak a tanulók jogosultak az ellátásra), akkor azt kapjuk, hogy 2014-ben 76 298 f®

vett részt az ellátásban. A pontos szám ezzel szemben 81 248 [1], így a módszer els®re

egész jónak t¶nhet, azonban van néhány probléma.

Egyrészt a (3.2) képlet nem teljesen helyes, a �atalon szül® édesanyákat nagyobb

súllyal kellene �gyelembe venni, hiszen ®ket kisebb eséllyel vesztette már el a gyer-

mek. Másrészt a csupán demográ�ai adatokat használó becsléssel a valódinál maga-

sabb számot kellene kapnunk, hiszen az ellátás nem jár minden (fél)árvának (még

akkor sem, ha továbbtanul). Harmadrészt az árvaság valószín¶sége is rendkívül ala-

csonynak t¶nik. A táblázat alapján azt látjuk, hogy a Magyarországon él® 25 évesnél

�atalabb árvák száma 2014-ben 2 527 f® volt. Nem áll rendelkezésre statisztikai adat,

amellyel ezt összevethetném, de az alulbecslés elég valószín¶, hiszen itt nem vettem

�gyelembe a broken-heart e�ektust, miszerint házaspároknál az egyik fél halála ese-

tén a másik várható élettartama jelent®sen lecsökken (Spreeuw és Owadally, 2013).

Végül probléma még, hogy predikciók nélkül a többi évre nem tudunk számolni,

mivel a fér� fertilitási adatok 2014-ig állnak rendelkezésre. A fejezet hátralév® részé-

ben megpróbálom feloldani az egyszer¶sít® megkötéseket és el®állítom a számokat

2025-ig, s®t el®rejelezve 2040-ig is.

3.2. Szül®k élettartamának modellezése

Dolgozatom hátralév® részében a házaspárokra vonatkozó statisztikai összefüggé-

seket igaznak tekintem a szül®kre is. Persze nem minden házaspár vállal gyermeket

és sajnos nem is minden szül® él életvitelszer¶en együtt, azonban megfelel® adatok

híján nincs jobb közelítés. A szül®k (vagy házaspárok) élettartamának kopulákkal

való modellezésének ötlete Tárnok Edina (2011) szakdolgozatából származik, és én

is a Tárnok által vizsgált adatsorral dolgoztam, azonban a számolásokat minden

esetben magam végeztem.

Az említett adatsor egy temet®b®l származik és olyan házaspárok élettartamait

tartalmazza, akiket egy helyre temettek. Az adatok közt persze szerepelnek nagyon

régiek is, tehát egy alapfeltevés, hogy az id® el®rehaladtával az élettartamok közti
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összefüggés nem változik, így a javuló halandósági tendenciák csupán a peremelosz-

lásokon keresztül érvényesülnek.

3.2. ábra. Élettartam adatok vizualizációja (saját szerkesztés)

A 3.2 ábra azt mutatja, hogy az élettartamok közt van összefüggés, bár nem

annyira er®s. Az alsó szélösszefüggés már er®sebbnek t¶nik, azonban ez lehet csak

annak köszönhet®, hogy alacsony élettartamokra kevés adat van, így magas a becslés

szórása, ezt mutatja a kon�dencia-intervallum (szürke sáv) kiszélesedése is.

Az adatokra függetlenségi, komonotonitási, normális, t-, Clayton és Gumbel ko-

pulát illesztettem. Ezek közül egyiket sem vethetjük el 10%-os szigni�kancia szin-

ten, s®t a Gumbel kivételével mindegyiknek legalább 70% a p-értéke, azonban ezt az

eredményt ismét fenntartásokkal kell kezelni az alacsony mintaméret miatt. Kés®bbi

számításaimhoz a Clayton kopulát választottam, hiszen ez rendelkezett a legnagyobb

p-értékkel (85,26%), ráadásul ez jó választás, ha alsó szélösszefüggés tapasztalható.

Ezek után Sklar tételét felhasználva Monte-Carlo szimulációval élettartamokat

generáltam, peremeloszlásnak a Human Mortality Database [2] 2020-as periódus

tábláját használva. A szimulált adatok empirikus eloszlásával már létre lehet hozni az

együttes halandósági táblát. A tábla elemei (qx;y ) annak a valószín¶ségét mutatják,

hogy a férj pontosan x, a feleség pontosan y évesen hal meg. Az összehasonlíthatóság
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kedvéért ugyanezt kiszámoltam függetlenséget feltételezve, ahogy tettük azt az els®,

egyszer¶ árvatábla el®állításánál is. Jelölje qf
x a fér�, qn

y a n®i halandósági rátákat,

ekkor értelemszer¶en:

qx;y = q f
x

x�1Y

i=0

(1 � q f
i ) � qn

y

y�1Y

i=0

(1 � q n
i ).

A következ® ábrán a két halandósági tábla különbsége látható. Kék színeknél a

Clayton, míg piros színeknél a függetlenségi kopula adta a nagyobb qx;y -t. Jól kive-

het®, hogy a Clayton kopulával számolt esetben a házaspárok sokkal inkább együtt

haláloznak. Ez bizonyítja azt az állításomat, hogy a függetlenség feltételezésével

alulbecsüljük az árvák számát, hiszen ha egy gyermek valamelyik szül®je meghal,

akkor megn® annak a valószín¶sége, hogy rövid id®n belül elveszti a másik szül®-

jét is. Érdekesség, hogy a broken-heart e�ektus jóval er®sebben hat a fér�akra (ez

a kés®bbi díjkalkulációkból jól kivehet®), ezért a félárvákat nevel® szül®knek még

nagyobb arányát alkotják az egyedül maradt édesanyák, mint azt az els® modellnél

számoltuk.

3.3. ábra. Clayton és függetlenségi kopulával számolt halandósági ráták különbsége
(saját szerkesztés)
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3.3. Szül®k korkülönbségének vizsgálata

Dolgozatom ezen szakaszában is párhuzamot vonok a szül®k, házastársak és élet-

társak adatai közt (ismét a megfelel® információk hiánya miatt). Elemzéshez a 2022-

es népszámlálást vettem alapul, azonban a teljes adatbázishoz külön engedély szük-

séges, ezért csak annak 10%-os mintájával dolgoztam, amely nyilvánosan elérhet®

[7]. Itt az élettársként együtt él® fér�ak és n®k életkorai szerepelnek. Az életkorokat

kivontam egymásból, így minden párra megkaptam, hogy hány évvel id®sebb a fér�

(persze itt negatív értékek is szerepelnek), következ® ábrán ennek a hisztogramja

látható:

3.4. ábra. Élettársak korkülönbségének hisztogramja (saját szerkesztés)

Az ábrára ránézve érezhet®, hogy ezzel nem dolgozhatunk, hiszen például rend-

kívül alacsony annak a valószín¶sége, hogy a n® 5 évvel id®sebb, illetve zavaró, hogy

vannak olyan értékek, melyekre egyetlen meg�gyelés sem történt. El®ször megpró-

báltam (az outlierek elhagyásával és anélkül is) poisson, binomiális, illetve negatív

binomiális eloszlásokat illeszteni. Ehhez persze eltoltam az adatsort, hogy ne legye-

nek negatív értékek, de egyik eloszlás sem illeszkedett megfelel®en, az alacsony �2-

tesz p-értékek miatt az összeset el kellett vetnem. Ezután megpróbáltam folytonos

eloszlásokat illeszteni (normális és t-eloszlást), arra a gondolatmenetre építve, hogy

a korkülönbség valójában csak egy folytonos változó, amelyet évekre kerekítünk. Itt
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egyértelm¶en a normális mutatta a jobb illeszkedést, így csak azzal számoltam to-

vább. Ha a korkülönbséget K-val, az illesztett normális eloszlás eloszlásfüggvényét

pedig �-vel jelöljük, akkor a becsült diszkrét eloszlás egyszer¶en:

P(K = k) = �(k + 0; 5) � �(k � 0; 5).

Utolsó módszerként az adatokra nem eloszlást próbáltam illeszteni, hanem az

empirikus adatokat simítottam. Ehhez el®ször egy kernel s¶r¶ségbecslést alkalmaz-

tam, a kernelt Gaussnak, a sávszélességet pedig a Silverman-szabálynak megfelel®en

választva, ezután a kapott s¶r¶ségfüggvényt az el®z® gondolatmenethez hasonló-

an az egész értékek körül kiintegráltam. A következ® ábrán az utolsó két módszer

eredménye látható:

3.5. ábra. Élettársak korkülönbségének becslései (saját szerkesztés)

Látható, hogy a normális eloszlással kapott becslés nem követi le jól az empirikus

görbét, hiszen az utóbbi sokkal csúcsosabb, emellett a széleken is lassabb lecsengés¶.

A simítás hatására a KDE-vel kapott becslés is laposabb, de a széleken jobban

viselkedik, ezért a kés®bbi számításokhoz ezt használtam.

A házastársak élettartamának összefüggéséhez hasonlóan a további számítások-

hoz feltettem, hogy a most kiszámolt eloszlás nem változik az évek során. Ez els®re

furcsa lehet, azt hihetnénk, hogy a párok korkülönbsége az évek során csökken®

tendenciát mutat, azonban a KSH adatai alapján [6] a házasságot köt®k átlagos

korkülönbsége 1980 óta 2;7 és 3 között mozog (a simított eloszlás várható értéke

2;83).
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3.4. Korspeci�kus termékenységi ráták el®rejelzése

Human Fertility Database-en [3] a termékenységi mutatók 2023-ig érhet®ek el,

ezért a legfrissebb, illetve a jöv®beli árvasági mutatók el®állításához mindenkép-

pen valamilyen predikcióhoz kellett folyamodnom. El®ször az összes elérhet® termé-

kenységi rátára (évek: 1950-2023, életkorok: 14-50) illesztettem Lee-Carter modellt.

Ahogy azt a 2.1 szekcióban ismertettem, ez a modell logaritmikus transzformáción

alapul, ezért az input adatoknak pozitívnak kell lenniük. A fertilitási rátákat ezért

kissé eltorzítottam, a 0 értékeket kicseréltem egy rendkívül kicsi pozitív számra

(10�7 ). Az így kapott becslést a következ® ábra mutatja pirossal:

3.6. ábra. Korspeci�kus fertilitási ráták el®rejelzése Lee-Carter modellel
(saját szerkesztés)

Az eredmény nyilvánvalóan nem elfogadható, hiszen a predikcióban nem jelenik

meg a születések kitolódása. Kovács (2025) szakdolgozatában ugyanezzel a jelenség-

gel találkozott. Munkájában kifejti, hogy a Lee-Carterben nem szerepel semmilyen

kétváltozós (életkortól és id®t®l függ®) komponens, amely képes leírni ezt a tendenci-

át. Következ® oldalon a 3.7 ábra egy 1950-1990 közti adatokon illesztett Lee-Carter

hibatagjait mutatja. Jól látható, hogy a hibatagokban maradt valamilyen szabály-

szer¶ség. Ennek a szabályszer¶ségnek a leírásához Kovács gépi tanulásos modelleket

illeszt, ezt az ötletet követtem én is.
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