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1. Bevezetés

A modern portféli6 elemzés és kockizatkezelés f6bb eszkozei kozé tartoznak a linearis
faktor modellek (linear factor pricing model), melyek a pénziigyi eszkozok, portfoliok
tobblethozamainak varianciajat, egy alacsony dimenzios, altalaban harom és 6t faktor
kozotti modell segitségével magyardzzédk. Ez a modell, amellett, hogy az elméleti
pénziigyek egyik {6 modellje, gyakorlatban is széleskortien elterjedt. Azonban ahhoz,
hogy alkalmazni tudjuk ezek elméletét, sziikséges, hogy egy megfelel6en magyarazo
modellel rendelkezziink.

Egy ilyen modell segitségével egyszeriibb a portfoliok menedzselése és kockazatok
kezelése, mivel végtelen sok kiilonbozd, nehezen kvantifikalhato kockézat és kitettség
helyett mindossze néhany, a kockazatokat lefeds faktor mentén sziikséges a portfoliot
vizsgélni.

Azonban a szakirodalom nem egyezik meg abban, hogy melyik faktorokat érdemes
hasznélni, melyikek azok, amelyek ténylegesen magyarazzak a portfoliok variancidjat.
Sok kiilonb6z6 komplexitast modell létezik, ezek koziil a legelterjedtebbek a Fama és
French 1992 harom faktoros, Carhart 1997 négy faktoros és Fama és French 2012
ot faktoros modellek, azonban annyi kiilonb6z6 faktort javasoltak mér kiilonb6zs
kutatok, hogy Harvey, Yan Liu és Zhu 2016 szerint a nagy résziik nem lehet valos
faktor, csak az adatbanyéaszat eredményei, a zajra illesztették nagy résziiket.

Ezen probléma miatt, napjainkban még fontosabbak, azok a statisztikai tesztek,
melyek segitségével ezen faktormodellek magyarazoerejét ki tudjuk értékelni, hiszen
ha nem megfelel§ faktorokat hasznélunk, azzal a kockdzatkezelésiink is hibéas alapokon
fekszik.

Az egyik els§ statisztikailag megalapozott tesztet Gibbons, Ross és Shanken 1989
publikilta (tovabbiakban GRS), mely egy Hotteling ¢* proban alapszik, azzal a pa-
ramétermegkdtéssel, hogy a vizsgalt faktorok a tébblethozamok keresztmetszetét egy
nulla varhato értékd hibatagon tul megmagyaréazzak. A teszt napjainkban is elterjedt,
gyakran hasznalt modszertan (példaul Fama és French 2018), annak ellenére, hogy
erés limitaciéi vannak, melyeket mas késébbi modszertanok prébélnak orvosolni. A
tesztet a hipotézis vizsgalata mellett hasznéljak még a faktormodellek kiértékelésére
is (Fama és French 1992, Carhart 1997, Fama és French 2012, ...). Ebben az eset-
ben a cél a tesztstatisztika minimalizalasa, hiszen ebben az esetben a legkisebbek a

modellek félrearazésai.



A GRS tesztnek, a limitécioi a kovetkezdek: elsGként, ahhoz, hogy ki tudjuk egy-
altalan szamolni a statisztikat, hosszabb idédimenziora van sziikségiink, mint ami-
lyen széles a keresztmetszeti (elemzett eszkozok) dimenzidja. Ez napjainkban, amikor
naprol napra tobb 14j eszkoz, alap jelenik meg, nem egy tarthatd limitacio. Ennek
megkeriilésére a szakirodalomban tébb moédszert is javasoltak, dolgozatomban ezek
koziil tobbet is 6ssze fogok hasonlitani. A mésodik f6 probléma a teszttel, az, hogy
a hibatagok normalitasat teszi fel, amennyiben ez sériil, a teszt hatékonysaga, és igy
a megbizhatosaga is szignifikinsan csokken (Gungor és Luger 2013). Ennek korriga-
lasara is t6bb kiilénb6zs valaszt ad az irodalom, melyeket szimulaciokkal hasonlitok
0ssze. Tovabbi probléma a hibatagok idébeli fiiggetlenségének feltételezése, ennek a
korrigalaséval kevesebben foglalkoznak a szakirodalomban.

A dolgozatomban dsszehasonlitott médszertanokban vannak, amelyek csak a di-
menziok problémajaval foglalkoznak (példaul Fan, Liao és Yao 2015 és Pesaran és
Yamagata 2024), illetve vannak, amelyek emellett a normalis eloszlasu hibatagok fel-
tevésének relaxalasaval is foglalkoznak, hogy vastag farkt hibatag eloszlasok esetén is
megbizhaté maradjon a modszertan (J. Liu és tsai. 2024, Zhao, Feng és tsai. 2024).

Tovabbi kutatasi irany a tobblethozammal rendelkez§ alapok gyakorisaga. A GRS
teszt abban az esetben teljesit jol, ha sok kisebb félrearazott eszkoz taldlhatd eszko-
zeink kozott, azonban abban az esetben, ha kevés nagyobb félrearazasunk van, arra
kevésbé érzékeny. Ezt a problémat a szakirodalom sparsity-nek nevezi, a kiillénb6zé ér-
tékei mellett kiilonb6z§ teszteket ajanl. Amennyiben kevés a félrearazott eszkoziink,
azt sparse-nak, mig amennyiben aranyaiban sok a félrearazott eszkoziink, azt den-
se-nek nevezziik. Sparse modell esetén az irodalomban a kiilonféle maximum alapt
tesztek az elterjedtek (Feng és tsai. 2022, Zhao, Feng és tsai. 2024), mivel ezek ér-
zékenyek akar mér egy erdsebben félredrazott eszkozre is. Ezzel ellentétben a dense
modell esetében a szumma alaptiak a széleskortien hasznaltak, mivel igy sok kisebb
felrearazas Osszegére kapunk egy statisztikat.

A tesztek tovabbi probléméja az, hogy nehezen 6sszehasonlithatdéak sajat szimu-
laciok végzése nélkiil, mivel minden publikidciéban mas-més adatgeneral6é folyama-
tot alkalmaznak és csak két-harom népszertibb moédszertannal hasonlitjak Ossze sajat
modszertanukat.

Dolgozatomban els6ként a faktormodellek alapvets fogalmait és elméletét irom
le, majd ezt kovetSen az Osszehasonlitott teszteket és a szimulacidk adatgeneralod

folyamatait, majd a szimuldcidok eredményeit mutatom be, és a legjobban teljesité



modszertanokkal valos adatokat is elemzek.

2. Elméleti alapok, faktor modellek torténelme

A vizsgalt hipotézisvizsgalatok mind faktormodellek eszkozérazd képességét meérik.
A kovetkezd részben az mogottiik 1év6 pénziigyi elméletet, és annak kialakulésat,
torténelmét from le.

A modern portfolioelméletet Markowitz 1952 inditotta el a varhato érték-variancia
(mean-variance) modelljével, melyet egy kvadratikus programozasi feladatként fogal-
mazott meg. Ennek célja a megfelels korlatok kozott tetszoleges fix hozam mellett, a
legalacsonyabb varianciaju portfolié kivalasztésa. Markowitz kutatasaban megkiilon-
bozteti a hatékony és nem hatékony portfoliokat. Azokat nevezi hatékonynak, melyek
adott hozam mellett minimalizaljédk a portfélio szoérasat. A hatékony portfoliok halma-
zét efficient frontier-nek hivja, egy racionalis befektetd (akinek a hasznossagfiiggvénye
varhato hozam és szoras fiiggvénye) mindenképp ezek egyikét vélasztja.

Markowitz mean-variance modellét bovitette ki Sharpe ifrasaban (Sharpe 1964)
(tovabba Lintner 1975 és Treynor 1961), melyben a modellt tékepiaci egyensily mel-
lett elemezte. Ehhez az elemzéséhez tébb feltevésre is sziikség van, melyek koziil a
f6 feltevései a kozos kockazatmentes eszkoz (Ry) és a befektetSk varakozasainak ho-
mogenitasa, amely azt takarja, hogy minden befektets kozott konszenzus van, az
egyes eszkozok varhatdé hozamaiban és variancidjukban, kovariancidjukban. Ebben
az esetben az eszkozok arai gy alakulnak, hogy piaci egyensily jon 1étre és minden
befektetd a hatékony portfoliok azon érintéjén talalhatod portfolidt vélaszt, mely a
kockazatmentes eszkoz pontjan athalad. Igy minden racionalis befektets a hozamel-
vardsa szerinti pontjat valasztja ennek a vonalnak. Tovibba az elmélet fontos eleme
az, hogy az egyes eszkozok ara csak a piaci portfolioval (az érinté pontjan talalhato
portfolio) szamitott korrelaciojuk (kitettségik) fliggvénye, mivel az egyéni kockaza-
tok a tobbi korrelalt eszkoz segitségével diverzifikalhato. Igy fel tudjuk irni egy adott
eszkoz hozamét, melyet a piaci kitettség () és a piaci portfolio hozama (R,,) hataroz
meg.

ER;, = Ry + Bi(ER,, — Ry) (1)

Hol R; és R,, véletlen valtozok, és f3; = %

kockazata az eszkoznek, melyt6l annak ara fiigg.

a szisztematikus (rendszerszintii)



Ennek a modellnek egy kiegészitését hozta létre Black 1972, mely abban kiilon-
bozik a Sharpe 1964 féle modelltdl, hogy a kockazatmentes eszkoz (Ry) létezését nem
teszi fel, ehelyett ezt egy zero-beta portfoliora cseréli le, mely, mint ahogyan azt a
nevébdl sejthetjiik, egy olyan portfolio, melynek a piaci kitettsége (f-ja) nulla. Ennek
a plusz portfolionak a segitségével a Sharpe féle CAPM-el analdég modellt kapunk,
melyet ahhoz hasonléan hasznalhatunk.

Sharpe, Lintner és Treynor féle CAPM modell segitségével probalta kiértékelni
Jensen 1968 1945-1964 kozotti idGsorokon befektetési alapok teljesitményét, amely-
hez bevezette az «a;-t, ami az adott alap piaci kitettségén feliili hozamét jeldli, a
kovetkezSképp.

ER, = o; + Ry + Bi(ER,, — Ry) (2)

Ennek segitségével ki tudjuk értékelni a CAPM modellt, ha taldlunk olyan eszkozt,
mely esetében «; # 0, akkor lehetséges olyan portféliot létrehozni, aminek a hozama
magasabb, mint azt az adott piaci kitettség indokol. Igy ennek segitségével lehetséges
az elmélet valos adatokon valo tesztelése. Amennyiben nem taldlunk olyan eszkozt
amelynek nem nulla a-ja van, az azt jelenti, hogy megfelel§ a modelliink, megmagya-
réazza a hozamok varhato értékét.

A CAPM elméletét publikilasa 6ta sokan tesztelték és tobb kritikat is megfogal-
maztak vele kapcsolatban. Empirikusan azt talalta példaul Basu 1975, hogy tébblet
informécio taldlhato a P/E rataban (price/earnings, egység bevételre a részvényar
mekkora része jut). Publikiciojaban az earnings announcement utani hozamokat ele-
mezte a Black 1972 féle zero-beta CAPM segitségével. A vizsgalt eszkozoket a P/E
ratajuk alapjan csoportositotta 541 csoportba, és azt taldlta, hogy az alacsonyabb
P/ E ratékkal rendelkezs részvények jelentGsen jobban teljesitettek (a legrosszabbak-
hoz képest évi ~ 6,0%-al, a kozépss csoporthoz képest ~ 3,6%-al) az earnings anno-
uncement-et kdvet§ 18 honapban.

Tovabbi félrearazasokat talalt Banz 1981 kutatasaban is , melyben a piaci érték
és piaci kitettségiik szerint 25 (5 x 5) portfolioba osztotta (hasonloan Basu 1975
modszertanahoz), és igy azt talalta, hogy a kisebb vallalatok részvényei havi 0,4%-
os tobblethozammal rendelkeznek atlagosan, mely miatt ezen tulajdonsag mentén
arbitrazsportfoliokat lehet 1étrehozni.

A CAPM-el versenyzé {6 elméleti modellt Stephen A. Ross féle Arbitrage Pricing
Theory (APT, Ross és tsai. 1973) publikalta, mely Sharpe-hez hasonléan kereszt-

metszeti linedris modellben kereste a hozamok magyarazatat, azonban méas iranybol
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kozelitette azt meg. A CAPM valésagban nehezen teljesithets feltevéseit, példaul azt,
hogy konszenzus van az eszkozok hozamai és varianciai, kovariancii kozott, relaxalta,
helyette azt kovetelte meg, hogy van néhany olyan szerepld, mely arbitrazs bevétel
érdekében a piacot arbitrazsmentesen tartja. Az APT tovabbi kiilonbsége a CAPM-
el szemben azt, hogy a hozamokat egy faktor (piaci portfolio hozama) helyett tobb
makrookonémiai faktor egyiittes mozgésa is magyarazhatja, azonban ezeknek szama-
r6l vagy milétérsl Ross nem ad dtmutatast.

Fama és French 1992 széleskoriien ismert és hasznalt publikaciojukban vallalati
részvény és kotvény hozamokat elemeztek, tobbek kozott Basu 1975 és Banz 1981 ku-
tatasait egyesitve, book-to-market rata és vallalat érték (méret) szerint szétosztva és
igy részvény portfolidkat készitve. Az igy kapott 5 x 5 sorbarendezett portfolié koziil
a szélsék kiilonbségeit véve megkaptak a piaci faktoron feliil hasznélt tovabbi két fak-
tort, melyeket small minus big (SMB) és high minus low (HML) faktoroknak neveztek
el. Modelliik eredményesen magyarazta a vizsgalt adataikon a hozamok varianciajat,
igy szamolt R? értékeik 0,83 — 0,97 kozottiek, szemben a csak piaci faktorral szamolt
0,61 — 0,92 kozé es6 R? értékekkel. Tovabba a késsbbiekben részletesen leirt Gibbons,
Ross és Shanken 1989 teszt segitségével azt taldljak, hogy a harom faktoros model-
liik 5%-on elutasithato, azonban ennek okat is nézték. Ezt ugy talaltak, hogy a kicsi
és alacsony book-to-market ardnyu részvények portfélidja okozza, a tébbi portfoliot
megfelelGen arazza a modelliik.

Ehhez hasonlbéan szamitjak ki a tébbi hasonl6 faktor modellt is. Példaul Carhart
1997 a Fama-French 3 faktor mellé még egy faktort, a momentum (MOM) faktort
vette be. Vagy a Fama-French 5 faktoros modell is j6 példa ami az eredeti harom
mellé még a profitabilitdas (RMW) és investment (CMA) faktorokat adtak hozza az

eredeti modelljiikhoz.

3. Mobdszertanok

Ebben a fejezetben a kiilonb6éz6 dolgozatomban szimulaciok segitségével 6sszehason-
litott modszertanokat fogom bemutatni. Ezeket négy csoportra osztva fogom leirni.
Az els6 a sum statisztika alapu tesztek, masodik a maximum alapu tesztek csaladja,
harmadik a kombinécids tesztek, melyek kettd vagy tobb sum és maximum alapi teszt

kombinalasabol jonnek létre.



3.1. Jelolések

A kiilonb6z8 modszertanok bemutatésa soran, a konnyebb atlathatosag érdekében
minél egységesebb jeldlésrendszert hasznalok.
Jelolje N a vizsgélt eszkozok, P a faktorok, T pedig a megfigyelt idGszakok szamat.
Hipotézis vizsgalatainkat mind a kovetkezd kereteken beliil fogjuk definialni, esz-

kozonként egy tobbvaltozos linearis regresszio segitségével irhatjuk le a tébblethoza-

mokat : »
Yi,t:OéH-Zﬁi,pfp,H'Ei,t i=1,...,N (3)
p=1
Vagy vektorokkal
Y,=a+pTF,+¢, t=1,...,T (4)

Itt a Y, jeloli az i-ik eszkoz tobblethozamat t-edik idgszakban, ), ; a portfoliot amely-
nek hatékonyséagat teszteljiik (ez CAPM esetén a piaci portfolio, faktor modellek ese-
tében pedig a faktorok). €;; pedig az adott eszkoz adott iddszaki zajat jeloli, melynek
kovariancia méatrixat -val jeloljiik, varhatoértékérsl feltessziik, hogy 0. Errdl a tag-
rol egyes modszertanok esetében mast-mast tessziik fel, igy azt a megfeleld részekben
pontositom.

Tovabba jelélje F, és Q) a faktorok tapasztalati varhato értékeinek vektorat és
kovariancia métrixat.

Annak érdekében, hogy a portfolionk/faktor modelliink mean-variance hatékony

lehessen, teljesiilnie kell a kovetkezd Osszefiiggésnek :

E(Y;) = BE (F}) (5)

A fenti Osszefliggés és az 3. egyenlet altal leirt modell segitségével megfogalmaz-
hatjuk a tovabbiakban tesztelt hipotézisiinket

H()ZOZZ':O, VZ:].,,N (6)

H131a17é0, ’LEl,,N (7)

A kalappal jelolt valtozok mindig a becsiilt valtozok, példaul &, € és Y a a, € és

) becsléseit jeloli.



3.2. Sum teszt csalad
3.2.1. Gibbons Ross Shanken teszt (1989)

A mean-variance efficiency tesztelését statisztikailag megalapozottan el6szér Gibbons,
Ross és Shanken 1989 vizsgalta. A GRS egy Hotelling T2-teszt alapt statisztikai
vizsgalat, mely célja annak vizsgéilata, hogy van-e olyan portfoliénk, mely a faktoraink
altal megmagyarazott hozamon feliili tobblethozamot termel.

Ezt a célt ugy éri el a teszt, hogy a vizsgalt eszkozok faktorok altal nem magyara-
zott Sharpe-ratajanak, illetve a faktorok Sharpe-ratajanak hanyadosat veszi. Az igy
kapott szdm megfelel6 konstanssal szorozva F-eloszlast kovet, igy hipotézisvizsgélatra
alkalmazhatjuk.

A GRS teszt alapja a Hotelling T teszt (Malinvaud 1974, 267-271 oldalak), alkal-
mazasinak feltétele, hogy €; egyiittesen normélis eloszlasa, idében fliiggetlen, véletlen
valtozo. A szerzdk kitérnek arra, hogy a teszt normalisnél kicsivel vastagabb farku
(leptocurtic) eloszlasok esetében is alkalmazhato, melyet Affleck-Graves és McDonald
1989 szimulaciokkal megerésitett, azonban azt is taldlta, hogy amennyiben erésen
leptocurtic a hibatagok eloszlasa, akkor a teszt masodfaji hibdjanak valdszintisége
jelentGsen megnd.

Amikor OLS regresszio segitségével megbecsiiljiik a regresszio egyiitthatoit, akkor

a becslései tobbdimenzios normalis eloszlast kovetnek és igy a kovetkezst kapjuk

\/T/ (1+F 0 F)a~ N <\/T/ (1+F 0 F) o E) (8)

emellett & és 3 fiiggetlenek, (T —2)% T — 2 és & paraméterii Wishart eloszlast kévet.
Ezeknek koszonhetSen definialhatjuk a statisztikdnkat (T'(7'— N —1)/N(T —2))W,-t,

mely nem centrélis F-eloszlasu N és T'— N — 1 szabadsagfokokkal.

W, = als1a/ (1 + FTQ*F) 9)

A nemcentralitési paramétert, A-t a kovetkezd képlet adja meg

T
A= a’v o (10)

(1 + FTQAF)

Ennek értéke Hy esetén A = 0, mivel a minden eleme 0, igy egy centralis F-



eloszlassal dolgozhatunk.
Igy a W, tesztstatisztikink F(T — N — P, N) eloszlast lesz Hy esetén.

3.2.2. Pesaran, Yamagata teszt (2024)

Pesaran és Yamagata 2024 altal publikalt modszer (roviden PY teszt, mely els6 ver-
ziojat 2012-ben publikaltak a szerzdk) a lineéris faktor modellek esetén a Hy : o =
=0, Vie{l,...,N} tesztelésének egyik legelterjedtebb tesztje, melyhez gyakorla-
tilag minden 1j médszertant hasonlitanak a szimuldcidk soran. A teszt maga az egyes
eszkOszok regresszidinak «; egyiitthatojanak t-probaira alapszik, azoknak a négyzet-
Osszegét veszi, majd ezt a statisztikat standardizalja, hogy asszimptotikusan normalis

eloszlédshoz tartson.

. N-1/2 Wd—E(Wd) N—1/2 N 2 v
P I 2zl — 5) (1)
- v 9 2(v—1 .
Var(Wy) \/ (=522l (1+ (N = 1)@ 1)

Aholv =T~ N —1¢és Mp=Ir — F(FTF)"'FT

V2(1EME1

i 1T~
UV €€

tovabba ﬁ?\,j—et a kovetkezSképp szamitjuk ki (a korrelacios matrixnal feltessziik, hogy

az sparse, és igy egy treshold-olt becslését szamitjuk ki)

N
2
~2 ~2
= —— . 13
pN,T N(N o 1) Z pz,j ( )
ahol a korrelacids méatrix egyes elemeit a kovetkezGek szerint becsiiljiik
pig = PiglIVvpis| > cp(N)] (14)

¢ (N) = ¢! (1 - %) (15)

Itt p a p;; = 0 tesztelésének szignifikancia szintje, o-t pedig empirikus felhasznalas
esetén 0 = 1 értékre javasoljak beéllitani, igy a szimuldcidk soran ezt hasznéltam.
Az igy megkapott J,, teszt a Pesaran és Yamagata 2024 altal leirtak szerint H

esetén, a megfelels feltételezések mellett (A. fiiggelék) standard normalis eloszlashoz
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tart.

3.2.3. Fan, Liao, Yao teszt (2015)

Fan, Liao és Yao 2015 tesztje (roviden FLY teszt) a masik gyakran hasznalt bench-
mark a linearis faktor arazasi modellek tesztelésének szakirodalméaban. Tesztjiik két
részbdl all, az elsét Ji-el jelolik, ez egy konvencionéalis statisztika, amely asszimpto-
tikus tulajdonsigai megfelelGek, mig a masodik része, ezt Jy-al jelolik, egy "power
enchancement" komponens, mely célja a dense alternativan hatékony J; statisztika
sparse alternativan is nagyobb statisztikai erével rendelkezzen.

Els6ként a J; statisztikdt from le, ez egy Wald teszt, melyet a kovetkezSképp
szamithatunk ki (Gibbons, Ross és Shanken 1989 statisztikajabol indul ki, melyet
standardizal) A
7 - Ta;raT 6 — N

V2N
ahol agr = 1— (332, 1) (5 Xy fof )7 (7 Xim fi), s Spp pozitiv definit becs-
lése a hibatagok kovarianciamatrixanak, melyet Fan, Liao és Mincheva 2011 Altal

(16)

leirtak alapjan implementaltam. Igy J; standard normélis eloszlashoz konvergal, aho-
gyan T, p — 0.

J1 lefrasa utan Jy power enchancement komponenssel foglalkozunk. Ennek fontos
tulajdonsagai, hogy nemnegativ, azaz m.m. Jy > 0; hatasnagysagot Hy esetében nem
torzitja (P(Jo = 0|Hp) — 1 és power enchancement (statisztikai erét javitja), azaz

bizonyos H; esetén divergal.

N .2
oF -
=N S1ja > Vaowr) (17)
i=1

7

Ahol 0; = m S, &, €s Oy = loglog T/log N A két komponenst Gssze-
adva megkapjuk a power enchancement-es J statisztikank, mely normalis eloszlashoz
tart.

J=Jo+Ji S N(0,1) (18)

3.2.4. Chernov, Kelly, Malamud, Schwab teszt (2025)

Hasonloan a PY teszthez, a Chernov és tsai. 2025 (tovabbiakban CKMS teszt) is a
GRS {6 limitaciojat, a megfigyelések (id6 dimenzié hossza) és megfigyelt eszkozok
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kozott megkovetelt szigort kapcsolatot (megfigyelések szama tobb, mint a megfigyelt
eszkozoké) kivanja feloldani.

Ehhez a kovariancia métrix inverzének becslését sziikséges megvaltoztatnunk. Mig
a PY ezt egy thresholding kovariancia becslés segitségével csinalta, mint azt 3.2.2-ben
lathattuk, addig a CKMS ezt ridge-regularizalt kovariancia métrix segitségével vitelezi
ki.

Bevezetjiik a ridge-regularizalt Wald statisztikat (z > 0 a biintetGtag)

0%(2) = aT (2] — Sp) ta (19)
N2
W(z) = al2). (20)
1+63%,
Ahol
02, =F (F'F)"'F (21)

Ahol F a faktorok (F) atlagainak vektora.

Annak érdekében, hogy W (2)-t vizsgalni tudjuk, standardizaljuk, és az igy kapott
statisztika normalis eloszlasu lesz. Ehhez azonban sziikséges a statisztika varhato ér-
téke (Hy esetén) és a szorasa. Ezeket véletlen matrix elmélet (random matrix theory)

segitségével becsiilték meg az frok.

W(z) —£(2,5N,¢) = 0 (22)

1 valoészintséggel,

E [tr((zf n iN)ZN)}
&(z,8,,0) = lim

T,N—o00,P/T—c T

(23)

&(z, XN, ¢)-hez sziikséges azonban, hogy ismerjiik a kovariancia matrixot. Szerencsére
azonban a random matrix theory segiségével ki lehet fejezni a kovariancia matrix
ismerete nélkiil is. Ehhez bevezetjiik az empirikus Stieltjes transzforméciojat a becsiilt

kovariancia méatrixunknak, mely segitségével mar ki tudjuk fejezni £(z, X, ¢)-t.

i(—z) = tr((z1 }EN)l) (24)
£(z,¢) = (1 —c+cam(—2) "' =1 (25)
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Es ennek a derivaltja

t = ! 2czm' —z) —m(—=z
é0 = ( ) (=) — (=) (20

1—c+czm

Ezek £(z, XN, ¢)-hez és a derivaltjahoz 1 valoszintiséggel tartanak.
Az elézbekben bevezetettek segitségével definidlni tudjuk a tesztstatisztikénkat,
mely standard normalis eloszlashoz tart (N, T — oo). A T'/? tag amiatt kell, mivel

W (z) — £(2,¢) T~Y/2 sebességgel konvergal nullahoz.

T2 (W(2) — €(2,¢))
A(z,¢)

Texkms = (27)

3.2.5. Liu, Feng, Ma teszt (2023)

B. Liu, Feng és Y. Ma 2023 egy olyan statisztikai tesztet csinaltak (LFM teszt),
amely nemparametrikus, robusztus nem normalis hibakra és miikodik akkor is, amikor
N > T. B. Liu, Feng és Y. Ma 2023 tesztje az els§ spatial sign alapt, melynek
koszonhetSen robusztusabb a nem normélis eloszlast hibatagokra, mint Pesaran és
Yamagata 2024 vagy Fan, Liao és Yao 2015.

Jelolje U(x) = I(x # 0)z/||x||-et, azaz a spatial sign fiiggvényt (z [ normajat
jeloli a ||.]|. Ez a figgvény a vektorunkat egy egységgombre vetiti. Emellett legyen
Mp = Ir — F(FTF)7'FT h = Mplp. B. Liu, Feng és Y. Ma 2023 tovabba felteszi,
hogy a hibatagok (¢;) fiiggetlen azonos eloszlasiuak, és egy nulla varhato értékid N

valtozos eliptikus eloszlastiak, a kovetkezd strtségfiiggvénnyel:
det(Z) " 2g(||=2¢]]), e € R (28)

ahol ¥ egy szimmetrikus pozitiv definit métrix, a variancia-kovariancia matrixunk, és
g generator fliggvény. Ez a kettd egyiitt karakterizalja az eloszlast. (Példaul g(z) =
— ¢72°/2 normalis eloszlas esetén.)

A teszt kiindulasi pontja a Oja 2010 konyvében talalhato elGjel alapui teszt (13.3
fejezet). Melyhez bevezetjiikk U, = U{S~2(Y; — Bf,)}, t = 1,...T, mely segitségével

kiszamolhatjuk a statisztikdnkat.
NKWT(Uy,...,Up)"(Uy,...,Ur)h

Qo = W (29)

13



B és X B és ¥ becslései, és Hy esetén a kovetkezs egyenleteknek teljesiilniiik kell

S OSTPULSTAY, - B =0, (30)
% > U, = BAIUAS AV = Bf)Y = In/N (31)

A feltételek koziil az els6 azt jelenti, hogy a két becsiilt matrixunk minimalizalja
Q(B) = S, |I=72(Y, — Bf,)||-t, és a masodik azt, hogy a spatial sign tagok (U;-k)
kovariancia méatrixa Iy/N-nek kell lennie. Az igy kapott feladatot iteralt algoritmus
segitségével ki tudjuk szamolni, azonban az igy kapott statisztikdt nem tudjuk kisza-
mitani N > T esetében, mivel 5 ilyen esetben nem invertalhato.

Ennek az orvoslasara feljesztette ki B. Liu, Feng és Y. Ma 2023 a kovetkezGek-
ben leirt modszertanjat. Lecserélték B-t annak restricted OLS becslésével (a; = 0)
B = (Bi,....00)7 Bi (B = (FTF)'FTY). Emellett ¥ helyett annak a diagonalis
métrixat becsiilik meg, melyet D jel6l, aminek becslését D jeloli. A fentebbi feltéte-

leket is relaxéljak, U fiiggvényen beliili $-t lecserélik D—re, B-t B-re.

STU{DVAY, - B =0, (32)
% " diag [U{D™V2(Y;, = BEZULD 2V = BAY'| = In/N - (33)

Az igy kapott feltételek szerinti D becslésére a kiovetkezs iterativ algoritmust hasz-

naljak
1. &« D V2%, t=1,...,N
2. D < NDY2diag [% ST U(gt)U(gt)T] V2

Az igy kapott B és D segitségével kiszamolhato U, = U{DY2(Y, — Bf,)}-t, és

kialakitjék a teszt statisztikat, hasonléan, mint a fentebbi () statisztika.
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NART(Uy,..., U (Uy, ..., Ur)h

_ 4
Q1 X (34)
T
=N Y (b UR0) £ N (35)
t1,ta=1,t1%#to
=Q+N (36)

Ez azonban torzitott statisztika, egyfel§l amiatt, mert $-t kicserélték ﬁ—re, mas-
fel6l meg amiatt, hogy B-t annak becslésével B-vel helyettesitették.
Ezt a torzitast bootstrapeléssel javitjak ki, a kdvetkezSképp

Q —dq

—

2tr(R?)

Tss =

Ahol @ a 36. képlet Q-ja, R = D~/22D~1/2 a korrelacié matrix.

— N2
) = S =)

T

2 h?lhi{U (D72, — BV )) U (D, B(2)ft2)>} (38)

t1,to=1,t1#t2

itt B s B® az idésor elss és masodik felére leszoritott OLS becslései a [-knak,
és 0g = E(Q) teszt bootstrappelt varhatd értéke, mely kiszamolésara a kovetkezd
eljarast javasoljak. Elsének kiszamoljék az OLS egyiitthatokat gy, hogy a-t nem
0 (nem restricted regresszio), azaz ¢ = Y; — d; — B! f,. Eazt kovetSen generalunk
egy véletlen valtozot (nzt), ami 1/2-ed eséllyel 1 és 1/2-ed eséllyel -1 értéket vesz fel

(Rademacher eloszlast), mely segitségével megkapjuk
Yy, =61 f+ €iaM; g (39)

Az igy kapott (Y%, fi) segitségével kiszdmithato Q* (100-szoros bootstrappet ajan-
lanak az irok), melyet atlaga dg. A fentiek segitségével Osszeallitott statisztika (37.

képlet) normalis eloszlashoz tart, ahogyan min(N,T) — oc.
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3.3. Maximum alapt tesztek

A Gibbons, Ross és Shanken 1989 teszt és annak el6zGekben leirt alternativai, to-
vabbfejlesztései mind olyan esetben hatékonyak, amelyben az eszk6zok nagy része
minimum picit félredrazott, igy ezen arazasi hibak 6sszeadéiséaval tudjuk a legjobban
ezt vizsgalni. Azonban nem ez az egyetlen lehetséges félrearazasi lehetGség. Ugyanugy
hatékonyan tudnunk kell vizsgalni azt is, ha csak néhany félredrazott eszkoziink van,
mig az eszkozok nagy részében nincs arazasi hiba. Ez a verzié példaul akkor teljesiil-
het, ha aktivan kezelt pénziigyi alapokat vizsgalunk, és csak néhény tehetséges port-
foli6 menedzseriink van, akik ténylegesen a kitett kockazatokon feliili hozamot tudnak
elérni, mig a maradék portfoli6 menedzser erre nem képes, csak a kockdzatoknak meg-
felels hozamot ér el. A dolgozatom kiévetkezs részében bemutatott modszertanok ezt

a probléméat kozelitik meg kiillonb6z6 modszerekkel.

3.3.1. Feng, Lan, Liu, Ma teszt (2022)

Feng és tsai. 2022 kutatasukban olyan tesztet allitottak Gssze, mely sparse alterna-
tiv hipotézis esetén hatékony, abban az esetben, amikor a keresztmetszeti dimenzio
jelentGsen meghaladja az idGsorok dimenzi6jat. Ehhez, az eszkozonkénti statisztikak
maximumat vizsgalo statisztikai tesztet alkottak, amely mogott az az intuicid, hogy
sparse nem nulla a-ju eszkozhalmaz esetén a Hy : oy = 0, ¢ € {1,..., N} hipoté-
zis atfogalmazhato Hy : max;eqr,. ny(s) = 0 hipotézisként, melyet jobban tudunk
vizsgélni.

Feng és tsai. 2022 statisztikai tesztiiket Pesaran és Yamagata 2024 tesztjébdl ve-
zetik le, azzal a kiilonbséggel, hogy a t? statisztikdkat nem osszeadjak, hanem maxi-
mumukat veszik. o

p _ 81 (rrlr) (40)

¢ U_lglréi

Aholv =T —p—1, Mp = Iy — F(FTF)7'FT| &; az OLS becslése a;-nek és ¢; az
OLS becslés hibatagjai. t7 segitségével a kialakithatjuk a tesztstatisztikat

TMAX = .emax t? (41)

Tarax — 21log(N) + log(log(N)) Gumbel extrémeérték eloszlasi, ha min(N,T) — oo.
Ennek az eloszlastiiggvénye exp (—(1/4/7) exp(—z/2)). Amennyiben az 1 —~ kvantilis
felé esik a teszt értéke, akkor Hy-t elutasitjuk.
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Feng és tsai. 2022 a maximum teszt mellett egy kombinalt tesztet is bemutatnak,
mely a maximum tesztjiik és a Pesaran és Yamagata 2024 altal tervezett teszt egysze-
ri egyesitése. A kombinacio abbol all, hogy mindkét tesztet /2 szignifikanciaszinten
tesztelik, és csak abban az esetben vetik el Hy-t ha mindkét teszt elutasitja a sajat
nullhipotézisét. (Feng és tsai. 2022 is kifejti, hogy létezik ennél szofisztikaltabb kom-
binaciés modszer is, egy ilyen komplexebb modszert hasznal példaul a késGbbiekben
bemutatott Zhao, H. Ma és Feng 2026 altal publikalt teszt.)

3.3.2. Massacci, Sarno, Trapani, Vallarino teszt (2025)

Massacci és tsai. 2025 hasonléan a mar leirt modszertanokhoz, is egy egyéni statisz-
tikdk maximumat vevs tesztet irtak le. A modszertan f6 kiillonbsége Feng és tsai.
2022 tesztjéhez képest, egyfel6l, hogy perturbalt teszt statisztika, mésfelsl az, hogy
t-statisztika négyzete alapu statisztika helyett abszolutérték alapi. Az igy kapott
tesztnek erésen relaxaltak a feltételezései. A {6 feltételezésiik az, hogy a hibatagok
minimum elsé négy momentuma véges (a véges momentumok szamat v-vel jelolik). A
hibatagok strukturalisan (u;¢) v > 4, {u;+, —00 < t < oo} L,-decomposable Bernouli
shift-ek minden eszkozre, mely definiciot sok stacionéarius adatgeneralo folyamat is ki-
elégit, mint példaul az ARMA-GARCH vagy egyéb nemlinearis modellek (pl. Random
Coefficient AutoRegressive model). Ellentétben példaul Fan, Liao és Yao 2015, Feng
és tsai. 2022 és Pesaran és Yamagata 2024 modszertanjaihoz, melyek idGbeli fligget-
lenséget tesznek fel a hibatagok esetén. Tovabbi feltétel relaxacidja a tesztnek, hogy
a hibatagok és faktorok fliggetlensége helyett csak E(f;,u;¢) = 0, Vi € {1,...,N}
feltételt koveteli meg.

A tesztet Massacci és tsai. 2025 kovetkezSképp irjék le. A kiindulasi pont az at-
fogalmazott Hy : maxj<;<y || = 0. Az a; becslésére barmilyen konzisztens becslés
hasznalhato, Massacci és tsai. 2025 OLS regresszioval irjak le a tesztjiiket, illetve a
szimulaciok soran is azt hasznaltam, igy a leiras soran azzal irom le.

Els6ként eszkozonkénti OLS regresszio segitségével megbecsiiljiik a;-t, melyet &;

jelol. A regressziok hibatagjait ;, jelolje.

1 A
T /VO[Z'VT

- (42)

Vi NT = ‘
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ahol Sy7 az OLS regressziok maradéktagjainak négyzetosszege, melyet

a7y (43)

N T
=1

Snr = %Z}

i=1 j

Y nr-t Ugy vélasztottdk meg, hogy Hj esetén 0-hoz konvergaljon, mig H; esetén
divergaljon. (Mivel &; 7 = O, (T7Y/%)) Annak érdekében, hogy egy tesztelhets sta-
tisztikat kapjunk, perturbaljuk 1; yr-t, fliggetlen azonos eloszlasu standard normalis

valtozokkal.

2iNT = Vi, NT + Wi (44)

Ahol w; ~ N(0,1) és fiiggetlen a mintanktol. Igy Hy esetén fiiggetlen azonos eloszlast
standard normalis véltozokat kapunk, azonban ha van i amire «; # 0 akkor ott egy
kiugro értéket kapunk.

ZN,T = lléliégjiv Zi,NT (45)

Hy esetén z; yp-k maximumét véve, Zyr N darab FAE standard normalis maximu-
ma, amely megfelel norméalas mellett aszimptotikusan (N — oo) Gumbel eloszlast

(pontosan % ~ Gumbel).

loglog N + In(4m7) bn
by = +/2log N — = 46
N o8 2 2logN '~ NT 14 (46)

P* jeldlje a {(uis, f),1 < i < N,1 <t < T} mintara feltételes valoszintséget.

Ekkor H, esetén

lim  P* (ZNT__bN < x) = exp(exp(—z)) (47)

min(N,T)—o0 an

majdnem minden mintéra, és minden —oo < x < co. H; esetében viszont

Znr —b
lim P (2N <) =0 (48)
min(N,T)—o00 an

majdnem minden mintara, és minden —oco < x < 0o. Tovabba az aszimptotikus elosz-

last kihasznélva megadhatjuk a 7 szignifikanciaszint kritikus értékét. Ez a kovetkezd

¢ = by —aylog(—log(l — 7)) (49)
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Az igy kapott statisztikiban azonban szerepet jatszik a véletlen, igy ha kétszer
egymés utan kiszamoljuk az értékét, mast fogunk kapni. Ennek orvosolasara deran-
domizaljuk a tesztet 1gy, hogy a perturbaciotol kezdve B-szer elvégezziik a tesztet,

igy kapva Z](\l;?T statisztikakat.

2{)11 I (Z](\(I),)T < CT)

- (50)

QN,T,B(T ) =

Az igy kapott teszt asszimptotikusan jo, azonban a szimulécios vizsgalat soran kicsi
minték esetén Hy ellen elfogultnak talaltdk a kutatas iréi, igy a kovetkezs korrekciot
ajanlottak

Qnrp(t)>(1—7)—B* (51)

ahol B = |(log N)?|.
Az igy kapott dontési szabaly alapjan utasitjuk el a hipotézisiinket.

3.4. Kombinacios tesztek
3.4.1. Zhao, Ma, Feng teszt (2026)

Zhao, H. Ma és Feng 2026 tesztjében altalanositja a teszteket, Lo és L., norméakon til
més normakra is altalanositja a Hy : oy =0 Vi € 1,..., N hipotézis tesztelését. Az
L, statisztika csaladjaba a Gibbons, Ross és Shanken 1989 és annak tovabbfejlesztett
modszertanjai, kiegészitései, tartoznak, melyeket fentebb fejtettem ki. Ezen tesztek
egy L, statisztikdn alapulnak a o’ X~ 'a rész és analdgjai miatt. Mig az L., csaladba
a hasonléan méar leirt maximumokon alapuld tesztek tartoznak, mint a Feng és tsai.
2022 és Massacci és tsai. 2025. Zhao és tarsainak modszertanja ezen két norma ko-
zOtti helyet tolti ki L, normaja teszttel, melyrsl bebizonyitjék, hogy az fiiggetlen a
Lo, teszttdl. Ezt kdvetGen szimulaciok segitségével kivalasztjék a ¢ = 2,4,6, oo értéke-
ket, melyeket Cauchy kombinécio segitségével (Yaowu Liu és Xie 2020) kombinélnak.
Annak érdekében, hogy alacsonyabb legyen a szamitasigénye a tesztnek, kombinalt
teszjiikbe csak a ¢ = 2,4,6, co értékekkel szamitjék ki a L, tesztet, melyek szamitasaik
szerint megfelel§ mértékben fedik le a kiillonb6zd8 sparsity melletti alternativakat is.

Magat a tesztet Zhao, H. Ma és Feng 2026 a kovetkezGképp konstruélja meg.
Elssként az L, tesztet vezeti be, majd a teszteket megfelelen standardizalva a teszt
eloszlasban N (0, I3)-hoz tart.
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Bevezetjiik a kovetkez6 mar ismert jelcléseket
MF:IT—F(FTF)_lFT, szlgMplT, U:T—p—l (52)

Ezt kévetSen minden eszkoz tébblethozamaira regresszaljuk a faktorainkat, az «; és

ennek a t-statisztikidjat a kovetkezSképp kaphatjuk meg.

LMY, ere, T
q= T g2t = VT = M (Y- i) (53)
W v o

A fentiek segitségével definidlni tudjuk a paros g-ju L, statisztikakat
|

Qa,N - \/_N ; (t? - /ua,v) ) ae {2a476} (54)

A Q. n képletében y,, = E(U®) ahol U ~ t,, igy pontosan kiszamithatjuk E(U%)-t.

v _ 32 B 1503
v—2 M T T T W — 4w —6)

(55)

Ezek a tesztek, Hy és normalis eloszlast hibatagok mellett pontosan 0 varhato érté-
ktiek. Variancia-kovariancia matrixukat megadé képleteket a B. fiiggelékben talaljuk.
Ezek kiszamitasahoz sziikséges a hibatagok korrelécidja, melyet Pesaran és Yamagata
2024 altal hasznalt thresholding modszerhez hasonléan végeznek.

Ezek segitségével, megfelels feltételek mellett Hy esetén
By?Qn 5 N(0, I5) (56)

Az igy kapott normélis eloszlasi valtozoinkbol p-értéket tudunk szamitani, melyet
az irok Feng és tsai. 2022 maximum statisztikdjaval kombinalnak, Yaowu Liu és Xie

2020 Cauchy kombinéciés modszertananak segitségével.

Ten = % > tan (7r G - pa)> (57)

a€{2,4,6,00}

T n asszimpotikusan standard Cauchy eloszlasd, melynek segitségével ki tudjuk

szamitani az egyiittes p-értéket.
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3.4.2. Yu, Yao, Xue teszt (2024)

Yu, Yao és Xue 2024 publikaciojukban a Feng és tsai. 2022 altal hasznélt maximum
tesztet és Pesaran és Yamagata 2024 tesztjét Fisher kombinacio segitségével kombi-
naljak, hogy kiilonb6z6 sparsity mellett is megfelels legyen a teszt ereje.

Mivel mindkét tesztet mar a fentebbiekben lefrtam, igy csak a tesztek kombinéci-
6jat fejtem ebben a részben ki.

A Fisher kombinécio célja két statisztika kombinalésa, mely, mivel az egyéni tesz-
tek p-értékeibdl tudjuk kiszamitani, igy egyszertibb dolgunk van, mint ha stulyozottan
adnank két szatisztikat 6ssze. Tovabbi jo tulajdonsaga a modszernek, hogy asszimpto-
tikusan optimalis kombinécidja a teszteknek Bahadur relativ hatékonysag szempont-
jabol (Yu, Li és Xue 2024).

Jelolje pmax Feng és tsai. 2022 és pwagq Pesaran és Yamagata 2024 tesztjeinek

p-értékeit. Ekkor a Fisher kombinaciojuk a kévetkezd

Fjomt = _QIOg(pWald) -2 log(pmax) (58)

mely Hj esetén
d
Fjoint — X?L (59)

eloszlashoz tart amikor N — oo és T — oo. Az eloszlas segitségével a kivant szig-
nifikanciaszinthez megfelel kritikus értéket is ki tudjuk szamolni, és igy egy dontési

szabalyt 1étre tudunk hozni.

3.4.3. Zhao, Feng, Wang, Wang teszt (2024)

Zhao, Feng és tsai. 2024 kutatasukban a fentebbiekben leirt J. Liu és tsai. 2024 Spatial
Sign alapu tesztjét egészitették ki egy Spatial Sum maximum alapt teszttel, melyeket
Cauchy kombinécio (Yaowu Liu és Xie 2020) segitségével kombinaltak egy statisztikai
tesztté (hasonloan, mint Yu, Yao és Xue 2024). Az igy kapott teszt robusztus a nem
normalis eloszlasu és kiilonb6zé sparsity-vel rendelkezé esetekben is.

Els6ként a maximum alapt tesztet irom le, majd a ketts teszt kombinaciojaval
folytatom. A maximum teszt spatial median alapu, mivel az a vastag farka eloszlasok
esetén jelentGsen jobban teljesit a mintaatlag alaptiaknal (Oja 2010).

Zhao, Feng és tsai. 2024 els6ként a spatial mediant (0) és a 3 diagonélis matrixat

(D) becsiili meg, a kovetkezd egyenletek megoldasaval, melyek felirasdhoz bevezetjiik
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Z = MpY, ahol Mp = Iy — F(FTF)FT.

T

Z Mz, - 0)] =0 (60)

Zdzag{ DV (Z,— )] U [DV2(Z,—6)]" } =0 (61)

Melyet iterativ algoritmussal oldanak meg
1. §t<_D71/2(Zt_9)7 t:{l,,N}

DY2 5L Ui
2. 00+ ==

3. D+ NDY2diag{T~" Y/, U(&)U (&)} D>

Az igy kapott becsléseket D és 0 jeldli.
e || ¢ = NEGT Y na e = 1=20E(r7 ) E(r)+
+nE(r;?)E(r?) és T-'wp & w =1 —17, ahol w, = 1ZMplp

¢ becslését tgy kapjuk meg, hogy a képletébe az egyes részeinek becsléseit behe-

Bevezetjiik tovabba ry = || D

lyettesitjiik, azaz

¢ = N{E(r )}
| — 2T-1LF(FTF) 1 FT1-E(r; Y E(r) + T-\EF(FTF)-\FT 1, E(r; 2)E(r2)
(62)
Ahol
T - T
=T " |le . E(ry ") =T [lé ]I (63)
t=1 t=1
T o T
=73 e I B =TSl (64
t=1 t=1
Az elébbiek segitségével kiszamithato a teszt statisztika Ty,
Tsar = T||D7Y20])%.C — 2log N + loglog N (65)

Mely a megfeleld feltételezések mellett (A. figgelékben megtalalhato) Hy esetén Gum-

bel eloszlashoz tart.
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Az igy kapott Tgps statisztikdbol kiszamolt pgys p-értéket és a J. Liu és tsal.
2024 szerint szamolt pgg értéket ezeket kovetGen Cauchy kombinacioval kombinaljak,
ugyanugy, mint azt a Zhao, H. Ma és Feng 2026 modszertanat leir6 részben (3.4.1.

szekcio) leirtam. Az igy kapott érték a kombinalt teszt végss p-értéke.

4. Szimulacidok

A kovetkezd fejezetben a szimuldciés kornyezetet, a szimulalt folyamatokat fogom
tatom be, amelyek segitségével a kiilonbozs, az el6z6 fejezetben lefrt modszertanokat
Osszehasonlitottam. A Gibbons, Ross és Shanken 1989 tesztet a modszertanok kozott
amiatt irtam le, mivel a tébbi moédszertan a GRS segitségével értheté meg kénnyeb-
ben, mivel nagy résziik (f6leg a sum alaptuak) bel6le indulnak ki. Viszont, mivel a
szimulaciok nagy részében N > T lesz, igy a GRS teszt nem alkalmazhat6, ami miatt

kihagytam a szimulaciékbol.

4.1. Adatgeneralé folyamat

A felhasznalt szakirodalmakban az adatgenerdld folyamatok alapja minden esetben
igen hasonlo volt, igy ennek megfelelGen én is ezt a folyamatot hasznaltam. Az Gsszes
elemzett kutatasban egy a Fama French harom faktoros modellhez (Fama és French
1992) hasonlora specifikalt alapot hasznaltak (piaci faktor, HML és SMB). A szi-
mulacidim alapjaként Zhao, Feng és tsai. 2024 altal hasznélt szimuléciés alapokat
fogom hasznalni, amely Pesaran és Yamagata 2024 szimulaciés modszertananak egy
valtoztatott verzidja.

Az magyarazando véaltozoink Y, egy linearis faktor arazasi modell (Linear Factor
Pricing Model, LEPM) segitségével generaltak, p = 3 faktor mellett, a kovetkezd

alakban.

3
Yie=a; + Z Biefre + €t (66)
k=1

A harom faktorunk a Fama és French 1992 piaci, HML és SMB faktorok analogjai,
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melyeket GARCH(1,1) folyamatként generaljak a kovetkezképp

fre =053+ 006111+ h ¢ (Piaci faktor)
for = 0,19+ 0,19 fo; 1 + hy// Gy (SMB faktor)
far = 0,19 4 0,05 f5;_1 + hy G (HML faktor)

Ahol (; standard normélis eloszlast, a variancidkat (hy;) a kovetkezs egyenletek

adjak meg
hiy = 0,89+ 0,85hy 1 + 0,11(7,_, Piaci faktor
hay = 0,62+ 0,74ho, 1 +0,19¢3,_, SMB faktor
hsy = 0,80 + 0,76hs,—1 + 0,15(3,_, HML faktor

Mint Zhao, Feng és tsai. 2024 és Pesaran és Yamagata 2024, a szimulédcidkat ¢ =
= —49,...,1,...,T futtattam, az elsé 50 iteracidé azért sziikséges, hogy ne mindig
ugyanazokkal a (h;;) paraméterekkel kezdddjon

A hibatagokat (¢;;) hasonléoan Zhao, Feng és tsai. 2024 szimulacioihoz, a kovetke-
z6képp paramétereztem, a kovarianciamatrixnak > = (O,5‘i_j |)1§Z~7j§ N~ hasznéltam, a

hibatagoknal a kovetkez§ szenéaridkat csinaltam.
1. Tobbvaltozos normalis eloszlas, e ~ N (0, X)
2. Tobbvaltozos t-eloszlas, €, ~ ty3(0,%)/v/3

3. Tobbvaltozos normalis eloszlasok keveréke M Ny . 9, azaz €; ~ [kN(0,X) 4 (1 —

— k)N(0,9%)]//k+9(1 — k), k =0,8

4. Fliggetlen komponest modell (Independent Component Model) ¢, = $1/2q,,
ahol U ~ t]\[’;g(o7 IN)

Szimulécioim soran T = 60, 120, 180-at véalasztottam, (Zhao, Feng és tsai. 2024 60
és 120-ra szamolt), N = 100,200,400 szimulalt eszkoz mellett.
Az eszkozok faktoronkénti kitettségeit egyenletes eloszlasbol generaltam, Pesaran

és Yamagata 2024 altalt hasznalt intervallumokkal megegyez&en, azaz a piaci faktor
esetén I1DU(0,3;1,8), HML faktornal /7DU(—1,0;1,0) és a SMB faktor esetében
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pedig I1DU(—0,6;0,9) véletlen valtozokkal. A szimulaciok paramétereit empirikus
adatok alapjan allitottak be.

A mar emlitett két szakirodalommal megegyezGen a tesztek statisztikai erejét tobb
sparsity bedllitds mellett is teszteltem, o = (a,...,a,0,...,0), ahol az els§ |sN |
egylitthato a = 1/0,5/|s]) értéket kap, mig a tobbi nullat. (s = 0,02;0,1; 1 értékekkel)

5. Eredmények

A kovetkezo részben a dolgozatom eredményeit mutatom be. Els6ként a szimulaciokét,
majd ezt kovetGen egy kisebb empirikus alkalmazésat a szimulaciok sorédn legjobban

teljesits teszteknek.

5.1. Tesztek statisztikai terjedelme (size)

Elssként az el6z6ekben mar részletezett statisztikai tesztek terjedelmét (size) vizs-
galtam Monte Carlo szimulaciok segitségével a kiilonb6z8 konfiguraciok mellett. Ez
a mutatd azt vizsgalja, hogy mekkora valdszintiséggel utasitjuk el a Hy hipotézisiin-
ket, annak ellenére, hogy az ténylegesen igaz. Amennyiben a size tdl alacsony, akkor
konzervativabb a tesztiink, mint azt a vizsgalt szignifikanciaszinten szeretnénk, mely
a statisztikai teszt erejére lehet negativ hatéassal (mésodfaju hiba valoszintsége tul
magas), mig ha a teszt til liberdlisan utasitja el a nullhipotézist, akkor az elséfaju
hiba valészintisége emelkedik. A szimulaciok soran kapott eredményeket a 1. tablazat-
ban lathajuk. Mindegyik konfiguracié esetében 200-200 szimuléciot futtattam, amely
alacsonyabb szimulacios elemszédm, azonban a sok kiilénb6z8 konfiguracié miatt igy
is jelentds ideig tartott a szimuldlasuk. Megfigyelhetjiik, hogy a tesztek tobbsége a
kivant 5%-os size-hoz kozel teljesitett, mely konzisztens az egyes modszertanok szak-
irodalmaiban olvasottakkal. Kifejezetten jol teljesitettek a PY, FLLM, ZFWWCOM
tesztek, mig a ZMF és CKMS tesztek hosszabb id&sorok mellett undersized-ek voltak.
A {6 kivétel a FLY (Fan, Liao és Yao 2015) statisztika, melynek jelentésen magasabb
a size-ja, melyet egyfelsl az alacsonyabb id6 és eszkoz dimenziok okoznak (eredeti
cikkben T' = 300,500 és N = 500 — 1200 mellett szimulalnak, ilyen paraméterek mel-
lett konzisztens a szimulaci6 Fan, Liao és Yao 2015 eredményeivel), masfeldl a vastag
farkt hibatagok és mas fajta kovarianciamatrix is rontjak a statisztika teljesitményét.

A jelent@sen til magas terjedelme miatt a FLY tesztet nem fogom alkalmazni a valos
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Normal Student-t Keverék ICM
N  Teszt 60 120 180 60 120 180 60 120 180 60 120 180
100 PY 0.05 0.14 0.08 | 0.03 0.03 0.04 | 0.07 0.10 0.07 | 0.04 0.03 0.05
FLY 0.32 0.21 0.18 | 0.27 0.12 0.15] 0.29 0.23 0.21 | 0.23 0.21 0.15
CKMS 0.06 0.04 0.09|0.04 0.04 001010 0.11 0.03]0.02 0.02 0.02
LFM 0.03 0.11 0.07 | 0.04 0.03 0.07 [ 0.05 0.09 0.07 | 0.03 0.02 0.02
FLLM 0.01 0.06 0.09 | 0.06 0.04 0.020.07 0.05 0.05]0.04 0.04 0.04
MSTV 0.10 0.05 0.08 | 0.17 0.12 0.07 | 0.07 0.07 0.05| 0.09 0.07 0.06
ZFWW 0.05 0.08 0.09 | 0.08 0.09 0.09|0.11 0.09 0.06 | 0.06 0.07 0.04
ZMF 0.04 0.08 0.05|0.04 0.04 003|009 0.04 0.03]|0.001 0.03 0.05
YYX 0.06 0.12 0.12 | 0.06 0.05 0.03]0.12 0.12 0.09 | 0.03 0.06 0.07
ZFWWCOM | 0.05 0.11 0.11 | 0.05 0.06 0.09 | 0.11 0.11 0.06 | 0.05 0.06 0.03
200 PY 0.12 0.07 0.05 | 0.06 0.03 0.020.09 0.06 0.05]|0.07 0.03 0.05
FLY 0.37 0.22 011036 021 0.15]0.35 0.23 0.17]0.31 0.22 0.22
CKMS 0.09 0.08 0.07|0.02 0.00 0.00{0.17 0.07 0.04 | 0.04 0.00 0.00
LFM 0.05 0.06 0.05 | 0.00 0.03 0.02005 0.04 0.05]0.01 0.01 0.10
FLLM 0.08 0.06 0.03|0.05 0.04 0.040.09 0.06 0.02]0.04 0.08 0.03
MSTV 0.17 0.07 0.06 | 0.12 0.11 0.07 { 0.09 0.09 0.07 | 0.12 0.07 0.06
ZFWW 0.08 0.07 0.03|0.04 0.03 0.05|0.13 0.06 0.03]0.08 0.07 0.06
ZMF 0.09 0.07 0.05|0.03 0.00 0.000.11 0.03 0.04|0.04 0.04 0.03
YYX 0.15 0.11 0.06 | 0.08 0.05 0.02 | 0.16 0.05 0.05| 0.07 0.05 0.05
ZFWWCOM | 0.10 0.07 0.06 | 0.04 0.03 0.03 | 0.13 0.06 0.05| 0.04 0.05 0.08
400 PY 0.08 0.11 0.08 | 0.06 0.01 0.02 | 0.07 0.06 0.03]0.09 0.00 0.03
FLY 0.39 0.27 021|045 0.28 0.21]0.38 0.27 0.18 | 0.45 0.25 0.31
CKMS 0.07 0.07 0.05 | 0.00 0.02 0.01|0.05 0.03 0.05]|0.00 0.02 0.00
LFM 0.03 0.09 0.08 | 0.00 0.03 0.01 [ 0.03 0.04 0.03]0.01 0.06 0.04
FLLM 0.12 0.10 0.07 | 0.06 0.03 0.03 |0.11 0.10 0.10 | 0.06 0.04 0.03
MSTV 0.14 0.08 0.05|0.20 0.11 0.05|0.21 0.06 0.05]|0.20 0.06 0.12
ZFWW 0.19 0.14 0.07 | 0.09 0.05 0.05|0.12 0.10 0.10 | 0.04 0.04 0.06
ZMF 0.06 0.10 0.07 | 0.04 0.01 0.01|0.09 0.07 0.06|0.03 0.01 0.01
YYX 0.09 0.15 0.10|0.09 0.01 0.04 |0.12 0.09 0.08 | 0.09 0.03 0.04
ZFWWCOM | 0.10 0.14 0.08 | 0.04 0.05 0.03 | 0.11 0.11 0.07 | 0.04 0.04 0.04

200 Monte Carlo szimulaci6é eredménye, 5% szignifikanciaszinten szamitva.

1. tablazat. Tesztstatisztikak size-ja a kiilonboz§ szimulaciok esetén.

adatok elemzésekor. Tovabba lathatjuk, hogy az MSTV statisztika (Massacci és tsai.

2025) rovid idGsor esetében jelent&sen oversized, melyet egyfeldl a kiilonb6z6 v valasz-

tasa (dolgozatomban v = 4, mig Massacci és tsai. 2025 v = 5 paramétert hasznalt),

mésfelsl meg az okozhat, hogy a teszt az o OLS becslésén alapszik, amely ilyen ro-

vid id6sor mellett magasabb varianciaval rendelkezik, melyre a teszt, mivel maximum

statisztika alapt, érzékenyebb.
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5.2. Tesztek statisztikai ereje (power)

A tesztek size-ainak vizsgélasa utan a statisztikai erejiik vizsgélatat részletezem. Az
el6z6ektdl a legnagyobb eltérés az, hogy egy tovabbi dimenzié mentén is elemezhetjiik
a kapott szamokat. Ez a nem nulla alfak aranya, melyet 2%, 10% és 100% konfigura-

ciok mellett futtattam mindegyik teszt esetén.

s =0,02 Normal Student-t Keverék ICM
N  Teszt 60 120 180 60 120 180 60 120 180 60 120 180
100 PY 0.45 0.86 1.00|0.49 0.74 0.95]|0.72 097 1.00| 043 0.77 0.95
FLY 0.75 095 1.00| 0.88 097 1.00| 091 1.00 1.00 | 0.78 0.97 1.00
CKMS 0.44 0.81 099 |0.19 058 0.90|0.71 098 1.00| 0.23 0.64 0.92
LFM 0.33 0.76 1.00 | 0.57 1.00 1.00 | 0.51 0.93 1.00 | 0.56 0.98 1.00
FLLM 0.72 1.00 1.00 | 0.82 0.98 1.00 | 091 1.00 1.00 | 0.84 0.96 1.00
MSTV 0.38 0.57 088 | 0.54 0.72 0.87 |07 093 098|054 0.65 0.84
ZFWW 0.76 1.00 1.00 { 0.99 1.00 1.00 | 0.92 1.00 1.00 | 0.96 1.00 1.00
ZMF 0.70 0.99 1.00 | 0.79 097 1.00| 094 1.00 1.00 | 0.76 0.96 1.00
YYX 0.71 098 1.00 | 0.83 098 1.00| 094 1.00 1.00 | 0.84 0.97 1.00
ZFWWCOM | 0.72 1.00 1.00 | 0.99 1.00 1.00 | 0.93 1.00 1.00 | 0.97 1.00 1.00
200 PY 0.32 0.66 097 | 0.25 037 0.86|0.63 0.93 1.00| 0.29 0.47 0.80
FLY 0.71 0.87 099 | 0.69 083 098|090 0.98 1.00|0.72 0.87 0.97
CKMS 042 0.68 095 0.14 0.36 0.81|0.57 090 1.00| 0.12 0.36 0.80
LFM 0.22 0.54 097|038 094 1.00|0.39 0.82 1.00 | 0.44 0.94 1.00
FLLM 0.45 091 1.00|0.63 0.86 1.00| 0.76 1.00 1.00 | 0.57 0.93 0.99
MSTV 0.27 024 038|030 037 047|043 057 0.82]|033 0.29 0.44
ZFWW 0.51 093 1.00|0.90 099 1.00|0.79 1.00 1.00 | 0.88 1.00 1.00
ZMF 0.43 093 1.00| 0.54 0.82 1.00| 0.79 1.00 1.00 | 0.53 0.87 0.99
YYX 0.55 094 1.00|0.62 0.86 1.00| 0.82 0.99 1.00 | 0.63 0.89 0.99
ZFWWCOM | 050 0.89 1.00 | 0.90 0.99 1.00 | 0.77 0.99 1.00 | 0.90 1.00 1.00
400 PY 0.32 039 0.81]0.16 020 0.60|0.39 070 0.99|0.08 0.34 0.60
FLY 0.73 0.81 092 0.63 074 096|087 092 099|068 0.86 0.97
CKMS 0.33 052 0.82|0.05 004 044|056 071 1.00| 0.03 0.10 0.53
LFM 0.09 0.28 0.78|0.17 0.73 1.00| 0.17 0.51 0.98 | 0.14 0.86 1.00
FLLM 0.28 0.61 094|036 074 094|048 0.87 1.00| 0.30 0.72 0.99
MSTV 0.13 0.14 0.19 024 0.09 0.19 {029 0.22 043 ] 0.21 0.17 0.20
ZFWW 0.30 0.63 094 | 0.68 0.97 1.00 | 0.56 0.89 1.00 | 0.64 0.97 1.00
ZMF 0.29 0.62 098 |0.26 062 0.92]049 092 1.00| 0.19 0.63 0.98
YYX 0.41 0.67 097|038 0.66 092|058 091 1.00 | 0.30 0.72 0.98
ZFWWCOM | 0.26 0.64 094 | 0.63 0.96 1.00 | 0.48 0.90 1.00 | 0.60 0.96 1.00

200 Monte Carlo szimulacioé eredménye, 5% szignifikanciaszinten szamitva.

2. tablazat. Tesztstatisztikak power-je 2% nem nulla alfaju eszkoz mellett
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5.2.1. Sparse alternativ hipotézis esetén

A 2. tablazatban a 2% nem nulla alfas szimulaciok eredményét lathatjuk. Ezeknél,
ahogyan arra szdmitani lehetett a maximum és kombinalt statisztikdk teljesitettek
jol, mig a szumma alapiak alacsony power-el rendelkeznek. A legjobban a ZFEWW,
ZFWWCOM, ZMF és YYX tesztek teljesitettek, mig a legrosszabban a CKMS és
MSTV tesztek. Lathato még tovabbé, hogy a tesztek teljesitménye romlik amikor né-
veljiik az eszk6zok szaméat fix id§ dimenzidé mellett. Emellett, ahogyan az varhato volt,
a szumma alapt teszteket (PY és LFM) minden esetben tulteljesitették a maximum
alapu tesztek.

Valamivel mas eredményeket talalhatunk a 3. tablazatban, ahol az eszkozok 10%-
nak nem nulla az alfadja. Amig a maximum alapu tesztek teljesitménye erésen romlott,
de a szumma alaptiakén kisebb valtozast figyelhetiink meg. Erdemes tovabba megemli-
teni a PY teszt teljesitményét is, mely normélis eloszlast hibatagok esetén kiemelkedd
statisztikai erével rendelkezik a tobbi vizsgalt modszertanhoz képest, azonban a vas-
tagfarka hibatagokra érzékeny, ezek esetében jelentSs erdt veszit, igy alkalmazésanal
szitkséges és fontos is erre figyelni.

Az MSTV teszt alulteljesitésének f6 oka az, hogy a szimulaciéimban kisebb alfa-
kat hasznédltam, mint a Massacci és tsai. 2025, igy arra kovetkeztethetiink, hogy a
teszt kevésbé érzékeny, mint a tobbi vizsgalt maximum alapi teszt. Azonban ehhez
meg kell emliteniink azt is, hogy a feltételezései is relaxaltabbak, mint a tobbi teszt
feltételezései, igy az nem tesztelt hibatagok (pédaul ha az GARCH folyamat) mellett
jobban teljesithet.

5.2.2. Dense alternativ hipotézis esetén

A 4. tablazatban a tesztek teljesitményét a dense alternativ hipotézis esetében lét-
hatjuk. Itt a 10%-o0s sparsity tablazataban lathato trendek folytatédnak, a maximum
alapt tesztek ereje az s = 2% szimulaciokban lathato eré harmadéra negyedére csok-
ken. A szumma alapu tesztek ereje viszont ugyanezek kozott koriilbeliil egyharmad
és egyhatod kozotti javulast mutat. Azonban a révid idésorok és sok eszkoz esetében
lathatjuk, hogy egyik teszt ereje sem megfeleld, mindegyik ~ 0,1 — 0,3 kozotti érté-
keket vesz fel. Ezt a szimulédcidk soran alkalmazott o okozza, mivel minden esetben
a négyzetosszegiik pontosan 0,5, igy példaul N = 400 esetében «; = 0,0354, amely a

rovid idésor miatt nagy szorassal becsiilhetd, igy elveszik a zajban. Ha nagyobb fél-
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rearazasokkal szamoltunk volna a szimulaciokban, akkor a tesztek ereje is magasabb

lett volna.
Hy, s=0,10 Normal Student-t Keverék ICM

N Teszt 60 120 180 60 120 180 60 120 180 60 120 180

100 PY 0.47 0.79 098 | 0.43 0.76 0.95| 0.68 0.97 1.00| 035 0.75 0.97
FLY 0.75 092 1.00 | 0.80 093 099 ]| 0.87 099 1.00 ]| 0.74 0.89 1.00
CKMS 045 0.77 0.99 | 0.23 0.56 0.90 | 0.68 0.95 1.00 | 0.11 0.55 0.94
LFM 042 0.78 099 | 0.74 0.99 1.00 | 0.55 0.96 1.00 | 0.69 1.00 1.00
FLLM 041 0.72 1.00 | 0.40 0.79 0.98 | 0.48 0.96 1.00 | 0.41 0.80 0.99
MSTV 0.23 0.12 0.21{0.19 0.18 0.17]0.38 0.27 0.38 | 0.19 0.17 0.26
ZFWW 0.45 0.73 1.00 | 0.70 0.99 1.00 | 0.54 0.97 1.00 | 0.72 1.00 1.00
ZMF 0.46 0.82 099 |0.33 082 097|062 0.99 1.00| 035 0.78 0.99
YYX 0.55 0.87 1.00 | 0.56 0.88 0.97 | 0.72 0.99 1.00 | 0.50 0.87 0.99
ZFWWCOM | 050 0.82 0.99 | 0.80 1.00 1.00 | 0.61 0.97 1.00 | 0.80 1.00 1.00

200 PY 0.27 0.61 097|025 040 0.89|0.51 0.90 1.00| 0.26 0.42 0.79
FLY 0.69 0.75 1.00|0.79 0.84 0.98|0.84 0.98 1.00| 0.70 0.87 1.00
CKMS 0.31 0.60 093 |0.10 030 0.75|0.52 0.88 1.00| 0.09 0.24 0.76
LFM 0.17 054 096 | 0.56 0.96 1.00 | 0.38 0.85 1.00 | 0.52 0.99 1.00
FLLM 0.25 042 0.75|0.27 049 0.87] 035 063 0.99| 030 0.50 0.85
MSTV 0.15 0.11 0.04 | 0.17 0.13 0.08 { 0.21 0.19 0.10] 0.15 0.14 0.09
ZFWW 0.27 045 0.81 | 045 0.83 1.00| 0.42 0.68 0.99 | 0.47 0.92 1.00
ZMF 0.20 0.56 0.95|0.25 050 095|049 085 1.00|0.21 048 0.84
YYX 0.36 0.68 097 | 0.39 061 0.96 | 059 0.89 1.00| 0.36 0.58 0.93
ZFWWCOM | 0.30 0.60 0.95 | 0.58 0.95 1.00 | 0.51 0.84 1.00 | 0.59 0.99 1.00

400 PY 0.27 045 088 | 0.10 035 0.63| 042 0.71 098 | 0.17 0.27 0.57
FLY 0.77 0.75 095 | 0.64 081 0.96|0.83 092 0.99]| 063 0.71 091
CKMS 0.30 0.43 0.86 | 0.03 0.12 0.51 ] 0.38 0.72 0.99 | 0.03 0.13 0.45
LFM 0.11 0.34 0.87|0.15 090 1.00| 0.18 0.68 0.98 | 0.19 0.86 1.00
FLLM 0.19 0.17 047|014 028 048 |0.26 035 0.74|0.14 0.19 043
MSTV 0.15 0.07 0.03 |0.14 0.10 0.07|0.18 0.10 0.09 | 0.17 0.08 0.09
ZFWW 0.23 0.19 050 | 0.23 0.55 0.95|0.27 037 0.75 | 0.26 0.53 0.96
ZMF 0.21 0.35 0.81]0.06 028 0.61]0.37 071 098] 0.13 0.21 0.57
YYX 0.33 0.41 0.88|0.15 045 0.73]0.47 0.76 098 | 0.21 0.32 0.67
ZFWWCOM | 0.23 0.32 0.83 | 0.24 0.87 1.00 | 0.35 0.69 0.98 | 0.25 0.83 1.00

200 Monte Carlo szimulaci6é eredménye, 5% szignifikanciaszinten szamitva.

3. tablazat. Tesztstatisztikik power-je 10% nem nulla alfajia eszkoz mellett
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Hy, s=1 Normal Student-t Keverék ICM
N  Teszt 60 120 180 60 120 180 60 120 180 60 120 180
100 PY 045 0.81 099|045 076 093|070 094 1.00| 046 0.80 0.96
FLY 0.71 094 1.00 | 0.80 096 1.00| 0.88 0.98 1.00|0.79 0.94 1.00
CKMS 0.44 0.71 1.00 | 0.23 0.60 0.93 | 0.66 0.97 1.00| 0.24 0.56 0.92
LFM 043 0.78 099 | 0.75 1.00 1.00 | 0.59 0.92 1.00 | 0.75 1.00 1.00
FLLM 0.23 0.20 0.51 |0.22 0.36 056|026 046 0.81|0.19 0.29 0.51
MSTV 0.12 0.12 0.08 |0.12 0.12 0.06 | 0.16 0.14 0.12 | 0.15 0.10 0.08
ZFWW 0.28 0.26 0.59|0.29 057 0.89]030 048 0.84 | 031 0.60 0.87
ZMF 0.36 0.66 0.99 | 0.32 065 0.89 053 089 1.00| 0.29 0.64 0.89
YYX 0.45 0.79 1.00|0.49 0.76 0.95|0.68 0.93 1.00 | 048 0.77 0.97
ZFWWCOM | 043 0.74 1.00 | 0.71 1.00 1.00 | 0.58 0.92 1.00 | 0.72 1.00 1.00
200 PY 0.45 0.67 092 | 0.28 051 0.86|0.60 0.90 1.00 | 0.23 0.52 0.86
FLY 0.73 0.85 098 | 0.67 0.83 0.98 | 0.85 0.95 1.00 | 0.68 0.88 0.98
CKMS 0.28 0.68 0.96 | 0.07 0.29 0.74 | 0.52 0.94 1.00 | 0.12 0.27 0.79
LFM 0.28 0.62 091 | 0.52 098 1.00| 047 0.89 1.00| 0.54 0.95 1.00
FLLM 0.23 0.21 0.32]0.12 020 033|021 025 047]0.12 0.17 0.36
MSTV 0.13 0.09 0.10 | 0.07 0.09 0.08 |0.26 0.12 0.10 | 0.17 0.06 0.08
ZFWW 0.28 0.26 0.37|0.23 034 0.69| 025 029 048|024 0.35 0.66
ZMF 0.31 0.49 0.89 | 0.13 040 0.76 | 0.50 0.83 0.99 | 0.12 0.39 0.72
YYX 0.48 0.67 092 0.30 053 0.85] 061 088 1.00| 0.22 0.54 0.88
ZFEWWCOM | 0.32 059 0.92 | 0.52 0.98 1.00 | 0.46 0.85 0.99 | 0.52 0.96 1.00
400 PY 0.25 049 0.87(0.23 034 0.50|033 075 099|015 0.31 0.64
FLY 0.73 0.77 093 |0.71 081 097|084 091 099|063 0.76 0.91
CKMS 0.30 0.49 0.75|0.01 0.08 0.42 | 0.43 0.72 1.00| 0.02 0.09 0.51
LFM 0.11 0.43 0.86 | 0.33 0.83 1.00| 0.17 0.64 0.99 | 0.22 0.89 1.00
FLLM 0.19 0.14 0.20 | 0.12 0.09 0.21 |0.21 0.20 0.29|0.10 0.13 0.17
MSTV 0.22 0.13 0.06 | 0.22 0.06 0.06 | 0.13 0.08 0.07 | 0.19 0.11 0.07
ZFWW 0.20 0.17 0.21 |0.17 0.19 0.33|0.22 021 0.31]021 0.26 0.35
ZMF 0.20 033 0.77 | 0.11 0.16 0.41]0.29 0.59 0.97|0.10 0.17 0.48
YYX 0.25 046 086|024 031 0.56 | 044 0.72 098 | 0.19 0.37 0.63
ZFWWCOM | 0.19 0.36 0.82 | 0.28 0.78 0.99 | 0.21 0.63 0.99 | 0.24 0.84 1.00

5.3. Gyakorlati példa

200 Monte Carlo szimulaci6é eredménye, 5% szignifikanciaszinten szamitva.

4. tablazat. Tesztstatisztikik power-je 100% nem nulla alfaji eszkoz mellett

A szimulacios eredmények bemutatasa utéan, az alacsony id6 dimenzios szimuléciok-

ban legjobban teljesits 6t tesztet (és ezekbdl két teszt kombinacios tesztjét is) valos
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adatokon is alkalmaztam. Ezek a PY, ZMF, YYX, LFM, ZFWW és a ZFWW és LFM
kombinacidja. Els6nek a teljes idGsorra, majd harom kiilénb6z6 gordiils ablak méret
mellett is (48, 60 és 72 honap). Az arfolyamadatokat Bloomberg terminal segitségével
szereztem meg, mig a faktorokat Keneth R. French weboldalarol toltéttem le. Annak
érdekében, hogy minden id&intervallumban, annak érdekében, hogy minél nagyobb
adathalmazon végezzem a vizsgalatot, csak azokat az eszkdzoket vettem ki, amelyek
az aktudlisan vizsgalt idGablakban hianyzo6 adattal rendelkeztek.

Osszesen 6 kiilonbozé variaciot vizsgaltam, a Fama-French 3 faktoros modellt
(Fama és French 1992) és Fama-French 5 faktoros modellt (Fama és French 2012),
mindkettét a méar emlitett harom gordiilg ablak mellett. Ezek eredményeit a kovet-

kezSekben részletezem.

5.3.1. Fama-French 3 faktoros modell

A harom faktoros modell empirikus vizsgéalataval kezdve, els6ként a teljes id&sorra
alkalmaztam a teszteket, melyek p-értékei mind a négy esetben kisebbek voltak, mint
0,001, igy er6s bizonyitékunk van arra, hogy o # 0. A tejes idGsor vizsgalata utén,
a gordiils ablakos vizsgalatot végeztem el, az eredményeket a 1-3. d4brakon lathatjuk.
Az egyes abrakat megvizsgalva lathatjuk, hogy a kombinalt statisztika p-értéke csak
0,5-ig megy fel, mely a Cauchy kombinéci6 miatt van, mivel ha a kombinaland6
tesztek koziil valamelyik p-értéke 0,5 felé megy, akkor a tg(0,5 — p;) tag negativ.
Ennek megel6zése érdekében 0,5-nél levagjuk (tresholded Cauchy kombinécio, Yaowu
Liu és Xie 2020).

Eszrevehetjiik tovabba, hogy a tesztek két f6 iddszakban utasitjak el a nullhipo-
tézist. Ezek a 2003-2005 és 2008-2014 kozott kezddds 4-6 éves iddszakok. Ez konzisz-
tens a feldolgozott szakirodalmakban taldltakkal, ahol hasonlé eredményekre jutot-
tak. Lathato még, hogy a ZEWW teszt utasitotta el a Hy-t a legkevesebb, legrévidebb

id6szakban, mely az arazasi hibak sparsity-jére utalhat.
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Tesztek p-értéke S&P500 adatokon Fama-French 3 faktoros modellel
48 hénapos intervallum, sajat szerkesztés
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1. 4bra. Fama-French 3 faktoros modell, T = 48
Tesztek p-értéke S&P500 adatokon Fama-French 3 faktoros modellel
60 honapos intervallum, sajat szerkesztés
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2. abra. Fama-French 3 faktoros modell, T" = 60
Tesztek p-értéke S&P500 adatokon Fama-French 3 faktoros modellel
72 hénapos intervallum, sajat szerkesztés
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3. abra. Fama-French 3 faktoros modell, T' = 72
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48 hénapos intervallum, sajat szerkesztés

2005 2010 2015
Kezdé id6pont
A piros vonal az 5%-os szignifikanciaszintet jel6li
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6. abra. Fama-French 5 faktoros modell, T' = 72
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5.3.2. Fama-French 5 faktoros modell

A héarom faktoros modell empirikus vizsgalata utdn, az 6tfaktoros modellre tériink
at. Ezek eredményeit a 4-6. abrakon lathatjuk. Az 6tfaktoros modell eredményei ha-
sonldakat mutatnak, mint a haromfaktoroséi, azzal a kiilonbséggel, hogy a 2003-2005
kozott kezd6ds 4-6 éves idGszakban a ZFWW teszt nem utasitja el el a Hy-t. Ehhez
hasonlot figyelhetjiik meg a masik, 2008 és 2014 kozott kezddds 4-6 éves idGtarta-
mokon , melyeken tovabbra is elutasitjak a Hy-t a tesztek tobbsége. Kivétel ez alol a
ZEWW, mely csak 2008-ban egy roévid ideig utasitja azt el. Az eredményekbdl igy arra
kovetkeztethetiink, hogy inkabb tobb, kisebb félrearazast figyelhetiink meg a vizsgalt
részvények kozott, nem kevés, de nagyobb félrearazast, mivel a maximum alapt teszt
(ZEWW) kevesebbszer utasitotta el a Hy-t, mint a szumma alapi vagy a kombinacios
tesztek. Ezeket az eredményeket azonban érdemes alaposabban is megvizsgélni, de ez

tulmutat a dolgozatomon.

6. Osszegzés

A modern pénziigy egyik alap modelljei a faktormodellek, melyek az egyes eszkézok
tobblethozaménak keresztmetszetét kiilonféle elméletileg megalapozott valtozok (fak-
torok) segitségével magyarazzak. Annak érdekében azonban, hogy ki tudjuk véalasztani
a hozamokat legjobban magyarazé modelleket, sziikséges egy olyan statisztikai teszt,
amely egyiittesen vizsgalja az adott faktor modell félrearazésait.

A dolgozatomban azokat a teszteket hasonlitottam Ossze, amelyek ezeket a fél-
rearazasokat rovid idédimenzio mellett is sok eszkozzel vizsgalni képesek (példaul
T = 60 és N = 500 esetében), még abban az esetben is, ha a hibatagok valami-
lyen vastag farku eloszlast kévetnek. A moédszertanokat Monte Carlo szimulécidkkal
vizsgaltam, olyan paraméterek mellet, amelyeket gyakorlatban is el6fordulhatnak.

A szimuléciok eredményei alapjan attol fliggSen, hogy milyen sparsity-t feltétele-
ziink, érdemes vagy a megfelels (sparse esetében maximum alaptuakat, dense esetében
szumma alapuakat), vagy egy kombinalt tesztet alkalmazni. A legjobban két meto-
dolbgia teljesitett, az elsé a vastag farka hibatagokra kevésbé robusztus YYX kombi-
nacios teszt, mely Feng és tsai. 2022 és Pesaran és Yamagata 2024 tesztjeinek Fisher
kombinaci6ja. Ennek koszonheten mind a sparse és dense szimulaciokban jol telje-

sitett. A masik kiemelkezdé modszertancsoport a spatial sign alapu tesztek, melyek
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felépitésiik miatt kiemelkedGen robusztusak maradtak a kiilonféle vastag farka hiba-
tagok esetében is, bar a normalis eloszlasti hibatagok esetén valamivel gyengébben
teljesitettek.

Tovabba a gyakori benchmark tesztek a FLY és PY eltérGen szerepeltek, mig a
FLY teszt size-ja az alacsony mintas szimulaciokban az elfogadhatonal szignifikinsan
magasabbnak bizonyult, és igy ezekben a szituacidkban alkalmazésa nem ajanlhato.
Addig a PY teszt megfelels size-al vagy undersized-nak bizonyult, de a statisztikai
ereje a tesztnek alacsonyabb, a mar emlitett tesztekénél a vastagfarka hibatagok eseté-
ben, mig normalis eloszastiak esetében picivel tulteljesiti azokat. Igy abban az esetben
érdemes alkalmazni, ha tudjuk, hogy normélis eloszlasi hibatagokkal dolgozunk.

A szimulaciokon tul egy gyakorlati példéaban is alkalmaztam a legjobban teljesits
teszteket, melyben az S&P 500 részvényarfolyamain teszteltem a Fama-French harom-
és otfaktoros modellek teljesitményét. Ezek eredményei alapjan az 6tfaktoros modell
jobban magyarazza a tobblethozamok keresztmetszetét, azonban a tesztek bizonyos

id6szakokban igy is észleltek elarazést.
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A. Mobdszertanok feltételezései

A kovetkez6 fliggelékrészben az egyes tesztek feltételezéseit olvashatjuk.

A.1. Feltételezés. Mindegyik mddszertanban feltételezziik, hogy a tébblethozamokat

eqy staciondrius keresztmetszeti faktormodell, azaz
Rt:Ck'f‘BTft‘f'Gt, tzl,,T (67)

alakban felirhatoak a tébblethozamok.

A.1. GRS teszt

A.2. Feltételezés.

Faktormodellnek megfeleldek a hozamok, egyiitthatok idében dllanddak
Fiiggetlenek a hibatagok és faktorok egqymdstol

Hibatagok iddben egymdstdl fiiggetlen azonos normdlis eloszldst kovetnek

A becsiilt kovarianciamdtriz invertdlhato, azaz (I’ > N — 2)

A.2. FLY teszt

A.3. Feltételezés.

— Faktormodellnek megfeleldek a hozamok, egyiitthatdk idében dllanddak
— Fiiggetlenek a hibatagok és faktorok eqymdstol

— Hibatagok idében egymdstdl fiiggetlen azonos normdlis eloszldst kévetnek

A.3. PY teszt

Jelolje € = E(e;;) a hibatagok varhato értékét, a hibatagokat felbonthatjuk €;; =
= ~vI'v; + n;, alakban, ahol v; a kihagyott vagy meg nem figyelhets faktorok vektora,
ekkor
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A.4. Feltételezés. A teszthez a kévetkezd feltételezések sziikségesek
— fi €s u;y fiiggetlenek, minden i,t esetén

— FEkkor az drazdasi hibdk eldforduldsdt jelolje 0 < 6z < 1 ekkor APT-val (Ross és
tsai. 1973) vald kompatibilitishoz szikséges, hogy

— Van minimum egy olyan faktor, amely erds (mindeqgyik eszkioz ki van neki téve)
N
supz |Bis| = O(N)
5=
— A kihagyott vagy meg nem figyelhetd faktorok (vis) gyengék:
N
sgp; isl = O(N%), 0<4,<1/2

— A hibatagok korreldciomdtriza (R) sparse, azaz ||R||; = O(N°), ahol 0 < 6, <
< 1/2 és N7'tr(R?) korldtos N-el.

— A hibatagok kovariancidjdat szét tudjuk bontani a meg nem figyelhetd faktorok
dltal okozott, és az eszkoz dltal okozottra. Igy a megfigyelt faktorokkal erds ke-
resztmetszeti korreldciot is megengediink, viszont ezen hatdsok kiszirése utdn

mdr csak gyenge keresztmetszeti korreldciot engediink meg.

A.4. CKMS teszt
A.5. Feltételezés. A hibatagokat (e;) fel tudjuk irni

€ = 2%2%& (68)

alakban, ahol u; figgetlen azonos eloszldsu vdltozdk (innovdcidk), melyekre E(u;;) =
=0, E(uft) =1 és E(u;{t) < 0
Tovabbd
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~ N/T = c és TY*(N/T —¢) = 0 ahogy N — oo

— ||EN|| korldtos (N — 00) és Xy sajdatértékei nem elfajult eloszldshoz konvergdl-

nak.

— fi variancidi pozitivak és korldtosak.

A.5. ZFWW teszt
A Zhao, Feng és tsai. 2024 tesztjiik feltételezéseit 4 csoportba osztottak

A.6. Feltételezés. f; szigorian staciondrius és fiiggetlen e;-tdl, minden i és t esetén.
fi p végig p faktorbol dll, f1f < oo minden t-re. T=*(1p, F)T (17, F) pozitiv definit, és
T NEMply > Tin (T — o0), ahol T eqy pozitiv dllandd. ey, c3 > 0 hogy Vk > 0

egész szdmra az a-mizing coefficient a(k) < exp(—c2k®)

A.7. Feltételezés. A hibatag felirhato a kévetkezdképp
e = v Wy, (69)

ahol Wy p dimenzios véletlen vektor fiiggetlen komponensekkel, 0 vdrhato értékkel és
I'TT = ¥ variancidval. v, nemnegativ véletlen vdltozd, ami fiiggetlen Wy-t6l, és 0 <

< E(v}) < o

A 8. Feltételezés. W, ,,..., W, n fiiggetlen azonos eloszldsi, szimmetrikus vdltozok,
nulla vdrhato értékkel és egy variancidval. Es az Orlicz normdja ||Wi |4, < co, ahol
cg>0és1<a<?2

G = E(r%) létezik k = 1,2,3,4 megfelelden nagy N esetén. Tovdbbd létezik b és
B, hogy b < limsupy E(r;/v/N)™* < B, k =1,2,3,4 esetén.

A.9. Feltételezés. A shape mdtric R = D~Y/?TTTD~1/2
TODO

B. (. n variancia-kovarianciamatrixanak kiszamitasa

A kovetkez6ekben Zhao, H. Ma és Feng 2026 (), n tesztstatisztikdinak variancia-
kovarianciamatrixahoz sziikséges szamitasokat from le, a pontos levezetéseket az 5-7
oldalakon talaljuk.
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Jelolje r; ; = cor(€; 4, €j4)-t, ekkor a statisztikak varianciait

N 2 4
1 1007 . 4 4r;
Var(@ux) = 3 (22, + ) 4 00, (70)
ij=1
N 2 4 6
1 ) . 936r2, + 864r}, + 19218 »
1,]=
N
1 2 4 6
Var(Qin) =+ > (405077 ; + 54007, + 72078 ;) + (72)
ij=1
N 2 4 6 8
10125072, + 20250074 4 11448079 . + 1296078 ;
Z ( »J JU \J J) + O(U—Q) (73)
i,j=1

Kovarianciaikat meg a kovetkez6képp szamithatjuk ki

N
12
COU(Qz,N, Q4,N) :ﬁ Z T’Zj (74)

Z7]

Cov(Q2,n, Qo) _ Z 7"2-2,]' (75)

1
Cov(Qu, Qon) =% > (540r7; + 36077 ) (76)

4

Az ezen elemek segitségével kapott matrixunkat By-el jeldljiik,

Var(Qa,n) Cov(Qan, Qun) Cov(Qan, Qo)
By = [Cov(Qan, Qun) Var(Qan) Cov(Qun, Qs,n) (77)
COU(QQ,N7 QG,N) COU(Q4,N7 QG,N) VC””(QB,N)

Ennek segitségével megfelels Zhao, H. Ma és Feng 2026 altal leirt feltételek mellett

BL2Qn 5 N(0, I5) (78)
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