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1. Bevezetés

A modern portfólió elemzés és kockázatkezelés főbb eszközei közé tartoznak a lineáris
faktor modellek (linear factor pricing model), melyek a pénzügyi eszközök, portfóliók
többlethozamainak varianciáját, egy alacsony dimenziós, általában három és öt faktor
közötti modell segítségével magyarázzák. Ez a modell, amellett, hogy az elméleti
pénzügyek egyik fő modellje, gyakorlatban is széleskörűen elterjedt. Azonban ahhoz,
hogy alkalmazni tudjuk ezek elméletét, szükséges, hogy egy megfelelően magyarázó
modellel rendelkezzünk.

Egy ilyen modell segítségével egyszerűbb a portfóliók menedzselése és kockázatok
kezelése, mivel végtelen sok különböző, nehezen kvantifikálható kockázat és kitettség
helyett mindössze néhány, a kockázatokat lefedő faktor mentén szükséges a portfóliót
vizsgálni.

Azonban a szakirodalom nem egyezik meg abban, hogy melyik faktorokat érdemes
használni, melyikek azok, amelyek ténylegesen magyarázzák a portfóliók varianciáját.
Sok különböző komplexitású modell létezik, ezek közül a legelterjedtebbek a Fama és
French 1992 három faktoros, Carhart 1997 négy faktoros és Fama és French 2012
öt faktoros modellek, azonban annyi különböző faktort javasoltak már különböző
kutatók, hogy Harvey, Yan Liu és Zhu 2016 szerint a nagy részük nem lehet valós
faktor, csak az adatbányászat eredményei, a zajra illesztették nagy részüket.

Ezen probléma miatt, napjainkban még fontosabbak, azok a statisztikai tesztek,
melyek segítségével ezen faktormodellek magyarázóerejét ki tudjuk értékelni, hiszen
ha nem megfelelő faktorokat használunk, azzal a kockázatkezelésünk is hibás alapokon
fekszik.

Az egyik első statisztikailag megalapozott tesztet Gibbons, Ross és Shanken 1989
publikálta (továbbiakban GRS), mely egy Hotteling t2 próbán alapszik, azzal a pa-
ramétermegkötéssel, hogy a vizsgált faktorok a többlethozamok keresztmetszetét egy
nulla várható értékű hibatagon túl megmagyarázzák. A teszt napjainkban is elterjedt,
gyakran használt módszertan (például Fama és French 2018), annak ellenére, hogy
erős limitációi vannak, melyeket más későbbi módszertanok próbálnak orvosolni. A
tesztet a hipotézis vizsgálata mellett használják még a faktormodellek kiértékelésére
is (Fama és French 1992, Carhart 1997, Fama és French 2012, ...). Ebben az eset-
ben a cél a tesztstatisztika minimalizálása, hiszen ebben az esetben a legkisebbek a
modellek félreárazásai.
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A GRS tesztnek, a limitációi a következőek: elsőként, ahhoz, hogy ki tudjuk egy-
általán számolni a statisztikát, hosszabb idődimenzióra van szükségünk, mint ami-
lyen széles a keresztmetszeti (elemzett eszközök) dimenziója. Ez napjainkban, amikor
napról napra több új eszköz, alap jelenik meg, nem egy tartható limitáció. Ennek
megkerülésére a szakirodalomban több módszert is javasoltak, dolgozatomban ezek
közül többet is össze fogok hasonlítani. A második fő probléma a teszttel, az, hogy
a hibatagok normalitását teszi fel, amennyiben ez sérül, a teszt hatékonysága, és így
a megbízhatósága is szignifikánsan csökken (Gungor és Luger 2013). Ennek korrigá-
lására is több különböző választ ad az irodalom, melyeket szimulációkkal hasonlítok
össze. További probléma a hibatagok időbeli függetlenségének feltételezése, ennek a
korrigálásával kevesebben foglalkoznak a szakirodalomban.

A dolgozatomban összehasonlított módszertanokban vannak, amelyek csak a di-
menziók problémájával foglalkoznak (például Fan, Liao és Yao 2015 és Pesaran és
Yamagata 2024), illetve vannak, amelyek emellett a normális eloszlású hibatagok fel-
tevésének relaxálásával is foglalkoznak, hogy vastag farkú hibatag eloszlások esetén is
megbízható maradjon a módszertan (J. Liu és tsai. 2024, Zhao, Feng és tsai. 2024).

További kutatási irány a többlethozammal rendelkező alapok gyakorisága. A GRS
teszt abban az esetben teljesít jól, ha sok kisebb félreárazott eszköz található eszkö-
zeink között, azonban abban az esetben, ha kevés nagyobb félreárazásunk van, arra
kevésbé érzékeny. Ezt a problémát a szakirodalom sparsity-nek nevezi, a különböző ér-
tékei mellett különböző teszteket ajánl. Amennyiben kevés a félreárazott eszközünk,
azt sparse-nak, míg amennyiben arányaiban sok a félreárazott eszközünk, azt den-
se-nek nevezzük. Sparse modell esetén az irodalomban a különféle maximum alapú
tesztek az elterjedtek (Feng és tsai. 2022, Zhao, Feng és tsai. 2024), mivel ezek ér-
zékenyek akár már egy erősebben félreárazott eszközre is. Ezzel ellentétben a dense
modell esetében a szumma alapúak a széleskörűen használtak, mivel így sok kisebb
félreárazás összegére kapunk egy statisztikát.

A tesztek további problémája az, hogy nehezen összehasonlíthatóak saját szimu-
lációk végzése nélkül, mivel minden publikációban más-más adatgeneráló folyama-
tot alkalmaznak és csak két-három népszerűbb módszertannal hasonlítják össze saját
módszertanukat.

Dolgozatomban elsőként a faktormodellek alapvető fogalmait és elméletét írom
le, majd ezt követően az összehasonlított teszteket és a szimulációk adatgeneráló
folyamatait, majd a szimulációk eredményeit mutatom be, és a legjobban teljesítő
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módszertanokkal valós adatokat is elemzek.

2. Elméleti alapok, faktor modellek történelme

A vizsgált hipotézisvizsgálatok mind faktormodellek eszközárazó képességét mérik.
A következő részben az mögöttük lévő pénzügyi elméletet, és annak kialakulását,
történelmét írom le.

A modern portfólióelméletet Markowitz 1952 indította el a várható érték-variancia
(mean-variance) modelljével, melyet egy kvadratikus programozási feladatként fogal-
mazott meg. Ennek célja a megfelelő korlátok között tetszőleges fix hozam mellett, a
legalacsonyabb varianciájú portfólió kiválasztása. Markowitz kutatásában megkülön-
bözteti a hatékony és nem hatékony portfóliókat. Azokat nevezi hatékonynak, melyek
adott hozam mellett minimalizálják a portfólió szórását. A hatékony portfoliók halma-
zát efficient frontier -nek hívja, egy racionális befektető (akinek a hasznosságfüggvénye
várható hozam és szórás függvénye) mindenképp ezek egyikét választja.

Markowitz mean-variance modellét bővítette ki Sharpe írásában (Sharpe 1964)
(továbbá Lintner 1975 és Treynor 1961), melyben a modellt tőkepiaci egyensúly mel-
lett elemezte. Ehhez az elemzéséhez több feltevésre is szükség van, melyek közül a
fő feltevései a közös kockázatmentes eszköz (Rf ) és a befektetők várakozásainak ho-
mogenitása, amely azt takarja, hogy minden befektető között konszenzus van, az
egyes eszközök várható hozamaiban és varianciájukban, kovarianciájukban. Ebben
az esetben az eszközök árai úgy alakulnak, hogy piaci egyensúly jön létre és minden
befektető a hatékony portfóliók azon érintőjén található portfóliót választ, mely a
kockázatmentes eszköz pontján áthalad. Így minden racionális befektető a hozamel-
várása szerinti pontját választja ennek a vonalnak. Továbbá az elmélet fontos eleme
az, hogy az egyes eszközök ára csak a piaci portfólióval (az érintő pontján található
portfólió) számított korrelációjuk (kitettségük) függvénye, mivel az egyéni kockáza-
tok a többi korrelált eszköz segítségével diverzifikálható. Így fel tudjuk írni egy adott
eszköz hozamát, melyet a piaci kitettség (β) és a piaci portfólió hozama (Rm) határoz
meg.

ERi = Rf + βi(ERm − Rf ) (1)

Hôl Ri és Rm véletlen változók, és βi =
cov(Ri,Rm)
σ2(Rm)

a szisztematikus (rendszerszintű)
kockázata az eszköznek, melytől annak ára függ.
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Ennek a modellnek egy kiegészítését hozta létre Black 1972, mely abban külön-
bözik a Sharpe 1964 féle modelltől, hogy a kockázatmentes eszköz (Rf ) létezését nem
teszi fel, ehelyett ezt egy zero-beta portfólióra cseréli le, mely, mint ahogyan azt a
nevéből sejthetjük, egy olyan portfólió, melynek a piaci kitettsége (β-ja) nulla. Ennek
a plusz portfóliónak a segítségével a Sharpe féle CAPM-el analóg modellt kapunk,
melyet ahhoz hasonlóan használhatunk.

Sharpe, Lintner és Treynor féle CAPM modell segítségével próbálta kiértékelni
Jensen 1968 1945-1964 közötti idősorokon befektetési alapok teljesítményét, amely-
hez bevezette az αi-t, ami az adott alap piaci kitettségén felüli hozamát jelöli, a
következőképp.

ERi = αi + Rf + βi(ERm − Rf ) (2)

Ennek segítségével ki tudjuk értékelni a CAPM modellt, ha találunk olyan eszközt,
mely esetében αi ̸= 0, akkor lehetséges olyan portfóliót létrehozni, aminek a hozama
magasabb, mint azt az adott piaci kitettség indokol. Így ennek segítségével lehetséges
az elmélet valós adatokon való tesztelése. Amennyiben nem találunk olyan eszközt
amelynek nem nulla α-ja van, az azt jelenti, hogy megfelelő a modellünk, megmagya-
rázza a hozamok várható értékét.

A CAPM elméletét publikálása óta sokan tesztelték és több kritikát is megfogal-
maztak vele kapcsolatban. Empirikusan azt találta például Basu 1975, hogy többlet
információ található a PE rátában (price/earnings, egység bevételre a részvényár
mekkora része jut). Publikációjában az earnings announcement utáni hozamokat ele-
mezte a Black 1972 féle zero-beta CAPM segítségével. A vizsgált eszközöket a PE

rátájuk alapján csoportosította 5+1 csoportba, és azt találta, hogy az alacsonyabb
PE rátákkal rendelkező részvények jelentősen jobban teljesítettek (a legrosszabbak-
hoz képest évi ∼ 6,0%-al, a középső csoporthoz képest ∼ 3,6%-al) az earnings anno-
uncement-et követő 18 hónapban.

További félreárazásokat talált Banz 1981 kutatásában is , melyben a piaci érték
és piaci kitettségük szerint 25 (5 × 5) portfólióba osztotta (hasonlóan Basu 1975
módszertanához), és így azt találta, hogy a kisebb vállalatok részvényei havi 0,4%-
os többlethozammal rendelkeznek átlagosan, mely miatt ezen tulajdonság mentén
arbitrázsportfoliókat lehet létrehozni.

A CAPM-el versenyző fő elméleti modellt Stephen A. Ross féle Arbitrage Pricing
Theory (APT, Ross és tsai. 1973) publikálta, mely Sharpe-hez hasonlóan kereszt-
metszeti lineáris modellben kereste a hozamok magyarázatát, azonban más irányból
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közelítette azt meg. A CAPM valóságban nehezen teljesíthető feltevéseit, például azt,
hogy konszenzus van az eszközök hozamai és varianciái, kovarianciái között, relaxálta,
helyette azt követelte meg, hogy van néhány olyan szereplő, mely arbitrázs bevétel
érdekében a piacot arbitrázsmentesen tartja. Az APT további különbsége a CAPM-
el szemben azt, hogy a hozamokat egy faktor (piaci portfólió hozama) helyett több
makroökonómiai faktor együttes mozgása is magyarázhatja, azonban ezeknek számá-
ról vagy milétéről Ross nem ad útmutatást.

Fama és French 1992 széleskörűen ismert és használt publikációjukban vállalati
részvény és kötvény hozamokat elemeztek, többek között Basu 1975 és Banz 1981 ku-
tatásait egyesítve, book-to-market ráta és vállalat érték (méret) szerint szétosztva és
így részvény portfóliókat készítve. Az így kapott 5× 5 sorbarendezett portfólió közül
a szélsők különbségeit véve megkapták a piaci faktoron felül használt további két fak-
tort, melyeket small minus big (SMB) és high minus low (HML) faktoroknak neveztek
el. Modellük eredményesen magyarázta a vizsgált adataikon a hozamok varianciáját,
így számolt R2 értékeik 0,83− 0,97 közöttiek, szemben a csak piaci faktorral számolt
0,61−0,92 közé eső R2 értékekkel. Továbbá a későbbiekben részletesen leírt Gibbons,
Ross és Shanken 1989 teszt segítségével azt találják, hogy a három faktoros model-
lük 5%-on elutasítható, azonban ennek okát is nézték. Ezt úgy találták, hogy a kicsi
és alacsony book-to-market arányú részvények portfóliója okozza, a többi portfóliót
megfelelően árazza a modellük.

Ehhez hasonlóan számítják ki a többi hasonló faktor modellt is. Például Carhart
1997 a Fama-French 3 faktor mellé még egy faktort, a momentum (MOM) faktort
vette be. Vagy a Fama-French 5 faktoros modell is jó példa ami az eredeti három
mellé még a profitabilitás (RMW) és investment (CMA) faktorokat adták hozzá az
eredeti modelljükhöz.

3. Módszertanok

Ebben a fejezetben a különböző dolgozatomban szimulációk segítségével összehason-
lított módszertanokat fogom bemutatni. Ezeket négy csoportra osztva fogom leírni.
Az első a sum statisztika alapú tesztek, második a maximum alapú tesztek családja,
harmadik a kombinációs tesztek, melyek kettő vagy több sum és maximum alapú teszt
kombinálásából jönnek létre.
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3.1. Jelölések

A különböző módszertanok bemutatása során, a könnyebb átláthatóság érdekében
minél egységesebb jelölésrendszert használok.

Jelölje N a vizsgált eszközök, P a faktorok, T pedig a megfigyelt időszakok számát.
Hipotézis vizsgálatainkat mind a következő kereteken belül fogjuk definiálni, esz-

közönként egy többváltozós lineáris regresszió segítségével írhatjuk le a többlethoza-
mokat:

Yi,t = αi +

P

p=1

βi,pfp,t + ϵi,t i = i,    , N (3)

Vagy vektorokkal
Yt = α + βTFt + ϵt, t = 1,    , T (4)

Itt a Yi,t jelöli az i-ik eszköz többlethozamát t-edik időszakban, Fp,t a portfoliót amely-
nek hatékonyságát teszteljük (ez CAPM esetén a piaci portfolió, faktor modellek ese-
tében pedig a faktorok). ϵi,t pedig az adott eszköz adott időszaki zaját jelöli, melynek
kovariancia mátrixát Σ-val jelöljük, várhatóértékéről feltesszük, hogy 0. Erről a tag-
ról egyes módszertanok esetében mást-mást tesszük fel, így azt a megfelelő részekben
pontosítom.

Továbbá jelölje F p és Ω a faktorok tapasztalati várható értékeinek vektorát és
kovariancia mátrixát.

Annak érdekében, hogy a portfóliónk/faktor modellünk mean-variance hatékony
lehessen, teljesülnie kell a következő összefüggésnek:

E(Yt) = βE (Ft) (5)

A fenti összefüggés és az 3. egyenlet által leírt modell segítségével megfogalmaz-
hatjuk a továbbiakban tesztelt hipotézisünket

H0 : αi = 0, ∀i = 1,    , N (6)

H1 : ∃i : αi ̸= 0, i ∈ 1,    , N (7)

A kalappal jelölt változók mindig a becsült változók, például α, ϵt és Σ a α, ϵt és
Σ becsléseit jelöli.
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3.2. Sum teszt család

3.2.1. Gibbons Ross Shanken teszt (1989)

A mean-variance efficiency tesztelését statisztikailag megalapozottan először Gibbons,
Ross és Shanken 1989 vizsgálta. A GRS egy Hotelling T 2-teszt alapú statisztikai
vizsgálat, mely célja annak vizsgálata, hogy van-e olyan portfoliónk, mely a faktoraink
által megmagyarázott hozamon felüli többlethozamot termel.

Ezt a célt úgy éri el a teszt, hogy a vizsgált eszközök faktorok által nem magyará-
zott Sharpe-rátájának, illetve a faktorok Sharpe-rátájának hányadosát veszi. Az így
kapott szám megfelelő konstanssal szorozva F-eloszlást követ, így hipotézisvizsgálatra
alkalmazhatjuk.

A GRS teszt alapja a Hotelling T 2 teszt (Malinvaud 1974, 267-271 oldalak), alkal-
mazásának feltétele, hogy ϵt együttesen normális eloszlású, időben független, véletlen
változó. A szerzők kitérnek arra, hogy a teszt normálisnál kicsivel vastagabb farkú
(leptocurtic) eloszlások esetében is alkalmazható, melyet Affleck-Graves és McDonald
1989 szimulációkkal megerősített, azonban azt is találta, hogy amennyiben erősen
leptocurtic a hibatagok eloszlása, akkor a teszt másodfajú hibájának valószínűsége
jelentősen megnő.

Amikor OLS regresszió segítségével megbecsüljük a regresszió együtthatóit, akkor
α becslései többdimenziós normális eloszlást követnek és így a következőt kapjuk


T


1 + F

T Ω−1F

α ∼ N


T


1 + F

T Ω−1F

α;Σ


(8)

emellett α és Σ függetlenek, (T − 2)Σ T − 2 és Σ paraméterű Wishart eloszlást követ.
Ezeknek köszönhetően definiálhatjuk a statisztikánkat (T (T −N−1)N(T −2))Wu-t,
mely nem centrális F-eloszlású N és T −N − 1 szabadságfokokkal.

Wu := αT Σ−1α

1 + F

T Ω−1F


(9)

A nemcentralitási paramétert, λ-t a következő képlet adja meg

λ :=
T

1 + F
T Ω−1F

αTΣ−1α (10)

Ennek értéke H0 esetén λ = 0, mivel α minden eleme 0, így egy centrális F-
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eloszlással dolgozhatunk.
Így a Wu tesztstatisztikánk F (T −N − P,N) eloszlású lesz H0 esetén.

3.2.2. Pesaran, Yamagata teszt (2024)

Pesaran és Yamagata 2024 által publikált módszer (röviden PY teszt, mely első ver-
zióját 2012-ben publikálták a szerzők) a lineáris faktor modellek esetén a H0 : αi =

= 0, ∀i ∈ 1,    , N tesztelésének egyik legelterjedtebb tesztje, melyhez gyakorla-
tilag minden új módszertant hasonlítanak a szimulációk során. A teszt maga az egyes
eszköszök regresszióinak αi együtthatójának t-próbáira alapszik, azoknak a négyzet-
összegét veszi, majd ezt a statisztikát standardizálja, hogy asszimptotikusan normális
eloszláshoz tartson.

Jα =
N−12


Wd − E( Wd)




V ar( Wd)

=
N−12

N
i=1(t

2
i − v

v−2
)


( v
v−2

)2 2(v−1)
v−4


1 + (N − 1)ρ2N,T

 (11)

Ahol v = T −N − 1 és MF = IT − F (F TF )−1F T

t2i =
α2
i (1

T
TMF1T )

v−1ϵTi ϵi
(12)

továbbá ρ2N,T -et a következőképp számítjuk ki (a korrelációs mátrixnál feltesszük, hogy
az sparse, és így egy treshold-olt becslését számítjuk ki)

ρ̃2N,T =
2

N(N − 1)

N

i=2

i−1

j=1

ρ̃2i,j (13)

ahol a korrelációs mátrix egyes elemeit a következőek szerint becsüljük

ρ̃i,j = ρi,jI [
√
vρi,j > cp(N)] (14)

cp(N) = Φ−1

1− p

2N δ


(15)

Itt p a ρi,j = 0 tesztelésének szignifikancia szintje, δ-t pedig empirikus felhasználás
esetén δ = 1 értékre javasolják beállítani, így a szimulációk során ezt használtam.

Az így megkapott Jα teszt a Pesaran és Yamagata 2024 által leírtak szerint H0

esetén, a megfelelő feltételezések mellett (A. függelék) standard normális eloszláshoz
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tart.

3.2.3. Fan, Liao, Yao teszt (2015)

Fan, Liao és Yao 2015 tesztje (röviden FLY teszt) a másik gyakran használt bench-
mark a lineáris faktor árazási modellek tesztelésének szakirodalmában. Tesztjük két
részből áll, az elsőt J1-el jelölik, ez egy konvencionális statisztika, amely asszimpto-
tikus tulajdonságai megfelelőek, míg a második része, ezt J0-al jelölik, egy "power
enchancement" komponens, mely célja a dense alternatíván hatékony J1 statisztika
sparse alternatíván is nagyobb statisztikai erővel rendelkezzen.

Elsőként a J1 statisztikát írom le, ez egy Wald teszt, melyet a következőképp
számíthatunk ki (Gibbons, Ross és Shanken 1989 statisztikájából indul ki, melyet
standardizál)

J1 =
Taf,T α

T Σ−1
PD α−N√
2N

(16)

ahol af,T = 1− ( 1
T

T
t=1 f

T
t )(

1
T

T
t=1 ftf

T
t )

−1( 1
T

T
t=1 ft), és ΣPD pozitív definit becs-

lése a hibatagok kovarianciamátrixának, melyet Fan, Liao és Mincheva 2011 által
leírtak alapján implementáltam. Így J1 standard normális eloszláshoz konvergál, aho-
gyan T, p → ∞.

J1 leírása után J0 power enchancement komponenssel foglalkozunk. Ennek fontos
tulajdonságai, hogy nemnegatív, azaz m.m. J0 ≥ 0 ; hatásnagyságot H0 esetében nem
torzítja (P (J0 = 0H0) → 1 és power enchancement (statisztikai erőt javítja), azaz
bizonyos H1 esetén divergál.

J0 =
√
N

N

i=1

α2
i

vi
1αi >


viδN,T (17)

Ahol vi = 1
Taf,T ∗(T−K−1)

T
t=1 ϵ

2
i,t és δN,T = log log T

√
logN A két komponenst össze-

adva megkapjuk a power enchancement-es J statisztikánk, mely normális eloszláshoz
tart.

J = J0 + J1
d−→ N (0,1) (18)

3.2.4. Chernov, Kelly, Malamud, Schwab teszt (2025)

Hasonlóan a PY teszthez, a Chernov és tsai. 2025 (továbbiakban CKMS teszt) is a
GRS fő limitációját, a megfigyelések (idő dimenzió hossza) és megfigyelt eszközök
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között megkövetelt szigorú kapcsolatot (megfigyelések száma több, mint a megfigyelt
eszközöké) kívánja feloldani.

Ehhez a kovariancia mátrix inverzének becslését szükséges megváltoztatnunk. Míg
a PY ezt egy thresholding kovariancia becslés segítségével csinálta, mint azt 3.2.2-ben
láthattuk, addig a CKMS ezt ridge-regularizált kovariancia mátrix segítségével vitelezi
ki.

Bevezetjük a ridge-regularizált Wald statisztikát (z > 0 a büntetőtag)

θ2α(z) = αT (zI − ΣN )
−1α (19)

W (z) =
θ2α(z)

1 + θ2M
(20)

Ahol
θ2M = F

T
(F TF )−1F (21)

Ahol F a faktorok (F ) átlagainak vektora.
Annak érdekében, hogy W (z)-t vizsgálni tudjuk, standardizáljuk, és az így kapott

statisztika normális eloszlású lesz. Ehhez azonban szükséges a statisztika várható ér-
téke (H0 esetén) és a szórása. Ezeket véletlen mátrix elmélet (random matrix theory)
segítségével becsülték meg az írók.

W (z)− ξ(z,ΣN , c) → 0 (22)

1 valószínűséggel,

ξ(z,Σn, c) = lim
T,N→∞,PT→c

E

tr((zI + ΣN )ΣN )



T
(23)

ξ(z,ΣN , c)-hez szükséges azonban, hogy ismerjük a kovariancia mátrixot. Szerencsére
azonban a random matrix theory segíségével ki lehet fejezni a kovariancia mátrix
ismerete nélkül is. Ehhez bevezetjük az empirikus Stieltjes transzformációját a becsült
kovariancia mátrixunknak, mely segítségével már ki tudjuk fejezni ξ(z,ΣN , c)-t.

m(−z) =
tr((zI + ΣN )

−1)

N
(24)

ξ(z, c) = (1− c+ cz m(−z))−1 − 1 (25)
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És ennek a deriváltja

ξ′(z, c) =


1

(1− c+ cz m(−z))−1

2

c(z m′(−z)− m(−z)) (26)

Ezek ξ(z,ΣN , c)-hez és a deriváltjához 1 valószínűséggel tartanak.
Az előzőekben bevezetettek segítségével definiálni tudjuk a tesztstatisztikánkat,

mely standard normális eloszláshoz tart (N, T → ∞). A T 12 tag amiatt kell, mivel
W (z)− ξ(z, c) T−12 sebességgel konvergál nullához.

TCKMS =
T 12( W (z)− ξ(z, c))

∆(z, c)
(27)

3.2.5. Liu, Feng, Ma teszt (2023)

B. Liu, Feng és Y. Ma 2023 egy olyan statisztikai tesztet csináltak (LFM teszt),
amely nemparametrikus, robusztus nem normális hibákra és működik akkor is, amikor
N ≥ T . B. Liu, Feng és Y. Ma 2023 tesztje az első spatial sign alapú, melynek
köszönhetően robusztusabb a nem normális eloszlású hibatagokra, mint Pesaran és
Yamagata 2024 vagy Fan, Liao és Yao 2015.

Jelölje U(x) = I(x ̸= 0)xx-et, azaz a spatial sign függvényt (x l2 normáját
jelöli a . Ez a függvény a vektorunkat egy egységgömbre vetíti. Emellett legyen
MF = IT − F (F TF )−1F T , h = MF1T . B. Liu, Feng és Y. Ma 2023 továbbá felteszi,
hogy a hibatagok (ϵt) független azonos eloszlásúak, és egy nulla várható értékű N

változós eliptikus eloszlásúak, a következő sűrűségfüggvénnyel :

det(Σ)−12g(Σ−12ϵ), ϵ ∈ Rn (28)

ahol Σ egy szimmetrikus pozitív definit mátrix, a variancia-kovariancia mátrixunk, és
g generátor függvény. Ez a kettő együtt karakterizálja az eloszlást. (Például g(z) =
= e−z22 normális eloszlás esetén.)

A teszt kiindulási pontja a Oja 2010 könyvében található előjel alapú teszt (13.3
fejezet). Melyhez bevezetjük Ũt = UΣ̃−12(Yt− B̃ft), t = 1,   T , mely segítségével
kiszámolhatjuk a statisztikánkat.

Q0 =
NhT (Ũ1,    , ŨT )

T (Ũ1,    , ŨT )h

hTh
(29)
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B̃ és Σ̃ B és Σ becslései, és H0 esetén a következő egyenleteknek teljesülniük kell

T

t=1

Σ̃−12UΣ̃−12(Yt − B̃ft)fT
t = 0, (30)

1

T

T

t=1

UΣ̃−12(Yt − B̃ft)UΣ̃−12(Yt − B̃ft)T = INN (31)

A feltételek közül az első azt jelenti, hogy a két becsült mátrixunk minimalizálja
Q(B) =

T
t=1 Σ̃−12(Yt−Bft)-t, és a második azt, hogy a spatial sign tagok (Ũi-k)

kovariancia mátrixa INN -nek kell lennie. Az így kapott feladatot iterált algoritmus
segítségével ki tudjuk számolni, azonban az így kapott statisztikát nem tudjuk kiszá-
mítani N > T esetében, mivel Σ̃ ilyen esetben nem invertálható.

Ennek az orvoslására feljesztette ki B. Liu, Feng és Y. Ma 2023 a következőek-
ben leírt módszertanját. Lecserélték B̃-t annak restricted OLS becslésével (αi = 0)
B = (β1,    , βN )

T βi (βi = (F TF )−1F TY ). Emellett Σ helyett annak a diagonális
mátrixát becsülik meg, melyet D jelöl, aminek becslését D jelöli. A fentebbi feltéte-
leket is relaxálják, U függvényen belüli Σ̃-t lecserélik D-re, B̃-t B-re.

T

t=1

U D−12(Yt − Bft)fT
t = 0, (32)

1

T

T

t=1

diag

U D−12(Yt − Bft)U D−12(Yt − Bft)T


= INN (33)

Az így kapott feltételek szerinti D becslésére a következő iteratív algoritmust hasz-
nálják

1. ξt ← D−12ϵt, t = 1,    , N

2. D ← N D12diag

1
T

T
t=1 U(ξt)U(ξt)

T

D12

Az így kapott B és D segítségével kiszámolható Ut = U D−12(Yt − Bft)-t, és
kialakítják a teszt statisztikát, hasonlóan, mint a fentebbi Q0 statisztika.
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Q1 =
NhT ( U1,    , UT )

T ( U1,    , UT )h

hTh
(34)

= N(hTh)−1

T

t1,t2=1,t1 ̸=t2


ht1ht2

UT
t1
Ut2


+N (35)

= Q+N (36)

Ez azonban torzított statisztika, egyfelől amiatt, mert Σ-t kicserélték D-re, más-
felől meg amiatt, hogy B-t annak becslésével B-vel helyettesítették.

Ezt a torzítást bootstrapeléssel javítják ki, a következőképp

TSS =
Q− δQ
2tr(R2)

(37)

Ahol Q a 36. képlet Q-ja, R = D−12ΣD−12 a korreláció mátrix.

tr(R2) =
N 2

hTh(hTh− 1)
T

t1,t2=1,t1 ̸=t2

h2
t1
h2
t2


U

D−12(Yt1 − B

(1)
t1 ft1)

T

U

D−12(Yt2 − B

(2)
t2 ft2)


(38)

itt B(1) és B(2) az idősor első és második felére leszorított OLS becslései a β-knak,
és δQ = E(Q) teszt bootstrappelt várható értéke, mely kiszámolására a következő
eljárást javasolják. Elsőnek kiszámolják az OLS együtthatókat úgy, hogy α-t nem
0 (nem restricted regresszió), azaz ϵi = Yi − αi − βT

i ft. Ezt követően generálunk
egy véletlen változót (η∗i,t), ami 1/2-ed eséllyel 1 és 1/2-ed eséllyel -1 értéket vesz fel
(Rademacher eloszlású), mely segítségével megkapjuk

Y ∗
i,t =

βT
i ft + ϵi,tη

∗
i,t (39)

Az így kapott (Y ∗
i,t, ft) segítségével kiszámítható Q∗ (100-szoros bootstrappet aján-

lanak az írók), melyet átlaga δQ. A fentiek segítségével összeállított statisztika (37.
képlet) normális eloszláshoz tart, ahogyan min(N, T ) → ∞.
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3.3. Maximum alapú tesztek

A Gibbons, Ross és Shanken 1989 teszt és annak előzőekben leírt alternatívái, to-
vábbfejlesztései mind olyan esetben hatékonyak, amelyben az eszközök nagy része
minimum picit félreárazott, így ezen árazási hibák összeadásával tudjuk a legjobban
ezt vizsgálni. Azonban nem ez az egyetlen lehetséges félreárazási lehetőség. Ugyanúgy
hatékonyan tudnunk kell vizsgálni azt is, ha csak néhány félreárazott eszközünk van,
míg az eszközök nagy részében nincs árazási hiba. Ez a verzió például akkor teljesül-
het, ha aktívan kezelt pénzügyi alapokat vizsgálunk, és csak néhány tehetséges port-
folió menedzserünk van, akik ténylegesen a kitett kockázatokon felüli hozamot tudnak
elérni, míg a maradék portfolió menedzser erre nem képes, csak a kockázatoknak meg-
felelő hozamot ér el. A dolgozatom következő részében bemutatott módszertanok ezt
a problémát közelítik meg különböző módszerekkel.

3.3.1. Feng, Lan, Liu, Ma teszt (2022)

Feng és tsai. 2022 kutatásukban olyan tesztet állítottak össze, mely sparse alterna-
tív hipotézis esetén hatékony, abban az esetben, amikor a keresztmetszeti dimenzió
jelentősen meghaladja az idősorok dimenzióját. Ehhez, az eszközönkénti statisztikák
maximumát vizsgáló statisztikai tesztet alkottak, amely mögött az az intuíció, hogy
sparse nem nulla α-jú eszközhalmaz esetén a H0 : αi = 0, i ∈ 1,    , N hipoté-
zis átfogalmazható H0 : maxi∈1,,N(αi) = 0 hipotézisként, melyet jobban tudunk
vizsgálni.

Feng és tsai. 2022 statisztikai tesztüket Pesaran és Yamagata 2024 tesztjéből ve-
zetik le, azzal a különbséggel, hogy a t2i statisztikákat nem összeadják, hanem maxi-
mumukat veszik.

t2i =
α2
i


1TTMF1T



v−1ϵTi ϵi
(40)

Ahol v = T − p − 1, MF = IT − F (F TF )−1F T , αi az OLS becslése αi-nek és ϵi az
OLS becslés hibatagjai. t2i segítségével a kialakíthatjuk a tesztstatisztikát

TMAX = max
i∈1,,N

t2i (41)

TMAX − 2 log(N) + log(log(N)) Gumbel extrémérték eloszlású, ha min(N, T ) → ∞.
Ennek az eloszlásfüggvénye exp (−(1

√
π) exp(−x2)). Amennyiben az 1−γ kvantilis

felé esik a teszt értéke, akkor H0-t elutasítjuk.
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Feng és tsai. 2022 a maximum teszt mellett egy kombinált tesztet is bemutatnak,
mely a maximum tesztjük és a Pesaran és Yamagata 2024 által tervezett teszt egysze-
rű egyesítése. A kombináció abból áll, hogy mindkét tesztet γ2 szignifikanciaszinten
tesztelik, és csak abban az esetben vetik el H0-t ha mindkét teszt elutasítja a saját
nullhipotézisét. (Feng és tsai. 2022 is kifejti, hogy létezik ennél szofisztikáltabb kom-
binációs módszer is, egy ilyen komplexebb módszert használ például a későbbiekben
bemutatott Zhao, H. Ma és Feng 2026 által publikált teszt.)

3.3.2. Massacci, Sarno, Trapani, Vallarino teszt (2025)

Massacci és tsai. 2025 hasonlóan a már leírt módszertanokhoz, is egy egyéni statisz-
tikák maximumát vevő tesztet írtak le. A módszertan fő különbsége Feng és tsai.
2022 tesztjéhez képest, egyfelől, hogy perturbált teszt statisztika, másfelől az, hogy
t-statisztika négyzete alapú statisztika helyett abszolútérték alapú. Az így kapott
tesztnek erősen relaxáltak a feltételezései. A fő feltételezésük az, hogy a hibatagok
minimum első négy momentuma véges (a véges momentumok számát ν-vel jelölik). A
hibatagok strukturálisan (ui,t) ν ≥ 4, ui,t,−∞ < t < ∞ Lν-decomposable Bernouli
shift-ek minden eszközre, mely definíciót sok stacionárius adatgeneráló folyamat is ki-
elégít, mint például az ARMA-GARCH vagy egyéb nemlineáris modellek (pl. Random
Coefficient AutoRegressive model). Ellentétben például Fan, Liao és Yao 2015, Feng
és tsai. 2022 és Pesaran és Yamagata 2024 módszertanjaihoz, melyek időbeli függet-
lenséget tesznek fel a hibatagok esetén. További feltétel relaxációja a tesztnek, hogy
a hibatagok és faktorok függetlensége helyett csak E(ft, ui,t) = 0, ∀i ∈ 1,    , N
feltételt követeli meg.

A tesztet Massacci és tsai. 2025 következőképp írják le. A kiindulási pont az át-
fogalmazott H0 : max1≤i≤N αi = 0. Az αi becslésére bármilyen konzisztens becslés
használható, Massacci és tsai. 2025 OLS regresszióval írják le a tesztjüket, illetve a
szimulációk során is azt használtam, így a leírás során azzal írom le.

Elsőként eszközönkénti OLS regresszió segítségével megbecsüljük αi-t, melyet αi

jelöl. A regressziók hibatagjait ui,t jelölje.

ψi,NT =


T 1ν αi,T

sNT

 (42)
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ahol sNT az OLS regressziók maradéktagjainak négyzetösszege, melyet

sNT =

 1

NT

N

i=1

T

j=1

u2
i,t (43)

ψi,NT -t úgy választották meg, hogy H0 esetén 0-hoz konvergáljon, míg H1 esetén
divergáljon. (Mivel αi,T = Oas(T

−12)) Annak érdekében, hogy egy tesztelhető sta-
tisztikát kapjunk, perturbáljuk ψi,NT -t, független azonos eloszlású standard normális
változókkal.

zi,NT = ψi,NT + ωi (44)

Ahol ωi ∼ N (0,1) és független a mintánktól. Így H0 esetén független azonos eloszlású
standard normális változókat kapunk, azonban ha van i amire αi ̸= 0 akkor ott egy
kiugró értéket kapunk.

ZN,T = max
1≤i≤N

zi,NT (45)

H0 esetén zi,NT -k maximumát véve, ZN,T N darab FAE standard normális maximu-
ma, amely megfelelő normálás mellett aszimptotikusan (N → ∞) Gumbel eloszlású
(pontosan ZN,T−bN

aN
∼ Gumbel).

bN =


2 logN − log logN + ln(4π)

2
√
2 logN

, aN =
bN

1 + b2N
(46)

P∗ jelölje a (ui,t, f
T
t ), 1 ≤ i ≤ N, 1 ≤ t ≤ T mintára feltételes valószínűséget.

Ekkor H0 esetén

lim
min(N,T )→∞

P∗

ZN,T − bN

aN
≤ x


= exp(exp(−x)) (47)

majdnem minden mintára, és minden −∞ < x < ∞. H1 esetében viszont

lim
min(N,T )→∞

P∗

ZN,T − bN

aN
≤ x


= 0 (48)

majdnem minden mintára, és minden −∞ < x < ∞. Továbbá az aszimptotikus elosz-
lást kihasználva megadhatjuk a τ szignifikanciaszint kritikus értékét. Ez a következő

cτ = bN − aN log(− log(1− τ)) (49)
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Az így kapott statisztikában azonban szerepet játszik a véletlen, így ha kétszer
egymás után kiszámoljuk az értékét, mást fogunk kapni. Ennek orvosolására deran-
domizáljuk a tesztet úgy, hogy a perturbációtól kezdve B-szer elvégezzük a tesztet,
így kapva Z

(b)
N,T statisztikákat.

QN,T,B(τ ) =

B
b=1 I


Z

(b)
N,T ≤ cτ



B
(50)

Az így kapott teszt asszimptotikusan jó, azonban a szimulációs vizsgálat során kicsi
minták esetén H0 ellen elfogultnak találták a kutatás írói, így a következő korrekciót
ajánlották

QN,T,B(τ ) ≥ (1− τ)− B−14 (51)

ahol B = ⌊(logN)2⌋.
Az így kapott döntési szabály alapján utasítjuk el a hipotézisünket.

3.4. Kombinációs tesztek

3.4.1. Zhao, Ma, Feng teszt (2026)

Zhao, H. Ma és Feng 2026 tesztjében általánosítja a teszteket, L2 és L∞ normákon túl
más normákra is általánosítja a H0 : αi = 0 ∀i ∈ 1,    , N hipotézis tesztelését. Az
L2 statisztika családjába a Gibbons, Ross és Shanken 1989 és annak továbbfejlesztett
módszertanjai, kiegészítései, tartoznak, melyeket fentebb fejtettem ki. Ezen tesztek
egy L2 statisztikán alapulnak a αTΣ−1α rész és analógjai miatt. Míg az L∞ családba
a hasonlóan már leírt maximumokon alapuló tesztek tartoznak, mint a Feng és tsai.
2022 és Massacci és tsai. 2025. Zhao és társainak módszertanja ezen két norma kö-
zötti helyet tölti ki Lq normájú teszttel, melyről bebizonyítják, hogy az független a
L∞ teszttől. Ezt követően szimulációk segítségével kiválasztják a q = 2,4,6,∞ értéke-
ket, melyeket Cauchy kombináció segítségével (Yaowu Liu és Xie 2020) kombinálnak.
Annak érdekében, hogy alacsonyabb legyen a számításigénye a tesztnek, kombinált
teszjükbe csak a q = 2,4,6,∞ értékekkel számítják ki a Lq tesztet, melyek számításaik
szerint megfelelő mértékben fedik le a különböző sparsity melletti alternatívákat is.

Magát a tesztet Zhao, H. Ma és Feng 2026 a következőképp konstruálja meg.
Elsőként az Lq tesztet vezeti be, majd a teszteket megfelelően standardizálva a teszt
eloszlásban N (0, I3)-hoz tart.

19



Bevezetjük a következő már ismert jelöléseket

MF = IT − F (F TF )−1F T , wT = 1TTMF1T , v = T − p− 1 (52)

Ezt követően minden eszköz többlethozamaira regresszáljuk a faktorainkat, az αi és
ennek a t-statisztikáját a következőképp kaphatjuk meg.

αi =
1TTMFYi

wT

, σ2
i =

ϵTi ϵi
v

, ti =

√
wT αi

σi

, ϵi = MF (Yi − 1T αi) (53)

A fentiek segítségével definiálni tudjuk a páros q-jú Lq statisztikákat

Qa,N =
1√
N

N

i=1

(tai − µa,v) , a ∈ 2,4,6 (54)

A Qa,N képletében µa,v = E(Ua) ahol U ∼ tv, így pontosan kiszámíthatjuk E(Ua)-t.

µ2,v =
v

v − 2
, µ4,v =

3v2

(v − 2)(v − 4)
, µ6,v =

15v3

(v − 2)(v − 4)(v − 6)
(55)

Ezek a tesztek, H0 és normális eloszlású hibatagok mellett pontosan 0 várható érté-
kűek. Variancia-kovariancia mátrixukat megadó képleteket a B. függelékben találjuk.
Ezek kiszámításához szükséges a hibatagok korrelációja, melyet Pesaran és Yamagata
2024 által használt thresholding módszerhez hasonlóan végeznek.

Ezek segítségével, megfelelő feltételek mellett H0 esetén

B−12
N QN

d−→ N (0, I3) (56)

Az így kapott normális eloszlású változóinkból p-értéket tudunk számítani, melyet
az írók Feng és tsai. 2022 maximum statisztikájával kombinálnak, Yaowu Liu és Xie
2020 Cauchy kombinációs módszertanának segítségével.

TC,N =
1

N



a∈2,4,6,∞
tan


π


1

2
− pa


(57)

TC,N asszimpotikusan standard Cauchy eloszlású, melynek segítségével ki tudjuk
számítani az együttes p-értéket.

20



3.4.2. Yu, Yao, Xue teszt (2024)

Yu, Yao és Xue 2024 publikációjukban a Feng és tsai. 2022 által használt maximum
tesztet és Pesaran és Yamagata 2024 tesztjét Fisher kombináció segítségével kombi-
nálják, hogy különböző sparsity mellett is megfelelő legyen a teszt ereje.

Mivel mindkét tesztet már a fentebbiekben leírtam, így csak a tesztek kombináci-
óját fejtem ebben a részben ki.

A Fisher kombináció célja két statisztika kombinálása, mely, mivel az egyéni tesz-
tek p-értékeiből tudjuk kiszámítani, így egyszerűbb dolgunk van, mint ha súlyozottan
adnánk két szatisztikát össze. További jó tulajdonsága a módszernek, hogy asszimpto-
tikusan optimális kombinációja a teszteknek Bahadur relatív hatékonyság szempont-
jából (Yu, Li és Xue 2024).

Jelölje pmax Feng és tsai. 2022 és pWald Pesaran és Yamagata 2024 tesztjeinek
p-értékeit. Ekkor a Fisher kombinációjuk a következő

Fjoint = −2 log(pWald)− 2 log(pmax) (58)

mely H0 esetén
Fjoint

d−→ χ2
4 (59)

eloszláshoz tart amikor N → ∞ és T → ∞. Az eloszlás segítségével a kívánt szig-
nifikanciaszinthez megfelelő kritikus értéket is ki tudjuk számolni, és így egy döntési
szabályt létre tudunk hozni.

3.4.3. Zhao, Feng, Wang, Wang teszt (2024)

Zhao, Feng és tsai. 2024 kutatásukban a fentebbiekben leírt J. Liu és tsai. 2024 Spatial
Sign alapú tesztjét egészítették ki egy Spatial Sum maximum alapú teszttel, melyeket
Cauchy kombináció (Yaowu Liu és Xie 2020) segítségével kombináltak egy statisztikai
tesztté (hasonlóan, mint Yu, Yao és Xue 2024). Az így kapott teszt robusztus a nem
normális eloszlású és különböző sparsity-vel rendelkező esetekben is.

Elsőként a maximum alapú tesztet írom le, majd a kettő teszt kombinációjával
folytatom. A maximum teszt spatial median alapú, mivel az a vastag farkú eloszlások
esetén jelentősen jobban teljesít a mintaátlag alapúaknál (Oja 2010).

Zhao, Feng és tsai. 2024 elsőként a spatial mediánt (θ) és a Σ diagonális mátrixát
(D) becsüli meg, a következő egyenletek megoldásával, melyek felírásához bevezetjük
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Z = MFY , ahol MF = IT − F (F TF )F T .

1

T

T

t=1

U

D−12(Zt − θ)


= 0 (60)

1

T

T

t=1

diag

U

D−12(Zt − θ)


U

D−12(Zt − θ)

T
= 0 (61)

Melyet iteratív algoritmussal oldanak meg

1. ξt ← D−12(Zt − θ), t = 1,    , N

2. θ ← θ +
D1/2

T
t=1 U(ξt)T

t=1 ξt−1

3. D ← ND12diagT−1
T

t=1 U(ξt)U(ξt)
TD12

Az így kapott becsléseket D és θ jelöli.
Bevezetjük továbbá rt = D−12ϵ,t ζ = NE(r−1

t )ηω, ηω = 1−2ηE(r−1
t )E(rt)+

+ ηE(r−2
s )E(r2t ) és T−1ωT

p−→ ω = 1− η, ahol ωt = 1TTMF1T

ζ becslését úgy kapjuk meg, hogy a képletébe az egyes részeinek becsléseit behe-
lyettesítjük, azaz

ζ =
N E(r−1

t )2

1− 2T−11TTF (F TF )−1F T1T
E(r−1

t )E(rt) + T−11TTF (F TF )−1F T1T
E(r−2

t )E(r2t )
(62)

Ahol

E(rt) =T−1

T

t=1

ϵt,, E(r−1
t ) =T−1

T

t=1

ϵt,−1, (63)

E(r2t ) =T−1

T

t=1

ϵt,2, E(r−2
t ) =T−1

T

t=1

ϵt,−2, (64)

Az előbbiek segítségével kiszámítható a teszt statisztika TSM

TSM = T  D−12θ2∞ζ − 2 logN + log logN (65)

Mely a megfelelő feltételezések mellett (A. függelékben megtalálható) H0 esetén Gum-
bel eloszláshoz tart.
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Az így kapott TSM statisztikából kiszámolt pSM p-értéket és a J. Liu és tsai.
2024 szerint számolt pSS értéket ezeket követően Cauchy kombinációval kombinálják,
ugyanúgy, mint azt a Zhao, H. Ma és Feng 2026 módszertanát leíró részben (3.4.1.
szekció) leírtam. Az így kapott érték a kombinált teszt végső p-értéke.

4. Szimulációk

A következő fejezetben a szimulációs környezetet, a szimulált folyamatokat fogom
leírni. Elsőként magát a szimulált folyamatot, majd annak különböző variációit mu-
tatom be, amelyek segítségével a különböző, az előző fejezetben leírt módszertanokat
összehasonlítottam. A Gibbons, Ross és Shanken 1989 tesztet a módszertanok között
amiatt írtam le, mivel a többi módszertan a GRS segítségével érthető meg könnyeb-
ben, mivel nagy részük (főleg a sum alapúak) belőle indulnak ki. Viszont, mivel a
szimulációk nagy részében N > T lesz, így a GRS teszt nem alkalmazható, ami miatt
kihagytam a szimulációkból.

4.1. Adatgeneráló folyamat

A felhasznált szakirodalmakban az adatgeneráló folyamatok alapja minden esetben
igen hasonló volt, így ennek megfelelően én is ezt a folyamatot használtam. Az összes
elemzett kutatásban egy a Fama French három faktoros modellhez (Fama és French
1992) hasonlóra specifikált alapot használtak (piaci faktor, HML és SMB). A szi-
mulációim alapjaként Zhao, Feng és tsai. 2024 által használt szimulációs alapokat
fogom használni, amely Pesaran és Yamagata 2024 szimulációs módszertanának egy
változtatott verziója.

Az magyarázandó változóink Yi,t egy lineáris faktor árazási modell (Linear Factor
Pricing Model, LFPM) segítségével generáltak, p = 3 faktor mellett, a következő
alakban.

Yi,t = αi +

3

k=1

βi,kfk,t + ϵi,t (66)

A három faktorunk a Fama és French 1992 piaci, HML és SMB faktorok analógjai,
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melyeket GARCH(1,1) folyamatként generálják a következőképp

f1,t = 0,53 + 0,06f1,t−1 + h
12
1,t ζ1,t (Piaci faktor)

f2,t = 0,19 + 0,19f2,t−1 + h
12
2,t ζ2,t (SMB faktor)

f3,t = 0,19 + 0,05f3,t−1 + h
12
3,t ζ3,t (HML faktor)

Ahol ζk,t standard normális eloszlású, a varianciákat (hk,t) a következő egyenletek
adják meg

h1,t = 0,89 + 0,85h1,t−1 + 0,11ζ21,t−1 Piaci faktor

h2,t = 0,62 + 0,74h2,t−1 + 0,19ζ22,t−1 SMB faktor

h3,t = 0,80 + 0,76h3,t−1 + 0,15ζ23,t−1 HML faktor

Mint Zhao, Feng és tsai. 2024 és Pesaran és Yamagata 2024, a szimulációkat t =

= −49,    ,1,    , T futtattam, az első 50 iteráció azért szükséges, hogy ne mindig
ugyanazokkal a (hi,t) paraméterekkel kezdődjön

A hibatagokat (ϵi,t) hasonlóan Zhao, Feng és tsai. 2024 szimulációihoz, a követke-
zőképp paramétereztem, a kovarianciamátrixnak Σ = (0,5i−j)1≤i,j≤N használtam, a
hibatagoknál a következő szenáriókat csináltam.

1. Többváltozós normális eloszlás, ϵt ∼ N (0,Σ)

2. Többváltozós t-eloszlás, ϵt ∼ tN,3(0,Σ)
√
3

3. Többváltozós normális eloszlások keveréke MNN,κ,9, azaz ϵt ∼ [κN(0,Σ) + (1−
− κ)N(0, 9Σ)]


κ+ 9(1− κ), κ = 0,8

4. Független komponesű modell (Independent Component Model) ϵt = Σ12ut,
ahol ut ∼ tN,3(0, IN )

Szimulációim során T = 60, 120, 180-at választottam, (Zhao, Feng és tsai. 2024 60
és 120-ra számolt), N = 100,200,400 szimulált eszköz mellett.

Az eszközök faktoronkénti kitettségeit egyenletes eloszlásból generáltam, Pesaran
és Yamagata 2024 általt használt intervallumokkal megegyezően, azaz a piaci faktor
esetén IIDU(0,3; 1,8), HML faktornál IIDU(−1,0; 1,0) és a SMB faktor esetében
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pedig IIDU(−0,6; 0,9) véletlen változókkal. A szimulációk paramétereit empirikus
adatok alapján állították be.

A már említett két szakirodalommal megegyezően a tesztek statisztikai erejét több
sparsity beállítás mellett is teszteltem, α = (a,    , a,0,    ,0), ahol az első ⌊sN⌋
együttható a =


0,5⌊s⌋) értéket kap, míg a többi nullát. (s = 0,02; 0,1; 1 értékekkel)

5. Eredmények

A következő részben a dolgozatom eredményeit mutatom be. Elsőként a szimulációkét,
majd ezt követően egy kisebb empirikus alkalmazását a szimulációk során legjobban
teljesítő teszteknek.

5.1. Tesztek statisztikai terjedelme (size)

Elsőként az előzőekben már részletezett statisztikai tesztek terjedelmét (size) vizs-
gáltam Monte Carlo szimulációk segítségével a különböző konfigurációk mellett. Ez
a mutató azt vizsgálja, hogy mekkora valószínűséggel utasítjuk el a H0 hipotézisün-
ket, annak ellenére, hogy az ténylegesen igaz. Amennyiben a size túl alacsony, akkor
konzervatívabb a tesztünk, mint azt a vizsgált szignifikanciaszinten szeretnénk, mely
a statisztikai teszt erejére lehet negatív hatással (másodfajú hiba valószínűsége túl
magas), míg ha a teszt túl liberálisan utasítja el a nullhipotézist, akkor az elsőfajú
hiba valószínűsége emelkedik. A szimulációk során kapott eredményeket a 1. táblázat-
ban láthajuk. Mindegyik konfiguráció esetében 200-200 szimulációt futtattam, amely
alacsonyabb szimulációs elemszám, azonban a sok különböző konfiguráció miatt így
is jelentős ideig tartott a szimulálásuk. Megfigyelhetjük, hogy a tesztek többsége a
kívánt 5%-os size-hoz közel teljesített, mely konzisztens az egyes módszertanok szak-
irodalmaiban olvasottakkal. Kifejezetten jól teljesítettek a PY, FLLM, ZFWWCOM
tesztek, míg a ZMF és CKMS tesztek hosszabb idősorok mellett undersized-ek voltak.
A fő kivétel a FLY (Fan, Liao és Yao 2015) statisztika, melynek jelentősen magasabb
a size-ja, melyet egyfelől az alacsonyabb idő és eszköz dimenziók okoznak (eredeti
cikkben T = 300,500 és N = 500− 1200 mellett szimulálnak, ilyen paraméterek mel-
lett konzisztens a szimuláció Fan, Liao és Yao 2015 eredményeivel), másfelől a vastag
farkú hibatagok és más fajta kovarianciamátrix is rontják a statisztika teljesítményét.
A jelentősen túl magas terjedelme miatt a FLY tesztet nem fogom alkalmazni a valós
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Normal Student-t Keverék ICM
N Teszt 60 120 180 60 120 180 60 120 180 60 120 180

100 PY 0.05 0.14 0.08 0.03 0.03 0.04 0.07 0.10 0.07 0.04 0.03 0.05
FLY 0.32 0.21 0.18 0.27 0.12 0.15 0.29 0.23 0.21 0.23 0.21 0.15
CKMS 0.06 0.04 0.09 0.04 0.04 0.01 0.10 0.11 0.03 0.02 0.02 0.02
LFM 0.03 0.11 0.07 0.04 0.03 0.07 0.05 0.09 0.07 0.03 0.02 0.02
FLLM 0.01 0.06 0.09 0.06 0.04 0.02 0.07 0.05 0.05 0.04 0.04 0.04
MSTV 0.10 0.05 0.08 0.17 0.12 0.07 0.07 0.07 0.05 0.09 0.07 0.06
ZFWW 0.05 0.08 0.09 0.08 0.09 0.09 0.11 0.09 0.06 0.06 0.07 0.04
ZMF 0.04 0.08 0.05 0.04 0.04 0.03 0.09 0.04 0.03 0.01 0.03 0.05
YYX 0.06 0.12 0.12 0.06 0.05 0.03 0.12 0.12 0.09 0.03 0.06 0.07
ZFWWCOM 0.05 0.11 0.11 0.05 0.06 0.09 0.11 0.11 0.06 0.05 0.06 0.03

200 PY 0.12 0.07 0.05 0.06 0.03 0.02 0.09 0.06 0.05 0.07 0.03 0.05
FLY 0.37 0.22 0.11 0.36 0.21 0.15 0.35 0.23 0.17 0.31 0.22 0.22
CKMS 0.09 0.08 0.07 0.02 0.00 0.00 0.17 0.07 0.04 0.04 0.00 0.00
LFM 0.05 0.06 0.05 0.00 0.03 0.02 0.05 0.04 0.05 0.01 0.01 0.10
FLLM 0.08 0.06 0.03 0.05 0.04 0.04 0.09 0.06 0.02 0.04 0.08 0.03
MSTV 0.17 0.07 0.06 0.12 0.11 0.07 0.09 0.09 0.07 0.12 0.07 0.06
ZFWW 0.08 0.07 0.03 0.04 0.03 0.05 0.13 0.06 0.03 0.08 0.07 0.06
ZMF 0.09 0.07 0.05 0.03 0.00 0.00 0.11 0.03 0.04 0.04 0.04 0.03
YYX 0.15 0.11 0.06 0.08 0.05 0.02 0.16 0.05 0.05 0.07 0.05 0.05
ZFWWCOM 0.10 0.07 0.06 0.04 0.03 0.03 0.13 0.06 0.05 0.04 0.05 0.08

400 PY 0.08 0.11 0.08 0.06 0.01 0.02 0.07 0.06 0.03 0.09 0.00 0.03
FLY 0.39 0.27 0.21 0.45 0.28 0.21 0.38 0.27 0.18 0.45 0.25 0.31
CKMS 0.07 0.07 0.05 0.00 0.02 0.01 0.05 0.03 0.05 0.00 0.02 0.00
LFM 0.03 0.09 0.08 0.00 0.03 0.01 0.03 0.04 0.03 0.01 0.06 0.04
FLLM 0.12 0.10 0.07 0.06 0.03 0.03 0.11 0.10 0.10 0.06 0.04 0.03
MSTV 0.14 0.08 0.05 0.20 0.11 0.05 0.21 0.06 0.05 0.20 0.06 0.12
ZFWW 0.19 0.14 0.07 0.09 0.05 0.05 0.12 0.10 0.10 0.04 0.04 0.06
ZMF 0.06 0.10 0.07 0.04 0.01 0.01 0.09 0.07 0.06 0.03 0.01 0.01
YYX 0.09 0.15 0.10 0.09 0.01 0.04 0.12 0.09 0.08 0.09 0.03 0.04
ZFWWCOM 0.10 0.14 0.08 0.04 0.05 0.03 0.11 0.11 0.07 0.04 0.04 0.04

200 Monte Carlo szimuláció eredménye, 5% szignifikanciaszinten számítva.

1. táblázat. Tesztstatisztikák size-ja a különböző szimulációk esetén.

adatok elemzésekor. Továbbá láthatjuk, hogy az MSTV statisztika (Massacci és tsai.
2025) rövid idősor esetében jelentősen oversized, melyet egyfelől a különböző ν válasz-
tása (dolgozatomban ν = 4, míg Massacci és tsai. 2025 ν = 5 paramétert használt),
másfelől meg az okozhat, hogy a teszt az α OLS becslésén alapszik, amely ilyen rö-
vid idősor mellett magasabb varianciával rendelkezik, melyre a teszt, mivel maximum
statisztika alapú, érzékenyebb.
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5.2. Tesztek statisztikai ereje (power)

A tesztek size-ainak vizsgálása után a statisztikai erejük vizsgálatát részletezem. Az
előzőektől a legnagyobb eltérés az, hogy egy további dimenzió mentén is elemezhetjük
a kapott számokat. Ez a nem nulla alfák aránya, melyet 2%, 10% és 100% konfigurá-
ciók mellett futtattam mindegyik teszt esetén.

s = 0,02 Normal Student-t Keverék ICM
N Teszt 60 120 180 60 120 180 60 120 180 60 120 180

100 PY 0.45 0.86 1.00 0.49 0.74 0.95 0.72 0.97 1.00 0.43 0.77 0.95
FLY 0.75 0.95 1.00 0.88 0.97 1.00 0.91 1.00 1.00 0.78 0.97 1.00
CKMS 0.44 0.81 0.99 0.19 0.58 0.90 0.71 0.98 1.00 0.23 0.64 0.92
LFM 0.33 0.76 1.00 0.57 1.00 1.00 0.51 0.93 1.00 0.56 0.98 1.00
FLLM 0.72 1.00 1.00 0.82 0.98 1.00 0.91 1.00 1.00 0.84 0.96 1.00
MSTV 0.38 0.57 0.88 0.54 0.72 0.87 0.76 0.93 0.98 0.54 0.65 0.84
ZFWW 0.76 1.00 1.00 0.99 1.00 1.00 0.92 1.00 1.00 0.96 1.00 1.00
ZMF 0.70 0.99 1.00 0.79 0.97 1.00 0.94 1.00 1.00 0.76 0.96 1.00
YYX 0.71 0.98 1.00 0.83 0.98 1.00 0.94 1.00 1.00 0.84 0.97 1.00
ZFWWCOM 0.72 1.00 1.00 0.99 1.00 1.00 0.93 1.00 1.00 0.97 1.00 1.00

200 PY 0.32 0.66 0.97 0.25 0.37 0.86 0.63 0.93 1.00 0.29 0.47 0.80
FLY 0.71 0.87 0.99 0.69 0.83 0.98 0.90 0.98 1.00 0.72 0.87 0.97
CKMS 0.42 0.68 0.95 0.14 0.36 0.81 0.57 0.90 1.00 0.12 0.36 0.80
LFM 0.22 0.54 0.97 0.38 0.94 1.00 0.39 0.82 1.00 0.44 0.94 1.00
FLLM 0.45 0.91 1.00 0.63 0.86 1.00 0.76 1.00 1.00 0.57 0.93 0.99
MSTV 0.27 0.24 0.38 0.30 0.37 0.47 0.43 0.57 0.82 0.33 0.29 0.44
ZFWW 0.51 0.93 1.00 0.90 0.99 1.00 0.79 1.00 1.00 0.88 1.00 1.00
ZMF 0.43 0.93 1.00 0.54 0.82 1.00 0.79 1.00 1.00 0.53 0.87 0.99
YYX 0.55 0.94 1.00 0.62 0.86 1.00 0.82 0.99 1.00 0.63 0.89 0.99
ZFWWCOM 0.50 0.89 1.00 0.90 0.99 1.00 0.77 0.99 1.00 0.90 1.00 1.00

400 PY 0.32 0.39 0.81 0.16 0.20 0.60 0.39 0.70 0.99 0.08 0.34 0.60
FLY 0.73 0.81 0.92 0.63 0.74 0.96 0.87 0.92 0.99 0.68 0.86 0.97
CKMS 0.33 0.52 0.82 0.05 0.04 0.44 0.56 0.71 1.00 0.03 0.10 0.53
LFM 0.09 0.28 0.78 0.17 0.73 1.00 0.17 0.51 0.98 0.14 0.86 1.00
FLLM 0.28 0.61 0.94 0.36 0.74 0.94 0.48 0.87 1.00 0.30 0.72 0.99
MSTV 0.13 0.14 0.19 0.24 0.09 0.19 0.29 0.22 0.43 0.21 0.17 0.20
ZFWW 0.30 0.63 0.94 0.68 0.97 1.00 0.56 0.89 1.00 0.64 0.97 1.00
ZMF 0.29 0.62 0.98 0.26 0.62 0.92 0.49 0.92 1.00 0.19 0.63 0.98
YYX 0.41 0.67 0.97 0.38 0.66 0.92 0.58 0.91 1.00 0.30 0.72 0.98
ZFWWCOM 0.26 0.64 0.94 0.63 0.96 1.00 0.48 0.90 1.00 0.60 0.96 1.00

200 Monte Carlo szimuláció eredménye, 5% szignifikanciaszinten számítva.

2. táblázat. Tesztstatisztikák power-je 2% nem nulla alfájú eszköz mellett
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5.2.1. Sparse alternatív hipotézis esetén

A 2. táblázatban a 2% nem nulla alfás szimulációk eredményét láthatjuk. Ezeknél,
ahogyan arra számítani lehetett a maximum és kombinált statisztikák teljesítettek
jól, míg a szumma alapúak alacsony power-el rendelkeznek. A legjobban a ZFWW,
ZFWWCOM, ZMF és YYX tesztek teljesítettek, míg a legrosszabban a CKMS és
MSTV tesztek. Látható még továbbá, hogy a tesztek teljesítménye romlik amikor nö-
veljük az eszközök számát fix idő dimenzió mellett. Emellett, ahogyan az várható volt,
a szumma alapú teszteket (PY és LFM) minden esetben túlteljesítették a maximum
alapú tesztek.

Valamivel más eredményeket találhatunk a 3. táblázatban, ahol az eszközök 10%-
nak nem nulla az alfája. Amíg a maximum alapú tesztek teljesítménye erősen romlott,
de a szumma alapúakén kisebb változást figyelhetünk meg. Érdemes továbbá megemlí-
teni a PY teszt teljesítményét is, mely normális eloszlású hibatagok esetén kiemelkedő
statisztikai erővel rendelkezik a többi vizsgált módszertanhoz képest, azonban a vas-
tagfarkú hibatagokra érzékeny, ezek esetében jelentős erőt veszít, így alkalmazásánál
szükséges és fontos is erre figyelni.

Az MSTV teszt alulteljesítésének fő oka az, hogy a szimulációimban kisebb alfá-
kat használtam, mint a Massacci és tsai. 2025, így arra következtethetünk, hogy a
teszt kevésbé érzékeny, mint a többi vizsgált maximum alapú teszt. Azonban ehhez
meg kell említenünk azt is, hogy a feltételezései is relaxáltabbak, mint a többi teszt
feltételezései, így az nem tesztelt hibatagok (pédául ha az GARCH folyamat) mellett
jobban teljesíthet.

5.2.2. Dense alternatív hipotézis esetén

A 4. táblázatban a tesztek teljesítményét a dense alternatív hipotézis esetében lát-
hatjuk. Itt a 10%-os sparsity táblázatában látható trendek folytatódnak, a maximum
alapú tesztek ereje az s = 2% szimulációkban látható erő harmadára negyedére csök-
ken. A szumma alapú tesztek ereje viszont ugyanezek között körülbelül egyharmad
és egyhatod közötti javulást mutat. Azonban a rövid idősorok és sok eszköz esetében
láthatjuk, hogy egyik teszt ereje sem megfelelő, mindegyik ∼ 0,1 − 0,3 közötti érté-
keket vesz fel. Ezt a szimulációk során alkalmazott α okozza, mivel minden esetben
a négyzetösszegük pontosan 0,5, így például N = 400 esetében αi = 0,0354, amely a
rövid idősor miatt nagy szórással becsülhető, így elveszik a zajban. Ha nagyobb fél-
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reárazásokkal számoltunk volna a szimulációkban, akkor a tesztek ereje is magasabb
lett volna.

H1, s = 0,10 Normal Student-t Keverék ICM
N Teszt 60 120 180 60 120 180 60 120 180 60 120 180

100 PY 0.47 0.79 0.98 0.43 0.76 0.95 0.68 0.97 1.00 0.35 0.75 0.97
FLY 0.75 0.92 1.00 0.80 0.93 0.99 0.87 0.99 1.00 0.74 0.89 1.00
CKMS 0.45 0.77 0.99 0.23 0.56 0.90 0.68 0.95 1.00 0.11 0.55 0.94
LFM 0.42 0.78 0.99 0.74 0.99 1.00 0.55 0.96 1.00 0.69 1.00 1.00
FLLM 0.41 0.72 1.00 0.40 0.79 0.98 0.48 0.96 1.00 0.41 0.80 0.99
MSTV 0.23 0.12 0.21 0.19 0.18 0.17 0.38 0.27 0.38 0.19 0.17 0.26
ZFWW 0.45 0.73 1.00 0.70 0.99 1.00 0.54 0.97 1.00 0.72 1.00 1.00
ZMF 0.46 0.82 0.99 0.33 0.82 0.97 0.62 0.99 1.00 0.35 0.78 0.99
YYX 0.55 0.87 1.00 0.56 0.88 0.97 0.72 0.99 1.00 0.50 0.87 0.99
ZFWWCOM 0.50 0.82 0.99 0.80 1.00 1.00 0.61 0.97 1.00 0.80 1.00 1.00

200 PY 0.27 0.61 0.97 0.25 0.40 0.89 0.51 0.90 1.00 0.26 0.42 0.79
FLY 0.69 0.75 1.00 0.79 0.84 0.98 0.84 0.98 1.00 0.70 0.87 1.00
CKMS 0.31 0.60 0.93 0.10 0.30 0.75 0.52 0.88 1.00 0.09 0.24 0.76
LFM 0.17 0.54 0.96 0.56 0.96 1.00 0.38 0.85 1.00 0.52 0.99 1.00
FLLM 0.25 0.42 0.75 0.27 0.49 0.87 0.35 0.63 0.99 0.30 0.50 0.85
MSTV 0.15 0.11 0.04 0.17 0.13 0.08 0.21 0.19 0.10 0.15 0.14 0.09
ZFWW 0.27 0.45 0.81 0.45 0.83 1.00 0.42 0.68 0.99 0.47 0.92 1.00
ZMF 0.20 0.56 0.95 0.25 0.50 0.95 0.49 0.85 1.00 0.21 0.48 0.84
YYX 0.36 0.68 0.97 0.39 0.61 0.96 0.59 0.89 1.00 0.36 0.58 0.93
ZFWWCOM 0.30 0.60 0.95 0.58 0.95 1.00 0.51 0.84 1.00 0.59 0.99 1.00

400 PY 0.27 0.45 0.88 0.10 0.35 0.63 0.42 0.71 0.98 0.17 0.27 0.57
FLY 0.77 0.75 0.95 0.64 0.81 0.96 0.83 0.92 0.99 0.63 0.71 0.91
CKMS 0.30 0.43 0.86 0.03 0.12 0.51 0.38 0.72 0.99 0.03 0.13 0.45
LFM 0.11 0.34 0.87 0.15 0.90 1.00 0.18 0.68 0.98 0.19 0.86 1.00
FLLM 0.19 0.17 0.47 0.14 0.28 0.48 0.26 0.35 0.74 0.14 0.19 0.43
MSTV 0.15 0.07 0.03 0.14 0.10 0.07 0.18 0.10 0.09 0.17 0.08 0.09
ZFWW 0.23 0.19 0.50 0.23 0.55 0.95 0.27 0.37 0.75 0.26 0.53 0.96
ZMF 0.21 0.35 0.81 0.06 0.28 0.61 0.37 0.71 0.98 0.13 0.21 0.57
YYX 0.33 0.41 0.88 0.15 0.45 0.73 0.47 0.76 0.98 0.21 0.32 0.67
ZFWWCOM 0.23 0.32 0.83 0.24 0.87 1.00 0.35 0.69 0.98 0.25 0.83 1.00

200 Monte Carlo szimuláció eredménye, 5% szignifikanciaszinten számítva.

3. táblázat. Tesztstatisztikák power-je 10% nem nulla alfájú eszköz mellett
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H1, s = 1 Normal Student-t Keverék ICM
N Teszt 60 120 180 60 120 180 60 120 180 60 120 180

100 PY 0.45 0.81 0.99 0.45 0.76 0.93 0.70 0.94 1.00 0.46 0.80 0.96
FLY 0.71 0.94 1.00 0.80 0.96 1.00 0.88 0.98 1.00 0.79 0.94 1.00
CKMS 0.44 0.71 1.00 0.23 0.60 0.93 0.66 0.97 1.00 0.24 0.56 0.92
LFM 0.43 0.78 0.99 0.75 1.00 1.00 0.59 0.92 1.00 0.75 1.00 1.00
FLLM 0.23 0.20 0.51 0.22 0.36 0.56 0.26 0.46 0.81 0.19 0.29 0.51
MSTV 0.12 0.12 0.08 0.12 0.12 0.06 0.16 0.14 0.12 0.15 0.10 0.08
ZFWW 0.28 0.26 0.59 0.29 0.57 0.89 0.30 0.48 0.84 0.31 0.60 0.87
ZMF 0.36 0.66 0.99 0.32 0.65 0.89 0.53 0.89 1.00 0.29 0.64 0.89
YYX 0.45 0.79 1.00 0.49 0.76 0.95 0.68 0.93 1.00 0.48 0.77 0.97
ZFWWCOM 0.43 0.74 1.00 0.71 1.00 1.00 0.58 0.92 1.00 0.72 1.00 1.00

200 PY 0.45 0.67 0.92 0.28 0.51 0.86 0.60 0.90 1.00 0.23 0.52 0.86
FLY 0.73 0.85 0.98 0.67 0.83 0.98 0.85 0.95 1.00 0.68 0.88 0.98
CKMS 0.28 0.68 0.96 0.07 0.29 0.74 0.52 0.94 1.00 0.12 0.27 0.79
LFM 0.28 0.62 0.91 0.52 0.98 1.00 0.47 0.89 1.00 0.54 0.95 1.00
FLLM 0.23 0.21 0.32 0.12 0.20 0.33 0.21 0.25 0.47 0.12 0.17 0.36
MSTV 0.13 0.09 0.10 0.07 0.09 0.08 0.26 0.12 0.10 0.17 0.06 0.08
ZFWW 0.28 0.26 0.37 0.23 0.34 0.69 0.25 0.29 0.48 0.24 0.35 0.66
ZMF 0.31 0.49 0.89 0.13 0.40 0.76 0.50 0.83 0.99 0.12 0.39 0.72
YYX 0.48 0.67 0.92 0.30 0.53 0.85 0.61 0.88 1.00 0.22 0.54 0.88
ZFWWCOM 0.32 0.59 0.92 0.52 0.98 1.00 0.46 0.85 0.99 0.52 0.96 1.00

400 PY 0.25 0.49 0.87 0.23 0.34 0.50 0.33 0.75 0.99 0.15 0.31 0.64
FLY 0.73 0.77 0.93 0.71 0.81 0.97 0.84 0.91 0.99 0.63 0.76 0.91
CKMS 0.30 0.49 0.75 0.01 0.08 0.42 0.43 0.72 1.00 0.02 0.09 0.51
LFM 0.11 0.43 0.86 0.33 0.83 1.00 0.17 0.64 0.99 0.22 0.89 1.00
FLLM 0.19 0.14 0.20 0.12 0.09 0.21 0.21 0.20 0.29 0.10 0.13 0.17
MSTV 0.22 0.13 0.06 0.22 0.06 0.06 0.13 0.08 0.07 0.19 0.11 0.07
ZFWW 0.20 0.17 0.21 0.17 0.19 0.33 0.22 0.21 0.31 0.21 0.26 0.35
ZMF 0.20 0.33 0.77 0.11 0.16 0.41 0.29 0.59 0.97 0.10 0.17 0.48
YYX 0.25 0.46 0.86 0.24 0.31 0.56 0.44 0.72 0.98 0.19 0.37 0.63
ZFWWCOM 0.19 0.36 0.82 0.28 0.78 0.99 0.21 0.63 0.99 0.24 0.84 1.00

200 Monte Carlo szimuláció eredménye, 5% szignifikanciaszinten számítva.

4. táblázat. Tesztstatisztikák power-je 100% nem nulla alfájú eszköz mellett

5.3. Gyakorlati példa

A szimulációs eredmények bemutatása után, az alacsony idő dimenziós szimulációk-
ban legjobban teljesítő öt tesztet (és ezekből két teszt kombinációs tesztjét is) valós
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adatokon is alkalmaztam. Ezek a PY, ZMF, YYX, LFM, ZFWW és a ZFWW és LFM
kombinációja. Elsőnek a teljes idősorra, majd három különböző gördülő ablak méret
mellett is (48, 60 és 72 hónap). Az árfolyamadatokat Bloomberg terminál segítségével
szereztem meg, míg a faktorokat Keneth R. French weboldaláról töltöttem le. Annak
érdekében, hogy minden időintervallumban, annak érdekében, hogy minél nagyobb
adathalmazon végezzem a vizsgálatot, csak azokat az eszközöket vettem ki, amelyek
az aktuálisan vizsgált időablakban hiányzó adattal rendelkeztek.

Összesen 6 különböző variációt vizsgáltam, a Fama-French 3 faktoros modellt
(Fama és French 1992) és Fama-French 5 faktoros modellt (Fama és French 2012),
mindkettőt a már említett három gördülő ablak mellett. Ezek eredményeit a követ-
kezőekben részletezem.

5.3.1. Fama-French 3 faktoros modell

A három faktoros modell empirikus vizsgálatával kezdve, elsőként a teljes idősorra
alkalmaztam a teszteket, melyek p-értékei mind a négy esetben kisebbek voltak, mint
0,001, így erős bizonyítékunk van arra, hogy α ̸= 0. A tejes idősor vizsgálata után,
a gördülő ablakos vizsgálatot végeztem el, az eredményeket a 1-3. ábrákon láthatjuk.
Az egyes ábrákat megvizsgálva láthatjuk, hogy a kombinált statisztika p-értéke csak
0,5-ig megy fel, mely a Cauchy kombináció miatt van, mivel ha a kombinálandó
tesztek közül valamelyik p-értéke 0,5 felé megy, akkor a tg(0,5 − pi) tag negatív.
Ennek megelőzése érdekében 0,5-nél levágjuk (tresholded Cauchy kombináció, Yaowu
Liu és Xie 2020).

Észrevehetjük továbbá, hogy a tesztek két fő időszakban utasítják el a nullhipo-
tézist. Ezek a 2003-2005 és 2008-2014 között kezdődő 4-6 éves időszakok. Ez konzisz-
tens a feldolgozott szakirodalmakban találtakkal, ahol hasonló eredményekre jutot-
tak. Látható még, hogy a ZFWW teszt utasította el a H0-t a legkevesebb, legrövidebb
időszakban, mely az árazási hibák sparsity-jére utalhat.
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1. ábra. Fama-French 3 faktoros modell, T = 48

2. ábra. Fama-French 3 faktoros modell, T = 60

3. ábra. Fama-French 3 faktoros modell, T = 72
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4. ábra. Fama-French 5 faktoros modell, T = 48

5. ábra. Fama-French 5 faktoros modell, T = 60

6. ábra. Fama-French 5 faktoros modell, T = 72
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5.3.2. Fama-French 5 faktoros modell

A három faktoros modell empirikus vizsgálata után, az ötfaktoros modellre térünk
át. Ezek eredményeit a 4-6. ábrákon láthatjuk. Az ötfaktoros modell eredményei ha-
sonlóakat mutatnak, mint a háromfaktoroséi, azzal a különbséggel, hogy a 2003-2005
között kezdődő 4-6 éves időszakban a ZFWW teszt nem utasítja el el a H0-t. Ehhez
hasonlót figyelhetjük meg a másik, 2008 és 2014 között kezdődő 4-6 éves időtarta-
mokon , melyeken továbbra is elutasítjak a H0-t a tesztek többsége. Kivétel ez alól a
ZFWW, mely csak 2008-ban egy rövid ideig utasítja azt el. Az eredményekből így arra
következtethetünk, hogy inkább több, kisebb félreárazást figyelhetünk meg a vizsgált
részvények között, nem kevés, de nagyobb félreárazást, mivel a maximum alapú teszt
(ZFWW) kevesebbszer utasította el a H0-t, mint a szumma alapú vagy a kombinációs
tesztek. Ezeket az eredményeket azonban érdemes alaposabban is megvizsgálni, de ez
túlmutat a dolgozatomon.

6. Összegzés

A modern pénzügy egyik alap modelljei a faktormodellek, melyek az egyes eszközök
többlethozamának keresztmetszetét különféle elméletileg megalapozott változók (fak-
torok) segítségével magyarázzák. Annak érdekében azonban, hogy ki tudjuk választani
a hozamokat legjobban magyarázó modelleket, szükséges egy olyan statisztikai teszt,
amely együttesen vizsgálja az adott faktor modell félreárazásait.

A dolgozatomban azokat a teszteket hasonlítottam össze, amelyek ezeket a fél-
reárazásokat rövid idődimenzió mellett is sok eszközzel vizsgálni képesek (például
T = 60 és N = 500 esetében), még abban az esetben is, ha a hibatagok valami-
lyen vastag farkú eloszlást követnek. A módszertanokat Monte Carlo szimulációkkal
vizsgáltam, olyan paraméterek mellet, amelyeket gyakorlatban is előfordulhatnak.

A szimulációk eredményei alapján attól függően, hogy milyen sparsity-t feltétele-
zünk, érdemes vagy a megfelelő (sparse esetében maximum alapúakat, dense esetében
szumma alapúakat), vagy egy kombinált tesztet alkalmazni. A legjobban két meto-
dológia teljesített, az első a vastag farkú hibatagokra kevésbé robusztus YYX kombi-
nációs teszt, mely Feng és tsai. 2022 és Pesaran és Yamagata 2024 tesztjeinek Fisher
kombinációja. Ennek köszönhetően mind a sparse és dense szimulációkban jól telje-
sített. A másik kiemelkezdő módszertancsoport a spatial sign alapú tesztek, melyek

34



felépítésük miatt kiemelkedően robusztusak maradtak a különféle vastag farkú hiba-
tagok esetében is, bár a normális eloszlású hibatagok esetén valamivel gyengébben
teljesítettek.

Továbbá a gyakori benchmark tesztek a FLY és PY eltérően szerepeltek, míg a
FLY teszt size-ja az alacsony mintás szimulációkban az elfogadhatónál szignifikánsan
magasabbnak bizonyult, és így ezekben a szituációkban alkalmazása nem ajánlható.
Addig a PY teszt megfelelő size-al vagy undersized-nak bizonyult, de a statisztikai
ereje a tesztnek alacsonyabb, a már említett tesztekénél a vastagfarkú hibatagok eseté-
ben, míg normális eloszásúak esetében picivel túlteljesíti azokat. Így abban az esetben
érdemes alkalmazni, ha tudjuk, hogy normális eloszlású hibatagokkal dolgozunk.

A szimulációkon túl egy gyakorlati példában is alkalmaztam a legjobban teljesítő
teszteket, melyben az S&P 500 részvényárfolyamain teszteltem a Fama-French három-
és ötfaktoros modellek teljesítményét. Ezek eredményei alapján az ötfaktoros modell
jobban magyarázza a többlethozamok keresztmetszetét, azonban a tesztek bizonyos
időszakokban így is észleltek elárazást.
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A. Módszertanok feltételezései

A következő függelékrészben az egyes tesztek feltételezéseit olvashatjuk.

A.1. Feltételezés. Mindegyik módszertanban feltételezzük, hogy a többlethozamokat
egy stacionárius keresztmetszeti faktormodell, azaz

Rt = α + βTft + ϵt, t = 1,    , T (67)

alakban felírhatóak a többlethozamok.

A.1. GRS teszt

A.2. Feltételezés.

– Faktormodellnek megfelelőek a hozamok, együtthatók időben állandóak

– Függetlenek a hibatagok és faktorok egymástól

– Hibatagok időben egymástól független azonos normális eloszlást követnek

– A becsült kovarianciamátrix invertálható, azaz (T > N − 2)

A.2. FLY teszt

A.3. Feltételezés.

– Faktormodellnek megfelelőek a hozamok, együtthatók időben állandóak

– Függetlenek a hibatagok és faktorok egymástól

– Hibatagok időben egymástól független azonos normális eloszlást követnek

A.3. PY teszt

Jelölje ϵi = E(ϵi,t) a hibatagok várható értékét, a hibatagokat felbonthatjuk ϵi,t =

= γT
i vt + ηi,t alakban, ahol vt a kihagyott vagy meg nem figyelhető faktorok vektora,

ekkor
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A.4. Feltételezés. A teszthez a következő feltételezések szükségesek

– ft és ui,t függetlenek, minden i, t esetén

– Ekkor az árazási hibák előfordulását jelölje 0 ≤ δϵ ≤ 1 ekkor APT-val (Ross és
tsai. 1973) való kompatibilitáshoz szükséges, hogy

N

i=1

ϵ2i = O(N δϵ)

– Van minimum egy olyan faktor, amely erős (mindegyik eszköz ki van neki téve)

sup
s

N

i=1

βi,s = O(N)

– A kihagyott vagy meg nem figyelhető faktorok (γi,s) gyengék:

sup
s

N

i=1

γi,s = O(N δγ ), 0 ≤ δγ < 12

– A hibatagok korrelációmátrixa (R) sparse, azaz R1 = O(N δρ), ahol 0 ≤ δρ <

< 12 és N−1tr(R2) korlátos N -el.

– A hibatagok kovarianciáját szét tudjuk bontani a meg nem figyelhető faktorok
által okozott, és az eszköz által okozottra. Így a megfigyelt faktorokkal erős ke-
resztmetszeti korrelációt is megengedünk, viszont ezen hatások kiszűrése után
már csak gyenge keresztmetszeti korrelációt engedünk meg.

A.4. CKMS teszt

A.5. Feltételezés. A hibatagokat (ϵt) fel tudjuk írni

ϵt = Σ
12
N ut (68)

alakban, ahol ut független azonos eloszlású változók (innovációk), melyekre E(ui,t) =

= 0, E(u2
i,t) = 1 és E(u4

i,t) < ∞
Továbbá
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– NT → c és T 12(NT − c) → 0 ahogy N → ∞

– ΣN  korlátos (N → ∞) és ΣN sajátértékei nem elfajult eloszláshoz konvergál-
nak.

– ft varianciái pozitívak és korlátosak.

A.5. ZFWW teszt

A Zhao, Feng és tsai. 2024 tesztjük feltételezéseit 4 csoportba osztották

A.6. Feltételezés. ft szigorúan stacionárius és független ϵt-től, minden i és t esetén.
ft p végig p faktorból áll, fTf < ∞ minden t-re. T−1(1T , F )T (1T , F ) pozitív definit, és
T−11TTMF1T > τmin (T → ∞), ahol τmin egy pozitív állandó. ∃c2, c3 > 0 hogy ∀k > 0

egész számra az α-mixing coefficient α(k) ≤ exp(−c2k
c3)

A.7. Feltételezés. A hibatag felírható a következőképp

e,t = vtΓWt, (69)

ahol Wt p dimenziós véletlen vektor független komponensekkel, 0 várható értékkel és
ΓΓT = Σ varianciával. vt nemnegatív véletlen változó, ami független Wt-től, és 0 <

< E(v2t ) < ∞

A.8. Feltételezés. Wt,1,    ,Wt,N független azonos eloszlású, szimmetrikus változók,
nulla várható értékkel és egy varianciával. És az Orlicz normája Wt,jψα < c0, ahol
c0 > 0 és 1 ≤ α ≤ 2

ζk = E(r−k
t ) létezik k = 1,2,3,4 megfelelően nagy N esetén. Továbbá létezik b és

B, hogy b ≤ lim supN E(rt
√
N)−k ≤ B, k = 1,2,3,4 esetén.

A.9. Feltételezés. A shape mátrix R = D−12ΓΓTD−12

TODO

B. Qa,N variancia-kovarianciamátrixának kiszámítása

A következőekben Zhao, H. Ma és Feng 2026 Qa,N tesztstatisztikáinak variancia-
kovarianciamátrixához szükséges számításokat írom le, a pontos levezetéseket az 5-7
oldalakon találjuk.
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Jelölje ri,j = cor(ϵi,t, ϵj,t)-t, ekkor a statisztikák varianciáit

V ar(Q2,N ) =
1

N

N

i,j=1


2r2i,j +

10r2i,j + 4r4i,j
v


+O(v−2), (70)

V ar(Q4,N ) =
1

N

N

i,j=1


72r2i,j + 24r4i,j +

936r2i,j + 864r4i,j + 192r6i,j
v


+O(v−2), (71)

V ar(Q4,N ) =
1

N

N

i,j=1


4050r2i,j + 5400r4i,j + 720r6i,j


+ (72)

N

i,j=1


101250r2i,j + 202500r4i,j + 114480r6i,j + 12960r8i,j

v


+O(v−2) (73)

Kovarianciáikat meg a következőképp számíthatjuk ki

Cov(Q2,N , Q4,N ) =
12

N

N

i,j

r2i,j (74)

Cov(Q2,N , Q6,N ) =
90

N

N

i,j

r2i,j (75)

Cov(Q4,N , Q6,N ) =
1

N

N

i,j

(540r2i,j + 360r4i,j) (76)

Az ezen elemek segítségével kapott mátrixunkat BN -el jelöljük,

BN =




V ar(Q2,N ) Cov(Q2,N , Q4,N ) Cov(Q2,N , Q6,N )

Cov(Q2,N , Q4,N ) V ar(Q4,N ) Cov(Q4,N , Q6,N )

Cov(Q2,N , Q6,N ) Cov(Q4,N , Q6,N ) V ar(Q6,N )


 (77)

Ennek segítségével megfelelő Zhao, H. Ma és Feng 2026 által leírt feltételek mellett

B−12
N QN

d→ N (0, I3) (78)
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