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1. Bevezetés 

A halandóság előrejelzése sok területen szükséges, ezért számos módszer létezik rá, és 

szakirodalmak széles skálája foglalkozik vele. A halálozások pontos előrejelzése fontos az 

időseket érintő ellátórendszer (idősotthonok, kórházak) kapacitásának tervezésekor, különösen 

fontos az életbiztosítás árazásánál, és a nyugdíjrendszer fenntarthatóságának tervezésénél.  

A longevity, avagy a hosszú élet kockázata a várható élettartam növekedését, és az ebből fakadó 

nehézségeket jelenti. Ez jelentkezhet egyéni szinten, amennyiben egy egyénnek elfogy a 

megtakarítása a halála előtt, de dolgozatom témájához erősebben kapcsolódik a társadalmi 

szintű hatása. A várható élettartam növekedése jelentős terhet ró a nyugdíjrendszerekre, és 

ezeknek az időben való felismerése és megoldása elengedhetetlen a nyugdíjrendszerek 

hosszútávú fenntarthatóságához.  Biffis és Blake (2009) tanulmányában megemlíti, hogy az 

Egyesült Királyságban 65 éves korban a várható élettartam egy évvel való növekedése a 

nyugdíjkötelezettségek jelenértékét 3%-kal emeli. 

Az egyéni hosszú élet kockázat azt jelenti, hogy a hátralévő élethossz bizonytalansága azt 

eredményezi, hogy az életpályafogyasztást nem sikerül simítani, és az egyén utolsó éveiben 

(amikor ráadásul az egészségügyi kiadásai is megnőhetnek) csökkenteni kell a korábbi 

fogyasztást. Egyéni szinten ez orvosolható megfelelő életbiztosítással, elsősorban járadékkal 

(amennyiben annak van kellő piaca). 

Egy biztosítónak azonban többfajta kockázat is adódik egy életjáradék típusú termék esetén 

(amihez hasonló nehézségei vannak a nyugdíjrendszernek is). Egyrészt az adott egyénekről nem 

tudja, hogy meddig fognak élni akkor sem, ha a koréves halálozási valószínűségeket pontosan 

ismeri. Ez a bizonytalanság kiküszöbölhető több szerződésből álló kockázatközösség esetén, 

ami indokolja a biztosítási piac létrejöttét. A másik bizonytalanság abból adódik, hogy a 

biztosító nem tudja ezeket a halálozási valószínűségeket, és ehhez kell a mortalitási ráták 

előrejelzése, ugyanis ez a kockázat nem diverzifikálható. (Waegnaere et al., 2010) 

A halandóságot nemcsak a népesség egészére lehet hasznos becsülni, hanem egyes 

részcsoportokra, vagy egyes halálokokra is. Ez utóbbi szakdolgozatom témája, amiben 

magyarországi adatokra illesztek okspecifikus mortalitási modelleket, és készítek 

előrejelzéseket. Az okspecifikus mortalitás előrejelzésének vannak előnyei és hátrányai is az 

összmortalitás előrejelzésével szemben. Általában az okspecifikus mortalitási adatoknak a 

minősége és az elérhetősége  rosszabb, valamint egyéb kötöttségei is vannak, mint például hogy 
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minden halálesethez kizárólag egy okot lehet hozzárendelni annak ellenére, hogy a valóságban 

az ember egészsége ennél összetettebb. 

Az okspecifikus előrejelzés viszont lehetővé teszi, hogy a meglévő trendek alapján jövőre 

vonatkozó döntéseket lehessen hozni, például hogy az egészségügyi rendszer melyik részét 

fejlesszék jobban, vagy milyen betegségekkel foglalkozó kutatásokra csoportosítsanak több 

erőforrást. Emellett segíthet egyes halálokokban bekövetkező sokkok modellezésében. Ha 

például egy betegségre találnak egy hatékony gyógymódot, akkor az összmortalitás 

modellezése esetleg torzított lehet, okspecifikus mortalitás esetén viszont kiszámolható, hogy a 

többi halálok hogyan viselkedik ennek hatására. 

Az okspecifikus halandóság modellezésének a legnagyobb kihívása a versengő kockázatok 

jelensége. Az egyes halálokok nem függetlenek egymástól, ezért halálokok egymástól független 

modellezése torzításokhoz vezethet. Ennek következtében a sikeres okspecifikus halandóság 

modellezéshez valahogyan kezelni kell ezt a függőséget. 

Dolgozatomban két módszertant hasonlítok össze, az egyik Varga (2025) alapján a hasonlóan 

viselkedő halálokokból klasztereket készítek, és ezeket a klasztereket modellezem Li-Lee 

multipopulációs modellekkel. A másik módszertan Zittersteyn és García (2021) alapján 

arkhimédeszi kopulák felhasználásával számolja ki a meglévő nyers halandósági adatokból az 

elméleti nettó mortalitást, és azon nettó mortalitásokra illesztek Li-Lee modellt. 

A dolgozat az alábbi módon épül fel: a 2. fejezetben összefoglalom a legfontosabb témához 

kapcsolódó szakirodalmat, külön hangsúllyal a versengő kockázatok jelenségére, és 

okspecifikus mortalitást különböző módszerekkel modellező tanulmányokra. A 3. fejezetben 

bemutatom az általam használt adatokat, és néhány fontosabb jellemzőjét. A 4. fejezetben 

részletesen kifejtem az általam használt módszertanokat Varga (2025) és Zittersteyn és García 

(2021) alapján. Az 5. fejezetben leírom a két módszertan eredményeit, és a modellek 

előrejelzéseinek az összehasonlítását, és a 6. fejezetben összefoglalom a dolgozatom 

legfontosabb állításait.   



5 
 

2. Szakirodalmi áttekintés 

A mortalitás modellezésének történetét és legfőbb általános jellemzőjét Booth és Tickle (2008) 

tanulmánya foglalta össze. Ez alapján az első mortalitási modellnek Gompertz törvénye 

tekinthető. Akkor viszont még csak az aktuális mortalitást írták le, annak előrejelzése később 

lett elterjedt. Az előrejelzések eleinte jelentős szubjektivitást tartalmaztak, és csak az 1990-es 

években kezdtek el a kifinomultabb előrejelző modellek kialakulni. A sztochasztikus modellek 

bevezetésével nemcsak egy konkrét becslést lehet a jövőre kapni, hanem egy eloszlást, ezzel a 

bizonytalanságot is modellezve. 

A legtöbb előrejelző módszer a meglévő historikus trendeket extrapolálja. Ezek a trendek 

lehetnek időbeliek, és korfüggőek is. Vannak továbbá olyan módszerek, amik egyes halálokokra 

egészségügyi modelleket illesztenek, amikkel ismert külső változók alapján (például 

dohányzók száma) tudnak előrejelzéseket adni a mortalitásra. 

Bármennyire is adatok alapján működnek az előrejelzések, mindenképpen szükség van 

modellezői döntésekre és feltételezésekre a folyamatban. Ilyen például az előre jelezni kívánt 

változó, ami az előrejelzés céljától nagyban függ. Leggyakrabban nemi bontású halálozási 

valószínűségekre, és halandósági táblákra van szükség, de elképzelhető, hogy csak a várható 

élettartam változását szeretnék előre jelezni. Kérdés továbbá a használt adatok összesítési 

szintje, hogy az egész világra, országokra, vagy csak egyes demográfiai csoportokat kell 

modellezni. Egy másik lehetőség az adatokat halálokok szerinti bontásban nézni. 

A modelleket lehet az alapján csoportosítani, hogy milyen hatásokat vesz figyelembe. Ezek a 

hatások lehetnek korfüggő, időfüggő, és kohorszfüggő hatások, és ezek alapján lehet egy, két, 

vagy háromfaktorosnak tekinteni egy modellt. Gyakran probléma az adatok dimenzióinak 

száma (például ha korévenkénti adatokat használunk, ezért sok modell van az adatok 

dimenziójának csökkentésére.) 

A mortalitás halálokok szerinti bontásban történő becslése elméletben javíthatja az előrejelzést. 

A gyakorlatban azonban ezek a modellek gyakran rosszul teljesítettek, és magasabb 

halandóságot becsültek a többi modellhez képest. A legfőbb oka a nehézségeknek a fő halálokok 

hasonlósága, valamint az adatok megbízhatóságának kérdése. A mortalitást nem egymástól 

elkülönülő halálokok hajtják, és a pontos kapcsolatot a halálokok között nehéz leírni. Mivel az 

ilyen típusú adatok nem állnak olyan régóta rendelkezésekre, ezért az ARIMA modellek 

illesztése az időfüggő modellkomponensekre, amely sok halandósági modellnek a része, nem 

feltétlenül megbízhatóak ezeken a rövid idősorokon. Ajánlott a nagyon idős korosztályt egy 
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csoportba venni, mert idősebb korban különösen nehéz a pontos halálokot megállapítani. 

Fiatalok esetén pedig érdemes lehet csak néhány fontos halálokot előre jelezni. Ezek miatt 

hosszútávú összmortalitás előrejelzésére a tanulmány nem ajánlja az ilyen típusú adatokat. 

Az előrejelzésnél nemcsak a legvalószínűbb pont előrejelzése fontos, hanem a bizonytalanság 

modellezése is. Erre egy lehetőség különböző forgatókönyveket modellezni a várthoz képest 

valamilyen irányú paramétereltéréssel, de ez esetben nagy a szubjektivitás, és nem lehet 

valószínűséget rendelni az egyes kimenetelekhez. Újabban már olyan módszerek vannak, 

amelyek tudnak valószínűségeket (például konfidenciaintervallumot) rendelni a lehetséges 

kimenetekhez. 

A bizonytalansághoz több dolog is hozzájárulhat, például a rossz modellspecifikáció, a rossz 

paraméterbecslés, a hibás szakértői feltételezés, és a véletlenszerű hiba. A hiba becslésénél 

többfajta korreláció is szerepet játszhat. Lehet korok közötti, időbeli autokorreláció, és 

multipopulációs modellek esetén populációk közötti is (például halálokok között). Ezek mind 

növelik a bizonytalanságot a modellben, és például szimulációkkal lehet figyelembe venni. 

2.1 Versengő kockázatok jelensége 

Az emberek egyszerre sok kockázatnak vannak kitéve, amik halált okozhatnak. Mivel egy 

ember csak egyszer halhat meg, és egy fő okot szoktak a haláloknál kiemelni, ezért a kockázatok 

közül csak az első bekövetkező megfigyelhető. Ezt okspecifikus mortalitás modellezésénél 

fontos figyelembe venni. Egy kockázat statisztikai vizsgálatához az lenne az ideális, ha minden 

más kockázat megszűnne, ez azonban a valóságban nem áll fenn. 

A halálokok közötti összefüggésekre a Lyu et al. (2021) egy több cikkben is említett szemléletes 

példát ír le a kardiovaszkuláris és a daganatos betegségek kapcsolatáról. Feltételezhető, hogy 

vannak olyan közös, nem megfigyelt faktorok, amik mindkét betegséghez hozzájárulhatnak. 

Azzal, hogy a kardiovaszkuláris betegségek mortalitása csökkent, nagyobb lett a kitettsége a 

daganatos betegségekre azoknak az embereknek, akik a közös faktorok miatt, nagyobb eséllyel 

érintettek mindkét betegségben. Ezáltal úgy tűnhet, hogy a rákos megbetegedések által okozott 

mortalitás nő annak ellenére, hogy azt semmilyen külső hatás nem érte. Ezt a szakirodalomban 

versengő kockázatok jelenségének nevezik. 

Chiang (1991) alapján a versengő kockázatok elmélete egészen 1760-ig visszanyúlik, amikor 

oltásoknak a hatásáról való vitákban játszott szerepet Nyugat-Európában. Mivel a himlő ellen 

beoltottak közül sokan nem sokkal később más betegségben meghaltak, ezért az oltások 

eredménye nem volt egyértelmű. Bernoulli javasolt egy matematikai modellt, amiben a valós 
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társadalom halandóságát egy olyan csak elméletben létező társadalom halandóságával 

hasonlította össze, amely nincs a himlő veszélyeinek kitéve. Bemutatta, hogy ez az elméleti 

himlő veszélyeinek ki nem tett társadalom átlagosan 3 évvel tovább élne, ami alátámasztja az 

oltás szükségességét. 

A modernebb megközelítésben, amit más cikkek is használnak, az emberi élet egy olyan 

sokégős lámpához hasonlítható, amiből ha az egyik égő kialszik, az egész lámpa elromlik. 

Ezáltal a lámpa élettartama az egyes égők élettartamának a minimuma (Y = min(X1, … , Xn)). 

Ennek létezik együttes eloszlásfüggvénye, amiből a peremeloszlások megkaphatóak. Visszafele 

ez azonban nem igaz, a peremeloszlásokból (amiket a megfigyelt halálesetekből lehet becsülni) 

nem triviális kiszámolni az együttes eloszlást egyéb feltételezések nélkül. 

Ennek a nehézségnek az okán gyakran feltételezik az egyes kockázatok függetlenségét. Ez 

akkor áll fenn, ha a kockázat (halál esélye egy adott okból kifolyólag) nem változik, ha egy 

vagy több kockázatot kiveszünk a rendszerből. Ez nehezen tesztelhető, ugyanis egy kockázat 

teljes megszűnése, vagy létrejötte nem történik egyik pillanatról a másikra. Vannak azonban 

olyan események, mint például a Polio elleni oltás bevezetése, ami egy kockázatot nagyon rövid 

idő alatt nagyon nagy mértékben lecsökkent. A másik tanulmányban hozott példa az AIDS 

megjelenése, ami esetén szintén lehet vizsgálni, hogy más halálokok, például a rákos 

megbetegedések aránya hogyan változott (A cikkben ismertetett statisztikai vizsgálatnak az lett 

a konklúziója, hogy a függetlenség nem vethető el, de természetesen akkor sem következik az 

összes halálok függetlensége, ha ez a két halálok valóban független) 

A cikk megkülönbözteti a halálozási valószínűségeknek három kategóriáját. A nyers mortalitás 

azt mutatja, hogy mekkora eséllyel hal meg egy egyén egy adott halálok miatt egy adott 

intervallumban. A nettó mortalitás azt mutatja, hogy mekkora eséllyel hal meg egy halálok miatt 

valaki egy időintervallumban, feltéve hogy annak az egy kockázatnak van kitéve (feltéve hogy 

másban nem hal meg). Ezen kívül van még a parciális nyers mortalitás, ami a halál esélyét 

mutatja feltéve, hogy egy vagy több versengő kockázat nem áll fenn. 

2.2 Példák okspecifikus mortalitás modellezésére 

Okspecifikus mortalitás modellezése nem csak a közgazdaságtanban fontos, hanem 

természetesen az egészségügyben is. Foreman et al. (2018) szerint ez alapján lehet például a 

különböző egészségügyi ágak közötti forrásmegosztást, és a kutatások kívánatos irányát is 

megállapítani. Ezeket a döntéseket jóval az események előtt kell meghozni, amihez 

elengedhetetlen az egyes betegségek elterjedésének az előrejelzése, és a betegségek 
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fontosságánál fontos szempont lehet az adott betegség hatása a mortalitásra. Különösen 

előnyös, ha ezek az előrejelzések a bizonytalanságot is figyelembe tudják venni, például 

különböző forgatókönyvek szimulálásával, amiben egyes események és intézkedések hatását is 

lehet vizsgálni. Fontos viszont, hogy vannak események, amiket semmilyen modell nem tud 

előre jelezni, a tanulmány például kiemeli, hogy egy 1970-es években készült modell nem tudta 

volna a HIV vírus elterjedését előre jelezni. Ezek alapján egészségügyi szempontból egy jó 

előrejelzés a mintán kívül is meg kell állja a helyét, és megtartja a máshonnan ismert 

tulajdonságokat (például oksági hatásokat). 

A tanulmány nagyon nagy mennyiségű adaton közel 200 országra, 246 különböző halálokra 

készít modellt. (az alapján, hogy mire van megfelelő adat) A modellnek három komponense 

van: az egyik komponens a viselkedési, anyagcseréhez köthető, és környezeti tényezőket, 

valamint kiválasztott beavatkozásokat veszi figyelembe. Egy másik komponens az országok 

gazdasági hátterére épül, szerepel benne az egy főre jutó jövedelem, az iskolázottság, és a 

fertilitási ráta is, míg a harmadik komponens a korábbi tényezők által nem megmagyarázott tag 

időbeli változását modellezi ARIMA módszerrel. Voltak olyan halálokok, amiket szakmai 

okoknál fogva ettől eltérően modelleztek. Ezen kívül a tanulmány modellezi a YLL (years of 

life lost) nevű mutatót, ami az elvesztett évek számát jelenti, és a megelőzhető halálesetek által 

csökkentett megélt évek számát méri. 

Az előrejelzések alapján a várható életartam növekedésének az üteme lassul, ami részben 

magyarázható a gazdasági fejlődés lassulásával, és a kardiovaszkuláris betegségek javulásának 

csökkenésével, ami fontos tényező volt a korábbi időszak javulásában. A YLL mutató 

szignifikánsan csökkent, ami a megelőzhető halálesetek arányának csökkenését mutatja. Az 

előrejelzések alapján tovább folytatódik a nem fertőző betegségek arányának növekedése. A 

tanulmány konklúziójában kiemeli, hogy a legfontosabbak továbbra is a koszorúér betegségek, 

a sztrók, és az alsó légúti fertőzések, míg nő a jelentősége többek között a diabétesznek, a 

krónikus vesebetegségnek és az Alzheimer kórnak. 

Okspecifikus mortalitás előrejelzést akkor is lehet készíteni, ha nem az a célunk, hogy az egyes 

okok szerinti halandóságot becsüljük, hanem az okok szerinti becsléseket egy összesített 

előrejelzésre használjuk fel. Lyu et al. (2021) alapján ennek nehézsége, hogy nem feltétlenül 

megfelelő minőségű a rendelkezésre álló adat, valamint, hogy az okok közötti kapcsolatokat 

nehéz modellezni. Ennek következtében ez nem olyan elterjedt módszer az összmortalitás 

előrejelzéséhez. Kutatások alapján az Egyesült Államokban, és más nyugati országokban 

hasonló mértékben csökkentek a rákos megbetegedések, a keringési betegségek és a fertőzések 
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is. Ez indokolhatja az egyes halálokok multipopulációs modellezését, hiszen az orvosi 

felfedezések hamar elterjednek a hasonló gazdasági helyzetű országok között. 

A növekedési gazdaságtanban lévő béta-konvergencia teszthez hasonló módszertant használ a 

tanulmány. Ehhez két lépést vezet be a cikk. Az elsőben az adott halálok okozta mortalitás 

konvergenciáját vizsgálja a különböző országok között, a másodikban pedig azt vizsgálja, hogy 

az egyes halálokok ugyanolyan gyorsasággal javulnak-e (a mortalitás változásának a 

konvergenciáját). Ezt a módszert nem csak országokra, hanem halálokokra is lehet alkalmazni, 

és így az egyes halálokok okozta mortalitás esetén is elkerülhető a divergencia. 

A tanulmány a WHO okspecifikus halálozási adatbázisának egy olyan változatát használja, ami 

kezeli az egyes haláloki csoportok változását, hogy az adatsor konvergens legyen. Az adatok 

viszont csak korcsoportos intervallumokban állnak rendelkezésre (ami az én dolgozatomban is 

így lesz). A tanulmány csak a 25 év feletti férfiak adatait használja holland, belga és francia 

adatokra, a halandóságokat öt csoportba sorolva. 

A béta konvergencia teszt eredetileg azt vizsgálja, hogy van-e negatív kapcsolat egy változó 

növekedése és a kiindulási értéke között. Eredetileg GDP-re használták, de ez átvihető 

mortalitási kontextusba is. Nem csak a mortalitás szintjére, hanem a javulására is lehet ilyen 

tesztet csinálni, ami azt méri, hogy a mortalitás azonos ütemben változik-e az egyes 

országokban, vagy az egyes halálokok között. Ezt regresszióval lehet tesztelni, ahol a mortalitás 

változását magyarázzák többek között a mortalitás kiindulási szintjével, és ennek a koefficiense 

ha szignifikánsan negatív, akkor fennáll a konvergencia (ha viszont szignifikánsan pozitív, 

akkor divergencia figyelhető meg). A második lépésben a mortalitás változásának a változását 

magyarázzák többek között a mortalitás változás kiinduló szintjével, ami esetén szintén az 

utóbbi koefficiens negatív értéke jelenti a konvergenciát. (ezzel lehet eldönteni, hogy a 

mortalitás koherens, vagy konvergens, azaz nem változik, vagy csökken a különbsége). 

Ennek a vizsgálatnak az eredménye határozza meg, hogy a Li-Lee modell melyik specifikációja 

a legalkalmasabb az adott változókra (a különbségek a Li-Lee modellek sztochasztikus idősor 

modelljeiben vannak), és ezek felhasználásával lehet előrejelzéseket készíteni. A közös 

trendeket minden esetben ARIMA(0,1,0) modellel lehet előrejelezni, de az egyedi modellek 

esetén, amennyiben konvergenciát tapasztalunk, az AR(1) modell a legmegfelelőbb, 

amennyiben koherenciát, akkor vagy az AR(1) vagy az ARIMA (1,1,0), amennyiben viszont 

divergenciát, akkor az ARIMA (0,1,0), vagy az ARIMA(1,1,0).  
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Az eredmények alapján a mortalitás kiinduló szintje nem szignifikáns se a rákos 

megbetegedések, se az érrendszeri betegségek esetén, tehát azt a hipotézist, hogy nincs se 

konvergencia, se divergencia, nem lehet elutasítani. A mortalitás változása viszont mindkét 

betegségtípus esetén szignifikánsan negatív, azaz a mortalitás változása közös értékhez 

konvergál. 

A halálokok közötti konvergenciára az a mögöttes elképzelés, hogy mindig arra a betegség 

elleni küzdelemre allokálnak nagyobb erőforrásokat, amelyik a legnagyobb kárt okozza. Ha 

tehát a korábban említett szív és érrendszeri betegségekben bekövetkezett javulás hatására a 

rákos megbetegedések száma növekszik (vagy az átlagosnál lassabban csökken) akkor a rákos 

megbetegedések gyógyításán próbálnak a leginkább javítani. Ez az elmélet azt feltételezi, hogy 

minden betegség gyógyítható, ha kellő erőforrást fordítanak rá (és ilyen módon inkább 

közgazdasági mint orvosi megközelítés). Emellett az is elképzelhető, hogy egyes betegségek 

javulását elősegítő kutatási eredmények használhatóak másik betegségekre is. A vizsgálat 

eredményeként csak két párosítás, a korábban többször említett daganatos betegségek és 

érrendszeri betegségek, valamint az egyéb betegségek, és a balesetek és gyilkosságok 

kategóriák számítanak koherensnek. 

Elképzelhető, hogy az egyes okhoz társuló előrejelzésekre nem ugyanaz a modellspecifikáció 

a legmegfelelőbb. Ez ahhoz vezethet, hogy az egyes halálokok szerinti előre jelzett mortalitás 

nem egyezik meg az előre jelzett összmortalitással. Li et al. (2019) tanulmányának a célja 

megvizsgálni, hogy az előrejelzés egységesítő módszertanok (forecast reconciliation 

methodology) mennyire alkalmazhatóak mortalitási adatokra, és javítják-e az előrejelzést. 

Korábban amikor okspecifikus mortalitási adatokat használtak összmortalitás modellezésére 

akkor az egyes komponenseket külön modellezték, és azokat utána aggregálták. Ezzel elveszett 

az az információ, ami az összesített adatsor modellezéséből származik. Tapasztalatok alapján 

az okspecifikus modellek pesszimistábbak az összmortalitás modellező előrejelzésekhez 

képest, ami azt a lehetőséget veti fel, hogy ezek kombinálásával javítani lehet az eredményen, 

mert a legjobb modellek esetén is problémát okozhat a rossz specifikáció, vagy a komplex 

halálokok közötti összefüggések nem megfelelő modellezése, amin javíthat ez módszer. A 

kutatás amerikai adatokon végez előrejelzést, MinT egységesítő módszerrel, amihez 

egyváltozós Lee-Carter modelleket használ. 

A tanulmány klaszterelemzést is alkalmaz, a halálokokat három csoportba sorolja, és egymástól 

függetlenül végez előrejelzést az összesített idősorra, az egyes klaszterekre, és az egyes 
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halálokokra is. Ideális esetben ezeket összeadva megkapnánk a hierarchiában magasabban 

szereplő elemeket (tehát a három klaszter előrejelzésének az összegéből például az 

összmortalitást). Ez azonban a valóságban nincs így, ezért kell előrejelzés egységesítő 

módszertant alkalmazni.  

Az adatokon kétfajta előrejelzés összehangolást végeztek. Az egyikben kétszintes 

előrejelzéseket használnak az okspecifikus mortalitásra, és az összmortalitásra, a másikban meg 

közbülső szintnek beiktatják a korábban említett klasztereket is. A kiinduló modelleknek a Lee-

Carter modellt használták, amit lefuttattak mindhárom vizsgált szinten. A modellek 

illeszkedését a tesztidőszakon számolt MAPE mutatóval mérik. Ezek alapján a három szintes 

előrejelzést egységesítő módszer adja a legjobb eredményt minden esetben. Az összmortalitás 

esetén például a halálokonkénti előrejelzés szimpla összeadásánál 13,2% a MAPE, kizárólag 

az összmortalitás előrejelzésénél 10,4%, míg a MinT módszer használatával meg 10% és 9,7% 

a kettő-, illetve a háromlépcsős esetben. 

Jelen esetben is beigazolódott, hogy az okspecifikus előrejelzések sima összegzése becsüli a 

legmagasabb mortalitást, míg az összmortalitás előrejelzése a legalacsonyabbat, és a MinT 

módszer (ami felhasználja a részletesebb adatokat, de figyelembe veszi az okok közötti 

összefüggéseket is) a két módszer közötti értékeket ad. 

Arnold és Sherris (2013) a tanulmányban VAR és VECM modelleket használva kezelik a 

halálokok összefüggőségét. Ezeknek a modelleknek előnye, hogy képesek közös sztochasztikus 

trendet és változók közötti függőséget is modellezni. A VECM modell hosszútávú egyensúlyi 

összefüggést feltételez az idősorok között. A WHO-tól származó svájci női adatokat használ a 

tanulmány, amiből az öt legelterjedtebb halálokot modellezi, ami az összhalálozás nagyjából 

80%-áért felel. (ez a tanulmány is több korcsoportot egyben kezelő adatokat használ, és 

bizonyos csoportokat összevon az adatok könnyebb kezelhetősége érdekében, és a halálokok 

csoportosításának megváltozása miatt kiigazításokat végez az adatokon). 

A VAR modellnek feltétele, hogy a vizsgált idősorok stacionáriusok legyenek. A VECM modell 

ennél megengedőbb, ott csak az a feltétel, hogy az idősorok egy lineáris kombinációja 

stacionárius legyen. A modell megbízhatóságához legalább 50 év szükséges, ami alapján 

választották ki a vizsgált időszakot. A késleltetés mértéke nem egyezik különböző tesztek 

alapján, ezért az egyes késleltetést választották (mert a kevesebb megbecsülendő paraméter 

segíthet az előrejelzésnél). A vizsgált korstandardizált halálozási ráták egy része egyértelműen 

nem stacionárius, míg másikak egyes tesztek szerint azok, mások szerint viszont nem, ezért 
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azokat is nem stacionáriusnak vette a tanulmány. A kointegrációs kapcsolat a teszt alapján 

fennáll, ezért indokolt VECM modellt használni. A modell hibatagjai elfogadhatóak 

normálisnak, de a maradéktagok között bizonyos fokú autokorreláció fennáll. Ezt lehet, hogy 

nagyobb késleltetéssel ki lehetett volna szűrni, de mivel a modell célja az előrejelzés, ezért 

inkább az egyszerűbb modell mellett döntöttek. 

Az előrejelzés sikeres, és miután halálokonként előre jelezték a mortalitást ARIMA 

modellekkel is (amire volt példa szakirodalomban), látszik, hogy a VECM modell alkalmas a 

halálokok közötti kapcsolatok modellezésére. Ehhez MAPE mutatót, és egy változatlan 

mortalitásból kiinduló mutatót használtak, és mindkettő azonos eredményre jutott. 

2.3 Szakdolgozat módszertani alapjául szolgáló tanulmányok 

Szakdolgozatomban két módszertant alkalmazok a halálokok közötti függőségek kezelésére. 

Az első módszertan klaszterelemzést alkalmaz, és alapjául Varga (2025) tanulmánya szolgál. A 

módszertan részletesebb leírása a módszertani fejezetben megtalálható, halálokok mortalitási 

indexét felhasználva készített klasztereket halálokokból, amiket Lee-Carter modellcsaládhoz 

tartozó multipopulációs modellek illesztésével jelzett előre magyar ok-specifikus mortalitási 

adatokra a szerző. 

A tanulmányban használt modellek között megtalálható a dolgozatomban használt Li-Lee 

modell is, de több másik multipopulációs modell is, például a CBD modell, amiben szerepel 

olyan komponens is, ami az idős népességre hat erősebben. A tanulmányban használt minden 

multipopulációs modellben vannak az egész népességre jellemző közös paraméterek. A sok 

becsült paraméter azonban problémát okozhat, ami miatt előnyös, ha klaszterek illesztésével 

lecsökkenthető a megbecsülendő paraméterek száma. 

A tanulmány KSH adatokat használt, kizárólag 60 év feletti korra, hogy kiküszöbölje annak a 

problémáját, hogy egyes halálokok nem jelennek meg nagy számban fiatalabb korosztályok 

esetén. Az életmódbeli különbségek miatt a modellek nemenként szétválasztva lettek illesztve. 

Egypopulációs modellek esetén több esetben is robusztussági problémák álltak fel, amikor két 

hasonló becslésmód (Poisson és binomiális eloszlást feltételező) nagyon eltérő eredményt adott. 

Egyes modellspecifikációk esetén a mortalitási indexek volatilisek voltak, amik a becslés 

bizonytalanságát mutatják. 

A tanulmány a modellek összehasonlításához információs kritériumokat, és mintán belüli, és 

azon kívüli becslési pontosságot használt. A különböző modellek egyes haláleseteknél más 

előrejelzést adtak, míg más halálokoknál, mint például a férfiak daganatos megbetegedésénél 
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az előrejelzés nem realisztikus. Vannak halálokok, amik esetén a modellek a nemek közötti 

különbségek csökkenését, más esetekben az emelkedését vetítik előre, és kizárólag egyes 

fertőző betegségek esetén volt magasabb a nők mortalitása. 

Zittersteyn és García (2021) kopulákat használ a halálokok közötti függőségek kezelésére, 

holland adatokra. A halálozásokban bekövetkező egy-egy betegség esetén megjelenő sokkok 

modellezése nehéz, ezért is hasznos lehet okspecifikus mortalitási modelleket készíteni, mert 

ilyen sokkok esetén az összmortalitás önmagában történő modellezése torz becslést adhat. 

A tanulmány a rendelkezésre álló nyers mortalitási adatokból becslést ad az elméleti nettó 

mortalitásra, ami az adott halálok elméleti mortalitása, ha nem lenne a többi halálok által 

cenzorálva a megfigyelés. Az adatok 90 éves korig álltak rendelkezésre, ezért annál magasabb 

korokra extrapolálással adtak becsléseket. A halandóság nemenként eltér, egyes 

betegségtípusoknál, mint például a daganatos betegségeknél a férfiak mortalitása akár 

háromszoros is lehet egyes korosztályokban. Az elméleti nettó mortalitás minden esetben 

magasabb a megfigyelt nyers mortalitásnál, és ez a különbség az idősebb korosztályban a 

legnagyobb. 

A tanulmány által választott Frank-kopula, és Clayton-kopula hasonló trendeket mutat, a Frank-

kopula mutat összességében magasabb mortalitást, mintha egy késleltetés lenne a két kopula 

által adott eredmények között. Az előrejelzések kezdetén több fontos halálok esetén (a keringési 

rendszer, és a daganatos betegségek esetén is) megfigyelhető egy ugrás, amit feltehetően a 

közös trend magyaráz, mert a többi vizsgált ország átlaga alacsonyabb a hollandnál, ami a közös 

trend esetén fontos. Olyan halálokoknál, ahol hasonlóak a holland adatok, mint a többi vizsgált 

ország átlaga, ott nem tapasztalható ilyen ugrás. 
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3. Felhasznált adatok 

Az okspecifikus mortalitás vizsgálatának az egyik nehézsége a jó minőségű adatok beszerzése. 

Magyar adatok csak 1969-ig visszamenőleg érhetőek el nyilvánosan, és a legtöbb korosztályra 

csak 5 éves intervallumokban állnak rendelkezésre, még a legkevésbé részletes főcsoportokat 

használó bontásban is.  

A dolgozatomban használt adatok eredetileg az Egészségügyi Világszervezettől (WHO) 

származnak, azonban én a medstat.hu weboldalról (Ferenci, 2024) szereztem be őket, ahol 

könnyebben feldolgoztható formában megtalálhatóak. Az adatok értelmezéséhez 

elengedhetetlen megjegyzések, és az adatok pontosságának és a korlátainak a leírásánál is 

erősen támaszkodom a weboldal leírásaira. 

Minden haláleset bekövetkezésekor annak okát megállapítják, és abból statisztikát készítenek. 

A haláloki besorolásnál egy halálesetet pontosan egy halálokhoz lehet besorolni, ami egy 

leegyszerűsítése a sokszor ennél jelentősen komplexebb egészségügyi állapotnak. Több 

halálhoz hozzájáruló ok esetén részletes leírása van az elsődleges halálok kiválasztási 

folyamatának, aminek következtében, bár továbbra is erősen leegyszerűsítőek ezek az adatok, 

elméletileg időben és országok között is egységesek, és összehasonlíthatóak. 

A halálokokat BNO (Betegségek Nemzetközi Osztályozása – angolul ICD – International 

Classification of diseases) kódok alapján lehet csoportosítani, azonban ezek a besorolások az 

általam vizsgált időszakban is változtak. Az adatok eleje az ICD-9 verzió alatt lett besorolva, 

míg 1993-ban kezdték el bevezetni az ICD-10 verzióját nemzetközileg. ICD-10 esetén a kódok 

első betűi adják meg a betegség főcsoportját (például a C kezdetű kódok jelölik a rosszindulatú 

daganatokat – esetenként több betű is tartozhat egy csoporthoz), majd az utána következő két 

számjegy egy részletesebb bontást ad, míg a harmadik számjegy a pontos betegséget mutatja 

meg. 

A BNO kódok azonban gyakran nem helyesek, Surján (1999) alapján a részletesebb bontások 

esetén. A harmadik karakter az esetek több mint 10%-ában, míg a 4. karakter az esetek több 

mint 25-30%-ában helytelenül lett besorolva. Emiatt is szerencsés minél kevésbé részletes 

felbontást használni, mert ott a hibás besorolások aránya kisebb. 

Ezeken a nagy verziókon kívül is vannak kisebb változtatások a halálok besorolásokban, ami 

tovább nehezíti halandóság halálokok szerinti bontásban való vizsgálatát. Magyar adatok esetén 

az egyik ilyen pont a 2005-ös adatok, amikor bár a besorolások leírása nem változott, de az 
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adatfeldolgozás formája megváltozott, ami nehezíti a 2005 előtti és utáni adatok együttes 

vizsgálatát. Dolgozatomban azonban a legjelentősebb problémát a ICD-10 bevezetése 

jelentette, amit Magyarországon 19961-ban vezettek be. Ez az általam használt felbontás esetén 

is jelentős változásokat okozott, és a későbbiekben látszik, hogy a modellezésre erősen torzító 

hatást gyakorol. 

Meslé és Vallin (1996) részletezik az egyik verzióról a másikra (ICD 8-ról ICD 9-re) való átállás 

nehézségeit. Egy ilyen verzióváltásnál a külön vizsgált betegségek száma is jelentősen 

megnőhet, ami nem csak az eddig létező kategóriák tovább bontását jelenti – ami elviekben 

nem okoz gondot, hiszen a dolgozatomban csak a legfelső felbontási szintet használom – hanem 

egyes tünetegyüttesek más csoportba is átkerülhetnek. 

Az általam használt adatbázis a verzióváltásból adódó nehézségek minimalizálása végett nem 

az egyes kódokat, hanem csak a főbb csoportokat próbálta meg az egyes verziók között 

összeegyeztetni. Ez elméletben a legtöbb nehézséget kiküszöböli, azonban az eredményeknél 

majd látható lesz, hogy egyes haláloki csoportok esetén nagy ugrás figyelhető meg 1996-ban, 

ami feltehetőleg a verzióváltás következménye. 

A dolgozatomban magyar halálozási adatokat vizsgálok néhány kiválasztott halálozási 

csoportra, 1969-ig visszamenően. Ez a 9 főcsoport bár teljes egészében nem fedi le az 

összmortalitást, de a 1969 és 2023 között az összhalálozás közel 95%-a ezen csoportok 

valamelyikéhez tartozik. A vizsgált években (1969-2019) ez az arány 96% fölött van, aminek 

az oka, hogy a külön BNO kóddal rendelkező Covid-19 járvány nehezen modellezhető 

hatásának a kiszűrése érdekében csak a 2019-ig tartó adatokat használtam mind a 

modellezésnél, mind a modellek validációjánál. 

Ahogy az 1. ábrán látszik, a kihagyott halálesetek jelentősen nem befolyásolják a mortalitási 

trendeket, látható a csecsemőhalandóság, az azt követő gyors csökkenés, 20 éves kor környékén 

egy kisebb kiugrás, és a mortalitás exponenciális növekedése azt követően. A kihagyott 

halálokok gyakran nagyon kis elemszámban vannak csak jelen, esetleg gyakran vesznek fel 0 

értéket, ami a modellek becslését jelentősen nehezítené, valamint egyes kimaradt halálokok 

csak egy adott korosztályra jellemzőek. Ilyenekre példa „A terhesség, a szülés és a gyermekágy 

komplikációi (O00-O99)” ami 55 év felett és 15 év alatt 0 értéket vesz fel, vagy „A perinatális 

 
1 https://njt.jog.gov.hu/jogszabaly/1995-42-20-3D letöltés ideje: 2026.05.20. 

https://njt.jog.gov.hu/jogszabaly/1995-42-20-3D
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szakban keletkező bizonyos állapotok (P00-99)”  aminek szinte kizárólag 0 éves korban van 0-

tól eltérő értéke. 

Ez utóbbinak köszönetően a leginkább feltűnő különbség az összhalálozás, és az általam 

használt főcsoportok összege között a csecsemőkori halálozások mértéke, mivel viszont én csak 

a 20 év feletti korosztályt vizsgálom a későbbiekben, ezért ez a kis különbség nem okoz 

problémát. 

A függelékben minden vizsgált halálokra látható az évekre bontott mortalitás. A legtöbb halálok 

esetében vannak az összmortalitáshoz hasonló vonások, általában nagyon fiatal korban 

magasabb, mint utána, valamint van egy szakasz, ahol exponenciálisan emelkedik. 

Általánosságban elmondható továbbá, hogy a legtöbb halálok esetén az idő előrehaladtával 

csökken a mortalitás (azaz a későbbi éveket mutató görbék lejjebb helyezkednek el). 

Vannak azonban ránézésre is látható eltérések az egyes halálokok viselkedése között. A 2. ábrán 

látható erre két példa. Az emésztőrendszer betegsége esetén van olyan korosztály, ahol a 

vizsgált időszak elején jelentősen megnőtt a halálozási valószínűség, majd a későbbiekben 

visszacsökkent, és általában is elég eltérő formát mutat az összhalálozáshoz képest. Az 

idegrendszer és az érzékszervi betegségek okozta halálok esetén sem minden korban csökken a 

halálozás esélye, az idős korosztály esetén a legfrissebb adatok jóval kedvezőtlenebbek, mint a 

legtöbb 2000 előtti év. A 20 éves kor körüli kiugrás, ami az összhalálozásnál látható, sok halálok 

esetén nem túl feltűnő. Ezt a kugrást accident bump-nak is nevezik angolul, ami arra utal, hogy 

1. ábra: kiválasztott halálokok összege, és az összmortalitás összehasonlítása 

2. ábra: külső okok miatti halálozás, és emésztőrendszer betegségei által okozott halálozás  
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a kiugrás elsősorban a fiatal felnőttek balesetei okozzák. Ennek megfelelően a legtöbb 

betegségtípusban nem látható, viszont a mortalitás és morbiditás külső okai esetén rendkívül 

erősen észrevehető. 

Ahogy az ábrákon is látszik, több halálok esetében találhatóak 0 értékek, amik tartalmilag 

természetesen értelmezhetők, a modellezést viszont megnehezítik annak köszönhetően, hogy a 

használt modellek a halálozási valószínűségek logaritmusát veszik. Erre az egyik megoldás a 0 

értékek helyettesítése rendkívül kicsi, nem nulla számokkal, amit végső esetekben én is 

alkalmaztam, azonban mivel ezek az értékek leginkább fiatalabb koroknál voltak, ezért a 

vizsgált korok szűkítésével nagyrészt kiküszöbölhetőek. 

A nulla értékek kezelése után is voltak a számításokkal numerikus problémák, ezért a vizsgált 

korokat az alábbi módon szűkítettem le: A különböző években némileg más intervallumok 

voltak a legidősebb korosztálynál, ezért minden 85 év feletti kort egy kategóriába összegeztem, 

a 20 év alatti korokat kivettem a vizsgálatból (ami indokolható azzal, hogy a biztosítottak 

jellemzően nem szoktak kiskorúak lenni), valamint az 50 év alatti korosztályokat 10-évenkénti 

összesítésben vizsgáltam, nem az adatokban megtalálható 5 évenként. 

Betegségcsoport (BNO kód) 
Halálozások aránya a vizsgált 

okok közül 

A keringési rendszer betegségei (I00-I99) 68% 

A légzőrendszer betegségei (J00-J99) 5% 

A morbiditás és mortalitás külső okai (V00-Y89) 5% 

Az emésztőrendszer betegségei (K00-K92) 3% 

Az idegrendszer és az érzékszervek betegségei (G00-H95) 1% 

Az urogenitális rendszer megbetegedései (N00-N99) 1% 

Daganatok (C00-D48) 14% 

Endokrin, táplálkozási és anyagcsere betegségek (E00-E89) 1% 

Fertőző és parazitás betegségek (A00-B99) 1% 

Az 1. táblázatban látható, hogy a halálozások megoszlása egyáltalán nem egyenletes, a 

halálozások több mint 2/3 részéért a keringési rendszer betegségei felelnek, míg négy halálok 

is kerekítve csak 1-1 százalékot tesznek ki. Emiatt fontos, hogy az előrejelzések értékelésénél 

nem ugyanannyira probléma, ha egy kevésbé fontos kategóriában tér el a valós érték a 

modellezett-től, mint például a keringési rendszer betegségeinél, vagy a második legfontosabb 

daganatos megbetegedéseknél.  

1. táblázat: Egyes halálokok aránya az összhalálozáson belül  
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4. Módszertan 

A mortalitás sztochasztikus modellezésének egyik legelterjedtebb módszere a Lee-Carter 

módszer, (Lee és Carter 1992) aminek nagyon sok változata és továbbfejlesztése van. Ezt veszi 

viszonyítási alapnak sok kutatás, valamint nemzetközi szervezetek, mint az ENSZ is gyakran 

használják (United Nations, Department of Economic and Social Affairs, Population Division 

[UN DESA], n.d.).  A Lee-Carter modellt az alábbi egyenlet írja le: 

ln(𝑚(𝑥, 𝑡)) = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥𝑘𝑡 + 𝜀𝑥,𝑡 

Ahol m(x, t) a központi halálozási ráta, 𝑎𝑥  és 𝑏𝑥  korspecifikus konstansok, ε(x, t) pedig a 

hibatag. 𝑎𝑥 értelmezhető úgy, mint az átlagos log-halálozási ráta adott korban, míg bx pedig 

megmutatja, hogy az egyes korok mennyire érzékenyek az egész mortalitásra jellemző 

változásokra. kt az időtől függő index, ami a mortalitás általános szintjét mutatja. Ennek a 

modellezésével és előrejelzésével lehet a mortalitás jövőbeli általános trendjeit megbecsülni. A 

paraméterek becsléséhez szinguláris érték felbontást lehet használni. Sok implementáció 

azonban poisson eloszlást feltételező maximum likelihood becslést alkalmaz, ami az egy 

időszakban bekövetkező halálok számát poisson eloszlásúnak tekinti. 

Amikor egyszerre több népességet modellezünk, legyen szó országokról, régiókról, nemekről, 

vagy ebben a dolgozatban halálokokról, akkor azonban egymástól független Lee-Carter 

modellek futtatásának vannak olyan tulajdonságai, amik nem esnek egybe a megfigyelésekkel. 

Li és Lee (2005) kifejtik, hogy a globalizáció következtében országok esetén a mortalitások 

konvergálnak, amit a sima Lee-Carter modell nem ír le. A tanulmányban kifejtik, hogy a 

hosszútávú divergencia elkerülésének szükséges és elégséges feltétele, hogy minden modellben 

résztvevő populációnak ugyan az legyen a b(x) kortól függő konstans értéke, és a k(t) indexe 

is. Ezek a közös k(t) és b(x) értékek (K(t) és B(x)) az összes modellben szereplő népességet 

jellemzik, ezért a népesség egészére futtatott Lee-carter modellel határozhatóak meg, míg az 

a(x) konstansok országonként számíthatóak ki. 

Ezt a modellt közös faktor modell-nek (common factor modell) nevezik, ami azt eredményezi, 

hogy nincs se konvergencia, sem divergencia az egyes vizsgált csoportok mortalitásában. Ennek 

a közös faktor modellnek egy kiegészítése a Li-Lee modell, ahol az egyes populációkra vett 

maradéktagjaira kell mégegyszer elvégezni a szinguláris érték felbontást, amivel egy 

populációra jellemző b(x, i) és k(t, i) tagokat lehet kiszámítani, amivel meg lehet kapni a 

kiterjesztett közös-faktor modellt, azaz az augmented common factor modell-t, amit Li-Lee 

modellnek is szoktak nevezni, és az alábbi látható tagokat tartalmazza: 
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𝑙𝑜𝑔(𝑚(𝑥, 𝑡, 𝑖))  =  𝑎(𝑥, 𝑖)  +  𝐵(𝑥)𝐾(𝑡)  +  𝑏(𝑥, 𝑖)𝑘(𝑡, 𝑖)  +  𝜀(𝑥, 𝑡, 𝑖) 

Ebben a modellben ha a k(t, i) indexek egy közös értékhez tartanak, akkor hosszútávú 

divergencia nem áll fenn, viszont rövid- és középtávon lehetnek eltérések az egyes populációk 

mortalitásváltozásának a mértékében. 

A dolgozatomban két módszertan használatával jelzek előre okspecifikus-mortalitást. Ebből az 

első klaszterelemzést alkalmaz ami Varga (2025) tanulmányán alapszik, ami szintén halálokok 

szerint illeszt multipopulációs modelleket. Az egyes halálokokra alap Lee-Carter modellt 

illesztettem, amiből a k(t) indexekre klaszterelemzést végeztem el, és az így kialakult halálok 

klaszterekre illesztettem multipopulációs Li-Lee modellt. 

A klaszterelemzéshez a tanulmányhoz hasonlóan az r dtw és dtwclust csomagjait használtam. 

A DTW módszer idősorok közötti távolságot mér, valamint meghatározza az idősorok 

„súlyozott átlagát”, ami utána felhasználható klaszterek képzésére. 

A tanulmány jelöléseit használva  𝜅𝑗,ℎ  a j. halálok indexének a h. eleme, 𝜅−𝑗,𝑣  pedig egy j-től 

különböző másik halálok indexének a v. eleme (az indexek hossza minden halálok esetén a 

vizsgált évek száma, tehát bármelyik két halálok esetén megegyezik). A DTW módszer alapja, 

hogy az idősorok első és utolsó elemei fixek, a közbülső elemeket viszont időben eltolhatjuk, 

hogy a hibatag a lehető legkisebb legyen. Ennek az oka, hogy ha két idősor hasonlóan 

viselkedik, viszont az idősorban bekövetkező trendek időben máskor következnek be, akkor 

pontonkénti távolságot nézve nagyon távolinak tűnhet az idősor, hiába követ késleltetve 

hasonló trendet. két 𝜅𝑗,ℎ és 𝜅−𝑗,𝑣 távolsága (cost- c) az alábbi egyenlettel írható le. 

𝑐(𝜅𝑗,ℎ, 𝜅−𝑗,𝑣) =  |𝜅𝑗,ℎ −  𝜅−𝑗,𝑣| 

Ezzel a módszerrel kiszámolható a LCM - local cost matrix, ami a két egyszerre vizsgált idősor 

elemeinek minden párjához a lokális távolságukat rendeli (és ilyen módon az idősor hosszával 

megegyező számú sora és oszlopa van. Az algoritmus ezek után az LCM(1,1)-től végigmegy 

az  LCM(t, t) elemig azt az utat megtalálja, ami az összköltséget minimalizálja 

A másik általam használt módszertan kopulák segítségével kezei a halálokok közötti 

függőségeket, és Zittersteyn és Alonso-García (2021) tanulmányán alapszik, de megemlíti, 

hogy a halálokok közötti függőségek kezelésére több másik tanulmányban is használtak 

korábban kopulákat valamilyen formában. 
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A tanulmány megkülönbözteti a nyers okspecifikus mortalitást, amit meg lehet figyelni, és 

folytonos esetben az alábbi egyenlet írja le: 

μ𝑐(𝑥) = lim
𝑢→0

P[ 𝑋 ≤ 𝑥 + 𝑢, 𝐶 = 𝑐 ∣ 𝑋 > 𝑥 ]

𝑢
 

Ahol 𝑋𝑐 A 𝑐 halálok miatti halálozás bekövetkezésének az elméleti ideje és 𝑋 =

𝑚𝑖𝑛(𝑋1, 𝑋2, . . . ), tehát a megfigyelhető halál az összes halálok közül a leghamarabb 

bekövetkező. A valóságban azonban nem folytonos időben állnak rendelkezésre a 

megfigyelések, diszkrét időben lehet csak modellezni, ahol a megfigyelt halandóságot az alábbi 

képlet írja le: 

𝑚𝑐(𝑥, 𝑡) =
𝐷𝑐(𝑥, 𝑡)

𝐸(𝑥, 𝑡)
 

Ahol x a vizsgált kor, E(x, t) az x korú populáció száma t évben, és 𝐷𝑐(𝑥, 𝑡) pedig a 𝑐 

haláloknak tulajdonított halálesetek száma t évben x korúaknál. Ennek a segítségével felírható 

a diszkrét túlélési függvény: 

𝑆(𝑥, 𝑡) = exp (− ∑ ∑ 𝑚𝑐(𝑘, 𝑡)

𝑧

𝑐=1

𝑥

𝑘=0

) 

Fontos megjegyezni, hogy ez a képlet csak akkor áll fenn, ha az összes halálokra vannak adatok, 

mert 𝑚(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑚𝑐(𝑥, 𝑡)𝑧
𝑐=1  csak ilyenkor igaz. 

A cikk a nettó mortalitás fogalmát használja, amit a nyers mortalitásból lehet kiszámítani, és az 

alábbi képlet adja meg: 

λ𝑐(𝑥, 𝑡) = lim
𝑢→0

P[ 𝑋𝑐 ≤ 𝑥 + 𝑢, 𝐶 = 𝑐 ∣ 𝑋𝑐 > 𝑥 ]

𝑢
 

Ez annyiban különbözik a korábbi képlettől, hogy itt 𝑋𝑐 van 𝑋 helyett, azaz nem azt nézzük, 

hogy bármilyen oknál fogva meghal-e az illető, hanem hogy egy adott specifikus ok okozza-e 

a halálát. Ez a valóságban azonban nem figyelhető meg, mert a többi halálok cenzorálja a 

vizsgált haláloknak a hatását.  

A nyers mortalitáshoz hasonlóan itt is számítható túlélésfüggvény, ez esetben azonban ez egy 

halálokra vonatkozik, tehát azt mutatja meg, hogy mekkora az esélye, hogy egy illető egy 

bizonyos halálokot túlél x éves korig t időszakban. 
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𝑆𝑐(𝑥, 𝑡) = exp (− ∑ λ𝑐(𝑘, 𝑡)

𝑥

𝑘=0

) 

A tanulmányhoz hasonlóan az én dolgozatom túlélési kopulát használ, amihez az egyes 

halálokokhoz tartozó túlélési függvényeket (𝑆1(𝑋1), … , 𝑆𝑧∗
(𝑋𝑧∗

)) módon lehet jelölni. Az 

eloszlásfüggvényt az alábbi módon definiáljuk:  

𝑆(𝑢1, … , 𝑢𝑧) = P[𝑆1(𝑋1) < 𝑢1, … , 𝑆𝑧(𝑋𝑧) < 𝑢𝑧] 

ahol uc egyenletes eloszlású. Ebből visszaszámolható 

P[𝑋1 > 𝑥1, … , 𝑋𝑧 > 𝑥𝑧] = 𝑺(𝑆1(𝑥1), … , 𝑆𝑧(𝑥𝑧)) 

Ami teljesíti a kopula tulajdonságait. Arkhimédeszi kopulák használatával felírható az alábbi 

alakban: 

P[𝑋1 > 𝑥1, … , 𝑋𝑧 > 𝑥𝑧] = 𝑆(𝑆1(𝑥1), … , 𝑆𝑧(𝑥𝑧))

= ψ (ψ−1(𝑆1(𝑥1)), … , ψ−1(𝑆𝑧(𝑥𝑧)))
 

ahol  𝜓 a használt kopula generáló függvénye. Az arkhimédeszi kopulacsaládból a módszertan 

mintájául szolgáló cikkhez hasonlóan én is az alábbi két kopulát használom 

Frank kopula: ψ(𝑡) = −
1

θ
ln (1 + 𝑒−𝑡(𝑒−θ − 1))   𝜃 ≥ 0 

Clayton kopula: ψ(𝑡) =
1

(1+𝑡)θ    𝜃 ≥ 0 

A kapcsolat erősségét 𝜃 határozza meg, 𝜃 = 0 esetén függetlenek a változók. Ezeket a 

képleteket felhasználva ki lehet számolni a nettó mortalitást az alábbi szakirodalmakban 

többször használt képlet alapján: 

𝑆𝑐(𝑥, 𝑡) = ψ [− ∑
exp(− ∑ ∑ 𝑚𝑘(𝑢, 𝑡)𝑧

𝑘=1
𝑠
𝑢=0 )

ψ′ ∘ ψ−1 ∘ exp(− ∑ ∑ 𝑚𝑘(𝑢, 𝑡)𝑧
𝑘=1

𝑠
𝑢=0 )

𝑥

𝑠=0

⋅ 𝑚𝑐(𝑠, 𝑡)] 
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5. Eredmények 

A dolgozatom során két főbb módszertant alkalmaztam a halálokok közötti összefüggések 

kezelésére. Az első módszer Varga (2025) tanulmánya alapján klaszterelemzést alkalmaz a 

mortalitási indexek csoportosítására, és az így készült klaszterekre illeszti a multipopulációs Li-

Lee modellt, míg a másik módszertan Zittersteyn és Alonso-García (2021) alapján kopulákat 

feltételezve számítja ki az elméleti nettó mortalitást, amelyre utána alkalmazható a Li-Lee 

modell. 

A modelleket az 1969-től 2010-ig tartó adatokra illesztettem, amelyekből 2019-ig készítettem 

előrejelzéseket, majd ezeket a realizált mortalitás adatokkal hasonlítottam össze. Ennek az oka, 

hogy a Covid-19 járvány modellezése jelentős torzítást okozna, ezért annak a hatását kihagytam 

a modellezésből. Bár hosszabb időtáv ideális lenne a modell készítéséhez, de amennyiben a 

validációs időszak nagyon rövid lenne, akkor a modellek teljesítőképességét nehéz lenne 

megítélni. A kiértékelési időszakban viszont torzítást okozna, ha a Covid járvány is benne lenne, 

ezért ezt a felosztást találtam a legkevesebb hátránnyal rendelkezőnek. Lee és Carter (1992) 

tanulmányban a spanyol nátha miatt bináris változót vezettek be, azonban még nincs annyi adat 

a Covid-19 járvány óta, hogy ez megoldást jelentsen. 

A modelljeim kiértékeléséhez a wMAPE (Weighted mean absolute percentage error) mutatót 

használtam, amit az alábbi képlet ad meg: 

𝑤𝑀𝐴𝑃𝐸𝑖 =
∑ ∑ (𝑤𝑡,𝑥,𝑖|𝐴𝑡,𝑥,𝑖 − 𝐹𝑡,𝑥,𝑖|)

𝜔
𝑥=1

ℎ
𝑡=1

∑ ∑ (𝑤𝑡,𝑥,𝑖|𝐴𝑡,𝑥,𝑖|)
𝜔
𝑥=1

ℎ
𝑡=1

 

Ahol i halálok (vagy klaszterek esetén halálok csoport) esetén t az előrejelzett évek, x az 

előrejelzett korcsoportok, A a valódi érték (Actual) és F az előrejelzett (Forecast) érték. A 

súlyoknak valódi értékeket használtam. Ennek az az oka, hogy az eredmény formája az egyes 

halálokokra egy mátrix, aminek a soraiban az egyes előrejelzett évek, míg oszlopaiban egyes 

előrejelzett korcsoportok vannak, és a valódi értékek adják meg az adott cella fontosságát az 

adatok egészéhez képest. 

Azért ezt a mutatót választottam, mert ez teszi a két általam használt módszertant a leginkább 

összehasonlíthatóvá. A klaszterezés használatánál szükségszerűen csökken a kategóriák száma, 

ezért négyzetre emelést alkalmazó hibamutatókat nem akartam használni. Emellett rendkívül 

kicsi számokat kell összehasonlítani a halálozási valószínűségeknél, ezért az eltérés 

nagyságrendje nehezen értékelhető. Ezért választottam az abszolút százalékos eltérést, mint 



23 
 

mutatószámot, hiszen annál sokkal könnyebben értékelhető, hogy egy modell mennyire 

hasznos, nemcsak egy másik modell-lel lehet összehasonlítani.  

A súlyok alkalmazása azért fontos, mert ahogy az adatok fejezetben is bemutattam, az egyes 

halálokok nagyon eltérő nagyságrendű számokat tartalmaznak. Nemcsak halálokonként, hanem 

koronként is fennáll az eltérő nagyságrend problémája, és természetesen nem ugyanolyan 

probléma, ha mondjuk 50%-kal eltérő egy becslés egy nagyon ritka haláloknál egy adott halálok 

által kevésbé érintett korosztálynál, mint hogyha a legnagyobb qx-szel rendelkező keringési 

betegségek esetén van hasonló mértékű eltérés az idősebb korosztálynál. 

5.1 Klasztereket használó modell 

 

 

A klaszterelemzést használó modell első lépéseként hagyományos Lee-Carter modell készítése 

szükséges az egyes halálokokra. A számításokhoz a CvmortalityMult R csomagot használtam. 

Az egyedi Lee-Carter modellek k(t) indexei a 3. ábrán láthatóak. Az emésztőrendszer 

betegségei (K00-K92) esetén a modell bár lefutott, de az eredmény nem konvergált. Ennek 

kiküszöbölésére a demography r csomagot is kipróbáltam, de még így is ez volt az a módszer, 

ami a leghasználhatóbb eredményt adta. Az ábrán is látható, hogy az emésztőrendszer 

3. ábra: Lee-Carter modell által illesztett mortalitási index a vizsgált halálokokra  
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betegségeinek az időtől függő indexe nagyságrendekkel kisebb abszolút értéket vesz fel, mint 

a többi halálok indexe. 

Az ábrán látszik továbbá, hogy összességében minden halálokból adódó mortalitás csökkenő 

tendenciát mutat, ennek mértéke azonban halálokonként eltérő, és bizonyos időszakok ez alól 

kivételt képeznek, az urogenitális rendszer megbetegedései (N00-N99) például a vizsgált 

időszak első tíz évében inkább emelkedő tendenciát mutatnak, utána viszont erősen csökken, 

hogy végül 2010-re az veszi fel a legalacsonyabb értéket. 

Látványos továbbá több halálok esetén, (pl.: a mortalitás és morbiditás külső okai (V00-Y89), 

a légzőrendszer betegségei (J00-J99)) hogy az 1990-es évek közepén egy jelentős ugrás 

tapasztalható. Ennek oka feltehetően az, hogy 1996-ban vezették be Magyarországon a BNO 

kódok új verzióját (ICD-10). Ezt pusztán statisztikai módszerekkel nehéz kezelni, ezért a 

későbbiekben exogén dummy változót fogok használni, ami 1 értéket vesz fel 1996 után, hogy 

az ez által okozott torzítást csökkentsem. 

A klaszterek kialakításához Varga (2025)-höz hasonlóan dtw klaszterezést alkalmaztam. A 

klaszterek kiválasztására a hierarchikus klaszterezést alkalmaztam, és a klaszterek számát 4-re 

állítottam. Ennek oka, hogy nagyobb számú klaszter esetén sok klaszterben mindössze 1-1 

halálok volt, a klaszterkészítés dendrogramja a 4. ábrán látható. A klaszterek beosztása a 2. 

táblázatban látható: 

Rövid név Klaszter száma 

Daganatos betegségek 1 

Emésztőrendszer betegségei 2 

Endokrin betegségek 3 

Fertőző betegségek 3 

Idegrendszer betegségei 4 

Keringési rendszer  betegségei 1 

Külső okok 1 

Légzőrendszer betegségei 1 

Urogenitális rendszer betegségei 3 

Ahogy látható, két klaszter továbbra is csak 1-1 halálokot tartalmaz. Egyáltalán nem meglepő, 

hogy az emésztőrendszer betegségei, aminek a modellje nem konvergál, külön klaszterbe 

került. A klaszterek ilyen beosztásából kettő nehézség is származik. Egyfelől az 1-es számú 

klaszterbe került a két legfontosabb halálok, ami miatt annak a klaszternek nagyon nagy lett a 

     2. táblázat: Az egyes klaszterekben szereplő halálokok  
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súlya a többihez képest, ezáltal összességében gyengíti a halálokok külön vizsgálata által 

nyújtott előnyöket. 

Másrészről itt nem lehetett kiküszöbölni azt, hogy a BNO kódok 1995-ös verzióváltásából 

adódó ugrások legyenek több idősornak is a legfontosabb jellemzői, aminek köszönhetően az 

1. klaszterbe kerültek nagyrészt azok a halálokok, amik esetén a leglátványosabb ez az ugrás, 

míg a 4. klaszterbe az idegrendszer és az érzékszervek betegségei kerültek, ami az egyetlen 

olyan halálok, aminél látványos ugrás tapasztalható 1996-ban, és nem az 1. klaszterbe került. 

 

 

Ez erősen látszik a 4. ábrán szereplő dendrogramon is, ahol az első különválasztás a majdnem 

konstans emésztési rendszer betegségeit választja le a többi, összességében csökkenő tendenciát 

mutató haláloktól. A második szétválasztás pedig a maradék nyolc halálokot úgy választja szét, 

hogy az egyik kategóriába a látványos ugrással rendelkező öt halálok kerül, míg a másikba a 

maradék három. Ezek után pedig mindig egyenként választ le a módszer 1-1 halálokot, amelyik 

a leginkább különbözik a többitől. 

A mortalitás előrejelzéséhez csak az időfüggő k(t) indexeket kell előrejelezni, hiszen a többi 

paraméter időben nem változik. Ehhez több lehetőség is van, az egyik legegyszerűbb a base R-

be beépített auto.arima függvény használata, ami információs kritérium alapján határozza meg 

automatikusan a legjobb ARIMA modellt bizonyos határok között. A Lee-Carter modell 

előrejelzéséhez az ARIMA (0,1,0) modellt használják, ami viszont az egyedi populációk 

időindexeihez nem használható. Ezért a k(i,t) tényezők előrejelzéséhez az AR(1) modell 

használható, vagy esetleg a tengelymetszet nélküli ARIMA (0,1,0). Én a modellezés során 

4. ábra: Klaszterelemzés dendrogramja 
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elkészítettem az előrejelzést a hagyományos módszerrel, ami a közös trendre ARIMA (0,1,0) 

modellt használ, míg a többi indexre AR(1)-et, valamint az Auto-Arima módszerrel is, és a 

módszerek pontosságát összehasonlítottam. 

5.2 Hagyományos előrejelzés 

Az összesített wMAPE értékek a 3. táblázatban láthatóak. A modellezés során többször 

előfordult az a probléma, hogy a legidősebb korosztály, ami az adatminőség miatt a 85 év 

felettieket tartalmazza, rendkívül pontatlan volt. Ennek a legfőbb oka az lehet, hogy a 

modellezésben nincsen megoldva, hogy a 85 év feletti qx-ek értékének az összege nagyjából 1 

kéne hogy legyen (a kihagyott halálokok miatt nem pontosan 1), és a legfelső korosztályban 

nem hagyományos módon kéne a qx-eket megbecsülni, mivel az adott kategóriában a halál 

megléte biztos, csak az oka kérdéses, a halál okára kéne csak becslést adni. Emiatt a későbbi 

eredményeknél a legidősebb kategória nélkül számolt wMAPE értékekeket fogom csak 

elemezni. 

 
wMAPE (85+ 

nélkül) 

wMAPE klaszterek súlya (85+ 

nélkül) 

klaszterek súlya 

összes 24,2% 336,1% 100% 100% 

1. klaszter 23,5% 359,4% 89,0% 92,5% 

2.klaszter 41,8% 71,9% 5,1% 2,9% 

3.klaszter 11,4% 32,7% 4,2% 3,2% 

4.klaszter 39,4% 19,6% 1,6% 1,2% 

A 3. táblázatban láthatóak a hagyományos előrejelzést használó modell WMAPE értékei 

összesítve, valamint klaszterek szerinti bontásban is. Ahogy az egyes klaszterek súlyából is 

látszik, a keringési rendszer betegségeit és a daganatos betegségeket is tartalmazó 1. klaszter 

súlya a legnagyobb, és az összesített WMAPE értéket ezért ez nagyban meg is határozza. A 85 

évnél idősebb kategóriát figyelmen kívül hagyó összesített WMAPE mutató értéke 24,2%, ami 

nem számít különösen jónak, viszont erre több magyarázat is van, aminek fényében értékelhető 

eredménynek tartom. 

Az előrejelzés a második klaszter esetén a legpontatlanabb, ami a második legnagyobb súllyal 

is rendelkezik. A 2. klaszterben viszont kizárólag az emésztési betegségek által okozott halálok 

vannak, aminek a nehézsége összefügghet azzal, hogy ez a halálok az eredeti Lee-Carter 

modellnél nem konvergált. A multipopulációs változatban ez a probléma már nem állt fenn, 

viszont a betegségcsoport nehezen előrejelezhetősége megmaradhatott. A 3. klaszterben három 

különböző halálok is van, és annak az előrejelzése a legpontosabb. Ebből arra lehet 

3. táblázat: Hagyományos előrejelzés hibái  
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következtetni, hogy azok a halálokok (endokrin betegségek, fertőző betegségek, urogenitális 

betegségek) ténylegesen együtt mozognak, és az összevonásukkal nincsen jelentős információs 

veszteség. 

Év wMAPE év súlya 

2011 12,8% 11,7% 

2012 16,4% 11,5% 

2013 21,9% 11,1% 

2014 24,9% 11,0% 

2015 23,1% 11,3% 

2016 29,0% 10,8% 

2017 27,6% 11,0% 

2018 30,0% 10,8% 

2019 33,6% 10,5% 

A 4. táblázatban az látható, hogy az egyes években milyen pontos az előrejelzés. Egyáltalán 

nem meglepő, hogy nagyon kevés kivételtől eltekintve minél későbbi évről van szó, annál 

pontatlanabb az előrejelzés. Ennek a mértéke azonban óvatosságra ad okot, hogy a modell 

hosszabbtávú előrejelzésre nehezen alkalmazható, hiszen még egy ilyen rövidebb időszakon is, 

ahol jelentős külső sokk nem volt, mindössze 9 év után már számottevően 30% feletti wMAPE 

érték tapasztalható. Ezeket a tendenciákat a többi modell esetén nem emelem ki, de ott is 

hasonló mértékben növekszik a hiba az évek múlásával. 

Kor wMAPE súly 

20-29 33,6% 0,3% 

30-39 82,7% 0,7% 

40-49 94,2% 2,4% 

50-54 44,8% 3,0% 

55-59 20,5% 5,0% 

60-64 13,1% 7,2% 

65-69 14,0% 9,8% 

70-74 20,3% 13,7% 

75-79 22,3% 21,4% 

80-84 24,5% 36,0% 

Az 5. táblázatban látszik a korok wMAPE szerinti megoszlása, valamint hogy az adott 

korosztályban az összhalálozás mekkora része szerepel. Ezekkel a súlyokkal szerepel az adott 

korosztály hibája az összesített wMAPE mutatóban. Ez alapján látszik, hogy a fiatal koroknál 

4. táblázat: Előrejelzés hibái az egyes évekre  

5. táblázat: Előrejelzés hibái az egyes korosztályokban  
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(főleg 30 és 49 év között) elég pontatlan az előrejelzés, viszont mivel a halálesetek csak kis 

része történik ebben a korosztályban, ezért az összesített pontossági mutatót nem rontja annyira 

le. 60 és 70 év között a legpontosabb a modell előrejelzése, ott 15% alatti hiba van csak, és 

összesítve az átlagos hibánál jobban teljesít a modell az 55-79 korosztályban, míg azon kívül 

rosszabbul. A korok szerinti és az évek szerinti lebontása a hibáknak az 5. ábrán látható. Az 

eredmények megfelelnek a 4. és 5. táblázat alapján vártaknak, ugyan olyan tendenciák láthatóak 

a részletesebb bontásban is mind a legmagasabb, mind a legalacsonyabb értékeknél. 

 

 

5.3 Auto-Arima modell 
 

wMAPE klaszterek súlya  

összesített 17,2% 100% 

1. klaszter 15,2% 89,0% 

2.klaszter 50,0% 5,1% 

3.klaszter 10,1% 4,2% 

4.klaszter 42,0% 1,6% 

Az Auto-ARIMA-t használó előrejelzés összesített eredményei a 6. táblázatban vannak. A 

hagyományos előrejelzéshez képest itt az összesített WMAPE érték jelentősen jobb, 17,2%. A 

  6. táblázat: Előrejelzés hibái Auto-ARIMA előrejelzés esetén 

5. ábra: modell pontossága évek és korosztályok szerint (életkorok a korosztályok közepét jelzik) 
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hagyományosan előrejelző modellhez hasonlóan itt is a 3. klaszter előrejelzése lett a 

legpontosabb, ami kerekítve csak 10%-os hibát jelent, míg a 2. klaszteré a legpontatlanabb.  

Kor Mape súly 

20-29 25,74% 0,36% 

30-39 76,59% 0,72% 

40-49 88,21% 2,43% 

50-54 45,53% 3,09% 

55-59 20,77% 5,02% 

60-64 11,62% 7,29% 

65-69 9,11% 9,84% 

70-74 12,43% 13,76% 

75-79 13,92% 21,46% 

80-84 15,38% 36,05% 

A kori eloszlás is hasonló a hagyományos előrejelzéshez, nem pontosan ugyanazoknál a 

koroknál van a legpontosabb előrejelzés, de a trend megmaradt, miszerint az előrejelzés a 30 és 

50 év közötti korban a legpontatlanabb, míg a 60 és 75 év közötti korosztályban a legpontosabb. 

Az alábbi táblázatban látható, hogy az egyes előrejelzések esetén milyen modellt használ az 

Auto-ARIMA függvény: 

 
Modell 

Közös trend ARIMA (0,1,0) 

1. klaszter ARIMA (0,1,0) 

2. klaszter ARIMA (1,1,0) 

3. klaszter ARIMA (0,1,0) 

4. klaszter ARIMA (1,0,0) tengelymetszet nélkül 

A közös trendhez a legjobb előrejelzést a hagyományos előrejelzéshez hasonlóan az 

ARIMA(0,1,0) modell adta, azonban a klaszterek mindegyikénél a hagyományostól eltérő 

modell volt a legjobb. A 4. klaszter kivételével mindegyik modell esetén integrált az idősor, ami 

arra utal, hogy az elméleti feltevéssel ellentétben a hibatagokra illesztett modell esetén nem 

stacioner az időindex, ami magyarázhatja a hagyományos előrejelzés relatív gyengeségét. A 2. 

és a 4. klaszter esetén van 0-tól különböző autoregresszív része az előrejelzésnek. Az 

előrejelzések eredménye modellvariációnként a függelékben lévő 7. ábrán látható, azonban a 

korábban említett tényezők miatt több helyen, például a közös trend esetén a különböző 

modellek eléggé eltérő eredményt adnak. 

7. táblázat: Előrejelzés hibáinak kormegoszlása Auto-ARIMA előrejelzés esetén 

8. táblázat: Auto-ARIMA legjobb modellválasztása az egyes klaszterek esetén 



30 
 

5.4 Külső változó használata 

A fejezet korábbi részében látható, hogy 1996-ban több halálok esetén jelentős ugrás 

tapasztalható. Ez több szempontból is gondot okoz, egyrészt a klaszterkészítésnél ez fontos 

szerepet játszik, ami kiszorítja az egyéb tényezőket az idősorok összehasonításánál, másrészt a 

használt modelleket is torzíthatja. A közös trend esetén, amit ARIMA (0,1,0) módszerrel lehet 

hagyományosan modellezni, egy nagy ugrás eredményezheti azt, hogy a trend torzított lesz, 

hiszen ilyen rövidebb időintervallumon az az egy év is torzítóan hathat a trendre. A 

klaszterképzésnél fennálló problémát nem tudtam orvosolni statisztikai módszerekkel, az 

előrejelzés becsléséből adódó torzítás kiküszöbölésére viszont bevezettem egy külső változót, 

ami 1995-ig 0, utána pedig 1 értéket vesz fel, és aminek a segítségével ARIMAX modelleket 

lehet alkalmazni. 

Mind a hagyományos előrejelzés ARIMAX változata, mind az Auto-ARIMAX modell 

eredményei megtalálhatóak az alábbi táblázatban: 

 
wMAPE hagyományos wMAPE Auto-ARIMAX klaszterek súlya 

összesített 19,7% 34,9% 100% 

1. klaszter 17,8% 35,0% 89,0% 

2.klaszter 55,9% 51,4% 5,1% 

3.klaszter 9,4% 9,1% 4,2% 

4.klaszter 38,9% 41,6% 1,6% 

A külső változó használata az automatikus modellválasztás esetén ront az eredményen, ami 

betudható annak, hogy az automatikus modellválasztás rugalmassága jobban tudja kezelni a 

kiugró értéket, aminek következtében a plusz megbecsülendő paraméter ront a pontosságon. A 

kevésbé rugalmas hagyományos előrejelzésen viszont sokat javít a külső változó alkalmazása. 

Ennek következtében a négy előrejelzésből a második legjobb a külső változóval kiegészített 

hagyományos előrejelzés lett, 20% alatti wMAPE értékkel, ami továbbá azt támasztja alá, hogy 

a rosszabb korábbi eredmény tényleg a kódokban történő verzióváltás okozta ugrás 

következménye volt, nem a módszertan következménye. 

5.5 Kopulás modell 

A kopulát használó modellhez először Zittersteyn és Alonso-García (2021) alapján a nettó 

mortalitást kell kiszámolni a nyers mortalitásból. Ehhez egy arkhimédeszi kopula alkalmazása 

szükséges egy összefüggőségi paraméter feltételezésével, amelyek segítségével kiszámítható 

az adott kopula szerinti nettó mortalitás a kopula képlete alapján. A tanulmányhoz hasonlóan 

9. táblázat: wMAPE értékek külső változó bevonása esetén 
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én is Frank-kopulát és Clayton-kopulát használtam, és kiindulási pontnak a halálokok közötti 

függőséget jellemző 𝜃  paramétert 2-nek vettem mindkét kopula esetén. 

A nettó mortalitás értékei magasabbak (vagy egyenlőek) a nyers mortalitás értékeinél, ezért ez 

az érték esetenként 1-et is meghaladhatja, ami a multipopulációs modell illesztését nem teszi 

lehetővé. Emiatt az 1-nél magasabb értékeket számítás előtt lecsökkentettem 1-re, ami viszont 

szinte kizárólag csak a legidősebb korosztályt érintette. A klaszterelemzést alkalmazó 

módszertan eredményeihez hasonlóan a legfelső korosztály becsült mortalitási valószínűségei 

itt is jelentős torzítást okoztak, ezért az eredmények számításánál ismét a felső korcsoport 

nélküli wMAPE értékeket számítottam. 

Míg azonban a mintául szolgáló tanulmány több ország értékére számított multipopulációs 

modellt, jelen dolgozatban a másik módszertannal való összehasonlíthatóság érdekében az 

egyes halálokokra illesztettem a multipopulációs modellt. Az előrejelzésnél itt is 

megkülönböztethető a hagyományos előrejelzés, ami a közös index esetén ARIMA(0,1,0), míg 

a többi index esetén AR(1) modellel jelzi előre a mortalitás időbeni változását, valamint az előre 

beépített Auto-ARIMA előrejelzést, ami bizonyos korlátok között a legjobb ARIMA modellt 

választja minden index esetén, és az alapján történik az előrejelzés. Emellett az 1996-ban 

tapasztalható ugrás miatt ennél a modellnél is leteszteltem a korábban említett idősormodellek 

ARIMAX változatát egy 1995-ig 0, az után 1 értéket felvevő külső változóval. 

A szakirodalomban használt paraméterezésű számítások pontossága az alábbi táblázatban 

látható: 

Kopula Hagyományos Hagyományos 

+Dummy 

Auto-ARIMA Auto-ARIMA 

+Dummy 

Frank 31,5% 34,8% 30,0% 50,6% 

Clayton 41,5% 39,3% 46,6% 38,0% 

A Frank-kopulát használó számítás jelentősen pontosabb lett a Clayton-kopulánál a külső 

változót használó Auto-ARIMAX modell kivételével, ami a Frank-kopula esetén nagyon 

pontatlan előrejelzést adott. Összességében ez a módszer ilyen paraméterekkel jelentősen 

gyengébb teljesítményt nyújt a klaszterezést használó becslésnél. 

Ez a modell azonban rendkívül érzékeny a konkrét beállításokra, a paraméter 

megváltoztatásával nagyon más eredményeket lehet kapni. A 11. táblázatban látható a hiba 

mértéke néhány kiválasztott theta értékre: 

10. táblázat: wMAPE értékek a különböző előrejelzési módszerek esetén 𝜃 = 2 paraméterezéssel 
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Kopula 𝜽 
Hagyományos + 

Dummy 

Auto-Arima + 

Dummy 
Hagyományos Auto-Arima 

Clayton 2,5 >100% >100% >100% >100% 

Clayton 1,5 24,8% 24,6% 27,2% 32,2% 

Clayton 1,25 23,5% 23,1% 21,8% 19,1% 

Clayton 1,00 >100% >100% >100% >100% 

Frank 2,50 55,7% 55,7% 47,9% 48,2% 

Frank 1,5 31,6% 30,6% 32,8% 26,7% 

Frank 1,25 30,1% 29,1% 31,8% 25,3% 

Frank 1,00 44,7% 44,5% 39,5% 40,2% 

Ezek alapján látszik, hogy az eredeti 𝜃 = 2  paraméter esetén tapasztalható hiba jelentősen 

csökkenthető a theta paraméter pontosabb beállításával. A legpontosabb előrejelzést a Clayton 

kopulán alakuló számítás adja  𝜃 = 1,25 esetén. Felmerül azonban problémaként, hogy ez a 

paraméterválasztás nincs alátámasztva, csupán az eredmény pontosságából adódik, ami miatt a 

validációs halmaz nem tölti be teljesen a szerepét, hiszen a végső modellválasztáshoz 

felhasználásra került. 

A 12-14 táblázatokban látható a legjobb modell becslési pontossága évek, halálokok, és korok 

szerint is. Az évek szerinti lebontásban az eredmények összességében a várakozásoknak 

megfelelően alakulnak, az idő előrehaladtával általában a hibamutató romlik. A korábbi 

példákkal ellentétben ez a tendencia közel sem monoton, 2018-ban például 15,4%-os a 

WMAPE mutató értéke, pedig 2016-ban már a 30%-os értéket is majdnem elérte. 

Év wMAPE Súly 

2011 13,3% 11,7% 

2012 23,6% 11,6% 

2013 20,3% 11,2% 

2014 12,8% 11,0% 

2015 14,8% 11,3% 

2016 29,9% 10,8% 

2017 20,2% 11,0% 

2018 15,4% 10,8% 

2019 22,4% 10,5% 

A korok esetén is eltérő a hibamegoszlás. 30 és 50 év között a legmagasabb ennél a modellnél 

is a hibamutató, azonban az értéke nem haladja meg jelentősen a 30%-ot. A klasztereket 

11. táblázat: wMAPE értékek 𝜃 különböző értékeire 

12. táblázat: wMAPE értékek évek szerint a legjobban előrejelző modellben 
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használó módszertannal ellentétben ennél a modellnél nem a 60 és 70 év között a legpontosabb 

a becslés, hanem 70 év felett és 30 év alatt. 

Év wMAPE Súly 

20-29 15% 0% 

30-39 30% 1% 

40-49 30% 2% 

50-54 19% 3% 

55-59 24% 5% 

60-64 24% 7% 

65-69 20% 10% 

70-74 17% 14% 

75-79 14% 22% 

80-84 21% 36% 

A betegségcsoportoknál is kissé eltér a hiba a klaszterezést használó módszertantól. Mivel a 

klaszterelemzés esetén az egyes betegségekre nem tudunk hibamutatót számolni, ezért a 

megfeleltetés nem pontos, de hasznos következtetéseket lehet levonni az összehasonlításból. A 

klaszterek esetén a két legpontatlanabb klaszter csak 1-1 betegségcsoportot tartalmazott, 

azonban ennél a modellnél mind az emésztőrendszer betegségei, mind az idegrendszer 

betegségei, bár átlag feletti hibamutató értéket vesznek fel, de nem kiugró az értékük. A 

klaszterek esetén a fertőző betegségekből, az urogenitális rendszer betegségeiből, és az 

endokrin, táplálkozási és anyagcsere betegségeiből álló klaszter esetén volt a becslés a 

legpontosabb. Azok közül a fertőző betegségeknek rendkívül pontatlan (43%) lett a becslése, 

azonban annak a betegségcsoportnak a legkisebb a súlya, míg a klaszter másik két tagja a két 

legpontosabban becsült halálok. 

Rövid név wMAPE Súly 

Keringési rendszer 18,8% 49,8% 

Daganatok 17,8% 28,6% 

Légzőrendszer 24,4% 6,3% 

Emésztőrendszer 24,4% 5,2% 

Külső okok 21,4% 4,4% 

Endokrin 9,8% 2,8% 

Idegrendszer 20,9% 1,6% 

Urogenitális 13,3% 0,7% 

Fertőző 42,8% 0,6% 

13. táblázat: wMAPE értékek korok szerint a legjobban előrejelző modellben 

14. táblázat: wMAPE értékek betegségcsoportok szerint a legjobban előrejelző modellben 
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5.6 Összehasonlítás 

A két módszertan közül a pontosabb eredményt a klaszterezést alkalmazó módszertan adta 

17,2%-os wMAPE értékkel, míg a legjobb kopulát használó számítás csak 19,1%-os wMAPE 

értéket adott. Ekkor az időindexek előrejelzéséhez a modellt az Auto-ARIMA módszerrel 

választottam ki, és minden index esetén külön modellt illesztettem. Az előrejelzéshez használt 

ARIMA modellek esetén csak a közös trend alkalmazta az elméleti megfontolásokból 

következő előrejelzési módot, a legtöbb index esetén differenciálás is volt az idősorban, amiből 

arra lehet következtetni, hogy a maradéktagok esetén fennálló elméleti stacionaritás a konkrét 

adatok esetében nincs jelen. 

A kopulákat alkalmazó módszertan esetén a legpontosabb előrejelzést a Clayton-kopulát 

alkalmazó számítás adta, ahol a függőséget jellemző theta paraméter 1,25 értéket vesz fel. 

Minden előrejelzési módszer esetén (mind a hagyományos, az Auto-ARIMA, és ezeknek a 

külső változóval kiegészített változata) ez a kopula adta a legpontosabb értéket, azonban ezek 

közül ennél a modellnél is a külső változó nélküli Auto-ARIMA-s modellszelekció adta, itt a 

wMAPE értéke 19,1%. 

A két becslési módszer legjobb becsléseinél vannak általános vonások arra vonatkozóan, hogy 

mely csoportokat tudják pontosabban előrejelzni, és melyikeket nem, azonban ennek 

mértékében vannak jelentős különbségek is. Míg például a korosztály szerinti bontásban 

mindkét módszertan legjobb modellje a 30 és az 50 év közötti korosztály esetén a 

legpontatlanabb, a kopulás módszertan esetén ez 30%-os wMAPE körül van, míg a klaszterezés 

esetén 70% feletti eltérés is előfordul. Halálokok esetén is a halálok 7%-át kitevő halálokok 

esetén 40% feletti wMAPE értéke van, míg a kopulás előrejelzésnél a halálok 99%-áért felelős 

halálokoknál 25% alatti a halálokonkénti wMAPE érték. Időben viszont mindkét módszertan 

esetén jelentősen nő a  pontatlanság, ezért nagyon hosszútávú előrejelzésre egyik módszertan 

sem túl jó. 

A halálokok ICD-10 szerinti besorolását Magyarországon 1996-ban vezették be, ami a 

modellek futtatása esetén több haláloknál meglátszik. Az ez által okozott problémákat teljes 

egészében nem lehet kiszűrni a modellekből, azonban az előrejelzéshez használt ARIMA 

modellek esetén külső változó bevonásával lehet a torzítást csökkenteni. A modellek egy 

részénél ez valamennyit javít a pontosságon, de a legpontosabb modellek egyike sem tartalmaz 

külső változót. Ennek lehet oka az idősorok viszonylagos rövidsége, ami esetén plusz egy 

változó paraméterének becslése összességében növeli a pontatlanságot a tanító időszakon kívüli 
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becslések esetében. Az Auto-ARIMA esetén ráadásul elképzelhető, hogy a modell egy másik 

komponense kezeli az ugrást, ezért annál kevesebbet javít a modellen a hozzáadott külső 

változó. 

A hibák mértéke azonban viszonylag magas még a legjobb modelleknél is már viszonylag rövid 

távon is, ami miatt hosszútávú előrejelzésre a használhatósága korlátozott. A klaszterelemzéses 

módszertannak a legnagyobb hátránya a klaszterek súlyának egyenlőtlen eloszlása. Az, hogy a 

halálesetek közel 90%-a az egyik klaszterben van azt jelenti, hogy a halálokok közötti 

függőségeket kevéssé vizsgálja a modell, és a szakirodalmi áttekintésben említett daganatos 

betegségek, és szív és érrendszeri betegségek közötti összefüggéseket nem modellezi a 

módszertan annak köszönhetően, hogy mindkét halálok egy klaszterbe került. A módszertan azt 

feltételezi, hogy múltbeli együttmozgás a jövőben is változatlanul fenn fog állni, ezt azonban 

ilyen rövid időszakon biztosra nem lehet megállapítani. Emellett nem ideális, hogy az átlagosan 

elfogadható wMAPE érték mögött egyes korosztályoknál rendkívül magas hibák vannak az 

előrejelzésben. Ez különösen a fiatal korosztályoknál a legnagyobb probléma, mert az ottani 

tévedés nagyobb kárt okozhat egy biztosítónak, mintha egy idősebb kategóriánál téved a 

modell. 

A kopulás módszertan esetén a becslésben lévő pontatlanságok kevésbé függnek a kortól, és a 

haláloktól. A paraméterek pontos beállítására viszont rendkívül érzékenyek a kopulát használó 

modellek. Ennek hátránya, hogy ilyen rövid idősor esetén a túlillesztést nehéz elkerülni, és 

semmi nem garantálja, hogy ezek a paraméterértékek helyesek maradnak a jövőben is. 

Az adatminőség a legnagyobb korlátja mindkét módszertannak, mind az rendelkezésre álló 

adatok időbeni rövidsége, mind a BNO kódok változtatásai megnehezítik a hosszútávú 

előrejelzést. Emellett a viszonylag kis populáció azt is jelenti, hogy még a nem túl részletes 

haláloki lebontásban is a kevésbé gyakori halálok esetén gyakran 0 haláleset történik egy évben 

és korosztályban. Ezeknek köszönhetően volt olyan halálok, ami esetén nem konvergált a 

modell, ami tovább nehezíti az előrejelzéseket. 
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6. Összegzés 

Okspecifikus halandóság modellezésekor több olyan nehézség is fennáll, ami az összmortalitás 

modellezésénél nem. Ettől függetlenül vannak olyan felhasználásai, ami esetén a 

nehézségekből adódó torzítás ellenére hasznos információkat hordoz egy ilyen modell. Segíthet 

eldönteni, hogy hova érdemes erőforrásokat csoportosítani az egészségügyi rendszerben, vagy 

a kutatásokban, és bizonyos szituációkban (például egy betegségcsoportot érintő sokkok esetén) 

az összmortalitás pontosabb modellezéséhez is hozzájárulhat. 

A legnagyobb kihívást a halálokok függetlenségének hiánya jelenti, amit versengő kockázatok 

jelenségének neveznek. Ennek következtében nem szerencsés egymástól függetlenül 

modellezni a halálokokat, ugyanis az általában túl optimista előrejelzéshez vezet. Ennek 

kezelésére több lehetőség is van a szakirodalomban, dolgozatomban kettő ilyen módszertant 

hasonlítok össze. 

Az egyik módszertan Varga (2025) tanulmánya alapján az egyes halálokokra Lee-Carter 

modellt illesztek, és az abból kinyert mortalitási indexeken DTW algoritmust használó 

hierarchikus klaszterezést végzek. Az így kialakult klaszterekre Li-Lee multipopulációs modellt 

illesztek, ahol az egyes halálokcsoportok adják a populációkat. 

A másik módszertan Zittersteyn és Alonso-García (2021) alapján arkhimédeszi kopulák 

segítségével kezeli a halálokok közti függőségeket. Adott arkhimédeszi kopula és 𝜃 paraméter 

mellett a megfigyelhető nyers mortalitásból becsülhető az elméleti nettó mortalitás, ami egy 

adott halálok kockázatát mutatja, feltéve, hogy annak az egy kockázatnak van az adott egyén 

kitéve. Ez az érték legalább akkora, mint a nyers mortalitás értéke. Ezekre a nettó mortalitásokra 

lehet utána Li-Lee multipopulációs modellt illeszteni, ahol az egyes halálokok a vizsgált 

populációk. 

1969 és 2010 közötti magyarországi adatokon illesztettem a modelleket, és az előrejelzési 

pontosságukat 2011-2019 között teszteltem. Ennek az az oka, hogy a Covid-19 járvány egy 

olyan külső sokk, amit nem tud előrejelezni a modell, viszont azóta még nem telt el annyi idő, 

hogy az utána lévő éveken tesztelhessem a modelleket. Az előrejelzéshez a modellek mortalitási 

indexeit kell előrejelezni, amire két főbb módszert alkalmaztam, a szakirodalomban írt 

módszert, ami a közös trendet ARIMA(0,1,0) módon jelzi előre, és az egyedi trendeket pedig 

AR(1)-el, valamint a beépített Auto-ARIMA függvényt, ami bizonyos határok között 

kiválasztja információs kritériumok alapján a legjobb ARIMA módszert.  
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Mind a kopulás módszer, mind a klaszterezést alkalmazó módszer esetén az Auto-Arima adta a 

legpontosabb előrejelzést, a klaszterezés esetén ez 17,2%-os wMape értéket eredményezett, a 

kopulás módszertannál pedig 19,1%-ot (1,25 paraméterű Clayton-kopula esetén). Mivel a 

mortalitási indexek közül több esetén jelentős ugrás tapasztalható 1996-ban, amikor a haláloki 

besorolások módszerét frissítették, ezért olyan előrejelzéseket is készítettem, ahol használtam 

egy külső bináris változót, ami 0 értéket vesz fel 1995-ig, és 1-et utána. Ezek az előrejelzések 

azonban nem lettek pontosabbak a korábban említett legjobb eredményeknél, aminek az oka az 

lehet, hogy viszonylag rövid idősoron kellett plusz paramétert megbecsülni, ami összességében 

rontott a modellen. Mindkét módszer esetén a 60-70 év közötti korosztályt tudta a modell a 

legpontosabban megbecsülni és a 30 és 50 év közöttieket a legkevésbé pontosan (a legidősebb 

85 év feletti kategóriát kivettem az értékelésből). Emellett a pontosság jelentősen romlott az 

évek előrehaladtával, 2019-re esetenként több mint kétszer akkora volt a hibamutató, mint 

2011-re. 

A klaszteres módszer adta összességében a pontosabb eredményt, azonban van több hátránya 

is ennek a módszernek. Az egyik klaszterbe került a két legfontosabb halálok, ezért annak a 

klaszternek a súlya 90% körüli volt, ami aláássa a haláloki megbontás előnyeit, hiszen a 

legfontosabb halálokok közötti függőséget pont nem vizsgálja a modell, hanem azzal a 

feltételezéssel él, hogy a jövőben is hasonlóan együtt fognak mozogni, ami ilyen rövid 

adatsorból nem állítható biztossággal. 

A kopulás módszer esetén a legnagyobb problémát a kopula, és annak paraméterezésének a 

választása adja. A 𝜃 paraméter kismértékű változtatása is jelentősen befolyásolja a modell 

pontosságát, aminek köszönhetően a modell nem túl robusztus. Mivel a tesztidőszakon vett 

kiértékelést használtam a legjobb modell kiválasztására, ezért a teszt időszak sem töltötte be 

teljesen a validációs szerepét, és elképzelhető a túlillesztés. 

Összességében mindkét módszertannak vannak jelentős korlátai, és a pontossága egyiknek sem 

kiemelkedő. Ennek egyik legfontosabb oka a rendelkezésre álló adatok minősége, és 

mennyisége, ugyanis 1969-ig visszamenőleg elérhetőek csak, és az alatt az időszak alatt is 

történtek olyan módszertani változtatások, amik nehézzé teszik a hosszabb adatsorok 

vizsgálatát, és előrejelzéshez való felhasználását. A viszonylag kicsi populáció miatt nem 

lehetett minden halálokot használni, valamint a vizsgált korosztályokat is többször össze kellett 

vonni, hogy a modell konvergáljon. Kutatásomat ki lehet terjeszteni nagyobb mennyiségű adat 
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bevonásával, más országok vizsgálatával, esetleg további módszertanok összehasonlításba való 

bevételével. 
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