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1. Bevezetés

A 2020-as éveket kovets makrogazdasagi kornyezet szamtalan kihivas elé allitja a globéalis
t6kepiacokat, amik koziil ebben a dolgozatban ketts {6 agra koncentralok: egyrészt a tar-
tosan magas inflacios és kamatkornyezet nehezitette hagyomanyos kétvény és részvény-
stratégidk alkalmazasat, mésrészt a klimavaltozas elleni kiizdelem altal kikényszeritett
fenntarthatosagi szempontok integralasat a portfoliokezelésbe.

Utobbi problémét a szakirodalomban két részre szoktak bontani, atallasi és fizikai koc-
kézatra. Az atallasi kockdzatok kihivasokat jelentenek a magas szén-dioxid kibocsatasu
agazatokban miikods vallalatok szaméra, mivel ronthatjak az értékeléseket, novelhetik a
miikodési koltségeket, valamint a hasznosithatatlan eszkézok miatt a mérleg érték romla-
sahoz vezethetnek [29]. Emellett a fizikai kockazatok is megnehezitik a befektetsk dontését
— ezek pedig az éghajlatvaltozasbol erednek, nevezetesen az atlaghémeérséklet hosszi tava
valtozasaibol, az idGjaras ingadozasaibol, valamint a szélsGséges éghajlati események gya-
korisdgabol vagy intenzitasabol [12]. Toébb kutatas is bizonyitja, hogy a zold kétvények
beemelése a portfolioba hatékony eszkoze mind a fizikai, mind az atallasi kockazatok el-
leni védekezésnek [16]. Tovabba a European Green Deal, valamint a Parizsi Egyezmény
miatt is megnétt a zold kétvények kereslete, ezért egyre relevansabba és széleskortien ke-
reskedetté valtak ezek az eszk6zok [3I]. Valamint az egyre szigorubb szabélyozas miatt
(pl. EU Green Bond Standard) a kérnyezettudatos befekteték vagy csak a kockazataikat
diverzifikalni kivano befektetk egyre jobban biznak ezekben a termékekben [13].

Mig a fenntarthatésagi kihivasokra a zold kotvények kinalnak megoldast, addig az
els6 bekezdésben emlitett elsd probléméra, a magas kamatkornyezet és a volatilis rész-
vénypiacok okozta nehézségekre az atvalthato kotvények piaca ad hatékony véalaszt. Bar
2022-ben a makrogazdasagi bizonytalansag hatéséra a kibocsatasok volumene jelent&sen
visszaesett, 2023-ban erételjes fellendiilés vette kezdetét, amely 2024-ben 119 milliard dol-
laros globalis kibocsatassal tet6zott, ez a trend pedig 2025-ben is kitartott [35, 19]. A
piac fellendiilésének egyik f6 mozgatorugoja a pandémia alatt kibocsatott, mintegy 100
milliard dollarnyi atvalthatd kotvény kozelgs, 2025-2026-os lejarata, amely massziv refi-
nanszirozasi kényszert teremtett [15]. A megemelkedett kamatkornyezetben a vallalatok
kénytelenek alternativ finanszirozasi formakat keresni, mivel a hagyomanyos, magas hoza-
mu vallalati kétvénypiacokon til nagy kamatteherrel szembesiilnének. Tehat az atvaltha-
t6 kotvények segitségével vonnak be t6két a mérlegiik azonnali, tulzott eladositasa nélkiil
[19]. Az eladdsodottség elleni védettségnek kézzelfoghatd mutatoja, hogy az eszkozosztaly
csédrataja (1,1 %) torténelmileg is toredéke a hagyoméanyos high-yield kétvénypiacénak
(3,1 %) [19].

Az atvalthato kotvények nem csak a kibocsatoknak jelentenek elényoket, befektetdi
és portfolio-optimalizacios szempontbol az atvalthaté kotvények beemelése kiemelkedd

elényokkel bir. Az eszkézosztaly hossza tavia, (30 éves) historikus adatai alapjan az



atvalthato kotvények atlagosan a részvénypiaci hozamok 70 szazalékat képesek realizalni,
mikozben a részvénypiaci volatilitdsnak mindossze 35 szazalékat szenvedik el [19]. Ez
abbol fakad, hogy arfolyamesés esetén a kotvény-padlé megvédi a portfoliot a tilzott
tékeveszteségektsl, mig a mogottes részvény arfolyamanak emelkedése esetén az eszkoz
korlatlan felértékel6dési potencialt kinal [35] [19].

A portfolidoptimalizalasi keretrendszert, amit hasznéalni fogok Merton [25] allitotta
fel. Ez a dolgozat tehat ennek a Kkiterjesztése az el6bb emlitett eszkozokkel, és kisebb

egyszertsitésekkel, de ezeket a késébbi fejezetekben fogom targyalni.

2. Irodalmi osszefoglalo

Az atvalthatd kotvények olyan hibrid vallalati értékpapirok, amelyek egy elére megha-
tarozott konverzios arany alapjan a kibocsato vallalat részvényeire valthatok. Arazasuk
ebbdl kifolyolag komplexebb, mint a standard testvéreik a beépitett opcidk miatt (atval-
tasi illetve visszahivasi lehetGség). A korai arazasi modellek jellemzsen egy adott jévébeli
id6pontban vizsgaltak az eszkoz kotvényként, illetve részvényre valtva vett értékét, majd
ezek maximumat diszkontaltak a jelenre [6]. Erre a modszerre tobbek kozott Ingersoll
[17] is fogalmazott meg kritikat mi szerint példaul, ha ez a kiértékelés a lejarat el6tti
idépontban torténik meg, akkor az atvaltasi kivaltsag, amiért fizettliink limitalva lesz,
viszont ha csak a lejarati id6pontot vessziik figyelembe, akkor az az el6tti potencialisan
kedvez6bb atvaltas lehetdségét veszitjiik el. Ebbdl lathato, ezek a modellek nagy valo-
szintiséggel alularazzak ezeket a kotvényeket. Tovabba a sziikséges diszkontrata is még
kérdéses, hiszen nem mindegy, hogy az atvalthaté kétvény éppen milyen szakaszaban van.
Ezen probék orvosolasara hasznalja Ingersoll [I7] és Brennan and Schwartz [11] a Black
and Scholes [9] altal bevezetett szarmaztatott kovetelésekre alkalmazott keretrendszert.
Ezek viszont strukturalis modellek tehat a cs6d nem kiilon valdszintiségi valtozo, hanem
a modell endogén eredménye. Ez onnan latszik, hogy az adott atvalthatd kétvényt kibo-
csatd cég értékének alakulasarol feltételezték, hogy egy Ito-folyamatot kdvet. Tehat itt is
még fent all a probléma, hogy mi szerint diszkontaljunk. Ezutan Tsiveriotis and Fernand-
es [32] tettek nagy elérelépést az atvalthato kotvények arazasaban. Az altaluk hasznalt
modellben mar a kibocsatoé cég részvénymozgasara irtak fel egy Ito-folyamatot. Itt az
alap otlet pedig az, hogy az atvalthatd kétvény érték alakulasat egy kizarolag készpénzt
fizets (kotvény jellegii) és egy részvényalapt komponensre bontjak. Ennek segitségével
pedig valaszt kaphatunk arra, hogy milyen diszkontratat érdemes hasznalni. A részvény
szerint alakulé komponensre a kockdzatmentes kamatlabbal kell diszkontalni, hiszen azt,
lehet feltételezni, hogy a kibocsato cég mindig tud sajat részvényt szallitani. A kotvény-
szerd részen pedig a kockazattal korrigalt diszkontrataval kell szamolni, mivel itt fennall a
veszélye a cs6dnek. Természetesen ennek a modellnek is van sok kritikaja példaul Ayache

et al. [4], felhozzak, hogy ez a modell nem tér ki arra, mi torténik cséd esetén. Vala-



mint még kitérnek két esetre, amikor ez a modell nem konzisztens méghozza a lejarat
el6tti visszahivasnal valamint hedgingnél. Az ilyen leegyszertisitett formaji modellek to-
vabbi kiterjesztését Gapeev and Kiihn [14] végezték el, akik ugrasokkal egészitették ki a
kibocsato cég részvényének arfolyam alakulasat.

Bar a modern pénziigyi gyakorlatban a fenti komplex modellek jelentik az drazasi stan-
dardot, jelen dolgozat elsédleges fokuszaban nem egy 1j arazasi keretrendszer megalko-
tasa, hanem a portfolioptimalizalas all. Ennek megfeleléen a Hamilton—Jacobi—Bellman
egyenlet felirdsakor a matematikai kezelhetGség érdekében egy egyszertisitett ardinamikat
fogok alkalmazni, amely megragadja az atvalthato kotvények aszimmetrikus kockazati
profiljat anélkiil, hogy a modellt analitikusan megoldhatatlanné tenné.

Bar a zold kotvények szerkezetiiket tekintve megegyeznek a hagyoményos kotvények-
kel, drazasuk a mogottes klimatudatos projektek miatt sajatos tulajdonsagokat rejt. Az
empirikus szakirodalom kozponti kérdése a "greenium" (zold prémium) létezése, vagyis
hogy a fenntarthatosagi preferencidkkal rendelkezd befekteték hajlandéak-e alacsonyabb
hozamot elfogadni ezen eszkozokért. Zerbib [34] egy parositasos modell segitségével sta-
tisztikailag szignifikans, negativ hozamprémiumot mutatott ki a zold kotvények javéra
a méasodlagos piacokon. Ebben az elemzésben azt talaltak, hogy a befektetsk 0.02%-os
hozamot hajlandoéak feladni azért, hogy zold befektetéseket tamogassanak. Ezt a jelensé-
get erdsitik meg Baker et al. [5] eredményei is, akik ramutattak, hogy a zold kétvényeket
gyakran specialis, buy-and-hold stratégiat folytaté ESG-befektetsk vasaroljak, ami csok-
kenti az eszkoz volatilitasat. A zoldkotvény-kibocsatas tovabba erds jelzé értékkel bir a
vallalat jovébeli kornyezeti teljesitményérsl és kockazati profiljarol, amely Flammer [13]
szerint a mogottes részvényarfolyamokra is pozitiv hatast gyakorol. Ezeken az empirikus
tanulmanyokon tul Agliardi and Agliardi [2] a cikkiikben egy folytonos ideji struktura-
lis modellel araztak ezeket az eszkozoket. Ebben a tanulményban a kibocsato vallalat
értékalakulasat egy ugrodiffuzios folyamat irja le, ahol csak negativ sokkokat szenved el
az adott cég, ezaltal modellezve tobbek kozott a klimasokkokat, atallasi értékvesztéseket.
A modell ramutat, hogy mivel a zold kétvény kibocsatas révén a vallalatok mérséklik
ezen klimasokkoknak valo kitettségiiket, a csédvalosziniiségiik endogén modon lecsokken,
igy megmagyarazza a hagyomanyos kotvényekhez viszonyitott alacsonyabb hozamelva-
rast. Jelen dolgozat portfoliboptimalizalasi modelljében ezen empirikus megfigyelésekkel
osszhangban a zoldkotvényt a hagyomanyos kotvényektdl és részvényektsl eltérd, sajatos
hozam és volatilitasi paraméterekkel rendelkez6 6néllé kockézatos eszkozként kezelem.

Az irodalom az atvalthato és a zold kotvényeket, ahogyan azt lattuk kilon targyalja.
Az el6bbiek esetében az arazasi probléméak dominalnak, mig az utobbiaknal a greenium és
a klimakockazatok hatésa all a kdzéppontban. Tudoméasom szerint azonban kevés olyan
folytonos idejt portféliGoptimalizalasi modell talalhato, amely a klasszikus Merton-féle
fogyasztasi-befektetési problémat egyszerre egésziti ki ezekkel az eszkozokkel. A dolgozat

célja ezért egy olyan analitikusan kezelhets keretrendszer kialakitdsa, amelyben e két



értékpapir egyidejiien jelenik meg és vizsgalhato a befektets optimalis allokacios dontéseire

gyakorolt hatasuk.

3. Merton portf6li6 probléma

A Merton portf6lié optimalizalasi probléma egy befektets portfolié optimalizacios felada-

tat hivatott megoldani. Ebben az esetben a Black-Scholes piacon fektetiink be, tehat

van kockézatmentes eszkoz r > 0 hozammal és kockazatos eszkoz konstans p > r atlagos

hozammal és konstans o > 0 volatilitassal. Ha egy eszkoz vagy portfolié kockazatmentes,
akkor a kovetkez6 dinamikat koveti:

d%f = rdt (1)

Valamint a kockézatos részvény a szakirodalomban gyakran hasznalt Geometriai Brown

mozgas dinamikat koveti:
% = pdt 4 od B, (2)
Ahol, (By)i>o egy standard egydimenzios Brown mozgas. Ekkor feltudjuk irni a be-

fektetd vagyonvaltozasat (Wy)i>o , a kovetkezd sztochasztikus differencialegyenlettel:

th = T’(Wt — ntSt)dt + ntdSt — Ctdt
= [TWt + ntSt(,u — T') - Ct]dt + ntStadBt
= [TWt + et(ﬂ — T) — Ct]dt + QtO'dBt

Itt a vagyon kockazatsemleges eszkozbe fektetett részét W, — n.S; adja meg a kocka-
zatos eszkozbe fektetett mennyiséget n,S; = 0, adja és a fogyasztasi ratat C,dt hatérozza
meg. Tehét a befektetének optimalisan kell valtoztatnia vagyonanak a kockazatos, koc-
kézatmentes termékbe fektetett részét valamint optimalisan kell azt elfogyasztania. A
legjobb befektetést valamint az optimélis fogyasztast pedig adott befektet6hoz tartozo
hasznossagfiiggvény fogja meghatarozni. Egy ilyen példa a CRRA hasznosségfiiggvény,
ami a kovetkezd alakot Olti:

=
)=

Ez a fiiggvény megmutatja, hogy mekkora fogyasztashoz mekkora hasznossag tartozik,

vy >0 (3)

~ a befektetd kockazatkeriilését méri. Tehat minden piaci szereplének az a feladata, hogy
a sajat hasznossagfiiggvénye szerint maximalizalja a jovébeni fogyasztasok hasznossaga-

nak varhato értékét. Ennek a megoldasara a Hamilton-Jacobi-Bellman egyenletet fogom



hasznalni. Viszont miel6tt belevagnék a probléma tovabbi targyalasaba, tgy gondolom
praktikusabb, ha kicsit tavolabbrol kozelitem ezt meg. A dinamikus programozasi, szto-
chasztikus kontroll problémék felirasat és a Hamilton-Jacobi-Bellman egyenlet levezetését

Walton [33] egyetemi jegyzetei alapjan mutatom be.

3.1. Dinamikus programozas diszkrét Bellman egyenlettel

Dinamikus programozas alatt egy komplex probléma kis részekre bontésat, majd ezen ré-
szek valamilyen kontrollfolyamattal torténé megoldasat értjiik. Richard Bellman dolgozta
ki a dinamikus programozas elméletének nagy részét abbol az okbol, hogy tobblépéses
dontési folyamatokat matematikailag tudjon optimalizalni. Fizikai rendszerallapotokat
minden id6pontban allapot paraméterek vagy valtozok irnak le. El6re meghatarozott
vagy a folyamat altal meghatarozott id6kozonként dontést kell hoznunk, ami befolyasol-
ja a rendszer allapotat. Ezeket a dontéseket az allapotparaméterek transzformalasanak
is lehet nevezni. Fzekkel a dontésekkel a végss allapot valamilyen fiiggvényét probaljuk
maximalizalni. Egy stratégia az ilyen dontések sorozata, az optimaélis stratégia pedig egy
elére meghatéarozott kritérium szerint a legjobb stratégia. Erre a problémara ésszertd lenne
megvizsgalni az 6sszes lehetséges stratégiat és kivalasztani azt amelyik maximalizalja, az
altalunk megadott kritériumot. Viszont ez a megoldas nem praktikus valamint nagyon
idGigényes is, ezért Bellman kidolgozott egy modszert, aminek segitségével megtudjuk
adni, a legjobb dontést a rendszer aktualis allapota alapjan. Ezt a szemléletet pedig az
optimalités alapelveként fogalmazta meg:

,,An optimal policy has the property that whatever the initial state and initial decisions
are, the remaining decisions must constitute an optimal policy with regard to the state
resulting from the first decisions.” — Richard Bellman

Els6 kozelitésben a diszkrét dinamikus programozas f6bb jellemzgit érdemes attekinte-
ni. Tehat el6szor diszkrét megszamlalhato idépontot vesziink figyelembe t = 0,1,2,...,7T.
Itt x -el jelolom a rendszer allapotéat és X -el az allapotok halmazat. Tehéat ¢ id6pontban
r; € X a dinamikus program allapota. Tovabba a -val jelolom a dontéseket valamint
A -val ezek halmazat. A jutalom pedig egy a dontés utan x allapotban r(a, z) valamint
T -ben r(z) . Ahogy méar emlitettem minden dontés megvaltoztatja a rendszert tehat a

kovetkezd allapotot, x € X-et igy lehet leirni:

r = f(x,a) (4)

Ezt a rendszeregyenletnek szoktak nevezni f : X x A — X . A mar emlitett straté-
gidkat m = (m; : t = 0,...,T — 1) —vel jel6lém ahol minden ¢ id6pontban valamilyen
dontést hozunk. Tehat xy -bol indulva egy stratégia allapotok sorozatat adja. Valamint

az el6z6 egyenletet ezzel a jeloléssel at lehet irni.



Tiy1 = f(l’t, 7Tt) (5)

Egy stratégiat a jutalmak osszegeként értékeliink ki:

R(xo,m) = r(xg, mo) + 7r(x1,m) + - + r(xr_1,77_1) + r(27) (6)

Ez a kumulativ jutalom fliggvény, az értékfiiggvény pedig ennek a maximuma:

Vixg) = max R(zo, ). (7)

Ahogy mar emlitettem a cél az, hogy ezt az optimalizécios feladatot meg tudjuk oldani
a legjobb stratégia kivalasztasaval. Tehét ezt a problémat kell kisebb részekre bontani
ezt pedig megtehetjiik, ahogy ezt az optimalités alapelve is kimondja. Ennek fényében

segithet felirni ¢ utani kifizetések kumulélt értékét.

R, m) = 3 r(e,ms) + (), )
Vi(zy) = max Ry(xy,m) 9)

Most, hogy mindezt definidltuk be is mutatnam véges idéhorizontt problémara diszk-
rét esetben a Bellman egyenletet. Ha Vo(x) = rp(x) és id6ben visszafelé haladunk tehat
t=T—1,...,0

Vi(z) = max{r(z,a) + V;_1(2)} (10)

acA
Tovabbraisz € X ész = f(x,a) . Az igy rekurzivan definialt stratégia pedig optimalis
lesz. Persze mindezt fel lehet gy is irni, hogy nem a jutalmat akarom maximalizalni,
hanem a kdltségeket minimalizalni. Igy be kell vezetni r(z, a) helyett c(x,a) fiiggvényt.

Ez esetben a Bellman egyenlet:

Li(z) = min{c(z,a) + Li—1(x)} (11)

acA

A kovetkezd részben leginkabb ezt az alakot fogom figyelembe venni.

3.2. Dinamikus programozas folytonos idejti Bellman egyenlettel

A kovetkezd lépés, hogy kozelebb jussunk a Merton portf6lié probléma megoldasahoz,
hogy el6szor folytonos idére is kiterjesztjiik ezt az optimalizacids problémét. Ebben a
részben az el6bb bemutatott Bellman egyenlet folytonos idében 1évé megfelelGjét fogom
roviden targyalni. Tehat ¢ € RT valamint tovabbra is a rendszer allapota ¢ idépillanatban

xy € X valamint a dontés a € A . A rendszeregyenletet hasonldéan, mint elébb f : X x A —



X adja meg, viszont mivel jelenleg folytonos az id6 igy a rendszer alakulasa idében egy

differencialegyenlet:

% = f(zy, ap). (12)

A stratégiakat szintén 7 -vel fogom jelolni és ez 7; dontések sorozata, amiket ¢ idSpon-
tokban hozunk. Hasonldan az el6z6 rész végéhez itt megint a dontések koltségével fogom
jellemezni az egyes stratégiakat. Ezeket itt is ¢(x, a) fogja jelolni, ami megmutatja, hogy
a valasztas x allapotban mekkora veszteséget eredményez. Mivel az egyszertiség kedvé-
ért véges id6horizontot vizsgalok T' id6pontban ez a fliggvény c(zr) értéket fog felvenni.
Tehat az optimalis stratégia az, ami minimalizalja ezeknek a koltségeknek a sorozatat.
Mivel folytonos esetet targyalok nyilvan kicsit meg fog valtozni a feladat felirasa az el6z6

részhez képest.

T
C(zg,a) = / e~ (g, ap)dt + e T e(ap) (13)
0

Ez az egyenlet adja meg a kumulalt koltségeket a kezdeti zq allapotbol és L(zg) ennek
a minimuma, amit meg szeretnénk hatarozni egy stratégiaval. Erre fog segitséget adni a

Hamilton-Jacobi-Bellman egyenlet, ami folytonos idében a kdvetkezs alakot 6lti

0= zrg‘l{c(w, a) + O Ly(x) + f(x,a)0, Li(x) — aLy(z)}. (14)

Itt ¢(x, a) a pillanatnyi koltség, L;(x) hasonloan a diszkrét esetben emlitett Vi(z) -hez ¢
-t61 kezd6d6 kumulalast jelent tehét itt ¢ -t6l kezd6ds integralas. Ez az eredmény nagyvo-
nalakban a kovetkez6 képpen levezethets az el6z6 részben felirt egyenlGségek segitségével.

El6szor is a rendszeregyenletre kell adnunk egy kozelitést a kovetkezs képpen:

Tips — Ty = 0 f (24, ay). (15)

Valamint a kumulalt koltségekre is:

Co= Y. (1—ad)ic(z,a)d + (1 - ad)7c(vr) (16)

te{0,6,...,T—8}
Ezekkel a felirasokkal most mar lehet hasznélni az el6z6 fejezetben targyalt Osszefiig-
géseket. ElGszor is felirom a Bellman egyenletet L,(z) -re, ami az el6bb megallapitott

rendszeregyenletre illetve kumulalt koltségekre:

Li(z) = Igéijl}{c(x, a)d 4+ (1 —ad)Liys(x 4+ 6 f(x,a))} (17)

Ezt az egyenletet kell atrendezni, hogy megkapjam az elgbb felirt Bellman egyenletet.

Els6 lépésben mindkét oldalbél le kell vonni L(x) -et, aztan el kell osztani az egyenletet



0 -val.

(18)

0 = min {c(a:, a) +

acA

(1 — ad)Lys(x + 6 f(z,a)) — Le(z) }
0

Annak érdekében, hogy megkapjuk a folytonos esetre a minimalizalandé egyenletet a

hanyados hatarértékét kell venniink tgy, hogy 6 — 0 -ba tartson.

lim (1 —=ad)Lips(x+0f(x,a)) — Li(z)
6—0 0

(19)

Erre a lancszabalyt hasznalva megkapjuk 0;Li(x) + f(z,a)0,Li(x) — aLi(x) . Ezutan
ezt egyszerten visszahelyettesitve kapjuk a méar felirt Hamilton-Jacobi-Bellman egyenle-
tet.

0= Igleiil{c(x, a) + O Ly(x) + f(x,a)0. Li(x) — aLy(z)}. (20)

Most, hogy mar fel tudjuk irni egy folytonos ideji optimalizéciés problémara ezt az
egyenletet mar csak egy 1épés valaszt el attol, hogy ezt felirhassuk a Merton problémara

is. Ez pedig nem més, mint a véletlen jelenléte az allapottér alakulasaban.

3.3. Sztochasztikus kontroll

Ebben a részben megteszem az utolsod lépést, ahhoz hogy fel tudjam irni a Hamilton-
Jacobi-Bellman egyenletet a rész elején targyalt probléméara. Ez pedig nem més, mint
a véletlen bevonasa az optimalizaciés problémaba, tehat a rendszer alakulasat egy szto-
chasztikus differencidlegyenlet fogja meghatarozni. Lehet is latni, hogy ez pontosan egybe
esik azzal, mint amit a rész elején, mint probléma bemutattam, hiszen ott a ,rendszert” a
vagyonnak lehet megfeleltetni. A véletlen hatast pedig egy egydimenziés Brown mozgés

fogja jelenteni. Tehat a rendszeregyenlet:

dXt = ,LLt(Xt, Gt)dt -+ O't(Xt, at)dBt (21)

Itt (X, ar) illetve oy( Xy, ay) progresszivan mérhetd fliggvények. Az egyszeriiség ked-
véért itt B; egydimenziés Brown mozgas. Tehat 0 -bol induld folytonos trajektoriaju
fiiggetlen novekményd, B; — By : s < t névekmény pedig normalis eloszlast valoszintiségi
valtozo 0 varhato értékkel és (t— s) varianciaval. Tovabbra is a dontések koltségével fogom
jellemezni az egyes stratégidkat c(z,a) , ¢(xr) . Valamint ezekre megtartom 7 illetve 7,

jelolést. Ennek fényében a kdvetkezd alakot Olti az optimalizacios probléma:

T
L(xg) = H‘leifrll C(zg,a) = Eqyy [/ e c(xy, a)dt + e_aTc(a:T) ) (22)
a 0

Ez az a valtozat, amikor xy az els allapota a rendszernek tehat ¢ = 0 -ban, ha pedig

t -bél indul tovabbra is L;(z) ként fogom jelélni. Ebben az esetben a Hamilton-Jacobi-



Bellman egyenlet a kovetkezd képpen irhato fel:

1
0= Hg}’ll {ct(a:, a) + O Ly(z) + py(x,a)0, Ly (x) + 503(3:, @) Oz Li(x) — aLt(m)} . (23)

Lathato, hogy megjelent egy 1j tag az egyenletben és ezen kiviil nem valtozott semmi
ez pedig nem maés, mint o7 (x,a)0,.Le(x) ez a fejlemény annyira nem meglepd, hiszen
pont ez a korrekcios tag jelenik meg Riemann integralrol valo attérésnél sztochasztikus
integralra. Most is hasonléan, mint diszkrétrdl folytonosra vald attérésnél elGszor adjunk

egy becslést a rendszeregyenletre:

Xiys — Xo = pe(Xe, m)0 + 04 ( Xy, 7)) (Brys — By) (24)

Tehat megint frjuk 4t ennek segitségével az optimalizaciés problémaét:

C, =E, S (- ad)ie(Xy a)d + (1 - ad)Fe(Xr) (25)
te{0,6,...,T—8}
Ebbdl pedig fel lehet irni a Bellman egyenletet is:
Ly(x) = min {e(Xy, a)d + (1 — @)y o[ Lers(Xiro)l} (26)

Megint L;(z) -et levonva (1 — ad) zardjel kibontasa valamint leosztva 0 -val az egyen-
letet:

ac

0 = i {c(X1,0) + FEralLuss(Xioa) = Llo)] — aBualbuss(Xioall ) (20

Most mar csak annyi a teendd, hogy Liys(X;15) — Li(x)-et meghatarozzuk, abban az

esetben, ha a 0 — 0 hatarértéket vesziink. Ezt megtehetjiik az Ito formula segitségével:

Liis(Xiys) — Li(z) = (@L + (X, ) O L + %af(x, a)(‘)mL) d + 0 Loy(x,a)(Birs — By)
(28)

Ha ezt vissza helyettesitjiik az el6z6 egyenletbe kiesik 0, Loy (z,a)(Biys — By) mivel
ahogyan mar leirtam a Brown mozgas névekménye 0 varhato értéki valamint 6 leegysze-

riisodik és vissza is kaptuk a Hamilton-Jacobi-Bellman egyenletet.

ac

0= miE {ct(x, a) + O Ly(z) + py(x,a)0, Ly (x) + %O’?(l’, @) Oz Li(x) — aLt(m)} . (29)

Most, hogy mar diffiziés kontrollproblémakra is fel tudjuk irni ezt az egyenletet vissza
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is térhetiink az eredeti problémara.

3.4. A Merton portfélié6 probléma részletezése

Tehat folytassuk is az elsé részben felvetett optimalizacids probléma megoldasat. Méar
bevezetett jelolésekkel a mostani allapotegyenlet, ami a befektets vagyonanak alakulését

irja le a kovetkez§ sztochasztikus differencialegyenlet:

th = [TWt + 9t<lu — T) — Ct]dt + etO'dBt (30)

Kis emlékeztetésiil a vagyon kockazatsemleges eszkozbe fektetett része W, — nyS; a
kockézatos eszkozbe fektetett mennyiséget n,S; = 6, a fogyasztasi ratat pedig Cydt jeloli.
Minden befektets tudja valtoztatni ezt a két mennyiséget és a hossziatavia varhatéd hasz-

nossagat fogja mindenki maximalizalni. Tehat az optimalizaciés probléma a kovetkezd:
o
V(wg) = max Eg {/ e_o‘tu(ct)dt] (31)
(nt,ct)€EA 0

Itt u(c;) a hasznossagfiiggvény ezzel lehet mérni az egyes idépontokban elfogyasztott
vagyon nyujtotta jutalmat, hogy tugy fogalmazzak, mint azt tettem, amikor a diszkrét
esetet targyaltam. Ez a fiiggvény klasszikus kozgazdasagtanban monoton névé valamint
konkav. Ahhoz, hogy fel tudjuk irni erre a sztochasztikus kontrollproblémara a Hamilton-
Jacobi-Bellman egyenletet elgszor meghatarozom V (W;) dinamikajat. Mindezt természe-

tesen az Ito formulaval fogom megtenni:

1
AV (W) = 0,V (We)dW; + 500V (Wo)d[W], (32)
W; dinamikajat mar a rész elején definialtuk valamint d[W]; ennek kvadratikus vari-
acidja szerinti integralds, ami a kovetkezs képpen néz ki:
dW); = 0%c*dt (33)

Ezeket vissza helyettesitve dV (WW,) egyenletébe kapjuk:

1
dV(Wt) == 8wV(I/[/t)[7’Wt + et(u — 7’) — Ct]dt + etO'dBt + §8wwV(VVt)9202dt
6?02

2

== {awV(Wt)[TWt + Qt(,u — T) — Ot] + awwV(Wt)} dt + 8wV(Wt)9tadBt
Az el6z6 rész alapjan varhato értéket kell venni, igy csak az Ito formula hasznéla-

ta utan megjelend drift marad benne az egyenletben, hiszen a sztochasztikus integral

(0, V (W})0,0dBy) az Ito-izometria miatt egy 0 varhato értékd normaélis eloszlast valoszi-

niiségi valtozo, igy kiesik az egyenletbdl. Erre a problémara a Hamilton-Jacobi-Bellman
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egyenlet:

02 2
0= max {u(c) — aV(W,) + 0,VIWY) [rWy + 0, (n — 1) — Cy] + TaawwV(Wt)} (34)
A maximalizalast fel lehet bontani kiilon részekre ahol csak az adott paraméterek

szerepelnek:

020>

max{u(c) — cd,V'} + max {Ht(,u —1)0,V + Taww\/} —aV +rW;0,V (35)

Elgszor az optimélis fogyasztas meghatarozasahoz derivéaljuk le az egyenletet ¢ -szerint.

Ebbél megkapjuk az optimélis fogyasztast:

¢ = W) (0,V) (36)

Ezutan 6 szerint is derivalva az egyenletet pedig:

0200V = — (1t — )0,V (37)
Ezt természetesen 6 -ra rendezve megkapjuk az optimalis kockézatos eszkozbe fektetett
mennyiséget.
OV p—r
0= —————— 38
OwwV 02 (38)

4. Portfolié optimalizalas atvalthato illetve zold kotvény

kiegészitéssel

4.1. A modellfeltevések és az eszkozok dinamikaja

Mint ahogyan azt méar emlitettem és a cimbdl is lathato, az eredeti portfolié optimalizacios
probléma kiegészitését targyalom ebben a dolgozatban. Viszont ehhez elGszor definialnom
kell, hogy milyen tipust piacon fogom ezt megtenni illetve az egyes eszkozdknek milyen
dinamikajuk van. Ezt a problémét egy surlodasmentes piacon fogom megoldani, ahol
természetesen a Black and Scholes [9] szabélyok élnek. Az optimalizacios probléméat a
befektets pedig T' (tehat véges) id6horizonton fogja megoldani. A lehetséges befektetési
eszkozok pedig a kockdzatmentes betét(B), egy kockazatos részvény(.S), egy atvalthato
kotvény(U), valamint a z6ld kotvény(G). Tehat az eredeti Merton [25] cikkhez képest a
befektetési termékek szempontjabol megegyezik az elsé kettd, és csak az utobbi kettGvel

bévitettem a problémat.
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Legyen (2, F, (Ft)wcior) P) teljes, jobbfolytonos sztirt valészintiségi mezs, amelyen
definialt a haromdimenziés standard Brown-mozgés W, = (W72, W¢e, W¢) kdlesondsen
fiiggetlen koordinatédkkal. A filtraciot az altaluk generdlt természetes filtracié szokésos

augmentaciojaként definialjuk:

Fo=a(WIWEWE:0<s<t) VN,

ahol A/ a P-nullhalmazokat tartalmazza. A folytonos és adaptalt Ito-folyamatok prog-
ressziven mérhetGek; a konstans volatilitasok és a véges T" horizont biztositjak a négyzetes
integralhatosagi feltételeket, ebben a részben szerepls egyenletekre igy a modellben sze-
replS Ito-integralok jol definialtak.

A kockdzatmentes eszkoz dinamikija természetesen determinisztikus, illetve arat a

kockédzatmentes kamatlab r hatarozza meg.

dBt = T’Btdt (39)

A kettd hasonlé dinamikaval rendelkezs kockazatos eszkéz pedig a részvény (S), zold
kotvény (G). Ezeknek az arfolyamalakulasat standard Geometriai Brown-mozgas (GBM)

irja le, ami a val6s P mérték szerint a kovetkezd.

dSy = Sy(psdt 4+ osdW;) (40)
dG, = Gy(pgdt + ogdWE) (41)

Természetesen egyetlen, fix lejarattal és kuponfizetéssel rendelkezd kotvény ardinami-
kdjanak leirasa a Geometriai Brown-mozgéssal nem lenne természetes valasztas a lejarat-
kori névértékhez vald konvergencia és a csdkkend volatilitas miatt. Jelen dolgozat modellje
azonban nem egy konkrét zold kétvény-kibocsatast, hanem egy diverzifikalt, folyamato-
san megujitott likvid zoldkotvény-indexet vagy ETF-et (példaul a Bloomberg MSCI Green
Bond Index-et) reprezentéal. Ekkor a modell egyenletében szerepld g és o paramé-
terek aggregalt modon ragadjik meg a piaci kamatlab- és hitelkockidzatokat, valamint a
z0ld kotvények sajatos arfolyamdinamikajat(greenium) és a speciélis befektetsi bazisbol
fakado alacsonyabb volatilitast, amelyeket empirikusan Zerbib [34], illetve Baker et al. [5]
is igazoltak. Természetesen mindkét paraméter értéke szigortian pozitiv.

Hasonléan a piacrol tett feltételezésekhez a részvénydinamika teljesen megegyezik a
Black and Scholes [9] modellben hasznalthoz, tehat a drift egyiitthatoja pg, és a diffuzios
tag og is konstansok illetve nagyobbak, mint 0. A paraméterek értékének pontos megva-
lasztasara pedig majd egy késGbbi fejezetben fogok részletesen kitérni elGszor még a jelen
probléméra vonatkozé HJB egyenletet kell felirnom, ezen paraméterek hasznalataval.

A kettd eszkozrél pedig feltételeztem, hogy valamilyen mértékben korrelalnak. Ugy

gondolom, ez egy természetes és életszeri feltevés valamint az irodalomban is elterjedt
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és hasznalt tobb kockézatos eszkozt tartalmazoé piacndl. FEzt az egylitt mozgast pedig
az arfolyamukat meghajté Wiener-folyamatokbol lehet kiolvasni: d[W WY, = pgqdt
természetesen —1 < pgg < 1.

Ebbdl kifolyolag at lehet irni a zold kétvény arfolyam alakulaséra felirt sztochasztikus

differencial egyenletet a kovetkezs képpen:

dGy = Gy[ucdt + og(psgdW; + \/ 1= peadWy)] (42)

Itt természetesen dW, illetve dW¢ fiiggetlen Brown mozgasok, tehat d[WSWe|, ér-
telem szertien 0. Igy itt dW¢ a zold kotvény egyedi kockdzatat mutatja meg, illetve igy
jobban lathat6 hogyan hat a részvényt meghajté Wiener-folyamat erre az eszkozre. Ebbdl
a felirasbol tovabba jobban latszik, hogy a késGbbiekben hogyan fogok szimulalni, és a
kés6bbi atalakitasok atlathatosadgéat is remélhetSleg megkonnyiti. Természetesen a rész-
vény dinamikat is hasonlé médon &t lehetett volna irni a szimulacidhoz ez a valtoztatés
az eredményeken nem valtoztatott volna. Viszont mivel az utébbira még sziikségem van
az atvalthato kotvény dinamikdjanak meghatarozasidhoz, ezért logikusabbnak talaltam a
zold kotvényt meghajté Wiener-folyamatot ilyen moédon kihelyettesiteni.

Végiil at is térnék az utolsd kockazatos eszkozre, ami nem més, mint az atvalthato
kétvény, ennek dinamikajat kés6bb adom meg elGszor azt az esetet vizsgdlom, ha egy
kétszer folytonosan differencidlhato U(S,t) fiiggvénnyel definidlnam. Az S paraméter
itt az el6bb targyalt részvényt jeloli, aminek mar definidltam a differencidlegyenletét.
Tehat ugyan az a cég bocsatja ki az atvalthato kotvényt, mint aminek az értékpapirjat
targyalom, tehat erre ad atvaltasi lehet&séget a beépitett opcid és ezért paramétere az
U(S,t) fiiggvénynek. A t pedig szimplan az id6t jelzi, amitsl szintén fligg az arfolyam.
Igy az Ito-lemma segitségével fel lehet irni a kovetkezs képpen a dinamikajat ennek az

eszkoznek is:

ou ou 10*U
AU, = —dt + —dS; + —=——=d|S 43
=gl g it 5 g ol (43)
Ahol %—(t] az atvalthato kotvény id6 szerinti parcialis derivéltja, g—g a részvény arfo-
02U

lyama szerinti els6rendi parciélis derivalt, és végiil az el6bb emlitett termék szerinti

952

mésodrendd parcialis derivalt. Kihasznélva az el6bbi részben taglalt részvény dinamikéat

dS; = Si(usdt+asdW;)-t, és ebbdl a kvadratikus variaciot, ami pedig a kovetkezs alakot

olti d[S), = o02S7dt. Ezeket behelyettesitve illetve csoportositva elérkeziink a kovetkezs
egyenlethez:

ou ou 1 0*U ou
AUy = | = + psSimg + 2088t =05 | dt + =055 dW)? 44
t (atﬂ‘s tas*z"“asq) T g 7s (44)

Itt mar jol lathato, annak az oka, miért a zold kotvény egyenletét irtam at és nem a

részvényét. Tovabba az is latszik, hogy mind a harom kockazatos eszkoz egyiitt mozog:
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2 @2 U 2 @2
USSt USStathpSG BS SS
_ 2 2 U
Y = |0sS06Gipsa oGy ﬁUSStO'GthSG (45)
U 2 2 ouU U2 2 q2
95755; 95 059106G1psa (ds) 55

A matrixban balrél jobbra, valamint fentrdl lefele a részvény (.S), utana zold kétvény

(@), és vegil atvalthato kotvény (U) szerint lathatoak ezen eszkozok egymassal vett kova-

ou
oS

sor. Ebbdl kifolyolag pedig nem létezik a méatrixnak inverze, ami, ahogyan majd latjuk a

rianciai. Ahogyan latszik ebben a matrixban az elsé sornak csupan 4z-szerese a harmadik

HJB egyenlet felirasa utan kelleni fog az optimalis eszkoz stulyok meghatérozésara. Ebbgl
kifolyolag, kovetkez§ dinamikaval fogom definiadlni az atvalthatd kotvény arfolyamalaku-

lasat:

ot oS 052 oS

Az 1j wiener folyamat ortogonélis a részvény arfolyamalakulést generalora, tehat
dW* W€, = 0. Ez a tag az atvalthato kotvény egyedi (idioszinkratikus) hitel, likviditési

kockazatat reprezentalja konstans pozitiv o., s6t szigortan pozitiv egyiitthatéval mivel ha

1 2
dUy = (aU + MSStaU + 0551;28 ) dt + 8_UUSstthS + UrodWy (46)

0 lenne, elttinne ez a tag és nem lehetne invertalni a kovariancia métrixot. Ez a feltevés
pénziigyileg konzisztens a Black and Scholes [9] keretrendszer volatilitasra vonatkozo nem
negativitasi kovetelményével, és azt tiikrozi, hogy az atvalthatd kétvény minden esetben
hordoz a részvénypiaccal nem magyarazhato egyedi, fiiggetlen kockazatokat (példaul hi-
telkockazatot vagy likviditasi prémiumot). Mivel ennek az eszkoznek az értékét a részvény
arfolyama hatarozza meg a konnyebb érthetGség kedvéért bevezetem a standard opcios
érzékenységi mutatokat (gorogoket), tehat © = %[t], A = dS’ és ' = g;{ Ezutan ezeket
behelyettesitve az el6z6 egyenletbe és leosztva U;-vel a kovetkezd egyenletet kapjuk:

du, 1 SiA
—t = O + pusSiA + 0552 dt + = USthS + oedWy (47)
Ut Ut Ut
s Qs

Itt a py jeloli az atvalthato kotvény pillanatnyi varhato hozamaéat lathato, hogy ebbe a
driftes tagba épiil be a Gamma (I") a Delta (A) pedig ide, és még a diffuzios tagba is. Mar
csak egy bevezetett jelolésrsl nem beszéltem ez pedig nem mas, mint az Qg = %. Ez,
ahogyan az lathato a A logikdjara épit, az utobbi azt mutatja meg, hogy a részvény arfo-
lyamanak valtozasa mekkora abszolut értékvaltozéast ér el az atvalthaté kétvény araban,
az Qg ezt szazalékosan adja meg. Igy ebbdl lathato, hogy az atvalthaté kétvény éppen
milyen szakaszban van. Kotvény-szert fazisban (a beépitett opcié Out-of-the-money),
hibrid fazis (a beépitett opci6 At-the-money), és végiil részvény-szert fazis (a beépitett

opci6 In-the-money). A tovabbiakban feltételezem, hogy 0 < Qg < 1, ami a kétvénykom-
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ponens stabilizal6 hatasat fejezi ki: az atvalthato kotvény részvénykitettsége nem nagyobb
a tiszta részvénykitettségnél. Tehat ha 0-hoz kozelit az értéke, az azt jelenti, hogy a be-
épitett opcid elértéktelenedik, a részvény mozgésara nem érzékeny az arfolyamvaltozasa,
tehat itt a A alacsony és ez azt jelenti, hogy az atvalthatd kotvény tgy viselkedik mint
egy kotvény. Ebbdl kifolyolag a kamatlabak valtozaséara érzékeny az értéke, amit ebben a
modellben az egyedi o, hatdroz meg. Ha az Qg értéke 0,5 koriil van akkor az atvalthato
kotvény értelemszertien hibrid fazisban van és egyarént érzékeny az arfolyamvéaltozasra és
az egyedi kockazatokra. Ha pedig 1 kozeli értéket vesz fel, természetesen az opcié szinte
biztos lehivasra keriil (In-the-money) és az atvalthaté kotvény tgy viselkedik, mint egy
részvény.

Végezetiil pedig, ennek a dinamikanak a segitségével fel lehet irni az eszkozok kozotti
most mar invertalhat6é kovariancia matrixot is. Viszont mivel a HJB-egyenlet felirasdhoz
illetve a vagyonfolyamat levezetésénél, mar relativ silyokra fogok attérni igy a kovari-
ancia matrixot is atirtam és most az egyes eszkozokre vonatkozo pillanatnyi hozamok

kovariancia matrixat fogom leirni:

U?g 0s0GpPsG Qsﬁgv
3 = |osoapsa 0% Qsosoapsa (48)

2 2 2 2
QSUS ansagpgg QSUS + (o

Lathato, a —héz képest itt mar nincsenek beszorozva az atloban 1évs tagok az arfo-
lyamaik négyzetével valamint a kereszttagok az éppen aktuélis kettd eszkoz arfolyamaval.
Tovabbé lathato az utols6é sor mar nem egy eltoltja az elsének az idioszinkratikus tag mi-
att, mivel feltételeztiik, hogy o, > 0, a matrix determinénsa szigortian pozitiv (|| > 0),

a kovarianciamétrix invertalhaté marad.

4.2. A vagyonfolyamat meghatarozasa

Ebben a fejezetben pedig a befekteté vagyondinamikajat fogom meghatarozni, tgy aho-
gyan ezt felirtam az eredeti Merton féle portf6lio problémara is. Ahogyan azt mar em-
litettem, itt ez a problémakor 2 kockazatos eszkozzel egésziil ki, amik nem méasok mint
a z0ld kotvény —es dinamikéval és az atvalthato kotvény —es dinamikaval. A mar
megszokott befektetési termékek, amik szerepeltek az eredeti keretrendszerben a kockaza-
tos részvény, aminek a dinamikajat a -dik egyenlet irja le valamint a kockédzatmentes
bankbetét . Hasonloéan a Merton-féle felirashoz kiegészitve az el6bb emlitett termé-

kekkel a kovetkez6képpen néz ki a vagyon alakulésa:

dXt = Ngﬂgdst + NG,tht + NU,tht + T(Xt — N&tSt - NG,th — NU’tUt>dt — Ctdt (49)
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Hasonléan, mint az eredeti cikkben most a kockdzatmentes eszkozbe fektetett vagyon-
rész X; — Ng1Sy — Ng.tGy — Ny Uy A kockazatos eszkozbe fektetett részt, pedig az egyes
eszkozokhoz tartozo mennyiségek(Nsy, Ngi, Nui) és az eszkozok szorzata adjak meg.

Ebben a felirasban is természetesen a fogyasztas mértékét ¢; adja meg. Ezutan behelyet-

tesitve az emlitett dinamikakat (, , , )

dX, = Ns, [St(ugdt + ogdWS )]
+ Ngt [Gt(ugdt + OGthG)]
+ Ny, [Ut(uUdt 4 QeogdWS + aEde)}
+ (Xt — Ng+St — Ng+Gy — Ny Up)dt — ¢dt

Egyenlethez jutunk innen pedig a kiovetkezs 1épés, a kockazatos eszkozokbe fektetett
mennyiségek atirasa a vagyon egy szazalékos megfelelGjére. Ez pedig a kovetkezd helyet-
tesitést jelenti az egyes termékek szempontjabol példaul a részvényre wg; = NSTZS” Ezt
behelyettesitve a —be a kovetkezot kapjuk:

dX
= Ws ¢ (usdt + USthS>
X

+ Wa ¢ <[Lgdt + UgthG>
+wyy (uUdt 4 QeogdWS + aede>

c
+1r(l —wgy — wgy — wyy)dt — Lt

Xi
Felbontva a zardjeleket és atcsoportositva a sztochasztikus, illetve determinisztikus
tagokat, valamint visszaszorozva X;-vel elérkeziink a végleges vagyonfolyamathoz. Kzt
természetesen méas néven a jelenlegi probléma rendszeregyenletének is lehet nevezni, mint

ahogyan azt tettem az el6z6 fejezetekben.

dX, = (Xt [r +wst(pus —r) +war(pe — ) + wus(po — r)] — ct> dt
+ we o gdW?
StV s t (52>
+ wG,tJGthG

+wyy <QSanWt5 + aEdW,f>

Ezt még tovabb lehet alakitani maéatrixos, illetve vektoros formara, hogy taldn még
érthetébb legyen az intuitiv tartalma és ranézésre latszodjon, hogy a kockazatos eszkozok

stilyai hol jatszanak szerepet. Ehhez a zold kitvényt generalé Brown-mozgast (dW ) at
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kell irni olyan médon mint ahogyan az meg van adva a —es egyenletben.

dX, = (Xt [7‘ +wg(ps — 1) +wer(pa — ) + wo(po — r)] _ Ct) dt

+ wgo5dW7?

(53)
+ we06(pscdW; + \/ 1 = peedWy)
+ wy (didetS + Ugth€>

Ebbdl mar nagyon egyszertien lathato, hogy milyen alakban adhaté meg a végss va-

gyonfolyamat.

dX; = [X; (r+w' (= 11)) — ¢ dt + Xpw" S2dW, (54)

Ebben az egyenletben, w = [wgy, we s, vat]T vektor tartalmazza, az egyes kockazatos
eszkozhoz tartozo vagyon hanyadokat, p = [us, g, py]? vektor tartalmazza az egyes koc-
kézatos eszkozok driftjét, és 1 csupa egyesekbdl allo oszlopvektor. Végiil az utolsé vektor
egy 3 dimenzios Wiener-folyamat dW; ami az (53))-as egyenletben 1évé Brown-mozgasokat
tartalmazza a kiovetkezs képpen dW; = [dWs, dW,, dW T ezek pedig ahogyan mér azt
emlitettem fiiggetlen valdszintiségi véaltozok. Mivel, a modellben szerepls eszkozok ho-
zamsokkjai korrelaltak (példaul a részvény és a zold kotvény kozott), a valds, korrelalt
piaci sokkokat a $1/2dW, szorzat allitja els, ahol a $'/2 a korabban definialt kovariancia-
méatrix Cholesky-felbontasa (négyzetgyok-méatrixa). Ez az als6 haromszog matrix pedig

jelenhelyzetben a kovetkezs alakot Olti:

gs 0 0
»2 = — P2 55
= |pscoc oa\/1—p5e O (55)
Qgog 0 O¢

4.3. A HJB egyenlet felirasa

Ebben a részben dinamikak és a vagyonfolyamat ismeretében fel is lehet irni erre a prob-
lémara a Hamilton-Jacobi-Bellman egyenletet. Viszont ez el6tt még visszatérnék arra a
kiilonbségre, hogy most véges [0, 7] (ahol T < o) idSintervallumon térténik a befektetés
illetve a vagyon elfogyasztasa tehat ez egy idében inhomogén optimalizaciés eset. Ezutan

mér fel lehet irni, hogy a befektetd milyen egyenletet probal optimalizalni.

T
V(t,X:) = max E, [/ e~ Gy (e, )ds + e T Du(Xr) (56)
t

{""-’8705}3:1&
Ez persze egy altalanos feliras, az eredeti cikkben illetve eddig mindig amikor az el6z6

fejezetben targyaltam a Bellman egyenleteket t = O-ra irtam fel az optimalizaciés prob-
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lémét ezt természetesen itt is meg lehet tenni egy egyszerd helyettesitéssel olyan alakra
egyszertisodik. Hasonl6an maxy,, . r mutatja meg, hogy ezt a feltételes varhato érté-
ket ezen két paraméter szerint kell optimalizélni. E;-ben ¢ az adott id6pontban elérheté
informaciok alapjan vett feltételes varhato értéket jelenti. e~ =% és =T az ids-
preferenciat fejezi ki egy kvazi diszkontalas, tehat megmutatja, hogy egyes befektetSk
mennyire tiirelmetlenek, mennyit ér nekik, ha ma elfogyasztjak a vagyonukat ahhoz ké-
pest, hogy ezt holnap tennék. Végezetiil pedig u(c,) valamint u(Xr) mutatja meg, hogy
egyes pillanatban mekkora az elfogyasztott vagyon elért hasznosséga.

A kovetkez6 1épés, hogy Ito-formula segitségével meghatarozzam az értékfiiggvény ala-
kulasat azért, hogy ezutan ebbdl fel tudjam irni a HIJB egyenletet. Mivel a piacon jelen
lévs atvalthato kotvény paraméterei fiiggnek a részvényarfolyamtol, ilyen értelemben ez
allapotvaltozoként jelenne meg az egyenletben, ami az értékfiiggvényt V (¢, Xy, S;) alakuva
tenné. Jelen dolgozatban azonban a portfoli-optimalizalas tgynevezett myopic (révid-
14t6) komponensére fokuszalok [10]. A myopic befektetd az optimalizalas soran a befek-
tetési lehetSségek halmazat (az allapotvaltozokat) lokalisan determinisztikusnak tekinti,
igy az intertemporélis fedezeti keresletet reprezentalé, S; szerinti parciélis derivaltakat és
keresztderivaltakat (Vs, Vxg) elhanyagoljuk. Ennek a feltevésnek a tiikkrében az értékflige-
vény lokélis dinamikajat a vagyonfolyamat (X;) és az id6 (¢) mentén a kévetkezd redukalt

Ito-formula irja le:

ov oV 10%V
Xi) = — —dX; + ———=d|X
av(t, Xy) 5 dt + aXcl ¢+ 5 8X2d[ ¢ (57)
(’}_V . ’ . , « 1. . . «, 7. -, . 8_‘/ . 82‘/ . _
Ahol 5+ az értékfiiggvény id6 szerinti parcialis derivaltja, 3% és 3¢5 pedig a vagyon

folyamat szerinti els@ illetve masodrendt parcidlis derivaltak. Ebbe az egyenletbe a va-
gyonfolyamat dinamikajat, amit az —es egyenletbdl ki lehet olvasni valamint ennek a

kvadratikus variadciojat kell behelyettesiteni. Utobbi pedig a kévetkezd szamolassal jon ki.

X)) = (dX,)> = (X,w"S2dW,)’
X2 (w'=?) (w2t
= X7 (w32 w) dt
=X} (w'Sw) dt
Itt természetesen le lehetne irni a kereszt kovariacios tagokat dt-vel viszont ez egy
monoton noévs fiiggvény ezek a tagok tehat d[IW,t], = 0-val lesznek egyenlGek. Most,

hogy kiszamoltuk a kvadratikus varidciot be lehet helyettesiteni az —es egyenletbe a
kovetkezSképpen:
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dV@Xg:%gﬁ

Lo
0X
L1V
20X?2

59)

(Xt (7” -+ ’l,UT([,l; — 7'1)) — Ct> dt -+ thTzl/Qth] (

X} (w" Sw)dt

Az (59)-es egyenletben a miiveletek elvégzése utan a determinisztikus (dt) tagokat
egyetlen blokkba csoportositjuk, a sztochasztikus (dW;) tagokat pedig kiilonvalasztjuk.
Mivel a Bellman-féle optimalizalasi elv alkalmazasakor a folyamat varhato értékét (E;[dV])
vessziik, a standard Brown-mozgésok martingal tulajdonsidga miatt a dW,; tagok var-
haté értéke normal esetben elttiinik. Ahhoz azonban, hogy ezt a lépést itt is el tud-
jam végezni, egy fontos egyszertsits feltételezéssel kell élnem. A vagyonfolyamat (dX;)
dinamikajanak felirdsakor az atvalthatd kotvény arfolyamérzékenységét mérs gordgoket
(Delta, Gamma), és ezaltal a p és X paramétereket lokalisan konstansnak fogom te-
kinteni. Béar ezen paraméterek az id6 és az arfolyam fiiggvényében folytonosan val-
toznak, az onfinanszirozo kereskedési stratégia feltételezése mellett (amely itt onfinan-
szirozo fogyasztassal egészil ki) egy infinitezimalis dt idGintervallumon beliil rogzitett-
nek, azaz a sztochasztikus integral szempontjabol el6rejelezhetének kell lenniiik. En-
nek a kikotésnek koszonhetfen a sztochasztikus tag varhatod értéke valoban nullava va-
lik, és kizarolag a dt szorzojaval rendelkezd, determinisztikus sodrodasi (drift: E[dV] =
{%—‘t/ + 9 [Xt (r+w(p—r1)) — ct} +1i2Y Xf(wTEw)} dt) tag marad életben. Ennek
segitségével pedig a kovetkezé alakot 6lti a Hamilton-Jacobi-Bellman egyenlet erre a prob-

lémara:
ov ov T 1%V _,, o B
a5 aV + max {u(c) + X [Xt(r +w' (p—rl)) — ct} + §8X2Xt (w Xw) =0

4.4. Optimalis portfélio stlyok és fogyasztasi litem

A Hamilton—Jacobi-Bellman-egyenlet felirasét, illetve a lokalisan konstans paraméterek
feltételezésének tisztézasat kovetGen ebben a részben meghatarozom az optimaélis portfo-
libstilyokat, valamint a fogyasztasi litemet. Ezt pedig a stulyok meghatérozasaval fogom
kezdeni. A (60)-as egyenletben mar ki is vannak emelve azok a részek, amiket ezen pa-
raméter befolyasol és igy a parciélis derivalds szempontjabol nem tiinnek el. Elvégezve a

derivalast a kdvetkezd eredményt kapjuk:
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0 ov 0*V

A vektor szerinti derivalas szabalyait alkalmazva mivel X egy szimmetrikus kovarian-

X2Xw* =0 (61)

ciamatrix, a kvadratikus forma derivaltja: a%}('wTEw) = 23w. A kettes szorzo kiesik az

%—del. Majd az egyenletbdl kifejezve w*-ot megkapjuk az optimalis portfolié silyokat.

oV

w'=——2X_1(y—r1) (62)

Ty 2V
Xigxe

Ebbdl a képletbdl lathato, hogy a modell milyen eszkozoknek fog nagyobb sulyt adni
illetve milyen tulajdonsigait biinteti. A p — 1 vektor a kockazati prémiumot méri tehéat,
egy eszkoz varhatd hozama minél nagyobb mint a kockdzatmentes hozam, annal magasabb
silyt kap. Lathato, hogy biintetd faktorként megjelenik a kovariancia matrix inverze, ami
biinteti, ha egy eszkoznek tilsdgosan nagy a szorasa, korrelacidja egy masik termékkel, igy
novelve a portfolio diverzifikaltsdgat. Ezt a szerkezetet pontosabban lehet latni —bc’)l

1S.

1 _|_Q_?9 psc Qg7
U%‘(lfp?qg) ‘7? USUG(lfpgg) ‘72
= | ke L 0 63
USUG(lfp?SG) Ué(lfp?s'c) ( )
_ s 1
L o2 0 o2

A kereszttagok negativitasa biinteti ha nagyon egyiitt mozog egy masik eszkozzel, illet-
ve ha nagyon nagy a szérasa, az osztas miatt ez is vissza fogja hizni az egyes eszkézokbe
fektetett vagyonrész mértékét. Ez a logika pedig teljesen analog a Markowitz [22]-féle
portfolié optimalizalasi szemlélettel, ami azt veszi figyelembe, hogy az adott eszkozoknek

mekkora a varhaté hozama illetve szorésa és utobbit minimalizalja adott hozamok mellett.

oV
Viszont a (62))-es egyenlet elss tagjarol (—X"’X ) még nem esett sz0.

22v
Ez a tort hasonlo a szakirodalomban Artrg)\(; [3] és Pratt [28] utan abszolut kockéazat-
tiirésnek (Risk Tolerance) nevezett mérdszamhoz. Ok irték le, hogy a kockazatkeriilést
nem onmagaban a hasznossagfiiggvény (u) mutatja meg, hanem annak gorbiilete. Fz
alapjan irtak az abszolut kockazatkeriilésr6l (ARA - Absolute Risk Aversion) aminek
a képlete naluk: v

u(X)
—7;,(())(())35 ez hasonl6 mint amit én is kaptam a silyokra valé képletben 1év§ torthoz, vi-

Valamint a proporcionalis kockézatkeriilésnek képlete néluk

szont mivel egy folytonos optimalizaciés problémat vizsgalok az értékfiiggvény ennek a

gondolatnak az analdgiaja, valamint ez természetesen ilyen értelemben a proporcionalis

u'(X)
T u(X)x
CRRA (Constant Relative Risk Aversion) tipust hasznossagfiiggvényt hasznalok az op-

kockazattiirés lenne, ami az el6bb targyalt ardanynak az inverze (

). Tovabba egy

timalizéacios feladatban, ami pedig a HARA-tipusa (Hyperbolic Absolute Risk Aversion)
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hasznosségi fiiggvények csaladjaba tartozik. Ez tokéletesen bele illik a Merton altal lefek-
tetett keretrendszerbe, viszont miel6tt még ezt tovabb targyalnédm, ezeket a fiiggvényeket
jellemezném.

Egy hasznossagfiiggvényt akkor neveziink HARA tipusiinak, ha az abszolit Kockéazat-
keriilése a vagyon (X) hiperbolikus fiiggvénye tehat:

u'(X) 1
uw'(X) a4+ bX

ARA(X) = (64)
Ebben a képletben a a,b paraméterek konstansok. A CRRA hasznossagfiiggvény,
X1
11—y

ahogyan mar emlitettem a kovetkezd alakot 6lti: u(X) = és igy az els6 és masodik

derivaltjai:

W(X)=X"" (65)
u'(X) = —y X7 (66)

Ezeket pedig vissza helyettesitve az ARA el6bb téargyalt képletébe mar lathato is,
hogy a CRRA egy ilyen hasznossagi fiiggvény. Ez a helyettesités pedig az alabbi @—es
egyenletbdl lathato.

X)Xy

¥ (67)

ARA(X) = — - _ 1
RAX) = =2 x— X 0+1X

Az utols6 atalakitasbol pedig latszik, hogy ez egy olyan specialis eset, amikor az a
paraméter 0 valamint a b = %

Merton az eredeti cikkében ahol a kockézatos eszkozokrdl feltételezte a lognormalitast
elgszor belatta, hogy él a two-fund separation tehat, hogy az egyes befekteték a koc-
kdzatmentes portfolio és egy kockazatos portfolio (attol fiiggen valasztanak, a vagyonuk
mekkora részét fektessék ebbe a kockazatos portfolioba, hogy milyen a kockazati étvagyuk)
otvozetét tartjak. Ezaltal pedig tudta tgy tekinteni a piacot, mint egy kockadzatmentes
eszkoz és egy lognormalis kockazatos eszkoz. Ezutan az el6zGekben targyalt HARA tipusi
hasznossagi fiiggvények mellett felirta hasonld alakban az optimalis silyokat mint az lat-
hato a —ben is csak természetesen skalar valtozokkal és belatta, hogy az értékfiiggvény
is HARA tipust lesz és igy szétvalaszthato id6 illetve a vagyonvaltozas fiiggvényeire. Fz
pedig azt jelenti, hogy a megjelent parciélis derivaltakat tehat a nalam is megjelent tagot

V.
(—XJ;g—V) meg lehet pontosan hatarozni és igy el lehet jutni egy analitikus megoldéashoz.
0%V

X2
Viszont mindezek el6tt, meg kell hataroznom az optimalis fogyasztast c*-ot is. A
HJB egyenletben a fogyasztésra vonatkoz6 maximalizalasi probléma elsérendi feltétele a

kovetkezd:
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du(c) OV 4
oc ox VT ¢ Tox

Itt is lathato az értékfiiggvénynek megjelent egy parcialis derivéaltja hasonlé médon,

(68)

mint a —es egyenletben. Tehat ha be lehet latni, az értékfiiggvényrsl a szétvilasztha-
tosagot erre is lehet kapni egy analitikus megoldast.

A —as egyenlet analitikus megoldasahoz be kell 1atni, hogy az értékfiiggvény fel-
bonthato6 egy kizarolag az id6tsl, illetve egy kizarolag a vagyontol fligegs tag szorzatara. A
feltevéseink szerint a befektetd hasznossag fliggvénye CRRA tipusi, myopic megkozelitést
alkalmazzuk, éliink azzal a feltételezéssel, hogy a V (¢, X) fiiggvény 6rokli a CRRA alakot

és a kovetkezd szepardbilis format olti:
Xt
L=y

Els6 1épésnek, meg kell hatdroznunk ezen probafiiggvény parcialis derivaltjait az id6

V(t, X) = f(t) (69)

(t) és a vagyon (X) szerint:

v, X1

S 0T (10)
oV .

o~ X ()
= (X (72)

Behelyettesitve a —es egyenletet a mar meghatarozott optimalis fogyasztasi litemet
definialo —ba, megkapjuk az optimalis fogyasztési stratégiat:

1

cT=fHXT = F=ft)yX (73)

Lathato, hogy az optimalis fogyasztas a vagyon (X)) linearis fliggvénye. Ezutan pedig
az optimalis sily meghatarozasahoz a —es egyenletbe a —es és —es egyenlet altal

definialt parcialis derivaltakat helyettesitve az alabbi optimélis stlyvektort kapjuk:
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(74)

f(t)‘)(t_’y 2—1

X

1
=Y pu-r1
S ( )

Ezutan az optimalis ¢* fogyasztéast, valamint a — derivaltakat visszahelyette-
sitjiik az eredeti —as HJB egyenletbe (optimalizalt w* stlyvektor azért nem kertl
kibontasra, mivel nem tartalmazza sem f(t) fliggvényt sem X vagyonfolyamatot sem). A

behelyettesités utan a HJB egyenlet a kovetkezGképpen alakul:

X1 X1 )~ x)
0= a4 VOO

FOX X (r 4 (") (1 — 1)) — f(1)7X] -

1
57 fOX X (w) T Sw?

_|_

Bontsuk fel a zarojeleket és végezziik el az X hatvanyainak Gsszevonasat (X7 - X =
X7 dlletve X771 X2 = X177 Az egyszerisitések utén a kovetkezs alakot kapjuk:

o=(f5) - () e (B s

1—x 1=~ 1—7
f(t) [T + (w*)T(IJ’ _ 7,,1) o f(t>—1/w} Xl_»y_
%vf(t) [(w*)"Sw*] X7 75)

Mivel az egyenlet jobb oldala 0, és feltételezziik, hogy a vagyon szigortiian pozitiv
(X > 0), a teljes egyenletet leoszthatjuk X' ~7-val. A sztochasztikus parciélis differencial-
egyenlet ezaltal egyetlen, kizarolag az id6tdl fiiggd kozonséges differencidlegyenletre egy-
szertisodik, amely az f(t) fliggvényre vonatkozik. Tehat a feltételezett V' (t, X) = f(t) )il_j
szeparalt alak helyes, igy az optimalis silyokat, illetve optimalis fogyasztési litemet ,
egyenletek hatarozzak meg.

A silyvektort meghatarozd képletet tovabb mér nem kell alakitani, megkaptam az

analitikus sulyokat. Viszont az optimaélis fogyasztési litemet leir6 egyenletben 1évs f(t)
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fiiggvényt még meg kell hatdroznom. A —E)s egyenletbdl az optimalis stulyok behelyet-
tesitésével, a zardjelek felbontasaval és 1 — y-val valo szorzés utan, a kovetkezé Bernoulli-

tipusi differencidlegyenlethez érkezek:

(p—r)"2 " (p —r1)
2y

P+ = (r+ )-al s a0 =0

Mivel az (56))-os célfiggvényben a végss vagyonbol szarmazo hasznossag (u(Xr)) salya
a T id6pontban pontosan 1, hiszen itt méar nincs kévetkezd idépont, ameddig még tortén-
hetne befektetés. Ebbdl kifolyolag meghatarozhato a peremfeltétele a —os egyenletnek.

(1) =1 (77)

A kdnnyebb atlathatosag érdekében vezessiink be egy & konstanst a kozépsd tag egytitt-
hatojara, azaz & = [(1 — 7) <7“ + (u—r1)TS =1 (pu—r1)

2y
egyenletiink:

> — a]. Ezzel a jeloléssel a kiindulo

2=

F@)+Ef@E) +1f)

Vezessiink be egy uj h(t) fliggvényt a h(t) = f (t)% helyettesitéssel. Ebbdl az eredeti
f(t) fiiggvényt kifejezve a kévetkezst kapjuk:

~0 (78)

h(t) = f(t) (79)

Ezt az egyenletet az id6 (t) szerint derivalva, a lancszabaly alkalmazéaséaval megkapjuk
f/(t) érteket:

F1(t) = yh(t) (1) (80)

Behelyettesitve a és egyenleteket az eredeti ((78)-as differencidlegyenletbe:

2=

Yh(E) T () + ER() + 7 (h(t)) 7 =0 (81)

Felbontva a zardjelet és ezutan leosztva a kozos yh(t)?™! kifejezéssel, egy allando
egylitthatos, linearis differencidlegyenlethez jutunk:
W)+ Sh(t) +1 = 0 (82)
Y
A h(t) definialasabol latszik, hogy ebben a differencialegyenletben is ugyan tgy 1 lesz
a végfeltétel, mint az eredeti problémaban. Igy meghatarozhato h(t) értéke a kovetkezd-

képpen:
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h(t) = _J (1 — e%(T_t)> 45T (83)
Ennek ismeretében pedig felirhaté az optimélis fogyasztasi litem is a —as egyenletbe
helyettesitve.

Ct = 77N (84)

4.5. Stratégiak vizsgalata

Miel6tt még tovabb mennék a gyakorlati implementécié megkezdésére, meg kell vizsgal-
ni, hogy az el6z6 alfejezetben levezetett sulyokkal egy jol definialt portfoli6folyamatot
kaptam-e. Ennek célja az, hogy lathato legyen, a visszahelyettesitett silyokkal a vagyon-
folyamatban megjelend integralok értelmezhetéek. Tovabba, hogy az itt definialt fogyasz-
tas is egy, a szakirodalomban megalapozott fogyasztasnak megfelels folyamat. Végezetiil
pedig meg kell vizsgélni, ez a stratégia illetve fogyasztési par megengedett-e.

El6szor az egyes eszkozokbe fektetett aranyokat kifejezd w™* vektort vizsgalndm meg.
Ha egy befektets ezt a stratégiat hasznalja, akkor természetesen ezekkel a sulyokkal kell
felirni a —es vagyonfolyamatot és a —es értékfiiggvényt leird sztochasztikus differen-
cidlegyenleteket. Mivel ezek az aranyok megjelennek a diffuziés tagban, felmeriil a kérdés,
hogy a sztochasztikus integralok jol definidltak-e. Ehhez azonban még hozza kell venni az
X,-t és a B1/2-t is, hiszen ezek is megjelennek itt. Tehat be kell latni, hogy a folyamatok
progressziven mérhetGek és véges masodik momentummal rendelkeznek.

Mivel a w* és /2 paraméterekrsl feltettem, hogy lokalisan konstansok, ebb6l kovetke-
zik, hogy adaptaltak, valamint a trajektoridik is folytonosak. Tovabba X, is egy adaptalt
és majdnem biztosan folytonos trajektoriaju folyamat, mivel egy sztochasztikus differen-
cidlegyenlet megoldasa, és a 4.1-es részben definialt filtraciot generalé Wiener-folyamatok
hatarozzak meg az alakulasat.

Ezutan mar csak a négyzetes integralhatosag végességét kell megvizsgalni erre az eset-

re, ami a kovetkezGt jelenti:
T
/ | X (w*) "2Y2||%dt < 0o majdnem biztosan. (85)
0

A szorzat tagjai az el6bb targyalt okok miatt folytonos trajektoriajuak, igy a szorzatuk
is rendelkezni fog ezzel a tulajdonséggal, ezért a zéart [0, 7] intervallumon az integrandus
korlatos marad. Egy korlatos folyamat négyzetének Riemann-integralja egy véges [0, 7]
intervallumon szintén véges, igy a progressziv mérhetGségi és az integralhatoséagi feltételek
egyiittes teljesiilése miatt ez egy jol definialt és 1étezd integral.

A megengedett stratégiat Karatzas and Shreve [18]-as konyve alapjan az abban sze-

repl§ 3.2-es definici6 hatarozza meg.
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Definition 3.2: Adott x > 0 esetén, azt mondjuk, a fogyasztas és portfolio-folyamat
par (c,m) megengedett x-nél, amit a kovetkezdként jeloliink (¢, 7) € A(x), ha az z,¢, 7

altal meghatéarozott X*“™(-) vagyonfolyamat teljesiti
XTem(1) >0, 0<t<T,

majdnem biztosan. z < O-ra A(x) = 0.

Ennek a vizsgélatdhoz az el6z6ekben meghatarozott optimélis portfoliosulyokat (w*)

és az optimalis fogyasztasi titemet (¢f = X;/h(t)) vissza kell helyettesiteni az eredeti
vagyonfolyamatba.
o T X A\ T1/2
dX; =Xy (r+ (w*) ' (p—rl)) dt — %dt + X (w*) ' =2 AW, (86)

Lathato, hogy a vagyonfolyamat értéke (X;) minden tagban szerepel, igy kiemelhetd:

1
dXy = X; [r+ (w*) " (u —r1) — ol dt + X, (w*) " ZV2dW, (87)

A konnyebb atlathatosag érdekében vezessiink be két determinisztikus helyettesitést a
drift és a diffazios egyiitthatokra. Legyen A; = r+(w*) " (u—7r1)— ﬁ és B = (w*) " X1/2
(ahol B konstans vektor A; determinisztikus a lokalis konstansagi feltevés miatt). Ekkor a

vagyonfolyamat egy homogén, linearis sztochasztikus differencidlegyenletté egyszertisodik:

dXt == XtAtdt + XthWt (88)

Ennek az egyenletnek a megoldédsa az Ito-formula alkalmazéasaval egy sztochasztikus

exponencialis folyamat, amely a Geometriai Brown-mozgashoz hasonlé formét olt:

t t
X, = Xoexp (/ (As - %HBHQ) ds +/ BdWs) (89)
0 0

Mivel az indul6 vagyon szigortian pozitiv (Xy > 0), és az exponencialis fiiggvény érté-
ke barmilyen valos kitevd esetén szigoriian nagyobb nulldnal, ebbdl egyenesen kovetkezik,
hogy a vagyonfolyamat minden ¢ € [0, 7] id6pillanatban szigorian pozitiv marad. Tehat
teljesiti a Karatzas and Shreve [18] altal megfogalmazott 3.2-es definiciot. Az alacsony
kockézatkeriilés esetében elGforduld extrém tékeattételt vagy shortolast tartalmazo opti-
maélis megoldés az elméleti, surlodasmentes piacon megengedett stratégia.

Az altaluk megfogalmazott teljes megengedhet&ségi kritériumrendszer azonban a va-
gyonfolyamat nem negativitdsa mellett a fogyasztasi folyamattal szemben is tamaszt felté-
teleket. A definicié megkoveteli, hogy a fogyasztas majdnem biztosan nemnegativ legyen
(¢t > 0), illetve véges integrallal rendelkezzen ( fOT ¢ dt < oo majdnem biztosan) a vizsgalt
idGhorizonton.

Mivel a jelen modellben az optimalis fogyasztast a ¢; = X;/h(t) egyenlet adja meg,
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és az el6z6 lépésben belattuk, hogy a vagyonfolyamat szigortian pozitiv (X; > 0), igy
kizarolag a h(t) fiiggvény tulajdonsagait kell megvizsgalnunk. A koréabban levezetett
egyenletbdl lathato, hogy h(t) egy determinisztikus, folytonos és szigortian pozitiv fligg-
vény a zart [0, 7] intervallumon. Ebbdl egyenesen kovetkezik a két valtozo hanyadosanak
pozitivitasa (¢; > 0), ami teljesiti a nem negativitasi feltételt.

Tovabba, mivel az X; vagyonfolyamat trajektoriai folytonosak, a zéart [0, 7] interval-
lumon majdnem biztosan korlatosak is. Egy majdnem biztosan korlatos folyamat és egy
szigorian pozitiv, folytonos determinisztikus fliggvény hanyadosdnak Riemann-integralja
a véges [0, 7] id6tavon szintén véges marad.

Erdemes azonban kitérni egy fontos gyakorlati és elméleti korlatra, amelyre Brandt
[10] is ramutat. Bar az el6zéekben latni lehetett, hogy a jelents tokeattétellel miiko-
d6 optimalis portfolidstratégia folytonos idejii kérnyezetben megengedett, ez az allitas
egy diszkrét ideji implementéacio (példaul napi atstlyozas vagy Monte Carlo-szimulacio)
esetén mar nem feltétleniil igaz.

A folytonos idejii modellben a folyamatos atsilyozas miatt a vagyonfolyamat expo-
nencialis jellege révén sosem valik negativva. Ezzel szemben barmilyen véges At idGlépés
esetén fennall a veszélye annak, hogy egy tékeattételes pozicio esetén a kockazatos eszko-
zok arfolyamanak hirtelen, két idslépés kozotti drasztikus esése a teljes vagyont a nulla
ala szoritja, még miel6tt a befektetd atsulyozhatnéa a portfoliojat. Viszont Brandt [10] is
megemliti, hogy ennek fényében sem feltétleniil érdemes elvetni az igy kapott portf6lidsi-
lyokat, mivel altalaban az el6bb felvazolt helyzet bekdvetkezésének az esélye meglehetGsen

kicsi. Ahogyan azt a szimulacios részben is latni fogjuk, egyszer sem fordult el6 ilyen eset.

5. Gyakorlati implementaci6

Ebben a részben a kapott portfolié sulyok illetve a fogyasztasi titem kiilonbo6z6 szcenariok
altal valo tesztelését, illetve a kiértékeléshez sziikséges utolso lépéseket fogom elvégezni.
Ezek nem masok, mint az egyes paraméterek és eszkozok értékbecslésének a bemutatésa,
a probléma idében val6é diszkretizalasa, valamint a szimulacidé megvalosulési menetének a

targyalasa.

5.1. Id6beli diszkretizacid

A hérom legegyszertibb eszkoz diszkretizalasaval fogom kezdeni ezek természetesen a koc-
kazatmentes eszkoz (B), és a kett6 GBM altal leirt termék a zold kotvény (G), illetve a

kockazatos részvény (S). Ehhez a vizsgalt [0, T'] id6intervallumot N darab egyenld hosszi-
T
N
pontokat t; = iAt jeloli (i = 0,1,...,N). A determinisztikus kockdzatmentes betétet mar
= Bti -+ TBti At

sagu részre kell bontani, ennek kovetkeztében dt helyét At = < veszi at. A diszkrét id6-

fel is lehet irni ezen felosztés segitségével. Bar a linearis kozelitése By,
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is lehetséges, a szimulédcids hiba minimalizalasa érdekében a dolgozatban a diszkrét id6-
lépések kozott a pontos, exponencialis novekményt alkalmazom:

Bt Bt‘ eTAt (90)

i1 3

Igaz, mivel feltételeztem a konstans kamatlabat egyes idépontokban, a folytonos és
diszkretizalt esetben is megegyezik az eszkoz értéke. A részvény értékét leird sztochaszti-
kus differencidlegyenlet diszkrét kozelitésére ketts a szakirodalmakban elterjedt megoldast
fogok targyalni, amik a Milstein [27], és a Maruyama [23] modszer. Mind a két esetben
a kovetkez§ Osszefiiggést hasznalva dS; = Sy ar — S; fel lehet irni az arfolyamot pontos

integralos alakban a [t, ¢ + At] intervallumon.

t+AL t+At
Sti41 =5, + / (s Sy du + / 055y de (91)
t t
Erre az Fuler-Maruyama megkdzelités a ¢;,; idSpontban a részvény értékére a kovet-
kez6 becslést adja:

St = Sti + ,UStlAt + O_Sti V AtZ,;g (92)

i1
Ezt pedig tgy szdmoljuk, hogy az els6 integrél egyiitthatojat a t idéponti mar ismert
értékén beszorozzuk az intervallum hosszaval. A masodik integralban dW) = dW}7 , —
dW? ennek a novekménynek az eloszlasa pedig megegyezik \/EZZS—VGI, ahol Z7 egy
standard normalis valészintiségi valtozo, itt hasonléan az integrandus ¢ pillanatban mar
ismert értékét szorozzuk ezzel.
Ehhez képest a Milstein modszer a kovetkezd becslést adja a —es egyenletre:

1
St = Sti + /J'SStZAt + USSti V AtZZ + éag’stlAt(ZZQ - 1) (93)

i1

Lathato, hogy az el6bbi megkozelitéshez képest egy korrekcios taggal boviilt a képlet.
A szimulaciés hiba minimalizalasa érdekében a ketté modszert a részvényar logaritmusé-
ra is lehet alkalmazni, amit az Ito-lemma segitségével lehet megkapni. Ebben az esetben
pedig, mind a ketts diszkretizécids Gt ugyan azt az eredményt fogja adni. Ezutan expo-
nencialisra emelve a fiiggvényt megkapom a végss Osszefliggést, amit hasznalni fogok a

szimuldciéimban.

1
St;1 = St exp [(ug — 50%) At + ogV AtZZS} (94)

A részvényhez hasonldan a zold kotvény dinamikajat is egy GBM-el irtam le tehét az

elébb targyalt lépések erre is egy az egyben ugyan azok, igy hasonlé egyenlethez jutunk.

1
Gy, = Gy, exp {(,ug - 50%) At +ogV AtZiGl (95)
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Hasonloan, mint a részvény esetében Z& egy standard normalis eloszlast valészintiségi
valtozo. Ahogyan azt leirtam, amikor bevezettem a két eszkozt, a dinamikakat generéld
Brown-mozgasok korrelaltak. Kzt az Osszefiiggést a diszkretizacioban megjelend vélet-
len szdmok kisebb &atalakitaséval kell kezelni. A —ben lévs valoszintiségi valtozot a
kivetkezSképpen tovdbb bontom fel Z& = psaZ? + /1 — pioZ¢, ahol Z2, Z¢ fiigget-
len standard normalis eloszlast valoszintiségi valtozok. Ez teljesen megegyezik —es
egyenletben leirt helyettesitéssel. Ahogyan azt mar ott is emlitettem az a feliras a jelen
fejezetben fog még egyszer elgjonni, és igy a kivetkezs alakot hasznalom a zold kotvény

arfolyam alakulasanak generalasahoz:

1
Gy = Giexp Kuc - 50?;> At +ogVAL (PSGZZS +4/1- p%ng)} (96)

Ezt pedig természetesen ugyan az az eredmény mintha alapbdl a —es egyenletet
vettem volna alapul, és abbdl Ito-formula segitségével az igy eredményiil kapott egyenletre
hasznalnam a targyalt diszkretizaciot.

Az atvalthato kotvény diszkretizacios felirdsanal, viszont nem ilyen egyszeri helyzettel
talaljuk szembe magunkat. Ha a Milstein vagy Euler moédszer segitségével kozelitjiik
a —es egyenletet hasonloan kiilonb6z6 eredményre jutunk, mint ahogyan az tortént
az el6z6 esetekben is. A konzisztencia megtartédsa végett, és hogy a termék ara még
véletleniil se tudjon negativba menni (igaz ennek ebben az esetben is szinte elhanyagolhato
a valoszintisége) ismét hasznéaljuk az Ito-formulat az eszkoz logaritmusara és emeljiik az

exponencialisira.

t+At 1
t

t+At t+At
+ / QgogdW?5 + / o dW?
t t

Viszont ellentétben az eddig targyalt termékekkel, a ketts diszkretizacios it méar mas

(97)

eredményre visz. Ezeket a kovetkezd két egyenlet szemlélteti.

1
Ui, = Uy, exp { (uU,ti ~5 (Q%ﬂtiag + 03)) At + Qg 05V AtZiS + oV Ath} (98)
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1
Uy, = Uy, exp { (MU,ti —3 (Q§7tia§ + Uf)) At
+ Qg4,05VALZ? + 0V ALZE (99)

— 0%, 0RA () 1) }

A —as egyenlet az Euler-Maruyama, —es pedig a Milstein modszer szerint lett
diszkretizalva. A kiilonbség a korrekeios tag (—3Q%, 03At ((Z7)? — 1)) a mésodik egyen-
let végén latszik.

Viszont ebben az esetben a paraméterek mindegyik idépontban mésok és méasok lesz-
nek, ellentétben az el6z6 harom dinamikaban szereplkkel. Valamint ezeket az egyenle-
teket a generalashoz nem tudom hasznalni az exponencialis drift taghan levs Q% miatt.
Ez abbol kovetkezik, hogy a paraméter forditottan aranyos U-val, igy ha az eszkoz értéke
csOkken ez a tag ng és mivel negativ elGjellel szerepel a nevezében, tovabb csckkenti a kot-
vény arat. Ebbdl kifolyolag sok szimulacios esetnél 0-hoz konvergalna az értéke. Valamint
ez a tag jelen van a stlyokban is igy ezekre is irrealis eredményeket kapnék.

A kockazatmentes bankbetét, zold kétvény illetve részvény generalasahoz, ebben a
részben taglalt diszkretizalassal el is végeztem a sziikséges 1épéseket. Ez abbdl fakad,
hogy ezekben az egyenletekben az Osszes paramétert konstansnak tekintem, ezeket a szi-
muléci6 elején a megfelel6 megfontolasok utan beallitjuk egy adott szintre. Az atvalthato
kétvénynél viszont még megjelennek az érzékenységi mutatok (A, I', Q) ezért tovabbi

lépéseket kell tenni a becslésiikre.

5.2. Atvalthato kétvény érzékenységi mutatoinak becslése

Az atvalthato kotvény parcialis derivaltjainak meghatarozasahoz még néhany feltételezés-
sel kell élnem. Mivel ebben a dolgozatban a hangsuly a portf6li6 optimalizalason van, egy
elég egyszerd modszert fogok hasznalni ezen termék részvényre és idére vett érzékenységé-
nek becsléséhez. Ez pedig a komponensekre valo dekompozicio, tehat feltételezem, hogy
az atvalthato kotvény egy vételi opcio atvaltasi arannyal stlyozott értékének és a vallalati

kotvény értékének osszegeként hatarozhatd meg.

U, = Beony(t) + ¢ - C(S, 1) (100)

Ez az otlet a mar emlitett Tsiveriotis and Fernandes [32] cikkel analog, viszont ott
természetesen sokkal kifinomultabb dinamikakat illetve feltételezéseket tesznek. Ezek ko-
zé tartozik példaul, hogy Osszefiigg a hitel és részvénykockazat, ami természetesen sokkal

valosagkozelibb feltételezés mivel ha a részvény ara elkezd esni azt varnank, hogy a val-
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lalat cs6dvaloszintisége is néni fog. Viszont ez a megkozelités bonyolult sztochasztikus
differencialegyenlethez vezet, aminek a numerikus megoldésa minden kis idépontban a
sulyok kalibralasa érdekében nagyon szamitasigényes. Ezen okok miatt az el6bb emlitett
implementaci6é szempontjabol ezt az egyszertibb modszert alkalmazom.

Ahogyan emlitettem egy minél szamitaskimélébb modszert hasznalok, igy a vallalati
kotvény értékét a névérték diszkontaltjaként hatarozom meg. A felbontas miatt a rész-
vényarfolyam szerinti derivalas soran csak a call opcidt kell figyelembe venni tehéat az

érzékenységi mutatok a kovetkezd modon alakulnak.

ou oC

AU_ﬁ_C‘_(?S—C.AcaH (101)
02U 0*C

FUZOSZZC'aSQ:C'FcaH (102)

Ezeket pedig a Black and Scholes [9] keretrendszerben explicit tudjuk tovabb szamolni:

N'(dy)
Ily=c ——————— 104
v ¢ St(TS T—t <O>

A harmadik érzékenységi mutato, ami kell még a sulyok meghatarozasihoz a Oy,
ami természetesen az idére vett érzékenység. Ehhez viszont mar nem csak a call opciot
kell figyelembe venni, hanem a kétvény komponenst is, igy a kovetkezéképpen alakul a ¢

szerinti parciélis derivalt értéke:

_ Stgle(dl)
2T —t

Ezekben az egyenletekben N (-) a standard normélis eloszlas eloszlasfliggvényét, mig

Oy =r.Fe T +¢ ( —rKe " TN (d2)> (105)

N'(+) annak strtségfiiggvényét jeloli. dy,ds pedig a mar jol ismert formula szerint defini-
alt:

0.2
() + (r+ %) (T-1)
g T—t

Az atvalthato kétvénybe beépitett opciot megéllapodés szerint akér barmikor le lehet

d172 - (106)

hivni. Mivel most szétbontottam kétvény, opcié Osszegére és utdobbi arazasara a Black-
Scholes feltételezésekkel éltem jol ismert Osszefiiggés, hogy az eurdpai tipusu call opcid
és amerikai tipusd call opcié értéke megegyezik mivel sosem éri meg a befektetének a

hamarabbi lehivés (itt feltételezem, hogy a részvény nem fizet osztalékot). Igy az opti-
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malis atvaltasi problémaval ebben a dolgozatban tobbet nem is fogok foglalkozni. Ebbsl
kifolyolag meghatérozhatd a kotési ar is a koévetkezdképpen K = %, ahol F' a kotvény
névértéke és c a konverzios faktor. Ez egyszertien lathato a befektets el6tt 4llo dontésbsl
T-ben amikor el kell dontenie, hogy a névértéket (F') vagy véltani szeretne és c¢Sp-t kéri.
Tehat lehivja az opciét ha Sp > % és nem hivja le ha Sp < %
Itt vissza is térnék az atvalthato kotvény arfolyamanak generédlasédra. Minden pilla-
natban elGszor a —as szerinti arat szamolom ki:
U,,, = FemmT=t) 4 c. O(S,,, | tin) (107)

i1
Ebbdl viszont még hianyzik az idioszinkratikus tag miatti hozamvesztés vagy hozam-

nyereség, ami a —os egyenletbdl latszik, ezért az eszkoz pillanatnyi hozamat korrigalni
kell a kovetkezGképpen:

o Uti+1

RU:tiJrl - U
t;

+oV/ALZ (108)

Ezt hasznélva pedig megkapom a t;,1-beli arfolyamot, amivel aztan tovabb tudok

szamolni.

Uioo = Uy, - R,y = Usy, + Upo o VALZS, (109)

Ez azt is jelenti, hogy a 0. pillanatban nem tudom a hozamot mi szerint valtoztatni

és csak a kovetkezs képlet adja meg az atvalthaté kotvény értékét:
Uy = Fe ™" +¢-C(S,0) (110)

5.3. Szimulacidé menete

Az egyes eszkozOk aranak generaldsara szolgald formulak, illetve az atvalthato kotvény
érzékenységi mutatodinak el6zd részben targyalt megfontolasokkal valé becslése utéan be is
mutatnam a szimulacié menetét. Ahogy a probléma megfogalmazéasanal ((56))-os egyenlet)
is lehetett latni a befektets egy t id6pontban valamekkora vagyonnal elkezd befektetni és
egy véges id6horizonton maximalizalja a hasznossidgat. Tehat ¢ idépontban eldonti, ho-
gyan allokalja a vagyonat, illetve mennyit fog fogyasztani. Ezutéan a sulyokat fixen tartva
a kovetkez6 pillanatra legeneralodnak az eszkozok arai az el6z6 részekben bevezetett ,
, egyenletek alapjan és igy a pillanatnyi vagyon is szamolhat6. Ebben a pil-
lanatban a befektetének megint meg kell hatarozni az eszkozok jelenlegi értéke alapjan,
mibe mennyit fektessen és mennyit fogyasszon. Ahogyan mar leirtam a sulyok meghata-
rozasahoz sziikség van a drifteket tartalmazo vektorra (p), a varhaté hozamok kovarian-

ciamatrixara (3). Tehat a kovetkezd lépéseket végzem el minden ¢; id6pontban.
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Az atvalthato kotvény érzékenységi mutatdinak meghatarozasa, az el6z6 részben

leirt modon.

A pillanatnyi varhat6é hozam vektor p,, Gjraszdmolasa.

A pillanatnyi hozamok kovarianciamatrixanak meghatarozasa (%), a kapott érzé-

kenységi mutatok segitségével.

Végs6 lépésként pedig meg lehet hatarozni az optimaélis stlyokat a kdvetkezs idépil-

lanatig. Valamint ki lehet szamolni a pillanatnyi fogyasztast.

5.4. Paraméterbecslés

A szimuléci6 elvégzéséhez természetesen még meg kell adni, az egyes eszkozok arfolyama-
nak alakulasat meghatarozo bemeneti (konstans) paramétereket. Ezeket harom nagyobb
csoportra lehet osztani, a termékek varhatdé hozamai, szorasuk, valamint az atvalthato
kotvény specialis paraméterei (credit spread, idioszinkratikus szoras).

El6szor a részvény, zold kétvény hozamainak szorasardl (og,0q) beszélnék, amiket
historikus adatok alapjan fogok becsiilni. Ez ugy torténik, hogy egy kivalasztott részvény,

illetve zold ETF-re a napi zaroarfolyamok (P;,) alapjan kiszdmolom a log-hozamokat:

P
=1 ‘ 111
fi =l (P ) (1)

Feltételezve, hogy egy évben 252 kereskedési nap van, az évesitett volatilitds a napi

hozamok tapasztalati szorasabol adodik:

o5 = V252 - std(Ry,) (112)

Ebbdl pedig a korrelacio (psq) is szamolhato a két értékpapirra.

Mig a hozam variancia becslésének pontossaga a mintavételezés gyakorisagatol fiigg,
addig a varhato érték becslésének pontossaga kizarolag az adatsor id6beli hosszatol (nap-
tari éveinek szaméatol) és teljesen fiiggetlen a mintavételezés gyakorisagatol [26]. Mivel
ilyen hosszt adatsorra nehezen tennék szert valamint ez id6 alatt a piac is nagy mértékben
valtozik, més modon fogom ezen paraméterek becslését elvégezni. Black and Litterman
[8] alapjan egy egyenstlyi modellel fogom ezt megtenni ezen beliil is a Sharpe [30] és
Lintner [21] altal kifejlesztett CAPM-et hasznalom.

ps =1+ Bs - E[Ry — 7] (113)
Ahol r a kockdzatmentes hozam, R); a piaci portfolionak a hozama és fg = %

Tehat méar minden paramétert tudok becsiilni -t példaul 1 éves amerikai kincstarjegy (1-

year US Treasury Bill) vagy a 10 éves amerikai allamkoétvény (10-year US Treasury Note)
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alapjan fogom meghatarozni attol fiiggden, milyen idShorizonton oldom meg a problémét.
Ry-re az S&P500 historikus adatait fogom hasznalni, Ss-ra pedig historikus kovarianciat,
variancidt fogom hasznalni, amiknek a meghatérozasat a korabban emlitettek alapjan
nagy pontossaggal el lehet végezni.

A részvénytdl eltéréen a zold kotvény ETFE (proxy-ként a BGRN) varhaté hozamat
(ug) nem a CAPM, hanem a piac altal aktuélisan arazott, elérhetd Yield to Maturity
alapjan hatarozom meg.

A —68 és -es képletekben megjelené kockazattal korrigalt r. hozamratat a
valasztott vallalat hitelmindsitése alapjan fogom kalibralni. Az idioszinkratikus o, meg-
hatérozasa pedig Agarwal et al. [I] altal leirt eljarast kovetve, az atvalthato kotvény his-
torikus napi loghozamainak a mogottes részvény loghozamaira torténd regresszalédsabol
all:

Ryy = a+ BuRs; + & (114)

Ebben az egyenletben a [y egyiitthato a termék empirikus részvényérzékenységét mu-
tatja, mig a regresszio reziduuma (¢;) a részvénykockazattol fiiggetlen hozamot reprezen-
talja. Ezen hibatagok évesitett tapasztalati szorasa adja meg az eszkoz idioszinkratikus

kotvény-volatilitasanak értékét:

o = V252 - std(e) (115)

6. Forgatokonyv-elemzés

Az el6z6 részben targyalt megfontolasokkal pedig el lehet végezni a kiilonb6zdé piaci kor-

nyezetekben térténd optimalizalast.

6.1. Alap eset

Kezdésnek a piac jelenlegi allapotat minél jobban leiré paraméterekkel végeztem el a szi-
muléciot, annak érdekében, hogy legyen egy viszonyitéasi alapom a szenzitivitasvizsgélat,
kiilénbo6z6 forgatokonyvek kiértékelésére. Az el6zé fejezetben targyalt becslési megfontola-
soknak a mar évesitett eredmeénye lathato az alabbi[I}es tablazatban. A részvény arfolyam
paramétereinek szamolasdhoz, a Tesla 2022 — 01 — 01-t61 2024 — 01 — 01-ig tartd napi zard
adatait hasznaltam fel. Azért erre a cégre esett a valasztasom mivel elsGsorban a tech
szektorra akartam koncentralni, hiszen az elmilt években itt az egyik legjellemz6bb az at-
valthato kotvények kiadasa. Ahogy az el6z6 fejezetben emlitettem, az atvalthato kotvény
egyedi kockazatanak becslése elméletben a kibocsatod vallalat kotvényének loghozamaira
futtatott regresszion alapul. Viszont a megfelel historikus adatsorok hianyédban a gya-

korlati modellkalibraciohoz egy tagabb piaci proxy-t, az SPDR Bloomberg Convertible
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Securities ETF-et (CWB) vettem alapul A zold kétvény ETF-re pedig az iShares USD
Green Bond ETF-et (BGRN) vélasztottam, amely kornyezetvédelmi projekteket finanszi-
roz6 globalis zold kotvényekbe fektet. A végss paraméterek pedig a kovetkezs tablazatbol
lathatoak:

Eszkoz Paraméter megnevezése Jelolés  Erték
Indulé arfolyam So 244.1
.. Varhat6 hozam S 11.5869%
Részvény (8) Volatilités ZS 0.6048
Béta (piaci érzékenység) Bs 1.8581
Indulé arfolyam Gy 100.0
. o s Varhato hozam G 4.78%
Z6ld Kotvény (G) Volatilits v 00719
Korrelacié a részvénnyel PsG 0.1847
Névérték F 1000.0
Konverzios arany c 3.2276
Atvalthaté Kotvény (U) Implikalt kotési arfolyam K 309.83
Hitelfelarral novelt rata Te 5.3660%
Idioszinkratikus volatilitas O 0.1087

1. tablazat. A modellezett eszkozok bemeneti paraméterei

A részvény varhaté hozamat meghatarozo —as egyenletbdl a piaci hozamot (Ryy)
az S&P500 index 1950-t61 vett értékei alapjan szamoltam. Ugyan ebben az egyenletben
szerepls fBs-t pedig ugyan ugy az S&P500 loghozamainak varianciaja illetve a részvénnyel
vett kovariancia alapjan szamoltam, viszont ebben az esetben méar 2022 — 01 — 01 és
2024—01—01 kozotti adatok alapjan. Az atvalthaté kotvény konverzios ratajat, névértékét
a cég altal 2019. méjus 2-an kiadott 5 éves lejarati ilyen tipusu termékek paraméterei
szerint hataroztam meg ezért a részvény induld arfolyamat is az ekkori értékre allitottam.
Ezek alapjan, ahogyan azt mar emlitettem szdmolhat6 az implikalt kétési arfolyam (K =
% ). A Tesla hitelkockazati besorolasa (BBB besorolassal S&P Global Ratings-t6l és Baa3-
assal Moody’s-t6l) alapjan csak 1.5 szazalékkal korrigaltam a kockazatmentes kamatlabat
(utobbi a [Pres tablazatbol latszik). A szimuldcié tovabbi paraméterei pedig a kovetkezs
tablazatbol lathatoak.

Paraméter megnevezése Jelslés  Erték
Szimulacié idShorizontja T 5.0 év
Kockazatmentes kamatlab r 3.8660%
Kockazatkeriilési paraméter (CRRA) v 5
Szubjektiv id&preferencia Q@ 0.05
Kezdeti vagyon Xo 1000.0
Egy év kereskedési napjainak szdma - 252

2. tablazat. A portfolid-optimalizacids szimulécio altalanos keretfeltételei

Az optimalizacios idShorizont, ahogy a tablazatban is latszik 5 év és ezen beliil napi
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lépésekkel szamoltam. A befektetd tehat egy évben 252-sz6r (minden kereskedési nap)
rendezi Gjra a portfoliojat. A kockdzatmentes kamatlabat a 10 éves lejarati amerikai
allamkotvény alapjan hataroztam meg. A kockazatkeriilési paramétert a CRRA tipusi
hasznosséagi fiiggvényemben Mehra and Prescott [24] cikke szerint kalibraltam, mivel eb-
ben az esetben egy atlagos kockizatkeriil befektetst veszek alapul ezt 5-re allitottam.
Ez varhatéan azt eredményezi, hogy nem fog nagy tékeattétellel befektetni tehat nem
hitelbdl finanszirozza a portfolivjat. A szubjektiv idGpreferenciat Kydland and Prescott
[20] alapjan, a jelenlegi helyzetben 0.05-0s értéken hataroztam meg. A kezdeti vagyont
pedig egy tetszbleges szintre allitottam jelen esetben 1000-re természetesen, mivel minden
sily és a fogyasztas a vagyon szazalékaban keriil meghatarozésra ennek az értéknek nincs
nagy jelentésége. Ezt a szimulaciot ezutan 1000-szer futtattam le és az atlagos eszkoz

salyok, fogyasztési rata, vagyonfolyamat az alabbi képen lathato:

Monte Carlo Szimulacié 5.0 évre (1000 trajektéria atlaga)

0.54
—— Varhat6 Részvény suly (ws)
—— Véarhato Zo6ld Kétvény Sl:l|y (WG) .....................................................
0.4 Varhaté Atvalthaté Kétvény saly (wy)
B AT Vérhat6 Kockdzatmentes (w,y)
5. 0.3
35
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1. dbra. Alap eset

Lathato az[I] abran, hogy az atlagos befektets jobban preferalja a kevésbé kockazatos

eszkOzoket, ezeken beliil is a kockazatmentes betétet. Tovabba megfigyelhetGen keveset
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fektet a nagy volatilitasu részvénybe, méghozza az els§ két évben ezen eszkoz rovidre
eladasabol finanszirozza a tobbi befektetését. Természetesen, nem ¢él nagy tékeattétellel
valamint a vagyonfolyamata is kiegyensulyozott (meg se kozeliti a nullat), amit a portfo-
liojaban 1évé mar emlitett kockdzatmentes eszkoz, alacsony volatilitasa zold kétvény és a
kotvénypadlo altal védett atvalthato kotvény biztosit. Ebbdl kifolyolag a fogyasztasanak
is stabilnak kell lennie, amit az [I] abra alatamaszt. Mivel a portfolio varhaté hozama
kezdetben meghaladja a befektet§ szubjektiv idGpreferencidjat, hajlandé a jelenbeli fo-
gyasztasat elhalasztani, ami egy ndvekvs fogyasztasi palyat eredményez. Ugyanakkor,
és egyre kevésbé éri meg a vagyont a kockazatos piacon tartani a jovébeli hozam remé-
nyében, igy a periddus végéhez kozeledve feléli a felhalmozott tékéjét. Mivel lathatdéan
a részvény magas volatilitdsa és az ehhez tarsulé nem eléggé kecsegteté hozamprémium
lenyomja ennek a terméknek a sulyat, érdekes lehet megnézni az eszkoz paramétereinek
e-szerinti valtoztatdsanak hatasat a portfoéliora. Emellett a zold kotvény hozam és vola-
tilitas paramétereit is vizsgalni fogom. Tovabbé a kockazatkeriilési paraméter kiilonbozé
értékei mellett is érdemes tesztelni a modellt, hiszen nem mindenki ilyen 6vatosan fektet
be a piacon. Erdekes kérdés, hogy vajon alacsony kockazatkeriilés és egy ebbdl faka-
do agresszivabb tékeattétel mellett a vagyonfolyamat mennyire kozeliti meg kritikusan a

cs6deseményt, azaz a nullas értéket.

6.2. Erzékenységvizsgalat
6.2.1. Kockazatkeriilési paraméter vizsgalata

El6szor a befektetdi tipusokat vizsgalom meg, a kockazatkeriilésiik alapjan ezt a mar em-
litett v paraméter ragadja meg a hasznossagi fiiggvényben. A [T4}es egyenletbdl latszik,
a harom kockézatos eszkoz sulyanak értékét kozvetleniil befolyasolja. Ebbdl arra a kovet-
keztetésre lehet jutni, a kevésbé kockazatkeriils befektetd (alacsony 7) nagy tSkeattétellel
kereskedik. Nagyobb sillyal fektet a kockazatos termékekbe, mint egy mérsékelt tarsa
a felépitett kitettséget pedig a kockazatmentes eszkoz terhére torténd hitelfelvételbdl fi-
nanszirozza. Az atlagolashoz itt 100 trajektoriat generdltam, az ez uténi részekben pedig
végig 50-et, tovabbé csak az éppen aktualis paramétert valtoztattam, a tobbi bemeneti
valtozo tovabbra is a tablazatokban 1év6 értékeket veszik fel.

A2l abran ez el6bb emlitett hatasok latszodnak is, minél kisebb a  annél nagyobb
t6keattétellel kereskednek a befektetsk. Tovabba latszodik, ahogyan né a kockazatkeriilési
paraméter egyre nagyobb részben fektetnek a legbiztonsagosabb eszkozbe. Viszont még
ebben az esetben sem vasaroltak a piaci szereplSk részvényt, ez megint csak azt mutatja,
hogy ennek az eszkoznek tul alacsony a hozamprémiuma ekkora variancidhoz. A fels6
panelen a vagyon és fogyasztasi palyakat vizsgalva lathato, hogy a kisebb kockazatkerii-

léssel rendelkezd egyének agresszivabban fektettek be a piacon ezaltal nagyobb vagyont
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elérve tobbet is tudtak fogyasztani. Viszont fennallhat az az eset is, amikor olyan nagy
hozamot igérnek az eszkozok, hogy a befektetd ennek érdekében visszafogja a fogyasztasat
a kés6bbi még nagyobb jutalom reményében. A jelenlegi helyzetben, viszont tgy tiinik
nem annyira csabitoéak a befektetési lehetségek, igy az egyre csokkend v egyre nagyobb

fogyasztést jelent.

Vérhaté vagyon (E[X:]) és fogyasztas (E[c; 1) a kockazatkerilés fuggvényében
(folytonos: vagyon, szaggatott: fogyasztas)
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2. dbra. Kockéazatkeriilés vizsgalata

6.2.2. Varhaté hozamok vizsgalata

Latszodott az el6z6 részben, még a kockazatkedvel6bb piaci szereplk sem fektettek a
részvénybe, igy kézenfekvs megvizsgalni, mi lenne ha hirtelen megugrana a varhatoé ho-
zama. A [Bfas dbra alapjan megallapithatjuk, hogy a masik kett6 kockazatos eszkoz rova-

sara valtozik a stlya a portfélioban. Ami kicsit meglepd viszont, hogy a kockazatmentes
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eszkozzel ebben az esetben egyiitt mozgott a portfélion beliili aranya. Erre az lehet a

magyarazat, hogy a kockazatos eszkozok stlyai egyiitt vannak meghatarozva (egymaés ro-

vasara) aztan a befektetd eldonti, mennyit fektet a kockdzatmentes eszkozbe. Tehat az

alacsony volatilitasi termékekbdl a magas varianciaju részvénybe torténé tékearamlas

drasztikusan megndéveli a portfolio Osszesitett kockézatat, amit a racionalis befektets a

kockédzatmentes eszkoz sulydnak novelésével kompenzal. Ez a jelenség pedig hasonlit a

two-fund separation-re.
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3. dbra. Részvény varhato hozaménak hatasa a silyokra

A részvény varhaté hozaméanak novekedése egyértelmiien megemelte mind a varhato

vagyonfolyamatot, mind pedig a fogyasztasi iitemet a [d] &bra alapjan. Mindkettd hatas

varhato volt nem csak gazdasagilag (egy elérhets termék amibe fektethetiink hirtelen

nagyobb hozamot termel ezéltal nagyobb hozamot érhetiink el a portfélionkkal és tobbet
fogyaszthatunk) hanem a fogyasztas novekedése a egyenletbdl is kdvetkezik.
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Vagyon és fogyasztds — Részvény varhaté hozam us
(folytonos: vagyon, szaggatott: fogyasztas)
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4. dbra. Részvény varhaté hozaméanak hatasa a vagyonfolyamatra,
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5. abra. Zold kotvény varhaté hozamanak hatéasa a silyokra
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Az[pl abrara attérve aszimmetriat fedezhetiink fel az el6z6ekhez képest. Jol lathato,
hogy a zold kotvény varhaté hozamanak emelkedésekor a korabban a részvénynél tapasz-
talt egyiittmozgas a kockézatmentes eszkozzel itt egyaltalan nem figyelheté meg. Eppen
ellenkez6leg, mig a zold kotvény stulya megugrik, a kockdzatmentes eszkoz kitettsége ezzel
parhuzamosan csokken, s6t, a magasabb hozamszinteken mélyen a negativ tartomanyba,
azaz hitelfelvételbe siillyed. Ennek magyarazata az eszkozok eltéré kockézati profiljaban
kereshets. Mivel a zold kotvény a részvényhez képest lényegesen alacsonyabb volatilitasi
eszkOz, a varhatoé hozamanak megugrasa kiemelkedGen kedvez§ hozam-kockazat aranyt
eredményez. Ezt a jelenséget mar lattuk, a piaci szereplSk elGszeretettel fektetnek ebbe a
viszonylag biztonsagos eszkozbe ellentétben a részvénnyel, igy ha tovabb noveljiik ennek
a hozaméat mar megéri egy racionalis befektetének agressziv hitelfelvétellel t6két bevonni,
és azt a rendkiviil vonzo6 zold kétvénybe fektetni. Tovabba, ahogy az a portfoliosulyokat
meghatarozo egyenletben szerepld matrixbol is leolvashato, a zold kotvény varhatod
hozama nincs hatéssal az atvalthato kotvény optimalis stlyara, ez a tulajdonsag az [f
abran is latszik.
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. dbra. Z0ld kétvény varhaté hozamanak hatéasa a vagyonfolyamatra, illetve fogyasztésra

Hasonlé hatast lehet megallapitani a [6fos dbran, mint a részvény esetében csak itt

ez sokkal latvanyosabban mutatkozik. A magas fogyasztasra megint magyardzatot ad a
B3tas egyenlet, amiben az exponencialis tagban 1évé kitevét csokkentjiik, ezaltal novelve
a fogyasztast. A zold kotvény volatilitdsa viszont, ahogyan mér emlitettem sokkal ki-
sebb, mint a részvényé, igy mérsékeltebb hozamnovekedésre is jobban reagal a befektetd

fogyasztasa.
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6.2.3. Volatilitas vizsgalata

A hozam paraméterek valtozaséaval a portfolio-sulyokban jellemzGen egy kvazi parhuzamos
eltolast lehetett elérni. Ebben a részben a volatilitas szerepét fogom vizsgélni, az egyes
kockazatos eszkozok varianciajanak modosulasa miként formélja at az optimalis allokaciot
és a fogyasztési litemet.

Ismét a részvénnyel kezdeném tehat a volatilitasdnak vizsgalasaval ezt a [Tles abra
mutatja és valoban mar nem csak egyszerd eltolasokat lehet latni. Tovabba meglepGen
méar nem fedezhet§ fel az az Osszefiiggés, amit a részvény varhatd hozamanak eltolédsanél
tapasztaltam, ez pedig a részvény és kockazatmentes eszkoz egyiittmozgéasa. A részvény
volatilitasanak cstkkenése egyértelmtien noveli a részvény vonzerejét, ami a tobbi eszkoz
kiilonosen a kockdzatmentes eszkoz és a zold kotvény sulyanak csokkenését eredménye-
zi. A részvény volatilitdsa kozvetlen bemeneti paramétere a Black-Scholes opcidarazasi
formulanak, ami pedig meghatarozza az atvalthato kotvény arat. Kovetkezésképpen a
részvény kockadzatanak megvaltozasa azonnal atarazza a kotvénybe agyazott opcids kom-
ponenst, megvaltoztatva ezzel a termék elméleti értékét és a portfoliboptimalizacid soréan

felvett kezdeti optimalis sulyat is.
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7. abra. Részvény volatilitasdnak hatéasa a silyokra

A [l abran a varhato vagyon és a fogyasztasi titem alakuldsat megvizsgalva megalla-
pithato, hogy a részvény volatilitasanak hatésa meglehet&sen Gsszetett. A hozamparamé-
tereknél tapasztalt kozel lineéris, egyenletes eltolodasokkal szemben itt a gorbék tavolsaga

nem aranyos a paramétervaltozas mértékével. Ez a nemlinearis eltolodas analitikusan az-
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zal magyarazhato, hogy a volatilitas a kovarianciamatrix inverzén keresztiil jelenik meg az
egyenletekben, igy annak marginalis hatasa a kockazat névekedésével egyre csokken (amit
a magasabb volatilitasu gorbék osszetorlodésa is vizualisan igazol). A grafikonrol egyér-
telmtien leolvashato, hogy az alacsonyabb részvény volatilitds magasabb varhato vagyont
és ezzel parhuzamosan magasabb fogyasztési iitemet eredményez. Az el6z6 alfejezetben
bemutatott logikdhoz hasonloan a 83| egyenletbdl is kozvetleniil lathato a kockazat (vola-
tilitas) csokkenése lecsokkenti az exponencialis tag kitevsjét, ami az optimalis fogyasztasi

rata novekedését eredményezi.
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8. dbra. Részvény volatilitasanak hatasa a vagyonfolyamatra, illetve fogyasztéasra

Attérve a zold kotvény volatilitasanak vizsgalatara, ismét megbizonyosodhatunk rola
vizudlisan [9] abra, ezen eszkoz paramétereinek valtozdsa nincs hatassal az atvalthato
kotvény stlyara. Hasonléan, mint a zold kotvény hozamanak elemzésénél, szélsGséges
esetekben a piac arra 0sztonzi a befektetst, hogy nagyon magas tékeattétellel kereskedjen.
Jelen esetben ez akkor kiovetkezik be, amikor targyalt instrumentum variancidja igazan
alacsony. Ugyanakkor, a befektetd portfolioja rendkiviil érzékenyen reagal a kockézatra,
mér egy kisebb variancianovekedés esetén is drasztikusan lecsokkenti a zold kotvény iranti
kitettségét.
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9. abra. Zold koétvény volatilitdsanak hatasa a stlyokra
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10. abra. Zold kdétvény volatilitdsanak a vagyonfolyamatra, illetve fogyasztasra
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A fogyasztési litemet és vagyonfolyamatot megvizsgalva egy sokkal kevésbé zajos ered-
ményt kaptam, mint a hozam vizsgélatakor. Ugyanakkor a[I0] abrén ismét azonosithato
az a szélsGséges eset, amelyrdl a portfolidsilyok atrendezddése kapcesan mar esett szd. Ez
az a forgatokonyv, amikor kiemelkedGen csabito a vizsgalt termék és nagyon nagy tékeatté-
tellel kereskedik a befektetd igy potencidlisan megnévelve a vagyonat és kovetkezésképpen
a fogyasztasat. Tovabbé, a részvény volatilitdsanal targyalt fogyasztasnovekedés okai itt

is ugyan ugy fennallnak.

7. Limitacidok

Bar a dolgozatban bemutatott optimalizicios keretrendszer véleményem szerint egy ko-
vetkezetes és jol értelmezhets képet ad a portfolio allokacios és fogyasztasi dontésekrdl,
elengedhetetlen modon szamos egyszertsitéssel éltem az analitikus eredmények megha-
tarozasahoz. Ezek a feltételezések a piaci kornyezetet sziikségszeriien leegyszertisitették,
ebbdl kifolyolag sok irdnyba el lehet indulni a modell kiterjesztése érdekében. Egy ilyen
feltételezés volt a myopic befektetd, egy komplexebb keretrendszerben intertemporalis fe-
dezeti stratégiakat is érdemes lenne a modellbe épiteni. Tovabba az egyes eszkozoket
meghatarozo dinamikak is meglehetGsen leegyszertisitettek voltak, egy valos piaci kornye-
zetben a hozam illetve volatilitasrol nem életszert feltételezés, a konstanssag. A modern
pénziigyi matematikaban ezeket sztochasztikusan valtozo tényezskként szoktak megadni,
illetve véletlenszerd ugrasokkal is kiegészitik a kockézatos eszkozok arfolyam alakulasat.
A matematikai kornyezet mellett a befektetsi korldtok modellezése is finomitasra szo-
rulhat. A keretrendszer jelenlegi formajaban azt feltételezi, hogy a portfolié folyamatos
atsilyozésa és a fogyasztés siurlodasmentesen, mindenféle tranzakcios koltség és adoteher
nélkiil torténik. Egy realisztikusabb megkozelitésben ezen terheket is be kellene arazni az
optimalizaciés dontésbe, ami vélhetGen csokkentené a kereskedés frekvenciajat. Szintén a
gyakorlati alkalmazhatosag korlatjat jelenti a végtelen hitelfelvétel és a rovidre eladas le-
hetdsége. Ahogy az a szimulacios dbrakon, kiilonosen az alacsony varianciaja zold kotvény

esetében lathato volt, a modell extrém tékeattételi poziciokat is megenged.
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8. Osszefoglalas

Ebben a dolgozatban a klasszikus Merton-féle fogyasztasi, illetve befektetési problémét
egészitettem ki a jelenlegi makrogazdasagi kornyezetben egyre relevansabb eszkozokkel,
a zold és atvalthato kotvénnyel. A surlodasmentes, véges idShorizontii piacon CRRA
hasznossagfiiggvény és myopic befektetdi feltételezés mellett a Hamilton—Jacobi-Bellman

egyenlet felirasanak segitségével zart alaki megoldést kaptam. Megmutattam, hogy az
1—y

szeparalhato alakot, igy az optimalis port-

értékfiiggvény megérzi a V(t, X) = f (t)iX
foliosulyok a kovetkezs zart képlettel meghatarozhatoak w* = % Y7 —r1). Tovabba az
optimalis fogyasztési iitem ¢ = % alakban szamolhato, ahol h(t) egy determinisztikus,
a peremfeltételbsl meghatarozhato fliggvény.

A levezetett silyokkal és fogyasztasi titemmel ezutan Monte Carlo-szimuléciokat fut-
tattam, elGszor a piac jelenlegi allapotat kozelits alapesetre. Az alapeset legszembetiinébb
megfigyelése, hogy az atlagos befektets szinte egyaltalan nem tart részvényt, sét az elsé
volatilitasahoz tarsuld csekély hozamprémiumaval magyarazhato. Ehelyett a portfoliot
a kockazatmentes betét, valamint a biztonsdgosabb zold és atvalthato kotvénybdl allitja
Ossze az atlagos piaci szerepld. FEzen eszkozok kiegyensulyozott arfolyam alakulasukkal
mérséklik a vagyonfolyamat varianciajat, amely egyetlen szimulécios trajektorian sem ko-
zelitette meg a csGdeseményt. A fogyasztasi palya ennek megfelelGen kiegyensilyozott
és az id6 horizont vége felé kozeledve emelkedd, ahogy a befektets feléli a felhalmozott
tekéjét.

Ezutan érzékenységvizsgalatok keretében tovabb tanulmanyoztam a kapott modellt.
A kockazatkeriilési paraméter csokkenése egyre nagyobb tékeattételhez vezet, am a rész-
vény még az agresszivabb befektetéknél sem valt vonzova. A hozamparaméterek emelése
jellemzGen kvézi parhuzamos eltolast okozott a stlyokban, a volatilitas hatasa viszont
nemlinearis volt, ami a kovarianciaméatrix inverzén keresztiili megjelenésébdl fakad. A leg-
szembetinébb jelenség, hogy amikor egy alacsony volatilitdsi eszkoz nevezetesen a zold
kotvény varhatdo hozama megemelkedett, a kivételesen kedvez6 hozam-kockazat arany
a racionalis befektetét jelentds hitelfelvételre 0sztonozte, hogy tékeattétellel novelje az
adott eszkoz irdnti kitettségét. Megerdsitést nyert tovabba a Y71 szerkezetébdl leolvas-
hat6 Osszefiiggés, miszerint a zold kotvény paraméterei nincsenek hatassal az atvalthato
kotvény optimalis sulyara.

Hangstlyoznom kell, hogy a kapott eredményeket a leegyszertisitett piaci feltevések
fényében kell értékelni, amelyek koziil a legjelentésebb a myopic befektets feltételezése.
Ezt feloldva és az intertemporéalis fedezeti stratégidk beépitésével egy sokkal valdésaghiibb
képet kaphatnank az egyes befektetsi viselkedésekrsl. Az el6z6 fejezetben targyalt kiter-
jesztések, a sztochasztikus hozam és volatilitas, az ugrofolyamatok, valamint a tranzakcios

koltségek és pozicidkorlatok beépitése jelentheti a tovabbi kutatasi iranyokat.
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MI-eszkozhasznalati nyilatkozat

Alulirott, Palinkas Balazs, nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése soran az alabb

felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI-alapi eszkozoket alkalmaztam:

Feladat Felhasznalt Felhasznalas helye | Megjegyzés
eszkoz

Szakirodalmi forrasok | Gemini Teljes dolgozat Relevéans szakiro-

feltarasa, kod genera- dalom  azonositéasa,

lasa feldolgozasa, for-
ditdsa, Python és
KETEX-kod generalasa
abrak és tablazatok
forméazésa

Kod generélasa, dbrak | Claude Teljes dolgozat Python és KIEX-kod

készitése, nyelvhelyes-

ség ellenérzése

generalasa, abrak és
tablazatok formézasa,
nyelvhelyesség- és
stilisztikai ellendrzés,
irodalomjegyzék  for-

mazasa.

A felsoroltakon tul més MI-alapt eszkdzt nem hasznaltam.
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