
Eötvös Loránd Tudományegyetem
Budapesti Corvinus Egyetem

Portfólióoptimalizálás zöld és
átváltható kötvényekkel kiegészített

Merton-modellben
MSc szakdolgozat

Pálinkás Balázs

Biztosítási és pénzügyi matematika mesterszak
Kvantitatív pénzügyek szakirány

Témavezető:
Dr. Szabó Dávid Zoltán

Budapest, 2026



Tartalomjegyzék

1. Bevezetés 2

2. Irodalmi összefoglaló 3

3. Merton portfólió probléma 5
3.1. Dinamikus programozás diszkrét Bellman egyenlettel . . . . . . . . . . . . 6
3.2. Dinamikus programozás folytonos idejű Bellman egyenlettel . . . . . . . . 7
3.3. Sztochasztikus kontroll . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
3.4. A Merton portfólió probléma részletezése . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

4. Portfólió optimalizálás átváltható illetve zöld kötvény kiegészítéssel 12
4.1. A modellfeltevések és az eszközök dinamikája . . . . . . . . . . . . . . . . 12
4.2. A vagyonfolyamat meghatározása . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
4.3. A HJB egyenlet felírása . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
4.4. Optimális portfólió súlyok és fogyasztási ütem . . . . . . . . . . . . . . . . 20
4.5. Stratégiák vizsgálata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

5. Gyakorlati implementáció 28
5.1. Időbeli diszkretizáció . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
5.2. Átváltható kötvény érzékenységi mutatóinak becslése . . . . . . . . . . . . 31
5.3. Szimuláció menete . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
5.4. Paraméterbecslés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

6. Forgatókönyv-elemzés 35
6.1. Alap eset . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
6.2. Érzékenységvizsgálat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

6.2.1. Kockázatkerülési paraméter vizsgálata . . . . . . . . . . . . . . . . 38
6.2.2. Várható hozamok vizsgálata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
6.2.3. Volatilitás vizsgálata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

7. Limitációk 46

8. Összefoglalás 47

Hivatkozások 48

1



1. Bevezetés

A 2020-as éveket követő makrogazdasági környezet számtalan kihívás elé állítja a globális
tőkepiacokat, amik közül ebben a dolgozatban kettő fő ágra koncentrálok: egyrészt a tar-
tósan magas inflációs és kamatkörnyezet nehezítette hagyományos kötvény és részvény-
stratégiák alkalmazását, másrészt a klímaváltozás elleni küzdelem által kikényszerített
fenntarthatósági szempontok integrálását a portfóliókezelésbe.

Utóbbi problémát a szakirodalomban két részre szokták bontani, átállási és fizikai koc-
kázatra. Az átállási kockázatok kihívásokat jelentenek a magas szén-dioxid kibocsátású
ágazatokban működő vállalatok számára, mivel ronthatják az értékeléseket, növelhetik a
működési költségeket, valamint a hasznosíthatatlan eszközök miatt a mérleg érték romlá-
sához vezethetnek [29]. Emellett a fizikai kockázatok is megnehezítik a befektetők döntését
– ezek pedig az éghajlatváltozásból erednek, nevezetesen az átlaghőmérséklet hosszú távú
változásaiból, az időjárás ingadozásaiból, valamint a szélsőséges éghajlati események gya-
koriságából vagy intenzitásából [12]. Több kutatás is bizonyítja, hogy a zöld kötvények
beemelése a portfólióba hatékony eszköze mind a fizikai, mind az átállási kockázatok el-
leni védekezésnek [16]. Továbbá a European Green Deal, valamint a Párizsi Egyezmény
miatt is megnőtt a zöld kötvények kereslete, ezért egyre relevánsabbá és széleskörűen ke-
reskedetté váltak ezek az eszközök [31]. Valamint az egyre szigorúbb szabályozás miatt
(pl. EU Green Bond Standard) a környezettudatos befektetők vagy csak a kockázataikat
diverzifikálni kívánó befektetők egyre jobban bíznak ezekben a termékekben [13].

Míg a fenntarthatósági kihívásokra a zöld kötvények kínálnak megoldást, addig az
első bekezdésben említett első problémára, a magas kamatkörnyezet és a volatilis rész-
vénypiacok okozta nehézségekre az átváltható kötvények piaca ad hatékony választ. Bár
2022-ben a makrogazdasági bizonytalanság hatására a kibocsátások volumene jelentősen
visszaesett, 2023-ban erőteljes fellendülés vette kezdetét, amely 2024-ben 119 milliárd dol-
láros globális kibocsátással tetőzött, ez a trend pedig 2025-ben is kitartott [35, 19]. A
piac fellendülésének egyik fő mozgatórugója a pandémia alatt kibocsátott, mintegy 100
milliárd dollárnyi átváltható kötvény közelgő, 2025–2026-os lejárata, amely masszív refi-
nanszírozási kényszert teremtett [15]. A megemelkedett kamatkörnyezetben a vállalatok
kénytelenek alternatív finanszírozási formákat keresni, mivel a hagyományos, magas hoza-
mú vállalati kötvénypiacokon túl nagy kamatteherrel szembesülnének. Tehát az átváltha-
tó kötvények segítségével vonnak be tőkét a mérlegük azonnali, túlzott eladósítása nélkül
[19]. Az eladósodottság elleni védettségnek kézzelfogható mutatója, hogy az eszközosztály
csődrátája (1,1 %) történelmileg is töredéke a hagyományos high-yield kötvénypiacénak
(3,1 %) [19].

Az átváltható kötvények nem csak a kibocsátóknak jelentenek előnyöket, befektetői
és portfólió-optimalizációs szempontból az átváltható kötvények beemelése kiemelkedő
előnyökkel bír. Az eszközosztály hosszú távú, (30 éves) historikus adatai alapján az
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átváltható kötvények átlagosan a részvénypiaci hozamok 70 százalékát képesek realizálni,
miközben a részvénypiaci volatilitásnak mindössze 35 százalékát szenvedik el [19]. Ez
abból fakad, hogy árfolyamesés esetén a kötvény-padló megvédi a portfóliót a túlzott
tőkeveszteségektől, míg a mögöttes részvény árfolyamának emelkedése esetén az eszköz
korlátlan felértékelődési potenciált kínál [35, 19].

A portfólióoptimalizálási keretrendszert, amit használni fogok Merton [25] állította
fel. Ez a dolgozat tehát ennek a kiterjesztése az előbb említett eszközökkel, és kisebb
egyszerűsítésekkel, de ezeket a későbbi fejezetekben fogom tárgyalni.

2. Irodalmi összefoglaló

Az átváltható kötvények olyan hibrid vállalati értékpapírok, amelyek egy előre megha-
tározott konverziós arány alapján a kibocsátó vállalat részvényeire válthatók. Árazásuk
ebből kifolyólag komplexebb, mint a standard testvéreik a beépített opciók miatt (átvál-
tási illetve visszahívási lehetőség). A korai árazási modellek jellemzően egy adott jövőbeli
időpontban vizsgálták az eszköz kötvényként, illetve részvényre váltva vett értékét, majd
ezek maximumát diszkontálták a jelenre [6]. Erre a módszerre többek között Ingersoll
[17] is fogalmazott meg kritikát mi szerint például, ha ez a kiértékelés a lejárat előtti
időpontban történik meg, akkor az átváltási kiváltság, amiért fizettünk limitálva lesz,
viszont ha csak a lejárati időpontot vesszük figyelembe, akkor az az előtti potenciálisan
kedvezőbb átváltás lehetőségét veszítjük el. Ebből látható, ezek a modellek nagy való-
színűséggel alulárazzák ezeket a kötvényeket. Továbbá a szükséges diszkontráta is még
kérdéses, hiszen nem mindegy, hogy az átváltható kötvény éppen milyen szakaszában van.
Ezen próbák orvosolására használja Ingersoll [17] és Brennan and Schwartz [11] a Black
and Scholes [9] által bevezetett származtatott követelésekre alkalmazott keretrendszert.
Ezek viszont strukturális modellek tehát a csőd nem külön valószínűségi változó, hanem
a modell endogén eredménye. Ez onnan látszik, hogy az adott átváltható kötvényt kibo-
csátó cég értékének alakulásáról feltételezték, hogy egy Ito-folyamatot követ. Tehát itt is
még fent áll a probléma, hogy mi szerint diszkontáljunk. Ezután Tsiveriotis and Fernand-
es [32] tettek nagy előrelépést az átváltható kötvények árazásában. Az általuk használt
modellben már a kibocsátó cég részvénymozgására írtak fel egy Ito-folyamatot. Itt az
alap ötlet pedig az, hogy az átváltható kötvény érték alakulását egy kizárólag készpénzt
fizető (kötvény jellegű) és egy részvényalapú komponensre bontják. Ennek segítségével
pedig választ kaphatunk arra, hogy milyen diszkontrátát érdemes használni. A részvény
szerint alakuló komponensre a kockázatmentes kamatlábbal kell diszkontálni, hiszen azt,
lehet feltételezni, hogy a kibocsátó cég mindig tud saját részvényt szállítani. A kötvény-
szerű részen pedig a kockázattal korrigált diszkontrátával kell számolni, mivel itt fennáll a
veszélye a csődnek. Természetesen ennek a modellnek is van sok kritikája például Ayache
et al. [4], felhozzák, hogy ez a modell nem tér ki arra, mi történik csőd esetén. Vala-
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mint még kitérnek két esetre, amikor ez a modell nem konzisztens méghozzá a lejárat
előtti visszahívásnál valamint hedgingnél. Az ilyen leegyszerűsített formájú modellek to-
vábbi kiterjesztését Gapeev and Kühn [14] végezték el, akik ugrásokkal egészítették ki a
kibocsátó cég részvényének árfolyam alakulását.

Bár a modern pénzügyi gyakorlatban a fenti komplex modellek jelentik az árazási stan-
dardot, jelen dolgozat elsődleges fókuszában nem egy új árazási keretrendszer megalko-
tása, hanem a portfólióoptimalizálás áll. Ennek megfelelően a Hamilton–Jacobi–Bellman
egyenlet felírásakor a matematikai kezelhetőség érdekében egy egyszerűsített árdinamikát
fogok alkalmazni, amely megragadja az átváltható kötvények aszimmetrikus kockázati
profilját anélkül, hogy a modellt analitikusan megoldhatatlanná tenné.

Bár a zöld kötvények szerkezetüket tekintve megegyeznek a hagyományos kötvények-
kel, árazásuk a mögöttes klímatudatos projektek miatt sajátos tulajdonságokat rejt. Az
empirikus szakirodalom központi kérdése a "greenium" (zöld prémium) létezése, vagyis
hogy a fenntarthatósági preferenciákkal rendelkező befektetők hajlandóak-e alacsonyabb
hozamot elfogadni ezen eszközökért. Zerbib [34] egy párosításos modell segítségével sta-
tisztikailag szignifikáns, negatív hozamprémiumot mutatott ki a zöld kötvények javára
a másodlagos piacokon. Ebben az elemzésben azt találták, hogy a befektetők 0.02%-os
hozamot hajlandóak feladni azért, hogy zöld befektetéseket támogassanak. Ezt a jelensé-
get erősítik meg Baker et al. [5] eredményei is, akik rámutattak, hogy a zöld kötvényeket
gyakran speciális, buy-and-hold stratégiát folytató ESG-befektetők vásárolják, ami csök-
kenti az eszköz volatilitását. A zöldkötvény-kibocsátás továbbá erős jelző értékkel bír a
vállalat jövőbeli környezeti teljesítményéről és kockázati profiljáról, amely Flammer [13]
szerint a mögöttes részvényárfolyamokra is pozitív hatást gyakorol. Ezeken az empirikus
tanulmányokon túl Agliardi and Agliardi [2] a cikkükben egy folytonos idejű strukturá-
lis modellel árazták ezeket az eszközöket. Ebben a tanulmányban a kibocsátó vállalat
értékalakulását egy ugródiffúziós folyamat írja le, ahol csak negatív sokkokat szenved el
az adott cég, ezáltal modellezve többek között a klímasokkokat, átállási értékvesztéseket.
A modell rámutat, hogy mivel a zöld kötvény kibocsátás révén a vállalatok mérséklik
ezen klímasokkoknak való kitettségüket, a csődvalószínűségük endogén módon lecsökken,
így megmagyarázza a hagyományos kötvényekhez viszonyított alacsonyabb hozamelvá-
rást. Jelen dolgozat portfólióoptimalizálási modelljében ezen empirikus megfigyelésekkel
összhangban a zöldkötvényt a hagyományos kötvényektől és részvényektől eltérő, sajátos
hozam és volatilitási paraméterekkel rendelkező önálló kockázatos eszközként kezelem.

Az irodalom az átváltható és a zöld kötvényeket, ahogyan azt láttuk külön tárgyalja.
Az előbbiek esetében az árazási problémák dominálnak, míg az utóbbiaknál a greenium és
a klímakockázatok hatása áll a középpontban. Tudomásom szerint azonban kevés olyan
folytonos idejű portfólióoptimalizálási modell található, amely a klasszikus Merton-féle
fogyasztási-befektetési problémát egyszerre egészíti ki ezekkel az eszközökkel. A dolgozat
célja ezért egy olyan analitikusan kezelhető keretrendszer kialakítása, amelyben e két
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értékpapír egyidejűen jelenik meg és vizsgálható a befektető optimális allokációs döntéseire
gyakorolt hatásuk.

3. Merton portfólió probléma

A Merton portfólió optimalizálási probléma egy befektető portfólió optimalizációs felada-
tát hivatott megoldani. Ebben az esetben a Black-Scholes piacon fektetünk be, tehát
van kockázatmentes eszköz r > 0 hozammal és kockázatos eszköz konstans µ > r átlagos
hozammal és konstans σ > 0 volatilitással. Ha egy eszköz vagy portfólió kockázatmentes,
akkor a következő dinamikát követi:

dVt

Vt

= rdt (1)

Valamint a kockázatos részvény a szakirodalomban gyakran használt Geometriai Brown
mozgás dinamikát követi:

dSt

St

= µdt+ σdBt (2)

Ahol, (Bt)t≥0 egy standard egydimenziós Brown mozgás. Ekkor feltudjuk írni a be-
fektető vagyonváltozását (Wt)t≥0 , a következő sztochasztikus differenciálegyenlettel:

dWt = r(Wt − ntSt)dt+ ntdSt − Ctdt

= [rWt + ntSt(µ− r)− Ct]dt+ ntStσdBt

= [rWt + θt(µ− r)− Ct]dt+ θtσdBt

Itt a vagyon kockázatsemleges eszközbe fektetett részét Wt − ntSt adja meg a kocká-
zatos eszközbe fektetett mennyiséget ntSt = θt adja és a fogyasztási rátát Ctdt határozza
meg. Tehát a befektetőnek optimálisan kell változtatnia vagyonának a kockázatos, koc-
kázatmentes termékbe fektetett részét valamint optimálisan kell azt elfogyasztania. A
legjobb befektetést valamint az optimális fogyasztást pedig adott befektetőhöz tartozó
hasznosságfüggvény fogja meghatározni. Egy ilyen példa a CRRA hasznosságfüggvény,
ami a következő alakot ölti:

u(c) =
c1−γ

1− γ
: γ ≥ 0 (3)

Ez a függvény megmutatja, hogy mekkora fogyasztáshoz mekkora hasznosság tartozik,
γ a befektető kockázatkerülését méri. Tehát minden piaci szereplőnek az a feladata, hogy
a saját hasznosságfüggvénye szerint maximalizálja a jövőbeni fogyasztások hasznosságá-
nak várható értékét. Ennek a megoldására a Hamilton-Jacobi-Bellman egyenletet fogom
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használni. Viszont mielőtt belevágnék a probléma további tárgyalásába, úgy gondolom
praktikusabb, ha kicsit távolabbról közelítem ezt meg. A dinamikus programozási, szto-
chasztikus kontroll problémák felírását és a Hamilton-Jacobi-Bellman egyenlet levezetését
Walton [33] egyetemi jegyzetei alapján mutatom be.

3.1. Dinamikus programozás diszkrét Bellman egyenlettel

Dinamikus programozás alatt egy komplex probléma kis részekre bontását, majd ezen ré-
szek valamilyen kontrollfolyamattal történő megoldását értjük. Richard Bellman dolgozta
ki a dinamikus programozás elméletének nagy részét abból az okból, hogy többlépéses
döntési folyamatokat matematikailag tudjon optimalizálni. Fizikai rendszerállapotokat
minden időpontban állapot paraméterek vagy változók írnak le. Előre meghatározott
vagy a folyamat által meghatározott időközönként döntést kell hoznunk, ami befolyásol-
ja a rendszer állapotát. Ezeket a döntéseket az állapotparaméterek transzformálásának
is lehet nevezni. Ezekkel a döntésekkel a végső állapot valamilyen függvényét próbáljuk
maximalizálni. Egy stratégia az ilyen döntések sorozata, az optimális stratégia pedig egy
előre meghatározott kritérium szerint a legjobb stratégia. Erre a problémára ésszerű lenne
megvizsgálni az összes lehetséges stratégiát és kiválasztani azt amelyik maximalizálja, az
általunk megadott kritériumot. Viszont ez a megoldás nem praktikus valamint nagyon
időigényes is, ezért Bellman kidolgozott egy módszert, aminek segítségével megtudjuk
adni, a legjobb döntést a rendszer aktuális állapota alapján. Ezt a szemléletet pedig az
optimalitás alapelveként fogalmazta meg:

„An optimal policy has the property that whatever the initial state and initial decisions
are, the remaining decisions must constitute an optimal policy with regard to the state
resulting from the first decisions.” – Richard Bellman

Első közelítésben a diszkrét dinamikus programozás főbb jellemzőit érdemes áttekinte-
ni. Tehát először diszkrét megszámlálható időpontot veszünk figyelembe t = 0, 1, 2, . . . , T .
Itt x -el jelölöm a rendszer állapotát és X -el az állapotok halmazát. Tehát t időpontban
xt ∈ X a dinamikus program állapota. Továbbá a -val jelölöm a döntéseket valamint
A -val ezek halmazát. A jutalom pedig egy a döntés után x állapotban r(a, x) valamint
T -ben r(x) . Ahogy már említettem minden döntés megváltoztatja a rendszert tehát a
következő állapotot, x ∈ X-et így lehet leírni:

x = f(x, a) (4)

Ezt a rendszeregyenletnek szokták nevezni f : X × A → X . A már említett straté-
giákat π = (πt : t = 0, . . . , T − 1) –vel jelölöm ahol minden t időpontban valamilyen πt

döntést hozunk. Tehát x0 -ból indulva egy stratégia állapotok sorozatát adja. Valamint
az előző egyenletet ezzel a jelöléssel át lehet írni.
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xt+1 = f(xt, πt) (5)

Egy stratégiát a jutalmak összegeként értékelünk ki:

R(x0, π) = r(x0, π0) + r(x1, π1) + · · ·+ r(xT−1, πT−1) + r(xT ) (6)

Ez a kumulatív jutalom függvény, az értékfüggvény pedig ennek a maximuma:

V (x0) = max
π

R(x0, π). (7)

Ahogy már említettem a cél az, hogy ezt az optimalizációs feladatot meg tudjuk oldani
a legjobb stratégia kiválasztásával. Tehát ezt a problémát kell kisebb részekre bontani
ezt pedig megtehetjük, ahogy ezt az optimalitás alapelve is kimondja. Ennek fényében
segíthet felírni t utáni kifizetések kumulált értékét.

Rt(xt, π) =
T−1∑
s=t

r(xs, πs) + r(xT ), (8)

Vt(xt) = max
π

Rt(xt, π) (9)

Most, hogy mindezt definiáltuk be is mutatnám véges időhorizontú problémára diszk-
rét esetben a Bellman egyenletet. Ha V0(x) = rT (x) és időben visszafelé haladunk tehát
t = T − 1, . . . , 0

Vt(x) = max
a∈A

{r(x, a) + Vt−1(x)} (10)

Továbbra is x ∈ X és x = f(x, a) . Az így rekurzívan definiált stratégia pedig optimális
lesz. Persze mindezt fel lehet úgy is írni, hogy nem a jutalmat akarom maximalizálni,
hanem a költségeket minimalizálni. Így be kell vezetni r(x, a) helyett c(x, a) függvényt.
Ez esetben a Bellman egyenlet:

Lt(x) = min
a∈A

{c(x, a) + Lt−1(x)} (11)

A következő részben leginkább ezt az alakot fogom figyelembe venni.

3.2. Dinamikus programozás folytonos idejű Bellman egyenlettel

A következő lépés, hogy közelebb jussunk a Merton portfólió probléma megoldásához,
hogy először folytonos időre is kiterjesztjük ezt az optimalizációs problémát. Ebben a
részben az előbb bemutatott Bellman egyenlet folytonos időben lévő megfelelőjét fogom
röviden tárgyalni. Tehát t ∈ R+ valamint továbbra is a rendszer állapota t időpillanatban
xt ∈ X valamint a döntés a ∈ A . A rendszeregyenletet hasonlóan, mint előbb f : X×A →
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X adja meg, viszont mivel jelenleg folytonos az idő így a rendszer alakulása időben egy
differenciálegyenlet:

dxt

dt
= f(xt, at). (12)

A stratégiákat szintén π -vel fogom jelölni és ez πt döntések sorozata, amiket t időpon-
tokban hozunk. Hasonlóan az előző rész végéhez itt megint a döntések költségével fogom
jellemezni az egyes stratégiákat. Ezeket itt is c(x, a) fogja jelölni, ami megmutatja, hogy
a választás x állapotban mekkora veszteséget eredményez. Mivel az egyszerűség kedvé-
ért véges időhorizontot vizsgálok T időpontban ez a függvény c(xT ) értéket fog felvenni.
Tehát az optimális stratégia az, ami minimalizálja ezeknek a költségeknek a sorozatát.
Mivel folytonos esetet tárgyalok nyilván kicsit meg fog változni a feladat felírása az előző
részhez képest.

C(x0, a) =

∫ T

0

e−αtc(xt, at)dt+ e−αT c(xT ) (13)

Ez az egyenlet adja meg a kumulált költségeket a kezdeti x0 állapotból és L(x0) ennek
a minimuma, amit meg szeretnénk határozni egy stratégiával. Erre fog segítséget adni a
Hamilton-Jacobi-Bellman egyenlet, ami folytonos időben a következő alakot ölti

0 = min
a∈A

{c(x, a) + ∂tLt(x) + f(x, a)∂xLt(x)− αLt(x)}. (14)

Itt c(x, a) a pillanatnyi költség, Lt(x) hasonlóan a diszkrét esetben említett Vt(x) -hez t
-től kezdődő kumulálást jelent tehát itt t -től kezdődő integrálás. Ez az eredmény nagyvo-
nalakban a következő képpen levezethető az előző részben felírt egyenlőségek segítségével.
Először is a rendszeregyenletre kell adnunk egy közelítést a következő képpen:

xt+δ − xt = δf(xt, at). (15)

Valamint a kumulált költségekre is:

Ca =
∑

t∈{0,δ,...,T−δ}

(1− αδ)
t
δ c(xt, at)δ + (1− αδ)

T
δ c(xT ) (16)

Ezekkel a felírásokkal most már lehet használni az előző fejezetben tárgyalt összefüg-
géseket. Először is felírom a Bellman egyenletet Lt(x) -re, ami az előbb megállapított
rendszeregyenletre illetve kumulált költségekre:

Lt(x) = min
a∈A

{c(x, a)δ + (1− αδ)Lt+δ(x+ δf(x, a))} (17)

Ezt az egyenletet kell átrendezni, hogy megkapjam az előbb felírt Bellman egyenletet.
Első lépésben mindkét oldalból le kell vonni Lt(x) -et, aztán el kell osztani az egyenletet
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δ -val.

0 = min
a∈A

{
c(x, a) +

(1− αδ)Lt+δ(x+ δf(x, a))− Lt(x)

δ

}
(18)

Annak érdekében, hogy megkapjuk a folytonos esetre a minimalizálandó egyenletet a
hányados határértékét kell vennünk úgy, hogy δ → 0 -ba tartson.

lim
δ→0

(1− αδ)Lt+δ(x+ δf(x, a))− Lt(x)

δ
(19)

Erre a láncszabályt használva megkapjuk ∂tLt(x) + f(x, a)∂xLt(x)− αLt(x) . Ezután
ezt egyszerűen visszahelyettesítve kapjuk a már felírt Hamilton-Jacobi-Bellman egyenle-
tet.

0 = min
a∈A

{c(x, a) + ∂tLt(x) + f(x, a)∂xLt(x)− αLt(x)}. (20)

Most, hogy már fel tudjuk írni egy folytonos idejű optimalizációs problémára ezt az
egyenletet már csak egy lépés választ el attól, hogy ezt felírhassuk a Merton problémára
is. Ez pedig nem más, mint a véletlen jelenléte az állapottér alakulásában.

3.3. Sztochasztikus kontroll

Ebben a részben megteszem az utolsó lépést, ahhoz hogy fel tudjam írni a Hamilton-
Jacobi-Bellman egyenletet a rész elején tárgyalt problémára. Ez pedig nem más, mint
a véletlen bevonása az optimalizációs problémába, tehát a rendszer alakulását egy szto-
chasztikus differenciálegyenlet fogja meghatározni. Lehet is látni, hogy ez pontosan egybe
esik azzal, mint amit a rész elején, mint probléma bemutattam, hiszen ott a „rendszert” a
vagyonnak lehet megfeleltetni. A véletlen hatást pedig egy egydimenziós Brown mozgás
fogja jelenteni. Tehát a rendszeregyenlet:

dXt = µt(Xt, at)dt+ σt(Xt, at)dBt (21)

Itt µt(Xt, at) illetve σt(Xt, at) progresszívan mérhető függvények. Az egyszerűség ked-
véért itt Bt egydimenziós Brown mozgás. Tehát 0 -ból induló folytonos trajektóriájú
független növekményű, Bt − Bs : s < t növekmény pedig normális eloszlású valószínűségi
változó 0 várható értékkel és (t−s) varianciával. Továbbra is a döntések költségével fogom
jellemezni az egyes stratégiákat c(x, a) , c(xT ) . Valamint ezekre megtartom π illetve πt

jelölést. Ennek fényében a következő alakot ölti az optimalizációs probléma:

L(x0) = min
a∈A

C(x0, a) = Ex0

[∫ T

0

e−αtc(xt, at)dt+ e−αT c(xT )

]
. (22)

Ez az a változat, amikor x0 az első állapota a rendszernek tehát t = 0 -ban, ha pedig
t -ből indul továbbra is Lt(x) ként fogom jelölni. Ebben az esetben a Hamilton-Jacobi-
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Bellman egyenlet a következő képpen írható fel:

0 = min
a∈A

{
ct(x, a) + ∂tLt(x) + µt(x, a)∂xLt(x) +

1

2
σ2
t (x, a)∂xxLt(x)− αLt(x)

}
. (23)

Látható, hogy megjelent egy új tag az egyenletben és ezen kívül nem változott semmi
ez pedig nem más, mint 1

2
σ2
t (x, a)∂xxLt(x) ez a fejlemény annyira nem meglepő, hiszen

pont ez a korrekciós tag jelenik meg Riemann integrálról való áttérésnél sztochasztikus
integrálra. Most is hasonlóan, mint diszkrétről folytonosra való áttérésnél először adjunk
egy becslést a rendszeregyenletre:

Xt+δ −Xt = µt(Xt, πt)δ + σt(Xt, πt)(Bt+δ −Bt) (24)

Tehát megint írjuk át ennek segítségével az optimalizációs problémát:

Ca = Et

 ∑
t∈{0,δ,...,T−δ}

(1− αδ)
t
δ c(Xt, at)δ + (1− αδ)

T
δ c(XT )

 (25)

Ebből pedig fel lehet írni a Bellman egyenletet is:

Lt(x) = min
a∈A

{c(Xt, at)δ + (1− αδ)Ex,a[Lt+δ(Xt+δ)]} (26)

Megint Lt(x) -et levonva (1− αδ) zárójel kibontása valamint leosztva δ -val az egyen-
letet:

0 = min
a∈A

{
c(Xt, at) +

1

δ
Ex,a[Lt+δ(Xt+δ)− Lt(x)]− αEx,a[Lt+δ(Xt+δ)]

}
(27)

Most már csak annyi a teendő, hogy Lt+δ(Xt+δ)− Lt(x)-et meghatározzuk, abban az
esetben, ha a δ → 0 határértéket veszünk. Ezt megtehetjük az Ito formula segítségével:

Lt+δ(Xt+δ)− Lt(x) =

(
∂tL+ µt(Xt, πt)∂xL+

1

2
σ2
t (x, a)∂xxL

)
δ + ∂xLσt(x, a)(Bt+δ −Bt)

(28)
Ha ezt vissza helyettesítjük az előző egyenletbe kiesik ∂xLσt(x, a)(Bt+δ − Bt) mivel

ahogyan már leírtam a Brown mozgás növekménye 0 várható értékű valamint δ leegysze-
rűsödik és vissza is kaptuk a Hamilton-Jacobi-Bellman egyenletet.

0 = min
a∈A

{
ct(x, a) + ∂tLt(x) + µt(x, a)∂xLt(x) +

1

2
σ2
t (x, a)∂xxLt(x)− αLt(x)

}
. (29)

Most, hogy már diffúziós kontrollproblémákra is fel tudjuk írni ezt az egyenletet vissza
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is térhetünk az eredeti problémára.

3.4. A Merton portfólió probléma részletezése

Tehát folytassuk is az első részben felvetett optimalizációs probléma megoldását. Már
bevezetett jelölésekkel a mostani állapotegyenlet, ami a befektető vagyonának alakulását
írja le a következő sztochasztikus differenciálegyenlet:

dWt = [rWt + θt(µ− r)− Ct]dt+ θtσdBt (30)

Kis emlékeztetésül a vagyon kockázatsemleges eszközbe fektetett része Wt − ntSt a
kockázatos eszközbe fektetett mennyiséget ntSt = θt a fogyasztási rátát pedig Ctdt jelöli.
Minden befektető tudja változtatni ezt a két mennyiséget és a hosszútávú várható hasz-
nosságát fogja mindenki maximalizálni. Tehát az optimalizációs probléma a következő:

V (w0) = max
(nt,ct)∈A

E0

[∫ ∞

0

e−αtu(ct)dt

]
(31)

Itt u(ct) a hasznosságfüggvény ezzel lehet mérni az egyes időpontokban elfogyasztott
vagyon nyújtotta jutalmat, hogy úgy fogalmazzak, mint azt tettem, amikor a diszkrét
esetet tárgyaltam. Ez a függvény klasszikus közgazdaságtanban monoton növő valamint
konkáv. Ahhoz, hogy fel tudjuk írni erre a sztochasztikus kontrollproblémára a Hamilton-
Jacobi-Bellman egyenletet először meghatározom V (Wt) dinamikáját. Mindezt természe-
tesen az Ito formulával fogom megtenni:

dV (Wt) = ∂wV (Wt)dWt +
1

2
∂wwV (Wt)d[W ]t (32)

Wt dinamikáját már a rész elején definiáltuk valamint d[W ]t ennek kvadratikus vari-
ációja szerinti integrálás, ami a következő képpen néz ki:

d[W ]t = θ2σ2dt (33)

Ezeket vissza helyettesítve dV (Wt) egyenletébe kapjuk:

dV (Wt) = ∂wV (Wt)[rWt + θt(µ− r)− Ct]dt+ θtσdBt +
1

2
∂wwV (Wt)θ

2σ2dt

=

{
∂wV (Wt)[rWt + θt(µ− r)− Ct] +

θ2σ2

2
∂wwV (Wt)

}
dt+ ∂wV (Wt)θtσdBt

Az előző rész alapján várható értéket kell venni, így csak az Ito formula használa-
ta után megjelenő drift marad benne az egyenletben, hiszen a sztochasztikus integrál
(∂wV (Wt)θtσdBt) az Ito-izometria miatt egy 0 várható értékű normális eloszlású valószí-
nűségi változó, így kiesik az egyenletből. Erre a problémára a Hamilton-Jacobi-Bellman
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egyenlet:

0 = max
c,θ

{
u(c)− αV (Wt) + ∂wV (Wt)[rWt + θt(µ− r)− Ct] +

θ2σ2

2
∂wwV (Wt)

}
(34)

A maximalizálást fel lehet bontani külön részekre ahol csak az adott paraméterek
szerepelnek:

max
c

{u(c)− c∂wV }+max
θ

{
θt(µ− r)∂wV +

θ2σ2

2
∂wwV

}
− αV + rWt∂wV (35)

Először az optimális fogyasztás meghatározásához deriváljuk le az egyenletet c -szerint.
Ebből megkapjuk az optimális fogyasztást:

c∗ = (u′)−1(∂wV ) (36)

Ezután θ szerint is deriválva az egyenletet pedig:

σ2θ∂wwV = −(µ− r)∂wV (37)

Ezt természetesen θ -ra rendezve megkapjuk az optimális kockázatos eszközbe fektetett
mennyiséget.

θ∗ = − ∂wV

∂wwV

µ− r

σ2
(38)

4. Portfólió optimalizálás átváltható illetve zöld kötvény

kiegészítéssel

4.1. A modellfeltevések és az eszközök dinamikája

Mint ahogyan azt már említettem és a címből is látható, az eredeti portfólió optimalizációs
probléma kiegészítését tárgyalom ebben a dolgozatban. Viszont ehhez először definiálnom
kell, hogy milyen típusú piacon fogom ezt megtenni illetve az egyes eszközöknek milyen
dinamikájuk van. Ezt a problémát egy súrlódásmentes piacon fogom megoldani, ahol
természetesen a Black and Scholes [9] szabályok élnek. Az optimalizációs problémát a
befektető pedig T (tehát véges) időhorizonton fogja megoldani. A lehetséges befektetési
eszközök pedig a kockázatmentes betét(B), egy kockázatos részvény(S), egy átváltható
kötvény(U), valamint a zöld kötvény(G). Tehát az eredeti Merton [25] cikkhez képest a
befektetési termékek szempontjából megegyezik az első kettő, és csak az utóbbi kettővel
bővítettem a problémát.
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Legyen (Ω,F , (Ft)t∈[0,T ],P) teljes, jobbfolytonos szűrt valószínűségi mező, amelyen
definiált a háromdimenziós standard Brown-mozgás Wt = (W S

t ,W
e
t ,W

ϵ
t ) kölcsönösen

független koordinátákkal. A filtrációt az általuk generált természetes filtráció szokásos
augmentációjaként definiáljuk:

Ft = σ(W S
s ,W

e
s ,W

ϵ
s : 0 ≤ s ≤ t) ∨N ,

ahol N a P-nullhalmazokat tartalmazza. A folytonos és adaptált Itô-folyamatok prog-
resszíven mérhetőek; a konstans volatilitások és a véges T horizont biztosítják a négyzetes
integrálhatósági feltételeket, ebben a részben szereplő egyenletekre így a modellben sze-
replő Ito-integrálok jól definiáltak.

A kockázatmentes eszköz dinamikája természetesen determinisztikus, illetve árát a
kockázatmentes kamatláb r határozza meg.

dBt = rBtdt (39)

A kettő hasonló dinamikával rendelkező kockázatos eszköz pedig a részvény (S), zöld
kötvény (G). Ezeknek az árfolyamalakulását standard Geometriai Brown-mozgás (GBM)
írja le, ami a valós P mérték szerint a következő.

dSt = St(µSdt+ σSdW
S
t ) (40)

dGt = Gt(µGdt+ σGdW
G
t ) (41)

Természetesen egyetlen, fix lejárattal és kuponfizetéssel rendelkező kötvény árdinami-
kájának leírása a Geometriai Brown-mozgással nem lenne természetes választás a lejárat-
kori névértékhez való konvergencia és a csökkenő volatilitás miatt. Jelen dolgozat modellje
azonban nem egy konkrét zöld kötvény-kibocsátást, hanem egy diverzifikált, folyamato-
san megújított likvid zöldkötvény-indexet vagy ETF-et (például a Bloomberg MSCI Green
Bond Index-et) reprezentál. Ekkor a modell (41) egyenletében szereplő µG és σG paramé-
terek aggregált módon ragadják meg a piaci kamatláb- és hitelkockázatokat, valamint a
zöld kötvények sajátos árfolyamdinamikáját(greenium) és a speciális befektetői bázisból
fakadó alacsonyabb volatilitást, amelyeket empirikusan Zerbib [34], illetve Baker et al. [5]
is igazoltak. Természetesen mindkét paraméter értéke szigorúan pozitív.

Hasonlóan a piacról tett feltételezésekhez a részvénydinamika teljesen megegyezik a
Black and Scholes [9] modellben használthoz, tehát a drift együtthatója µS, és a diffúziós
tag σS is konstansok illetve nagyobbak, mint 0. A paraméterek értékének pontos megvá-
lasztására pedig majd egy későbbi fejezetben fogok részletesen kitérni először még a jelen
problémára vonatkozó HJB egyenletet kell felírnom, ezen paraméterek használatával.

A kettő eszközről pedig feltételeztem, hogy valamilyen mértékben korrelálnak. Úgy
gondolom, ez egy természetes és életszerű feltevés valamint az irodalomban is elterjedt
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és használt több kockázatos eszközt tartalmazó piacnál. Ezt az együtt mozgást pedig
az árfolyamukat meghajtó Wiener-folyamatokból lehet kiolvasni: d[W SWG]t = ρSGdt

természetesen −1 < ρSG < 1.
Ebből kifolyólag át lehet írni a zöld kötvény árfolyam alakulására felírt sztochasztikus

differenciál egyenletet a következő képpen:

dGt = Gt[µGdt+ σG(ρSGdW
S
t +

√
1− ρ2SGdW

e
t )] (42)

Itt természetesen dW S
t illetve dW e

t független Brown mozgások, tehát d[W SW e]t ér-
telem szerűen 0. Így itt dW e

t a zöld kötvény egyedi kockázatát mutatja meg, illetve így
jobban látható hogyan hat a részvényt meghajtó Wiener-folyamat erre az eszközre. Ebből
a felírásból továbbá jobban látszik, hogy a későbbiekben hogyan fogok szimulálni, és a
későbbi átalakítások átláthatóságát is remélhetőleg megkönnyíti. Természetesen a rész-
vény dinamikát is hasonló módon át lehetett volna írni a szimulációhoz ez a változtatás
az eredményeken nem változtatott volna. Viszont mivel az utóbbira még szükségem van
az átváltható kötvény dinamikájának meghatározásához, ezért logikusabbnak találtam a
zöld kötvényt meghajtó Wiener-folyamatot ilyen módon kihelyettesíteni.

Végül át is térnék az utolsó kockázatos eszközre, ami nem más, mint az átváltható
kötvény, ennek dinamikáját később adom meg először azt az esetet vizsgálom, ha egy
kétszer folytonosan differenciálható U(S, t) függvénnyel definiálnám. Az S paraméter
itt az előbb tárgyalt részvényt jelöli, aminek már definiáltam a differenciálegyenletét.
Tehát ugyan az a cég bocsátja ki az átváltható kötvényt, mint aminek az értékpapírját
tárgyalom, tehát erre ad átváltási lehetőséget a beépített opció és ezért paramétere az
U(S, t) függvénynek. A t pedig szimplán az időt jelzi, amitől szintén függ az árfolyam.
Így az Ito-lemma segítségével fel lehet írni a következő képpen a dinamikáját ennek az
eszköznek is:

dUt =
∂U

∂t
dt+

∂U

∂S
dSt +

1

2

∂2U

∂S2
d[S]t (43)

Ahol ∂U
∂t

az átváltható kötvény idő szerinti parciális deriváltja, ∂U
∂S

a részvény árfo-
lyama szerinti elsőrendű parciális derivált, és végül ∂2U

∂S2 az előbb említett termék szerinti
másodrendű parciális derivált. Kihasználva az előbbi részben taglalt részvény dinamikát
dSt = St(µSdt+σSdW

S
t )-t, és ebből a kvadratikus variációt, ami pedig a következő alakot

ölti d[S]t = σ2
SS

2
t dt. Ezeket behelyettesítve illetve csoportosítva elérkezünk a következő

egyenlethez:

dUt =

(
∂U

∂t
+ µSSt

∂U

∂S
+

1

2
σ2
SS

2
t

∂2U

∂S2

)
dt+

∂U

∂S
σSStdW

S
t (44)

Itt már jól látható, annak az oka, miért a zöld kötvény egyenletét írtam át és nem a
részvényét. Továbbá az is látszik, hogy mind a három kockázatos eszköz együtt mozog:
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Σ =


σ2
SS

2
t σSStσGGtρSG

∂U
∂S

σ2
SS

2
t

σSStσGGtρSG σ2
GG

2
t

∂U
∂S

σSStσGGtρSG

∂U
∂S

σ2
SS

2
t

∂U
∂S

σSStσGGtρSG
(
∂U
∂S

)2
σ2
SS

2
t

 (45)

A mátrixban balról jobbra, valamint fentről lefele a részvény (S), utána zöld kötvény
(G), és végül átváltható kötvény (U) szerint láthatóak ezen eszközök egymással vett kova-
rianciái. Ahogyan látszik ebben a mátrixban az első sornak csupán ∂U

∂S
-szerese a harmadik

sor. Ebből kifolyólag pedig nem létezik a mátrixnak inverze, ami, ahogyan majd látjuk a
HJB egyenlet felírása után kelleni fog az optimális eszköz súlyok meghatározására. Ebből
kifolyólag, következő dinamikával fogom definiálni az átváltható kötvény árfolyamalaku-
lását:

dUt =

(
∂U

∂t
+ µSSt

∂U

∂S
+

1

2
σ2
SS

2
t

∂2U

∂S2

)
dt+

∂U

∂S
σSStdW

S
t + UtσϵdW

ϵ
t (46)

Az új wiener folyamat ortogonális a részvény árfolyamalakulást generálóra, tehát
d[W SW ϵ]t = 0. Ez a tag az átváltható kötvény egyedi (idioszinkratikus) hitel, likviditási
kockázatát reprezentálja konstans pozitív σϵ, sőt szigorúan pozitív együtthatóval mivel ha
0 lenne, eltűnne ez a tag és nem lehetne invertálni a kovariancia mátrixot. Ez a feltevés
pénzügyileg konzisztens a Black and Scholes [9] keretrendszer volatilitásra vonatkozó nem
negativitási követelményével, és azt tükrözi, hogy az átváltható kötvény minden esetben
hordoz a részvénypiaccal nem magyarázható egyedi, független kockázatokat (például hi-
telkockázatot vagy likviditási prémiumot). Mivel ennek az eszköznek az értékét a részvény
árfolyama határozza meg a könnyebb érthetőség kedvéért bevezetem a standard opciós
érzékenységi mutatókat (görögöket), tehát Θ = ∂U

∂t
, ∆ = ∂U

∂S
, és Γ = ∂2U

∂S2 . Ezután ezeket
behelyettesítve az előző egyenletbe és leosztva Ut-vel a következő egyenletet kapjuk:

dUt

Ut

=
1

Ut

(
Θ+ µSSt∆+

1

2
σ2
SS

2
t Γ

)
︸ ︷︷ ︸

µU

dt+
St∆

Ut︸︷︷︸
ΩS

σSdW
S
t + σϵdW

ϵ
t (47)

Itt a µU jelöli az átváltható kötvény pillanatnyi várható hozamát látható, hogy ebbe a
driftes tagba épül be a Gamma (Γ) a Delta (∆) pedig ide, és még a diffúziós tagba is. Már
csak egy bevezetett jelölésről nem beszéltem ez pedig nem más, mint az ΩS = St∆

Ut
. Ez,

ahogyan az látható a ∆ logikájára épít, az utóbbi azt mutatja meg, hogy a részvény árfo-
lyamának változása mekkora abszolút értékváltozást ér el az átváltható kötvény árában,
az ΩS ezt százalékosan adja meg. Így ebből látható, hogy az átváltható kötvény éppen
milyen szakaszban van. Kötvény-szerű fázisban (a beépített opció Out-of-the-money),
hibrid fázis (a beépített opció At-the-money), és végül részvény-szerű fázis (a beépített
opció In-the-money). A továbbiakban feltételezem, hogy 0 ≤ ΩS ≤ 1, ami a kötvénykom-
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ponens stabilizáló hatását fejezi ki: az átváltható kötvény részvénykitettsége nem nagyobb
a tiszta részvénykitettségnél. Tehát ha 0-hoz közelít az értéke, az azt jelenti, hogy a be-
épített opció elértéktelenedik, a részvény mozgására nem érzékeny az árfolyamváltozása,
tehát itt a ∆ alacsony és ez azt jelenti, hogy az átváltható kötvény úgy viselkedik mint
egy kötvény. Ebből kifolyólag a kamatlábak változására érzékeny az értéke, amit ebben a
modellben az egyedi σϵ határoz meg. Ha az ΩS értéke 0, 5 körül van akkor az átváltható
kötvény értelemszerűen hibrid fázisban van és egyaránt érzékeny az árfolyamváltozásra és
az egyedi kockázatokra. Ha pedig 1 közeli értéket vesz fel, természetesen az opció szinte
biztos lehívásra kerül (In-the-money) és az átváltható kötvény úgy viselkedik, mint egy
részvény.

Végezetül pedig, ennek a dinamikának a segítségével fel lehet írni az eszközök közötti
most már invertálható kovariancia mátrixot is. Viszont mivel a HJB-egyenlet felírásához
illetve a vagyonfolyamat levezetésénél, már relatív súlyokra fogok áttérni így a kovari-
ancia mátrixot is átírtam és most az egyes eszközökre vonatkozó pillanatnyi hozamok
kovariancia mátrixát fogom leírni:

Σ =


σ2
S σSσGρSG ΩSσ

2
S

σSσGρSG σ2
G ΩSσSσGρSG

ΩSσ
2
S ΩSσSσGρSG Ω2

Sσ
2
S + σ2

ϵ

 (48)

Látható, a (45)-höz képest itt már nincsenek beszorozva az átlóban lévő tagok az árfo-
lyamaik négyzetével valamint a kereszttagok az éppen aktuális kettő eszköz árfolyamával.
Továbbá látható az utolsó sor már nem egy eltoltja az elsőnek az idioszinkratikus tag mi-
att, mivel feltételeztük, hogy σϵ > 0, a mátrix determinánsa szigorúan pozitív (|Σ| > 0),
a kovarianciamátrix invertálható marad.

4.2. A vagyonfolyamat meghatározása

Ebben a fejezetben pedig a befektető vagyondinamikáját fogom meghatározni, úgy aho-
gyan ezt felírtam az eredeti Merton féle portfólió problémára is. Ahogyan azt már em-
lítettem, itt ez a problémakör 2 kockázatos eszközzel egészül ki, amik nem mások mint
a zöld kötvény (41)-es dinamikával és az átváltható kötvény (47)-es dinamikával. A már
megszokott befektetési termékek, amik szerepeltek az eredeti keretrendszerben a kockáza-
tos részvény, aminek a dinamikáját a (40)-dik egyenlet írja le valamint a kockázatmentes
bankbetét (39). Hasonlóan a Merton-féle felíráshoz kiegészítve az előbb említett termé-
kekkel a következőképpen néz ki a vagyon alakulása:

dXt = NS,tdSt +NG,tdGt +NU,tdUt + r(Xt −NS,tSt −NG,tGt −NU,tUt)dt− ctdt (49)
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Hasonlóan, mint az eredeti cikkben most a kockázatmentes eszközbe fektetett vagyon-
rész Xt −NS,tSt −NG,tGt −NU,tUt. A kockázatos eszközbe fektetett részt, pedig az egyes
eszközökhöz tartozó mennyiségek(NS,t, NG,t, NU,t) és az eszközök szorzata adják meg.
Ebben a felírásban is természetesen a fogyasztás mértékét ct adja meg. Ezután behelyet-
tesítve az említett dinamikákat ((39), (40), (41), (47)).

dXt =NS,t

[
St(µSdt+ σSdW

S
t )

]
+NG,t

[
Gt(µGdt+ σGdW

G
t )

]
+NU,t

[
Ut(µUdt+ ΩSσSdW

S
t + σϵdW

ϵ
t )
]

+ r(Xt −NS,tSt −NG,tGt −NU,tUt)dt− ctdt

(50)

Egyenlethez jutunk innen pedig a következő lépés, a kockázatos eszközökbe fektetett
mennyiségek átírása a vagyon egy százalékos megfelelőjére. Ez pedig a következő helyet-
tesítést jelenti az egyes termékek szempontjából például a részvényre wS,t =

NS,tSt

Xt
. Ezt

behelyettesítve a (50)-be a következőt kapjuk:

dXt

Xt

= wS,t

(
µSdt+ σSdW

S
t

)
+ wG,t

(
µGdt+ σGdW

G
t

)
+ wU,t

(
µUdt+ ΩSσSdW

S
t + σϵdW

ϵ
t

)
+ r(1− wS,t − wG,t − wU,t)dt−

ct
Xt

dt

(51)

Felbontva a zárójeleket és átcsoportosítva a sztochasztikus, illetve determinisztikus
tagokat, valamint visszaszorozva Xt-vel elérkezünk a végleges vagyonfolyamathoz. Ezt
természetesen más néven a jelenlegi probléma rendszeregyenletének is lehet nevezni, mint
ahogyan azt tettem az előző fejezetekben.

dXt =
(
Xt

[
r + wS,t(µS − r) + wG,t(µG − r) + wU,t(µU − r)

]
− ct

)
dt

+ wS,tσSdW
S
t

+ wG,tσGdW
G
t

+ wU,t

(
ΩSσSdW

S
t + σϵdW

ϵ
t

) (52)

Ezt még tovább lehet alakítani mátrixos, illetve vektoros formára, hogy talán még
érthetőbb legyen az intuitív tartalma és ránézésre látszódjon, hogy a kockázatos eszközök
súlyai hol játszanak szerepet. Ehhez a zöld kötvényt generáló Brown-mozgást (dWG

t ) át
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kell írni olyan módon mint ahogyan az meg van adva a (42)-es egyenletben.

dXt =
(
Xt

[
r + wS,t(µS − r) + wG,t(µG − r) + wU,t(µU − r)

]
− ct

)
dt

+ wS,tσSdW
S
t

+ wG,tσG(ρSGdW
S
t +

√
1− ρ2SGdW

e
t )

+ wU,t

(
ΩSσSdW

S
t + σϵdW

ϵ
t

)
(53)

Ebből már nagyon egyszerűen látható, hogy milyen alakban adható meg a végső va-
gyonfolyamat.

dXt =
[
Xt

(
r +wT (µ− r1)

)
− ct

]
dt+Xtw

TΣ1/2dWt (54)

Ebben az egyenletben, w = [wS,t, wG,t, wU,t]
T vektor tartalmazza, az egyes kockázatos

eszközhöz tartozó vagyon hányadokat, µ = [µS, µG, µU ]
T vektor tartalmazza az egyes koc-

kázatos eszközök driftjét, és 1 csupa egyesekből álló oszlopvektor. Végül az utolsó vektor
egy 3 dimenziós Wiener-folyamat dWt ami az (53)-as egyenletben lévő Brown-mozgásokat
tartalmazza a következő képpen dWt = [dWS, dWe, dWϵ]

T ezek pedig ahogyan már azt
említettem független valószínűségi változók. Mivel, a modellben szereplő eszközök ho-
zamsokkjai korreláltak (például a részvény és a zöld kötvény között), a valós, korrelált
piaci sokkokat a Σ1/2dWt szorzat állítja elő, ahol a Σ1/2 a korábban definiált kovariancia-
mátrix Cholesky-felbontása (négyzetgyök-mátrixa). Ez az alsó háromszög mátrix pedig
jelenhelyzetben a következő alakot ölti:

Σ1/2 =


σS 0 0

ρSGσG σG

√
1− ρ2SG 0

ΩSσS 0 σϵ

 (55)

4.3. A HJB egyenlet felírása

Ebben a részben dinamikák és a vagyonfolyamat ismeretében fel is lehet írni erre a prob-
lémára a Hamilton-Jacobi-Bellman egyenletet. Viszont ez előtt még visszatérnék arra a
különbségre, hogy most véges [0, T ] (ahol T < ∞) időintervallumon történik a befektetés
illetve a vagyon elfogyasztása tehát ez egy időben inhomogén optimalizációs eset. Ezután
már fel lehet írni, hogy a befektető milyen egyenletet próbál optimalizálni.

V (t,Xt) = max
{ws,cs}Ts=t

Et

[∫ T

t

e−α(s−t)u(cs)ds+ e−α(T−t)u(XT )

]
(56)

Ez persze egy általános felírás, az eredeti cikkben illetve eddig mindig amikor az előző
fejezetben tárgyaltam a Bellman egyenleteket t = 0-ra írtam fel az optimalizációs prob-
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lémát ezt természetesen itt is meg lehet tenni egy egyszerű helyettesítéssel olyan alakra
egyszerűsödik. Hasonlóan max{ws,cs}Ts=t

mutatja meg, hogy ezt a feltételes várható érté-
ket ezen két paraméter szerint kell optimalizálni. Et-ben t az adott időpontban elérhető
információk alapján vett feltételes várható értéket jelenti. e−α(s−t) és e−α(T−t) az idő-
preferenciát fejezi ki egy kvázi diszkontálás, tehát megmutatja, hogy egyes befektetők
mennyire türelmetlenek, mennyit ér nekik, ha ma elfogyasztják a vagyonukat ahhoz ké-
pest, hogy ezt holnap tennék. Végezetül pedig u(cs) valamint u(XT ) mutatja meg, hogy
egyes pillanatban mekkora az elfogyasztott vagyon elért hasznossága.

A következő lépés, hogy Ito-formula segítségével meghatározzam az értékfüggvény ala-
kulását azért, hogy ezután ebből fel tudjam írni a HJB egyenletet. Mivel a piacon jelen
lévő átváltható kötvény paraméterei függnek a részvényárfolyamtól, ilyen értelemben ez
állapotváltozóként jelenne meg az egyenletben, ami az értékfüggvényt V (t,Xt, St) alakúvá
tenné. Jelen dolgozatban azonban a portfólió-optimalizálás úgynevezett myopic (rövid-
látó) komponensére fókuszálok [10]. A myopic befektető az optimalizálás során a befek-
tetési lehetőségek halmazát (az állapotváltozókat) lokálisan determinisztikusnak tekinti,
így az intertemporális fedezeti keresletet reprezentáló, St szerinti parciális deriváltakat és
keresztderiváltakat (VS, VXS) elhanyagoljuk. Ennek a feltevésnek a tükrében az értékfügg-
vény lokális dinamikáját a vagyonfolyamat (Xt) és az idő (t) mentén a következő redukált
Ito-formula írja le:

dV (t,Xt) =
∂V

∂t
dt+

∂V

∂X
dXt +

1

2

∂2V

∂X2
d[X]t (57)

Ahol ∂V
∂t

az értékfüggvény idő szerinti parciális deriváltja, ∂V
∂X

és ∂2V
∂X2 pedig a vagyon-

folyamat szerinti első illetve másodrendű parciális deriváltak. Ebbe az egyenletbe a va-
gyonfolyamat dinamikáját, amit az (54)-es egyenletből ki lehet olvasni valamint ennek a
kvadratikus variációját kell behelyettesíteni. Utóbbi pedig a következő számolással jön ki.

d[Xt] ≡ (dXt)
2 =

(
Xtw

TΣ1/2dWt

)2
= X2

t

(
wTΣ1/2

) (
wTΣ1/2

)T
dt

= X2
t

(
wTΣ1/2(Σ1/2)Tw

)
dt

= X2
t

(
wTΣw

)
dt

(58)

Itt természetesen le lehetne írni a kereszt kovariációs tagokat dt-vel viszont ez egy
monoton növő függvény ezek a tagok tehát d[W, t]t = 0-val lesznek egyenlőek. Most,
hogy kiszámoltuk a kvadratikus variációt be lehet helyettesíteni az (57)-es egyenletbe a
következőképpen:
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dV (t,Xt) =
∂V

∂t
dt

+
∂V

∂X

[(
Xt

(
r +wT (µ− r1)

)
− ct

)
dt+Xtw

TΣ1/2dWt

]

+
1

2

∂2V

∂X2

[
X2

t (w
TΣw)dt

] (59)

Az (59)-es egyenletben a műveletek elvégzése után a determinisztikus (dt) tagokat
egyetlen blokkba csoportosítjuk, a sztochasztikus (dWt) tagokat pedig különválasztjuk.
Mivel a Bellman-féle optimalizálási elv alkalmazásakor a folyamat várható értékét (Et[dV ])
vesszük, a standard Brown-mozgások martingál tulajdonsága miatt a dWt tagok vár-
ható értéke normál esetben eltűnik. Ahhoz azonban, hogy ezt a lépést itt is el tud-
jam végezni, egy fontos egyszerűsítő feltételezéssel kell élnem. A vagyonfolyamat (dXt)
dinamikájának felírásakor az átváltható kötvény árfolyamérzékenységét mérő görögöket
(Delta, Gamma), és ezáltal a µ és Σ paramétereket lokálisan konstansnak fogom te-
kinteni. Bár ezen paraméterek az idő és az árfolyam függvényében folytonosan vál-
toznak, az önfinanszírozó kereskedési stratégia feltételezése mellett (amely itt önfinan-
szírozó fogyasztással egészül ki) egy infinitezimális dt időintervallumon belül rögzített-
nek, azaz a sztochasztikus integrál szempontjából előrejelezhetőnek kell lenniük. En-
nek a kikötésnek köszönhetően a sztochasztikus tag várható értéke valóban nullává vá-
lik, és kizárólag a dt szorzójával rendelkező, determinisztikus sodródási (drift: E[dV ] ={

∂V
∂t

+ ∂V
∂X

[
Xt

(
r +wT (µ− r1)

)
− ct

]
+ 1

2
∂2V
∂X2X

2
t (w

TΣw)
}
dt) tag marad életben. Ennek

segítségével pedig a következő alakot ölti a Hamilton-Jacobi-Bellman egyenlet erre a prob-
lémára:

∂V

∂t
− αV +max

w,c

{
u(c) +

∂V

∂X

[
Xt

(
r +wT (µ− r1)

)
− ct

]
+

1

2

∂2V

∂X2
X2

t (w
TΣw)

}
= 0

(60)

4.4. Optimális portfólió súlyok és fogyasztási ütem

A Hamilton–Jacobi–Bellman-egyenlet felírását, illetve a lokálisan konstans paraméterek
feltételezésének tisztázását követően ebben a részben meghatározom az optimális portfó-
liósúlyokat, valamint a fogyasztási ütemet. Ezt pedig a súlyok meghatározásával fogom
kezdeni. A (60)-as egyenletben már ki is vannak emelve azok a részek, amiket ezen pa-
raméter befolyásol és így a parciális deriválás szempontjából nem tűnnek el. Elvégezve a
deriválást a következő eredményt kapjuk:
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∂

∂w
{. . . } =

∂V

∂X
Xt(µ− r1) +

∂2V

∂X2
X2

t Σw∗ = 0 (61)

A vektor szerinti deriválás szabályait alkalmazva mivel Σ egy szimmetrikus kovarian-
ciamátrix, a kvadratikus forma deriváltja: ∂

∂w
(wTΣw) = 2Σw. A kettes szorzó kiesik az

1
2
-del. Majd az egyenletből kifejezve w∗-ot megkapjuk az optimális portfólió súlyokat.

w∗ = −
∂V
∂X

Xt
∂2V
∂X2

Σ−1(µ− r1) (62)

Ebből a képletből látható, hogy a modell milyen eszközöknek fog nagyobb súlyt adni
illetve milyen tulajdonságait bünteti. A µ− r1 vektor a kockázati prémiumot méri tehát,
egy eszköz várható hozama minél nagyobb mint a kockázatmentes hozam, annál magasabb
súlyt kap. Látható, hogy büntető faktorként megjelenik a kovariancia mátrix inverze, ami
bünteti, ha egy eszköznek túlságosan nagy a szórása, korrelációja egy másik termékkel, így
növelve a portfólió diverzifikáltságát. Ezt a szerkezetet pontosabban lehet látni (63)-ból
is.

Σ−1 =



1
σ2
S(1−ρ2SG)

+
Ω2

S

σ2
ϵ

− ρSG

σSσG(1−ρ2SG)
−ΩS

σ2
ϵ

− ρSG

σSσG(1−ρ2SG)
1

σ2
G(1−ρ2SG)

0

−ΩS

σ2
ϵ

0 1
σ2
ϵ

 (63)

A kereszttagok negativitása bünteti ha nagyon együtt mozog egy másik eszközzel, illet-
ve ha nagyon nagy a szórása, az osztás miatt ez is vissza fogja húzni az egyes eszközökbe
fektetett vagyonrész mértékét. Ez a logika pedig teljesen analóg a Markowitz [22]-féle
portfólió optimalizálási szemlélettel, ami azt veszi figyelembe, hogy az adott eszközöknek
mekkora a várható hozama illetve szórása és utóbbit minimalizálja adott hozamok mellett.
Viszont a (62)-es egyenlet első tagjáról (−

∂V
∂X

Xt
∂2V
∂X2

) még nem esett szó.

Ez a tört hasonló a szakirodalomban Arrow [3] és Pratt [28] után abszolút kockázat-
tűrésnek (Risk Tolerance) nevezett mérőszámhoz. Ők írták le, hogy a kockázatkerülést
nem önmagában a hasznosságfüggvény (u) mutatja meg, hanem annak görbülete. Ez
alapján írtak az abszolút kockázatkerülésről (ARA - Absolute Risk Aversion) aminek
a képlete náluk: −u′′(X)

u′(X)
. Valamint a proporcionális kockázatkerülésnek képlete náluk

−u′′(X)
u′(X)

x ez hasonló mint amit én is kaptam a súlyokra való képletben lévő törthöz, vi-
szont mivel egy folytonos optimalizációs problémát vizsgálok az értékfüggvény ennek a
gondolatnak az analógiája, valamint ez természetesen ilyen értelemben a proporcionális
kockázattűrés lenne, ami az előbb tárgyalt aránynak az inverze (− u′(X)

u′′(X)x
). Továbbá egy

CRRA (Constant Relative Risk Aversion) típusú hasznosságfüggvényt használok az op-
timalizációs feladatban, ami pedig a HARA-típusú (Hyperbolic Absolute Risk Aversion)
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hasznossági függvények családjába tartozik. Ez tökéletesen bele illik a Merton által lefek-
tetett keretrendszerbe, viszont mielőtt még ezt tovább tárgyalnám, ezeket a függvényeket
jellemezném.

Egy hasznosságfüggvényt akkor nevezünk HARA típusúnak, ha az abszolút Kockázat-
kerülése a vagyon (X) hiperbolikus függvénye tehát:

ARA(X) = −u′′(X)

u′(X)
=

1

a+ bX
(64)

Ebben a képletben a a, b paraméterek konstansok. A CRRA hasznosságfüggvény,
ahogyan már említettem a következő alakot ölti: u(X) = X1−γ

1−γ
, és így az első és második

deriváltjai:

u′(X) = X−γ (65)

u′′(X) = −γX−γ−1 (66)

Ezeket pedig vissza helyettesítve az ARA előbb tárgyalt képletébe már látható is,
hogy a CRRA egy ilyen hasznossági függvény. Ez a helyettesítés pedig az alábbi (67)-es
egyenletből látható.

ARA(X) = −u′′(X)

u′(X)
= −−γX−γ−1

X−γ
= γX−1 =

γ

X
=

1

0 + 1
γ
X

(67)

Az utolsó átalakításból pedig látszik, hogy ez egy olyan speciális eset, amikor az a

paraméter 0 valamint a b = 1
γ
.

Merton az eredeti cikkében ahol a kockázatos eszközökről feltételezte a lognormalitást
először belátta, hogy él a two-fund separation tehát, hogy az egyes befektetők a koc-
kázatmentes portfólió és egy kockázatos portfólió (attól függően választanak, a vagyonuk
mekkora részét fektessék ebbe a kockázatos portfólióba, hogy milyen a kockázati étvágyuk)
ötvözetét tartják. Ezáltal pedig tudta úgy tekinteni a piacot, mint egy kockázatmentes
eszköz és egy lognormális kockázatos eszköz. Ezután az előzőekben tárgyalt HARA típusú
hasznossági függvények mellett felírta hasonló alakban az optimális súlyokat mint az lát-
ható a (62)-ben is csak természetesen skalár változókkal és belátta, hogy az értékfüggvény
is HARA típusú lesz és így szétválasztható idő illetve a vagyonváltozás függvényeire. Ez
pedig azt jelenti, hogy a megjelent parciális deriváltakat tehát a nálam is megjelent tagot
(−

∂V
∂X

Xt
∂2V
∂X2

) meg lehet pontosan határozni és így el lehet jutni egy analitikus megoldáshoz.

Viszont mindezek előtt, meg kell határoznom az optimális fogyasztást c∗-ot is. A
HJB egyenletben a fogyasztásra vonatkozó maximalizálási probléma elsőrendű feltétele a
következő:
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∂u(c)

∂c
− ∂V

∂X
= 0 ⇒ c−γ =

∂V

∂X
(68)

Itt is látható az értékfüggvénynek megjelent egy parciális deriváltja hasonló módon,
mint a (62)-es egyenletben. Tehát ha be lehet látni, az értékfüggvényről a szétválasztha-
tóságot erre is lehet kapni egy analitikus megoldást.

A (60)-as egyenlet analitikus megoldásához be kell látni, hogy az értékfüggvény fel-
bontható egy kizárólag az időtől, illetve egy kizárólag a vagyontól függő tag szorzatára. A
feltevéseink szerint a befektető hasznosság függvénye CRRA típusú, myopic megközelítést
alkalmazzuk, élünk azzal a feltételezéssel, hogy a V (t,X) függvény örökli a CRRA alakot
és a következő szeparábilis formát ölti:

V (t,X) = f(t)
X1−γ

1− γ
(69)

Első lépésnek, meg kell határoznunk ezen próbafüggvény parciális deriváltjait az idő
(t) és a vagyon (X) szerint:

∂V

∂t
= f ′(t)

X1−γ

1− γ
(70)

∂V

∂X
= f(t)X−γ (71)

∂2V

∂X2
= −γf(t)X−γ−1 (72)

Behelyettesítve a (71)-es egyenletet a már meghatározott optimális fogyasztási ütemet
definiáló (68)-ba, megkapjuk az optimális fogyasztási stratégiát:

c−γ = f(t)X−γ ⇒ c∗ = f(t)−
1
γX (73)

Látható, hogy az optimális fogyasztás a vagyon (X) lineáris függvénye. Ezután pedig
az optimális súly meghatározásához a (62)-es egyenletbe a (71)-es és (72)-es egyenlet által
definiált parciális deriváltakat helyettesítve az alábbi optimális súlyvektort kapjuk:
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w∗ = −
∂V
∂X

Xt
∂2V
∂X2

Σ−1(µ− r1)

= − f(t)X−γ
t

Xt

(
−γf(t)X−γ−1

t

)Σ−1(µ− r1)

= − f(t)X−γ
t

−γf(t)X−γ
t

Σ−1(µ− r1)

=
1

γ
Σ−1(µ− r1)

(74)

Ezután az optimális c∗ fogyasztást, valamint a (70)-(72) deriváltakat visszahelyette-
sítjük az eredeti (60)-as HJB egyenletbe (optimalizált w∗ súlyvektor azért nem kerül
kibontásra, mivel nem tartalmazza sem f(t) függvényt sem X vagyonfolyamatot sem). A
behelyettesítés után a HJB egyenlet a következőképpen alakul:

0 =f ′(t)
X1−γ

1− γ
− αf(t)

X1−γ

1− γ
+

(
f(t)−1/γX

)1−γ

1− γ
+

f(t)X−γ
[
X

(
r + (w∗)T (µ− r1)

)
− f(t)−1/γX

]
−

1

2
γf(t)X−γ−1X2(w∗)TΣw∗

Bontsuk fel a zárójeleket és végezzük el az X hatványainak összevonását (X−γ ·X =

X1−γ, illetve X−γ−1 ·X2 = X1−γ). Az egyszerűsítések után a következő alakot kapjuk:

0 =

(
f ′(t)

1− γ

)
X1−γ −

(
αf(t)

1− γ

)
X1−γ +

(
f(t)1−1/γ

1− γ

)
X1−γ+

f(t)
[
r + (w∗)T (µ− r1)− f(t)−1/γ

]
X1−γ−

1

2
γf(t)

[
(w∗)TΣw∗]X1−γ (75)

Mivel az egyenlet jobb oldala 0, és feltételezzük, hogy a vagyon szigorúan pozitív
(X > 0), a teljes egyenletet leoszthatjuk X1−γ-val. A sztochasztikus parciális differenciál-
egyenlet ezáltal egyetlen, kizárólag az időtől függő közönséges differenciálegyenletre egy-
szerűsödik, amely az f(t) függvényre vonatkozik. Tehát a feltételezett V (t,X) = f(t)X

1−γ

1−γ

szeparált alak helyes, így az optimális súlyokat, illetve optimális fogyasztási ütemet (74),
(73) egyenletek határozzák meg.

A súlyvektort meghatározó képletet tovább már nem kell alakítani, megkaptam az
analitikus súlyokat. Viszont az optimális fogyasztási ütemet leíró egyenletben lévő f(t)
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függvényt még meg kell határoznom. A (75)-ös egyenletből az optimális súlyok behelyet-
tesítésével, a zárójelek felbontásával és 1− γ-val való szorzás után, a következő Bernoulli-
típusú differenciálegyenlethez érkezek:

f ′(t) +

[
(1− γ)

(
r +

(µ− r1)TΣ−1(µ− r1)

2γ

)
− α

]
f(t) + γf(t)1−

1
γ = 0 (76)

Mivel az (56)-os célfüggvényben a végső vagyonból származó hasznosság (u(XT )) súlya
a T időpontban pontosan 1, hiszen itt már nincs következő időpont, ameddig még történ-
hetne befektetés. Ebből kifolyólag meghatározható a peremfeltétele a (76)-os egyenletnek.

f(T ) = 1 (77)

A könnyebb átláthatóság érdekében vezessünk be egy ξ konstanst a középső tag együtt-
hatójára, azaz ξ =

[
(1− γ)

(
r + (µ−r1)TΣ−1(µ−r1)

2γ

)
− α

]
. Ezzel a jelöléssel a kiinduló

egyenletünk:

f ′(t) + ξf(t) + γf(t)1−
1
γ = 0 (78)

Vezessünk be egy új h(t) függvényt a h(t) = f(t)
1
γ helyettesítéssel. Ebből az eredeti

f(t) függvényt kifejezve a következőt kapjuk:

h(t)γ = f(t) (79)

Ezt az egyenletet az idő (t) szerint deriválva, a láncszabály alkalmazásával megkapjuk
f ′(t) értékét:

f ′(t) = γh(t)γ−1h′(t) (80)

Behelyettesítve a (79) és (80) egyenleteket az eredeti (78)-as differenciálegyenletbe:

γh(t)γ−1h′(t) + ξh(t)γ + γ (h(t)γ)1−
1
γ = 0 (81)

Felbontva a zárójelet és ezután leosztva a közös γh(t)γ−1 kifejezéssel, egy állandó
együtthatós, lineáris differenciálegyenlethez jutunk:

h′(t) +
ξ

γ
h(t) + 1 = 0 (82)

A h(t) definiálásából látszik, hogy ebben a differenciálegyenletben is ugyan úgy 1 lesz
a végfeltétel, mint az eredeti problémában. Így meghatározható h(t) értéke a következő-
képpen:
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h(t) = −γ

ξ

(
1− e

ξ
γ
(T−t)

)
+ e

ξ
γ
(T−t) (83)

Ennek ismeretében pedig felírható az optimális fogyasztási ütem is a (73)-as egyenletbe
helyettesítve.

c∗t =
Xt

h(t)
(84)

4.5. Stratégiák vizsgálata

Mielőtt még tovább mennék a gyakorlati implementáció megkezdésére, meg kell vizsgál-
ni, hogy az előző alfejezetben levezetett súlyokkal egy jól definiált portfóliófolyamatot
kaptam-e. Ennek célja az, hogy látható legyen, a visszahelyettesített súlyokkal a vagyon-
folyamatban megjelenő integrálok értelmezhetőek. Továbbá, hogy az itt definiált fogyasz-
tás is egy, a szakirodalomban megalapozott fogyasztásnak megfelelő folyamat. Végezetül
pedig meg kell vizsgálni, ez a stratégia illetve fogyasztási pár megengedett-e.

Először az egyes eszközökbe fektetett arányokat kifejező w∗ vektort vizsgálnám meg.
Ha egy befektető ezt a stratégiát használja, akkor természetesen ezekkel a súlyokkal kell
felírni a (54)-es vagyonfolyamatot és a (59)-es értékfüggvényt leíró sztochasztikus differen-
ciálegyenleteket. Mivel ezek az arányok megjelennek a diffúziós tagban, felmerül a kérdés,
hogy a sztochasztikus integrálok jól definiáltak-e. Ehhez azonban még hozzá kell venni az
Xt-t és a Σ1/2-t is, hiszen ezek is megjelennek itt. Tehát be kell látni, hogy a folyamatok
progresszíven mérhetőek és véges második momentummal rendelkeznek.

Mivel a w∗ és Σ1/2 paraméterekről feltettem, hogy lokálisan konstansok, ebből követke-
zik, hogy adaptáltak, valamint a trajektóriáik is folytonosak. Továbbá Xt is egy adaptált
és majdnem biztosan folytonos trajektóriájú folyamat, mivel egy sztochasztikus differen-
ciálegyenlet megoldása, és a 4.1-es részben definiált filtrációt generáló Wiener-folyamatok
határozzák meg az alakulását.

Ezután már csak a négyzetes integrálhatóság végességét kell megvizsgálni erre az eset-
re, ami a következőt jelenti:∫ T

0

∥Xt(w
∗)⊤Σ1/2∥2dt < ∞ majdnem biztosan. (85)

A szorzat tagjai az előbb tárgyalt okok miatt folytonos trajektóriájúak, így a szorzatuk
is rendelkezni fog ezzel a tulajdonsággal, ezért a zárt [0, T ] intervallumon az integrandus
korlátos marad. Egy korlátos folyamat négyzetének Riemann-integrálja egy véges [0, T ]

intervallumon szintén véges, így a progresszív mérhetőségi és az integrálhatósági feltételek
együttes teljesülése miatt ez egy jól definiált és létező integrál.

A megengedett stratégiát Karatzas and Shreve [18]-as könyve alapján az abban sze-
replő 3.2-es definíció határozza meg.
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Definition 3.2: Adott x ≥ 0 esetén, azt mondjuk, a fogyasztás és portfólió-folyamat
pár (c, π) megengedett x-nél, amit a következőként jelölünk (c, π) ∈ A(x), ha az x, c, π

által meghatározott Xx,c,π(·) vagyonfolyamat teljesíti

Xx,c,π(t) ≥ 0, 0 ≤ t ≤ T,

majdnem biztosan. x < 0-ra A(x) = ∅.
Ennek a vizsgálatához az előzőekben meghatározott optimális portfóliósúlyokat (w∗)

és az optimális fogyasztási ütemet (c∗t = Xt/h(t)) vissza kell helyettesíteni az eredeti
vagyonfolyamatba.

dXt = Xt

(
r + (w∗)⊤(µ− r1)

)
dt− Xt

h(t)
dt+Xt(w

∗)⊤Σ1/2dWt (86)

Látható, hogy a vagyonfolyamat értéke (Xt) minden tagban szerepel, így kiemelhető:

dXt = Xt

[
r + (w∗)⊤(µ− r1)− 1

h(t)

]
dt+Xt(w

∗)⊤Σ1/2dWt (87)

A könnyebb átláthatóság érdekében vezessünk be két determinisztikus helyettesítést a
drift és a diffúziós együtthatókra. Legyen At = r+(w∗)⊤(µ−r1)− 1

h(t)
és B = (w∗)⊤Σ1/2

(ahol B konstans vektor At determinisztikus a lokális konstansági feltevés miatt). Ekkor a
vagyonfolyamat egy homogén, lineáris sztochasztikus differenciálegyenletté egyszerűsödik:

dXt = XtAtdt+XtBdWt (88)

Ennek az egyenletnek a megoldása az Ito-formula alkalmazásával egy sztochasztikus
exponenciális folyamat, amely a Geometriai Brown-mozgáshoz hasonló formát ölt:

Xt = X0 exp

(∫ t

0

(
As −

1

2
∥B∥2

)
ds+

∫ t

0

BdWs

)
(89)

Mivel az induló vagyon szigorúan pozitív (X0 > 0), és az exponenciális függvény érté-
ke bármilyen valós kitevő esetén szigorúan nagyobb nullánál, ebből egyenesen következik,
hogy a vagyonfolyamat minden t ∈ [0, T ] időpillanatban szigorúan pozitív marad. Tehát
teljesíti a Karatzas and Shreve [18] által megfogalmazott 3.2-es definíciót. Az alacsony
kockázatkerülés esetében előforduló extrém tőkeáttételt vagy shortolást tartalmazó opti-
mális megoldás az elméleti, súrlódásmentes piacon megengedett stratégia.

Az általuk megfogalmazott teljes megengedhetőségi kritériumrendszer azonban a va-
gyonfolyamat nem negativitása mellett a fogyasztási folyamattal szemben is támaszt felté-
teleket. A definíció megköveteli, hogy a fogyasztás majdnem biztosan nemnegatív legyen
(ct ≥ 0), illetve véges integrállal rendelkezzen (

∫ T

0
ctdt < ∞ majdnem biztosan) a vizsgált

időhorizonton.
Mivel a jelen modellben az optimális fogyasztást a c∗t = Xt/h(t) egyenlet adja meg,
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és az előző lépésben beláttuk, hogy a vagyonfolyamat szigorúan pozitív (Xt > 0), így
kizárólag a h(t) függvény tulajdonságait kell megvizsgálnunk. A korábban levezetett (83)
egyenletből látható, hogy h(t) egy determinisztikus, folytonos és szigorúan pozitív függ-
vény a zárt [0, T ] intervallumon. Ebből egyenesen következik a két változó hányadosának
pozitivitása (c∗t > 0), ami teljesíti a nem negativitási feltételt.

Továbbá, mivel az Xt vagyonfolyamat trajektóriái folytonosak, a zárt [0, T ] interval-
lumon majdnem biztosan korlátosak is. Egy majdnem biztosan korlátos folyamat és egy
szigorúan pozitív, folytonos determinisztikus függvény hányadosának Riemann-integrálja
a véges [0, T ] időtávon szintén véges marad.

Érdemes azonban kitérni egy fontos gyakorlati és elméleti korlátra, amelyre Brandt
[10] is rámutat. Bár az előzőekben látni lehetett, hogy a jelentős tőkeáttétellel műkö-
dő optimális portfólióstratégia folytonos idejű környezetben megengedett, ez az állítás
egy diszkrét idejű implementáció (például napi átsúlyozás vagy Monte Carlo-szimuláció)
esetén már nem feltétlenül igaz.

A folytonos idejű modellben a folyamatos átsúlyozás miatt a vagyonfolyamat expo-
nenciális jellege révén sosem válik negatívvá. Ezzel szemben bármilyen véges ∆t időlépés
esetén fennáll a veszélye annak, hogy egy tőkeáttételes pozíció esetén a kockázatos eszkö-
zök árfolyamának hirtelen, két időlépés közötti drasztikus esése a teljes vagyont a nulla
alá szorítja, még mielőtt a befektető átsúlyozhatná a portfólióját. Viszont Brandt [10] is
megemlíti, hogy ennek fényében sem feltétlenül érdemes elvetni az így kapott portfóliósú-
lyokat, mivel általában az előbb felvázolt helyzet bekövetkezésének az esélye meglehetősen
kicsi. Ahogyan azt a szimulációs részben is látni fogjuk, egyszer sem fordult elő ilyen eset.

5. Gyakorlati implementáció

Ebben a részben a kapott portfólió súlyok illetve a fogyasztási ütem különböző szcenáriók
által való tesztelését, illetve a kiértékeléshez szükséges utolsó lépéseket fogom elvégezni.
Ezek nem mások, mint az egyes paraméterek és eszközök értékbecslésének a bemutatása,
a probléma időben való diszkretizálása, valamint a szimuláció megvalósulási menetének a
tárgyalása.

5.1. Időbeli diszkretizáció

A három legegyszerűbb eszköz diszkretizálásával fogom kezdeni ezek természetesen a koc-
kázatmentes eszköz (B), és a kettő GBM által leírt termék a zöld kötvény (G), illetve a
kockázatos részvény (S). Ehhez a vizsgált [0, T ] időintervallumot N darab egyenlő hosszú-
ságú részre kell bontani, ennek következtében dt helyét ∆t = T

N
veszi át. A diszkrét idő-

pontokat ti = i∆t jelöli (i = 0, 1, . . . , N). A determinisztikus kockázatmentes betétet már
fel is lehet írni ezen felosztás segítségével. Bár a lineáris közelítése Bti+1

= Bti + rBti∆t
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is lehetséges, a szimulációs hiba minimalizálása érdekében a dolgozatban a diszkrét idő-
lépések között a pontos, exponenciális növekményt alkalmazom:

Bti+1
= Btie

r∆t (90)

Igaz, mivel feltételeztem a konstans kamatlábat egyes időpontokban, a folytonos és
diszkretizált esetben is megegyezik az eszköz értéke. A részvény értékét leíró sztochaszti-
kus differenciálegyenlet diszkrét közelítésére kettő a szakirodalmakban elterjedt megoldást
fogok tárgyalni, amik a Milstein [27], és a Maruyama [23] módszer. Mind a két esetben
a következő összefüggést használva dSt = St+∆t − St fel lehet írni az árfolyamot pontos
integrálos alakban a [t, t+∆t] intervallumon.

Sti+1 = Sti +

∫ t+∆t

t

µSSu du+

∫ t+∆t

t

σSSu dW
S
u (91)

Erre az Euler-Maruyama megközelítés a ti+1 időpontban a részvény értékére a követ-
kező becslést adja:

Sti+1
= Sti + µSti∆t+ σSti

√
∆tZS

i (92)

Ezt pedig úgy számoljuk, hogy az első integrál együtthatóját a t időponti már ismert
értékén beszorozzuk az intervallum hosszával. A második integrálban dW S

u = dW S
t+dt −

dW S
t ennek a növekménynek az eloszlása pedig megegyezik

√
∆tZS

i -vel, ahol ZS
i egy

standard normális valószínűségi változó, itt hasonlóan az integrandus t pillanatban már
ismert értékét szorozzuk ezzel.

Ehhez képest a Milstein módszer a következő becslést adja a (91)-es egyenletre:

Sti+1
= Sti + µSSti∆t+ σSSti

√
∆tZi +

1

2
σ2
SSti∆t(Z2

i − 1) (93)

Látható, hogy az előbbi megközelítéshez képest egy korrekciós taggal bővült a képlet.
A szimulációs hiba minimalizálása érdekében a kettő módszert a részvényár logaritmusá-
ra is lehet alkalmazni, amit az Ito-lemma segítségével lehet megkapni. Ebben az esetben
pedig, mind a kettő diszkretizációs út ugyan azt az eredményt fogja adni. Ezután expo-
nenciálisra emelve a függvényt megkapom a végső összefüggést, amit használni fogok a
szimulációimban.

Sti+1
= Sti exp

[(
µS − 1

2
σ2
S

)
∆t+ σS

√
∆tZS

i

]
(94)

A részvényhez hasonlóan a zöld kötvény dinamikáját is egy GBM-el írtam le tehát az
előbb tárgyalt lépések erre is egy az egyben ugyan azok, így hasonló egyenlethez jutunk.

Gti+1
= Gti exp

[(
µG − 1

2
σ2
G

)
∆t+ σG

√
∆tZG

i

]
(95)
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Hasonlóan, mint a részvény esetében ZG
i egy standard normális eloszlású valószínűségi

változó. Ahogyan azt leírtam, amikor bevezettem a két eszközt, a dinamikákat generáló
Brown-mozgások korreláltak. Ezt az összefüggést a diszkretizációban megjelenő vélet-
len számok kisebb átalakításával kell kezelni. A (95)-ben lévő valószínűségi változót a
következőképpen tovább bontom fel ZG

i = ρSGZ
S
i +

√
1− ρ2SGZ

e
i , ahol ZS

i , Z
e
i függet-

len standard normális eloszlású valószínűségi változók. Ez teljesen megegyezik (42)-es
egyenletben leírt helyettesítéssel. Ahogyan azt már ott is említettem az a felírás a jelen
fejezetben fog még egyszer előjönni, és így a következő alakot használom a zöld kötvény
árfolyam alakulásának generálásához:

Gti+1
= Gti exp

[(
µG − 1

2
σ2
G

)
∆t+ σG

√
∆t

(
ρSGZ

S
i +

√
1− ρ2SGZ

e
i

)]
(96)

Ezt pedig természetesen ugyan az az eredmény mintha alapból a (42)-es egyenletet
vettem volna alapul, és abból Ito-formula segítségével az így eredményül kapott egyenletre
használnám a tárgyalt diszkretizációt.

Az átváltható kötvény diszkretizációs felírásánál, viszont nem ilyen egyszerű helyzettel
találjuk szembe magunkat. Ha a Milstein vagy Euler módszer segítségével közelítjük
a (47)-es egyenletet hasonlóan különböző eredményre jutunk, mint ahogyan az történt
az előző esetekben is. A konzisztencia megtartása végett, és hogy a termék ára még
véletlenül se tudjon negatívba menni (igaz ennek ebben az esetben is szinte elhanyagolható
a valószínűsége) ismét használjuk az Ito-formulát az eszköz logaritmusára és emeljük az
exponenciálisára.

Uti+1
= Uti exp

{∫ t+∆t

t

(
µU − 1

2
(Ω2

Sσ
2
S + σ2

ϵ )

)
du

+

∫ t+∆t

t

ΩSσS dW
S
u +

∫ t+∆t

t

σϵ dW
ϵ
u

} (97)

Viszont ellentétben az eddig tárgyalt termékekkel, a kettő diszkretizációs út már más
eredményre visz. Ezeket a következő két egyenlet szemlélteti.

Uti+1
= Uti exp

{(
µU,ti −

1

2

(
Ω2

S,ti
σ2
S + σ2

ϵ

))
∆t+ ΩS,tiσS

√
∆tZS

i + σϵ

√
∆tZϵ

i

}
(98)
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Uti+1
= Uti exp

{(
µU,ti −

1

2

(
Ω2

S,ti
σ2
S + σ2

ϵ

))
∆t

+ ΩS,tiσS

√
∆tZS

i + σϵ

√
∆tZϵ

i

− 1

2
Ω2

S,ti
σ2
S∆t

(
(ZS

i )
2 − 1

)} (99)

A (98)-as egyenlet az Euler-Maruyama, (99)-es pedig a Milstein módszer szerint lett
diszkretizálva. A különbség a korrekciós tag (−1

2
Ω2

S,ti
σ2
S∆t

(
(ZS

i )
2 − 1

)
) a második egyen-

let végén látszik.
Viszont ebben az esetben a paraméterek mindegyik időpontban mások és mások lesz-

nek, ellentétben az előző három dinamikában szereplőkkel. Valamint ezeket az egyenle-
teket a generáláshoz nem tudom használni az exponenciális drift tagban lévő Ω2

S,ti
miatt.

Ez abból következik, hogy a paraméter fordítottan arányos U -val, így ha az eszköz értéke
csökken ez a tag nő és mivel negatív előjellel szerepel a nevezőben, tovább csökkenti a köt-
vény árát. Ebből kifolyólag sok szimulációs esetnél 0-hoz konvergálna az értéke. Valamint
ez a tag jelen van a súlyokban is így ezekre is irreális eredményeket kapnék.

A kockázatmentes bankbetét, zöld kötvény illetve részvény generálásához, ebben a
részben taglalt diszkretizálással el is végeztem a szükséges lépéseket. Ez abból fakad,
hogy ezekben az egyenletekben az összes paramétert konstansnak tekintem, ezeket a szi-
muláció elején a megfelelő megfontolások után beállítjuk egy adott szintre. Az átváltható
kötvénynél viszont még megjelennek az érzékenységi mutatók (∆, Γ, Ω) ezért további
lépéseket kell tenni a becslésükre.

5.2. Átváltható kötvény érzékenységi mutatóinak becslése

Az átváltható kötvény parciális deriváltjainak meghatározásához még néhány feltételezés-
sel kell élnem. Mivel ebben a dolgozatban a hangsúly a portfólió optimalizáláson van, egy
elég egyszerű módszert fogok használni ezen termék részvényre és időre vett érzékenységé-
nek becsléséhez. Ez pedig a komponensekre való dekompozíció, tehát feltételezem, hogy
az átváltható kötvény egy vételi opció átváltási aránnyal súlyozott értékének és a vállalati
kötvény értékének összegeként határozható meg.

Ut = Bcorp(t) + c · C(S, t) (100)

Ez az ötlet a már említett Tsiveriotis and Fernandes [32] cikkel analóg, viszont ott
természetesen sokkal kifinomultabb dinamikákat illetve feltételezéseket tesznek. Ezek kö-
zé tartozik például, hogy összefügg a hitel és részvénykockázat, ami természetesen sokkal
valóságközelibb feltételezés mivel ha a részvény ára elkezd esni azt várnánk, hogy a vál-
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lalat csődvalószínűsége is nőni fog. Viszont ez a megközelítés bonyolult sztochasztikus
differenciálegyenlethez vezet, aminek a numerikus megoldása minden kis időpontban a
súlyok kalibrálása érdekében nagyon számításigényes. Ezen okok miatt az előbb említett
implementáció szempontjából ezt az egyszerűbb módszert alkalmazom.

Ahogyan említettem egy minél számításkímélőbb módszert használok, így a vállalati
kötvény értékét a névérték diszkontáltjaként határozom meg. A felbontás miatt a rész-
vényárfolyam szerinti deriválás során csak a call opciót kell figyelembe venni tehát az
érzékenységi mutatók a következő módon alakulnak.

∆U =
∂U

∂S
= c · ∂C

∂S
= c ·∆call (101)

ΓU =
∂2U

∂S2
= c · ∂

2C

∂S2
= c · Γcall (102)

Ezeket pedig a Black and Scholes [9] keretrendszerben explicit tudjuk tovább számolni:

∆U = c · N (d1) (103)

ΓU = c · N ′(d1)

StσS

√
T − t

(104)

A harmadik érzékenységi mutató, ami kell még a súlyok meghatározásához a ΘU ,
ami természetesen az időre vett érzékenység. Ehhez viszont már nem csak a call opciót
kell figyelembe venni, hanem a kötvény komponenst is, így a következőképpen alakul a t

szerinti parciális derivált értéke:

ΘU = rcFe−rc(T−t) + c

(
−StσSN ′(d1)

2
√
T − t

− rKe−r(T−t)N (d2)

)
(105)

Ezekben az egyenletekben N (·) a standard normális eloszlás eloszlásfüggvényét, míg
N ′(·) annak sűrűségfüggvényét jelöli. d1, d2 pedig a már jól ismert formula szerint defini-
ált:

d1,2 =
ln
(
St

K

)
±
(
r +

σ2
S

2

)
(T − t)

σS

√
T − t

(106)

Az átváltható kötvénybe beépített opciót megállapodás szerint akár bármikor le lehet
hívni. Mivel most szétbontottam kötvény, opció összegére és utóbbi árazására a Black-
Scholes feltételezésekkel éltem jól ismert összefüggés, hogy az európai típusú call opció
és amerikai típusú call opció értéke megegyezik mivel sosem éri meg a befektetőnek a
hamarabbi lehívás (itt feltételezem, hogy a részvény nem fizet osztalékot). Így az opti-
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mális átváltási problémával ebben a dolgozatban többet nem is fogok foglalkozni. Ebből
kifolyólag meghatározható a kötési ár is a következőképpen K = F

c
, ahol F a kötvény

névértéke és c a konverziós faktor. Ez egyszerűen látható a befektető előtt álló döntésből
T -ben amikor el kell döntenie, hogy a névértéket (F ) vagy váltani szeretne és cST -t kéri.
Tehát lehívja az opciót ha ST > F

c
és nem hívja le ha ST < F

c
.

Itt vissza is térnék az átváltható kötvény árfolyamának generálására. Minden pilla-
natban először a (100)-as szerinti árat számolom ki:

Ũti+1
= Fe−rc(T−ti+1) + c · C(Sti+1

, ti+1) (107)

Ebből viszont még hiányzik az idioszinkratikus tag miatti hozamvesztés vagy hozam-
nyereség, ami a (46)-os egyenletből látszik, ezért az eszköz pillanatnyi hozamát korrigálni
kell a következőképpen:

RU,ti+1
=

Ũti+1

Uti

+ σϵ

√
∆tZϵ

ti+1
(108)

Ezt használva pedig megkapom a ti+1-beli árfolyamot, amivel aztán tovább tudok
számolni.

Uti+1
= Uti ·RU,ti+1

= Ũti+1
+ Utiσϵ

√
∆tZϵ

ti+1
(109)

Ez azt is jelenti, hogy a 0. pillanatban nem tudom a hozamot mi szerint változtatni
és csak a következő képlet adja meg az átváltható kötvény értékét:

U0 = Fe−rcT + c · C(S0, 0) (110)

5.3. Szimuláció menete

Az egyes eszközök árának generálására szolgáló formulák, illetve az átváltható kötvény
érzékenységi mutatóinak előző részben tárgyalt megfontolásokkal való becslése után be is
mutatnám a szimuláció menetét. Ahogy a probléma megfogalmazásánál ((56)-os egyenlet)
is lehetett látni a befektető egy t időpontban valamekkora vagyonnal elkezd befektetni és
egy véges időhorizonton maximalizálja a hasznosságát. Tehát t időpontban eldönti, ho-
gyan allokálja a vagyonát, illetve mennyit fog fogyasztani. Ezután a súlyokat fixen tartva
a következő pillanatra legenerálódnak az eszközök árai az előző részekben bevezetett (94),
(96), (109) egyenletek alapján és így a pillanatnyi vagyon is számolható. Ebben a pil-
lanatban a befektetőnek megint meg kell határozni az eszközök jelenlegi értéke alapján,
mibe mennyit fektessen és mennyit fogyasszon. Ahogyan már leírtam a súlyok meghatá-
rozásához szükség van a drifteket tartalmazó vektorra (µ), a várható hozamok kovarian-
ciamátrixára (Σ). Tehát a következő lépéseket végzem el minden ti időpontban.
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• Az átváltható kötvény érzékenységi mutatóinak meghatározása, az előző részben
leírt módon.

• A pillanatnyi várható hozam vektor µti újraszámolása.

• A pillanatnyi hozamok kovarianciamátrixának meghatározása (Σti), a kapott érzé-
kenységi mutatók segítségével.

• Végső lépésként pedig meg lehet határozni az optimális súlyokat a következő időpil-
lanatig. Valamint ki lehet számolni a pillanatnyi fogyasztást.

5.4. Paraméterbecslés

A szimuláció elvégzéséhez természetesen még meg kell adni, az egyes eszközök árfolyamá-
nak alakulását meghatározó bemeneti (konstans) paramétereket. Ezeket három nagyobb
csoportra lehet osztani, a termékek várható hozamai, szórásuk, valamint az átváltható
kötvény speciális paraméterei (credit spread, idioszinkratikus szórás).

Először a részvény, zöld kötvény hozamainak szórásáról (σS, σG) beszélnék, amiket
historikus adatok alapján fogok becsülni. Ez úgy történik, hogy egy kiválasztott részvény,
illetve zöld ETF-re a napi záróárfolyamok (Pti) alapján kiszámolom a log-hozamokat:

Rti = ln

(
Pti

Pti−1

)
(111)

Feltételezve, hogy egy évben 252 kereskedési nap van, az évesített volatilitás a napi
hozamok tapasztalati szórásából adódik:

σS =
√
252 · std(Rti) (112)

Ebből pedig a korreláció (ρSG) is számolható a két értékpapírra.
Míg a hozam variancia becslésének pontossága a mintavételezés gyakoriságától függ,

addig a várható érték becslésének pontossága kizárólag az adatsor időbeli hosszától (nap-
tári éveinek számától) és teljesen független a mintavételezés gyakoriságától [26]. Mivel
ilyen hosszú adatsorra nehezen tennék szert valamint ez idő alatt a piac is nagy mértékben
változik, más módon fogom ezen paraméterek becslését elvégezni. Black and Litterman
[8] alapján egy egyensúlyi modellel fogom ezt megtenni ezen belül is a Sharpe [30] és
Lintner [21] által kifejlesztett CAPM-et használom.

µS = r + βS · E[RM − r] (113)

Ahol r a kockázatmentes hozam, RM a piaci portfóliónak a hozama és βS = Cov(RS ,RM )
Var(RM )

.
Tehát már minden paramétert tudok becsülni r-t például 1 éves amerikai kincstárjegy (1-
year US Treasury Bill) vagy a 10 éves amerikai államkötvény (10-year US Treasury Note)
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alapján fogom meghatározni attól függően, milyen időhorizonton oldom meg a problémát.
RM -re az S&P500 historikus adatait fogom használni, βS-ra pedig historikus kovarianciát,
varianciát fogom használni, amiknek a meghatározását a korábban említettek alapján
nagy pontossággal el lehet végezni.

A részvénytől eltérően a zöld kötvény ETF (proxy-ként a BGRN) várható hozamát
(µG) nem a CAPM, hanem a piac által aktuálisan árazott, elérhető Yield to Maturity
alapján határozom meg.

A (105)-ös és (107)-es képletekben megjelenő kockázattal korrigált rc hozamrátát a
választott vállalat hitelminősítése alapján fogom kalibrálni. Az idioszinkratikus σϵ meg-
határozása pedig Agarwal et al. [1] által leírt eljárást követve, az átváltható kötvény his-
torikus napi loghozamainak a mögöttes részvény loghozamaira történő regresszálásából
áll:

RU,t = α+ βURS,t + ϵt (114)

Ebben az egyenletben a βU együttható a termék empirikus részvényérzékenységét mu-
tatja, míg a regresszió reziduuma (ϵt) a részvénykockázattól független hozamot reprezen-
tálja. Ezen hibatagok évesített tapasztalati szórása adja meg az eszköz idioszinkratikus
kötvény-volatilitásának értékét:

σϵ =
√
252 · std(ϵt) (115)

6. Forgatókönyv-elemzés

Az előző részben tárgyalt megfontolásokkal pedig el lehet végezni a különböző piaci kör-
nyezetekben történő optimalizálást.

6.1. Alap eset

Kezdésnek a piac jelenlegi állapotát minél jobban leíró paraméterekkel végeztem el a szi-
mulációt, annak érdekében, hogy legyen egy viszonyítási alapom a szenzitivitásvizsgálat,
különböző forgatókönyvek kiértékelésére. Az előző fejezetben tárgyalt becslési megfontolá-
soknak a már évesített eredménye látható az alábbi 1-es táblázatban. A részvény árfolyam
paramétereinek számolásához, a Tesla 2022−01−01-től 2024−01−01-ig tartó napi záró
adatait használtam fel. Azért erre a cégre esett a választásom mivel elsősorban a tech
szektorra akartam koncentrálni, hiszen az elmúlt években itt az egyik legjellemzőbb az át-
váltható kötvények kiadása. Ahogy az előző fejezetben említettem, az átváltható kötvény
egyedi kockázatának becslése elméletben a kibocsátó vállalat kötvényének loghozamaira
futtatott regresszión alapul. Viszont a megfelelő historikus adatsorok hiányában a gya-
korlati modellkalibrációhoz egy tágabb piaci proxy-t, az SPDR Bloomberg Convertible
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Securities ETF-et (CWB) vettem alapul A zöld kötvény ETF-re pedig az iShares USD
Green Bond ETF-et (BGRN) választottam, amely környezetvédelmi projekteket finanszí-
rozó globális zöld kötvényekbe fektet. A végső paraméterek pedig a következő táblázatból
láthatóak:

Eszköz Paraméter megnevezése Jelölés Érték

Részvény (S)

Induló árfolyam S0 244.1
Várható hozam µS 11.5869%
Volatilitás σS 0.6048
Béta (piaci érzékenység) βS 1.8581

Zöld Kötvény (G)

Induló árfolyam G0 100.0
Várható hozam µG 4.78%
Volatilitás σG 0.0719
Korreláció a részvénnyel ρSG 0.1847

Átváltható Kötvény (U)

Névérték F 1000.0
Konverziós arány c 3.2276
Implikált kötési árfolyam K 309.83
Hitelfelárral növelt ráta rc 5.3660%
Idioszinkratikus volatilitás σϵ 0.1087

1. táblázat. A modellezett eszközök bemeneti paraméterei

A részvény várható hozamát meghatározó (113)-as egyenletből a piaci hozamot (RM)
az S&P500 index 1950-től vett értékei alapján számoltam. Ugyan ebben az egyenletben
szereplő βS-t pedig ugyan úgy az S&P500 loghozamainak varianciája illetve a részvénnyel
vett kovariancia alapján számoltam, viszont ebben az esetben már 2022 − 01 − 01 és
2024−01−01 közötti adatok alapján. Az átváltható kötvény konverziós rátáját, névértékét
a cég által 2019. május 2-án kiadott 5 éves lejáratú ilyen típusú termékek paraméterei
szerint határoztam meg ezért a részvény induló árfolyamát is az ekkori értékre állítottam.
Ezek alapján, ahogyan azt már említettem számolható az implikált kötési árfolyam (K =
F
c

). A Tesla hitelkockázati besorolása (BBB besorolással S&P Global Ratings-től és Baa3-
assal Moody’s-tól) alapján csak 1.5 százalékkal korrigáltam a kockázatmentes kamatlábat
(utóbbi a 2-es táblázatból látszik). A szimuláció további paraméterei pedig a következő
táblázatból láthatóak.

Paraméter megnevezése Jelölés Érték
Szimuláció időhorizontja T 5.0 év
Kockázatmentes kamatláb r 3.8660%
Kockázatkerülési paraméter (CRRA) γ 5
Szubjektív időpreferencia α 0.05
Kezdeti vagyon X0 1000.0
Egy év kereskedési napjainak száma - 252

2. táblázat. A portfólió-optimalizációs szimuláció általános keretfeltételei

Az optimalizációs időhorizont, ahogy a táblázatban is látszik 5 év és ezen belül napi
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lépésekkel számoltam. A befektető tehát egy évben 252-ször (minden kereskedési nap)
rendezi újra a portfólióját. A kockázatmentes kamatlábat a 10 éves lejáratú amerikai
államkötvény alapján határoztam meg. A kockázatkerülési paramétert a CRRA típusú
hasznossági függvényemben Mehra and Prescott [24] cikke szerint kalibráltam, mivel eb-
ben az esetben egy átlagos kockázatkerülő befektetőt veszek alapul ezt 5-re állítottam.
Ez várhatóan azt eredményezi, hogy nem fog nagy tőkeáttétellel befektetni tehát nem
hitelből finanszírozza a portfólióját. A szubjektív időpreferenciát Kydland and Prescott
[20] alapján, a jelenlegi helyzetben 0.05-ös értéken határoztam meg. A kezdeti vagyont
pedig egy tetszőleges szintre állítottam jelen esetben 1000-re természetesen, mivel minden
súly és a fogyasztás a vagyon százalékában kerül meghatározásra ennek az értéknek nincs
nagy jelentősége. Ezt a szimulációt ezután 1000-szer futtattam le és az átlagos eszköz
súlyok, fogyasztási ráta, vagyonfolyamat az alábbi képen látható:
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1. ábra. Alap eset

Látható az 1. ábrán, hogy az átlagos befektető jobban preferálja a kevésbé kockázatos
eszközöket, ezeken belül is a kockázatmentes betétet. Továbbá megfigyelhetően keveset
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fektet a nagy volatilitású részvénybe, méghozzá az első két évben ezen eszköz rövidre
eladásából finanszírozza a többi befektetését. Természetesen, nem él nagy tőkeáttétellel
valamint a vagyonfolyamata is kiegyensúlyozott (meg se közelíti a nullát), amit a portfó-
liójában lévő már említett kockázatmentes eszköz, alacsony volatilitású zöld kötvény és a
kötvénypadló által védett átváltható kötvény biztosít. Ebből kifolyólag a fogyasztásának
is stabilnak kell lennie, amit az 1. ábra alátámaszt. Mivel a portfólió várható hozama
kezdetben meghaladja a befektető szubjektív időpreferenciáját, hajlandó a jelenbeli fo-
gyasztását elhalasztani, ami egy növekvő fogyasztási pályát eredményez. Ugyanakkor,
ahogy az idő közeledik a horizont végéhez, a befektetési időtáv drasztikusan lerövidül
és egyre kevésbé éri meg a vagyont a kockázatos piacon tartani a jövőbeli hozam remé-
nyében, így a periódus végéhez közeledve feléli a felhalmozott tőkéjét. Mivel láthatóan
a részvény magas volatilitása és az ehhez társuló nem eléggé kecsegtető hozamprémium
lenyomja ennek a terméknek a súlyát, érdekes lehet megnézni az eszköz paramétereinek
e-szerinti változtatásának hatását a portfólióra. Emellett a zöld kötvény hozam és vola-
tilitás paramétereit is vizsgálni fogom. Továbbá a kockázatkerülési paraméter különböző
értékei mellett is érdemes tesztelni a modellt, hiszen nem mindenki ilyen óvatosan fektet
be a piacon. Érdekes kérdés, hogy vajon alacsony kockázatkerülés és egy ebből faka-
dó agresszívabb tőkeáttétel mellett a vagyonfolyamat mennyire közelíti meg kritikusan a
csődeseményt, azaz a nullás értéket.

6.2. Érzékenységvizsgálat

6.2.1. Kockázatkerülési paraméter vizsgálata

Először a befektetői típusokat vizsgálom meg, a kockázatkerülésük alapján ezt a már em-
lített γ paraméter ragadja meg a hasznossági függvényben. A 74-es egyenletből látszik,
a három kockázatos eszköz súlyának értékét közvetlenül befolyásolja. Ebből arra a követ-
keztetésre lehet jutni, a kevésbé kockázatkerülő befektető (alacsony γ) nagy tőkeáttétellel
kereskedik. Nagyobb súllyal fektet a kockázatos termékekbe, mint egy mérsékelt társa
a felépített kitettséget pedig a kockázatmentes eszköz terhére történő hitelfelvételből fi-
nanszírozza. Az átlagoláshoz itt 100 trajektóriát generáltam, az ez utáni részekben pedig
végig 50-et, továbbá csak az éppen aktuális paramétert változtattam, a többi bemeneti
változó továbbra is a 1, 2 táblázatokban lévő értékeket veszik fel.

A 2. ábrán ez előbb említett hatások látszódnak is, minél kisebb a γ annál nagyobb
tőkeáttétellel kereskednek a befektetők. Továbbá látszódik, ahogyan nő a kockázatkerülési
paraméter egyre nagyobb részben fektetnek a legbiztonságosabb eszközbe. Viszont még
ebben az esetben sem vásároltak a piaci szereplők részvényt, ez megint csak azt mutatja,
hogy ennek az eszköznek túl alacsony a hozamprémiuma ekkora varianciához. A felső
panelen a vagyon és fogyasztási pályákat vizsgálva látható, hogy a kisebb kockázatkerü-
léssel rendelkező egyének agresszívabban fektettek be a piacon ezáltal nagyobb vagyont
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elérve többet is tudtak fogyasztani. Viszont fennállhat az az eset is, amikor olyan nagy
hozamot ígérnek az eszközök, hogy a befektető ennek érdekében visszafogja a fogyasztását
a későbbi még nagyobb jutalom reményében. A jelenlegi helyzetben, viszont úgy tűnik
nem annyira csábítóak a befektetési lehetőségek, így az egyre csökkenő γ egyre nagyobb
fogyasztást jelent.
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2. ábra. Kockázatkerülés vizsgálata

6.2.2. Várható hozamok vizsgálata

Látszódott az előző részben, még a kockázatkedvelőbb piaci szereplők sem fektettek a
részvénybe, így kézenfekvő megvizsgálni, mi lenne ha hirtelen megugrana a várható ho-
zama. A 3-as ábra alapján megállapíthatjuk, hogy a másik kettő kockázatos eszköz rová-
sára változik a súlya a portfólióban. Ami kicsit meglepő viszont, hogy a kockázatmentes
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eszközzel ebben az esetben együtt mozgott a portfólión belüli aránya. Erre az lehet a
magyarázat, hogy a kockázatos eszközök súlyai együtt vannak meghatározva (egymás ro-
vására) aztán a befektető eldönti, mennyit fektet a kockázatmentes eszközbe. Tehát az
alacsony volatilitású termékekből a magas varianciájú részvénybe történő tőkeáramlás
drasztikusan megnöveli a portfólió összesített kockázatát, amit a racionális befektető a
kockázatmentes eszköz súlyának növelésével kompenzál. Ez a jelenség pedig hasonlít a
two-fund separation-re.
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3. ábra. Részvény várható hozamának hatása a súlyokra

A részvény várható hozamának növekedése egyértelműen megemelte mind a várható
vagyonfolyamatot, mind pedig a fogyasztási ütemet a 4. ábra alapján. Mindkettő hatás
várható volt nem csak gazdaságilag (egy elérhető termék amibe fektethetünk hirtelen
nagyobb hozamot termel ezáltal nagyobb hozamot érhetünk el a portfóliónkkal és többet
fogyaszthatunk) hanem a fogyasztás növekedése a (83) egyenletből is következik.
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4. ábra. Részvény várható hozamának hatása a vagyonfolyamatra, illetve fogyasztásra

0 1 2 3 4 5
Id  (év)

0.08

0.06

0.04

0.02

0.00

0.02

Po
rtf

ól
ió

sú
ly

Részvény wS

Zöld kötvény várható hozam G
0.020
0.035
0.048
0.070
0.090

0 1 2 3 4 5
Id  (év)

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

Po
rtf

ól
ió

sú
ly

Zöld Kötvény wG

Zöld kötvény várható hozam G
0.020
0.035
0.048
0.070
0.090

0 1 2 3 4 5
Id  (év)

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

Po
rtf

ól
ió

sú
ly

Átváltható Kötvény wU

Zöld kötvény várható hozam G
0.020
0.035
0.048
0.070
0.090

0 1 2 3 4 5
Id  (év)

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

Po
rtf

ól
ió

sú
ly

Kockázatmentes wrf

Zöld kötvény várható hozam G
0.020
0.035
0.048
0.070
0.090

Súlyok id beli alakulása  Zöld kötvény várható hozam G

5. ábra. Zöld kötvény várható hozamának hatása a súlyokra
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Az 5. ábrára áttérve aszimmetriát fedezhetünk fel az előzőekhez képest. Jól látható,
hogy a zöld kötvény várható hozamának emelkedésekor a korábban a részvénynél tapasz-
talt együttmozgás a kockázatmentes eszközzel itt egyáltalán nem figyelhető meg. Éppen
ellenkezőleg, míg a zöld kötvény súlya megugrik, a kockázatmentes eszköz kitettsége ezzel
párhuzamosan csökken, sőt, a magasabb hozamszinteken mélyen a negatív tartományba,
azaz hitelfelvételbe süllyed. Ennek magyarázata az eszközök eltérő kockázati profiljában
kereshető. Mivel a zöld kötvény a részvényhez képest lényegesen alacsonyabb volatilitású
eszköz, a várható hozamának megugrása kiemelkedően kedvező hozam-kockázat arányt
eredményez. Ezt a jelenséget már láttuk, a piaci szereplők előszeretettel fektetnek ebbe a
viszonylag biztonságos eszközbe ellentétben a részvénnyel, így ha tovább növeljük ennek
a hozamát már megéri egy racionális befektetőnek agresszív hitelfelvétellel tőkét bevonni,
és azt a rendkívül vonzó zöld kötvénybe fektetni. Továbbá, ahogy az a portfóliósúlyokat
meghatározó egyenletben szereplő (63) mátrixból is leolvasható, a zöld kötvény várható
hozama nincs hatással az átváltható kötvény optimális súlyára, ez a tulajdonság az 5.
ábrán is látszik.
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6. ábra. Zöld kötvény várható hozamának hatása a vagyonfolyamatra, illetve fogyasztásra

Hasonló hatást lehet megállapítani a 6-os ábrán, mint a részvény esetében csak itt
ez sokkal látványosabban mutatkozik. A magas fogyasztásra megint magyarázatot ad a
83-as egyenlet, amiben az exponenciális tagban lévő kitevőt csökkentjük, ezáltal növelve
a fogyasztást. A zöld kötvény volatilitása viszont, ahogyan már említettem sokkal ki-
sebb, mint a részvényé, így mérsékeltebb hozamnövekedésre is jobban reagál a befektető
fogyasztása.
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6.2.3. Volatilitás vizsgálata

A hozam paraméterek változásával a portfólió-súlyokban jellemzően egy kvázi párhuzamos
eltolást lehetett elérni. Ebben a részben a volatilitás szerepét fogom vizsgálni, az egyes
kockázatos eszközök varianciájának módosulása miként formálja át az optimális allokációt
és a fogyasztási ütemet.

Ismét a részvénnyel kezdeném tehát a volatilitásának vizsgálásával ezt a 7-es ábra
mutatja és valóban már nem csak egyszerű eltolásokat lehet látni. Továbbá meglepően
már nem fedezhető fel az az összefüggés, amit a részvény várható hozamának eltolásánál
tapasztaltam, ez pedig a részvény és kockázatmentes eszköz együttmozgása. A részvény
volatilitásának csökkenése egyértelműen növeli a részvény vonzerejét, ami a többi eszköz
különösen a kockázatmentes eszköz és a zöld kötvény súlyának csökkenését eredménye-
zi. A részvény volatilitása közvetlen bemeneti paramétere a Black-Scholes opcióárazási
formulának, ami pedig meghatározza az átváltható kötvény árát. Következésképpen a
részvény kockázatának megváltozása azonnal átárazza a kötvénybe ágyazott opciós kom-
ponenst, megváltoztatva ezzel a termék elméleti értékét és a portfólióoptimalizáció során
felvett kezdeti optimális súlyát is.
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7. ábra. Részvény volatilitásának hatása a súlyokra

A 8. ábrán a várható vagyon és a fogyasztási ütem alakulását megvizsgálva megálla-
pítható, hogy a részvény volatilitásának hatása meglehetősen összetett. A hozamparamé-
tereknél tapasztalt közel lineáris, egyenletes eltolódásokkal szemben itt a görbék távolsága
nem arányos a paraméterváltozás mértékével. Ez a nemlineáris eltolódás analitikusan az-
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zal magyarázható, hogy a volatilitás a kovarianciamátrix inverzén keresztül jelenik meg az
egyenletekben, így annak marginális hatása a kockázat növekedésével egyre csökken (amit
a magasabb volatilitású görbék összetorlódása is vizuálisan igazol). A grafikonról egyér-
telműen leolvasható, hogy az alacsonyabb részvény volatilitás magasabb várható vagyont
és ezzel párhuzamosan magasabb fogyasztási ütemet eredményez. Az előző alfejezetben
bemutatott logikához hasonlóan a 83 egyenletből is közvetlenül látható a kockázat (vola-
tilitás) csökkenése lecsökkenti az exponenciális tag kitevőjét, ami az optimális fogyasztási
ráta növekedését eredményezi.
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8. ábra. Részvény volatilitásának hatása a vagyonfolyamatra, illetve fogyasztásra

Áttérve a zöld kötvény volatilitásának vizsgálatára, ismét megbizonyosodhatunk róla
vizuálisan 9. ábra, ezen eszköz paramétereinek változása nincs hatással az átváltható
kötvény súlyára. Hasonlóan, mint a zöld kötvény hozamának elemzésénél, szélsőséges
esetekben a piac arra ösztönzi a befektetőt, hogy nagyon magas tőkeáttétellel kereskedjen.
Jelen esetben ez akkor következik be, amikor tárgyalt instrumentum varianciája igazán
alacsony. Ugyanakkor, a befektető portfóliója rendkívül érzékenyen reagál a kockázatra,
már egy kisebb variancianövekedés esetén is drasztikusan lecsökkenti a zöld kötvény iránti
kitettségét.
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9. ábra. Zöld kötvény volatilitásának hatása a súlyokra
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10. ábra. Zöld kötvény volatilitásának a vagyonfolyamatra, illetve fogyasztásra
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A fogyasztási ütemet és vagyonfolyamatot megvizsgálva egy sokkal kevésbé zajos ered-
ményt kaptam, mint a hozam vizsgálatakor. Ugyanakkor a 10. ábrán ismét azonosítható
az a szélsőséges eset, amelyről a portfóliósúlyok átrendeződése kapcsán már esett szó. Ez
az a forgatókönyv, amikor kiemelkedően csábító a vizsgált termék és nagyon nagy tőkeátté-
tellel kereskedik a befektető így potenciálisan megnövelve a vagyonát és következésképpen
a fogyasztását. Továbbá, a részvény volatilitásánál tárgyalt fogyasztásnövekedés okai itt
is ugyan úgy fennállnak.

7. Limitációk

Bár a dolgozatban bemutatott optimalizációs keretrendszer véleményem szerint egy kö-
vetkezetes és jól értelmezhető képet ad a portfólió allokációs és fogyasztási döntésekről,
elengedhetetlen módon számos egyszerűsítéssel éltem az analitikus eredmények megha-
tározásához. Ezek a feltételezések a piaci környezetet szükségszerűen leegyszerűsítették,
ebből kifolyólag sok irányba el lehet indulni a modell kiterjesztése érdekében. Egy ilyen
feltételezés volt a myopic befektető, egy komplexebb keretrendszerben intertemporális fe-
dezeti stratégiákat is érdemes lenne a modellbe építeni. Továbbá az egyes eszközöket
meghatározó dinamikák is meglehetősen leegyszerűsítettek voltak, egy valós piaci környe-
zetben a hozam illetve volatilitásról nem életszerű feltételezés, a konstansság. A modern
pénzügyi matematikában ezeket sztochasztikusan változó tényezőkként szokták megadni,
illetve véletlenszerű ugrásokkal is kiegészítik a kockázatos eszközök árfolyam alakulását.
A matematikai környezet mellett a befektetői korlátok modellezése is finomításra szo-
rulhat. A keretrendszer jelenlegi formájában azt feltételezi, hogy a portfólió folyamatos
átsúlyozása és a fogyasztás súrlódásmentesen, mindenféle tranzakciós költség és adóteher
nélkül történik. Egy realisztikusabb megközelítésben ezen terheket is be kellene árazni az
optimalizációs döntésbe, ami vélhetően csökkentené a kereskedés frekvenciáját. Szintén a
gyakorlati alkalmazhatóság korlátját jelenti a végtelen hitelfelvétel és a rövidre eladás le-
hetősége. Ahogy az a szimulációs ábrákon, különösen az alacsony varianciájú zöld kötvény
esetében látható volt, a modell extrém tőkeáttételi pozíciókat is megenged.
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8. Összefoglalás

Ebben a dolgozatban a klasszikus Merton-féle fogyasztási, illetve befektetési problémát
egészítettem ki a jelenlegi makrogazdasági környezetben egyre relevánsabb eszközökkel,
a zöld és átváltható kötvénnyel. A súrlódásmentes, véges időhorizontú piacon CRRA
hasznosságfüggvény és myopic befektetői feltételezés mellett a Hamilton–Jacobi–Bellman
egyenlet felírásának segítségével zárt alakú megoldást kaptam. Megmutattam, hogy az

értékfüggvény megőrzi a V (t,X) = f(t)
X1−γ

1− γ
szeparálható alakot, így az optimális port-

fóliósúlyok a következő zárt képlettel meghatározhatóak w∗ = 1
γ
Σ−1(µ− r1). Továbbá az

optimális fogyasztási ütem c∗t =
Xt

h(t)
alakban számolható, ahol h(t) egy determinisztikus,

a peremfeltételből meghatározható függvény.
A levezetett súlyokkal és fogyasztási ütemmel ezután Monte Carlo-szimulációkat fut-

tattam, először a piac jelenlegi állapotát közelítő alapesetre. Az alapeset legszembetűnőbb
megfigyelése, hogy az átlagos befektető szinte egyáltalán nem tart részvényt, sőt az első
években annak rövidre eladásából finanszírozza a többi pozícióját. Ez a részvény magas
volatilitásához társuló csekély hozamprémiumával magyarázható. Ehelyett a portfóliót
a kockázatmentes betét, valamint a biztonságosabb zöld és átváltható kötvényből állítja
össze az átlagos piaci szereplő. Ezen eszközök kiegyensúlyozott árfolyam alakulásukkal
mérséklik a vagyonfolyamat varianciáját, amely egyetlen szimulációs trajektórián sem kö-
zelítette meg a csődeseményt. A fogyasztási pálya ennek megfelelően kiegyensúlyozott
és az idő horizont vége felé közeledve emelkedő, ahogy a befektető feléli a felhalmozott
tőkéjét.

Ezután érzékenységvizsgálatok keretében tovább tanulmányoztam a kapott modellt.
A kockázatkerülési paraméter csökkenése egyre nagyobb tőkeáttételhez vezet, ám a rész-
vény még az agresszívabb befektetőknél sem vált vonzóvá. A hozamparaméterek emelése
jellemzően kvázi párhuzamos eltolást okozott a súlyokban, a volatilitás hatása viszont
nemlineáris volt, ami a kovarianciamátrix inverzén keresztüli megjelenéséből fakad. A leg-
szembetűnőbb jelenség, hogy amikor egy alacsony volatilitású eszköz nevezetesen a zöld
kötvény várható hozama megemelkedett, a kivételesen kedvező hozam-kockázat arány
a racionális befektetőt jelentős hitelfelvételre ösztönözte, hogy tőkeáttétellel növelje az
adott eszköz iránti kitettségét. Megerősítést nyert továbbá a Σ−1 szerkezetéből leolvas-
ható összefüggés, miszerint a zöld kötvény paraméterei nincsenek hatással az átváltható
kötvény optimális súlyára.

Hangsúlyoznom kell, hogy a kapott eredményeket a leegyszerűsített piaci feltevések
fényében kell értékelni, amelyek közül a legjelentősebb a myopic befektető feltételezése.
Ezt feloldva és az intertemporális fedezeti stratégiák beépítésével egy sokkal valósághűbb
képet kaphatnánk az egyes befektetői viselkedésekről. Az előző fejezetben tárgyalt kiter-
jesztések, a sztochasztikus hozam és volatilitás, az ugrófolyamatok, valamint a tranzakciós
költségek és pozíciókorlátok beépítése jelentheti a további kutatási irányokat.
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MI-eszközhasználati nyilatkozat

Alulírott, Pálinkás Balázs, nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészítése során az alább
felsorolt feladatok elvégzésére a megadott MI-alapú eszközöket alkalmaztam:

Feladat Felhasznált
eszköz

Felhasználás helye Megjegyzés

Szakirodalmi források
feltárása, kód generá-
lása

Gemini Teljes dolgozat Releváns szakiro-
dalom azonosítása,
feldolgozása, for-
dítása, Python és
LATEX-kód generálása
ábrák és táblázatok
formázása

Kód generálása, ábrák
készítése, nyelvhelyes-
ség ellenőrzése

Claude Teljes dolgozat Python és LATEX-kód
generálása, ábrák és
táblázatok formázása,
nyelvhelyesség- és
stilisztikai ellenőrzés,
irodalomjegyzék for-
mázása.

A felsoroltakon túl más MI-alapú eszközt nem használtam.
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